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Prologo

MATLAB tiene una excelente coleccion de érdenes y funciones que son muy utiles para resolver problemas de
ingenieria de control. Por ejemplo, la Edicién de Estudiante de MATLAB tiene érdenes para:

Respuestas a escalon

Diagramas del lugar de las raices

Diagramas de respuesta en frecuencia (Diagramas de Bode y Nyquist)

Transformaciones entre modelos en el espacio de estados y modelos en funcion de transferencia
Valores propios y vectores propios de matrices cuadradas

Conversion de modelos de sistemas continuos a modelos discretos

Disefio de reguladores lineales cuadrdticos

entre otras muchas. (Si utiliza la versidn profesional de MATLAB, todas estas érdenes estdn incluidas en el
Control System Toolbox.) Como se muestra en este libro, la representacion de las curvas de respuesta a
escalon, lugares de las raices, diagramas de Bode y la obtencién de soluciones a muchos problemas de control
se pueden realizar de una manera facil con MATLAB.

Las rutinas que aparecen en este libro funcionan con la Edicién de Estudiante de MATLAB y con las ver-
siones 3.5 y 4.0 de MATLAB. Las representaciones se hicieron con archivos PostScript creados con la versién
3.5 de MATLAB. La Edicién de Estudiante de MATLAB puede presentar las mismas representaciones pero
linicamente en una salida en copia dura del volcado de pantalla.

Este libro estd destinado a ayudar a los estudiantes de ingenierfa y a los ingenieros practicos en su estudio
de MATLAB para resolver los problemas de ingenieria de control. Los problemas discutidos en este libro son
bésicos en sistemas lineales de control y normalmente son presentados en los cursos introductorios de control.
Muchos problemas de ejemplo se han tomado de dos libros anteriores del autor, Modern Control Engineering,
2nd edition (Prentice Hall) y Discrete-Time Control Systems (Prentice Hall).

En este libro las explicaciones estdn limitadas a sistemas lineales de control invariantes en el tiempo. Se
tratan tanto los sistemas continuos como los muestreados. Todas las sefiales de entrada consideradas son deter-
ministas.

Una vez que los aspectos tedricos de los problemas de control se han estudiado a través de cursos gene-
rales de control, MATLAB puede utilizarse con la ventaja de obtener soluciones numéricas que implican va-
rios tipos de operaciones de vectores y matrices.

Muchos de los programas de MATLAB presentados en este libro se han escrito con comentarios para el
usuario, asi el lector podra seguir todos los pasos facilmente. Por tanto, los lectores que atin no se hayan fami-
liarizado con MATLAB encontrardn este libro muy titil, ya que presenta los detalles de cémo escribir progra-
mas de MATLAB para obtener soluciones a los problemas de ingenierfa de control. Ademds este libro pro-
porciona explicaciones detalladas para responder a numerosas preguntas que fueron planteadas en mis cursos
de sistemas de control, confio que también respondan a muchas preguntas que se le puedan plantear al lector.

Finalmente, me gustaria agradecer a MathWorks, Inc. por su permiso para utilizar algunos materiales
bésicos de MATLAB presentados en Student Edition of MATLAB (publicado por Prentice Hall) en este libro.

Katsuhiko Ogata



Capitulo 1 Material introductorio

1.1

1.2

INTRODUCCION

MATLAB (una abreviatura de MATrix LABoratory) es un sistema basado en el cédlculo matricial para desa-
rrollar aplicaciones matematicas y de ingenieria. Podemos pensar en MATLAB como un clase de lenguaje di-
seflado Unicamente para realizar manipulaciones matriciales. Todas las variables que se manejen en MAT-
LAB son matrices. Esto es, MATLAB tiene solo un tipo de datos, una matriz o un array rectangular de
nimeros. MATLAB posee un amplio conjunto de rutinas para obtener salidas graficas.

Este capitulo presenta una introduccién a MATLAB. En primer lugar se introducen las érdenes de MAT-
LAB y las funciones matemadticas que se pueden utilizar para resolver problemas de ingenieria de control con
MATLAB. A continuacion, se presentan los operadores matriciales, los operadores relacionales y 16gicos y los
caracteres especiales utilizados en MATLAB. El lector deberia familiarizarse con todo el material de este capi-
tulo antes de estudiar los programas en MATLAB.

MATLAB posee una ayuda en linea a la que puede llamarse siempre que se desee. La orden help visuali-
zard una lista de funciones y operadores predefinidos para los que hay disponible una ayuda en linea. La orden

help ‘nombre de funcién’
dard informacién sobre la funcién especifica llamada de su finalidad y forma de uso. La orden
help help

dard informacion de como utilizar la ayuda en linea.

No se tratan en este libro muchas caracteristicas importantes y utiles. Para conocer estas particularidades
el lector deberfa consultar la Edicion de Estudiante de MATLAB y la Guia de Usuario que se citan en las re-
ferencias.

ORDENES Y FUNCIONES MATRICIALES UTILIZADAS EN MATLAB

En primer lugar se relacionan los diferentes tipos de 6rdenes y funciones matriciales en MATLAB que se uti-
lizan frecuentemente en la resolucién de problemas de ingenieria de control. Después presentaremos de forma
breve las conversiones de modelos matemaéticos, los operadores matriciales, los operadores relacionales y 16-
gicos y los caracteres especiales empleados en MATLAB.

Ordenes y funciones matriciales en MATLAB que se emplean con frecuencia en la resolucién
de problemas de ingenieria de control

MATLAB tiene muchas funciones predefinidas que pueden ser llamadas por el usuario para resolver dife-
rentes tipos de problemas. '
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Conversién del espacio de estado a funcion de transferencia (ss2tf)
Conversion de funcidn de transferencia a espacio de estado (tf2ss)
Conversion del espacio de estado a ceros-polos (ss2zp)
Conversién de ceros-polos a espacio de estado (zp2ss)

Conversion de funcién de transferencia a ceros-polos (tf2zp)
Conversion de ceros-polos a funcién de transferencia (zp2tf)
Conversién de tiempo continuo a tiempo discreto (c2d)

En este libro trataremos con detalle ss2tf, tf2ss y ¢2d.

Operadores matriciales

Los siguientes signos se utilizan en las operaciones matriciales:

+ Suma

- Resta

Multiplicacién

A Potencia

Transpuesta conjugada

Operadores relacionales y l6gicos

Los siguientes operadores relacionales y 16gicos se utilizan en MATLAB:

< Menor que

<= Menor que o igual a
> Mayor que

>= Mayor que o igual a
== Jgual

~= Noigual

Observe que ‘=’ se utiliza en una sentencia de asignacién, mientras que ‘=="se emplea en una relacion.
Los operadores 16gicos son:

& AND
I OR
~ NOT

Caracteres especiales

En MATLAB se utilizan los siguientes caracteres especiales:

] Utilizado para formar vectores y matrices
() Precedencia de expresion aritmética
Separa elementos y argumentos de funcién
Final de filas, suprime la impresion (véanse los detalles que se dan a continuacién)
Generacién de vectores (véanse los detalles que se dan a continuacién)
! Ejecucién de orden del sistema operativo
% Comentarios (véanse los detalles que se dan a continuacion)
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1.3

Utilizaciéon del operador ;

El ; se utiliza para suprimir la impresion. Si el tltimo caracter de una sentencia es un ; se suprime la impresion;
la orden se ejecuta pero el resultado no se visualiza. Esto es una caracteristica til, puesto que la impresion de
resultados intermedios puede no necesitarse. También, en la introduccién de una matriz el ; se utiliza para
indicar el final de una fila excepto de la dltima.

Utilizacién del operador :

El operador : juega un papel importante en MATLAB. Este operador se puede utilizar para crear vectores, re-
ferenciar submatrices de una matriz dada y especificar los bucles de iteracion for. Por ejemplo, j:k es lo mismo
que [jj+1 ..k], A(:,j) es la columna j-ésima de A y A(i,:) es la fila i-ésima de A.

Linea de programa comenzando con ‘%’

A lo largo de este libro, muchos programas en MATLAB se escriben con comentarios y observaciones que
explican los pasos particulares realizados en el programa. Las lineas de programa en MATLAB que comien-
zan con ‘%’ son comentarios. La notacion ‘%’ es similar a ‘REM’ en BASIC. Una linea que comienza por %
se emplea para almacenar los comentarios del programador y estas observaciones no se ejecutan. Esto es, todo
lo que aparece después del signo % en una linea de un programa en MATLAB se ignora. Si los comentarios
requieren mds de una linea de programa, cada una de ellas debe comenzar con el signo %. (Véase, por ejemplo,
el Programa 3-1 en MATLAB.)

ESTRUCTURA DEL TEXTO

La estructura del libro es la siguiente: este texto estd disefiado fundamentalmente para analizar en detalle como
presentar los resultados de los andlisis de los sistemas de control de forma gréfica.

A continuacién se resumen los contenidos de cada capitulo. El Capitulo 1 presenta material introductorio.
El Capitulo 2 trata de los fundamentos de las operaciones matriciales con MATLAB.

Los Capitulos 3 y 4 presentan el andlisis de la respuesta transistoria de los sistemas de control con MAT-
LAB. El Capitulo 3 se dedica a los sistemas de tiempo continuo y el Capitulo 4 a los sistemas de tiempo dis-
creto. El Capitulo 5 estudia el lugar de las raices. Analizamos los problemas que pueden surgir al representar
el lugar de las raices con MATLAB. También se incluye el lugar de las raices para sistemas de control en
tiempo discreto. El Capitulo 6 se dedica al andlisis de la respuesta en frecuencia de sistemas en lazo cerrado.
Tratamos ambos sistemas de control en tiempo continuo y en tiempo discreto. También se presentan en este
capitulo problemas de disefio sencillos basados en el diagrama de Bode.



Capitulo 2 Analisis de la respuesta transitoria
de sistemas continuos

2.1 INTRODUCCION

Este capitulo trata de las materias que se deben conocer para resolver problemas de ingenieria de control con
MATLAB.

Si necesita poner la hora y la fecha

La orden clock da el afo, el mes, el dia, la hora, los minutos y los segundos. Es decir, clock devuelve un vector
fila de seis elementos que contiene la hora y la fecha en formato decimal.

clock = [aflo mes dia hora minutos segundos]

Ademds, la orden date da la fecha actual.

date
ans =

1-Jan-94

Acceso y salida de MATLAB

En la mayoria de los sistemas, una vez que se ha instalado MATLAB, para llamar a MATLAB ejecute la orden
MATLAB. Para salir de MATLAB, ejecute la orden exit o la orden quit.

Como se utiliza MATLAB

Normalmente, MATLAB se utiliza en modo de orden dirigida. Cuando las érdenes se introducen en una unica
linea, MATLAB las procesa inmediatamente y visualiza los resultados. MATLAB, también es capaz de eje-
cuta secuencias de 6rdenes que estén almacenadas en filas.

A las 6rdenes que se hayan escrito, se puede acceder mds tarde utilizando la tecla de flecha hacia arriba.
Es posible encontrar algunas de las dltimas drdenes que se hayan introducido y volverlas a llamar en una linea
de orden particular.

Variables en MATLAB

Una caracteristica ttil de MATLAB es que las variables no necesitan ser dimensionadas antes de ser utiliza-
das. En MATLAB, las variables se generan de una manera automadtica una vez que son utilizadas. (Las dimen-
siones de las variables pueden ser alteradas mds tarde si ello fuera necesario.) Estas variables permanecen en
memoria hasta que se introduce la orden quit o la orden exit.
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Introduccion de matrices en programas en MATLAB

2.2

Para obtener una lista de las variables en el espacio de trabajo, tinicamente escriba la orden who. Después,
toda las variables que estdn actualmente en el espacio de trabajo aparecerdn en la pantalla.

La orden clear limpiard todas las variables no permanentes del espacio de trabajo. Si desea limpiar tnica-
mente una variable en particular, por ejemplo ‘x’, del espacio de trabajo, introduzca la orden clear X.

Como introducir comentarios en un programa en MATLAB

Como se expuso en el Capitulo 1, si se desean introducir comentarios que no van a ser ejecutados, utilice el
simbolo % al comienzo de la linea. Es decir, el simbolo % indica que el resto de la linea es un comentario y que
debe ser ignorado.

Como guardar variables cuando se sale de MATLAB

Cuando se escribe ‘exit o ‘quit’, todas las variables en MATLAB se pierden. Si se introduce la orden save
antes de salir, todas las variables se pueden guardar en un archivo de disco llamado matlab.mat. Cuando se
vuelva a entrar en MATLAB, la orden load recuperari el estado inicial del espacio de trabajo.

Estructura del capitulo

La Seccién 2-1 proporciona el material introductorio. La Seccién 2-2 explica como introducir matrices en pro-
gramas de MATLAB. La Seccién 2-3 presenta la generacién de vectores, operaciones con matrices, valores
propios y materias que estén relacionadas. La Seccién 2-4 muestra como representar las curvas de respuestas,
y la Seccién 2-5 discute los modelos matematicos y las transformaciones de sistemas lineales.

INTRODUCCION DE MATRICES EN PROGRAMAS EN MATLAB

Introduccién de sefales muestreadas en programas en MATLAB

Los vectores, los cuales son matrices de | X n o n X 1, se utilizan de forma normal para guardar seflales de
datos muestreados en una dimension, o secuencias. Una manera de introducir una secuencia en MATLAB es
introducirla mediante una lista explicita de elementos. Obsérvese que los elementos deben estar separados por
espacios en blanco o por comas, como sigue:

x=[1 2 3 -4 -5]

x =1[1,2,3,-4,-5]

Para una mejor lectura es mejor introducir espacios en blanco entre los elementos. Como se muestra, 1os
valores se deben introducir entre corchetes.
La sentencia
x=[1 2 3 -4 -5]

crea una Unica secuencia de cinco elementos reales en un vector fila. La secuencia se puede pasar a vector
columna transponiéndola. Es decir,

y=x

resulta
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Como introducir matrices en programas en MATLAB

Una matriz

1,2 10 15
3 55 2
4 68 7

A =

se puede introducir con un vector fila como sigue:

A=T12 10 15;3 5.5 2:4 6.8 7]

Como se muestra, los valores deben ser introducidos entre corchetes. Los elementos de cualquier fila
deben estar separados por blancos (o por comas). El final de cada fila, excepto la dltima, se sefiala con un
punto y coma.

Una matriz grande se puede extender en varias lineas. Por ejemplo, considere la siguiente matriz B:

1,5630 2,4572 3,1113 4,1051
B = |3:2211 1,0000 2,5000 3,2501
1,0000 2.0000 0,6667 0,0555
0,2345 0,9090 1,0000 0,3333

Esta matriz se pude extender en cuatro lineas de entrada como sigue:

B =[1.56302.45723.1113 4.1051
3.2211 1.0000 2.5000 3.2501
1.0000 2.0000 0.6667 0.0555
0.2345 0.9090 1.0000 0.3333]

Observe que los retornos de carro sustituyen a los puntos y comas.
Otro ejemplo, dada la matriz C por

-0.02
C=|1e
Lﬁ 3 }
se puede introducir como sigue

C=[1 exp(-0.02);sqrt(2) 3]

Entonces la matriz que se mostrard en la pantalla:

9



10  Introduccién de matrices en programas en MATLAB

=

1.0000 0.9802
1.4142  3.0000

Transpuesta y transpuesta conjugada

El ap6strofe (la prima) ' indica la transpuesta conjugada de una matriz. Si la matriz es real, la transpuesta con-
jugada es unicamente una transpuesta. Una entrada como

A=[1 2 34 5 67 8 9]

producird la siguiente matriz en la pantalla

A=
1 2 . 3
g5 16
T 8 9
También, si se introduce
B=A"
en la pantalla se verd
B =
1 4 7
2 5 8§
3 © 9

Introducciéon de matrices complejas

Los ndmeros complejos se pueden introducir utilizando la funcién i o j. Por ejemplo, un niimero 1+ j./3 se
puede introducir como

x = 1+sqrt(3)*i

x = 14+sqrt(3)*j
Este niimero complejo 1 +,./3 = 2 exp[(n/3)j] se puede introducir también como
x = 2¥*exp((pi/3)*)

Es importante observar que, cuando se introducen nimeros complejos como elementos de matrices entre
corchetes, se evitan los espacios en blanco. Por ejemplo, 1 + 5%/ se deberia introducir como
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x = 1+5%]
Si se ponen espacios en blanco entre el signo +, como
x=1 + 5%

se estardn representando dos nimeros.

Siiy j se utilizan como variables, se debe de generar una nueva unidad compleja como sigue:

ii = sqrt(-1)
0
Ji = sqrt(-1)
Entonces — 1 +j./3 se debe de introducir como
X = -14sqrt(3)*ii
0

x = -1+sqrt(3)*jj

Introduccién de matrices complejas

Si la matriz X es una matriz compleja como

X=|11J
—j5 2

X=[1 jj*5 2]

una entrada como

producird la siguiente matriz en la pantalla:

X=
1.0000 0+ 1.0000i
0-5.0000i 2.0000
Observe que
Y =X
producird
Y=
1.0000 0+ 5.00001

0- 1.0000i 2.0000

que es



12

Introduccion de matrices en programas en MATLAB

Puesto que la prima, ', indica la transpuesta conjugada compleja, para una transpuesta no conjugada se uti-
lizard una de las dos siguientes entradas:

Y. 0 conj(Y")
Si escribimos
Y-
en la pantalla aparecera
ans =
1.0000 0- 1.0000i

0+ 5.0000i 2.0000

Suma y resta

Las matrices de la misma dimensién se pueden sumar o restar. Considere las siguientes matrices A y B:

5

10
A =

2.3
04

=~
Il

Si introducimos

en la pantalla aparecerd

Si la matriz B se introduce como

B=[1 02 3.0 4]

en la pantalla aparecera

S =
£ WO

Para la suma de dos matrices como A + B, introducir
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C=A+B

La matriz C aparecerd en la pantalla como

C=

AN ON W
oo

11

Si un vector x viene dado por

DN B~ W

introducimos este vector como

X =[5:4:6]

La pantalla mostrard el vector columna como

X=

5
4
6

La siguiente entrada restard 1 de cada elemento del vector x

y=x-1

La pantalla mostrard

w

n

Multiplicacion de matrices

La multiplicacién de matrices se indica por *. Considere

x=[1;2;3]; y=1[45:6]; A=[1 1 2;3 4 0;1 2 5]
La entrada

X'*y
dard

ans =
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32
Ademas, la entrada
x*y'
dara

ans =
4 5 6
g8 10 12
12 15 18

Andlogamente, si introducimos

y¥x
La pantalla mostrard
ans =
4 8 12
5 10 15
6 12 18

Los productos de matrices y vectores son un caso particular de los productos de matrices. Por ejemplo,
una entrada como

b= A*x
producird
b=
9
11
20
Observe que un escalar puede multiplicar, o ser multiplicado por cualquier matriz. Por ejemplo,
introduzca
S5*A
dard
ans =
5 § 10
15 20 O
5 10 25

y una entrada como

A*5
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también dara

ans =
5 5 10
15 200 0
5 10 25

Matriz exponencial
expm(A) es la matriz exponencial de una matriz A de n X n. Es decir,
expm(A) = T+ A +A/21 4 A% /314 ...
Obsérvese que una funcién trascendental se interpreta como una funcién matricial si se afiade una “m” al
nombre de la funcién, como en expm(A) o sqrtm(A).
Valor absoluto

abs(A) da una matriz que consiste en el valor absoluto de cada elemento de A. Si A es compleja, abs(A)
devuelve el médulo del complejo (magnitud):

abs(A) = sqrt(real(A).2+imag(A)."2)

angle(A) devuelve los dngulos de fase en radianes de los elementos de la matriz compleja A. Los dngulos se
encuentran entre -ty 7n. Véase el siguiente ejemplo.

A=[2+2%*1 1+3*1;4+5*1 6-1i];
abs (A)

ans =

2.8284 3.1623

6.4031 6.0828
angle (A)
ans =
0.7854 1.2490
0.8961 -0.1651

Magnitud y angulo de fase de un nimero complej
La magnitud y el dngulo de fase de un nimero complejo z = x+iy = re'® vienen dados por

r = abs(z)
teta = angle(z)

y la sentencia

z = r¥exp(i*teta)
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recupera el nimero complejo original z.

Obtencidn del cuadrado de los elementos de un vector x
Para un vector x, x.*2 da el vector del cuadrado de cada elemento. Por ejemplo, para
x=[1 2 3]

x."2 se muestra en la siguiente salida de MATLAB:

x=[1 2 3];
x .52

ans: =

También, para el vector y,
y=[2+5 3+4 1]

y.A2 viene dado por:

v=[245%1 3+4%1 1-4];
.2

ans =

-21.0000 +20.0000i ~-7.0000 +24.00001 0 = 2.0000%

Obtencidén del cuadrado de los elementos de una matriz A

Para una matriz A, A.*2 da una matriz que consiste en el cuadrado de cada elemento. Por ejemplo, para las
matrices A y B, donde

A = 12 |3 1+ 2-2j
34 3+4; 5—j

A2y B.A2 vienen dadas como sigue:
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A=l 2:3 4] ;
A.N2
ans =
1 4
9 16

B=[1+1 2-2%*1i;3+4*i 5-1i];
B."2

ans =

0 + 2.00001 0 - 8.00001
-7.0000 +24.00001i 24.0000 -10.00001

Multiplicacién y division de un array

La multiplicacién de un array, o elemento por elemento, se indica por *.*’. Si X e y tienen las mismas dimen-
siones, entonces

Ry

indica el array cuyos elementos son tinicamente los productos de los elementos individuales de x e y. Por ejem-
plo, si

x=[1 2 3], y=[4 5 6]
entonces

Z =X ¥y
resulta

z=[4 10 18]

Andlogamente, si las matrices A y B tienen las mismas dimensiones, entonces A.*B indica el array cuyos
elementos son tnicamente los productos de los elementos correspondientes de A y B. Por ejemplo, si

A =128 B 456
098 765

Entonces

resulta

C= 41018
0 54 40
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Introduccion de matrices en programas en MATLAB

Las expresiones x./y, x.\y, A./B y A.\B dan los cocientes de los elementos individuales. Asi para

x=[1 2 3], y=[4 5 6]

la sentencia

u=x./y

da

u=[0.25 04 0.5]

y la sentencia

v=x\y

resulta

Andlogamente, para las matrices A y B, donde

Ac|123 B= 456
198 765

la sentencia

C=A/B
da
C = 0,2500 0,4000 0,5000
0,1429 1,5000 1.6000
Y la orden
D=A\B
da

D = |4.0000 2,5000 2.0000
7,0000 0,667 0.6250

Correccidn de letras y nimeros mal escritos

Utilice las teclas de flecha del teclado para editar las 6rdenes erréneas o volver a llamar las lineas de orden pre-
vias. Por ejemplo, si se introduce

A=l 1 2]
el primer paréntesis debe ser corregido. En lugar de repetir la linea completa, pulse la tecla de flecha hacia

arriba. Esta linea incorrecta se visualizard otra vez. Utilice la tecla de flecha hacia la izquierda y mueva el
cursor sobre ( y escriba [ después pulse la tecla de borrar.
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MATLAB es sensible a mayusculas

Es importante recordar que MATLAB es sensible a maytsculas en los nombres de érdenes, funciones, y varia-
bles. MATLAB distingue entre letras mayusculas y letras mindsculas. Asi, x y X no son la misma variable.
Todos los nombres de funcién se deben escribir en mintscula, inv(A) invertird A, eig(A) dara los valores
propios. Observe, sin embargo, que si la orden casesen off se introduce, MATLAB llegard a ser insensible a las
letras mayusculas y INV(A) es igual a inv(A). Sin embargo para utilizar la orden casesen off, es necesario
alguna precaucion.
Considere el siguiente ejemplo. Suponga que la matriz A viene dada por

01 0
A=19 0 |
6 -11 -6

Al introducir la orden inv(A) se produce la inversa de la matriz A. Si introducimos la orden INV(A), la
salida de MATLAB muestra un mensaje de error. Si a continuacion introducimos la orden casesen off, la sa-
lida de MATLAB mostrard un mensaje de error nuevamente. Véase la siguiente salida de MATLAB:

A=[0 L 0:0 0 1;-6 =11 =614

inv (A)

ans =
~1...8333 -1.0000 -0.1667
1.0000 0 0
0 1.0000 0

INV (A)

[[[Undefined function or variable.
Symbol in question MM INV

casesen off

INV (A)

[[[Undefined function or variable.
Symbol in question MM a

Para evitar estos mensajes de error, introduzca la sentencia

a=[Al];

antes que se introduzaca la orden casesen off. Después la orden INV(A) producird la inversa de la matriz A.
Véase la siguiente salida de MATLAB:
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A=[0 1 0;0 0 1;-6 -11 -6];

INV (A)

[[ [Undefined function or variable.
Symbol in question MM INV

a=[A]

casesen off

INV (A)

ans =
-1.8333 -1.0000 -0.1667
1. 0 0010 0 0

0 1.0000 0

Introduccidon de una sentencia larga que no cabe en una linea
Normalmente una sentencia se termina con un retorno de carro o una tecla de retorno. Si la sentencia que se

quiere introducir es demasiado largo para un linea, una marca de tres o mds puntos, ..., seguido de un retorno
de carro se puede utilizar para indicar que la sentencia contintia en la proxima Iinea. Un ejemplo es

X =1.234 +2.345 + 3.456 + 4. 567 + 5.678 + 6.789 ...
+7.890 + 8.901 - 9.012;
Observe que los espacios en blanco alrededor de los signos =, + y - son opcionales. A menudo estos espa-
cios se ponen para mejorar la lectura.

Introduccién de algunas sentencias en una linea

Varias sentencias se pueden situar en una tnica linea si se separan por comas o puntos y comas. Unos ejemplos
son

plot(x,y,'0"), text(1,20,'Sistema 1'), text(1,15,'Sistema 2')

plot(x.y,'0"); text(1,20,'Sistema 1'); text(1,15,'Sistema 2')

Seleccion del formato de salida

Todos los cdlculos en MATLAB se representan en doble precision. Sin embargo la salida visualizada se puede
fijar a cuatro decimales. Por ejemplo, para el vector

x=[1/3 0.00002]

MATLAB muestra la siguiente salida
X =

0.3333  0.0000
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Si al final un elemento de una matriz no es un entero exacto, hay cuatro formatos de salida posibles. La
salida visualizada se puede controlar visualizando una de las siguientes érdenes:

format short
format long
format short e
format long e

Una vez llamado, el formato elegido permanece activo hasta que sea cambiado.
Para el andlisis de sistema de control, se suelen utilizar format short y format long. Siempre que se llame

a MATLAB y no se introduzca una orden de formato, MATLAB muestra los resultados numéricos en formato
corto, como sigue:

x=[1/3 0.00002];
35

0.3333 0.0000

format short; x

0,3333 0.0000

format long; x

0.33333333333333 0.00002000000000

Si todos los elementos de una matriz o vector son enteros exactos, el format short y el format long pro-
ducirdn el mismo resultado, como se observa a continuacion:

y=[2 5 40];
¥
y‘ =
2 5 40

format short; y

Yy =

format long; vy

y:
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2.3 GENERACION DE VECTORES, OPERACIONES MATRICIALES,
VALORES PROPIOS Y TEMAS RELACIONADOS

Generacion de vectores
Los dos puntos, :, es un cardcter importante en MATLAB. La sentencia
t=1:5
genera un vector fila que contiene los nimeros del 1 al 5 con incremento unidad. Ello produce
t=
1 2 3 4 5
Se puede utilizar un incremento distinto a 1. Por ejemplo,
t=1:0.5:3
resultard
t=
1.0000 1.5000 2.0000 2.5000 3.0000
Se pueden utilizar incrementos negativos. Por ejemplo, la sentencia
t=5:-1:2

da

Otras funciones de generacién de vectores incluyen linspace, la cual permite especificar el nimero de
puntos en lugar de los incrementos.

x = linspace(-10,10,5)
da
X =
-10 -5 0 5 10
A continuacién considere un vector x dado por

x=[2 4 6 8 10]

Las entradas de un vector individual o una matriz se pueden referenciar con indices entre paréntesis. Por
ejemplo, x (3) es tercer elemento de x y x ([I 2 3]) son los tres primeros elementos de x (es decir, 2,4.6).
También, para una matriz A, A(3,1) indica la entrada en la tercera fila y primera columna de la matriz A.
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Normas

La norma de una matriz es un escalar que da alguna medida del tamafio de la matriz. Varias definiciones dife-
rentes normalmente se utilizan varias definiciones diferentes. Una de ellas

norm(A) = el valor singular mayor de A

Andlogamente, se dispone de varias definiciones para la norma de un vector. Una definicién que a me-
nudo se utiliza para la definicién de la norma de un vector x es

norm(x) = sum(abs(x).*2)"0.5

Véase el siguiente ejemplo:

x=[2 3 6]3
norm (x)

ans: =

Valores propios y vectores propios

Si A es una matriz de n X n, entonces los n nimeros A que satisfacen
Ax = Ax

son los valores propios de A. Se pueden encontrar utilizando la orden
eig(A)

la cual devuelve los valores propios en un vector columna.
Si A es real y simétrica, los valores propios serdn reales, pero si A no es simétrica los valores propios sue-
len ser nimeros complejos
Por ejemplo, con
o
-10

La orden
eig(A)
produce
ans =
0+ 1.00001
0- 1.00001

Las funciones en MATLAB pueden tener uno o varios argumentos de salida. Por ejemplo, como se ha
visto anteriormente, eig(A) produce un vector columna que estd formado por los valores propios de A, mien-
tras que una sentencia de doble asignacion
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[X,D] = eig(A)

produce los valores propios y vectores propios. Los elementos diagonales de una matriz diagonal D son los
valores propios, y las columnas de X corresponden a los vectores propios tales que

AX =XD
Por ejemplo, si
0o 1 0
A=10 0 1
-6 -11 -6

entonces la sentencia

[X.D] = eig(A)

dard el siguiente resultado:

[X,D]l=eig (A)

X =
~0.5774  0.2182 -0.1048
0.5774 -0.4364  0.3145
~0.5774  0.8729  -0.9435

D =
-1.0000 0 0
0 -2.0000 0
0 0 -3.0000

Los vectores propios son escalados de tal forma que la norma de cada uno de ellos es 1.

Si los valores propios de una matriz son distintos, los vectores propios son siempre independientes y la
matriz de vectores propios X diagonalizard a la matriz original A si se aplica una transformacion de semejanza.
Sin embargo, si una matriz tiene valores propios repetidos es no diagonalizable a menos que tenga un conjunto
completo (independiente) de vectores propios. Si los vectores propios no son independientes, se dice que la
matriz original es singular. Incluso si una matriz es singular, la solucion de eig satisface la relacion AX = XD.
Valores propios generalizados y vectores propios generalizados
Si A y B son matrices cuadradas, entonces la orden

eig(A,B)
devuelve un vector que contiene los valores propios generalizados al resolver la ecuacién

Ax = ABx

donde A es un escalar. Los valores de A que satisfacen la ecuacién con los valores propios generalizados, y los
valores correspondientes de x son los vectores propios generalizados.
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Para obtener los vectores propios utilice la orden de doble asignacién como sigue:
[X.D] = eig(A,B)

Esto produce una matriz diagonal D de valores propios generalizados y una matriz cuadrada X cuyas
columnas se corresponden con los vectores propios tales que

AX =BXD

Por ejemplo, si

1100
A-|1 000
-1 010
[0 -101

1010
B_|0100
0011
0010

eig(A.B) produce

eig(A.B)
ans =

2.1889 + 0.00001
-2.1889 - 0.0000i
-0.4569 - 0.0000i
0.4569 - 0.0000i

y [X,D] =eig(A,B) da

[X,D]l=eig(A,B)
X =
0.8463 + 0.0000i -0.3548 - 0.0000i 0.2433 + 0.0000i 0.1233 - 0.0000i
0.3866 + 0.0000i 0.1621 + 0.0000i -0.5326 - 0.0000i 0.2699 - 0.0000i
-0.2830 - 0.0000i  0.4429 + 0.0000i 0.3899 + 0.0000i 0.7374 - 0.00001
-0.2329 - 0.0000i -0.8073 - 0.0000i =-0.7107 - 0.0000i 0.6068 - 0.0000i
I =
2.1889 + 0.00001 0 0 0
0 -2.1889 - 0.0000i 0 0
0 0 -0.4569 - 0.0000i 0
0 0 0 0.4569 - 0.00001i

Los vectores propios son escalados de forma que la norma de cada uno es 1.0.
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Ecuacion caracteristica

Las raices de la ecuacion caracteristica son las mismas que los valores propios de la matriz A. La ecuacion
caracteristica de la matriz A se calcula con

p = poly(A)

Por ejemplo, si la matriz A viene dada por

01 0
A=9 0 1
-6 =11 =B

la orden poly(A) producirad

p=poly (A)

p =

1.0000 6.0000 11.0000 6.0000

Esta es la representacion de MATLAB del polinomio

S +655 411546 = 0

Las raices de la ecuacién caracteristica p = 0 se pueden obtener introduciendo la orden r = roots(p):

r=roots (p)

-3.0000
-2.0000
-1.0000

Las raices de la ecuacién caracteristica pueden recuperar el polimonio original con la orden q = poly(r).

g=poly (r)
q —

1.0000 6.0000 11.0000 6.0000

Producto de polinomios
Considere
a(s) = 55 —20,6

b(s) = s>+ 19,65+ 151,2
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El producto de polinomios es la convolucién de los coeficientes. El producto de los polinomios a(s) y b(s)
se puede obtener introduciendo la orden ¢ = conv(a,b).

=L B =206l =[1 196 I51:2]:
c=conv (a, b)

1.0e+003 *

0.0010 0.0196 0.1306 -0.4038 ~3e 1147

Esta es la representacién en MATLAB del polinomio

c(s) = 5+ 19,65° + 130,65° — 403,85 — 31147

Deconvolucidn (division de polinomios)

Para dividir el polinomio c¢(s) entre a(s), utilice la orden de deconvolucién [q,r] = deconv(c,a).

[q,r]=deconv(c,a)

g =

1.0000 19.6000 151.2000

Evaluacién polinomial

Si p es un vector cuyos elementos son los coeficientes de un polinomio en potencias descendientes, entonces
polyval(p,s) es el valor del polinomio evaluado en s. Por ejemplo, para evaluar el polinomio

Pl = 352+-2s4-1

en s = 5, introduzca la orden

p=[3 2 1}
polyval(p,5)
Se obtiene
ans =
86

La orden polyvalm(p,A) evalua el polinomio p de la matriz dada.
Considere la siguiente matriz J:
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—2+52./3 0 0
J = 0 —2-j2.3 0
0 0 —I0

La orden poly(J) da el polinomio caractreristico de J.

p=poly (J)

p=

1.0000 14.0000 56.0000 160.0000

Esta es la expresion de MATLAB para el polinomio caracteristico de J.
poly(J) = ¢(J) = J* +14J" +56J + 1601

donde I es la matriz identidad. Para la matriz

0 1 0
A=|0 0 1
511 -8

la orden polyvalm(poly(J),A) evalda el siguiente ¢(A):

4 5 154 45 8
0(A) = A” + 14A” +56A + 1601 = _48 66 -3

18 —15 84

Véase la siguiente salida de MATLAB.

polyvalm(poly (J),A)
ans =

154.0000 45.0000 8.0000
-48.0000 66.0000 -3.0000
18.0000 -15.0000 84.0000

Matrices de utilidad
En MATLAB, las funciones

ones(n)
ones(m,n)
ones(A)
Zeros

generan matrices especiales. Es decir, ones(n) produce una matriz de unos de n X n. ones(m,n) produce unz
matriz de unos de m X n. Andlogamente, zeros(n) produce una matriz de ceros de n X n, mientras zeros(m.n
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produce una matriz de ceros de m X n. zeros(A) produce una matriz de ceros del mismo tamaifio de A, excepto
cuando A es un escalar.

Matriz identidad

A menudo necesitamos introducir una matriz identidad I en los programas de MATLAB. La sentencia eye(n)
da una matriz identidad de n X n. Es decir,

eye (5)

ans =
i 0 0 0 0
0 1. 0 0 0
0 0 ik 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

Matriz diagonal

Si x es un vector, la orden diag(x) produce una matriz diagonal con x sobre la diagonal. Por ejemplo, para un
vector

X = [ones(1,n)]

diag([ones(1,n)]) produce una matriz identidad de n X n como sigue:

diag([ones(1,5])

ans =
. 0 0 0 0
0 il 0 0 0
0 0 il 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 i

Si A es una matriz cuadrada, entonces diag(A) es un vector formado por la diagonal de A, y diag(diag(A)) es
una matriz diagonal con los elementos de diag(A) sobre la diagonal. Véase la siguiente salida de MATLAB.
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A=[1 2 3;4 5 6;7 8 9];

diag(A)

ans =
ol
5
9

diag(diag(A))

ans =
1 0 0
0 5 0
0 0 9
Observe que diag(1:5) da
diag(1l:5)
ans =
1 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 3 0 0
0 0 0 - 0
0 0 0 0 5
Ademas, diag(0:4) da
diag(0:4)
ans =
0 0 0 0 0
0 il 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 4

Por tanto diag(1:5) - diag(0:4) es una matriz identidad.

[diag(1l:5)-diag(0:4)]

ans =

o o o o
o O oOoOpRr o
o O, O o
o P OO O
H o o o o
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Andlogamente, diag(3:7) - diag(2:6) es una matriz identidad.
Es importante observar que diag(0,n) es bastante diferente de diag(0:n). diag(0.n) es una matriz de (n + 1)
X (n + 1) formada por todos los elementos de ceros. Véase la siguiente salida de MATLAB.

diag(0,4)

ans =
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

2.4 REPRESENTACION GRAFICA DE CURVAS

MATLAB tiene un conjunto extensivo de rutinas para obtener salidas graficas. La orden plot crea dibujo linea-
les x - y. (Los dibujos logaritmicos y polares se crean sustituyendo las palabras loglog, semilogx o polar por
plot). Todas estas 6rdenes se utilizan de la misma manera: tinicamente se diferencian en como se escalan los
ejes y en como se visualizan los datos.

Graficas x-y

Si x e y son vectores de la misma longitud, la orden

plot(x.y)

dibuja los valores de y frente a los valores de x.

Representacion de curvas multiples

Para dibujar varias curvas en un solo grafico, utilice la orden plot con multiples argumentos.

plot(X1,Y1,X2,Y2, ... Xn.Yn)

Las variables X1,Y1,X2,Y2.....Xn,Yn son pares de vectores. Se dibuja cada par x-y y se generan multi-
ples curvas en el grafico. Los argumentos multiples tienen la ventaja de que permiten visualizar vectores de
distinta longitud en un mismo gréfico. Cada par utiliza un tipo de linea distinto.

Para dibujar mds de una curva en un tnico grifico se puede utilizar también la orden hold. La orden hold
congela el grdfico actual e inhibe las acciones de borrado y escalado. Por tanto, las siguientes curvas se dibu-
jardn sobre la curva original. Introduzca nuevamente la orden hold para liberar el grafico actual.

Inclusion de lineas de rejilla, titulo de la grafica, etiqueta en el eje x y etiqueta en el eje y
Una vez que tiene el grdfico en la pantalla, se pueden dibujar las lineas de rejilla, se puede poner titulo a la gra-
fica y los ejes x-y pueden ser etiquetados. Las érdenes de MATLAB para incluir las lineas de rejilla, el titulo

de la gréfica, la etiqueta en el eje x y la etiqueta en el eje y son

grid  (lineas de rejilla)
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title  (titulo del grafico)
xlabel (etiqueta en el eje x)
ylabel (etiqueta en el eje y)
Observe que, una vez que la orden de visualizacién ha sido ejecutada, las lineas de rejilla, el titulo del gra-
fico y las etiquetas en los ejes x e y se pueden introducir sucesivamente en el grafico introduciendo las 6rdenes.
Escritura de texto en la pantalla grafica
Para escribir texto al comienzo del punto (X,Y) sobre la pantalla gréfica, utilice la orden
text(X,Y,'texto")
Por ejemplo, la declaracion

text(3,0.45,'sin t')

escribird sin t Horizontalmente empezando en el punto (3,0.45). También, las declaraciones
plot(x1,y1,x2,y2), text(x1,y1,'l"), text(x2,y2,2")

marcardn dos curvas para que se puedan distinguir facilmente. (Véanse los Ejemplos 2-1 y 2-2 para escribir

texto sobre pantallas gréficas).

Obtencion de una copia dura

Se puede obtener una copia dura del grafico que se encuentra sobre la pantalla gréafica pulsando la tecla Print-
Scrn.

EJEMPLO 2-1

Introduzca el siguiente programa de 6rdenes de MATLAB y muestre el gréfico resultante.

t=0:0.05:10%

y=sin(t);

z=cos (t) ;

plot (€, "o 7t 2w

grid

title('Gréficas del Seno y del Coseno')
xlabel ('Seg')

vlabel ('y=seno(t); z=coseno(t)"')

text (3,0.45, 'sen(t)")

text(0.8;,=0:3, '"cosi(t) ')

Observe que el vector 7 es una particion del dominio 0 <7< 10 con paso 0.05, mientras que y y z son vec-
tores que dan los valores del seno y del coseno en los puntos de la particion. La Figura 2-1 muestra el grafico
resultante de las curvas del seno y del coseno.

Cuando el gréfico se encuentra en la pantalla, observe que pulsando cualquier tecla MATLAB mostrard la
pantalla de érdenes. Con la tecla de flecha hacia arriba, introduzca cualquiera de las tltimas siete érdenes
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(plot, grid, title, xlabel, ylabel, text, text). MATLAB mostrard los graficos actuales en pantalla. También, si se
introduce la orden shg (mostrar grafico), MATLAB mostrard los graficos actuales en pantalla.

Graficas del Senoy del Coseno

Seq

Figura 2-1

EJEMPLO 2-2

Introduzca el siguiente programa de érdenes de MATLAB y muestre el gréfico resultante.

£=0:0.25:10;

y=sin(t);

z=cos (t);
plot{t,;v;t.2) ;text(t, v "v') . text (t,z;"z")
grid

title('Grdficas del Seno y del Coseno')
xlabel ('Seg')

ylabel ('y=seno(t); z=coseno(t)')

La Figura 2-2 muestra el grafico resultante de las curvas del seno y del coseno.
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Figura 2-2
EJEMPLO 2-3

Dibujo la gréfica de

en el intervalo 0 <.x < 3 con incrementos de 0.1. El programa de MATLAB para este problema del ejemplo es

#=0:0.1:37

V.23

plot(x,vy)

grid

title('Grafica de y=x"2")
xlabel ('x")

vlabel ('y")

Observe que es necesario que ‘A2’ esté precedido por un punto para asegurarse que se realiza la operacion
deseada. La Figura 2-3 muestra la grafica resultante.
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Grafica de y=x"2

Figura 2-3

Datos imaginarios y complejos

Si z es un vector complejo, entonces plot(z) es equivalente a plot(real(z),imag(z).

Diagramas polares

polar(teta,ro) dard un grafico en coordenadas polares de dngulo teta (en radianes) frente al radio ro. Utilice la
orden grid para dibujar las lineas de rejilla del diagrama polar.

Diagramas logaritmicos

log log: un gréafico utilizando escalas log,, - log,,
semilogx: un gréfico utilizando escala semilogaritmica; el eje x es log,, y el eje y es lineal.
semilogy: un gréfico utilizando escala semilogaritmica; el eje y es log;, y el eje x es lineal.

Otros tipos de graficas
bar(x):  visualiza un gréafico de barras de los elementos del vectorx; bar no acepta argumentos multiples.

stairs: parecido a bar, pero pierde las lineas verticales; proporciona un dibujo de escaleras ttil para
gréficas de sefales de sistemas discretos (datos muestreados).

Algoritmos automaticos de representacion

En MATLAB el grifico es escalado automdticamente. Este grafico permanece como actual hasta que se dibuja
otro, en tal caso el grifico antiguo se elimina y los ejes se reescalan automaticamente. Los algoritmos
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Representacion grafica de curvas

automadticos de representacion para la respuesta transitoria de curvas, lugar de las raices, diagramas de Bode,
diagramas de Nyquist, etc... son disehados para trabajar con una gran variedad de sistemas, pero no siempre
son perfectos. Asi, en algunas ocasiones, puede llegar a ser deseable no hacer caso a la caracteristica de esca-
lado automdtico de la orden plot y seleccionar manualmente los 1fmites del gréfico.

Escalado manual de ejes

Si se desea dibujar una curva en una region especificada por

vV =[x-min X-max y-min y.max]

introduzca la orden axis(v). axis(v), donde v es un vector de cuatro elementos, fija el escalado de ejes a los
limites propuestos. Para graficas logaritmicas, los elementos de v son log,, de los minimos y los mdximos.

Al ejecutar axis(v) se congela el escalado de los ejes actuales para los graficos siguientes. Escriba nueva-
mente axis para reanudar el autoescalado.

axis('square') fija una regién cuadrada para el grafico en la pantalla. Con una razén de apariencia cua-
drada, una lfnea con pendiente 1 estd exactamente a 45°, y no sesgada por una forma irregular de la pantalla.
axis('normal') devuelve la razén de apariencia a normal.

Tipos de graficas
plot(X,Y,'x")

dibuja un punto en el grifico utilizando la marca ‘x’, mientras
plot(X1,Y1,",X2,Y2,'+)

utiliza una linea punteada para la primera curva y el simbolo (+) para la segunda curva. Los tipos de lineas y
puntos disponibles son los siguientes:

Tipos de lineas Tipos de puntos
solida - punto
discontinua -- signo de sumar
punteada : estrella *
discontinua-punteada - circulo
marca-x

Color

Las declaraciones

plot(X.Y,'")
plot(X,Y,'+g")

indican la utilizacién de una linea roja en el primer grafico y marcas + de color verde en el segundo. Los
colores disponibles son

rojo r
verde g
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azul b
blanco w
invisible 1

2.5 MODELOS MATEMATICOS DE SISTEMAS LINEALES

MATLAB tiene 6rdenes ttiles para transformar un modelo matemdtico de un sistema lineal en otro modelo.
Algunas de las transformaciones ttiles de sistemas lineales para resolver problemas de ingenieria de control se
presentan a continuacion.

Funcién de transferencia a espacio de estados

La orden

[A,B,C,D] = tf2ss(num,den)

convierte el sistema de funcion de transferencia

M) o pn ool &Y B A D
U(s) den

a la representacion de espacio de estados
X = Ax +Bu

y = CX+Du

Espacio de estados a funcion de transferencia
Si el sistema tiene una entrada y una salida, la orden
[num,den] = ss2tf(A,B,C,D)
proporciona la funcion de transferencia Y(s)/U(s).
Si el sistema tiene mds de una entrada, utilice la siguiente orden:
[num.den] = ss2tf(A,B,C,D.,iu)
Esta orden convierte el sistema en representacion de espacio de estados
X = Ax+Bu
y = Cx+Du

a funcion de transferencia

Y(s) _ c(sI-A)'B+D
U,(s)

1
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Observe que el escalar ‘iu’ es un fndice dentro de las entradas del sistema y especifica que entrada se va a
utilizar para la respuesta.
Considere, por ejemplo, el siguiente sistema, el cual tiene dos entradas, u; y u,.

il = [0 L)%, [10]|%
X =2 =3||xy| [0 1] |u,

y=110 :l +[0 0] Z;

Se pueden obtener las dos funciones de transferencia para este sistema. Una relaciona la salida y con la
entrada uy, y la otra relaciona la salida y con la entrada u,. (Cuando se considera la entrada u,, se supone que la
entrada u, es cero, y viceversa). Véase la siguiente salida de MATLAB.

A=[0 1;-2 -31;

B=[1 030 47 ;

Cc=[1 0];

D=[0 0];
[num,den]=ss2tf(A,B,C,D,1)

num =

[num,den]=ss2tf(A,B,C,D,2)

num =
0 0 1
den =
1 3 2
De la salida de MATLAB, tenemos
Y(s) _ s+ 3
U,(s) sz+3s+2
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Y(s) _ 1

Up(s) 243542

(Para un estudio mds detallado de sistemas con mdltiples salidas y entradas, véase la Seccion 3-5).

Descomposicion en fraccidnes parciales de la funcion de transferencia

Considere la funcién de transferencia

B(s) _ num _ b()s" +b(2)s" "'+ ...+ b(n)

A(s) den a(])s”+a(2)s”—I +...+a(n)

donde a(1) # 0, pero algin a(i) y b(j) pueden ser ceros.
Los vectores fila num y den especifican los coeficientes del numerador y del denominador de la funcién
de transferencia. es decir,

num = [b(1) b(2) .. b(n)]
den=[a(l) a2) ... a(n)]

La orden
[r,p,k] = residue(num,den)

encuentra los residuos, los polos y los términos directos de una descomposicion en fracciones parciales del
cociente de dos polinomios B(s) y A(s). La descomposicién en fracciones parciales de B(s)/A(s) viene dada por

Bs) . r() , 2 , , rn) + k(s)
A(s)  s—=p(l) s—=p(2) s—p(n)

Como ejemplo, considere la siguiente funcion de transferencia:

B(s) _ 2.Y3+5s2+3s+6

(s) S3+6.\'2+115+6

b

Para esta funcidn,

La orden

[r,p.k] = residue(num,den)

da el siguiente resultado:



40 Modelos matematicos de sistemas lineales

[r,p,k]=residue (num, den)
r =
-6.0000
-4.0000
3.0000
p =
-3.0000
-2.0000
-1.0000
k =
2

(Observe que los residuos se devuelven en un vector columna r, la localizacion de los polos en un vector
columna p y los términos directos en un vector fila k). Esta es la representacion en MATLAB de la siguiente
descomposicién en fracciones parciales de B(s)/A(s);

B(s) _ 25 +55 +35+6
A(s)  (s+ D(s+2)(s+3)

La orden

= i+i+i+2
s+3 s+2 s+1

donde r, p, k son dadas en la anterior salida de MATLAB, convierte la descomposicion en fracciones parciales
al polinomio cociente B(s)/A(s), como sigue:

[num,den] = residue(r,p,k)

[num,den] =residue (r,p, k)

num

2.0000 5.0000 3.0000 6.0000

den =

1.0000 6.0000 11.0000 6.0000
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Conversion de tiempo continuo a tiempo discreto
La orden
[G,H] = c2d(A,B.Ts)

donde Ts es el periodo de muestreo en segundos, convierte el modelo de espacio de estados de tiempo continuo
a discreto, suponiendo un retenedor de orden cero en las entradas. Es decir, con esta orden

X = Ax+Bu

se convierte en

X(k+1) = Gx(k) + Hu(k)
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3.1 INTRODUCCION

Respuestas transitorias (tales como respuesta a un salto o entrada escalén, respuesta impulsional y respuesta a
una rampa) se utilizan frecuentemente para investigar las caracteristicas en el dominio temporal de los siste-
mas de control. Las caracteristicas de respuesta transitoria tales como tiempo de subida, tiempo de pico,
sobreelongacion méaxima, tiempo de asentamiento y error en estado estacionario se pueden determinar a partir

de la respuesta a un salto.

Si se conocen num y den (el numerador y el denominador de la funcién de transferencia en lazo cerrado,)

ordenes tales como

step(num,den) step(num,den,t)

generaran graficas de respuestas a un salto unitario. (El pardmetro t en la orden step es el tiempo especificado

por el usuario).

Para un sistema de control definido en el formato del espacio de estados, donde se conocen la matriz de
estado A, la matriz de control B, 1a matriz de salida C y la matriz de transmisién directa D de las ecuaciones en

el espacio de estado, la orden

step(A,B,C,D.iu,t)

generard gréficas de respuestas a un salto unitario. El vector de tiempos se determina automdticamente cuando

el pardmetro t no se incluye explicitamente en las érdenes step.
Observe que cuando las drdenes step tienen argumentos en el lado izquierdo, tales como

[y.x,t] = step(num.den.t)
[y,x,t] = step(A,B,C.,D.iu,t)
[y,x,t] = step(A,B.C,D,iu.t)

ninguna grafica se muestra en la pantalla. En este caso, es necesario utilizar una orden plot para ver las curvas
de respuesta. Las matrices x e y contienen la respuesta del estado y de la salida del sistema respectivamente
evaluadas en los instantes de tiempo de cdlculo t. (y tiene tantas columnas como salidas y una fila para cada

elemento de t. X tiene tantas columnas como estados y una fila para cada elemento de t).

Observe en la ecuacién (3-1) que el escalar iu es un indice a las entradas del sistema que especifica que
entrada se va a utilizar para la respuesta, y t es el tiempo especificado por el usuario. Si el sistema consta de
multiples entradas y salidas, la orden step tal como viene dada por la ecuacién (3-1) produce una serie de gra-

ficas de respuesta a un salto, una por cada combinacién de entrada y salida de

Ax + Bu
Cx +Du

X
b
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Respuesta a una entrada escaldn

3.2

La respuesta impulsional o la respuesta a una entrada en rampa del sistema de control se puede obtener
multiplicando o dividiendo la funcién de transferencia en lazo cerrado por s y utilizando la orden step. (Véanse
las secciones 3-3 y 3-4).

Representacion en MATLAB de sistemas lineales

La funcién de transferencia de un sistema (en el dominio s o z) se representa mediante dos arrays de nimeros.
Considérese el sistema

25 +4
S +135°+7s+4

G =

Este sistema se representa como dos arrays cada uno de ellos conteniendo los coeficientes de los poli-
nomios en potencias decrecientes de s tal como sigue:

num=[0024]
den=[11374]
Observe que hay que rellenar con ceros donde sea necesario.
Es importante darse cuenta que si, por error, introducimos el denominador de esta funcién de transferencia
como

den=[1 1,374]

este denominador es completamente diferente del correcto. Debido a la presencia de una coma entre el 1 y el
3, este denominador significa

den=1[11374]

por tanto, la respuesta del sistema original y la del sistema con el error de mecanografiado son totalmente dis-
tintas. Bvite siempre esta clase de errores inocentes tales como escribir una coma en lugar de un punto.

Estructura del capitulo
En la seccion 3-1 se ha presentado una introduccion a la respuesta a un salto. Las secciones 3-2, 3-3 y 3-4 tra-
tan con detalle la respuesta a un salto, la respuesta impulsional y la respuesta a una entrada en rampa respecti-

vamente. La seccion 3-5 frata las transformaciones del modelo del sistema desde el espacio de estado a una
funcién de transferencia y viceversa.

RESPUESTA A UNA ENTRADA ESCALON

Comenzaremos esta seccién con un ejemplo sencillo.

Obtencidn de la respuesta a una entrada escalén a partir de la funcién de transferencia del
sistema

Sea el sistema

Cls) 25
R(s)  §*+45+25
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Obtener una grafica de la curva de respuesta a un salto unitario.

El programa 3-1 en MATLAB dara una grafica de la respuesta a un salto unitario de este sistema. Una gra-
fica de la curva de respuesta a un salto unitario se muestra en la Figura 3-1.

Programa en MATLAB 3-1

g******Regpuesta a un salto unitario de una funcidn de transferenciag****xx*

g***Introduzca el numerador y el denominador de la funcidén de transferencia***x*

num=[0 0 25];
den=[1 4 25];

g******Tntroduzca la siguiente orden-de respuesta a un salto******

step (num, den)

gr*x*x*Introduzca la rejilla y el titulo de la gréfica******

grid
title('Respuesta a un salto unitario de G(s)=25/(s"2+4s+25)")

Respuesta a un salto unitario de G(s)=25/(5"2+45+25)
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/ : : :
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Time (secs)

Figura 3-1
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Respuesta a una entrada escalon

EJEMPLO 3-1

Obtener la respuesta a un salto unitario del sistema que se muestra en la Figura 3-2. La funcién de transferencia
en lazo cerrado se puede obtener como sigue:

C(s) _ 6.32235” + 185 + 12.8112
R(s)  s'+6s +11.32235" + 185 + 12.8112

Obtener una gréfica de la curva de respuesta marcada con ‘o’.
Para tener una gréfica de la curva de respuesta marcada con ‘o’, introduzca en el computador el programa
3-2 en MATLAB. La curva de respuesta resultante se muestra en la Figura 3-3.

L 5 (i
R() 6.3223(s + 1.4235)° i L |t oy
Ky s(s+1)(s+5)
Figura 3-2
Programa en MATLAB 3-2
Bommm ot s e Respuesta a un salto unitario---------------

g****x**g5] ge desea respresentar la respuesta a un salto unitario con marcas
%$'o0', 'x', '--', etc, utilice el programa que se muestra a continuacidn******
g******Tntroduzca el numerador y el denominador de la funcidn de transferencia
%en lazo cerrado**x***

num=[0 0 6.3223 18 12.8112];
den=[1 6 11.3223 18 12.8112];

g*F***x**Introduzca la siguiente orden de respuesta a un salto
%y de representacidn grafica******

[c.xit]l=step(num;den); plot(t,c;"'o")

$**Introduzca la rejilla, titulo de la gréfica y etiquetas para los ejes x e y*~
grid

title('Respuesta a un salto unitario')

xlabel ('t seg')
vlabel ('salida c')
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Fespuesta a un salto unitaric
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Figura 3-3

EJEMPLO 3-2

Sea el sistema de control que se muestra en la Figura 3-4. En este sistema el controlador proporcional genera
el par T que posiciona el elemento de carga, que consiste en un momento de inercia y un rozamiento de tipo
viscoso. El par de perturbacion al sistema se representa por N.

N

v

s(Js+b)

Figura 3-4

Suponiendo que la entrada de referencia es cero o R(s) = 0, la funcién de transferencia entre C(s) y N(s)

viene dada por

de donde

Glshr ; 1
N(s)  Js'+bs+K,

E(s) _ C(s) _ _ I

N(s)  N(Gs)  Js+bs+K,
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El error en estado estacionario debido a un salto en el par de perturbacién de magnitud T, viene dado por

; ; — T T
e,, = limsE(s) = lm———— = -2
i =0T by + K, 8 K,

En estado estacionario, el controlador proporcional genera el par -T, , que es igual en magnitud perc
opuesto en signo al par de perturbacién T, . La salida en estado estacionario debida al salto en el par de pertur-
bacidn es

Css = —Cs = =

El error en estado estacionario se puede reducir aumentando el valor de la ganancia K, . Aumentando este
valor, sin embargo, causard que la respuesta del sistema sea mds oscilatoria.

Obtenga las curvas de respuesta a un salto para un pequefio valor de K, y un gran valor de K, . Represente
las dos curvas de respuesta a un salto en un diagrama.

Consideraremos dos casos:

Caso 1 J=1;b=0.5; KE =1 (sistema 1)

Clsh 1
N(s) s +0.5s+1

Caso 2 J=l1,b=035, KE=4(sistema 2)

Gls) 1
N(s) " +05s5+4

Observe que para el sistema 1

numl =[{00 1]
denl =[1:10.5 1]
Para el sistema 2

num2=[001]
den2 =[10.54]

El programa 3-3 en MATLAB dard las grificas de dos curvas de respuesta a un salto en un mismo dia-
grama. En este programa hemos utilizado la notacién y1 e y2 para la respuesta. y1 es la respuesta c(t) del Sis-
tema 1, e y2 es la respuesta c(t) del Sistema 2.

Cuando se representan multiples curvas en un mismo diagrama, se puede utilizar la orden hold. Si intro-
ducimos la orden hold en el computador, la pantalla mostrara

hold

Current plot held
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Programa en MATLAB 3-3

F=mmmm i Representacidén de dos gréficas de respuesta
%a un salto unitario en un mismo diagrama-------

g******Tntroduzca los numeradores y denominadores de las
%funciones de transferencia******

numl=[0 0 1];
denl=[1 0.5 1];
num2=[0 0 17;
den2=[1 0.5 47];

g******Para representar las dos curvas de respuesta a un salto unitario
%yl respecto de t e y2 respecto de t en un mismo diagrama introduzca
%las siguientes dOrdenes******

step (numl,denl) ;
hold

%$Mantiene la grafica actual

step (num2,den2) ;

grid

title('Respuesta a un salto unitario de dos sistemas')
g x*x***Borrar el mantener las gréficas*****x

hold

%Libera la grédfica actual

Para liberar la grdfica que se mantiene en pantalla, introduzca otra vez la orden hold. De esta forma se li-

bera la grafica actual. Véanse las siguientes sentencias:

hold
Current plot held
hold

Current plot released

En la Figura 3-5 se muestran las dos curvas de respuesta a un salto obtenidas.

Obsérvese en la Figura 3-5 que las etiquetas de los ejes x e y se determinan automdticamente. Si se desea
etiquetar los ejes x e y de forma diferente. necesitamos modificar la orden step. Por ejemplo. si se desea eti-
quetar el eje x como ‘t seg’ y el eje y como ‘salidas y! e y2’, utilice la orden de respuesta a un salto con argu-

mentos en el lado izquierdo, tal como

[y, X. t] = step(num, den, t)
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Véase el programa 3-4 en MATLAB.

Fespuesta a un salto unitario de dos sisternas

i k) F; o, S
0'2'-‘i----\7’—7———|—“"-‘ """"" | ot putoci i ket ek baas: ok S o e
J 3

1y -

=
N s
S
(_'_;1
‘T\:-.JI

Time (secs)
Figura 3-5

Si se desea indicar que las curvas representan respectivamente a los sistemas 1 y 2, podemos introducir Iz
orden fext. En lo que sigue consideraremos dos casos.

a. Escribir texto en la pantalla grdfica Para escribir texto en la pantalla grafica, introduzca por ejemplo las
siguientes sentencias:
text (9, 0.9, ‘Sistema 17)

text (9, 0.15, ‘Sistema 2’)

La primera sentencia indica que escriba “Sistema 1’ comenzando en las coordenadas x = 9, y = 0.9
Andlogamente la segunda sentencia le dice al computador que escriba ‘Sistema 2 empezando en x =9,y =
0.15. Véase el programa 3-4 en MATLAB. La grafica resultante se muestra en la Figura 3-6.

En el programa 3-4 en MATLAB, observe que se ha utilizado la orden plot, en lugar de emplear la orden
hold. (Obtenemos el mismo resultado en ambos casos). Para utilizar la orden plot con argumentos midltiples.
las dimensiones de los vectores y1 e y2 no necesitan ser las mismas. Sin embargo, resulta conveniente que los
dos vectores sean de la misma longitud. Por esta razon, indicamos el mismo ntiimero de puntos especificando
los instantes de cdlculo (tal como t = 0: 0.1:20). La orden step debe incluir este tiempo t especiticado por e!
usuario. Asi, en el programa 3-4 en MATLAB hemos utilizado la siguiente orden step:

[y, X, t] = step(num, den, t)

b. Marcar curvas enteras con texto Para marcar las curvas enteras con texto utilice las siguientes sentencias:

text(t,y1,”1")text(t,y2,’2")
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Programa en MATLAB 3-4

F——————= Representacidén de dos graficas de respuesta a un salto unitario en un
%mismo diagrama-------

g******Introduzca los numeradores y denominadores de las funciones de transfe-
$rencia*x*x**x*

numl=[0 0 11;
denl=[1 0.5 11;
num2=[0 Q9 1]
den2=[1 0.5 4];

FrHF*FF*Para representar las dos curvas de respuesta a un salto unitario vyl
Srespecto de t e y2 respecto de t en un mismo diagrama escribiendo los textos
%'Sistema 1' y 'Sistema 2' para distinguir las dos grdficas introduzca las
$siguientes drdenesg******

£=20:0.2:20;

[yvl,x1,t]l=step(numl,denl,t)
[v2,x2,t]=step(num2,den2, t)
plot (t,¥1l,&,v2), grid, text

7

(9,0.9,'Sistema 1'),text(9,0.15, 'Sistema 2')

gr¥***x**Afadir titulo a la grdfica y a los ejes X e y****x*xx*
title('Respuesta a un salto unitario de dos sistemas')
xlabel ('t seg'), ylabel('salidas yl e y2')

=)
MmpE--=--
% i
o B
—

"

R

)

Figura 3-6
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Programa en MATLAB 3-3

F-—————- Representacidén de dos gréficas de respuesta
%a un salto unitario en un mismo diagrama-------

g******Tntroduzca los numeradores y denominadores de las
%funciones de transferencia******

numl=[0 0 17;
denl=[1 0.5 1];
num2=[0 0 1];
den2=[1 0.5 4];

gx*****Para representar las dos curvas de respuesta a un salto unitario
%yl respecto de t e y2 respecto de t en un mismo diagrama introduzca
%las siguientes Ordenes******

step (numl,denl) ;
hold

%$Mantiene la grafica actual

step (num2,den2) ;

grid

title('Respuesta a un salto unitario de dos sistemas')
g****x**Borrar el mantener las grdficas******

hold

%$Libera la grafica actual

Para liberar la gréfica que se mantiene en pantalla, introduzca otra vez la orden hold. De esta forma se li-

bera la grifica actual. Véanse las siguientes sentencias:

hold
Current plot held
hold

Current plot released

En la Figura 3-5 se muestran las dos curvas de respuesta a un salto obtenidas.

Obsérvese en la Figura 3-5 que las etiquetas de los ejes x e y se determinan automdticamente. Si se desea
etiquetar los ejes x e y de forma diferente, necesitamos modificar la orden step. Por ejemplo. si se desea eti-
quetar el eje x como ‘t seg’ y el eje y como ‘salidas y1 e y2°, utilice la orden de respuesta a un salto con argu-

mentos en el lado izquierdo, tal como

[y, x, t] = step(num, den, t)
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Véase el programa 3-4 en MATLAB.

‘espuesta @ un salto unitario de dos sisternas

Amplitude

Si se desea indicar que las curvas representan respectivamente a los sistemas 1y 2, podemos introducir la
orden text. En lo que sigue consideraremos dos casos.

a. Escribir texto en la pantalla grdfica Para escribir texto en la pantalla gréfica, introduzca por ejemplo las
siguientes sentencias:
text (9, 0.9, ‘Sistema 1”)

text (9, 0.15, ‘Sistema 2’)

La primera sentencia indica que escriba ‘Sistema 1’ comenzando en las coordenadas x = 9, y = 0.9.
Andlogamente la segunda sentencia le dice al computador que escriba ‘Sistema 2’ empezandoen x =9,y =
0.15. Véase el programa 3-4 en MATLAB. La gréfica resultante se muestra en la Figura 3-6.

En el programa 3-4 en MATLAB, observe que se ha utilizado la orden plot, en lugar de emplear la orden
hold. (Obtenemos el mismo resultado en ambos casos). Para utilizar la orden plot con argumentos multiples.
las dimensiones de los vectores y1 e y2 no necesitan ser las mismas. Sin embargo, resulta conveniente que los
dos vectores sean de la misma longitud. Por esta razén, indicamos el mismo nimero de puntos especificando
los instantes de cdlculo (tal como t = 0: 0.1:20). La orden step debe incluir este tiempo t especificado por el
usuario. Asf, en el programa 3-4 en MATLAB hemos utilizado la siguiente orden step:

[y, x, t] = step(num, den, t)

b. Marcar curvas enteras con texto Para marcar las curvas enteras con texto utilice las siguientes sentencias:

text(t,yl,”1”)text(t,y2,’2)
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Programa en MATLAB 3-4

Fusmams Representacién de dos grdficas de respuesta a un salto unitario en un
$mismo diagrama-------

gr**x***Tntroduzca los numeradores y denominadores de las funciones de transfe-
rencia***x***

numl=[0 0 17:
denl=[1 0.5 11];
num2=[0 0 1];
den2=[1 0.5 4];

g******Para representar las dos curvas de respuesta a un salto unitario yl
$respecto de t e y2 respecto de t en un mismo diagrama escribiendo los textos

%'Sistema 1' y 'Sistema 2' para distinguir las dos grédficas introduzca las
$siguientes Ordenes******

£=0:0.1520;
[yvl,x1,t]l=step(numl,denl,t)

[v2,x2,t]=step(num2,den2, t);

plot(t,yl,t,y2), grid, text(9,0.9,'Sistema 1'),text(9,0.15, 'Sistema 2')

I

grx*x**Afadir titulo a la grdfica y a los ejes x e y***x*%
title('Respuesta a un salto unitario de dos sistemas')
xlabel ('t seg'), ylabel('salidas yl1 e y2')

Respuesta a un salto unitario de dos sistemas

@)

5“ o

=]

salidas y

tseg
Figura 3-6
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Utilizando estas sentencias, las curvas se marcardn con 1 y 2 respectivamente, de forma que se pueden dis-
tinguir con facilidad. Para este caso, véase el programa 3-5 en MATLAB. (En este programa utilizamos la
orden plot con multiples argumentos.) En la Figura 3-7 se muestra la grafica resultante.

Programa en MATLAB 3-5

§——————— Representacidén de dos grdficas de respuesta
%a un salto unitario en un mismo diagrama-------

***xxx*Tntroduzca los numeradores y denominadores de las
funciones de transferencia******

o0 0P

numl=[0 0 1];
denl=[1 0.5 11];
num2=[0 0 1];
den2=[1 0.5 4];

g*x**x***Para representar las dos curvas de respuesta a un salto unitario yl
%respecto de t e y2 respecto de t en un mismo diagrama con las graficas
$marcadas como 'l' y '2' respectivamente, introduzca las siguientes dérdenes**

£=0:0.4:20;
[vl,x1,t]=step(numl,denl,t);
[v2,x2,t]=step(num2,den2, t);
plot{t.yl; "o'yt.y2,; Yo" )
text(k,yl; '1L") text(t,v2,;"2")

g******Afjadir rejilla, titulo a la grdfica vy a los ejes X e y***xx*x%
grid

title('Respuesta a un salto unitario de dos sistemas')

xlabel ('t seg')

vlabel ('salidas yl e y2')

Respuesta a un salto unitario (caso singular)

Para obtener la respuesta a un salto unitario, algunos casos singulares originardn divisién por cero en los cél-
culos con MATLAB. Un ejemplo de un caso singular de este tipo se analiza a continuacién. Considere la si-
guiente funcién de transferencia de un sistema en lazo cerrado

C(s) _ s
N(s) 25 % Qs 41

donde N(s) es la entrada de perturbacion y C(s) es la salida correspondiente. En sistemas de control el efecto
de la perturbacién debe hacerse tan pequefio como sea posible. (En este sistema para una entrada de pertur-
bacion en salto, la salida debida a esta perturbacion se hace cero en estado estacionario).
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Utilizando estas sentencias, las curvas se marcardn con 1 y 2 respectivamente, de forma que se pueden dis-
tinguir con facilidad. Para este caso, véase el programa 3-5 en MATLAB. (En este programa utilizamos la
orden plot con miultiples argumentos.) En la Figura 3-7 se muestra la grédfica resultante.

Programa en MATLAB 3-5

Gy Representacidén de dos gréficas de respuesta

[

%a un salto unitario en un mismo diagrama-------

gr***x**Tntroduzca los numeradores y denominadores de las
$funciones de transferenciax**x**

auml=]0 0 1]:
genl=[1 0.5 Ll
mumA=[0 O I];:
den2=[1 0.5 4];

$****x**Para representar las dos curvas de respuesta a un salto unitario yl
%respecto de t e y2 respecto de t en un mismo diagrama con las graficas
%marcadas como 'l' y '2' respectivamente, introduzca las siguientes drdenes***~

t=0:0,.4 35208
[vl,x1,t]=step(numl,denl,t);
[v2,x2,t]l=step(num2,den2, t) ;
Plot (€, %L, "6 £, 52, ")

text (t, w1, 12 )  text (t,v2,22")

$*FFFF**Afadir rejilla, titulo a la grafica yv a los ejes x e y***x#x*=*
grid

title('Respuesta a un salto unitario de dos sistemas')

xlabel ('t seg')

vlabel ('salidas yv1 e y2')

Respuesta a un salto unitario (caso singular)

Para obtener la respuesta a un salto unitario, algunos casos singulares originardn divisién por cero en los cél-
culos con MATLAB. Un ejemplo de un caso singular de este tipo se analiza a continuacién. Considere la si-
guiente funcién de transferencia de un sistema en lazo cerrado

e} s
N(s) 257 +2s+1

donde NV(s) es la entrada de perturbacion y C(s) es la salida correspondiente. En sistemas de control el efecto
de la perturbacién debe hacerse tan pequefio como sea posible. (En este sistema para una entrada de pertur-
bacidn en salto, la salida debida a esta perturbacion se hace cero en estado estacionario).
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Respuesta a un salto unitario de dos sistemas
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Figura 3-7

Obtengamos la respuesta c¢(t) a la perturbacién de un salto unitario a la entrada. Como N(s) = 1/s, obtenemos

Cs) _ T 1

NS 28°4+9s5+15 255425+ 1

La transformada inversa de Laplace de C(s) da

c(t) = ¢ "'sin0.5¢

La respuesta ¢(1) se amortigua a cero.
Ahora, obtengamos esta respuesta a un salto con MATLAB. El programa 3-6 en MATLAB se puede uti-
lizar para calcular dicha respuesta. Obsérvese que la orden

step(num, den)

puede no dar la respuesta a un salto. El mensaje de aviso ‘Divide by zero’ puede aparecer en la pantalla.
Cuando aparece un mensaje de este tipo, introduzca los puntos de tiempo de cdlculo explicitamente (tal como
t=0:0.1:12) e introduzca el tiempo t especificado por el usuario en la orden step como sigue:

step(num, den. t)

Asi se puede obtener la respuesta c(7). En la Figura 3-8 se muestra la grédfica generada por el programa 3-
6 en MATLAB.

Una forma alternativa de evitar este tipo de dificultad (division por cero) es cambiar ligeramente num y/o
den. Por ejemplo, en este problema si cambiamos el denominador polinomial de 2s* + 2s + 1 a 2s> + 2s + 0.999
podemos eliminar esta dificultad.
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Programa en MATLAB 3-6

Fr—————— Respuesta a un salto unitario-------

g****x**Introduzca el numerador y el denominador de la funcidén de transferen-

%cia******

num=[0 1 0];
den=[2 2 1];

gxx**x**Introduzca la orden de respuesta a un salto*x***x*

=03 0.1 125
step (num,den, t) ;

grxx*x*Afladir rejilla y el titulo de la grdfica******
grid
title('Respuesta a un salto unitario')

Respuesta a un salto unitario
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Figura 3-8
EJEMPLO 3-3

Considere el sistema que se muestra en la Figura 3-9. Obtenga las respuestas del sistema a una entrada de re-
ferencia y a una entrada de perturbacion tipo salto unitario.
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Respuesta a una entrada de referencia tipo salto unitario. La funcion de transferencia en lazo cerrado para
el sistema, suponiendo U,(s) = 0, se obtiene como sigue:

10.4(s” +4.5192s + 15.385) I
cla) .. s s"+3.65+9 _ 1045’ +47s+ 160

N(s) |+ 10.4(s" +4.51925 + 15.385) s*+ 14s° + 565 + 160
s(s+3.65+9)

U‘/(S)

R(s) 10.4(s> + 4.51925 + 15.385) I C(s)

s s(Js+D)

v

G.(s) Planta

Figura 3-9

Por tanto, la respuesta a un salto unitario de este sistema, cuando no hay perturbacion a la entrada se puede
obtener introduciendo en el computador el programa 3-7 en MATLAB. En la Figura 3-10 se muestra una gra-
fica de esta respuesta.

Respuesta a una entrada de perturbacién tipo salto unitario. La respuesta en este caso se puede obtener
suponiendo que la entrada de referencia es nula. La funcién de transferencia en lazo cerrado entre C(s) y U,(s)
se obtiene como sigue:

1
C(s) _ s +3.6s+9 o s
U,(s) 4 10.4(52+4.5]92.s+ 15.385) 1 s+ 14sz+565+ 160
S s +3.65+9
Programa en MATLAB 3-7
B ot e Respuesta a un salto unitario en la entrada de referencia-------

num=[0 10.4 47 160];

den=[1 14 56 160];

v=[0 & 0 1.4];

axis(v);

E=030 055 5%

step (num,den, t) ;

grid

title('Respuesta a un salto unitario en la entrada de referencia')
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Fespuesta a un salto unitario en la entrada de referencia
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Figura 3-10

El programa 3-8 en MATLAB se puede introducir en el computador para obener una grifica de 1=
respuesta a una perturbacién de entrada tipo salto unitario.
En la Figura 3-11 se muestra una gréfica de esta respuesta.

Programa en MATLAB 3-8
——————= Respuesta a un salto unitario en la entrada de perturbacidén-------

num=[0 0 1 0];

den=[1 14 56 160];

v=[0 10 -0.04 0.04];

axis (v) ;

E=00.08108;

step (num, den, t) ;

grid

title('Respuesta a un salto unitario en la entrada de perturbacidn')
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Respuesta a un salto unitario en la entrada de perturbacién
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Figura 3-11
EJEMPLO 3-4

En este ejemplo, consideraremos un sistema sujeto solamente a una condicion inicial.

Sea el sistema mecédnico que se muestra en la Figura 3-12, donde m = 1 kg, b = 3 N-s/m, y k = 2 N/m.
Suponga que en t = 0 se tira de la masa m hacia abajo de forma que x(0) = 0.1 m y x’(0) = 0.05 m/s. Obtenga
el movimiento de la masa sujeta a la condicién inicial. (Suponga que no existe funcién forzante externa.)

= 4—

2
Figura 3-12

La ecuacion del sistema es

mi+bx+kx =0
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con las condiciones iniciales x(0) = 0.1 m y x’(0) = 0.05 m/s. La transformada de Laplace de la ecuacién de’
sistema da

m[szX(s) —s5x(0) =x(0)] + b[sX(s)—x(0)] + kX(s) = 0

(ms” + bs + k)X(s) = mx(0)s + mx(0) + bx(0)

Resolviendo esta tltima ecuacion para X(s) y sustituyendo los valores numéricos dados, obtenemos

X(s) = mx(0)s + mx(0) + bx(0) _ 0.1s+0.35
ms”+ bs +k sS+3s5+2

Esta ecuacion se puede escribir como

0.1s* +0.35s1

X(s) = =
s +3s+2 S

Por tanto, el movimiento de la masa m se puede obtener como la respuesta a un salto unitario del <
guiente sistema

0.1s* +0.35s

X(s) = =
s +3s+2

El programa 3-9 en MATLAB dard una gréfica del movimiento de la masa. En la Figura 3-13 se muestr=
la gréfica.

Programa en MATLAB 3-9

y——————— Respuesta a condiciones iniciales-------

niim=70.% 0.35 0]
den=[1 3 2];

g*****Introduzca la siguiente orden de respuesta a un salto unitario*****
step (num, den) ;

g*****Introduzca la rejilla y el titulo de la gré&ficax***xx*

grid

title('Respuesta del sistema masa-resorte-amortiguador a condiciones
iniciales')
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Respuesta del sistema masa-resorte-amortiguador a condiciones iniciales
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Obtencioén de la respuesta a un salto unitario del sistema en la forma de espacio de estados

Calcular la respuesta a un salto unitario del siguiente sistema

x = Ax+Bu
y = Cx+Du
donde
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A= v B= . C=11000/ D=0
0 0 0 1 S5 [ ]
-100 -80 -32 -8 60

El programa 3-10 en MATLAB producird una grafica de la curva de respuesta a un salto unitario.
En la Figura 3-14 se muestra la curva resultante.



60 Respuesta a una entrada escalén

Programa en MATLAB 3-10

g*****Tntroduzca las matrices A,B,C y D de las ecuaciones en el

%espacio de estados*****

0 1 0 @:;0 1 050 00 15-100 —-80 =32 =813
00357600 ;
1 0
0

Il

0 01;

A=
B=[
c=[
D=[0];

g§*****Para obtener la respuesta a un salto unitario de y respecto a t,

%introduzca la siguiente orden*****

step (num, den) ;
step(A,B,C,D)

grid
title('Respuesta a un salto unitario')

Fespuesta a un salto unitario
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EJEMPLO 3-5

Obtener la respuesta a un salto unitario del sistema descrito por las siguientes ecuaciones en el espacio de
estado

Xy 0 1 of [x; 0
X2l T 0 0 1} [z * 25.04|u
%5 -5.008 -25.1026 -50325| | x, —121.005
Xy
y=1[100]|x,
X3

El programa 3-11 en MATLAB dard una grafica de la respuesta a un salto unitario del sistema. Una gré-
fica de la salida y(?) respecto de 7 se muestra en la Figura 3-15. Es importante observar que si damos la orden

plot(y)

en lugar de plot(t,y), entonces y se representa en los puntos de calculo (280 puntos = 10 segundos en este ejem-
plo). Véase la Figura 3-16 para la gréfica de y respecto de los puntos de célculo. Para representar y(t) respecto
de t, es necesario introducir la orden plot(t,y).

Para representar las curvas x1 respecto de t, x2 respecto de t y x3 respecto de t en un mismo diagrama,
simplemente introduzca la orden plot(t,x). Para representar x2 respecto de t y x3 respecto de t en diagramas
separados, observe que

'

x2 = B)l d XX
%5 = B)O ﬂ X X

Programa en MATLAB 3-11

g*****Tntroduzca las matrices A,B,C y D de las ecuaciones en el
%espacio de estados*****

A=[{0 10 ;0 01 ;-5.008 -25.1026 -5.0325];
B=[0;25.04;-121.005]1;

C=[1 0 01;

D=[01];

g*xx**Introduzca la siguiente orden de respuesta a un salto unitario*****
[yv,x,t]l=step(A,B,C,D);

plot(t,y), grid
title('Respuesta a un salto unitario'), xlabel('t seg'), ylabel('S 'ida y')
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Respuesta a un salto unitario
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Un programa en MATLAB para representar las tres curvas x1, x2 y x3 respecto de t en un diagrama asi
como para hacerlo en gréficas separadas se da en el programa 3-12 en MATLAB. En la Figura 3-17 se muestra
una gréfica de las tres curvas en un mismo diagrama. En las Figuras 3-18 y 3-19 se muestran graficas separa-
das de x2 y x3 respectivamente.

Respuesta a un salto unitario
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Programa en MATLAB 3-12

g*****Egte programa es una continuacidén del programa 3-11.
%Vea el programa 3-11 para las matrices A,B,C v D vy los vectores x e y ****%

gr****Para representar xl1 respecto de t, x2 respecto de t vy x3 respecto de t
%en una misma gréafica, introduzca las sigulentes drdenes ****x*

pilet (L)
text(5,2.58, 'x17%)
text (5,-1.5, "x32")
text(5,-24.0, "x3" )

g*x***Afigda una rejilla, titulo y etiquetas para los ejes x e y*****

grid

title('Curvas de respuesta a un salto unitario para x1, x2 y x3')
xlabel ('t seg')

yvlabel({'xl, %2 v x3')

pause

g*****p continuacidn, representamos cada curva separadamente*****

gHx*x*xx*xComo xl=y, la curva xl respecto de t es la misma gque la curva
%obtenida previamente de y resepecto de t *****

g*x***Para representar x2 respecto de t, introduzca las siguientes drdenes*****

x¥2=[0 1 071*x':;plot(t.x2)

grid

title('Respuesta de x2 respecto de t')
xlabel ('t seg')

vlabel ('x2"')

pause

g*****Pgara representar x3 respecto de t, introduzca las siguientes drdenes*****

x3=[0 0 1]*x';ploet(t,x3)

eusarol

title('Respuesta de x3 respecto de t')
xlabel (*L 88" )

vlabel ('x3")
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Respuesta de x3 respecto de t
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Respuesta a un salto (caso singular)

Como se ha dicho anteriormente, en la obtencién de la respuesta a un salto unitario, algunos casos singulares
originardn divisién por cero en los cdlculos con MATLAB. Presentaremos otra vez un caso singular de este
tipo.

Sea el sistema definido por las siguientes ecuaciones en el espacio de estado

-2k

r= g+ g

X

El programa 3-13 en MATLAB se puede utilizar para obtener la respuesta de y(z) respecto de ¢ cuando la
entrada u es una funcién salto unitario. Observe que la orden

step (A, B, C, D)

no dard la respuesta a un salto. En este caso puede aparecer en la pantalla un mensaje de aviso ‘Divide by
zero’. Si esto sucede, para obtener la curva de respuesta en la pantalla, introduzca un conjunto especifico de
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instantes de tiempo de cdlculo (tal como t = 0:0.1:12) e introduzca el tiempo t especificado por el usuario en la
orden step tal como sigue:

step (A, B,C, D, 1, t)

Programa en MATLAB 3-13

$***x*Obtendremos la respuesta a un salto unitario de un sistema
%definido en el espacio de estados*****

gFrEEerhIntroduzca las matrices &;B,C y DFx%ikk

A=[-1 -0.5;1 0];

B=[0.5;0]%

c=[1 0];

D=[0];

g*****Introduzca la orden de respuesta a un salto unitario*****
step(a,B;C,D) ;

g*****Si aparece este mensaje de aviso, entonces especifique los puntos
%de tiempo de cdlculo (tal como t=0:0.1:12) e introduzca la siguiente

%orden de respuesta a un salto unitario: step(A,B,C,D,1,t)*****

E=0=0.1: 125
step(A,B,;C,D,1,E);

$Aflada la rejilla y el titulo de la gréfica
grid

title('Respuesta a un salto unitario de un sistema definido en el espacio de
estados"')

En la Figura 3-20 se muestra la curva de respuesta resultante.
Observe que si introducimos la orden

step (A, B, C, D, t)

aparecerd en la pantalla un mensaje de aviso, ‘Index into matrix is negative or zero’. Como este sistema tiene
solamente una funcién de entrada u, introduzca el indice ‘1’ en la orden step tal como step (A, B, C, D, 1, t).

Una forma alternativa para evitar division por cero es hacer un pequefio cambio en uno (o méas) elementos
de la matriz A. Por ejemplo, cambiando la matriz A a

-1 —-0.4999 -1 -0.5
1 0 (0:9999 @

eliminaremos la dificultad
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Respuesta a un salto unitario de un sistema definido en el espacio de estados
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EJEMPLO 3-6

Considere el siguiente sistema

R e [ e
AR R A

Obtenga las curvas de respuesta a un salto unitario.
En primer lugar calcularemos la expresion de la matriz de transferencia para el sistema:

X = Ax+ Bu
y = Cx+Du

La matriz de transferencia G(s) es una matriz que relaciona ¥{(s)y U(s) de la forma siguiente:
Y(s) = G(s)U(s)

Tomando las transformadas de Laplace de las ecuaciones en el espacio de estado, obtenemos:

sX(s)—x(0) = AX(s) + BU(s) (3-2)
Y(s) = CX(s) + DU(s) (3-3)
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Para derivar la matriz de transferencia, suponemos que x(0) = 0. A partir de (3-2) obtenemos
X(s) = (sI-A)"BU(s) (3-4)
Sustituyendo (3-4) en (3-3), obtenemos
Y(s) = [C(sI-A)"'B+D]U(s)
Asf, la matriz de transferencia G(s) viene dada por
G(s) = CI-A)'B+D

La matriz de transferencia G(s) para el sistema dado es:

1
G(S)-: 10||s+11 | = — | S -1 = — 1 S—l Ry
01(|-6.5 s 10 S +s5+65(65s+1 SS+s+65|s+7.56.5
Por tanto
s—1 )
1| _ | 45465 5 +5+6.5||Ui(s)
o s+7.5 6.5 U,(s)

S +5+6.5 5 +5+6.5

Como este sistema tiene dos entradas y dos salidas, se pueden definir cuatro funciones de transferenciz
dependiendo de que sefiales se consideran como entrada y salida. Observe que, cuando se considera la sefial
como entrada, suponemos que la sefial u, es cero y viceversa. Las cuatro funciones de transferencia son

Yi(s) _ _ s-1 Yo(s) _ _s+75
U(s) s +s5+65 Uis) F+s5+65

Yi(s) o, s Y (s) B 6.5
U,(s) sz+s+6.5, Us(s) sS+s5s+65

Las cuatro curvas individuales de respuesta a un salto se pueden representar utilizando la orden:

step(A, B, C, D)

el programa 3-14 en MATLAB genera tales curvas. En la Figura 3-21 se muestran las graficas correspon-
dientes

Programa en MATLAB 3-14

A=[-1 -1;6.5 0];
B=[1 11 81;
C=[1 0;0 11;
D=[0 0;0 0];
step(A,B,C,D);
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Para representar las dos curvas de respuesta a un salto de la entrada u,; en un diagrama y las dos curvas de
Tespuesia aun salto de la entrada u, en otro diagrama podemos utilizar las drdenes

step(A, B, C,D, 1)

step(A, B, C, D, 2)

respectivamente. El programa 3-15 en MATLAB permite representar las dos curvas de respuesta a un salto de
la entrada 1, en un diagrama y las dos curvas de respuesta a un salto de la entrada u, en otro diagrama. La Fi-
gura 3-22 muestra los dos diagramas, conteniendo cada uno las dos curvas de respuesta a un salto.
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Programa en MATLAB 3-15

¥*****En este programa se representan las curvas de respuesta a un salto
gunitario de un sistema que tiene dos entradas (ul v u2) y dos salidas
%(yl e yz)*****

g*****En primer lugar representaremos la curva de respuesta a un salto unitaric
%cuando la entrada es ul. A continuacidén la curva de respuesta a un salto

gunitario cuando la entrada es ul2*****

g*****Introduzca las matrices A,B,C y DF***x*

A=[-1 -1;6.5 0];

B=[1 1;1 0];
c=11 050 1];
D=[0 0;0 0];

g*****pPara representar las curvas de respuesta a un salto unitario cuando la
%entrada es ul, introduzca la orden 'step(A,B,C,D,1)'****x*

step(A,B,C,D,1)

grid

title('Respuesta a un salto unitario: Entrada=ul (u2=0)"')
text (3.5,-0.1, '¥1.")

text (3.5,1.35, *¥2:')

g*****A continuacidén representamos las curvas de respuesta a un salto unitaric
%cuando la entrada es u2. Introduzca la orden 'step(A,B,C,D,2) '**xx%*

step(A,B,C,D,2)

grid

title('Respuesta a un salto unitario: Entrada=u2 (ul=0)"')
texE(3.5,0.086; 'Y1I")

a3, L1, y2 1)
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3.3 RESPUESTA IMPULSIONAL

En esta seccidn se trata la respuesta impulsional de los sistemas de control. La idea bdsica ahora es que, cuando
las condiciones iniciales son cero, la respuesta a un impulso unitario de G(s) es la misma que la respuesta a un
salto unitario de sG(s).

Considere la respuesta a un impulso unitario del siguiente sistema:

Cls) _ el
TR e |

Como R(s) = I para la entrada impulso unitario, tenemos

CGs) _ G(s) = L e (L)l

s+1)s

Podemos asi convertir la respuesta a un impulso unitario de G(s) en la respuesta a un salto unitario de
sG(s). Si introducimos el numerador y denominador siguientes en el programa MATLAB

num = [1 0]
den=[11]

v utilizamos la orden de respuesta a un salto, tal como se hace en el programa 3-16 en MATLAB, podemos
obtener una gréfica de la respuesta a un impulso unitario del sistema como se muestra en la Figura 3-23.

Programa en MATLAB 3-16

g*****pPara obtener la respuesta a un impulso unitario de un sistema de primer
%orden G(s)=1/(s+1l), multiplicar s por G(s) y utilizar la orden de respuesta za
%un salto unitario*****

$*****Tntroduzca el numerador y el denominador de sG(sg) *****

num=[1 0];
den=[1 1];

grx****Introduzca la orden de respuesta a un salto unitario*****
step (num, den)

grid
title('Respuesta a un impulso unitario de G(s)=1/(s+1)"')
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Fespuesta a un impulso unitario de G(s)=1/{s+1)
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EJEMPLO 3-7
Sea la respuesta a un impulso unitario del sistema de segundo orden
€0) = G(s) = —1—
R(s) sT+02s5+1
Para la entrada impulso unitario se tiene que R(s) = 1. Por tanto

Clsy 1 = s 1
R(s) §*+02s+1 s +02s+1S

Considerando que la respuesta a un impulso unitario de G(s) es la respuesta a un salto unitario de sG(s),
introduzca el numerador y denominador siguiente en el programa:

num = [0 1 0]
den=[10.21]

Un programa completo en MATLAB para obtener la respuesta a un impulso unitario de este sistema se da
en el programa 3-17 en MATLAB. En la Figura 3-24 se muestra una grifica de la respuesta a un impulso uni-
tario del sistema.
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Programa en MATLAB 3-17

g*****Regpuesta a un impulso unitario de G(s)=1/(s"2+0.2s+1) *****

$*****Para obtener la respuesta a un impulso unitario de G(s), multiplique
%s por G(s) y utilice la orden de respuesta a un salto unitario*****

$****x*Introduzca el numerador y el denominador de sG(s)*****

num=[0 1 0];
den=[1 0.2 1];

g*****Introduzca la orden de respuesta a un salto unitario*****

t=0:0.1:50;
step (num, den, t)
grid

title('Respuesta a un impulso unitario de G(s)=1/(s"2+0.2s+1)")

Fespuesta a un impulso unitario de G(s)=1/{s"2+0.25+1)

=)
o

Amplitude

|
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ko

-04

08

0 10 2 30 40 50
Time (secs)

Figura 3-24
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EJEMPLO 3-8

Sea la respuesta a un impulso unitario del sistema de segundo orden

Cl) _ o;
R(s) & +2Cm2s+1

Para la entrada impulso unitario se tiene que R(s) = 1. Asi

€(s) = ; 1 @5 1

sS+2002s+1  s+2002s+ 1S

Considere el sistema normalizado donde w, = 1. Entonces

R S |
s +20s+18

C(s)

Para obtener la respuesta a un impulso unitario, introduzca el siguiente numerador y denominador en el

programa

num = [0 1 0]
den = [1 2*(zeta) 1]

Consideraremos cinco valores diferentes de zeta: £ =0.1, 0.3, 0.5,0.7 y 1.0.

Un programa en MATLAB para representar las cinco curvas de respuesta a un impulso unitario en un
mismo diagrama se da en el programa 3-18 en MATLAB. En la Figura 3-25 se muestra el diagrama resultante.

Respuesta a un impulso unitario de G(s)=1/(s"2+2{zeta)s+1)
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Programa en MATLAB 3-18

g**x*x*Regspuesta a un salto y a un impulso unitario de un sistema definido en
%el espacio de estados****x*

g****x*Introduzca las matrices A, B, C y D de las ecuaciones en el espacio de
$estados*****

A=[0 i 0 0
0 0 1 0
0 0 0 e

-0.0073 -0.0878 -0.4791 -1.47917]1;
B=[0;0.0878;-0.0347;0.0166];
c=[4,. @ 0 03
D=[01];

g*xx***Introduzca la siguiente orden de respuesta a un salto unitario***#**

[yv,x,t]=step(A,B,C,D);

plot(t,y)

grid

title('Respuesta a un salto unitario')
xlabel ('t seg')

vlabel ('salida y')

g*x**x[,3 respuesta a un impulso unitario del sistema es la misma que la derivade
%de la respuesta a un salto unitario. Por esta razdn, la respuesta a un impulsc
%unitario de este sistema viene dada por y'=x2. Para representar la respuesta
%impulsional introduzca la orden siguiente****%*

x2=[0 1 0 0]*x' ;plot (t,x2)

grid

title('Respuesta a un impulso unitario')

xlabel ('t seg')

ylabel ('Salida a un impulso unitario en la entrada, x2')

Si se desean utilizar marcas diferentes para las distintas curvas (tales como ‘0’, *:*), modifique el progra-
ma en MATLAB previo. La versién modificada se da como programa 3-19 en MATLAB. En la Figura 3-26 se
muestran las graficas resultantes de las curvas.

De las curvas de respuesta a un impulso unitario para diferentes valores de zeta, podemos concluir que si
la respuesta impulsional c(t) no cambia de signo el sistema es amortiguado critico o sobre amortiguado, en
cuyo caso la correspondiente respuesta a un salto no presenta sobreelongacién sino que aumenta o disminuye
monoténicamente y tiende a un valor constante.
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Programa en MATLAB 3-19

$*****Regpuesta a un impulso unitario del sistema normalizado de 2° orden
EG(s)=1/(s"2+0.28+]1) *¥*%¥x

g*****La respuesta a un impulso unitario se obtiene como la respuesta a un salto
$unitario de sG(s) *****

g*****L,og valores que se consideran para el amortiguamiento (zeta) son:
%$0:1; 0.3, 0.5, 0.7 ¥y 1.0%**%*

g*****Introduzca el numerador y el denominador de sG(s) para zeta=0.l****x*

num=[0 1 0];
denl=(1 0.2 17;

g*****Egpecifique los instantes de tiempo de cdlculo (tales como t=0:0.1:10). A
%continuacidén introduzca la orden de respuesta a un salto unitario
%c=step (num,den, t) *****

£=0:0.1:10; cl=step(num,denl,t); plot(t,cl,'o")

g*****Mantenga esta grafica y afiada otra curva de respuesta a un impulso
ESuh ol b=l io Lkatid:

hold

$Current plot held

g*x***x*Introduzca el denominador de sG(s) para zeta=0.3, 0.5, 0.7 y 1.0***x*
den2=[1 0.6 1];den3=[1 1 1];dend=[1 1.4 1];den5=[1 2 1];

g**x***Guperponga en la grdfica que estd activa las curvas de respuesta a un
%impulso unitario para zeta=0.3, 0.5, 0.7 y 1.0 introduciendo sucesivamente las
%$6rdenes de respuesta a un salto unitario step(num,den,t) y la orden de texto
%text(, , 1 v)*****

c2=step (num,den2, t) ;plot(t,c2, x')

c3=step (num,den3, t) ;plot(t,c3, ")

cd=step(num,dend, t) ;plot(t,c4, ")
)

cS=step (num,den5, t) ;plot(t,chH, ')

gx****Introduzca la rejilla, el titulo de la grdfica y las etiquetas de los ejes
%X e y***‘k*

grid, title('Respuesta a un impulso unitario de G(s)=1/(s"2+2(zeta)s+1)"')
xlabel ('t seg'), vlabel('Salidas cl, c2, c3, c4, c5')

g*****Borrar el mantener las grdficas***=**
hold

%$Current plot released
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Respuesta a un impulso unitario de G(s)=1/(s"2+2(zeta)s+1)
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EJEMPLO 3-9

Obtener la respuesta a un salto y a un impulso unitarios del siguiente sistema:

X 0 1 0 0] | X 0
| _ 0 0 1 0f |x2| .| 0.0878 i
X3 0 0 0 1] [x3 -0.0347
X4 —-0.0073 -0.0878 —0.4791 —1.4791] |x, 0.0166
X
.\.”
Y =NL000f|
ood|®
Xy

Para obtener la respuesta a un salto unitario de este sistema, utilice la orden

[y, x, t] = step(A, B, C, D)

Como la respuesta a un impulso unitario es la derivada de la respuesta a un salto unitario, la derivada de la
salida (y = x1) dard la respuesta a un impulso unitario. De la ecuacién de estado, vemos que la derivada de y es
x2. Por lo tanto x2 respecto de t dard la respuesta a un impulso unitario. X2 puede obtenerse de
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x2=[p101]%xx

El programa 3-20 en MATLAB dard ambas respuestas a un salto y a un impulso unitario.
La Figura 3-27 muestra la grafica de la respuesta a un salto unitario y la Figura 3-28 a un impluso uni-
tario.

Programa en MATLAB 3-20

g*****Respuesta a un salto y a un impulso unitario de un sistema definido en
%el espacio de estadog*****

g*****Introduzca las matrices A, B, C y D de las ecuaciones en el espacio de
$estados*x***

A=[0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 i

-0.0073 -0.0878 -0.4791 -1.4791];
B=[0;0.0878;-0.0347;0.01667];
e=11L 00 0z
D=[0];

gx****Introduzca la siguiente orden de respuesta a un salto unitario*****

[v,x,t]=step(A,B,C,D);

plot(t,y)

grid

title('Respuesta a un salto unitario')
xlabel ('t seg')

vlabel ('salida y')

g*****[,3 respuesta a un impulso unitario del sistema es la misma que la derivada
%de la respuesta a un salto unitario. Por esta razdén, la respuesta a un impulso
%unitario de este sistema viene dada por y'=x2. Para representar la respuesta
%impulsional introduzca la orden siguiente****x

x2=[0 1 0 0]#*x";plot(t,x2)

giid

title('Respuesta a un impulso unitario')

xlabel ('t seg')

vlabel ('Salida a un impulso unitario en la entrada, x2')
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Respuesta a un salto unitario
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Respuesta a un impulso unitario
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3.4 RESPUESTA A UNA ENTRADA EN RAMPA

Para obtener la respuesta a una entrada en rampa de la funcién de transferencia del sistema G(s), divida G(s)
por s y utilice la orden de respuesta a un salto. Por ejemplo, sea el sistema en lazo cerrado

C(s) _ 1
R(s)  §+s5+1

Para una entrada en rampa unitaria se tiene que R(s) = 1/s>. Por tanto

C(s) = = - 0JO

(sz+s+ 1)sS

P

1 i 1 1
sS+s+1s
Para obtener la respuesta a una entrada en rampa unitaria, introduzca el siguiente numerador y denomina-
dor en el programa en MATLAB,
num=[0001];
den=[1110];

y utilice la orden de respuesta a un salto. Véase el programa 3-21 en MATLAB. En la Figura 3-29 se muestra
la grafica obtenida utilizando este programa.

Programa en MATLAB 3-21

g*****[,3 respuesta a una entrada unitaria en rampa se obtiene como la respuesta
%a un salto unitario de G(s) /s****x*

gx****xIntroduzca el numerador y el denominador de G(s) /s *****

num=[0 0 0 1];
den=[1 1 1 0];

g*****Especifique los instantes de tiempo de cdlculo (tales como t=0:0.1:7).
%A continuacidén introduzca la orden de respuesta a un salto unitario
$c=step (num,den, t) *****

E=0 0l s 7
c=step(num,den, t) ;

g****x*A] representar la respuesta a una rampa, afiada a la grdfica la entrada de
$referencia. La entrada de referencia es t. Incluya como argumentos de la orden
%plot lo siguiente: t,t,'-'. La orden plot en este caso es como sigue:
Sploti{t,c; "o, t, T, T Fekkd

plotit,c, ‘e’ &,t, '=")

g*****Introduzca la rejilla, el titulo de la grdfica y las etiquetas de los ejes
%X e y*****

grid

title('Respuesta a una rampa unitaria del sistema G(s)=1/(s"2+s+1)"')
xlabel ('t seg')

yvlabel ('Salida c')



82 Respuesta a una entrada en rampa

Respuesta a una rampa unitaria del sistema G(s)=1/5"2+5+1)

T

Salidac

e fim i

G | s s

Is

T
U]

Figura 3-29

A continuacion, trataremos la respuesta a una entrada en rampa unitaria del sistema representado en <
espacio de estados. Sea el sistema descrito por

X = Ax+ Bu
y = Cx+ Du

donde

a=| 0 B=|% c=[1g D=[0L x®=0

Cuando las condiciones iniciales son cero, la respuesta a una entrada en rampa unitaria es la integral de 1z
respuesta a un salto unitario. Por tanto, la respuesta a una rampa se puede expresar mediante

1

7 = J.yd[ (3-5
0
De (3-5), obtenemos
7 = y = X (3_6
Definamos
Z = X3

Entonces (3-6) se transforma en

).C3 = X (3'7
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Programa en MATLAB 3-22

g****x*[,3 respuesta a una entrada unitaria en rampa se obtiene afiadiendo una

%nueva variable de estado x3. La dimensidén de la ecuacidén de estado se amplia en
%uno*****

g*****Introduzca las matrices A,B,C y D de la ecuacidén de estado original y de
%$la ecuacidén de salidax****

E=0 1;-1 -1]%
B=[0;1];

=11 Blz
D=[0];

g*****Introduzca las matrices AA,BB,CC y DD de las nuevas ecuaciones de estado
%y de salida ampliadas****=*

AA=[A zeros(2,1):;C 071;

BB=[B;0];
ge=[no O Ll;:
DD=[0];

g**x**Tntroduzca la orden de respuesta a un salto unitario;
%$[z,x,t]l=step(AA,BB,CC,DD) *****

[z,x,t]=step(AA,BB,CC,DD) ;

$*****Para representar x3 afiada la entrada de una rampa unitaria t en la
$grédfica, introduciendo la orden siguiente: plot(t,x3,t,t,'—--"')*****

xX3=[0 0 1]%*x';plot[t,x3,t, &, '==")

g*****Introduzca la rejilla, el titulo de la grdfica y las etigquetas de los ejes
%X e y*****

grid

title('Respuesta a una rampa unitaria')
xlabel ('t seg')

yvlabel ('Salida')

EJEMPLO 3-10

La Figura 3-31 muestra tres sistemas. El sistema I es un servo posicional. El sistema II es un servo posicional
que utiliza una accion de control proporcional-derivativa. El sistema III es un servo posicional que utiliza una
realimentacion de velocidad o realimentacién tacométrica. Comparemos las respuestas a un salto, un impulso
y una rampa unitaria de los tres sistemas.
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R(s) : 1 C(s).
b s(5s+1) B

Sistema |
R(s) 1 C(s)
5(1+0.8s) Tl 4

Sistema |l
R(s) 4 1 C(L)
s(5s+1) >

1+0.8s

Sistema I

Figura 3-31

La funcién de transferencia en lazo cerrado para el sistema I es

Ci(s) = 1
R(® F+02s+1

La funcién de transferencia en lazo cerrado para el sistema II es

Ci(s) _ 0.8s+1

R(s) sS4+ s+ 1

La funcidn de transferencia en lazo cerrado para el sistema III es

Ciu(s) » 1
R(s) sS+s+1

Compararemos en primer lugar las respuestas a un salto unitario de los sistemas I, IT y ITI. Las respuestas
a un salto unitario se pueden obtener introduciendo el programa 3-23 en MATLAB. En la Figura 3-32 se
muestran las curvas de respuesta a un salto unitario resultantes. Obsérvese de esta grdfica que el sistema que
utiliza la accién de control proporcional-derivativa exhibe el tiempo de subida mas corto. El sistema con reali-
mentacion de velocidad tiene la menor sobreelongacién o la mejor estabilidad relativa de los tres sistemas.

Si se desea representar las tres curvas de respuesta a un salto unitario con lineas continuas, introduzca el
programa 3-24 en MATLAB. En la Figura 3-33 se muestran las graficas resultantes.

A continuacién, obtendremos las curvas de respuesta a un impulso unitario de estos tres sistemas. Las cur-
vas de respuesta a un impulso unitario se pueden representar utilizando el programa 3-25 en MATLAB. En la
Figura 3-34 se muestran las gréficas resultantes.
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Programa en MATLAB 3-23

F-——————— Respuesta a un salto-

g*****Tntroduzca el numerador y el denominador de los Sistemas I, II y III*****

numl=[0 0 1];
denl=[1 0.2 1];
num2=[0 0.8 11;
den2=[1 1 17];
num3=[0 0 1];
den3=[1 1 113

g*xx**Especifique los instantes de tiempo de cdlculo (tales como t=0:0.1:10).
%A continuacidén introduzca la orden de respuesta a un salto
$c=step (num,den, t) *****

E=0:0.25200;
cl=step (numl,denl,k t);
plot (L el; 'o")

$*****Mantenga esta grdfica y afiada otra curva de respuesta a un salto
FUndEarigrrrss

hold

%$Current plot held
c2=step (num2,den2, t) ;
plot(twel: 'x")
c3=step (num3,den3, t);

plot (t,63, ' =)

gx****Introduzca la rejilla, el titulo de la grafica y las etiquetas de los ejes

IX @ yFRErEF

grid

title('Respuesta a un salto unitario para los Sistemas I, II y III')
xlabel ('t seg')

yvlabel ('salidas c¢l, c2 y c3')

g*****Borrar el mantener las gradficas*****

hold

$Current plot released
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Respuesta a un salto unitario para los Sistemas | [y [l
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Programa en MATLAB 3-24

numl=[0 0 1];
denl=[1 0.2 11];
num2=[0 0.8 1];
den2=[1 1 11;
num3=[0 0 1];
den3=[1 1 1];

gx**x*Especifique los instantes de tiempo de cdlculo (tales como t=0:0.1:10).
%A continuacidén introduzca la orden de respuesta a un salto step(num,den,t)
%y la orden de texto text(,,'')*****

e=0+0.1:10;

step (numl,denl, t);

text(4.5,1.5, 'Sistema I')

$*****Mantenga esta gradfica y afiada otra curva de respuesta a un salto
Funitarioksws*

hold

gCurrent plot held

step (num2,den2, t) ;
text(2.3,1.27, 'Sistema II')
step (num3,den3, t) ;
text(2,0.7, 'Sistema III')

gx****Tntroduzca la rejilla y el titulo de la grdficaxx*x*x*

grid
title('Respuesta a un salto unitario para los Sistemas I, II y III')

g*****Borrar el mantener las graficas*****
hold

$Current plot released




Capitulo 3/ Andlisis de la respuesta transitoria de sistemas continuos 89

Programa en MATLAB 3-25

g*****La respuesta a un impulso unitario se obtiene como la respuesta a un salto
unitari e sG(s
% t o d G(g) ****x%*

%*****Intrbduzca el numerador y el denominador de sGl(s), sG2(s) y sG3(s)****x

numl=[0 1 0]; denl=[1 0.2 1];
num2=[0.8 1 0]; den2=[1 1 1];
num3=[0 1 0]; den3=[1 1 1];

g*****Egpecifique los instantes de tiempo de cédlculo (tales como t=0:0.1:10).
%A continuacidén introduzca la orden de respuesta a un salto c=step(num,den,t)
%y la orden plot*****

t=0:0.1:10:

cl=step(numl,denl, t)
c2=step (num2,den2, t);
c3=step (num3,den3, t)
plot(t.el, "or, £, e2, %!, t,e3, ' —)

7

’

g*****Introduzca la rejilla, el titulo de la grdfica y las etiqguetas de los ejes
%X e y*****

grid, title('Respuesta a un impulso unitario para los Sistemas I, II y III')
xlabel ('t seg'), ylabel('salidas cl, c2 y c3')

Respuesta a un impulso unitario para los Sistermas |, Ty lll

salidas c1, c2yc3

-06

[
g P
O [
2 T) RS
—
o

-08 o
0

tseg
Figura 3-34



90

Respuesta a una entrada en rampa

Finalmente, para obtener una grdfica de las curvas de respuesta a una entrada en rampa unitaria.
introduzca en el computador el programa 3-26 en MATLAB. En la Figura 3-35 se muestra la gréfica resultante
de estas tres curvas de respuesta a una entrada en rampa unitaria. De esta gréfica, vemos que el sistema II tiene
la ventaja de una respuesta mds rdpida y un error menor en estado estacionario para una entrada en rampa.

La razon principal de porqué el sistema que utiliza la accién de control proporcional-derivativa tiene una
caracteristica de respuesta superior es que el control derivativo responde a la velocidad de cambio de la sefial
de error y puede producir una accién correctiva antes que la magnitud del error se haga grande.

Observe que la salida del sistema I1I es la salida del sistema II retardada por el filtro de primer orden si-
guiente //(1 + 0.8s). La Figura 3-36 muestra la relacion entre las salidas del sistema Il y del sistema III.

Programa en MATLAB 3-26

g*****] 3 respuesta a un impulso unitario se obtiene como la respuesta
%a un salto unitario de G(s)/s*x****

gx*x***Introduzca el numerador y el denominador de Gl(s)/s, G2(s)/s ¥y
$GC3 () /sx**x*
numl= 1
denl
num2
den?2
um3
den3

1]

0];
11;

;

1
1
8
01;:
il
0

= O OO O
P OFPr ODNO

(0
[1
[0
[1
(o
[1

I

;

g**xx*x*Egpecifique los instantes de tiempo de cdlculo (tales como t=0:0.1:7).
%A continuacidn introduzca la orden de respuesta a un salto c=step(num,den,t).
safiada la funcidén de entrada en rampa en la gréfica introduciendo la orden
%plot(t,t, u__|)*****

=00 .1 v7;

cl=step(numl,denl, t);

c2=step (num2,den2, t) ;
c3=step(num3,den3, t);

plot (bt el, ‘o &, 62, 'x! B3, ' =" ,E, &, =)

gx****Tntroduzca la rejilla, el titulo de la gréfica y las etiquetas de los ejes
%X e y*****

grid

title('Respuesta a una entrada en rampa unitaria para los Sistemas I, II y III'
xlabel ('t seg')

yvlabel ('salidas cl, c2 y c3"')
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Figura 3-35
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Figura 3-36

3.5 TRANSFORMACION DE MODELOS DE SISTEMAS

En esta seccién consideraremos la transformacion del modelo del sistema del formato funcién de transfe-
rencia a espacio de estados y viceversa. Comenzaremos con la transformacién de funcién de transferencia a
espacio de estados.

Escribamos la funcion de transferencia en lazo cerrado como

Y(s) _ polinomio del numeradorens _ num
U(s)  polinomio del denominador en s den

Una vez que tenemos esta expresion de la funcion de transferencia, la siguiente orden en MATLAB

[A, B, C, D] = tf2ss(num, den)
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dard una representacion en el espacio de estados. Es importante observar que la representacion en el espacio de
estados para cualquier sistema no es Unica. Hay muchas (infinitas) representaciones en el espacio de estados
para el mismo sistema. La orden de MATLAB da una de estas posibles representaciones.

Formulacion en el espacio de estados de sistemas dados como funcién de transferencia

Sea la funcién de transferencia del sistema

Y(S): N — S (3_8)
U(s)  (s+10)(s°+4s5+16) s + 145 + 565+ 160

Hay muchas (infinitas) posibles representaciones en el espacio de estados para este sistema. Una represen-
tacion posible es

X 0 1 0f |x 0
Bl = 0 O It I
%5 —160 —56 —14| |x; -14
X
y = [100]|x,| *+[01u
X3

Otra representacion posible (entre las infinitas alternativas) es

Xy -14 -56 —-160| |x; 1
H T 1 0 0f|x|*|o® (3-9
% 0 1 0llxl |0
X1
y=T[o10]|x,| *[0]u (3-10
X3

MATLAB transforma la funcién de transferencia dada por (3-8) en la representacion en el espacio de esta-
dos dada por (3-9) y (3-10). Para el ejemplo del sistema considerado aqui, el programa 3-27 en MATLAB pro-
ducira las matrices A, B, C'y D.
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Programa en MATLAB 3-27
num=[0 0 1 0];
den=[1 14 56 160];
[A,B,C,D]=tf2ss (num, den)
A =
-14 -56 -160

1 0 0

0 1 0
B =

1

0

0
@ =

0 1 0
D =

0

EJEMPLO 3-11

Sea el sistema

Y(s) _ 25.045 + 5.008
U(s)  5*+5.03247s" +25.1026s + 5.008

Esta funcién de transferencia se puede transformar en una representacion en el espacio de estados intro-
duciendo el programa 3-28 en MATLAB. Las ecuaciones en el espacio de estados para el sistema obtenido
mediante el uso de este programa son

X -5.0325 -25.1026 -5.008] | x, 1

X, = 1 0 0 X3 + olu

X3 0 1 0] [x; 0
- X

y = [0 25.04 5.008] |x,| + [0]u

X3
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Programa en MATLAB 3-28

Q.

$estados-—-—-—-—-—-

gx****La funcidén de transferencia se puede transformar al formato del espacio
2de estados introduciendo la siguiente orden de transformacidn:
% [&, B, €, D] =t f2%s (nitim, Jen): & xxse

gxx***Introduzca el numerador y el denominador de la funcidn de
$transferencia*****
num=[0 0 25.04 5.008];

den=[1 5.03247 25.1026 5.008];

gx*x**Introduzca la orden de transformacidn*****

[A,B,C,D]l=tf2ss (num,den)

B
-5 .0825 - —25.1026 -5.0080
1.0000 0 0
0 1.0000 0
B =
1
0
0
o=
0 25.0400 5.0080
D =
0

Transformacion del espacio de estados a funcién de transferencia

Para obtener la funcién de transferencia de las ecuaciones en el espacio de estados, utilice la siguiente orden:

[num, den] = ss2tf(A, B, C, D, iu)
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iu debe especificarse para sistemas que tengan mads de una entrada. Por ejemplo, si el sistema tiene tres entra-
das (ul, u2, u3), entonces iu debe ser 1, 2 0 3, donde 1 implica ul, 2 implica u2 y 3 implica u3.
Si el sistema tiene solamente una entrada, entonces

[num, den] = ss2tf 8(A, B, C, D)

[num, den] = ss2tf 8(A, B, C, D, 1)

se pueden utilizar. (Véase el Ejemplo 3-12 y el programa 3-29 en MATLAB).
Para el caso en que el sistema tiene multiples entradas y salidas, véase el Ejemplo 3-13.

EJEMPLO 3-12

Obtener la funcién de transferencia del sistema definido por las siguientes ecuaciones en el espacio de estados:

X 0 | 0l |x, 0
Xl = 0 0 1] |zs| 25.04|u
X3 —5.008 -25.1026 —-5.03247| | x, —121.005

El programa 3-29 en MATLAB producird la funcién de transferencia para el sistema dado. La funcién de
transferencia obtenida viene dada por:

Y(s) _ 25.045 +5.008
U(s) s +5.03255" +25.1026s + 5.008
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Programa en MATLAB 3-29

e Transformacién del formato espacio de estados al de funcidn de
%transferencia----—-—--

g**x***[3 transformacidén de las ecuaciones del espacio de estados en funcidn de
%transferencia se efectua introduciendo la orden de transformacidn:
Zlnum,den]=ss2tf(a,B,C,D) *o***

g*****Introduzca las matrices A,B,C y D de las ecuaciones en el espacio de
estadog*****

[0 1 0;0 0 1;-5.008 -25.1026 -5.03247];
[0; 25.04; -121.005];
(
[

I}

10 01;

A
B
C
D=[0];

g*****Introduzca la siguiente orden de transformacidn*****
[num,den]=ss2tf (A,B,C,D)
num =

0 0.0000 25.0400 5.0080

den =

1.0000 5.0325 25.1026 5.0080

g*****E]l mismo resultado se puede obtener introduciendo la siguiente orden*****
[num,den]=ss2tf (A,B,C,D, 1)

num =

0 0.0000 25.0400 5.0080

den =

1.0000 5..0325 25,1026 5.0080

EJEMPLO 3-13
Sea un sistema con entradas y salidas mdltiples. Cuando el sistema tiene més de una salida, la orden

[NUM, den] = ss2tf(A, B, C, D, iu)
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produce las funciones de transferencia para todas las salidas para cada entrada. (Los coeficientes del numera-
dor se devuelven en la matriz NUM que tiene tantas filas como salidas hay).
Sea el sistema definido por:

- Lo
= 9B

Este sistema tiene dos entradas y dos salidas. Se obtienen las cuatro funciones de transferencia siguientes:
Y ($)IU(s), Yo()/U,(s), Y($)/Ux(s) y Y,(s)/Uy(s). (Cuando se considera la entrada u,, suponemos que la
entrada u, es cero y viceversa). Vea la siguiente salida que produce MATLAB

A=[0 1; -25 -4];
B=[1 1; 0 1];
c¢=[1 0; 0 1];
D=[0 0; 0 0];
[NUM,den]=ss2tf(A,B,C,D,1)
NUM =
0 1 4
0 0 -25
den =
1 4 25

[NUM,den]=ss2tf(A,B,C,D,2)

NUM =
0 1.0000 5.0000
0 1.0000 -25.0000
den =
i 4 25

Esta es la representacién en MATLAB de las cuatro funciones de transferencia siguientes:

Yi(s) _ _ s+4 Yo(s) _ 28
Ui(s)  *+45+25 Ui(s) $*+45+25

Vi(s) _ _ s+5 Yis) _ 525
Ux(s)  s+4s+25 Us(s) 445425




Capitulo 4 Analisis de la respuesta transitoria
de sistemas discretos

4.1 INTRODUCCION

Este capitulo estudia la respuesta transitoria de los sistemas discretos. La orden para la respuesta transitoria es
diferente de la utilizada en el caso continuo. Para sistemas discretos, la orden mas utilizada para la respuesta
transitoria es

y = filter(num,den,x)

donde x es la entrada e y es la salida filtrada.

Antes de obtener los diagramas de las respuestas transitorias para sistemas discretos, resumiremos como
generar las funciones de entrada para sistemas discretos. Las funciones de entrada que se van a considerar son
la funcién delta de Kronecker (la cual se corresponde con la funcién de impulso unitario para sistemas en
tiempo continuo), la funcién escalén, la funcién rampa, la funcién aceleracion y la funcién de entrada arbi-
traria.

Generacion de funciones de entrada
Entrada delta de Kronecker

La funcion delta de Kronecker se define por

u(0)=1
u(k)=0, parak=1,2,3,..

La siguiente entrada delta de Kronecker

u(0)=1
u(ky=0, vparak=1,2,3,..,60

se puede introducir en el programa MATLAB como

u=[1 zeros(1,60)]

Una entrada delta de Kronecker de magnitud 8 como

u(0)=8
u(k)=0, parak=1,2,3,..,40

se puede introducir en el programa como

u=[8 zeros(1,40)]
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Entrada escalon
Una entrada escalén unitario como

uk)=1(k)=1, parak=0,1,2,..,100
se puede introducir en el programa MATLAB como

u=ones(1,101)

u=[1 ones(1,100)]
Andlogamente, una entrada escalén de magnitud 5, o
u(k)=5%1(k) =35, patak=0,1,2;.:,30
se puede introducir en el programa MATLAB como

u = S5*ones(1,51)

.u=[5 5%ones(1,50)]
Entrada rampa
La entrada rampa unitaria se define por
u==1t para0<t

Para sistemas discretos, ¢ = k7, donde T es el periodo de muestreo (seg). Por consiguiente, la entrada
rampa se puede escribir como

u(k) =kT, parak=0,]1,2,..
Si la rampa viene dada por
u(k)=kT, parak=0,1,2,..,50
entonces utilizaremos una de las siguientes formas:

u=0:T:50*T (T = periodo de muestreo, seg)

0
k=0:50; u=I[k*T]
Es decir, si 7= 0.2 seg y k = 50, se utiliza
u=0:0.2:10
0

k=0:50; u=[0.2%k]
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Entrada aceleracion
Antes de considerar la entrada aceleracién, consideremos la siguiente sefial:

h=[0 12 3 4 5 6]

El cuadrado de esta sefial en cada instante de muestreo viene dada por

w=[0 1 49 16 25 36]

La sefial w se puede generar en MATLAB como sigue:

h=0:6
h =
0 il 2 3 4 5 6
w=h."2
w =
0 il 4 9 16 25 36

Nétese que es necesario introducir un punto después de h para obtener el cuadrado del valor muestreado.

Ahora consideramos la entrada aceleracién en general. Supongamos que la entrada viene dada por

u(k) = %(kT)z, parak = 0, 1,2, ...

donde T es el periodo de muestreo. Asumamos, por ejemplo, que 7'=0.2 seg, o
u(0) =0

Wiy =T = %(0,2)3

D=

u(2) = %mf = %(0,4)3

u(k) = %(kT)z - %(0,2k)3, parak = 3,4,5, ...

Esta entrada aceleracion se puede introducir en el programa MATLAB como sigue: Si k =0, 1, 2, 3, 4,
podemos introducir las siguientes érdenes:

k=0:4; u=[0.5%0.2%k). 2]

La pantalla mostrard lo siguiente:
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a

k=0:4; u=[0.5*(0.2*k)."2]

0 0.0200 0.0800 0.1800

0.3200

Podemos introducir también las siguientes ordenes:

k=0:4; m=[0.5%(0.2*%k)"*(0.2*k)];

La pantalla del ordenador mostrard lo siguiente:

u = [diag(m)]’

k=0:4; m=[0.5%{0.2%k) *(0.2*Kk)]

0 0.0200 0.0800 0.1800

m =
0 0 0 0
0
0 0.0200 0.0400 0.0600
0 0.0400 0.0800 0.1200
0 0.0600 0.1200 0.1800
0 0.0800 0.1600 0.2400

.0800
.1600
.2400
.3200

o o0 O

0.3200

Resumiendo, si k varfa de 0 a 40, podemos utilizar una de las siguientes formas:

a.k=0:40; u=[0.5%(0.2%k)."2]
b.k=0:40; u=[diag(0.5%(0.2%k)’*(0.2*k))]’

Entrada arbitraria

Si una entrada arbitraria se especifica como

u0)=3
u(l)=25
w2)y=12

u(k)=0, parak=3,4,5,..80

la siguiente forma puede ser utilizada como la entrada:

u=[3 2.5 1.2 zeros(1,78)]
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4.2

indice del capitulo

El indice del capitulo es el siguiente: La seccién 4-1 ha presentado el material introductorio. La seccién 4-2
describe brevemente los filtros digitales. La seccién 4-3 trata la respuesta de sistemas discretos a una entrada
delta de Kronecker. La seccion 4-4 muestra la respuesta a entradas escaldn y a entradas arbitrarias. La seccion
4-5 presenta la respuesta frente a rampa. La seccién 4-6 discute las caracteristicas de la respuesta transitoria de
un sistema digital controlado con un PID y de sistemas de control deadbeat. Finalmente, la seccién 4-7 pre-
senta la transformacién de modelos de sistemas continuos a discretos.

FILTROS DIGITALES

Considere un filtro digital cuya funcién de transferencia es

donde b(z) es el polinomio numerador en z y a(z) es el polinomio denominador en z. La orden

y = filter(b,a,x) o y = filter(num,den,x)

filtra los datos del vector x con el filtro descrito por los vectores b y a (vectores num y den), creando el dato
filtrado y. Considere la respuesta del siguiente filtro digital a una entrada x.

7y _ 10z +2 o 10z +27°
) 102 +57+2z+1 10+57' 4277+

Nétese que los coeficientes del filtro estdn ordenados en potencias decrecientes de z o en potencias cre-
cientes de z'!.

Las dindmicas del sistema son descritas en términos de b y a (o en términos de num y den). Asi las dindmi-
cas del sistema son introducidas en el MATLAB como

b=[0 0 10 2],
a=[10 5 2 1};

Como el polinomio numerador es de menor grado que el polinomio denominador, primero debe ser relle-
nado con ceros por delante. (El polinomio numerador tiene que ser del mismo tamaiio que el polinomio
denominador).

Una vez que el numerador y el denominador han sido introducidos en MATLAB, introduzca la entrada x,
la orden filter y la orden plot. Después, la respuesta a la entrada x aparecerd en la pantalla. En las secciones 4-
3 a 4-5 se veran las respuestas de filtros digitales a diferentes sefiales de entrada.

Algunas consideraciones sobre filtros digitales

Notese que en Y(z)/X(z), donde
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Y(2) _ b(1)+b(2)Z +...+b(n+ 17"
X(@)  a()+a)z' +..+an+ 17"

si a(1)#1, los coeficientes del filtro deben ser normalizados dividiendo todos los coeficientes entre a(1). Si a(l)
=0, la orden filter produce el siguiente mensaje de error:

El primer coeficiente del denominador del filtro debe ser distinto de cero.

Si este tipo de mensaje de error aparece, hacer las correcciones necesarias.

4.3 RESPUESTA A LA ENTRADA DELTA DE KRONECKER

Considere el siguiente sistema de control discreto:

Y(z) _ 046737 -0,33937"
X(2)  1-1,53277" +0,66077
0,4673z —0,3393
2 - 1,532772 + 0,6607

Consideraremos la respuesta y(k) de este sistema a una entrada delta de Kronecker.

Entrada delta de Kronecker

La entrada delta de Kronecker se define como

x(k)y=1, parak=0
=0, parak#0

La transformada z de la entrada delta de Kronecker es
X(z)=1
La entrada x(k) en el programa de MATLAB se puede escribir como

x=[1 zeros(1,N)]

donde N corresponde con el final de la duracién del proceso discreto considerado.

Calculo de la transformada inversa z de G(2)

Calcular la transformada z de G(z) es lo mismo que calcular la respuesta de G(z) a una entrada delta de Kro-
necker. Para el sistema que estamos considerando, tenemos

Y(2) _ gz = 046732 0339327
X(2) 1-1,53277" +0,66077 "
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Puesto que la transformada z de la entrada delta de Kronecker X(z) es igual a la unidad, la respuesta del
sistema a esta entrada es

0,46737"' —0,33937"°
1-1,53277" +0,66077

Y(z) = G(z) =

Por lo tanto la transformada inversa z de G(z) es y(0), y(1), y(2), ...
Para obtener la transformada inversa z de G(z), se procede de la siguiente manera:
Introduzca el numerador y el denominador como sigue:

num = [0 0.4673 -0.3393]
den=[1 -1.5327 0.6607]

Introduzca la entrada delta de Kronecker.

x=[1 zeros(1,40)]

Después introduzca la orden

y = filter(num,den,x)

para obtener la respuesta y(k) de k =0 a k = 40.

Resumiendo, el programa en MATLAB para obtener la transformada inversa z o la respuesta a una
entrada delta de Kronecker se muestra en en el programa 4-1. En la pantalla se mostrard la salida y(k) desde k
=0 a 40 como sigue:

Columns 1 through 7
0 0.4673 0.3769 0.2690 0.1632 0.0725 0.0032
Columns 8 through 14
-0.0429 -0.0679 -0.0758 -0.0712 -0.0591 -0.0436 -0.0277
Columns 15 through 21
=0 .0137 -0.0027 0.0050 0.0094 [0 50 i o i B 0.0108 0.0092
Columns 22 through 28
0.0070 0.0046 0.0025 0.0007 -0.0005 =0..0013 -0.0016
Columns 29 through 35
-0.0016 -0.0014 -0.0011 -0.0008 -0.0004 -0.0002 0.0000
Columns 36 through 41

0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0001
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Programa en MATLAB 4-1

gx**x**xCalcular la transformada inversa z de G(z) es lo mismo que determinar la
$respuesta del sistema Y(z)/X(z)=G(z) a una entrada delta de Kronecker****x*

g***x*1,3 respuesta a un impulso unitario se obtiene como la respuesta escaldn
gunitario de sG(s) *****

g**x**Introduzca el numerador y el denominador de G(z) *****

num=[0 04673 =0.3393]3
den=[1 -1.5327 0.6607];

g*****Introduzca la entrada delta de Kronecker x y la orden filter
gy=filter (num,den,x) ***x*

x=[1 zeros(1,40)];
y=filter (num, den, x)

(Nétese que los célculos de MATLAB empiezan en la columna 1 y finalizan en la columna 41, y no van
desde la columna 0 a la 40). Estos valores son la transformada inversa z de G(z). Es decir,

y(1) = 0.4673
¥(2) = 0.3769

¥(3) = 0.2690

Y(40) = 0.0001

Para representar los valores de la transformada inversa z de G(z), se procede como sigue. Puesto que
hemos elegido 0<k<N = 40, y el rango de la respuesta y(k) se estima que se encuentre entre -1 y 1 (si esta esti-
macién no es satisfactoria, cambie el rango después de una prueba), introduzca los rangos para el eje x (0
<x<40) y el eje y (-1<y<1) de la siguiente manera:

v=[0 40 -1 1]
axis(v)

o combine las dos lineas de programa en una sola:
axis([0 40 -1 1))
Ahora afiada un punto y coma al final de la linea
y = filter(num.den.x):

e introduzca

plot(y.”0”)
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1‘ep1'eééntaré la respuesta y(k) frente a k + 1. Nétese que la grafica en MATLAB comienza en k = | y acaba en
k=N + 1. (Més adelante se mostrard como mover la grafica un periodo de muestreo para que comience en k =
0).

Para obtener la respuesta y(k) frente a k + 1, junto con la rejilla, el titulo de la gréfica, la etiqueta del eje x
y la etiqueta del eje y, ejecute el programa de MATLAB 4-2. El resultado se muestra en la Figura 4-1.

Si se desea representar la respuesta y(k) frente a k + 1 utilizando un trazo continuo, sustituya la orden

plot(y,’0")

por
plot(y,’-’

El resultado se muestra en la Figura 4-2.
Los vectores en MATLAB van desde 1 a N + | en lugar de 0 a N. Si se desea representar la respuesta y(k)
frente a k, en lugar de representar y(k) frente a k£ + 1, necesitamos afiadir la siguiente declaracién
k = 0:40;

y cambiar la orden plot como sigue:

plot(k,y,’0")

Programa en MATLAB 4-2

g*x**x**Cglcular la respuesta del sistema Y (z)/X(z) pra una entrada delta de
SKronecker*****

g**x*x*Introduzca el numerador y el denominador de Y (z)/X(z)**x***

num=[0 0.4673 -0.3393];
den=[1 -1.5327 0.6607];

gx*x*x**Tntroduzca la entrada delta de Kronecker x, axis(v), la orden filter, y
la orden plot****%*

x=[1 zeros(1,40)];
v=[0 40 =1 1];
axis(v);
y=filter (num, den, x) ;
plot(y,'o")

g***x*xTIntroduzca la rejilla, el titulo de la gr-fica vy las etiguetas de los ejes

%X e y*****

grid

title('Respuesta a una entrada delta de Kronecker')
xlabel ('k+1")

ylabel ('y (k) ")
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Figura 4-3

La grafica resultante se muestra en la Figura 4-3.
Es importante darse cuenta que el nimero de elementos del vector filak (k =0, 1, 2, ..., 40) debe coincidir

con la dimension del vector del eje horizontal (x = 0, 1, 2, ..., 40). El programa modificado se encuentra en el
programa de MATLAB 4-3.

Programa en MATLAB 4-3

o= —mmm Respuesta a una entrada delta de Kronecker-

num=[0 0.4673 -0.3393];
den=[1 -1.5327 0.6607];
x=[1l zeros(l1l,40)];

v=[0 40 -1 1];

axis(v);

k=0:40;

y=filter (num,den, x) ;
plot (¥, Yo")

grid

title('Respuesta a una entrada delta de Kronecker')
xlabel ('k")

ylabel ('y(k) ")
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Si sustituimos la orden plot
plot(y,’0”)

por

plot(k,y,’-")

obtenemos la grafica mostrada en la Figura 4-4.
Si deseamos conectar puntos consecutivos (circulos abiertos,’0”) con lineas rectas, necesitamos modificar
la orden plot como sigue:

plot(k,y,’0’,k,y,’-")

Una gréfica de y(k) con circulos abiertos ('0") comienza en k = 0 y finaliza en k = 40. Andlogamente,una
grafica de y(k) con lineas continuas comienza en k = 0 y finaliza en k = 40. Véase el programa de MATLAB 4-
4y la grafica resultante en la Figura 4-5.

Si deseamos que la grafica comience en k = 5, es decir, obtener y(k) frente a k + 5, necesitamos cambiar

k =0:40;

k = 5:40;

El programa de MATLAB 4-5 nos dard la grafica deseada, la cual se muestra en la Figura 4-6.
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Programa en MATLAB 4-4

num=[0 0.4673 -0.3393];
den=[1 -1.5327 0.6607];
x=[1 zeros(l,40)];

v=[0 40 -1 1];

axis(v);

k=0:40;

yv=filter (num,den,x) ;
plot(k,y,'o', k,y,'-")

grid
title('Respuesta a una entrada delta de Kronecker')
xlabel ('k"')

yvlabel ('y(k) ")
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Programa en MATLAB 4-5
B=—————— Respuesta a una entrada delta de Kronecker-------

num=[0 0.4673 -0.3393];
den=[1 -1.5327 0.6607];
x=[1 zmerosi(l,35)];

v=[0 40 -1 1];

axis (v);

k=5240;

y=filter (num,den, x) ;
plot ik, v, "o kg =)
grid

title('Respuesta a una entrada delta de Kronecker')
xlabel ('k+5")

ylabel ('y (k) ")

Respuesta a una entrada delta de Kronecker
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EJEMPLO 4-1

Obtener la transformada inversa z de la siguiente funcién de transferencia.
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Pz}, = il 0,01409z° +0,028182° + 0,01409z

X(z) 7 —2,76247" +2,58117 - 0,8187

La transformada inversa z de G(z) es lo mismo que la respuesta del sistema a una entrada delta de Kro-

necker. Vamos a obtener la transformada inversa z de y(k) hasta k = 40.
Se introduce la siguiente entrada delta de Kronecker dentro del programa.

Un programa en MATLAB para resolver este problema se muestra en el programa de MATLAB 4-6.

Programa en MATLAB 4-6

x=[1 zeros(1,40)]

g*****L,a transformada inversa z se puede obtener calculando la respuesta del

%sistema Y (z)/X(z)para una entrada delta de Kronecker****x*

g*****Introduzca el numerador y el denominador de Y(z)/X(z)****%*

b=[0.01409 0.02818 0.01409 01];
a=[1 =2.7624 2.,5811 -0.8187];

g**x**Introduzca la entrada delta de Kronecker x y la orden filter***+**

x=[1 zeros(l,40)];
y=filter (b,a,x)

A continuacién se muestra la salida de la orden filter. Nétese que el vector de salida de MATLAB va

desde la columna 1 hasta la columna 41. La columna 1 corresponde a k = 0 y la columna 41 a k = 40.

Yy =

0.0141

0.8616

Columns 15
1.2488

Columns 22
1. Q275

Columns 29
0.9391

Columns 36
0.9965

Columns 1 through 7

0.0671

0:.9798

through
1.2320

through
0.9989

through
0.9442

through
1.0034

Columns 8 through 14

21

28

35

41

0.1631 0.
1.0778 1s
1.2052 iER
0..9756 0.
0.:9516 0s
1.0089 (I

2888

1537

171.8

9580

9604

0130

.4319

<2072

.1348

.9460

<9699

.0156

. 5811

.2394

.0970

9392

.9794

.0170

.7268

.2524

.0606

ABT2

.9884

La transformada inversa z viene dada por:
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¥(0) = 0.0141
¥(1) = 0.0671
y(2) = 0.1631

¥(3) =0.2888

¥(40) = 1.0170

Para representar la transformada inversa z de y(k) frente a k, modificar este programa de MATLAB como

se muestra en el programa de MATLAB 4-7. La grafica resultante de y(k) se muestra en la Figura 4-7.

Programa en MATLAB 4-7

B Representacién de la transformada inversa z de y (k) respecto de k------
b=[0.01409 0.02818 0.01409 01];

a=[1l =2.7624 2.5811l —=0.8L87]:

w=[1 Zerogl(l, 40) ]z

=00 40 O 1:.4];

axis(v);

le=0-40 ;

yv=Ffilter (b,a,x);

plot(k,y,'o"'), grid, title('Grédfica de la transformada inversa z de vy (k)

respecto de k')
xlabel('k'), vlabel('y(k)")

Representacion de la transformada inversa z de yik) respecto de k
14

(b=

20 25 30 25 40
k
Figura 4-7
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EJEMPLO 4-2

Considere la ecuacion diferencial
x = (k+2) = x(k+ 1)+ x(k) 4-1)

donde x(0) =0y x(1) = 1. Nétese que x(2) = 1, x(3) =2, x(4) = 3, ... las series 0, 1, 1, 2, 3. 5, 8, 13, ... son cono-
cidas como las series de Fibonacci. Obtener la serie de Fibonacci hasta k& = 30.
La transformada z de la Ec.(4-1) es

2 X(z) - 2°x(0) — zx(1) = zX(z) — zx(0) + X(z)

Resolviendo esta ecuacién para X(z) tenemos

X(z) =

2x(0) + zx(1) = zx(0)

iRy o |
T

Sustituyendo el dato inicial x(0) =0y x(1) = 1 en esta dltima ecuacién, tenemos

X(z) = -_Z_

z —z—1

La transformada inversa z de X(z) dard las series de Fibonacci.
Para obtener la transformada inversa z de X(z), obtener la respuesta de este sistema a una entrada delta de
Kronecker. Véase el programa de MATLAB 4-8.

Programa en MATLAB 4-8

$*****1,a5 series de Fibonacci se pueden generar como la respuesta de X(z) a una
%entrada delta de Kronecker, donde X(z)=z/(z"2-z-1)****xx*

g*****Introduzca el numerador y el denominador de X(z)****x*

num=[0 1 0];
den=[1 -1 -1];

g*****Tntroduzca la entrada delta de Kronecker y la orden filter****xx*

u=ll zeres(1,30)];
x=filter (num, den,u)
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La salida filtrada y mostrada a continuacién da las series de Fibonacci.

Columns 1 through 6
0 1 1 2 3 5
Columns 7 through 12
8 13 2. 34 55 89
Columns 13 through 18
144 233 377 610 987 1597
Columns 19 through 24
2584 4181 6765 10946 17711 28657
Columns 25 through 30
46368 75025 121393 196418 317811 514229
Column 31

832040

Notese que la columna 1 corresponde a k =0 y la columna 31 corresponde a k = 30. La serie de Fibonacci
estd dada por

x(0)=0
%)=
X2 =1
x(3)=2
x(4)=3
X(S)=5

x(29) = 514,229
x(30) = 832,040

4.4 RESPUESTA A UNA ENTRADA ESCALON

Esta seccién estudia las repuestas de sistemas discretos a entradas escalén y a entradas arbitrarias. Empezare-
mos con la respuesta a escalén de sistemas discretos.
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Respuesta escalon

Utilizando un sistema de ejemplo, explicaremos los métodos para obtener las grdficas de la respuesta a escalon
utilizando MATLAB.
Considere el sistema dado por la siguiente funcién de transferencia
Y(z) _ 046737 —0,33937”

U(z) 1-153277"+0,66077"

0,4673z—0,3393
25— 1,5327z + 0,6607

donde
U(z) = Z [unit step]
Presentaremos dos métodos para obtener la respuesta a escalon.

Método 1: La entrada escalén unitario u(k) se puede escribir como

uky=1, parak=0,1,2,..

Supongamos que queremos la respuesta hasta k = 40. Entonces la entrada u se puede escribir como

u =ones(1,41)

u=[1 ones(1,40)]

Un programa de MATLAB para representar la curva de la respuesta de un sistema a un escalén unitario se
muestra en el programa de MATLAB 4-9. La gréfica resultante se muestra en la Figura 4-8. Nétese en esta gra-
fica que la respuesta comienza desde k = 1. (Como se explicé anteriormente, los vectores en MATLAB en este
caso van desde k = 1 hasta k = 41. Si deseamos representar la respuesta y(k) desde k = 0 hasta k = 40, necesita-
mos hacer una pequefia modificacion en el programa de MATLAB. Véase el programa de MATLAB 4-10).

El programa de MATLAB 4-10 nos da la curva de la respuesta comenzando en k = 0. Véase la grifica de
la respuesta mostrada en la Figura 4-9.

Programa en MATLAB 4-9

——————— Respuesta a un escaldn unitario-

num=[0 0.4673 -0.3393];
den=[1 -1.5327 0.6607];
u=ones(1,41);

v=[0 40 0 1.6];
axis(v);

y=filter (num,den,u) ;
plot(y,'o"')

grid

title('Respuesta a un escaldn unitario')
xlabel ('k+1")

ylabel ('y(k) ")
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Respuesta a un salto unitario
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Figura 4-8
Programa en MATLAB 4-10
$——————- Respuesta a un escaldn unitario-------
num=[0 0.4673 -0.3393];
den=[1 -1.5327 0.66071];
u=ones (1,41);
v=[0 40 0 1.6];
axis(v);
k=0:40;
y=filter (num,den,u) ;
plot (k, 37 for)
grid
title('Respuesta a un escaldn unitario')
xlabel ('k")

ylabel ('y(k)")

Método 2: en este método, multiplicamos Y(z)/U(z) por U(z), donde U(z) = z/(z-1) para la entrada escalén
unitario. Por lo tanto podemos obtener la transformada inversa z de Y(z) mediante la respuesta a una entrada
escalon unitario.

Considere el mismo sistema que se discutié anteriormente o
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Y(z) _  04673z—0,3393
U(z)  z2-1,5327z + 0,6607

Respuesta a un salto unitario
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Figura 4-9

Multiplicando U(z) = z/(z-1) a ambos lados de esta dltima ecuacién, obtenemos

0,4673z — 0,3393
7 —1,5327z + 0,6607

Y(z) =

0,4673z—0,3393 z
7 —1,53272+0,6607 z—1

% 0.4673z° - 03393z
2 —2,53277 +2,19347 — 0,6607

Esta tltima ecuacién puede ser escrita de la siguiente manera:

0,4673z° — 0,3393z
2 22,53277° +2,1934z — 06607

Yiz) ..
X(z)

donde X(z) = 1. Puesto que

X(@) = ¥ x(k)z* = x(0) + x(1)z”" + x(2)z7 + ..=1

k=0

tenemos
x(0)=1
x(k) =0, paraki=il, 2,3, ...
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Si deseamos representar y(k) desde k = 0 hasta 40, debemos escribir la entrada x(k) de la siguiente forma:
x=[1 zeros(1,40)]
Un programa en MATLAB para representar la respuesta a un escalén unitario utilizando la aproximacién

de la transformada inversa z se muestra en el programa de MATLAB 4-11. La grafica resultante se muestra en
la Figura 4-10.

Programa en MATLAB 4-11
G e Respuesta a un escaldn unitario obtenida como la transformada inversa z

%de G(z)=[Y(z)/X(z)]llz/(z-1)]--—-———-
g*****Introduzca el numerador y el denominador de G(z)*****
num=[0 00,4673 =0.3393 0]; den=[1 -2.5327 2.1934 -0.6607];

g***x**Introduzca la entrada delta de Kronecker, axis(v), k, la orden filter y
$la orden plot**sxx

x=[1 zZexros(1,40)]; w=[0 40 0 1L.6];

axis(v);

le=0: 40

y=filter (num, den, x) ;

ploet (k. "0, K,y "=")

grid, title('Respuesta a un escaldén unitario obtenida como la transformada
inversa z de G(z)"'")

xlabel ('k"'), ylabel('y(k)")

Respuesta a un salto unitario obtenida como la transformada inversa z de G(zZ)
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Figura 4-10
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EJEMPLO 4-3

Representar la curva de la respuesta a un escalén unitario de un sistema cuya funcién de transferencia es:

Y(z) _ 0,01409 +0,02818z ' +0,01409z"
U(z) 1-1,76247" +0,81877

0,01409z + 0,02818z + 0,01409
7 —1,7624z + 0,8187

Un programa en MATLAB para representar la curva de la respuesta a un escalén unitario se muestra en el
programa de MATLAB 4-12. La grifica resultante se muestra en la Figura 4-11.

Programa en MATLAB 4-12

b=[0.01409 0.02818 0.014097];

a=[1 -1.7624 0.81871];

u=ehesi(d;101); w=[0 100 @ 1.4];

axis(v);

k=0:100;

y=filter (b,a,u);

plot(k,y,'o'), grid, title('Respuesta a un escaldén unitario')
xlabel('k'), ylabel('v(k)"')

Respuesta a un salto unitario
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EJEMPLO 4-4

Representar la respuesta a un escalén unitario de la siguiente funcién de transferencia de un sistema en lazo
cerrado. La funcidn de transferencia en lazo cerrado es:

Y(2) 0,3205z° -0,18857"*
Uiz) 1-1.36797" +0,3679z + 0,3205z" - 0,18857""

0,3205z - 0,1885
7' —1,36797" + 0,3679z" + 0,3205z — 0,1885

Un programa en MATLAB para representar la respuesta de un escaldn unitario se muestra en el programa
de MATLAB 4-13. La gréfica resultante se muestra en la Figura 4-12. Nétese que la respuesta a un escalén
unitario alcanza exactamente el valor final (la unidad) con rapidez sin sobreelongacién. Vamos a encontrar los
polos en lazo cerrado del sistema.

Programa en MATLAB 4-13

y——————— Respuesta a un escaldén unitario-------

num=[0 0 0 0.3205 -0.1885]; den=[1 -1.3679 0.3679 0.3205 -0.1885];

u=[1 ones(1,50)];

=0 50 O 1613 axis(wv);

k=0350;

y=filter (num,den,u) ;

plot(k,y,'o'), grid, title('Respuesta a un escaldn unitario'), xlabel('k'),
ylabel ('y(k) ')

Respuesta a un salto unitario
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La ecuacion caracteristica para este sistema en lazo cerrado se obtiene del polinomio denominador como
sigue:

den(z) = z* - 1.3679z> + 0.3679z% + 0.3205z - 0.1885 =0

Para encontrar las raices caracteristicas, introduzca la orden

r = roots(den)

El resultado es el siguiente:

den =

1.0000 =1 36779 0.3679 0.3205 -0.1885

r=roots (den)

00,5625+ 0.40951
0.5625- 0.40951
0.7572

-0.5143

EJEMPLO 4-5

En este ejemplo, consideramos la respuesta del sistema a una entrada arbitraria. Supongamos que la funcién de
transferencia de un sistema viene dada por

Y(z) _ _0,3679z+0,2642
U(z) z-1,3679z+0,3679

La entrada u(k) del sistema es

u(0) = 1.582
u(1) = -0.582

utk)=0, parak=2,3,4,..

Representar la respuesta y(k) del sistema a una entrada u(k) para k=0, 1, 2, ..., 25.
La funcién de entrada u(k) se puede introducir en un programa MATLAB como

u=[1.582 -0.582 zeros(1,24)]

Un programa en MATLAB para representar la respuesta se muestra en el programa de MATLAB 4-14.
Una grafica de la respuesta se muestra en la Figura 4-13.
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Programa en MATLAB 4-14

$*****Regspuesta del sistema a una entrada arbitraria especificada*****

num=[0 0.3679 0.2642];
den=[1 -1.3679 0.3679];

& * 2xhTntroduzca. la entrada dadar®* x>

u=[1.582 =0.5820 zeros(l,24)];

g*****Tntroduzca axis(v), k, la orden filter y la orden plot*****
v=[0 25 0 .2];

axis (v) ;

k=0225

y=filter (num,den,u) ;

plot(k,y,'o")

gx*x**Introduzca la rejilla, el titulo de la grédfica y las etiquetas de los ejes

%X e y*****

grid, title('Respuesta del sistema a una entrada arbitraria especificada')
xlabel ('k'), ylabel ('v(k)")

3 Respuesta del sistema a una entrada arbitraria especificada
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EJEMPLO 4-6

Considere el mismo sistema que en el Ejemplo 4-5. Suponga que que la entrada u(k) viene dada por

u(0)=u(l) =u2) =1
u(3) =u(4) =u(5)=-1
u(k)=0, parak=6,7,8,...,25

Encontrar la respuesta y(k) a esta entrada y obtener la gréfica de y(k) frente a k.
La funcién de entrada se puede escribir como

u=[1 1 1 -1 -1 -1 zeros(1,20)]

Un programa en MATLAB para representar la respuesta a esta entrada se muestra en el programa de
MATLAB 4-15. La gréfica resultante se muestra en la Figura 4-14.

Programa en MATLAB 4-15

g*****Introduzca el numerador y el denominador del sistema*****

num=[0 0.3679 0.2642];
den=[1 -1.3679 0.3679];

g*****Introduzca la entrada dada*****
u=[1 1 1 -1 -1 -1 zeros(1,20)];
g****x*Introduzca axis(v), k, la orden filter y la orden plot*****

v=[0 25 =3 3]3;
axis(v) ;

k=0 2054
y=filter (num, den,u) ;
plot (kiy; "o ')

g**x**Introduzca la rejilla, el titulo de la gr-fica y las etiquetas de los ejes

%X e y*****

grid

title('Respuesta del sistema a una entrada arbitraria especificada')
xlabel('k")

yvlabel ('y(k) ")
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Fespuesta del sistema a una entrada arbitraria especificada
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Figura 4-14

4.5 RESPUESTA A UNA ENTRADA EN RAMPA

En esta seccién presentaremos la respuesta a una entrada en rampa unitaria. Para analizar la respuesta en
rampa, es necesario especificar el periodo de muestreo T.
Sea el sistema descrito por

Y(z) _ 0,78707”"
U(z) 1-081957" +0,60657"

0,7870z
72— 0,8195z + 0,6065

El periodo de muestreo T es de 0.5 seg. Representar la respuesta a una entrada en rampa unitaria hasta k =
20.

La respuesta a una entrada en rampa unitaria se puede obtener aplicando la entrada en rampa u = k7' (k =
0, 1,2, ...) al sistema o multiplicando la entrada U(z) = Tz/(z-1 )2 por la funcién de transferencia discreta del sis-
tema y utilizando como entrada la delta de Kronecker. Consideraremos ambos procedimientos.

Meétodo 1: La respuesta a una entrada en rampa unitaria se obtiene aplicando dicha entrada al sistema.
La entrada en rampa unitaria puede expresarse mediante:
u=kT, k=0,1:2,

En el programa en MATLAB, esta entrada puede escribirse como:
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k=0:N; u=[k*T];

donde N es el final del proceso considerado.

En la respuesta a una entrada en rampa, es importante especificar el periodo de muestreo 7, ya que la pen-
diente de la entrada en rampa cuando se representa respecto de k es 7. (Para T = 0.5 seg., la pendiente de la
entrada en rampa unitaria cuando se representa respecto de k es 0.5).

En el Programa 4-16 en MATLAB se presenta como representar la respuesta a una entrada en rampa uni-
taria para el sistema considerado. En la Figura 4-15 se muestra la grafica resultante.

Meétodo 2: La respuesta a una entrada en rampa unitaria se obtiene como la transformada z inversa de G(z) =
[Y(2)/U(z)]U(z).

La transformada z de la entrada en rampa unitaria es:
17"

Play=—% =12
1=z . (z-1)

Multiplicando U(z) por Y(z)/U(z), obtenemos

¥ gy = Gy = 22l T2
B U(2)(z-1)

Para el sistema considerado, G(z) es

0,7870z 0.5z
2= 0,8195z + 0,60657° — 2z + 1

Il

G(2) = Y(z)

0,39357°
7t —2,81957 +3,24557° — 2,0325z + 0,6065

Programa en MATLAB 4-16

g****x*Introduzca el numerador y el denominador de G(z) *****

num=[0 0.7870 0];
den=[1 -0.8195 0.6065];

gx**x*xIntroduzca la entrada delta de Kronecker, k, la orden filter y
Sla orden plot*xE*x

k=0:20;

= [0 5Ek]

y=filter (num,den,u) ;

plok (K, v, o K, 3,0 =1 0, 0L, BRK e )

g*****Introduzca la rejilla, el tItulo de la gr-fica y las etiquetas de los ejes
%X e y*****

grid, title('Respuesta a una rampa unitaria')
xlabel ('k")
vlabel ('y(k) ")
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Respuesta a una entrada en rampa

Respuesta a una rampa unitaria

%
Figura 4-15

La transformada z inversa de G(z) dard la respuesta a una entrada en rampa unitaria. El Programa 4-17 en
MATLAB se puede utilizar para representar la respuesta a una entrada en rampa unitaria utilizando el método
de la transformada z inversa. En la Figura 4-16 se muestra la gréfica resultante.

Programa en MATLAB 4-17

g***x**[,3 respuesta a una rampa unitariase obtiene como la transformada inversa
%z de @G(z)=[Y(z) U (z) ] [T/ (z-1) %2 FxsEx

g*****Introduzca el numerador vy el denominador de G(z)*****
num=[0 0 00,3935 0 0]; den=[1 =2.8195 3.2455 =2.0325 0.6065];

g**x**xTntroduzca la entrada delta de Kronecker, k, la orden filter y la orden
%plot*****

x=[1 zeros(1,20)]; k=0:20; y=filter(num,den,x);
plot kv 0" ik "e ks Q8 k==t

gxx***Introduzca la rejilla, el titulo de la gr-fica y las etiquetas de los ejes

%X e y*****

grid, title('Respuesta a una rampa unitaria obtenida como la transformada
inversa z')

xlabel('k"')

ylabel ('y (k) ")
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Respuesta a una rampa unitaria obtenida como la transformada inversa z
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Figura 4-16

4.6 EJEMPLOS DE APLICACION

En esta seccién, en primer lugar estudiaremos las caracteristicas de la respuesta transitoria del sistema de con-
trol digital PID que se muestra en la Figura 4-17. (Este sistema se ha disefiado para que presente error en
estado estacionario nulo en respuesta a una entrada en rampa). En segundo lugar presentaremos la salida de los
sistemas de respuesta plana.

X(2) 14=147"+ 0207 0.36797" +0.26427°% | Y(2) .
0, @ frarnd fompme ],
1-z (1-0.3679z7")(1-z")
Controlador Planta
PID digital

Figura 4-17

EJEMPLO 4-7

Sea el sistema de control digital que se muestra en la Figura 4-17. El periodo de muestreo T es 1 seg. La fun-
cién de transferencia discreta para el sistema en lazo cerrado es:

Y(z) _ 05151z -0,14527° - 0,2963z" + 0,05282”*

X(z)  1-1,8528z" +1,5906z " - 0,66427" +0,05287
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Y(z) _ 0,51512° —0,14527° — 00,2963z + 0,0528
X(z)  7'-1,85287° + 1,59067" — 0,66427 + 0,0528

Consideraremos la respuesta de este sistema para los tres tipos de entradas siguientes:

1. Delta de Kronecker
2. Salto unitario
3. Rampa unitaria

Respuesta a una entrada delta de Kronecker. Un programa en MATLAB para representar la respuesta del
sistema a la entrada delta de Kronecker se muestra en el Programa 4-18 en MATLAB. En la Figura 4-18 se
representa la grafica resultante.

Programa en MATLAB 4-18

For—m==s Respuesta a una entrada delta de Kronecker-------

num=[0 0.5151 -0.1452 -0.2963 0.0528];

den=[1 -1.8528 1.5906 -0.6642 0.0528];

x=[1 zeros(l,40)];

v=[0 40 -1 1]; axis(v);

k=0:40;

y=filter (num, den, x) ;

plot(k,y,'o',k,y,"'-"), grid, title('Respuesta a una entrada delta de Kro-
necker')

xlabel ('k'), ylabel('y(k)")

Respuesta a una entrada delta de Kronecker
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= o.:js----‘r_i-_?i_-ﬂfn--.__u%‘iﬂ@r_ B G O O DO SRS S
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(i E e 5% e e R E et Gty i e
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[ B iy : P PR i i e e g
-1 \ ! i : | i |
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Figura 4-18
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Respuesta a una entrada salto unitario. Una grifica de la respuesta a un salto unitario del sistema se puede
obtener introduciendo en el computador el Programa 4-19 en MATLAB. En ia Figura 4-19 se representa la
grafica resultante.

Respuesta a una entrada rampa unitaria. El periodo de muestreo 7 es 1 seg. Por tanto la entrada en rampa
es x = [k*T] = [k]. Un programa en MATLAB para representar la respuesta del sistema a una entrada en rampa
unitaria se puede obtener introduciendo en el computador el Programa 4-20 en MATLAB. En la Figura 4-20
se representa la grafica resultante.

Programa en MATLAB 4-19

num=[0 0.5151 -0.1452 -0.2963 0.0528];
den=[1 -1.8528 1.5906 -0.6642 0.0528];
x=[1 ones(1,40)];

v=[0 40 0 2];

axis(v) ;

k=0:40;

y=filter (num,den, x) ;

plet (K, 3, Ve &5, 1 =)

grid
title('Respuesta a un escaldn unitario')
xlabel ('k")

ylabel ('y (k) ")

Respuesta a un salto unitario
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Figura 4-19
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Programa en MATLAB 4-20
B Respuesta a una rampa unitaria-
num=[0 0.5151 -0.1452 -0.2963 0.0528];

den=[1 -1.8528 1.5906 -0.6642 0.0528];
v=[0 16 0 16];

axis(v);

k=0:40;

x=[k];

y=filter (num,den, x) ;

plet (kyy: "0 sl ="k kYT )

grid

title('Respuesta a una rampa unitaria')
xlabel ('k"')

ylabel ('y(k) ")

Respuesta a una rampa unitaria

18 P
i e :
i s e v
T e A b oot i St 1
LR A
R
4p------ E """ :”'éi‘:{ -E ------
S Ret e et
Sl ;
O(‘ = =Sl 1 1
B A4 A

Figura 4-20

Los polos en lazo cerrado para el sistema se pueden obtener del polinomio caracteristico, que es el deno-
minador de la funcién de transferencia discreta en lazo cerrado.

den(z) = z* - 1.85282% + 1.5906z7% - 0.6642z + 0.0528

Introduciendo la sentencia
r = roots(den)

obtenemos los polos en lazo cerrado para el sistema tal como sigue:
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Programa en MATLAB 4-20

B Respuesta a una rampa unitaria-------

num=[0 0.5151 -0.1452 -0.2963 0.0528];
den=[1 -1.8528 1.5906 -0.6642 0.0528];
v=[0 16 0 16];

axis (v);

k=02:40:

x=[k];

y=filter (num, den, x) ;

plotilk; v, "o ; kyy =t Jkde; T==")

grid

title('Respuesta a una rampa unitaria')
xlabel ('k")

ylabel ('y (k) ")

Respuesta a una rampa unitaria
16

e

12f=mmmm e

Bt i A ol dl e, e A
| P SRS

10

Figura 4-20

Los polos en lazo cerrado para el sistema se pueden obtener del polinomio caracteristico, que es el deno-
minador de la funcién de transferencia discreta en lazo cerrado.

den(z) = z* - 1.85282% + 1.590627 - 0.6642z + 0.0528

Introduciendo la sentencia
r =roots(den)

obtenemos los polos en lazo cerrado para el sistema tal como sigue:
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den =

1.0000 ~1.48528 1.5906 -0.6642 0.0528

r=roots (den)

0.4763+ 0.65211
0.4763~ 0.65211
0.7989
01013

Este sistema ha sido disefiado para tener error en estado estacionario nulo como respuesta a una entrada en
rampa. Para verificar esto, calculamos el error en estado estacionario. La funcion de transferencia discreta para
el sistema en lazo abierto es

G(2) = (1,47 — 1,42 +0,2)(0,3679z + 0,2642)
' (z—1)(z-0,3679)(z - 1)z

_ 0,5151(z—-0,1727)(z - 0,8273)(z + 0,7181)
2(z-0,3679)(z - 1)’

La constante de error de velocidad K|, de este sistema es

K= Jimd -2)G(2) e I;G(Z)

=1 T z1

- limO,SlSl(z—0,1727)(z—0,8273)(z+0,7181) el
21 Tz(z-0,3679)(z—1)

por lo tanto, el error en estado estacionario para la respuesta a una entrada en rampa es:

error en estado estacionario = =0

A
K,

EJEMPLO 4-8: SISTEMA DE CONTROL DISENADO PARA ENTRADAS EN SALTO

Si la respuesta de un sistema de control en tiempo discreto a una entrada en salto presenta el minimo tiempo de
asentamiento posible (esto es, la salida alcanza el valor final en el tiempo minimo y permanece alli), no existe
error en estado estacionario y no se produce rizado entre los instantes de muestreo, entonces este tipo de
respuesta se conoce normalmente como una respuesta plana.

Sea el sistema de control digital que se muestra en la Figura 4-21(a). La sefial de error e(t), que es la di-
ferencia entre la entrada r(t) y la salida c(t), se muestrea cada intervalo de tiempo de T seg. La entrada al con-
trolador digital es la sefial de error e(kT). La salida del controlador digital es la sefial de control u(kT). La sefial
de control u(kT) se introduce en el retenedor de orden cero y la salida del retenedor, u(t), que es una funcién
continua a tramos se lleva a la planta.

Un sistema de control en tiempo discreto se puede disefiar para conseguir el tiempo de asentamiento mi-
nimo posible con error estacionario nulo como respuesta a una entrada en salto y ademds la salida no presenta
rizado entre los instantes de muestreo una vez se ha alcanzado el estado estacionario.

Definamos la transformada z de la planta que viene precedida por el retenedor de orden cero como G(z), o
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r(1) e(r) e(kT) u(kT) c(t)
| Controlador Retenedor > .
% I digital de orden cero Gyls)
(a)
R(z) E(z) U(z) C(2)
Gp(2) . G(2) >
(b)
Figura 4-21

G = 7[! ‘f_nGp(s)]

Entonces la funcién de transferencia discreta en lazo abierto es Gp(z)G(z), tal como se muestra en la Fi-
gura 4-21(b).
Suponga que la funcién de transferencia de la planta G(s) viene dada por:

1
s(s+1)
Un controlador digital Gp(z) se puede disefiar de forma tal que el sistema en lazo cerrado presentard una
respuesta plana a una entrada tipo salto unitario. El periodo de muestreo T se supone que es 1 seg.
La transformada z de la planta que viene precedida por el retenedor de orden cero es:

Gm:z[l—e‘“ 1 }

s s(s+1)

- (1—z")Z[ L ]

s (s+1)

G,(s) =

-1
(1—z“){ S ovel v I J
(1-zYHY 1-z7 1-036797

_ 0,3679(1+0,7181z™)z"
(1-z")(1-0,3679z")

Utilizando un método de disefio analitico, se puede disefiar el siguiente controlador de respuesta plana
1,5820 — 0,58207 "
1+0,41807”"

(Para un estudio detallado de la técnica de disefio, véase la Referencia 3).
La funcién de transferencia discreta en lazo abierto para el sistema es:

Gp(z) =

1,5820 — 0,582077'0,3679(1 + 0,71817 ")z
1+0,4180z" (1-z")(1-0,3679z77")

_ 0.5820(z +0.7181)
(z+0,4180)(z— 1)

La funcion de transferencia discreta en lazo cerrado para el sistema es:

Gp(2)G(z) =
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C@) _ 0,5820(z +0,7181) _ 0,5820z +0,4180

R(z)  0,5820(z+0,7181) + (z + 0,4180)(z— 1) _ 2

Representamos la respuesta a un salto unitario hasta k = 20. El Programa 4-21 en MATLAB dard el
resultado deseado. La Figura 4-22 muestra la respuesta plana.

Es interesante obervar la respuesta a una entrada en rampa unitaria de este sistema. Este sistema estd di-
seflado para exhibir respuesta plana para entradas tipo salto. Tales sistemas dardn una “mejor respuesta’ para
entradas en salto, pero no serd tan buena para otros tipos de entradas. (Para obtener la mejor respuesta para

entradas de tipo rampa, el sistema debe disefiarse para dar respuesta plana con este tipo de entradas. Véase el
Ejemplo 4-9).

Programa en MATLAB 4-21

num=[0 0.5820 0.4180]; den=[1 0 0];

r=ones (1,21);

x=[1 ones(1,40)];

k=0:20;

v=[0 20 0 1.6]; axis(v);

c=filter (num,den,r) ;

plot (k, ¢, o' .k, ¢, '=5)

grid, title('Respuesta a un escaldén unitario de un sistema de respuesta plana')
xlabel('k'), ylabel('c(k)")

Respuesta a un salto unitario de un sistema de respuesta plana
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f : : !
od : : !
0 5 10 15 20
k

Figura 4-22
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Para ver la respuesta a una entrada en rampa unitaria de este sistema, introduzca en el computador el Pro-
grama 4-22 en MATLAB. La Figura 4-23 muestra la respuesta a una entrada en rampa unitaria.

Programa en MATLAB 4-22

By e Respuesta a una rampa unitaria-------

num=[0 0.5820 0.4180];

den=[1 0 0];

k=0:20;

t=[k] 7

=10 20-0 20];

axis(v);

c=filter (num,den,r) ;

plot(k, e, ol k, e, =", kK, t—=t)
grid

title('Respuesta a una rampa unitaria de un sistema de respuesta plana')
xlabel ('k'")
vlabel ('c(k) ")

Respuesta a una rampa unitaria de un sistema de respuesta planz
20 -
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~ o
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Figura 4-23

EJEMPLO 4-9: SISTEMA DE CONTROL PARA ENTRADAS EN RAMPA

Sea el sistema mostrado en la Figura 4-24. La funcién de transferencia discreta G(z) de la planta que estd pre-
cedida por el retenedor de orden cero es:
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—Ts
G(z) = Z[l =l 1—] = (1 —z“)z[_ﬂ
szt o §
_ (1+2D)7
N
i kT c(t)
r@) 3| Controlador WL Retenedor |l by
T digital de orden cero| | 2 i
R(2) igital | U(z) s C(2)
Gp(2)
G(z2)
Figura 4-24

Se puede disefiar un controlador de respuesta plana de forma tal que presente tiempo de asentamiento mi-
nimo con error en estado estacionario nulo para entradas tipo rampas y que no exhiba rizados entre muestras
en el estado estacionario. El periodo de muestreo T se supone que es de 1 seg.

Este controlador se puede determinar empleando un método de disefio analitico. La funcién de transferen-
cia discreta del controlador de respuesta plana para este sistema es

2,5(1-0,6z7")
140,757
(Para el disefio de este controlador de respuesta plana, véase la Referencia 3).
La funcidn de transferencia discreta para el sistema en lazo abierto es
2,5(1-0,67") (1+z )z
140,752 2(1-7"

Gp(z) =

Gp(2)G(z) =

= 25(z =0.6)(z+1)
(z+0,75)2(z - 1)
La funcidn de transferencia discreta para el sistema en lazo cerrado es

Clz) . 2,5(z=0,6)(z+ 1)
R(z) 2,5(z-0,6)(z+1)+(z+0,75)2(z—1)°

_ 1,2522+0,5z-0,75

2]
Z

Programa en MATLAB 4-23

num=[0 1.25 0.5 -0.75}; den=[1 0 0 0];

k=01:203

r=[k];

v=[0 20 0 20]; axis(v);

c=filter (num,den,r);

plot (Ksic; ‘0" kic: "~Vik ki '==")

grid, title('Respuesta a una rampa de un sistema de respuesta plana para
entradas tipo rampa')

xlabel ('k'), ylabel('c(k)"')
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Fespuesta a una rampa de un sistema de respuesta plana para entradas tipo ral
20 , . ;
o A PES s pes !
1B e e b b !
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k
Figura 4-25

Se puede obtener una grafica de la respuesta a una entrada en rampa unitaria introduciendo en el computa-
dor el Programa 4-23 en MATLAB. En la Figura 4-25 se muestra la grafica resultante. Obsérvese que para 3<k
la salida sigue a la entrada en rampa sin error. Este sistema posee una respuesta “éptima” para la entrada en
rampa, pero no sucede lo mismo con otros tipos de entradas. Por ejemplo, para una entrada en salto unitario la
salida poseerd una sobreelongacién antes de alcanzar el estado estacionario. El Programa 4-24 en MATLAB
dard una gréfica de la respuesta a un salto unitario. En la Figura 4-26 se muestra esta grafica

Programa en MATLAB 4-24

wiitn= 0 1..25 0.5 =0.75];
den=[1 0 0 01];
r=ones(1l,21);

k=0+20:

v=[0 20 0 2];

axis|(~r) ;
c=filter(num,den,r) ;
plot(k,c: "0 ;Kic; '=")
grid

title(‘Respuésta a un escaldén de un sistema de respuesta plana para entradas
tipo rampa')
xlabel('k"')

ylabel ('e(k) ")
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Respuesta a un salto de un sistema de respuesta plana para entradas tipo rampa
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Figura 4-26

4.7 RESPUESTA TRANSITORIA DE SISTEMAS EN TIEMPO DISCRETO
DEFINIDOS EN EL ESPACIO DE ESTADOS

En esta seccién, presentaremos la respuesta transistoria de sistemas en tiempo discreto definidos en el espacio
de estados. Especificamente, determinaremos la respuesta en salto del sistema

x(k+1) = Gx(k) + Hu(k)
y(k) = Cx(k) + Du(k)

[La entrada u(k) puede ser una entrada en salto, en rampa, una delta de Kronecker, etc.]
Como ejemplo consideremos el sistema siguiente:

il ool 0 1} x| 4 |0 u(k) 4-2)
X (k+1) -0,16 1| |x,(k) 1

o el

Para este sistema

G = I: 0 1}, H |:0:|, Ch= [1,16 1:|, D=0
-0,16 -1 1

Supongamos que el sistema estd inicialmente en reposo y que u(k) es una secuencia de salto unitario.
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En primer lugar, daremos una solucién analitica a este problema. La funcién de transferencia discreta
Y(z)/U(z) de este sistema se obtiene mediante el uso de la siguiente ecuacion:

Y(z)

C(zI-G)'H+D
U(z)

A
Z -1 0 0
s e o) [1

z+ 1,16
Z+2+0,16

Para una secuencia de entrada que sea un salto unitario, tenemos

Ulz) =

z—1

por tanto

z+ 1,16 Z

Y(z) = =
g #i0,16 21

_ _Z'+1,1627 1
1+7740,062% 12"

7+ 1,167
1-0,84z77°-0,167"

= 7'+ 1,162 + 0,847 + 1,134477" + ..
Obsérvese que el valor final y(eo) se puede obtener mediante el teorema del valor final como sigue

fogoedil6s> 1

y(eo) = lim(1 -z ") = > =
=3l l1+z +0,16z" 1-2
= 216 _ ‘5600
2,16
Por tanto y(k) se puede expresar como
y(0)=0
y1)=1
y(2)=1.16
y(3)=0.84
y(4)=1.1344
y(eo) = 1.0000

A continuacion, determinaremos x,(k). Teniendo en cuenta (4-2), tenemos
xi(k+1) = xy(k)

x(k+1) = —0,16x,(k) — xo(k) + u(k)
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Por tanto, obtenemos

Xy(k+2)+x2(k+ 1) +0,16x,(k) = u(k+1)

Tomando la transformada z de esta ecuacion, teniendo en cuenta que x,(0) =0, x,(1) = 1 y u(0) = 1, encon-
tramos:

2X5(2) — 2+ 2X,(2) + 0,16X,(z) = zU(z) -2

Xy(z) = —=——U(2)
z+z+0,16

-1
7 1
1+7'+0,16z7 17"

-1
Z

1-0,847°-0,167"

2" +0,84z7 + 0,167 +0,70567 + ...
El valor final de x,(k) es
7z 1

l+7'+0,167° 17"

xy(e) = lim(1-2")

=L - pa630
2,16
Por tanto,
x(0)=0
x(1)=1
x(2)=0
X,(3)=0.84
x(4)=0.16

x%,(5) = 0.7056

Xy(e0) = 0.4630

Para determinar x,(k) conviene observar que x;(0) = 0 y x,(k+1) = x,(k). Por tanto

x,(0)=0

X5(1) = x,(0) =1

X(2) = x,5(1) =0

X,(3) = x,(2) =0.84
X5(4) = x,(3) =0.16
X,(5) = x,(4) =0.7056

(o) =ty (00) 0,460
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Solucién con MATLAB

Para calcular la salida y(k) con MATLAB, en primer lugar convertimos las ecuaciones expresadas en el espa-
cio de estados (4-2) y (4-3) en la funcién de transferencia discreta Y(z)/U(z) mediante el uso de la siguiente
orden

[num,den] = ss2tf(G,H,C,D)

a continuacion utilizamos la orden filter
y = filter(num,den,u)

donde u es la secuencia de salto unitario.
Para obtener la respuesta x,(k), utilice la siguiente ecuacién de salida ficticia:

x(k) = [1 g biiﬂ = Fx(k)

donde

F=liq

Después convierta las ecuaciones en el espacio de estados (4-2) y (4-4) en la funcién de transferencia dis-
creta X,(z)/U(z) con la orden
[num1,denl] = ss2tf(G,H,E,D)

y finalmente utilice otra vez la orden filter.
x1 = filter(num1, denl, u)

Andlogamente, para obtener la respuesta x,(k), considere otra ecuacion de salida ficticia:

%) = [1 g {xl(")} = Ix(k)
x,(k)
donde

J=1[01]

Convierta las ecuaciones en el espacio de estados (4-2) y (4-5) en la funcién de transferencia discreta
X,(2)/U(z) con la orden

[num2,den2] = ss2tf(G,H,J,D)

y utilice la orden filter
x2 = filter(num2,den2,u)

Con el Programa 4-25 en MATLAB se obtienen las respuestas de y(k), x1(k) y x2(k) respecto de k. Las
Figuras 4-27, 4-28 y 4-29 muestran respectivamente estas funciones.
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Programa en MATLAB 4-25

e Respuesta a un escaldn de sistemas en tiempo discreto definidos en el
%espacio de estados-------

$*****1,a respuesta a un escaldn de sistemas en tiempo discreto definidos en el
%espacio de estados se obtendrd convirtiendo primero las ecuaciliones en el
%espacio de estados en funcion de transferencia discreta y despues utilizando
%la ordeq 'filter' para obtener la respuesta a un escaldn*****

gxrrxvIntroduzea las matrices G, 4, €, F, J, D*#%&x
@G=[0 1;-0.26 =1]; H=[0;1];

C=[1.16 1]; P=[1 0];

J=[0 1]; D=[0];

g*****Para obtener y (k) convertir las-ecuaciones del espacio de estados en
$funcidn de transferencia discreta Y(z) /U(z) *¥***x

[num,den]=ss2tf (G,H,C,D);
g*****Introducir la orden para obtener la respuesta a un escaldn unitario*****

u=ones(l,51); axis ([0 50 -0.5 21);

¥=0:50;
y=filter (num,den,u) ;
plot(k,y,'o',k,v,"'-"), grid, title('Respuesta a un escaldn unitario de y(k)")

xlabel ('k'), ylabel('y(k)")

g***x**Parag obtener x1(k) convertir las ecuaciones del espacio de estados en
%funcion de transferencia discreta X1l (z)/U(z)*****

[numl,denl]=ss2tf(G,H,F,D);
g*x****Introduzca la orden para obtener la respuesta a un escaldn unitario***+*x*

axis ([0 50 0.5 1.5]);
xl=filter (numl,denl,u)
pleot (k,xl, ‘o k.xl, "=
x1(k)")

xlabel (‘k'), vlabel ('x1(k)")

), grid, title('Respuesta a un escaldn unitario de

$***x*Para obtener x2 (k) convertir las ecuaciones del espacio de estados en
%$funcion de transferencia discreta X2 (z)/U(z) *****

[num2,den2]=ss2tf(G,H,J,D);

g***x**Introduzca la orden para obtener la respuesta a un escaldn unitario*****

axis([0 50 0.5 1.5]1)%
x2=filter (num2,den2,u)
plet(k,x2, “e! ;k,x2, ="
x2 (k) ")

xlabel ('k'), ylabel ('x2(k)")

), grid, title('Respuesta a un escaldn unitario de
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Capitulo 5 Lugar de las raices

5.1 INTRODUCCION

Este capitulo trata el estudio del dibujo de lugar de las raices de sistemas de control. La orden rlocus genera el
lugar de las raices de un sistema de una entrada y una salida.
Considere el sistema mostrado en la Figura 5-1. La funcién de transferencia en lazo cerrado es

Cls) _ _ G(s)
R(s) 1+ G(s)H(s)

La ecuacién caracteristica para este sistema en lazo cerrado, se obtiene igualando el denominador del lado
derecho de la Eq.(5-1) a cero. Es decir,

(5-D

1+ G(s)H(s) = 0

G(s)H(s) = -1 (5-2)

Aqui, asumimos que G(s)H(s) es un producto de polinomios en s. Se tiene que G(s)H(s) es una cantidad
compleja, la Eq.(5-2) se puede dividir en dos ecuaciones igualando los dngulos y las magnitudes a ambos
lados, respectivamente, para obtener

Condicién de dngulo:

ZG(s)H(s) = £180°(2k + 1), k=012, (5-3)

Condicion de magnitud:

IG(s)H(s)| = 1 (5-4)

Los valores de s que satisfacen las condiciones de dngulo y magnitud son las raices de la ecuacion ca-
racteristica, o los polos del lazo cerrado. Una grifica de los puntos del plano complejo que satisfacen la con-
dicién de dangulo dnicamente es el lugar de las raices. Las raices de la ecuacién caracteristica (los polos del lazo
cerrado) corresponden a un valor dado de ganancia que se puede determinar de la condicién de magnitud.

R(s) G(s) C(s) ;

H(s)

Figura 5-1
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En muchos casos, G(s)H(s) conlleva un pardmetro ganancia K, y la ecuacién caracteristica se puede
escribir como

K(s+2z)(s+22)...(8 + Z,) _
(S+pl)(3+p2)"'(‘g+pn)

(5-5)

Por tanto, el lugar de las raices para el sistema es el lugar de los polos en lazo cerrado cuando la ganancia
K varia de cero a infinito.

Para utilizar la orden rlocus, reescribimos la Eq.(5-5) como

um
148 2 =0
den
donde num es el polinomio numerador y den es el polinomio denominador.
Es decir,
num: = (5 +:21) (8 +2a). - (5 + Z;)
m m—1
=5 +(z,+2+...+2,)S + oo F 21250 T
den = (s+p)(s+p2)...(s +p,)

Il

S"H (P APt A p)S T A piDy Py

Obsérvese que los vectores num y den deben ser escritos en potencias descendentes de s.
Una orden de MATLAB con frecuencia utilizada para dibujar el lugar de las raices es

rlocus(num,den)

Utilizando esta orden, la gréfica del lugar de las raices se dibuja en la pantalla. El vector ganancia K se
determina automéaticamente. La orden rlocus funciona tanto para sistemas continuos como para discretos.

Para los sistemas definidos en el espacio de estados, rlocus(A,B,C,D) dibuja el lugar de las raices del sis-
tema y el vector ganancia se determina automaticamente.
Obsérvense esas érdenes

rlocus(num,den,K) y rlocus(A,B,C,D,K)

que utilizan un vector ganancia K suministrado por el usuario. (El vector K contiene todos los valores ganancia
para los cuales los polos en lazo cerrado son calculados).
Si llamamos con los argumentos de mano izquierda

[r,K] = rlocus(num,den)
[r,K] = rlocus(num,den,K)
[r,K] = rlocus(A,B,C,D)
[r,K] = rlocus(A,B,C,D,K)

la pantalla mostrard la matriz r y el vector ganancia K (r tiene K filas y den - 1 columnas que contienen las

localizaciones de las raices complejas. Cada fila de la matriz corresponde a la ganancia del vector K). La orden
plot

plot(r,” *)

dibuja el lugar de las raices.
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5.2

Si se desea representar el lugar de las raices con marcas como ‘0’ 0 ‘X’, es necesario utilizar la siguiente
orden:

r = rlocus(num,den)
plot(r,)0’) o  plot(r,’x’)

Dibujar el lugar de las raices utilizando marcas como ‘0’ 0 ‘X’ es instructivo, ya que cada polo en lazo ce-
rrado calculado se muestra graficamente; en alguna parte del lugar de las raices esas marcas estdn situadas den-
samente y en otras partes estardn mas separadas. MATLAB suministra su propio conjunto de valores de
ganancia que utiliza para calcular el grafico del lugar de las raices. Esto lo hace mediante una rutina interna de
paso variable. Ademds, MATLAB utiliza la caracteristica de escalado automadtico de ejes de la orden ploz.

Finalmente, obsérvese que al determinarse automdticamente el vector ganancia, los graficos del lugar de
las raices de

_ K(s+1)
CRESE & o e 8
_ 10K(s+1)
S = 5 90 3
G = 200K +1)

s(s+2)(s+3)
son todos iguales. El num y el den es el mismo para los tres sistemas. El num y el den son

nuim=[0 0 1 1]
den=T11 56 0]

Estructura del capitulo

La seccion 5-1 presenta el material introductorio para las 6rdenes del lugar de las raices y los temas asociados.
La seccién 5-2 explica con detalle el dibujo del lugar de las raices de varios sistemas. Un gran ndmero de
muestras de lugares de las raices se muestran en esta seccién. La seccidn 5-3 trata los casos especiales, donde
los lugares de las rafces muestran algunas figuras asimétricas. La seccion 5-4 presenta métodos para dibujar
dos (o mas) lugares de las raices (como puede ser el lugar de las raices del sistema y sus asintotas) en una sola
grifica. Finalmente, la seccién 5-5 muestra el dibujo del lugar de las raices en el plano z (para sistemas discre-
tos).

OBTENCION DEL LUGAR DE LAS RAICES

En esta seccidn, se discutird con detalle cémo obtener el lugar de las raices utilizando varios sistemas de
ejempo. Se presentan un gran ndmero de tipicos lugares de las raices con sus pragramas en MATLAB.

EJEMPLO 5-1

Considere el sistema de control mostrado en la Figura 5-2. La funcién de transferencia en lazo abierto es

K(s"+1) _ K(s*+1)

S S e o
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El sistema tiene los ceros en lazo abierto en s = j y s = -j. Los polos en lazo abierto estdnen s =0y s = -2.

Para obtener el lugar de las raices para este sistema, se debe de introducir el programa de MATLAB 5-1 en el
computador.

v

Figura 5-2

Al escribir el vector del numerador (num), los coeficientes del numerador no se deben de multiplicar por
la ganancia K. Es decir, en lugar de

num=[K 0 K]
num debe de ser

num=[1 0 1]

El lugar de las raices que se obtiene de la salida del computador se muestra en la Figura 5-3.

Programa en MATLAB 5-1

num=[1 O I];
den=[1 2 0];

rlocus (num, den)

grid N
title('Lugar de las raices de G(s)=K(s"2+1)/[s(s+2)]"')

Lugar de las raices de G{s)=K{s"2+1)/[3(s+2)]

Rl et e S SR S
B e e e [ ----- -----
13 T RO S C SN NEML 1 SR IR N
] e S TR L S R SEEEE
= i i | tih i : . ‘
B by st owyle o g 4
g : ] LA : ! ! !
oG enderire iy e ki s ety e SRS
S R R AT | LA SRR SRS D
Algpass gesenthansmdmintfaesnaeasns e i s e
. N
= S Q= R0 0] 05 1 15 2
Real Axis

Figura 5-3
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EJEMPLO 5-2

Considere el sistema de control mostrado en la Figura 5-4. La funcién de transferencia en lazo abierto es

Gl = M
S +25+3
——»(G(s) = {((37‘*2) >
s +2s5+3
Figura 5-4

Los ceros y polos en lazo abierto estdn localizados en:
ceros del lazo abierto: s = =2

polos del lazo abierto: g == +jJ2—, s =—1 —jﬁ

Un programa de MATLAB para obtener el lugar de las raices pra este sistema se muestra en el programa
de MATLAB 5-2. El lugar de las raices generado por el computador se muestra en la Figura 5-5. Obsérvese
que el lugar de las raices se sitda en el extremo izquierdo del diagrama. Si se desea dibujar el lugar de las raices
cerca del centro del diagrama, es necesario anular la caracteristica de escalado automadtico de ejes de la orden
plot y seleccionar manualmente los limites del dibujo. Si se desea seleccionar el eje x desde -5 hasta 1 y el eje
y desde -2.5 hasta 2.5, introduzca la siguiente orden:

V=[S 0=2.5: 28]
axis(v)

Programa en MATLAB 5-2

e Lugar de las raices-------

num=[0 1 ‘213
gen=l1 2 31

rlocué(num,den)
grid
title('Lugar de las raices de G(s)=K(s+2)/(s"2+2s+3)")

El lugar de las raices generado por el computador basado en el programa de MATLAB 5-3 se muestra en
la Figura 5-6.
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Lugar de las raices de G(s)=K(s+2)/(s"2+25+3)

i ] i j ] i

' ' ' ' ' '

1 | 1 ' ' '

' ' i ' 1 |

| ' ' ' ' '

I ' ' ' ' l
||||| Rl e i el e e I i e 12,0

' ' ' ' 1 1

' 1 1 1 ' '

' ' ' ' ' '

i ' ' ' ' '

' ' ' ' ' '

! ' ' ' ! '
R T s (T SRRE S ReRe s e arad ™

1 | ' ' ' '

1 I ' ' ' |

' ' ' ' I '

' ' ' ' ' '

' ' ' ' 1 '
||||| i ST o S o R O W o | s T e S e

' ' ' ' ' '

' ' ' ' ' '

' ' ' ' ' 1

' ' ' 1 ' '

' ' I ' ' 1

' ' 1 I I '

' : I : I t o

I ' ' | ' '

' | ' ' ' '

' ' ' ' ' '

' ' 1 ' ' '

' ' ' ' ' '

' ' o o) ' ' '
||||| O R S AN e = 2 LRV o o L h St Sk [ o

' ' 7 ' 1 / ' ' '

| [ 1 ' Yo 1

| I 4 i ' | '

i A P i

| _W | i ' i

1 ' ' ' ' I
flxllqlllu._l_llu_ ||||||||||| J_ulnA*J ||||| (e n/__

' ' ' ' ' '

: 5 T :

' (T 1 ' ' % E '

' [ ' ' e < '

' [ ' | Vil '

! TR NS wfe ponner sl s o W A Tgn =l (ORI I
RO B 1 X | I T J\m_

' I Ly ' l

1 | b1 1 1

' I %, ' ' I

' ' [ ' ' '

' ' ' ' ' '

| 1 1 ! L 1 <t
=I ™ o™ = o = n/__ Qw ‘4_._

Shxy fe

Real Axis
Figura 5-5

Programa en MATLAB 5-3

$-------Lugar de las raices-------

=[0 1 2];

num
den

(12 3];

rlocus (num, den)
v=[=5 1 =2.5 2.5];

axis(v) ;
grid

K(s+2)/(s"2+2s+3) ")

title('Lugar de las raices de G(s)

)
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EJEMPLO 5-3

Considere el sistema de control mostrado en la Figura 5-7. Obsérvese que la variable ajustable k no aparece
como un factor multiplicativo. La ecuacién caracteristica para el sistema es

20(1 + ks)

s+ )(s+4) (3:6)

s+ 55 +45+20+20ks = 0 {575
Por definicion
20k = K

y dividiendo ambos lados de la ecuacién Eq.(5-7) por la suma de los términos que no contienen k, obtenemos

Ks i

1+72— =
s +5s +4s5+20

20
s(s+1)(s+4)

v

1+ ks

Figura 5-7

Ks

1+ . - =30 (5-8)
(s+72)(s—j2)(s +5)

La Eq.(5-8) la tenemos de la forma de la Eq.(5-5). El num y el den de este sistema son

nuim=[0 0 1 0]
deni=[1 5 4 20]

Un diagrama de lugar de las rafces de este sistema se puede obtener introduciendo el programa de MAT-
LAB 5-4 en el computador. El lugar de las raices resultante se muestra en la Figura 5-8.

Programa en MATLAB 5-4

= Lugar de las raices-------

mum=[0 0 1 0];
deni=(l 5 4 20];

rlocus (num, den)
grid
title('Lugar de las raices de G(s)=Ks/[(s+5) (s"2+4)
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Lugar de las raices de Gis)=Kal[{z+2)(s"2+4)]
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EJEMPLO 5-4
Un lugar de las raices se puede dibujar utilizando la siguiente orden:

r = rlocus(num,den)
plot(r,” )

Si utilizamos esta orden, los ceros y polos del lazo abierto no se mostrardn en el grafico. Es necesario afia-

dir pequefios circulos (0) y pequefias cruces (x) a los ceros y polos en lazo abierto, respectivamente. Esto se
puede realizar manualmente de una forma fAcil.

Considere el sistema mostrado en la Figura 5-9, donde
K(s+1)

(R = e, Hils)si==il
s (s+3,6)

El programa de MATLAB 5-5 generard el lugar de las raices para este sistema mostrado en la Figura 5-10.
Obsérvese que los ceros y polos en lazo abierto no se muestran en el dibujo.
La Figura 5-11 muestra el mismo lugar de las raices que el mostrado en la Figura 5-10, pero con los ceros

y polos en lazo abierto marcados por ‘0’ y ‘x’, respectivamente. (Obsérvese que ‘0’ y ‘x’ son dibujados ma-
nualmente en el grafico).

R(s) G(s) .y

H(s)

Figura 5-9
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Programa en MATLAB 5-5

num=[0 0 1 1]
den=[1 3.6 0
v=[-6 4 -6 6
axis(v);
r=rlocus (num, den) ;

plot (xr, =)

grid

title('Lugar de las raices de G(s)=K(s+1l)/[(s"2(s+3.6)]1")
xlabel ('Eje Real')

vlabel ('Eje Imaginario')

0];
152

g**x**Observe que si representamos el lugar de las raices utilizando la orden
'r=rlocus (num,den) ,plot(r,'-')', entonces no se muestran en la grafica los
ceros vy los polos en lazo abierto. Es necesario afiadir pequefios circulos (o) vy
cruces (x)en los ceros y polos en lazo abierto resspectivamente.

%Esto se puede hacer fdcilmente de forma manual.*****

00

oP 0P

Lugar de las raices de G(s)=K(s+1)/[{s"2(5+3 .6]]
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Figura 5-10
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Lugar de las raices de G(s)=K(s+1)/[(s"2(5+3 B)]
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Figura 5-11

EJEMPLO 5-5

Considere el sistema de control mostrado en la Figura 5-12. Par representar el lugar de las raices con MAT-
LAB, es necesario el polinomio numerador y el polinomio denominador.

Para este problema, el numerador ya viene dado como un polinomio en s. Sin embargo, el denominador
viene dado como un producto de términos de primer y segundo orden, con el resultado de multiplicar estos dos
términos obtenemos el polinomio en s. La multiplicacién de estos términos se puede realizar con facilidad uti-
lizando la orden convolution, como se muestra a continuacion.

Defina
a=s(s+4):s2+4s :a=[1 4 0]
b=s5+6 : b=[1 6]
c=s+14s5+1 el 14 1]

Después utilice la siguiente orden:

d =conv(a,b); e =conv(c,d)

[Observe que conv(a,b) da el producto de los polinomios a y b]. Véase la siguiente salida del computador:
El polinomio denominador que se obtiene es

den=[1 114 39 43.6 24 0]
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a=[1 4 0];
b=[1 6];
e=0 Ll L)k
d=conv (a,b)
gl =
i 10 24 0

e=conv (c,d)

1.0000 11.4000 39.0000 43.6000 24.0000 0

Para encontrar los ceros del lazo abierto de la funcidn de transferencia dada, debemos utilizar la orden
roots:
p=1I[1 2 4]
r =roots(p)

R(s) K(s"+2s+4) gl o
s(s+4)(s+6)(s"+ 145+ 1)

Figura 5-12

La orden y la salida del computador se muestran a continuacion.

p=[1 2 4];
r=roots (p)

-1.0000 + 1.73211
=1.0000 ~ 173211

Andlogamente, para encontrar los polos complejos conjugados del lazo abierto (las raices de s> + 1.4s + 1
= (), debemos introducir la orden roots como sigue:

g=roots(c)

g =

=0.7000' + '0.71413
-0.7000 - 0.71411i

Asi, el sistema tiene los siguientes ceros y polos en lazo abierto:

ceros del lazo abierto: s = —=14j1,7321, s =—-1-j1,7 21
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polos del lazo abierto: s = -0,7+/0,7141, s = -=0,7-750,7141

5, =40 s = —4, s = -6

El programa de MATLAB 5-6 dibujard el diagrama del lugar de las raices para este sistema. El grafico se
muestra en la Figura 5-13.

Programa en MATLAB 5-6

F——————= Lugar de las raices-------

num=[0 0 0 1 2 4];

den=[1 11.4 39 43.6 24 0];
v=[=10 10 =10 210];

axis (v) ;

rlocus (num, den) ;

grid
title('Lugar de las raices de G(s)=K(s"2+2s+4)/[s(s+4) (s+6) (s"2+1.4s+1)]1")

Lugar de las raices de G(s)=K(5"2+2s+4){[s(s+4)(5+6)(5"2+1 45+1]]

g
'
'
'
'
1
1
1
1
1
1

10 p-m-demme e R R S ,
L — s e —
: : ( i :
@ : : ) i ;
B : : - : :
o 0 : T : :
© ' ' 2Ny ' '
E ! : - : :
E i | E : |
Bt P v e
R R e o]
-10 =5 0 5 10
Real Axis
Figura 5-13

Ejemplos de lugares de las raices de sistemas tipicos en lazo cerrado

A continuacion, se presentardn lugares de las raices de varios sistemas tipicos en lazo cerrado. Para cada sis-
tema en lazo cerrado considerado se da un programa en MATLAB. También se sefialan los ceros y polos en

lazo abierto. Los diagramas de los lugares de las raices de estos sistemas se muestran en los Ejemplos que van
del 5-6 al 5-19.
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EJEMPLO 5-6

Sistema

G(s)

G(s)

_ K(s+2)

mum= [0 1 2] ;
den=[1 0 0];

M

< |v=[-8 2 -5 5];

Fﬂ axis (v);

< rlocus (num, den)

S Axis scales auto-ranged

<

= Axis scales frozen

<

5

o grid

[l title('Lugar de las raices de G(s)=K(s+2)/(s"2)"')

Lugar de las raices de G{s)=K(s+2)/(5"2]

5 ) T T v
sy ey Ko e dimpaiini
2l SR R o adm e pemas { ______________________

5 Sl e s st 5 T R s e Ceros en lazo abierto

\2 o :

5 T | T L 5= -2

a il : Polos en lazo abierto

o o !

o = -

5 g ey : s=0

en ) !

3 P e o : : s=0
B Fommmmm e = e T
jennciecie s S e
5 ! : : ;

-6 -4 2 0 Z2

Real Axis
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EJEMPLO 5-7
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EJEMPLO 5-8
& G(s) >
S »
8 G(S) = %
Z s(s"+06s5+12)
90
num=[0 0 0 17;:
den=[1 6 12 0];
v=[=6 6 =6 6];
axig (v) ;
Kl=020.1:10;
% K2=10:5:400;
| K=[K1l K2];
z r=rlocus (num, den,K) ;
S |plot(xr,'-')
= grid
:f, title('Lugar de las raices de G(s)=K/[s(s"2+6s+12)]")
£ xlabel ('Eje Real')
S |ylabel('Eje Imaginario')
o0
=
a1 g*****Observe que si representamos el lugar de las raices utilizando la
%$orden 'r=rlocus (num,den) ,plot(r,'-')', entonces no se muestran en la
%grafica los ceros y los polos en lazo abierto. Es necesario afiadir
gpequefios circulos (o) y cruces (x) en los ceros y polos en lazo abierto
%respectivamente. Esto se puede hacer fécilmente de forma manual.*****
Lugar de las raices de G(s)=K/[s(s"2+65+12]]
6 T T T z T T
i : ‘ 7 i
' : ik ot i i
e Tilincis agikem e s Ly
. : : # : | ,
) i i oy : : Ceros en lazo abierto
L S R ! e TR . 1 __——")/___I ________ e I, s TP
N 2 r r 7 T T T
s o B oo Bl e ! : ;
= = : \ : / : : : nmnguno
CU = 1 I\"-, 1 1 1 1
= = ; .
P 0 ' :;-'/ A RS TRR LS e J Polos en lazo abierto
o = | ] A i i i
5 | o " i : ; s=-3+ 17321
%0 L 5 i s i e i i '
— : ! Lo : : g3 - L7320
' | L 1 '
: ' N E E =
s e Rt e e prnsenty et
1 1 1 \'\, 1 1
I : ; N )
B | 1 I o !
-B -4 -2 0 2 4 6
Eje Real
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EJEMPLO 5-9
<
) G(s) = ————
2 s(s”+6s5s+25)
wn
num=[0 0 0 1];
den=[1 6 25 0];
v=[-6 6 -6 6];
axids ()
rlocus (num, den) ;
m
< ; ‘
= Axis scales auto-ranged |
o \
E Axis scales frozen \
\
=
g grid
= title('Lugar de las raices de G(s)=K/[s(s"2+6s+25)]1")
s
en
e
[a®)
Lugar de las raices de G(s5)=K/[s{s"2+65+25]]
3] T
4 R
@ ] 2
o i Ceros en lazo abierto
\.5 2 {I. _________
— ' ninguno
T) ‘;, 0 : g Polos en lazo abierto
o o i
= = : s=-3+4j
o0 '
= =D S e S ]
— | s=-3-4j
| s=0
4 b
5 :
-6 4 5]
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EJEMPLO 5-10
<
£ i ' G(s) = _K(O025+1)
z s(s+1)(s+2)
90!
aa)
S
= figme=10 0 0.2 113
< |den=[1 3 2 0];
2 rlocus (num, den) ;
8 grid
g title('Lugar de las raices de G(s)=K(0.2s+1)/[s(s+1) (s+2)]1")
fas]
ot
)
o
[
[aW

Lugar de las raices

Imag Axis

Lugar de las raices de G{s)=K(0 25+1)/[s(5+1)(5+2]]
10 . .
o R 7 ULINA Tt i3 1 ----------- Leoale ke ws il
) | :
e e o ﬁ ------------ A g
1 [ 1
e o rmns BAR e A ie et b ISz Smmss e
| / : ]
G b RS e S s
: / :
fmnemneanees I S o]
: } i
| [ Y i s ST SRSAERREN!
I AR TRRY. | AT e S
B et bl S SR A e SE s e e
10 H i H
-10 -9 0 5 10

Real Axis

Ceros en lazo abierto
s=-5
Polos en lazo abierto
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EJEMPLO 5-12
g G(s) >
Ay »
5 G(s) = IS(S+£).5)
Iz R OB 8 |
v
as)
S
—~ num=[{0 0 1 0.5];
< |den=[1 1 0 1];
2 rlocus (num, den) ;
S grid
g title('Lugar de las raices de G(s)=K(s+0.5)/(s"3+s"2+1)]1")
s
1))
=
o

Lugar de las raices

Lugar de las raices de G(s)=K(s+0.5)/(s"3+5"2+1]]
% e o
I o
T P Fohonaak | A — IE— R
: ! \ 5 :
‘ i X i . Ceros en lazo abierto
y || . Possmmses Pommmmon e Memmmne- TR e
[4;] ; E & E 3 s=-0.5
= | : | :
g 0 i et ; ; Polos en lazo abierto
@ : : : i
= s = 0.2328 + 0.7976j
. | I b s e o F LN . (.
1 ; i / : : s =0.2328 - 0.7976]
; i / i i
H i ' ' s=-1.4656
EE kSt coaes oy
: ! f : ]
1 1 I 1 '
Iz ! ' b | |
_j L &1 I 1 I
3 -2 =1 0 1 2 3
Real Axis
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EJEMPLO 5-13
= G(s) s
S » 2
5 G(s) = K(s + 1.53732s+ 0.2666)
@ s(s"+1)
n
num=[0 1 1.5332 0.2666];
o) den=[1 0 1 0];
< |v=[-51 -3 31;
[:] axis(v);
< rlocus (num, den) ;
p=
g Axis scales auto-ranged
<
g Axis scales frozen
S
§D grid
[a® title('Lugar de las raices de G(s)=K(s+0.2) (s+1.3332)/[s(s"2+1)]")
|
Lugar de las raices de G{s)=K(s+0.2){5+1.3332)/[s(5"2+1]]
3 T T T T
IR (s S - g |
: " : /*“T’_ __:-h.__"\.\
5] | Eogi ; N Ceros en lazo abierto
) I 1 7 1 1 g
'3 ] S e=aindse 7 kb GELis e s 1
i e / | s Sl
< = | fy i '
G S ' L g s =-1.3332
o @ ' W ' i
= E i y i | Polos en lazo abierto
=Yy} i \ ' |
Y e TR L s W 4 5=0
: fo e #icyenh o
2peeeeee booeeee beooeees oooooe RSSRREEREEEEEE i
E U A =
3 : ; . : :
-5 -4 -3 -2 -1 0 1
Real Axis
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EJEMPLO 5-14
<
=) G(s) >
g G(s) = L
@ s(s+1)(s+2)(s+3)
n

nim=00 O 0 0 1l
den=[1 6 11 6 0]%
v=[-6 4 -6 6];
axis (v) ;

Eje Real

E% r=rlocus (num, den) ;
—
2 g*****G5i desea dibujar la grafica en color azul introduzca la siguiente
2 gorden*****
[t
g plot(r, '-b')
g
E g***x**Afigdir rejilla, titulo y etiquetas en los ejes x e y*****
on
o
fay) grid
title('Lugar de las raices de G(s)=K/[s(s+1l) (s+2) (s+3)1")
xlabel ('Eje Real')
vlabel ('Eje Imag')
Lugar de las raices de G{s)=K/[s(s+1){5+2){5+3]]
6 T T T T
\ " : l
) i ' i
e o ey = Thefedits i L w 1= = o B !
5] % l ' i Ceros en lazo abierto
< ] SOt U i it 5 B RN W SRR
5 ey : L ; ninguno
%) o)) : N i o |
E ('_U 1 % i ' 1 | k
v L= F | e e IR N } lihgr £t : e oo meres i ] Polos en lazo abierto
< @ i 7 i N ‘
- s : AR ! s=0
) ] i i '
= _2 ——————————— o 1 = B
— A0 ' . s==l
! : g2
z s s s =3
6 H | H H
-6 -4 =2 0 2 4
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EJEMPLO 5-15
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EJEMPLO 5-16
<
= G(s) >
g G(s) = K
Z s(s+1)(s”+4s+13)
0]
[a)
S
= num=[0 0 0 0 1];
< |den=[1 5 17 13 0];
2 rlocus (num, den) ;
8 grid
g title('Lugar de las raices de G(s)=K/[s(s+1) (s*2+4s+13)]")
<
St
on
(@]
Yot
[a W

Lugar de las raices de G{s)=K/[s(s+1)(s"2+45+13)]
5] T T T T
. N1 SRRSO TR AL SR SN (P
158 :
5] e, | BEakSs l Ceros en lazo abierto
Q 1 1 o 1 i
Nt 2 ————————— i e PR SIS s S gl T R Ry
8 ; : / : : ninguno
%) w ! ! i H i
=< | ! [ ! ! Polos en lazo abiert
: R T i : olos en lazo abierto
z [0 : R ! !
5 | E ; ! ; : s=-2+3f
B Y iy MR A vl el i)
- : : ! g 91 : s=<2-3
A : S I =-]
e e (B T it ] s
G i o L =0
! ! : ~
_6 1 L s L 1
-6 -4 -2 0 2 4 5]
Real Axis
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EJEMPLO 5-17
<
G(s)
E G(s) = Z_K(%
Z s(s+2)(s+5)
0]
aia)
<
d nam=10 0 @ 1 113
< |den=[1 7 10 0 01;
2 rlocus (num,den) ;
5 |gria
g title('Lugar de las raices de G(s)=K(s+1)/[s"2(s+2) (s+5)]")
S
b
o
—
[al)

Lugar de las raices de G{s)=K{s+11[z"2{5+2){5+5)]
10 T T
o NSRS S _5 _______________________ Z‘f_ - o _E ______________
B 2 e s aimmes A SRR S SRR A i =i i o
©n : ' 4
o Himer b o - o b ST MR bt (om0 L LN e T Ceros en lazo abierto
= | ; :
[as] 1 4 1
Bl 2pmeeememeeed R o P RREEEEE 5=id
< = i | |
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o ol i ]E i
=] = R, S A T ). © e Lo A e e RN St e s=0
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i B st s L it i i L I 5 =0
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EJEMPLO 5-18
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EJEMPLO 5-19
g G(s) >
K >
3 Gi5) = K(S,_F 15)
14 s(s—1)(s"+4s+16)
m .
den=[1 3 12 -16 0];
g*****Para conseguir que la regidén de representacidén grafica sea cuadrada
m %escriba la orden axis('square'). Con esta orden una linea con pendiente 1
< %estd a 45 grados y no girada debida a la forma irregular de la pantalla. Es
— %$importante saber que una grédfica que se imprima en papel puede ser o no
z %cuadrada dependiendo de la impresora*****
= |axis('square')
S; rlocus (num,den) ;
= grid
gﬁ title('Lugar de las raices de G(s)=K(s+1l)/[s(s-1) (s"2+4s+16)]")
=
Oy $*****pPara restaurar la relacidén entre los ejes a su valor normal
%introduzca la orden axis('normal')*x***
axis('normal')
Lugar de las raices de G(s)=K(s+1)/[s(s-1)(s"2+45+16)]
: ) =] '
Bl paass s R AR SIS R R i RS e SR e A sin e e R
e e ! Am------ 1=
-z ; i ' i ' .
) . | o | : : Ceros en lazo abierto
% 9 [ e o l i : i i
= 7 i i : e e | s=-1
7)) 9 1 1 I{f kY 1 1 1
= ::é i i ‘s"f b i i |
= 8 i : b el ! ! - Polos en lazo abierto
= g i i % f ; ‘ ,
5 = ' : ‘.“‘-.\ ; ' i s =-2+ 3.4641j
) | IS, S oo R feossnace i s e desunese o B
= ' ' [ M,'_ l 1 1 )
— : I W : : ! §=-2-34641j
' ) X \ ' i '
'4"":" """" E """" ‘:"""“"“*’\{\"E """" e Y | s=0
| | ‘ \\.',_ ' i
02T W L) it ) e e R
| ) " RS | i
1 1 1 2 1 1 1
-6 -4 -2 0 2 4 4]
Real Axis
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5.3 CASOS ESPECIALES

Para dibujar un lugar de las raices, MATLAB calcula los polos en lazo cerrado utilizando tnicamente un
niimero razonablemente pequefio de valores de ganancia. Luego conecta los polos con una linea continua.

Considere el sistema en lazo cerrado mostrado en la Figura 5-14. Suponga que las funciones de transfe-
rencia G(s) y H(s) vienen dadas respectivamente como

K(s+9)

Us) ey
s(s +4s+11)

H(s) = 1

El programa de MATLAB 5-7 generard un lugar de las raices como el mostrado en la Figura 5-15.
Obsérvese que los algoritmos automadticos de paso fijo del lugar de las raices tienen pasos mayores donde la
solucién es mds sensible al cambio.

En la Figura 5-15 las marcas ‘o’ dibujadas muestran los puntos donde el computador tiene solucién. Si
estos puntos se conectan con lineas continuas, se obtiene el lugar de las raices tradicional que consiste en lineas
o curvas continuas como muestra la Figura 5-16.

R(s) Gis) C(s) 5
H(s)
Figura 5-14

Programa en MATLAB 5-7

num=[0 0 1 91];

den=[1 4 11 0];

v=[-15 10 -15 15];

axis(v);

r=rlocus (num, den) ;

ploti{x, ‘o")

grid

title('Lugar de las raices de G(s)=K(s+9)/[s(s"2+4s+11)]1")
xlabel ('Eje Real')

vlabel ('Eje Imag')
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K{s+9)/[s(s"2+45+11)]

Lugar de las raices de G(s)

o]
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R lc)

g
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:
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i
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JI R e ety
=
:
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.
1
i
;
;

B e

o i

10

-10

0

Gew| a3

AQp-memmee

-15
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EJEMPLO 5-20

Considere el sistema mostrado en la Figura 5-17. La funcién de transferencia en lazo abierto es

Vamos a dibujar el lugar de las raices utilizando el programa de MATLAB 5-8, el cual genera un lugar de
las raices como el mostrado en la Figura 5-18. El lugar de las raices debe ser simétrico respecto al eje real. Sin
embargo, la Figura 5-18 muestra lo contrario. Si hacemos un zoom en la regién x-y a

[2: I 1.5 1.3]

y utilizamos el programa de MATLAB 5-9, obtenemos el grafico mostrado en la Figura 5-19.

MATLAB sustituye su propio conjunto de valores de ganancia que son utilizados para calcular un lugar
de las raices. Lo hace mediante una rutina interna adaptativa de paso fijo. Sin embargo, en algunos sistemas
pequefios cambios en la ganancia causan cambios drdsticos en la localizacién de las raices dentro de algunos
rangos de ganancias. Por tanto, MATLAB toma un salto grande en sus valores de ganancia cuando calcula las
raices, y la localizacién de las raices cambia en una cantidad relativamente grande. Al dibujar, MATLAB
conecta estos puntos y se obtiene un grafico extrafio donde se localizan las ganancias sensibles. Estos graficos
de lugares de las raices erréneos ocurren normalmente cuando el lugar se aproxima a un polo doble (o triple o
un polo de orden superior) ya que el lugar de las raices es muy sensible a pequefios cambios en la ganancia.

Para arreglar estas figuras erréneas, es necesario especificar los valores de la ganancia K con un espaciado
muy pequefio en el drea donde las raices cambian de forma rdpida. Por ejemplo, si el rango esta mal condicio-
nado alrededor de K = 8, utilice un paso fijo pequefio alrededor de K = 8, utilice un paso fijo muy pequefio alre-
dedor de K = 8. Defina K como

K1:=[0:0.1:7.51;

K2 =[7.5:0.005:8.5];
K3 =[8:5:1:100]:
K=K K2 K3):

_ K(s+04)
5°(s+3.6)

v

—> G(s)

Figura 5-17

Programa en MATLAB 5-8

num=[0 0 1 0.4]; dea=[1 3.6 0 0l;
s=[-5 5 =5 5]: axisi(v):

rlocus (num, den) ;

Axis scales auto-ranged

Axis scales frozen

grid
title('Lugar de las raices de G(s)=K(s+0.4)/[s"2(s+3.6)]")
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Lugar de las raices de G{s)=Kis+0 4)/[s"2(5+3 6]]

Imag Axis

Bl L A s S S S SEL B L s b S bl sl S s s e B £ S
A s d e S s e S s a A e e s e sl Sl s Sz
5 -
5 0 5
Real Axis
Figura 5-18

Programa en MATLAB 5-9

num=[0 0 1 0.4];

den=[1 3.6 0 0];

y=[-2 1 1.5 1.5]%

axis(v);

r=rlocus (num, den) ;

plot{r, 'o")

grid

title('Lugar de las raices de G(s)=K(s+0.4)/[s"2(s+3.6)1")
xlabel ('Eje Real')

vlabel ('Eje Imag')

y utilice la siguiente orden:

r = rlocus(num,den,K)

La Figura 5-20 tiene el mismo lugar de las raices que el de la Figura 5-19, pero el primero esta dibujado

utilizando las marcas ‘0’. Obsérvese que no se han calculados puntos préximos al punto (-1.25,0). Para darse
cuenta de casos como éste, es aconsejable dibujar el lugar de las raices utilizando las marcas ‘0’ 0 ‘x’.

En general, para encontrar la regién de ganancia K donde ocurre el problema, utilice una aproximacién

por tanteo. Por ejemplo, puede fijar la ganancia K como

K=0:0.5:2
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y observe déonde estén localizadas las raices correspondientes a K = 2. Después cambie la ganancia K a
K=2:0.54

Localice las rafces para K = 2, K = 4 y asi sucesivamente, encuentre el rango de ganancia K donde se
necesita un paso fijo pequefio.

En el ejemplo que aquf se considera, la regién critica de la ganancia K se encuentra entre 3 y 5. Por tanto
se necesita que el paso fijo sea bastante pequefio en esta region. Para las regiones 0 S K <3y 5 <K < oo, el paso
fijo debe ser mayor. Asi, podemos dividir las regiones para K de la siguiente manera:

K1 =[0:0.2:31;
K2 =13:0.01:51;
K3 =[5:0.2:10];

K4 =[10:5:200];
K=[Kl K2 K3 K4];

Vamos a introducir el programa de MATLAB 5-10 en el computador. La gréifica obtenida de este pro-
grama se muestra en la Figura 5-21. El lugar de las raices parece correcto.
La Figura 5-22 muestra el lugar de las raices en la region

[-2 1. =15 1:5]

Los circulos pequefios (‘0”) muestran los puntos calculados. El programa utilizado para obtener esta gra-
fica se muestra en el programa de MATLAB 5-11.

Al cambiar los pasos de la ganancia, como se muestra en el programa de MATLAB 5-12, se obtiene una
ligera diferencia en el dibujo del lugar de las raices, como se muestra en la Figura 5-23. Los dibujos de las Fi-
guras 5-22 y 5-23 parecen correctos.

Un cambio en la regién x-y, como el del programa de MATLAB 5-13, produce el dibujo mostrado en la
Figura 5-24. Utilizando las marcas ‘-* obtenemos un lugar de las raices mds suave. (Véase el programa de
MATLAB 5-14 y la Figura 5-25). La figura 5-25 es practicamente igual a la Figura 5-21 que se habia obtenido
con anterioridad.

Programa en MATLAB 5-10

num=[0 0

den=[1 3.
v=[-5 5 -
axis (v) ;

Kil=] Q0 - 2 3 ]

K2=[320,01:51]:

E3=1520.2:10] ¢

K4=[10:5:2007;

K=[K1l K2 K3 K4];

r=rlocus (num, den, K) ;

plot(r)

grid

title('Lugar de las raices de G(s)=K(s+0.4)/[s"2(s+3.6)]")
xlabel ('Eje Real')

vlabel ('Eje Imag')

W47
01;

7

Ul o B
v e o

e
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Lugar de las raices de G{s)=k(s+04)/[="2(5+3 B]]
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Programa en MATLAB 5-11

num={0 ¢ 1 044];
den=[1 3.6 O 0];
v=[=2 1 .=1.5 1.5];
axis(v);

K1=[0:0.2:3]):
E2=3:0:01:5])
K3=[5:0..2=107] ¢
R4=T10:5:=2:00]

K=[RK1l K2 K3 K4]:
r=rlocus (num, den, k) ;
pletixr, *o)

grid

0
Eje Real
Figura 5-21

title('Lugar de las raices de G(s)=K(s+0.4)/[s"2(s+3.6)]")

xlabel ('Eje Real')
vlabel ('Eje Imag')
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Lugar de las raices de G(s)=K(s+0 4)[5"2(5+3 6]]
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Programa en MATLAB 5-12

num=0 @ 1 0.47;
den=({1 3.6 0 01;
v=[=2 1. =1.5 1.5];
axils(v)s
RI=[0:0:2:4.27;
K2=[4.2:0.002:4.4];
K3=[4.4:20.:2;:10]%
K4=[10:5:200] ;
R=[Kl K2 K3 K4l;
r=rlocus (num, den, K) ;
plet(x,; "o")

grid

title('Lugar de las raices de G(s)=K(s+0.4)/[s"2(s+3.6)]")

xlabel ('Eje Real')
ylabel ('Eje Imag')
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Lugar de las raices de Gis)=k{s+0 4)/[s"2(5+3 6]
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Figura 5-23
Programa en MATLAB 5-13
num=[0 0 L Q.4]:
den=[1 3.6 0 0];
y=[=5 5 =5 5];:
axis (v) ;

Kl=[0w0u 264,20 ;
KZ2=[2:220. 0024 47 5
K3=[4.43:0.2:10] ;
Kad=[10£5:200] :

K=[K1l K2 K3 K4]:
r=rlocus (num, den,K) ;
plot (¥, "o")

grid

title('Lugar de las raices de G(s)=K(s+0.4)/[s"2(s+3.6)]")
xlabel ('Eje Real')
yvlabel ('Eje Imag')
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Lugar de las raices de Gis)=K({s+0 4[5 2(5+3.6]]
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Programa en MATLAB 5-14
num=_[0 0/ 1 0:.4];
den=[1 3.6 0 0];

v=[-5 5 -5 5]
axis(v);

K4=[10:5:2200]

r=rlocus (num,
plot (x, "=")
grid

G

Kl=[0:0.254 .20 %
K2=14.2:0.002:4.4];
K3=[4.4:0.2:10] 5

’

K=[K1l K2 K3 K4];

den,K) ;

title('Lugar de las raices de G(s)=K(s+0.4)/[s"2(s+3.6)]1")
xlabel ('Eje Real')
ylabel ('Eje Imag')
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Figura 5-25

EJEMPLO 5-21

Considere el sistema mostrado en la Figura 5-26. La funcién de transferencia en lazo abierta es

Glish = K X K

(s—l)(s2+4s+7) - s +35°+3s-7

No hay ceros en lazo abierto. Los polos en lazo abierto estdn localizados en s = -2 + j1.7321, s = -2 -
j1.7321 y s = 1. El programa de MATLAB 5-15 generard el lugar de las raices mostrado en la Figura 5-27.
[Obsérvese que dependiendo de la version de MATLAB (como pueden ser la version de estudiante o la version
profesional 4.0) se pueden obtener lugares de las raices ligeramente diferentes].

En este grafico, observe los cambios bruscos en la direccién de las ramas del lugar de las raices. Tales
cambios dan a entender que hay un problema en el dibujo del lugar de las raices. Para investigar el problema,
se puede dibujar el lugar de las raices con las marcas ‘0’ y ‘x’. Utilizando el programa de MATLAB 5-16 se
obtiene el lugar de las raices mostrado en la Figura 5-28. Se puede ver que no se han calculado puntos cerca
del punto (-1,0), y ésta es la causa del problema.

K

% G(s) = ,
(s=1)(s"+4s+7)

v

Figura 5-26
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Programa en MATLAB 5-15

num=[0 0 0 173

den=[1 3 3 -7];

rlocus (num, den) ;

grid

title('Lugar de las raices de G(s)=K/[(s-1) (s"2+4s+7)]1")

[
e

Imag Axi

S

Feal Axis

Figura 5-27

Programa en MATLAB 5-16

num=[0 0 0 1];

den=[1 3 3 -7];

v=[-4 4 -4 4];

axis(v);

r=rlocus (num, den) ;

ploklr, "o")

grid

title('Lugar de las raices de G(s)=K/[(s-1) (s"2+4s+7)1")
xlabel ('Eje Real')

yvlabel ('Eje Imag')
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Utilizando una aproximacién por tanteo cambiando la ganancia K entre 0 S K <2, 2 < K <4,y asf sucesi-
vamente se puede encontrar la regién critica [incluido el punto (-1,0)] entre 7,5 < K < 8,5. Por tanto, haciendo
el paso fijo menor en esta regién critica como muestra el programa de MATLAB 5-17 se obtiene el dibujo del

lugar de las raices mostrado en la Figura 5-29.

Si se cambia la orden plot(y,’0’) por plot(y,’-’), como muestra el programa de MATLAB 5-18, se obtiene
el lugar de las rafces normal, como se observa en la Figura 5-30, el cual es correcto. (El lugar de las raices para

este sistema consiste de tres lineas rectas).

Programa en MATLAB 5-17

num=[0 0 0
den=[L 3-3
v=[{-4 4 -4
axis (v) ;
K1=020;5:7.5%

K2=r <55 0008 : 5z
K3=8.5:1:20;
Kd4=20:10:100;

K=[K1l X2 K3 K4];
r=rlocus (num,den,K) ;
plotlx, o)

grid

Ll
SR
4];

title('Lugar de las raices de G(s)

xlabel ('Eje Real')
vlabel ('Eje Imag')

=K/[(s-1) (s"2+4s+7)]")
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Programa en MATLAB 5-18

=[0 0 0 1];
[1 33

num
den

=713

[-4 4 -4 4];

V=
axis(v);

020.5:7.5;

Kl=

T 500138 5
B+D:1=205

K2=

K3=

20:10:100;
[K1 K2 K3 K4];

K4
K
E

rlocus (num, den, k) ;

plotdr, '=*)
grid

K/[(s-1) (s"2+4s+7)1")

title('Lugar de las raices de G(s)

xlabel ('Eje Real')

yvlabel ('Eje Imag')
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Lugar de las raices de G{s)=K/[(s-1)(s"2+45+7]]
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Figura 5-30

EJEMPLO 5-22

Considere un sistema cuya funcién de transferencia en lazo abierto G(s)H(s) viene dada por

K

G(s)H(s) = — =
(s"+25+2)(s"+25+5)

= K
5445+ 115"+ 14s + 1

No existen ceros en lazo abierto. Los polos del lazo abierto estinen s =-1+j,s=-1-j,s=-1+2jys=-1-2j.

El programa de MATLAB 5-19 generard el lugar de las raices que se muestra en la Figura 5-31. En este
lugar de las raices, se observa como dos ramas en el semiplano superior (y también en el semiplano inferior) se
aproximan una hacia la otra pero sin tocarse. Si se inspecciona cuidadosamente este diagrama se observa que
existen dos segmentos rectos cortos en el semiplano superior (y en el inferior). Estos segmentos rectos cortos
se pueden deber a un escaso nimero de puntos calculados. Para comprobarlo se puede introducir el programa
de MATLAB 5-20 y dibujar el lugar de las raices utilizando las marcas ‘0’.

El gréfico se muestra en la Figura 5-32.

Programa en MATLAB 5-19

num=[0 0 0 0 1]; den=[1 4 11 14 10];

rlocus (num, den) ;

grid

title('Lugar de las raices de G(s)=K/[(s"2+2s+2) (s"2+2s+5)]1")
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Lugar de las raices de G(s)=K/[(s"2+25+2){5"2+25+5]]
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Figura 5-31

Para ampliar la regién donde las ramas del lugar de las raices deberfan cruzarse entre si, se van a elegir los

€jes x e y como sigue:

2<x<0, -3<y<3

Con un tamaiio de ganancia pequeiio en la regién 2,0 < K < 2,5 se puede obtener un mejor dibujo del lugar

de las raices. Utilizando el programa de MATLAB 5-21 se obtiene el lugar de las raices que se muestra en la
Figura 5-33. Observe que no existen puntos calculados cerca del (-1, 1,6) y del (-1, -1,6). Las regiones cer-
canas a estos puntos necesitan ser estudiadas cuidadosamente.

Programa en MATLAB 5-20

num=[0 0 0 0 1];

den=[1 4 11 14 10];

v=[-4 4 -4 4];

axis(v);

r=rlocus (num, den) ;

plet(x; 'og'), grid

title('Lugar de las raices de G(s)=K/[(s"2+2s+2) (s"2+2s+5)]")
xlabel ('Eje Real')

ylabel ('Eje Imag')

g****x*Obgserve que la orden 'plot(r,'og')' visualiza en la pantalla pequefios
%circulos de color verde*****

Mediante una aproximacion por tanteo, los valores de ganancia cercanos a estos puntos se encuentran en

2,0 <K £2,5. Con el programa de MATLAB 5-22 se obtiene el lugar de las raices mostrado en la Figura 5-34.
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Claramente las dos ramas del semiplano superior (y del inferior) se cruzan entre si. Al ampliar la regién de K
a 800 y utilizando lineas y curvas continuas, como se muestra en el programa de MATLAB 5-23, se obtiene el
dibujo que muestra la Figura 5-35. Este dibujo es correcto.

Lugar de las raices de G(s)=K/[(s"2+25+2)(5"2+25+5]]
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Figura 5-32
Programa en MATLAB 5-21

(numz[o 00 0 11;

den=[1 4 11 14 10];

v=[-2 0 -3 31;

axis(v);

r=rlocus (num, den) ;

plot (x, *ox?*)

grid

title('Lugar de las raices de G(s)=K/[(s"2+2s+2) (872+2s+5)]1")
xlabel ('Eje Real')

ylabel ('Eje Imag')

g*****Observe que la orden 'plot(r,'or')' visualiza en la pantalla pedquefios
$circulos de color rojo****#
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Figura 5-33
Programa en MATLAB 5-22
num={0 0 0 O 11];
den=[1 4 11 14 10];
v=[-2 0 -3 3];
axis(v) ;
Kil=0:0..522:;
K2=2:0.001:2.5;

K3=2.5:0.,5:10%

Kd=10:1022004

K=[K1l K2 K3 K4];

r=rlocus (num, den, K) ;

PILGE (&, “eg" )

grid

title('Lugar de las raices de G(s)=K/[(s"2+2s+2) (s"2+2s+5)1")
xlabel ('Eje Real')

yvlabel ('Eje Imag')

g*****Observe que la orden 'plot(r,'og')' visualiza en la pantalla pequefios
%circulos de color verde****x
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Lugar de las raices de G(s!

a

=0
i
-
£
Eje Real
Figura 5-34
Programa en MATLAB 5-23

num=[{0 0 0 0 171;
den=[1 4 11 14 10];

v=[=2 0 =3 3];
axis (v) ;
Kl=0:0.5:2;

BE2=2:0.01:2.5;
K3=2.5:0.5:10¢
Kd=10:10:503
K5=50:50:800;

K=[Kl K2 K3 K4 K5];
r=rlocus (num,der; K) s
plot(r; =g}

grid

title('Lugar de las raices de G(s)=K/[(s"2+2s+2) (s72+2s+5)]1")

xlabel ('Eje Real')
vlabel ('Eje Imag')

*****Observe que la orden 'plot(r,'-g')'
circulos de color verde***%*

P oe

visualiza en la pantalla pequefios
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Figura 5-35

EJEMPLO 5-23

Considere el sistema cuya funcién de transferencia en lazo abierto G(s)H(s) es

K

G(s)H(s) = =
sts+0,5)(s +0,6s+10)

K
s + 1,15 +10,35° + 5:

No existen ceros en lazo abierto. Los polos en lazo abierto estan localizados en s = -0,3 + j3,1480, s = -0,3
-73,1480,5=-0,5y s =0.

Al introducir el programa de MATLAB 5-24 en el computador, se obtiene el lugar de las raices de la Fi-
gura 5-36.

Observe que en las regiones proximas a x = -0,3, y =23 y x =-0,3, y = -2,3 dos lugares de las raices se
aproximan entre si. Podemos preguntarnos si estas dos ramas deberian tocarse. Para examinar esta situacion,
podemos dibujar el lugar de las raices con la orden

r = rlocus(num,den)
plot(r,’0")

como se muestra en el programa de MATLAB 5-25. La Figura 5-37 muestra la gréfica resultante.

Al no haber puntos calculados cerca de (-0,3, 2,3) y (-0,3, -2,3), es necesario ajustar los pasos en la ganan-
cia K. Mediante una aproximacion por tanteo, se encuentra una region de interés entre 20 < K < 30. Al intro-
ducir el programa de MATLAB 5-26 se obtiene el lugar de las raices de la Figura 5-38. De este dibujo se ve
claro que las dos ramas que se aproximan en el semiplano superior (o en el semiplano inferior) no se tocan.
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Programa en MATLAB 5-24

num=[0 @ 0 O 1];

en= [l 2.1 10,3 5 0]

rlocus (num, den) ;

grid

title('Lugar de las raices de G(s)=K/[s(s+0.5) (s72+0.6s+10)1")

Lugar de las raices de G(s)=k/[s(s+0.5){s"2+0 B5+10]]
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Figura 5-36
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Programa en MATLAB 5-25

v=[-6 6 =
axis(v);
r=rlocus (num, den) ;
ploti{x; "oxrt)

grid

title('Lugar de las raices de G(s)=K/[s(s+0.5) (s"2+0.6s+10)1]1")

xlabel ('Eje Real')
yvlabel ('Eje Imag')

g**x***Observe que la orden 'plot(r,'or')' visualiza en la pantalla pequefios
$circulos de color rojo****%

Lugar de las raices de G(s)=K/[s(s+0.5){s"2+0 65+10)]

Eje Imag
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Figura 5-37
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Programa en MATLAB 5-26

num=[0 0 0 0 1];
den=[1 1.1 10,3 5 07
v=[-2 2 -4 47];
axds (v ;
K1=0:0.2:203
K2=20%0,1:30%
K3=3015:100%

K=[K1l X2 K3];:
r=rlocus (num, den, K) ;
plot (#, ‘o)

grid

title('Lugar ‘de las raices de G(s)=K/[s(s+0.5) (s"2+0.6s+10)]")

xlabel ('Eje Real')
yvlabel ('Eje Imag')

gr****Observe que la orden 'plot(r,'ob')'

%circulos de color azul*****

visualiza en la pantalla pequefios

Lugar de las raices de G{s)=k/[s(s+0.5){g"2+0 65+10]]

Eje Imag

Figura 5-38
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EJEMPLO 5-24

Considere el sistema cuya funcion de transferencia en lazo abierto G(s)H(s) es

K(s+0,2)

G(s)H(s) = &
s (s+3,0)

El cero en lazo abierto estd en s = -0,2, y los polos en lazo abierto estdn localizadosens=0,5s=0y s=-
3,6. Al introducir el programa de MATLAB 5-27 en el computador obtendra el lugar de las raices de la Figura
5-39. El lugar de las raices generado por el computador parece correcto.

Programa en MATLAB 5-27

num=[0 0 1 0.2];
den=[1 3.6 0 0];
v=[-4 2 -4 4];
axis(v);

rlocus (num, den) ;

Auto scales auto-ranged
Auto scales frozen

grid
title('Lugar de las raices de G(s)=K(s+0.2)/[s"2(s+3.6)]")

Lugar de las raices de G(s)=K{s+0 2)/[5"2(5+3 6]]

I

Imag Axis
(e}

(]

Real Axis
Figura 5-39
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En los ejemplos del 5-20 al 5-23, se discute cémo solucionar los problemas del lugar de las raices causa-
dos por un incremento inadecuado en el tamafio de la ganancia. Por otra parte, utilizando un incremento ina-
decuado de la ganancia K es posible “engafiar” a MATLAB y generar un dibujo del lugar de las raices erréneo

y extrafo.

A continuacién, generaremos un curioso lugar de las raices utilizando un incremento constante de la
ganancia K. (Calculamos los polos en lazo cerrado de este sistema para K =0, 1,2, ..., 200 y unimos los puntos
calculados). El programa de MATLAB 5-28 producira el lugar de las raices que se muestra en la Figura 5-40.

Obviamente es un dibujo del lugar de las raices erréneo.

Programa en MATLAB 5-28

num=[0 O 1 0.2];
den=[1 3.6 0 0];
v=[-4 2 -4 4];

axis (v) ;

K=051:2003
r=rlocus (num, den, K) ;
plot (xr)

grid

title('Lugar de las raices errdneo de G(s)=K(s+0.2)/[s"2(s+3.6)]1")
xlabel ('Eje Real')
vlabel ('Eje Imag')

Lugar de las raices erroneo de G{s)=K(s+0.2)/[s"2(5+3.6)]
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Figura 5-40
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EJEMPLO 5-25

Considere un sistema cuya funcion de transferencia en lazo abierto es

K(s+05)(s+3)
G(s)H(s) = ——=———=¢
R = e 1) e+ 5
Si se introduce el programa de MATLAB 5-29 en el computador, se obtiene el lugar de las raices de 12
Figura 5-41. Este dibujo es un lugar de las raices correcto.
Pero si utilizamos la orden

r = rlocus(num,den)
e introducimos el programa de MATLAB 5-30 en el computador, se generard un lugar de las rafces erréneo.

como se observa en la Figura 5-42.
Si se especifica la regién x-y como

[-5 15 -6 6]

Programa en MATLAB 5-29

num=[1 3.5 1.5];

den=[1 3 2];

rlocus (num,den) ;

grid

title('Lugar de las raices de G(s)=K(s+0.5) (s+3)/[(s+1l) (s+2)]1")

Lugar de las raices de G(5)=K(s+0.5){5+3)[(s+1)(5+2)]
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Programa en MATLAB 5-30

niim=[{1 3.5 1.5];

den=[1 3 2];

r=rlocus (num, den) ;

plot (x;"o")

grid )
title('Lugar de las raices errdneo')
xlabel ('Eje Real')

yvlabel ('Eje Imag')

Lugar de las raices erroneo
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Figura 5-42

y se introduce el programa de MATLAB 5-31, se volvera a obtener un lugar de las raices erréneo, como se
muestra en la Figura 5-43. Este gréfico puede ocurrir cuando el lugar de las raices no introduce la regiéon com-
pleja y tnicamente estd el Eje Real.

Para examinar estos lugares de las raices erréneos, es necesario comprobar los valores de r. Para conseguir
los valores de r introduzca el programa de MATLAB 5-32 en el computador.

De los valores de r obtenidos, se puede observar que son reales y que se encuentran entre -1 y -0,5070 o
entre -2 y -2,9815. La Figura 5-43 muestra un grafico de r frente a k, donde k = 1, 2, 3, ..., 13. (Es un gréfico
incorrecto para el lugar de las raices).
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Programa en MATLAB 5-31

num=[1 3.5 1.5];

den=[1 3 2];

v=[-5 15 -6 6];

axis (v)

r=rlocus (num, den) ;

plotixr; 'o")
grid

title('Lugar de las raices errdneo')
xlabel ('Eje Real')
vlabel ('Eje Imag')

Eje Imag

Lugar de las raices errdoneo
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Figura 5-43

Para corregir esta situacion, primero comprobamos el tamafo de la matriz r como sigue:

size(r)

ans =

13 2

Después se introduce la siguiente orden plot:

plot(r,zeros(13,1))
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Programa en MATLAB 5-32

num=[1 3.5 1.5]1;

den=[1 .3 21;
v=[=5 15 -6 6]
axis (v)

r=rlocus (num, den)

-2.0000 -1.0000

-2.0000 -1.0000
-2.0007 =0.9995
-2.0027 ~-0.9982

-2.0088 -0.9942
-2.0265 -0.,9825
=2, 055 -0.9509
=2 » 1982 =0./8790
-2.4086 -0.7603
-2.6668 -0.6363
-2 .8551 -0.5564
-2.9463 -0.5204
=2 :9815 =0.5070

donde zeros(13,1) es un vector columna que estd formado por 13 ceros como sigue:

zeros (13,
1)

ang =

O TS O OO 0 NE Oe e O

Esto significa que en lugar de dibujar los valores de r frente ak (k =1, 2, 3, ...., 13), vamos a permitir a MAT-
LAB que dibuje los ceros frente a 1.
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El programa de MATLAB 5-33 da un dibujo del lugar de las raices correcto, el cual su muestra en la Figu-

ra 5-44. El programa de MATLAB 5-34 dara también un dibujo del lugar de las raices correcto. El grafico que
se genera con este programa se muestra en la Figura 5-45.

Programa en MATLAB 5-33

num=[1 3.5 1.5]3

den=[1 3 2];

v=[-6 6 -6 6];

axis (v) ;

r=rlocus (num, den) ;

plot(r,zeros(13,1))

grid

title('Lugar de las raices de G(s)=K(s+0.5) (s+3)/[(s+1) (s+2)]")
xlabel ('Eje Real')

vlabel ('Eje Imag')

Lugar de las raices de G(s)=K{s+0 5)(5+3)[(s+1)(s+2]]
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Figura 5-44
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Programa en MATLAB 5-34

mum=[1" 3.5 157"
den=[1 3 2];
v=[-6 6 -6 6];
axis (v) ;

rlocus (num, den) ;

Axis scales auto-ranged
Axis scales frozen

grid

title('Lugar de las raices de G(s)=K(s+0.5) (s+3)/[(s+1) (s+2)]")

Lugar de las raices de G{s)=K(s+0 5)(s+3)/[(s+1)(s+2]]

Imag Axis
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Real Axis
Figura 5-45

O S

EJEMPLO 5-26

Considere el sistema con realimentacién positiva que se muestra en la Figura 5-46. Para este sistema con rea-
limentacién positiva, la funcién de transferencia en lazo abierto G(s)H(s) viene dada por

G(s)H(s) =

_ K(s+0.5)(s+3)
(s+1)(s+2)

_ _K(s’+355+15)
s +35+2
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Por tanto

G(s) =

K(s+0.5)(s +3)

(s+1)(s+2)

num =
den =

[-1
[1

-3.5
3. 2]

Figura 5-46

-1.5]

v

Un dibujo del lugar de las raices para este sistema se puede obtener al introducir el programa de MAT-
LAB 5-35. El lugar de las raices resultante se muestra en la Figura 5-47.
Para cambiar la region del grafico, introduzca el programa de MATLAB 5-36. El lugar de las raices resul-
tante se muestra en la Figura 5-48. (Observe que las flechas se afiaden manualmente para indicar la direccién
del incremento de K en cada rama).

Programa en MATLAB 5-35

den=[1 3 2];

grid

num=[=1. #3.5 =1.,5];

rlocus (num,den) ;

title('Lugar de las raices de un sistema con realimentacidn positiva')
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Programa en MATLAB 5-36

num=[-1 -3.5 -1.51];
den=[1 3 2];
v=[-10 10 -10 10];
axis(v);

rlocus (num, den) ;

Axis scales auto-ranged
Axis scales frozen

grid
title('Lugar de las raices de un sistema con realimentacidn positiva')

Lugar de las raices de un sistema con realimentacidn positiva
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Figura 5-48

El lugar de las raices tiene un punto de ruptura de salida en s = -1,4495 y un punto de ruptura de entrada
en s = 3,4495. Cuando el lugar de las raices se rompe en s = 3,4495, un camino va directamente a s = -0,5, que
se corresponde con un cero en lazo abierto; el otro camino va a +eo donde cambia el signo a -co y después va a
s = -3 que se corresponde con el segundo cero del lazo abierto.

Observe que al usar la orden

r = rlocus(num,den)
plot(r,’-")
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puede ocurrir un problema. (Véase el programa de MATLAB 5-37 y su gréfica resultante en la Figura 5-49).
En este ejemplo, esta orden da un dibujo del lugar de las raices erréneo. Todo el eje real se muestra como si
fuera una rama del lugar de las raices. Esto es un error.

Sin embarego. si cambiamos la orden a

r = rlocus(num,den)
plot(r,’0”)

como se da en el programa de MATLAB 5-38, el dibujo del lugar de las raices es correcto siempre que cuida-
dosamente se interpreten las ramas del lugar de las raices sobre el eje real. (Véase la Figura 5-50).

Programa en MATLAB 5-37

num=[-1 -3.5 -1.5];

den=1 3 2);

v=[-10 10 -10 10];

axis(v);

r=rlocus (num, den) ;

ploklxr, '=")

grid

title('Lugar de las raices errdneo')
xlabel ('Eje Real')

yvlabel ('Eje Imag')

Lugar de las raices errdneo
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