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Prologo

Este libro introduce conceptos importantes en el andlisis y disefio de sistemas de control. Los
lectores encontraran un libro de texto claro y comprensible para seguir un curso en la universidad
sobre sistemas de control. Estd escrito para estudiantes de ingenieria mecdnica, eléctrica, aeroes-
pacial o quimica. Se supone que el lector ha completado los siguientes prerrequisitos: cursos de
cardcter introductorio sobre ecuaciones diferenciales, transformada de Laplace, andlisis vecto-
rial-matricial, andlisis de circuitos, mecdnica y termodindmica.

Las revisiones principales hechas en esta edicién son como sigue:

¢ Se ha ampliado la utilizacién de MATLAB para obtener la respuesta de sistemas de control
a diferentes entradas.

e Se demuestra la utilidad del enfoque de optimizacién computacional con MATLAB.

e A lo largo de todo el libro se han afiadido nuevos problemas como ejemplos.

e Con el fin de proporcionar espacio a temas mds importantes se han suprimido ciertos mate-
riales de ediciones previas que tienen una importancia secundaria. Los grafos de flujo de
sefial se han eliminado del libro. También se suprimi6 un capitulo sobre la transformada de
Laplace. En su lugar se presentan las tablas de transformada de Laplace y el desarrollo en
fracciones simples con MATLAB en los Apéndices A y B respectivamente.

e En el Apéndice C se da un corto resumen sobre el andlisis vectorial-matricial.

Esta edicion de Ingenieria de Control Moderna estd organizada en diez capitulos. El conteni-
do del libro es el siguiente: El Capitulo 1 presenta una introduccion a los sistemas de control. El
Capitulo 2 trata el modelado matemdtico de sistemas de control. Se presenta también en este
capitulo una técnica de linealizacion de modelos matemadticos no lineales. El Capitulo 3 analiza
el modelado matematico de los sistemas mecdnicos y eléctricos. El Capitulo 4 trata el modelado
de los sistemas fluidicos (tales como sistemas de nivel de liquido, sistemas neumaéticos y siste-
mas hidrdulicos) y sistemas térmicos.
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El Capitulo 5 trata el andlisis de la respuesta transitoria y el estado estacionario de los siste-
mas de control. MATLAB se utiliza extensivamente para el andlisis de la respuesta transitoria. El
capitulo presenta el criterio de estabilidad de Routh para el andlisis de estabilidad de los sistemas
de control. También se estudia el criterio de estabilidad de Hurwitz.

El Capitulo 6 aborda el anélisis y disefio de sistemas de control mediante el lugar de las rai-
ces, incluyendo los sistemas con realimentacion positiva y los sistemas condicionalmente esta-
bles. Se estudia con detalle la representacion del lugar de las raices con MATLAB. Se estudia el
método del lugar de las raices para el disefio de compensadores de adelanto, retardo y retardo-
adelanto.

El Capitulo 7 presenta el andlisis y disefio de sistemas de control mediante la respuesta en
frecuencia. Se trata el criterio de estabilidad de Nyquist de una forma facilmente comprensible.
Se analiza el método de los diagramas de Bode para el disefio de compensadores de adelanto,
retardo y retardo-adelanto.

El Capitulo 8 estudia los controladores PID bésicos y modificados. Se presentan con cierto
detalle los métodos computacionales (en MATLAB) para obtener valores 6ptimos de los paréa-
metros de los controladores que satisfacen ciertos requisitos de las caracteristicas de la respuesta
escaldn.

El Capitulo 9 presenta un andlisis bésico de los sistemas de control en el espacio de estados.
Se introducen los conceptos de controlabilidad y observabilidad.

El Capitulo 10 analiza el disefio de sistemas de control en el espacio de estados. El estudio
incluye la asignacion de polos, observadores de estado y control éptimo cuadritico. Al final del
capitulo se presenta un andlisis introductorio de los sistemas de control robusto.

El libro se ha estructurado con la finalidad de facilitar la comprensién gradual de la teoria del
control al estudiante. Se ha tratado de evitar cuidadosamente razonamientos con un fuerte conte-
nido matemadtico en la presentacion del material. Se proporcionan demostraciones matematicas
cuando contribuyen a la comprension de los temas presentados.

Se ha realizado un esfuerzo especial para proporcionar ejemplos en puntos estratégicos de
forma que el lector obtenga una mejor comprension de la materia que se analiza. Ademds, se
ofrecen al final de cada capitulo, excepto en el Capitulo 1, una serie de problemas resueltos (pro-
blemas de tipo A). Se anima al lector a que estudie con cuidado todos estos problemas para obte-
ner una comprensién mds profunda de los temas analizados. Ademds, se proponen muchos pro-
blemas (sin solucién) al final de cada capitulo, excepto en el Capitulo 1. Los problemas no
resueltos (problemas de tipo B) se pueden utilizar para que el alumno los resuelva en casa o
como parte de un examen.

Si este libro se usa como texto para un curso semestral (56 horas de clase) se puede cubrir la
mayor parte del material omitiendo ciertas partes. Debido a la abundancia de problemas ejem-
plos y problemas resueltos (problemas A) que pueden responder a muchas de las posibles pre-
guntas que el lector pueda plantearse, este libro puede también servir como un texto de auto
estudio para aquellos ingenieros que ya trabajan y que desean estudiar teoria de control bésica.

Quisiera expresar mi agradecimiento a los siguientes revisores de esta edicién del libro: Mark
Campbell, Cornell University; Henry Sodano, Arizona State University; y Atul G. Kelkar, lowa
State University. Finalmente deseo expresar mi mds sincero reconocimiento a Ms. Alice Dwor-
kin, Associate Editor, Mr. Scout Disanno, Sefior Managing Editor, y a todas las personas que han
estado involucradas en este proyecto, por la rapidez y el excelente trabajo de produccién de este
libro.

Katsuhiko Ogata
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Infroduccion a los sistemas
de control

Introduccioén

Las teorias de control que se utilizan habitualmente son la teoria de control cldsica (también
denominada teorfa de control convencional), la teoria de control moderno y la teoria de control
robusto. Este libro presenta el tratamiento del andlisis y disefio de sistemas de control basado en
la teoria de control clésica y teoria de control moderno. En el Capitulo 10 se incluye una breve
introduccidn a la teoria de control robusto.

El control automatico ha desempenado un papel vital en el avance de la ingenieria y la cien-
cia. El control automatico se ha convertido en una parte importante e integral en los sistemas de
vehiculos espaciales, en los sistemas robdticos, en los procesos modernos de fabricacién y en
cualquier operacién industrial que requiera el control de temperatura, presion, humedad, flujo,
etc. Es deseable que la mayoria de los ingenieros y cientificos estén familiarizados con la teoria y
la préctica del control automadtico.

Este libro pretende ser un texto en sistemas de control para un nivel avanzado en el bachille-
rato o en la universidad. Todos los materiales necesarios se incluyen en el libro. La matemdtica
relacionada con las transformadas de Laplace y el andlisis vectorial y matricial se presentan en
apéndices separados.

Breve revision de los desarrollos histéricos de la teoria y practica del con-
trol. El primer trabajo significativo en control automatico fue el regulador de velocidad centri-
fugo de James Watt para el control de la velocidad de una méquina de vapor, en el siglo diecio-
cho. Minorsky, Hazen y Nyquist, entre muchos otros, aportaron trabajos importantes en las
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etapas iniciales del desarrollo de la teoria de control. En 1922, Minorsky trabajé en controladores
automaticos para el guiado de embarcaciones, y mostré que la estabilidad puede determinarse a
partir de las ecuaciones diferenciales que describen el sistema. En 1932, Nyquist disefi¢ un pro-
cedimiento relativamente simple para determinar la estabilidad de sistemas en lazo cerrado, a
partir de la respuesta en lazo abierto a entradas sinusoidales en estado estacionario. En 1934,
Hazen, quien introdujo el término Servomecanismos para los sistemas de control de posicion,
analizé el disefio de los servomecanismos con relé, capaces de seguir con precision una entrada
cambiante.

Durante la década de los cuarenta, los métodos de la respuesta en frecuencia (especialmente
los diagramas de Bode) hicieron posible que los ingenieros disefiaran sistemas de control lineales
en lazo cerrado que cumplieran los requisitos de comportamiento. En los afios cuarenta y cin-
cuenta muchos sistemas de control industrial utilizaban controladores PID para el control de la
presion, de la temperatura, etc. A comienzos de la década de los cuarenta Ziegler y Nichols esta-
blecieron reglas para sintonizar controladores PID, las denominadas reglas de sintonfa de Zie-
gler-Nichols. A finales de los afos cuarenta y principios de los cincuenta, se desarrollé por com-
pleto el método del lugar de las raices propuesto por Evans.

Los métodos de respuesta en frecuencia y del lugar de las raices, que forman el niicleo de la
teorfa de control cldsica, conducen a sistemas estables que satisfacen un conjunto mas o menos
arbitrario de requisitos de comportamiento. En general, estos sistemas son aceptables pero no
6ptimos desde ningtin punto de vista. Desde el final de la década de los cincuenta, el énfasis en
los problemas de disefio de control se ha desplazado del disefio de uno de los posibles sistemas
que funciona adecuadamente al disefio de un sistema Optimo respecto de algun criterio.

Conforme las plantas modernas con muchas entradas y salidas se vuelven mas y mas comple-
jas, la descripcién de un sistema de control moderno requiere una gran cantidad de ecuaciones.
La teoria de control cldsica, que trata de los sistemas con una entrada y una salida, pierde su
potencialidad cuando se trabaja con sistemas con entradas y salidas multiples. Hacia 1960, debi-
do a la disponibilidad de las computadoras digitales fue posible el andlisis en el dominio del
tiempo de sistemas complejos. La teoria de control moderna, basada en el andlisis en el dominio
del tiempo y la sintesis a partir de variables de estados, se ha desarrollado para manejar la cre-
ciente complejidad de las plantas modernas y los requisitos cada vez mas exigentes sobre preci-
sidén, peso y coste en aplicaciones militares, espaciales e industriales.

Durante los afios comprendidos entre 1960 y 1980, se investigd a fondo el control éptimo
tanto de sistemas deterministicos como estocdsticos, asi como el control adaptativo y con apren-
dizaje de sistemas complejos. Desde la década de los ochenta hasta la de los noventa, los avances
en la teoria de control moderna se centraron en el control robusto y temas relacionados.

La teoria de control moderna se basa en el andlisis en el dominio temporal de los sistemas de
ecuaciones diferenciales. La teoria de control moderna simplificé el disefio de los sistemas de
control porque se basa en un modelo del sistema real que se quiere controlar. Sin embargo, la
estabilidad del sistema depende del error entre el sistema real y su modelo. Esto significa que
cuando el controlador disefiado basado en un modelo se aplica al sistema real, éste puede no ser
estable. Para evitar esta situacion, se disefia el sistema de control definiendo en primer lugar el
rango de posibles errores y después disefiando el controlador de forma que, si el error del sistema
estd en dicho rango, el sistema de control disefiado permanezca estable. El método de disefio
basado en este principio se denomina teoria de control robusto. Esta teoria incorpora tanto la
aproximacion de respuesta en frecuencia como la del dominio temporal. Esta teoria es matemati-
camente muy compleja.
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Como esta teoria requiere una base matemadtica de nivel de licenciados, la inclusién de la
teoria de control robusto en este libro estd limitada inicamente a aspectos introductorios. El lec-
tor interesado en detalles sobre la teoria de control robusto deberia cursar previamente un curso
de control de una licenciatura en una universidad.

Definiciones. Antes de analizar los sistemas de control, deben definirse ciertos términos
basicos.

Variable controlada y sefial de control o variable manipulada. La variable controlada es
la cantidad o condicién que se mide y controla. La sefial de control o variable manipulada es la
cantidad o condicién que el controlador modifica para afectar el valor de la variable controlada.
Normalmente, la variable controlada es la salida del sistema. Controlar significa medir el valor
de la variable controlada del sistema y aplicar la variable manipulada al sistema para corregir o
limitar la desviacién del valor medido respecto del valor deseado.

En el estudio de la ingenieria de control, es necesario definir términos adicionales que se
precisan para describir los sistemas de control.

Plantas. Una planta puede ser una parte de un equipo, tal vez un conjunto de los elementos
de una méaquina que funcionan juntos, y cuyo objetivo es efectuar una operacidn particular. En
este libro se llamara planta a cualquier objeto fisico que se va a controlar (como un dispositivo
mecdanico, un horno de calefaccion, un reactor quimico o una nave espacial).

Procesos. El Diccionario Merriam-Webster define un proceso como una operacién o un
desarrollo natural progresivamente continuo, marcado por una serie de cambios graduales que
se suceden unos a otros de una forma relativamente fija y que conducen a un resultado o pro-
posito determinados; o una operacion artificial o voluntaria que se hace de forma progresiva y
que consta de una serie de acciones o movimientos controlados, sistematicamente dirigidos
hacia un resultado o propésito determinado. En este libro se llamard proceso a cualquier opera-
cién que se va a controlar. Algunos ejemplos son los procesos quimicos, econdmicos y bioldgi-
Cos.

Sistemas. Un sistema es una combinacién de componentes que actian juntos y realizan un
objetivo determinado. Un sistema no estd necesariamente limitado a los sistemas fisicos. El con-
cepto de sistema se puede aplicar a fendmenos abstractos y dindmicos, como los que se encuen-
tran en la economia. Por tanto, la palabra sistema debe interpretarse en un sentido amplio que
comprenda sistemas fisicos, biolégicos, econdmicos y similares.

Perturbaciones. Una perturbacién es una sefial que tiende a afectar negativamente el valor
de la salida de un sistema. Si la perturbacién se genera dentro del sistema se denomina interna,
mientras que una perturbacidn externa se genera fuera del sistema y es una entrada.

Control realimentado. El control realimentado se refiere a una operacién que, en presencia
de perturbaciones, tiende a reducir la diferencia entre la salida de un sistema y alguna entrada de
referencia, y lo realiza tomando en cuenta esta diferencia. Aqui s6lo se especifican con este tér-
mino las perturbaciones impredecibles, ya que las perturbaciones predecibles o conocidas siem-
pre pueden compensarse dentro del sistema.



4

Ingenieria de control moderna

1-2 Ejemplos de sistemas de control

En esta seccidn se presentardn algunos ejemplos de sistemas de control.

Sistema de control de velocidad. El principio bésico del regulador de velocidad de
Watt para una maquina se ilustra en el diagrama esquematico de la Figura 1-1. La cantidad de
combustible que se admite en la maquina se ajusta de acuerdo con la diferencia entre la veloci-
dad de la maquina que se pretende y la velocidad real.

La secuencia de acciones puede describirse del modo siguiente: el regulador de velocidad se
ajusta de modo que, a la velocidad deseada, no fluya aceite a presion en ningtn lado del cilindro
de potencia. Si la velocidad real cae por debajo del valor deseado debido a una perturbacion, la
disminucion de la fuerza centrifuga del regulador de velocidad provoca que la valvula de control
se mueva hacia abajo, aportando mds combustible, y la velocidad del motor aumenta hasta alcan-
zar el valor deseado. Por otra parte, si la velocidad del motor aumenta por encima del valor de-
seado, el incremento en la fuerza centrifuga del regulador provoca que la vdlvula de control se
mueva hacia arriba. Esto disminuye el suministro de combustible, y la velocidad del motor se
reduce hasta alcanzar el valor deseado.

En este sistema de control de velocidad, la planta (el sistema controlado) es la maquina y la
variable controlada es la velocidad de la misma. La diferencia entre la velocidad deseada y la
velocidad real es la sefial de error. La sefial de control (la cantidad de combustible) que se va a
aplicar a la planta (la mdquina) es la sefial de actuacion. La entrada externa que se aplica para
alterar la variable controlada es la perturbacién. Un cambio inesperado en la carga es una pertur-
bacién.

Sistema de control de temperatura. La Figura 1-2 muestra un diagrama esquematico
del control de temperatura de un horno eléctrico. La temperatura del horno eléctrico se mide
mediante un termdémetro, que es un dispositivo analdgico. La temperatura analdgica se convierte
a una temperatura digital mediante un convertidor A/D. La temperatura digital se introduce en
un controlador mediante una interfaz. Esta temperatura digital se compara con la temperatura
de entrada programada, y si hay una discrepancia (error) el controlador envia una sefial al

Cilindro
de potencia
Aceite a 1 Eﬂ
baja tension ]
= .{\\,
Valvula
piloto Cerrar Motor — Carga
Abrir
Combustible —— 12X
Valvula
de control

Figura 1-1. Sistema de control de velocidad.
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Figura 1-2. Sistema de control de temperatura.

calefactor, a través de una interfaz, amplificador y relé, para hacer que la temperatura del horno
adquiera el valor deseado.

Sistemas empresariales. Un sistema empresarial estd formado por muchos grupos. Ca-
da tarea asignada a un grupo representard un elemento dindmico del sistema. Para la correcta
operacién de este sistema deben establecerse métodos de realimentacion para informar de los
logros de cada grupo. El acoplamiento cruzado entre los grupos funcionales debe reducirse a un
minimo para evitar retardos de tiempo que no son deseables en el sistema. Cuanto mds pequefio
sea dicho acoplamiento, mds regular serd el flujo de sefiales y materiales de trabajo.

Un sistema empresarial es un sistema en lazo cerrado. Un buen disefio del mismo reducird
el control administrativo requerido. Obsérvese que las perturbaciones en este sistema son
la falta de personal o de materiales, la interrupcion de las comunicaciones, los errores huma-
nos, etc.

El establecimiento de un buen sistema de estimacidén, basado en estadisticas, es imprescindi-
ble para lograr una administracion adecuada. Obsérvese que es un hecho bien conocido que el
comportamiento de tal sistema puede mejorar mediante el uso de tiempo de previsién o anticipa-
cion.

Con el propésito de aplicar la teoria de control para mejorar el comportamiento de este siste-
ma, se debe representar la caracteristica dindmica de los grupos componentes del sistema me-
diante un conjunto de ecuaciones relativamente simples.

Aunque es ciertamente un problema dificil obtener representaciones matemadticas de los gru-
pos componentes, la aplicacion de técnicas de optimizacion a los sistemas empresariales mejora
significativamente el comportamiento de tales sistemas.

Considérese, como ejemplo, una estructura organizativa en ingenieria que esta constituida
por una serie de grupos tales como gestion, investigacién y desarrollo, disefio preliminar, experi-
mentos, disefio de producto y delineacidn, fabricacion y ensamblaje y verificacion. Estos grupos
se interconectan para constituir el sistema completo.

Tal sistema se puede analizar reduciéndolo al conjunto mas elemental de componentes nece-
sarios que proporciona los detalles analiticos requeridos y representando las caracteristicas dina-
micas de cada componente mediante un conjunto de ecuaciones simples. (El comportamiento
dindmico de este sistema se puede determinar a partir de la relacion entre los resultados progresi-
vos y el tiempo.)

Se puede dibujar un diagrama de bloque funcional utilizando bloques para representar las
actividades funcionales e interconectar lineas de sefial para representar la salida de informacién
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Figura 1-3. Diagrama de bloques de un sistema de organizacion en ingenieria.

o producto de la operacién del sistema. En la Figura 1-3 se muestra un posible diagrama de
bloque.

Sistema de control robusto. El primer paso para el disefio de un sistema de control es
la obtencién del modelo matemadtico de la planta u objeto de control. En realidad, cualquier mo-
delo de una planta que se quiere controlar incluird un error debido al proceso de modelado. Esto
es, la planta real difiere del modelo que se va a utilizar en el disefio del sistema de control.

Una aproximacién razonable para asegurar que el controlador disefiado basado en un modelo
funcionard adecuadamente cuando se utilice con la planta real, consiste en asumir desde el
comienzo que existe una incertidumbre o error entre la planta real y su modelo matematico e
incluir dicha incertidumbre o error en el proceso de disefio del sistema de control. El sistema de
control disefiado basado en esta aproximacion se denomina sistema de control robusto.

Si se supone que la planta real que se desea controlar es G(S) y que el modelo matemadtico de
la planta real es G(S), esto es

G(S) = modelo de la planta real que tiene una incertidumbre A(S)
G(s) = modelo de la planta nominal que se va a utilizar en el disefio del sistema de control

G(s) y G(S) pueden estar relacionados por un factor multiplicativo del tipo

G(s) = G(S)[1 + A(S)]
o por un factor aditivo
G(s) = G(s) + A(S)

o de otras formas.

Puesto que no se conoce la descripcion exacta de la incertidumbre o error A(S), se utiliza una
estimacion de A(S) y en el disefio del controlador se emplea esta estimacién, W(S). W(S) es una
funcién de transferencia escalar del tipo

B W(jo)]

<w<®

donde ||W(S)||., es el maximo valor de [W(jw)| para 0 < w < o0 y se denomina norma H infinito
de W(s).

Si se utiliza el teorema de la pequefa ganancia, el proceso de disefio conlleva la determina-
cion del controlador K(S) que satisfaga la desigualdad,

W(s)
1 + K($)G(S)

o0
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donde G(S) es la funcidn de transferencia del modelo utilizada en el proceso de disefio, K(S) es la
funcién de transferencia del controlador y W(S) se escoge como una funcién de transferencia que
aproxima A(S). En la mayoria de los casos practicos, se debe satisfacer mas de una desigualdad
dependientes de G(S), K(s) y W(S). Por ejemplo, para garantizar la estabilidad robusta y el com-
portamiento robusto se requiere que se satisfagan las dos desigualdades siguientes

Win(s)K(s)G(s
H Win(HKES)G(S) <1 para estabilidad robusta

1 + K(S)G(S) ||

< 1 para comportamiento robusto

W(s)
1+ K©S)GO) ||,

(En la Seccién 10-9 se deducirdn estas desigualdades). Hay muchas desigualdades de este tipo
que se tienen que satisfacer en muchos sistemas diferentes de control robusto. (Estabilidad ro-
busta significa que el controlador K(S) garantiza la estabilidad interna de todos los sistemas que
pertenecen a un grupo de sistemas que representan el sistema de la planta real. Comportamiento
robusto significa que el comportamiento especificado se satisface para todos los sistemas que
pertenecen a este grupo). En este libro se supone que se conocen con precision todas las plantas
de los sistemas de control que se presentan, excepto las plantas que se discuten en la Seccién
10-9, en la que se presentan aspectos introductorios de la teoria de control robusto.

Control en lazo cerrado en comparacion
con control en lazo abierto

Sistemas de control realimentados. Un sistema que mantiene una relaciéon determi-
nada entre la salida y la entrada de referencia, compardndolas y usando la diferencia como medio
de control, se denomina sistema de control realimentado. Un ejemplo seria el sistema de control
de temperatura de una habitacién. Midiendo la temperatura real y compardndola con la tempera-
tura de referencia (temperatura deseada), el termostato activa o desactiva el equipo de calefac-
cién o de enfriamiento para asegurar que la temperatura de la habitacién se mantiene en un nivel
confortable independientemente de las condiciones externas.

Los sistemas de control realimentados no se limitan a la ingenieria, sino que también se en-
cuentran en diversos campos ajenos a ella. Por ejemplo, el cuerpo humano es un sistema de con-
trol realimentado muy avanzado. Tanto la temperatura corporal como la presiéon sanguinea se
conservan constantes mediante una realimentacion fisioldgica. De hecho, la realimentacion reali-
za una funcién vital: hace que el cuerpo humano sea relativamente insensible a las perturbacio-
nes externas, permitiendo que funcione de forma adecuada en un entorno cambiante.

Sistemas de control en lazo cerrado. Los sistemas de control realimentados se deno-
minan también sistemas de control en lazo cerrado. En la practica, los términos control reali-
mentado y control en lazo cerrado se usan indistintamente. En un sistema de control en lazo
cerrado, se alimenta al controlador la sefial de error de actuacién, que es la diferencia entre la
sefial de entrada y la sefial de realimentacidn (que puede ser la propia sefial de salida o una fun-
cién de la sefial de salida y sus derivadas y/o integrales), con el fin de reducir el error y llevar la
salida del sistema a un valor deseado. El término control en lazo cerrado siempre implica el uso
de una accion de control realimentado para reducir el error del sistema.
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Sistemas de control en lazo abierto. Los sistemas en los cuales la salida no tiene
efecto sobre la accién de control se denominan sistemas de control en lazo abierto. En otras
palabras, en un sistema de control en lazo abierto no se mide la salida ni se realimenta para
compararla con la entrada. Un ejemplo practico es una lavadora. El remojo, el lavado y el centri-
fugado en la lavadora operan con una base de tiempo. La mdquina no mide la sefial de salida, que
es la limpieza de la ropa.

En cualquier sistema de control en lazo abierto, la salida no se compara con la entrada de
referencia. Asi, a cada entrada de referencia le corresponde una condicién de operacion fija; co-
mo resultado de ello, la precisiéon del sistema depende de la calibracién. Ante la presencia de
perturbaciones, un sistema de control en lazo abierto no realiza la tarea deseada. En la practica,
el control en lazo abierto s6lo se usa si se conoce la relacion entre la entrada y la salida y si no
hay perturbaciones internas ni externas. Es evidente que estos sistemas no son de control reali-
mentado. Obsérvese que cualquier sistema de control que opere con una base de tiempo estd en
lazo abierto. Por ejemplo, el control de trafico mediante sefiales operadas con una base de tiempo
es otro ejemplo de control en lazo abierto.

Sistemas de control en lazo cerrado en comparaciéon con sistemas en lazo
abierto. Una ventaja del sistema de control en lazo cerrado es que el uso de la realimentacion
vuelve la respuesta del sistema relativamente insensible a las perturbaciones externas y a las va-
riaciones internas en los pardmetros del sistema. Es asi posible usar componentes relativamente
poco precisos y baratos para obtener el control adecuado de una planta determinada, mientras
que hacer eso es imposible en el caso de un sistema en lazo abierto.

Desde el punto de vista de estabilidad, el sistema de control en lazo abierto es mas facil de
desarrollar, porque la estabilidad del sistema no es un problema importante. Por otra parte, la
estabilidad es un gran problema en el sistema de control en lazo cerrado, que puede conducir a
corregir en exceso errores que producen oscilaciones de amplitud constante o cambiante.

Debe sefialarse que, para los sistemas en los que se conocen con anticipacion las entradas y
en los cuales no hay perturbaciones, es aconsejable emplear un control en lazo abierto. Los siste-
mas de control en lazo cerrado sélo tienen ventajas cuando se presentan perturbaciones y/o varia-
ciones impredecibles en los componentes del sistema. Obsérvese que la potencia nominal de sali-
da determina en forma parcial el coste, peso y tamafio de un sistema de control. El nimero de
componentes usados en un sistema de control en lazo cerrado es mayor que el que se emplea
para un sistema de control equivalente en lazo abierto. Por tanto, el sistema de control en lazo
cerrado suele tener costes y potencias mas grandes. Para disminuir la potencia requerida de un
sistema, se emplea un control en lazo abierto siempre que pueda aplicarse. Por lo general, una
combinacién adecuada de controles en lazo abierto y en lazo cerrado es menos costosa y ofrecerd
un comportamiento satisfactorio del sistema global.

La mayoria de los andlisis y disefios de sistemas de control presentados en este libro son
sistemas de control en lazo cerrado. En ciertas circunstancias (por ejemplo, si no hay perturba-
ciones o la salida es dificil de medir) pueden ser deseables los sistemas de control en lazo abier-
to. Por tanto, es conveniente resumir las ventajas y desventajas de utilizar sistemas de control en
lazo abierto.

Las ventajas fundamentales de los sistemas de control en lazo abierto son las siguientes:

1. Construccion simple y facilidad de mantenimiento.
2. Menos costosos que el correspondiente sistema en lazo cerrado.

3. No hay problemas de estabilidad.



Capitulo 1. Introduccion a los sistemas de control 9

4. Convenientes cuando la salida es dificil de medir o cuando medir la salida de manera
precisa no es econdmicamente viable. (Por ejemplo, en el caso de la lavadora, seria bas-
tante costoso proporcionar un dispositivo para medir la calidad de la salida de la lavado-
ra, es decir, la limpieza de la ropa lavada.)

Las desventajas fundamentales de los sistemas de control en lazo abierto son las siguientes:

1. Las perturbaciones y los cambios en la calibracidn originan errores, y la salida puede ser
diferente de lo que se desea.

2. Para mantener la calidad requerida en la salida, es necesaria la recalibracion de vez en
cuando.

1-4 Disefio y compensacion de sistemas de control

Este libro presenta aspectos basicos del disefio y compensacion de los sistemas de control. La
compensacion es la modificacién de la dindmica del sistema para que se satisfagan unas especifi-
caciones determinadas. Las aproximaciones al disefio de sistemas de control y compensacion que
se presentan en este libro son la aproximacién mediante el lugar de las raices, la respuesta en
frecuencia y la aproximacion en el espacio de estados. El disefio de sistemas de control utilizan-
do estos métodos se presenta en los Capitulos 6, 7, 9 y 10. El disefio de sistemas de control
basado en compensadores PID se presenta en el Capitulo 8.

En el disefio real de un sistema de control, el que se utilice un compensador electrénico,
neumadtico o hidrdulico debe decidirse en parte en funcién de la naturaleza de la planta que se
controla. Por ejemplo, si la planta que se controla contiene fluidos inflamables, debe optarse por
los componentes neumadticos (tanto un compensador como un actuador) para eliminar la posibili-
dad de que salten chispas. Sin embargo, si no existe el riesgo de incendio, los que se usan con
mayor frecuencia son los compensadores electrénicos. (De hecho, es comiin transformar las se-
fiales no eléctricas en sefiales eléctricas, debido a la sencillez de la transmisién, mayor precision,
mayor fiabilidad, una mayor facilidad en la compensacion, etcétera.)

Especificaciones de comportamiento. Los sistemas de control se disefian para reali-
zar tareas especificas. Los requisitos impuestos sobre el sistema de control se dan como especifi-
caciones de comportamiento. Las especificaciones pueden venir dadas como requisitos en la res-
puesta transitoria (como, por ejemplo, la mdxima sobreelongacién y el tiempo de asentamiento
en la respuesta a un escalén) y requisitos en el estado estacionario (como, por ejemplo, el error
en estado estacionario frente a una entrada tipo rampa). Las especificaciones de un sistema de
control se deben dar antes de que comience el proceso de disefio.

Para problemas de disefio rutinarios, las especificaciones de comportamiento (las cuales rela-
cionan la precisidn, la estabilidad relativa y la velocidad de respuesta) se proporcionan en térmi-
nos de valores numéricos precisos. En otros casos, se ofrecen una parte en términos de valores
numéricos precisos y otra parte en términos de planteamientos cualitativos. En este tiltimo caso,
puede ser necesario modificar las especificaciones durante el proceso del disefio, ya que es posi-
ble que las especificaciones dadas nunca se cumplan (debido a que los requisitos producen con-
flictos) o conduzcan a un sistema muy costoso.

Por lo general, las especificaciones de comportamiento no deben ser mds restrictivas de lo
necesario para realizar la tarea definida. Si la precisién de una operacion en estado estable es de
vital importancia para un sistema de control, no se deben pedir especificaciones de compor-
tamiento mads restrictivas de lo necesario sobre la respuesta transitoria, ya que tales especifica-
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ciones requerirdn componentes costosos. Recuérdese que la parte mas importante del disefio de
un sistema de control es la precision en el planteamiento de las especificaciones de comporta-
miento con el fin de obtener un sistema de control éptimo para el propédsito deseado.

Compensacion del sistema. Establecer la ganancia es el primer paso para llevar al sis-
tema a un comportamiento satisfactorio. Sin embargo, en muchos casos practicos, ajustando tini-
camente la ganancia tal vez no proporcione la alteracion suficiente en el comportamiento del
sistema para cumplir las especificaciones dadas. Como ocurre con frecuencia, incrementar el va-
lor de la ganancia mejora el comportamiento en estado estacionario pero produce una estabilidad
deficiente o, incluso, inestabilidad. En este caso, es necesario volver a disefar el sistema (modifi-
cando la estructura o incorporando dispositivos o componentes adicionales) para alterar el com-
portamiento general, de modo que el sistema se comporte como se desea. Este nuevo disefio o
adicién de un dispositivo apropiado se denomina compensacién. Un elemento insertado en el
sistema para satisfacer las especificaciones se denomina compensador. El compensador modifica
el comportamiento deficiente del sistema original.

Procedimientos de disefio. En la aproximacion de prueba y error para el disefio de un
sistema, se parte de un modelo matemadtico del sistema de control y se ajustan los parametros de
un compensador. La parte de este proceso que requiere mds tiempo es la verificacién del com-
portamiento del sistema mediante un anélisis, despues de cada ajuste de los pardmetros. El dise-
fiador debe utilizar un programa para computador como MATLAB para evitar gran parte del
célculo numérico que se necesita para esta verificacion.

Una vez obtenido un modelo matematico satisfactorio, el disefiador debe construir un prototi-
po y probar el sistema en lazo abierto. Si se asegura la estabilidad absoluta en lazo abierto, el
disenador cierra el lazo y prueba el comportamiento del sistema en lazo cerrado. Debido a los
efectos de carga no considerados entre los componentes, la falta de linealidad, los pardmetros
distribuidos, etc., que no se han tenido en cuenta en el disefio original, es probable que el com-
portamiento real del prototipo del sistema difiera de las predicciones tedricas. Por tanto, tal vez
el primer disefio no satisfaga todos los requisitos de comportamiento. Mediante el método de
prueba y error, el disefiador debe cambiar el prototipo hasta que el sistema cumpla las especifica-
ciones. Debe analizar cada prueba e incorporar los resultados de este andlisis en la prueba si-
guiente. El disefiador debe conseguir que el sistema final cumpla las especificaciones de compor-
tamiento y, al mismo tiempo, sea fiable y econémico.

1-5 Contenido del libro

El libro estd organizado en 10 capitulos. A continuacién se describe brevemente el contenido de
cada capitulo.

El Capitulo 1 presenta una introduccién al libro.

En el Capitulo 2 se aborda el modelado matemadtico de sistemas de control descritos median-
te ecuaciones diferenciales lineales. Concretamente, se presentan las funciones de transferencia y
las ecuaciones diferenciales que describen a los sistemas. También se analizan las ecuaciones en
el espacio de estados. Se utiliza MATLAB para transformar modelos matematicos descritos me-
diante funciones de transferencia al espacio de estados y viceversa. Este libro trata los sistemas
lineales en detalle. Si el modelo matemaético de cualquier sistema es no lineal, necesita ser linea-
lizado antes de poder aplicar las teorias que se presentan en este libro. En este capitulo se incluye
una técnica para linealizar modelos matematicos no lineales.
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El Capitulo 3 aborda el modelado matematico de sistemas mecdnicos y sistemas eléctricos
que aparecen frecuentemente en los sistemas de control.

El Capitulo 4 trata el modelado matematico de sistemas de fluidos y sistemas térmicos, que
son usuales en los sistemas de control. Los sistemas de fluidos incluyen sistemas de nivel de
liquidos, sistemas neumaticos y sistemas hidraulicos. Ademds en este capitulo se presentan los
sistemas térmicos tal como los sistemas de control de temperatura.

El Capitulo 5 presenta el andlisis de la respuesta transitoria de la respuesta en estado estacio-
nario de los sistemas de control definidos mediante funciones de transferencia. Se proporcionan
también detalles de los andlisis de la respuesta transitoria y de la respuesta en estado estacio-
nario con MATLAB. Ademds se presenta como obtener diagramas tridimensionales con
MATLAB. Asimismo, en este capitulo se presenta el andlisis de estabilidad basado en el criterio
de estabilidad de Routh y se analiza brevemente el criterio de estabilidad de Hurwitz.

El Capitulo 6 expone un andlisis del lugar de las raices de los sistemas de control. Se trata de
un método grafico para determinar las localizaciones de todos los polos en lazo cerrado a partir
del conocimiento de las posiciones de los polos en lazo abierto y de los ceros del sistema en lazo
cerrado cuando un pardmetro (normalmente la ganancia) varia desde cero hasta infinito. Este
método fue desarrollado por W. R. Evans en las inmediaciones de 1950. En la actualidad
MATLAB permite obtener la grafica del lugar de las raices de forma sencilla y rdpida. Este capi-
tulo presenta tanto la obtencién manual del lugar de las raices como la generacién del lugar utili-
zando MATLAB. También se aborda en este capitulo el disefio de sistemas de control utilizando
compensadores de adelanto, de atraso y de adelanto-atraso.

El Capitulo 7 presenta el método de andlisis de la respuesta en frecuencia de los sistemas de
control. Este es el método mds antiguo de andlisis y disefio de sistemas de control y lo desarrolla-
ron durante los afios 1940-1950 Nyquist, Bode, Nichols y Hazen entre otros. Este capitulo pre-
senta detalles de la respuesta en frecuencia de los sistemas de control utilizando la técnica de
compensadores de adelanto, la técnica de compensadores de atraso y la de adelanto-atraso. El
método de respuesta en frecuencia era el método de andlisis y disefio comtinmente utilizado has-
ta que el método en el espacio de estados se convirtio en el mads popular. Sin embargo, desde que
el método de disefio de control robusto H infinito ha ganado en popularidad, la respuesta en fre-
cuencia vuelve a estar de moda.

El Capitulo 8 trata los controles PID basicos y modificados tales como los controladores PID
con varios grados de libertad. El controlador PID tiene tres pardmetros: ganancia proporcional, ga-
nancia integral y ganancia derivativa. En los sistemas de control industriales més de la mitad de los
controladores empleados son controladores PID. El comportamiento de los controladores PID de-
pende de las magnitudes relativas de estos tres pardmetros. La determinacion de las magnitudes
relativas de estos tres pardmetros se denomina sintonia de los controladores PID.

Ziegler y Nichols propusieron las denominadas «reglas de sintonia de Ziegler-Nichols» a co-
mienzos de 1942. Desde entonces se han propuesto numerosas reglas de sintonia. Hoy en dia la
fabricacion de controladores PID tiene sus propias reglas de sintonia. En este capitulo se presenta
un procedimiento de optimizacion para computadora utilizando MATLAB para determinar los
tres pardmetros de forma que se satisfagan las caracteristicas de una respuesta transitoria dada.
Este procedimiento se puede extender para determinar los tres pardmetros de forma que se satis-
faga cualquier caracteristica dada.

El Capitulo 9 presenta el material bdsico para el andlisis de las ecuaciones de estados. Se
analizan completamente los conceptos de controlabilidad y observabilidad, los conceptos més
importantes de la teoria de control moderno, debidos a Kalman. En este capitulo se deriva la
solucién de las ecuaciones de estado.
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El Capitulo 10 trata el disefio de sistemas de control en el espacio de estados. Este capitulo
comienza con problemas de asignacidn de polos y los observadores de estados. En la ingenieria
de control con frecuencia es deseable fijar un indice de comportamiento y tratar de minimizarlo
(o maximizarlo, si es el caso). Si ese indice de comportamiento seleccionado tiene un significado
fisico claro entonces este método es bastante til para determinar la variable de control éptima.
Este capitulo presenta el problema del control éptimo cuadratico en el que se utiliza un indice de
comportamiento que es una integral de una funcién cuadratica de las variables de estado y de la
variable control. La integral se evalia desde t = 0 hasta t = co. Este capitulo finaliza con una
breve discusion sobre los sistemas de control robusto.



Y

Modelado matemdtico
de sistemas de control

2-1 Introduccién

Al estudiar los sistemas de control, el lector debe ser capaz de modelar sistemas dindmicos y
analizar las caracteristicas dindmicas. Un modelo matematico de un sistema dindmico se define
como un conjunto de ecuaciones que representan la dindmica del sistema con precisién o, al
menos, bastante bien. Téngase presente que un modelo matemadtico no es Unico para un sistema
determinado. Un sistema puede representarse de muchas formas diferentes, por lo que puede te-
ner muchos modelos matematicos, dependiendo de cada perspectiva.

La dindmica de muchos sistemas, ya sean mecanicos, eléctricos, térmicos, econémicos, bio-
l6gicos, etc., se describe en términos de ecuaciones diferenciales. Dichas ecuaciones diferencia-
les se obtienen a partir de leyes fisicas que gobiernan un sistema determinado —como las leyes
de Newton para sistemas mecdnicos y las leyes de Kirchhoff para sistemas eléctricos. Se debe
siempre recordar que obtener un modelo matemdtico razonable es la parte mds importante de
todo el andlisis.

A lo largo de este libro se supone que el principio de causalidad se aplica a los sistemas que
se consideren. Esto significa que la salida actual del sistema (la salida en t = 0) depende de las
entradas pasadas (entradas en t < 0) pero no depende de las entradas futuras (entradas para
t>0).

Modelos matematicos. Los modelos matemadticos pueden adoptar muchas formas dis-
tintas. Dependiendo del sistema del que se trate y de las circunstancias especificas, un modelo
matematico puede ser mds conveniente que otros. Por ejemplo, en problemas de control éptimo,
es provechoso usar representaciones en el espacio de estados. En cambio, para los andlisis de la
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respuesta transitoria o de la respuesta en frecuencia de sistemas lineales con una entrada y
una salida invariantes en el tiempo, la representacién mediante la funcién de transferencia pue-
de ser mds conveniente que cualquier otra. Una vez obtenido un modelo matemadtico de un
sistema, se usan diversos recursos analiticos, asi como computadoras para estudiarlo y sinteti-
zarlo.

Simplicidad contra precision. Al obtener un modelo matematico se debe establecer un
compromiso entre la simplicidad del mismo y la precisién de los resultados del anélisis. Al obte-
ner un modelo matemdtico razonablemente simplificado, a menudo resulta necesario ignorar
ciertas propiedades fisicas inherentes al sistema. En particular, si se pretende obtener un mode-
lo matemdtico de pardmetros concentrados lineal (es decir, uno en el que se empleen ecuacio-
nes diferenciales), siempre es necesario ignorar ciertas no linealidades y pardmetros distribui-
dos que pueden estar presentes en el sistema dindmico. Si los efectos que estas propiedades
ignoradas tienen sobre la respuesta son pequefios, se obtendrad un buen acuerdo entre los resul-
tados del andlisis de un modelo matemaético y los resultados del estudio experimental del siste-
ma fisico.

En general, cuando se resuelve un problema nuevo, es conveniente desarrollar primero un
modelo simplificado para obtener una idea general de la solucién. A continuacién se desarrolla
un modelo matemdtico mas completo y se usa para un andlisis con mds pormenores.

Se debe ser consciente de que un modelo de pardmetros concentrados lineal, que puede ser
vélido si opera en baja frecuencia, tal vez no sea vélido en frecuencias suficientemente altas,
debido a que la propiedad no considerada de los pardmetros distribuidos puede convertirse en un
factor importante en el comportamiento dindmico del sistema. Por ejemplo, la masa de un resorte
puede pasarse por alto en operaciones en baja frecuencia, pero se convierte en una propiedad
importante del sistema en altas frecuencias. (Para el caso en el que el modelo matemdtico tiene
en cuenta consideraciones de errores, se puede aplicar la teoria de control robusto. La teorfa de
control robusto se presenta en el Capitulo 10)

Sistemas lineales. Un sistema se denomina lineal si se aplica el principio de superposi-
cién. Este principio establece que la respuesta producida por la aplicacién simultdnea de dos
funciones de entradas diferentes es la suma de las dos respuestas individuales. Por tanto, para el
sistema lineal, la respuesta a varias entradas se calcula tratando una entrada cada vez y sumando
los resultados. Este principio permite desarrollar soluciones complicadas para la ecuacién dife-
rencial lineal a partir de soluciones simples.

Si en una investigacion experimental de un sistema dindmico son proporcionales la causa y
el efecto, lo cual implica que se aplica el principio de superposicion, el sistema se considera
lineal.

Sistemas lineales invariantes y variantes en el tiempo. Una ecuacién diferencial
es lineal si sus coeficientes son constantes o son funciones sélo de la variable independiente. Los
sistemas dindmicos formados por componentes de parimetros concentrados lineales invariantes
con el tiempo se describen mediante ecuaciones diferenciales lineales invariantes en el tiempo
—de coeficientes constantes. Tales sistemas se denominan sistemas lineales invariantes en el
tiempo (o lineales de coeficientes constantes). Los sistemas que se representan mediante ecua-
ciones diferenciales cuyos coeficientes son funciones del tiempo, se denominan sistemas lineales
variantes en el tiempo. Un ejemplo de un sistema de control variante en el tiempo es un sistema
de control de naves espaciales. (La masa de una nave espacial cambia debido al consumo de
combustible.)
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Contenido del capitulo. En la Seccién 2-1 se ha presentado una introduccién al modela-
do matemadtico de sistemas dindmicos. La Seccidn 2-2 presenta la funcidn de transferencia y la
respuesta-impulso. La Seccién 2-3 introduce los sistemas de control automaético y la Seccién 2-4
analiza conceptos del modelado en el espacio de estados. La Seccién 2-5 presenta una represen-
tacion en el espacio de estados de sistemas dindmicos. La Seccién 2-6 trata la transformacién de
modelos matematicos con MATLAB. Por ultimo, la Seccién 2-7 analiza la linealizacion de mo-
delos matematicos no lineales.

Funcion de transferencia y de respuesta-impulso

En la teoria de control, a menudo se usan las funciones de transferencia para caracterizar las
relaciones de entrada-salida de componentes o de sistemas que se describen mediante ecuaciones
diferenciales lineales invariantes en el tiempo. Se comenzard por definir la funcién de transferen-
cia, para proseguir con el cdlculo de la funcion de transferencia de un sistema de ecuaciones
diferenciales. A continuacién se analiza la funcién de respuesta-impulso.

Funcion de transferencia. La funcion de transferencia de un sistema descrito mediante
una ecuacion diferencial lineal e invariante en el tiempo se define como el cociente entre la
transformada de Laplace de la salida (funcion de respuesta) y la transformada de Laplace de
la entrada (funcién de excitacidn) bajo la suposicion de que todas las condiciones iniciales son
cero.

Considérese el sistema lineal e invariante en el tiempo descrito mediante la siguiente ecua-
cién diferencial:

M (-1 .
y+tay +--+a,_y+tay

m -1 .
=byx + bx+--+b,_X+by,x (M =m)

donde y es la salida del sistema y X es la entrada. La funcién de transferencia de este sistema es el
cociente de la transformada de Laplace de la salida y la transformada de Laplace de la entrada
cuando todas las condiciones iniciales son cero, o
P[salida]
g[entrada'] condiciones iniciales cero

Y(S) bes"+bs" '+ 4+ b, s+ by,

X)) as"+as" '+ +a,_s+a,

Funcién de transferencia = G(S) =

A partir del concepto de funcidn de transferencia, es posible representar la dindmica de un
sistema mediante ecuaciones algebraicas en S. Si la potencia més alta de S en el denominador de
la funcién de transferencia es igual a n, el sistema se denomina sistema de orden n-ésimo.

Comentarios acerca de la funcion de transferencia. La aplicacién del concepto de
funcién de transferencia estd limitada a los sistemas descritos mediante ecuaciones diferenciales
lineales invariantes en el tiempo; sin embargo, el enfoque de la funcién de transferencia se usa
extensamente en el andlisis y disefio de dichos sistemas. A continuacién se presentan algunos
comentarios importantes relacionados con la funcién de transferencia. (Obsérvese que en la lista,
los sistemas a los que se hace referencia son aquellos que se describen mediante una ecuacién
diferencial lineal e invariante en el tiempo.)
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1. La funcién de transferencia de un sistema es un modelo matematico porque es un méto-
do operacional para expresar la ecuacion diferencial que relaciona la variable de salida
con la variable de entrada.

2. La funcién de transferencia es una propiedad de un sistema, independiente de la magni-
tud y naturaleza de la entrada o funcién de excitacion.

3. La funcién de transferencia incluye las unidades necesarias para relacionar la entrada
con la salida; sin embargo, no proporciona informacién acerca de la estructura fisica del
sistema. (Las funciones de transferencia de muchos sistemas fisicamente diferentes pue-
den ser idénticas.)

4. Si se conoce la funcién de transferencia de un sistema, se estudia la salida o respues-
ta para varias formas de entrada, con la intencién de comprender la naturaleza del sis-
tema.

5. Si se desconoce la funcién de transferencia de un sistema, puede establecerse experimen-
talmente introduciendo entradas conocidas y estudiando la salida del sistema. Una vez
establecida una funcién de transferencia, proporciona una descripcion completa de las
caracteristicas dindmicas del sistema, a diferencia de su descripcion fisica.

Integral de convolucidn. Para un sistema lineal e invariante en el tiempo, la funcién de
transferencia G(S) es

donde X(S) es la transformada de Laplace de la entrada e Y (S) es la transformada de Laplace de la
salida, y se supone que todas las condiciones iniciales involucradas son cero. De aqui se obtiene
que la salida Y (S) se escribe como el producto de G(S) y X(S), o bien

Y(s) = G(s)X(s) (2-1
Obsérvese que la multiplicacién en el dominio complejo es equivalente a la convolucién en el

dominio del tiempo (véase Apéndice A), por lo que la transformada inversa de Laplace de la
Ecuacién (2-1) se obtiene mediante la siguiente integral de convolucién:

t
y(t) = j x(0g(t — 1 de

0
t

= f g(oxt — 1) de
0

donde tanto g(t) como X(t) son O para t < 0.

Respuesta-impulso. Considérese la salida (respuesta) de un sistema para una entrada
impulso unitario cuando las condiciones iniciales son cero. Como la transformada de Laplace de
la funcién impulso unitario es la unidad, la transformada de Laplace de la salida del sistema es

Y(s) = G(s) (2-2)
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2-3

La transformada inversa de Laplace de la salida obtenida mediante la Ecuacién (2-2) proporcio-
na la respuesta-impulso del sistema. La transformada inversa de Laplace de G(S), o bien

LGE)] = g(t)

se denomina respuesta-impulso. Esta respuesta g(t) también se denomina funcién de ponderacién
del sistema.

De este modo, la respuesta-impulso g(t) es la respuesta de un sistema lineal a una entrada
impulso unitario cuando las condiciones iniciales son cero. La transformada de Laplace de esta
funcién proporciona la funcién de transferencia. Por tanto, la funcién de transferencia y la res-
puesta-impulso de un sistema lineal e invariante en el tiempo contienen la misma informacion
sobre la dindmica del sistema. Por lo tanto es posible obtener informacién completa sobre las
caracteristicas dindmicas del sistema si se excita el sistema con una entrada impulso y se mide la
respuesta. (En la préctica, una entrada pulso con una duracién muy corta comparada con las
constantes de tiempo significativas del sistema se considera un impulso.)

Sistemas de control automaticos

Un sistema de control puede tener varios componentes. Para mostrar las funciones de cada
componente en la ingenieria de control, por lo general se usa una representacion denominada
diagrama de bloques. En esta seccidn, en primer lugar, se explica qué es un diagrama de blo-
ques. A continuacion se presentan aspectos introductorios a los sistemas de control automatico,
que incluyen diversas acciones de control. Después se expone un método para obtener los dia-
gramas de bloques de sistemas fisicos y, por dltimo, se analizan técnicas para simplificar tales
diagramas.

Diagramas de bloques. Un diagrama de blogues de un sistema es una representacion
gréfica de las funciones que lleva a cabo cada componente y el flujo de sefiales. Tales diagramas
muestran las relaciones existentes entre los diversos componentes. A diferencia de una represen-
tacién matemadtica puramente abstracta, un diagrama de bloques tiene la ventaja de indicar de
forma mas realista el flujo de las sefiales del sistema real.

En un diagrama de bloques todas las variables del sistema se enlazan unas con otras mediante
bloques funcionales. El bloque funcional o simplemente blogque es un simbolo para representar
la operacién matemadtica que sobre la sefial de entrada hace el bloque para producir la salida. Las
funciones de transferencia de los componentes por lo general se introducen en los bloques
correspondientes, que se conectan mediante flechas para indicar la direccion del flujo de sefiales.
Obsérvese que la sefial s6lo puede pasar en la direccion de las flechas. Por tanto, un diagrama de
bloques de un sistema de control muestra explicitamente una propiedad unilateral.

La Figura 2-1 muestra un elemento del diagrama de bloques. La punta de flecha que sefiala el
bloque indica la entrada, y la punta de flecha que se aleja del bloque representa la salida. Tales
flechas se conocen como sefiales.

Funcion de
—— transferencia P
G(s)

Figura 2-1. Elementos de un diagrama de bloques.
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Obsérvese que las dimensiones de la sefial de salida del bloque son las dimensiones de la
sefial de entrada multiplicadas por las dimensiones de la funcién de transferencia en el bloque.

Las ventajas de la representacion mediante diagramas de bloques de un sistema estriban en
que es facil formar el diagrama de bloques general de todo el sistema con s6lo conectar los blo-
ques de los componentes de acuerdo con el flujo de sefiales y en que es posible evaluar la contri-
bucién de cada componente al desempeiio general del sistema.

En general, la operacion funcional del sistema se aprecia con mds facilidad si se examina el
diagrama de bloques que si se revisa el sistema fisico mismo. Un diagrama de bloques contiene
informacidén relacionada con el comportamiento dindmico, pero no incluye informacién de la
construccion fisica del sistema. En consecuencia, muchos sistemas diferentes y no relacionados
pueden representarse mediante el mismo diagrama de bloques.

Debe sefialarse que, en un diagrama de bloques, la principal fuente de energia no se muestra
explicitamente y que el diagrama de bloques de un sistema determinado no es unico. Es posible
dibujar varios diagramas de bloques diferentes para un sistema, dependiendo del punto de vista
del andlisis.

Punto de suma. Remitiéndose a la Figura 2-2, un circulo con una cruz es el simbolo que
indica una operacién de suma. El signo mas o el signo menos en cada punta de flecha indica si la
sefial debe sumarse o restarse. Es importante que las cantidades que se sumen o resten tengan las
mismas dimensiones y las mismas unidades.

Figura 2-2. Punto de suma.

Punto de ramificacion. Un punto de ramificacion es aquel a partir del cual la sefial de un
bloque va de modo concurrente a otros bloques o puntos de suma.

Diagrama de bloques de un sistema en lazo cerrado. La Figura 2-3 muestra un
ejemplo de un diagrama de bloques de un sistema en lazo cerrado. La salida C(S) se realimenta al
punto de suma, donde se compara con la entrada de referencia R(S). La naturaleza en lazo cerra-
do del sistema se indica con claridad en la figura. La salida del bloque, C(S) en este caso, se
obtiene multiplicando la funcién de transferencia G(S) por la entrada al bloque, E(S). Cualquier
sistema de control lineal puede representarse mediante un diagrama de bloques formado por pun-
tos de suma, bloques y puntos de ramificacion.

Cuando la salida se realimenta al punto de suma para compararse con la entrada, es necesario
convertir la forma de la sefial de salida en la de la sefial de entrada. Por ejemplo, en un sistema de
control de temperatura, por lo general la sefial de salida es la temperatura controlada. La sefial de
salida, que tiene la dimensién de la temperatura, debe convertirse a una fuerza, posicién o voltaje
antes de que pueda compararse con la sefial de entrada. Esta conversion se consigue mediante el
elemento de realimentacién, cuya funcién de transferencia es H(S), como se aprecia en la Figura
2-4. La funcién del elemento de realimentacién es modificar la salida antes de compararse con la
entrada. (En la mayor parte de los casos, el elemento de realimentacion es un sensor que mide la
salida de la planta. La salida del sensor se compara con la entrada y se genera la sefial de error.)
En este ejemplo, la sefial de realimentacidn que retorna al punto de suma para compararse con la
entrada es B(s) = H(s)C(s).
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Punto Punto
de suma de bifurcacion
R(s) E(s) C(s)
R(s) E(s) C(s) + G(s)
—>®—> G(s)
A B(s)
H(s) |
Figura 2-3. Diagrama de bloques de un Figura 2-4. Sistema en lazo cerrado.

sistema en lazo cerrado.

Funcién de transferencia en lazo abierto y funcion de transferencia de la
trayectoria directa. Remitiéndose a la Figura 2-4, el cociente de la sefial de realimentacién
B(s) entre la sefial de error E(S) se denomina funcién de transferencia en lazo abierto. Es decir,

©)

B
Funcién de transferencia en lazo abierto = @ = G(S)H(s)

El cociente entre la salida C(s) y la sefial de error E(S) se denomina funcién de transferencia
de la trayectoria directa, por lo que,

C(s
Funcién de transferencia de la trayectoria directa = EES) = G(s)

Si la funcién de transferencia de la trayectoria de realimentacién H(S) es la unidad, la fun-
cién de transferencia en lazo abierto y la funcién de transferencia de la trayectoria directa son
iguales.

Funcion de transferencia en lazo cerrado. Para el sistema que aparece en la Figura
2-4, la salida C(s) y la entrada R(S) se relacionan del modo siguiente:
C(s) = G(S)E(s)
E(s) = R(s) — B(s)
= R(s) — H(S)C(s)
Si se elimina E(S) de estas ecuaciones, se obtiene
C(s) = G()[R(s) — H(s)C(9)]
o bien,
Cs) G(s)
R(s) 1+ G(s)H(s)

(2-3)

La funcién de transferencia que relaciona C(S) con R(S) se denomina funcién de transferencia en
lazo cerrado. Esta funcién de transferencia relaciona la dindmica del sistema en lazo cerrado con
la dindmica de los elementos de las trayectorias directa y de realimentacion.

A partir de la Ecuacién (2-3), C(s) se obtiene mediante

G(s)

€O =1 GenEe "©
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Por tanto, la salida del sistema en lazo cerrado depende claramente tanto de la funcién de transfe-
rencia en lazo cerrado como de la naturaleza de la entrada.

Obtencion de funciones de transferencia en cascada, en paralelo y realimenta-
das (en lazo cerrado) utilizando MATLAB. En el analisis de sistemas de control, frecuen-
temente se necesita calcular funciones de transferencia en cascada, funciones de transferencia
conectadas en paralelo y funciones de transferencia realimentadas (en lazo cerrado). MATLAB
tiene funciones adecuadas parea obtener las funciones de transferencia en cascada, paralelo y
realimentada (lazo cerrado).

Supéngase que hay dos componentes G,(S) y G,(S) conectadas de diferentes formas como se
muestra en la Figura 2-5 (a), (b) y (c), donde

G numl G num?2
) =——-, s) =
i®) denl 2(8) den2

Para obtener las funciones de transferencia del sistema en cascada, en paralelo o realimentado
(lazo cerrado) se utilizan las siguientes instrucciones:

£[num,den] = series(num1,denl,num2,den2)
[num,den] = parallel(num1,den1,num2,den2)
[num,den] =feedback(num1,den1,num2,den2)

Como ejemplo, se considera el caso en el que

10 numl G 5 num?2
= S)=— =
$>+2s+ 10 denl’ 2(9)

G = =
1) S+5 den2

El Programa 2-1 en MATLAB calcula C(s)/R(s) = num/den para cada situacién de G,(S) y G,(S).
Obsérvese que la instruccion

Eprintsys(num,den)

muestra el num/den [esto es, la funcién C(S)/R(S)] del sistema considerado.

R(s) C(s)
(a) —_— Gi(y) 1 Gys) >

> GI(S)

Y

R(s) C(s)
(b) ( %)_>
Ga(s)

R(s) C(s)
> @ > G[(S) >
© 1
Go(s) [

Figura 2-5. (a) Sistema en cascada; (b) sistema paralelo; (c) sistema realimentado (lazo cerrado).

Y
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Controladores automaticos.

MATLAB Programa 2-1

numl = [ 10] ;
denl=[1 2 10];
nung =[0 5];
den2=[1 5];

[ num den] =series(nunil, denl, nun?, den2);
printsys(num den)

num den =

50
s"3+7s"2 + 20s +50

[ num den] = parallel (nuntl, denl, nun?, den2);
printsys(num den)

nunf den =
5572 + 20s + 100
s"3+7s"2 + 20s +50

[num den] = feedback(nuni, denl, nun2, den2);
printsys(num den)

nuni den =

10s + 50
s*"3+7s"2+20s + 100

Un controlador automatico compara el valor real de la sa-

lida de una planta con la entrada de referencia (el valor deseado), determina la desviacién y pro-
duce una sefial de control que reduce la desviacién a cero o a un valor pequefio. La manera en la
cual el controlador automdtico produce la sefial de control se denomina accion de control. La
Figura 2-6 es un diagrama de bloques de un sistema de control industrial que consiste en un
controlador automadtico, un actuador, una planta y un sensor (elemento de medicién). El controla-
dor detecta la sefial de error, que por lo general, estd en un nivel de potencia muy bajo, y la

|
i
Entrada de |

. |
referencia |

(Punto de)
consigna

Figura 2-6. Diagrama de bloques de un sistema de control industrial, formado por un controlador
automatico, un actuador, una planta y un sensor (elemento de medicion).
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amplifica a un nivel lo suficientemente alto. La salida de un controlador automatico se alimenta
a un actuador, como un motor o una valvula neumaticos, un motor hidraulico o un motor eléctri-
co. (El actuador es un dispositivo de potencia que produce la entrada para la planta de acuerdo
con la sefial de control, a fin de que la sefial de salida se aproxime a la sefial de entrada de
referencia.)

El sensor, o elemento de medicidn, es un dispositivo que convierte la variable de salida en
otra variable manejable, como un desplazamiento, una presién o un voltaje, que pueda usarse
para comparar la salida con la sefial de entrada de referencia. Este elemento estd en la trayectoria
de realimentacion del sistema en lazo cerrado. El punto de ajuste del controlador debe convertir-
se en una entrada de referencia con las mismas unidades que la sefal de realimentacidn del sen-
sor o del elemento de medicion.

Clasificacion de los controladores industriales. Los controladores industriales se
clasifican, de acuerdo con sus acciones de control, como:

1. De dos posiciones o controladores on-off
Controladores proporcionales
Controladores integrales

Controladores proporcionales-integrales

Controladores proporcionales-derivativos

© gk~ wnN

Controladores proporcionales-integrales-derivativos

La mayoria de los controladores industriales emplean como fuente de energia la electricidad
o un fluido presurizado, como el aceite o el aire. Los controladores también pueden clasificarse,
seglin el tipo de energia que utilizan en su operacion, como neumadticos, hidraulicos o electréni-
cos. El tipo de controlador que se use debe decidirse basdndose en la naturaleza de la planta y las
condiciones de operacion, incluyendo consideraciones tales como seguridad, costo, disponibili-
dad, fiabilidad, precisién, peso y tamafio.

Accidn de control de dos posiciones o de encendido y apagado (on/off). En un
sistema de control de dos posiciones, el elemento de actuacién sélo tiene dos posiciones fijas,
que, en muchos casos, son simplemente encendido y apagado. El control de dos posiciones o de
encendido y apagado es relativamente simple y barato, razén por la cual su uso es extendido en
sistemas de control tanto industriales como domésticos.

Supoéngase que la sefial de salida del controlador es U(t) y que la sefial de error es €e(t). En el
control de dos posiciones, la sefial U(t) permanece en un valor ya sea mdximo o minimo, depen-
diendo de si la sefial de error es positiva o negativa. De este modo,

uit) = U, parae(t) > 0
= U,, parae(t) <0

donde U, y U, son constantes. Por lo general, el valor minimo de U, es cero o —U,. Es comin
que los controladores de dos posiciones sean dispositivos eléctricos, en cuyo caso se usa extensa-
mente una valvula eléctrica operada por solenoides. Los controladores neumaticos proporciona-
les con ganancias muy altas funcionan como controladores de dos posiciones y, en ocasiones, se
denominan controladores neumaticos de dos posiciones.

Las Figuras 2-7(a) y (b) muestran los diagramas de bloques para dos controladores de dos
posiciones. El rango en el que debe moverse la sefial de error antes de que ocurra la conmuta-
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Salto diferencial

e Ui u Uiy
e u
Uz

Uy

(@) (b)

Figura 2-7. (a) Diagrama de bloques de un controlador on-off;
(b) diagrama de bloques de un controlador con salto diferencial.

cién se denomina brecha diferencial. En la Figura 2-7(b) se sefiala una brecha diferencial. Tal
brecha hace que la salida del controlador u(t) conserve su valor presente hasta que la sefial de
error se haya desplazado ligeramente més alld de cero. En algunos casos, la brecha diferencial es
el resultado de una friccién no intencionada y de un movimiento perdido; sin embargo, con fre-
cuencia se provoca de manera intencional para evitar una operacién demasiado frecuente del me-
canismo de encendido y apagado.

Considérese el sistema de control de nivel de liquido de la Figura 2-8(a), donde se utiliza la
vélvula electromagnética de la Figura 2-8(b) para controlar el flujo de entrada. Esta valvula estd
abierta o cerrada. Con este control de dos posiciones, el flujo de entrada del agua es una constan-
te positiva o cero. Como se aprecia en la Figura 2-9, la sefial de salida se mueve continuamente
entre los dos limites requeridos y provoca que el elemento de actuacién se mueva de una posi-
cion fija a la otra. Obsérvese que la curva de salida sigue una de las dos curvas exponencia-

Nucleo de hierro

% 11<5)V movil
et o
@ : ~<— Nicleo
| Flotador magnético
C—T >
|
R

() (b)

Figura 2-8. (@) Sistema de control de nivel de liquidos; (b) valvula electromagnética.

h(t)

\ | difgfe];céial

ANAN \ d

0 t
Figura 2-9. Curva de nivel h(t) frente a t para el sistema mostrado en la Figura 2-8(a).



24

Ingenieria de control moderna

les, una de las cuales corresponde a la curva de llenado y la otra a la curva de vaciado. Tal
oscilacion de salida entre dos limites es una respuesta comun caracteristica de un sistema bajo un
control de dos posiciones.

En la Figura 2-9 se observa que, para reducir la amplitud de la oscilaciéon de salida, debe
disminuirse la brecha diferencial. Sin embargo, la reduccién de la brecha diferencial aumenta la
cantidad de conmutaciones de encendido y apagado por minuto y reduce la vida {til del compo-
nente. La magnitud de la brecha diferencial debe determinarse a partir de consideraciones tales
como la precisién requerida y la vida del componente.

Accidn de control proporcional. Para un controlador con accién de control proporcio-
nal, la relacion entre la salida del controlador u(t) y la sefial de error e(t) es:

u(t) = Kee)
o bien, en cantidades transformadas por el método de Laplace,

ues) _
Es) P

donde K se considera la ganancia proporcional.
Cualquiera que sea el mecanismo real y la forma de la potencia de operacion, el controlador
proporcional es, en esencia, un amplificador con una ganancia ajustable.

Accion de control integral. En un controlador con accién de control integral, el valor
de la salida del controlador u(t) se cambia a una razén proporcional a la sefial de error e(t).
Es decir,
du(t)

T = K;e(t)

o bien
t
ui) =K, j e(t) dt
0

donde K; es una constante ajustable. La funcion de transferencia del controlador integral es

U _ K

EGS) S

Accion de control proporcional-integral. La accién de control de un controlador pro-
porcional-integral (PI) se define mediante

t

KP
ut) = Kpe(t) + T J e(t) dt

0
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o la funcién de transferencia del controlador es

U(s) 1
— = Kp<1 + —>
E(s) T;s

donde T; se denomina tiempo integral.

Accién de control proporcional-derivativa. La accién de control de un controlador
proporcional-derivativa (PD) se define mediante

de(t)
u) = KpE(t) + KpTd F
y la funcién de transferencia es
Ues) Ko(1 +T
- = s
E(S) p( d )

donde T, es el tiempo derivativo.

Accion de control proporcional-integral-derivativa. La combinacién de la accién
de control proporcional, la accién de control integral y la accidon de control derivativa se denomi-
na accién de control proporcional-integral-derivativa. Esta accién combinada tiene las ventajas
de cada una de las tres acciones de control individuales. La ecuacién de un controlador con esta
accién combinada estd dada por

=K t-i-ﬁ t tdt+KT@
) = Kye® + 3 | et + KTy =

o la funcion de transferencia es

EG) "( Tis ds)

donde K;, es la ganancia proporcional, T; es el tiempo integral y Ty es el tiempo derivativo.
El diagrama de bloques de un controlador proporcional-integral-derivativo aparece en la Figu-
ra 2-10.

; @EQ Ky(1+ Tys + T; Tys?) | U0
Tis

Figura 2-10. Diagrama de bloques de un controlador
proporcional-integral-derivativo.

Un sistema en lazo cerrado sujeto a una perturbacioén. La Figura 2-11 muestra un
sistema en lazo cerrado sujeto a una perturbacion. Cuando se presentan dos entradas (la entra-
da de referencia y la perturbacién) en un sistema lineal, cada una de ellas puede tratarse de
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Perturbacién
D(s)

R(s) C(s)
Gi(s) + Go(s) >

H(s)

Figura 2-11. Sistema en lazo cerrado sujeto a perturbaciones.

forma independiente; y las salidas correspondientes a cada entrada pueden sumarse para obtener
la salida completa. La forma en que se introduce cada entrada en el sistema se muestra en el
punto de suma mediante un signo mas o un signo menos.

Considérese el sistema que se muestra en la Figura 2-11. Al examinar el efecto de la pertur-
bacién D(s), podemos suponer que el sistema estd inicialmente relajado, con un error cero; des-
pués se puede calcular la respuesta Cp(S) sélo para la perturbacién. Esta respuesta se encuentra a
partir de

Cp(s) _ G,(s)
D(s) 1+ G(8)Gx(S)H(s)

Por otra parte, si se considera la respuesta a la entrada de referencia R(S), se puede suponer que la
perturbacion es cero. Entonces, la respuesta C(S) a la entrada de referencia R(S) se obtiene a
partir de

Cas) _  Gi(5)Ga(9)

RGS) 1+ Gi(9)Gx(s)H(s)

La respuesta a la aplicacion simultdnea de la entrada de referencia y la perturbacién se obtie-
ne sumando las dos respuestas individuales. En otras palabras, la respuesta C(S) producida
por la aplicacién simultdnea de la entrada de referencia R(S) y la perturbacién D(S) se obtiene
mediante

C(s) = Cr(s) + Cp(s)

_ Ga(s) [G,(S)R(S) + D(9)]
1 + G,(8)G,()H(S) !

Considérese ahora el caso en el que |G;(S)H(S)| > 1 y |G,(S)G,(S)H(S)| > 1. En este caso, la
funcién de transferencia en lazo cerrado Cp(S)/D(S) se hace casi cero, y se suprime el efecto de la
perturbacién. Esta es una ventaja del sistema en lazo cerrado.

Por otra parte, la funcién de transferencia en lazo cerrado Cgx(S)/R(S) se aproxima a 1/H(S)
conforme aumenta la ganancia de G,(S)G,(S)H(S). Esto significa que si |G(S)G,(S)H(S)| > 1, en-
tonces la funcién de transferencia en lazo cerrado Cx(S)/R(S) se vuelve independiente de G,(s) y
G,(S) y se hace inversamente proporcional a H(S), por lo que las variaciones de G,(S) y G,(s) no
afectan a la funcién de transferencia en lazo cerrado Cg(S)/R(S). Es facil observar que cualquier
sistema en lazo cerrado con una realimentacidn unitaria, H(S) = 1, tiende a igualar la entrada y
la salida.
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Procedimientos para dibujar un diagrama de bloques. Para dibujar el diagrama de
bloques de un sistema, primero se escriben las ecuaciones que describen el comportamiento di-
ndmico de cada componente. A continuacién se toma las transformadas de Laplace de estas
ecuaciones, suponiendo que las condiciones iniciales son cero, y se representa individualmente
en forma de bloques cada ecuacién transformada por el método de Laplace. Por tdltimo, se inte-
gran los elementos en un diagrama de bloques completo.

Como ejemplo, considérese el circuito RC de la Figura 2-12(a). Las ecuaciones para el cir-
cuito son

(2-4)

{idt
& =" (2-5)
Las transformadas de Laplace de las Ecuaciones (2-4) y (2-5), con condiciones iniciales iguales a
cero, resultan

|(S) = Ei(s);EO(S) (2_6)
I(s
Eo(8) = g 2-7)

La Ecuacién (2-6) representa una operacién de suma, y el diagrama correspondiente aparece en
la Figura 2-12(b). La Ecuacién (2-7) representa el bloque de la Figura 2-12(c). Si se integran
estos dos elementos se obtiene el diagrama de bloques general para el sistema, tal como aparece
en la Figura 2-12(d).

Reduccién de un diagrama de bloques. Es importante sefialar que los bloques pue-
den conectarse en serie, sélo si la entrada de un bloque no se ve afectada por el bloque siguiente.
Si hay efectos de carga entre los componentes, es necesario combinarlos en un bloque tnico.

Cualquier nimero de bloques en cascada que representen componentes sin carga puede susti-
tuirse con un solo bloque, cuya funcién de transferencia sea simplemente el producto de las fun-
ciones de transferencia individuales.

R E;(s) 1 1(s)
o—WW——3+—0 e
¢ C—= e, Ey(s)
i

o o) (b)

(@)

1(s) | Es) Ei(s) ECEEE E,(s)
—_— — —
Cs R Cs

()]

Figura 2-12. (a) Circuito RC; (b) diagrama de bloques de la Ecuacion (2-6); (c) diagrama
de bloques de la Ecuacion (2-7); (d) diagrama de blogues del circuito RC.
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Un diagrama de bloques complicado que contenga muchos lazos de realimentacion se simpli-
fica mediante un reordenamiento paso a paso. La simplificacién de un diagrama de bloques me-
diante reordenamientos y sustituciones reduce de manera considerable la labor necesaria para el
andlisis matemdtico subsecuente. Sin embargo, debe sefialarse que, conforme se simplifica el
diagrama de bloques, las funciones de transferencia de los bloques nuevos se vuelven mds com-
plejas, debido a que se generan polos y ceros nuevos.

EJEMPLO 2-1 Considere el sistema que aparece en la Figura 2-13(a). Simplifiquese este diagrama. Si se mueve el
punto suma del lazo de realimentacién negativa que contiene H, hacia afuera del lazo de realimen-
tacién positiva que contiene H;, se obtiene la Figura 2-13(b). Si se elimina el lazo de realimenta-
cion positiva se obtiene la Figura 2-13(c). La eliminacién del lazo que contiene H,/G, origina la
Figura 2-13(d). Por tltimo, si se elimina el lazo de realimentacion se obtiene la Figura 2-13(e).

‘ -
R c
@ —>— @-» Gy -»@-» Gy | G,

1 Hi <
e
‘ .
R ©
(b) = @-» G, | G, > Gs3 >
Hq <t
Ha

O — GG | | ©
1-G;G,H; g

R GGy €
(d) h
1- GleHl + G2G3H2
Figura 2-13. (@) Sistema con
R G1G,G3 C multiples lazos; (b)-(e) reducciones
(©) ™ 1-G,GH; + G,G3H, + G1G,C5 > sucesivas del diagrama de bloques
mostrado en (a).
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Observe que el numerador de la funcion de transferencia en lazo cerrado C(S)/R(s) es el pro-
ducto de la funcién de transferencia en el camino directo. El denominador de C(S)/R(S) es igual a

1+ Z (producto de las funciones de transferencia alrededor de cada lazo)
=1+ (7GlG2H] aF GzG3H2 A G]G2G3)
=1— G,;G,H; + G,G3H, + G,G,G;

(El lazo de realimentacion positiva da lugar a un término negativo en el denominador.)

2-4 Modelado en el espacio de estados

En esta seccidn se presenta un material introductorio sobre el andlisis de sistemas de control en
el espacio de estados.

Teoria de control moderna. La tendencia moderna en los sistemas de ingenieria es ha-
cia una mayor complejidad, debido sobre todo a que se requieren tareas mds complejas y buena
precision. Los sistemas complejos pueden tener multiples entradas y multiples salidas y pueden
ser variantes en el tiempo. Debido a la necesidad de cumplir requisitos cada vez mds exigentes
en el comportamiento de los sistemas de control, el aumento en la complejidad del sistema y el
facil acceso a las computadoras a gran escala, la teoria moderna de control, que es una nueva
aproximacion al andlisis y disefio de los sistemas de control complejo, se ha desarrollado desde
1960. Esta nueva aproximacion se basa en el concepto de estado. El concepto de estado por si
mismo no es nuevo, puesto que ha existido durante bastante tiempo en el campo de la dindmica
clasica y en otros campos.

Teoria de control moderna frente a teoria de control convencional. La tendencia
de control moderna contrasta con la teorfa de control convencional en que su formulacion es
aplicable a sistemas de miiltiples-entradas, miiltiples-salidas, que pueden ser lineales o no lineales,
invariables en el tiempo o variables en el tiempo, mientras que la teoria convencional sélo es apli-
cable a sistemas de una entrada-una salida invariantes en el tiempo. Ademads, la teoria de control
moderna es esencialmente una aproximacion en el dominio temporal, mientras que la teoria de
control convencional es una aproximacién en el dominio de la frecuencia compleja. Antes de conti-
nuar, se debe definir estado, variables de estado, vector de estado y espacio de estados.

Estado. Elestado de un sistema dindmico es el conjunto de variables mas pequefio (llama-
das variables de estado), de forma que el conocimiento de estas variables en t = t,, junto con el
conocimiento de la entrada para t > t,, determinan completamente el comportamiento del siste-
ma en cualquier t > t,,.

Obsérvese que el concepto de estado no esta limitado a sistemas fisicos. Es aplicable a siste-
mas bioldgicos, sistemas econdmicos, sistemas sociales y otros.

Variables de estado. Las variables de un sistema dindmico son las variables que consti-
tuyen el menor conjunto de variables que determinan el estado del sistema dindmico. Si al menos
se necesitan N variables X;, X,, ..., X, para describir completamente el comportamiento de un siste-
ma dindmico (de forma que una vez que la entrada para t > t; estd dada y el estado inicial
ent = t, estd especificado, el estado futuro del sistema estd determinado completamente), enton-
ces tales n variables son un conjunto de variables de estado.
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Obsérvese que las variables de estado no necesitan ser fisicamente medibles o cantidades
observables. Se pueden seleccionar como variables de estado variables que no representan canti-
dades fisicas y aquellas que no son medibles ni observables. Tal libertad en la eleccién de las
variables de estado es una ventaja de los métodos en el espacio de estados. Sin embargo, practi-
camente es conveniente seleccionar para las variables de estado cantidades fisicamente medibles,
si esto es posible, porque las leyes de control Optimo requerirdn realimentar todas las variables
de estado con una ponderacién adecuada.

Vector de estado. Si se necesitan n variables de estado para describir completamente el
comportamiento de un sistema dado, entonces esas N variables de estado se pueden considerar
como las n componentes de un vector X. Este vector se denomina vector de estado. Un vector de
estado es, por lo tanto, un vector que determina univocamente el estado del sistema X(t) en cual-
quier instante del tiempo t > t,;, una vez que se conoce el estado en t =, y se especifica la
entrada u(t) para t > t,,.

Espacio de estados. El espacio n-dimensional cuyos ejes de coordenadas estan formados
por el eje X, eje X,, ..., €je X,, donde X;, X,, ..., X, son las variables de estado, se denomina espacio
de estados. Cualquier estado se puede representar como un punto en el espacio de estados.

Ecuaciones en el espacio de estados. En el andlisis en el espacio de estados se cen-
tra la atencidon en los tres tipos de variables que aparecen en el modelado de los sistemas dindmi-
cos; las variables de entrada, las variables de salida y las variables de estado. Como se verd en la
Seccion 2-5, la representacion en el espacio de estados de un sistema dado no es unica, salvo que
el nimero de variables de estado es el mismo para cualquiera que sea la representacion en varia-
bles de estado de un mismo sistema.

El sistema dindmico debe contener elementos que recuerden los valores de la entrada para
t > t,. Puesto que los integradores en un sistema de control en tiempo continuo sirven como
dispositivo de memoria, las salidas de tales integradores se pueden considerar como las variables
que describen el estado interno del sistema dindmico. Asi las salidas de los integradores sirven
como variables de estado. El nimero de variables de estado para definir completamente la dind-
mica del sistema es igual al nimero de integradores que aparezcan en el mismo.

Sea un sistema de multiples entradas-multiples salidas con n integradores. Supdngase tam-
bién que hay r entradas u,(t), Uy(t), ..., U t) y m salidas y,(t), y,(1), ..., Yu(t). Se definen las n
salidas de los integradores como variables de estado: X;(t), X,(1), ..., X,(t). Entonces el sistema se
puede describir mediante

X, (1) = (X, %oy oy Xp3 Upy Uy, ooy U 1)
Xo(t) = £5(Xq, X5, wey Xp3 Upy Uy wowy Ug 1)
(2-8)
Xo(t) = f,(X;, X5, oy Xp3 Upy Uy, ooy Ug 1)
Las salidas y,(t), y,(1), ..., () del sistema se obtienen mediante
yl(t) = gl(Xl, X2, veey Xn, Ul, UZ, veey Ur, t)
y2(t) : gZ(Xl’ X2$ ceey Xn’ u]9 u2, ceey Ur’ t) (2_9)

ym(t) = gm(Xb X2’ sees Xna ul, u2, ceey Ur, t)
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Si se define

X, (1) fi(X1, Xoy ey X3 Uy Uy ey Ups 1)
X(t) = xz'(t) ’ fox UL t) = (X1, Xo, ey X .ul, Uy, vy Ups D) ’
_xn.(t) fa(X1s Xay ey Xps .ul, Uy, ey Up )
[y1(D) 01Xy, Xos e Xp3 Up, Upy ey Uy D) u(t)
yit) = yz.(t) , g%, U ) = 0>(X15 Xop ey xn;'ul, Uy, wo.y U 1) ) = uz'(t)
_xm.(t) Im(Xqs Xo5 oy xn;.ul, Uy, oy Ups 1) u,.(t)

las Ecuaciones (2-8) y (2-9) se convierten en

x(t) = f(x, u, t) (2-10)
y(® = g(x, u, ) (2-11)

donde la Ecuacién (2-10) es la ecuacion de estado y la Ecuacion (2-11) es la ecuacion de la
salida. Si las funciones vectoriales f y/o g involucran explicitamente el tiempo t, el sistema se
denomina sistema variante con el tiempo.

Si se linealizan las Ecuaciones (2-10) y (2-11) alrededor del estado de operacidn, se tienen
las siguientes ecuaciones de estado y de salida linealizadas:

X(t) = ADX(t) + Bhu(t) (2.12)
y(t) = C(tx(t) + D(Hu(t) (2.13)

donde A(t) se denomina matriz de estado, B(t) matriz de entrada, C(t) matriz de salida y D(t)
matriz de transmisién directa. (Los detalles de la linealizacién de sistemas no lineales en torno al
estado de operacion se analizan en la Seccién 2.7.) En la Figura 2-14. aparece un diagrama de
bloques que representa las Ecuaciones (2-12) y (2-13).

N D)

u(r) X(7) x(1) ¥(0)
B() Jdt C@)

A@)

Figura 2-14. Diagrama de blogues del sistema de control lineal en tiempo continuo
representado en el espacio de estados.
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Si las funciones vectoriales f y g no involucran el tiempo t explicitamente, el sistema se de-
nomina sistema invariante con el tiempo. En este caso, las Ecuaciones (2-12) y (2-13) se simpli-
fican a

X(t) = AX(t) + Bu(t) (2-14)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (2-15)

La Ecuacién (2-14) es la ecuacion de estado del sistema lineal e invariante con el tiempo y la
Ecuacién (2-15) es la ecuacion de salida para el mismo sistema. Este libro se concentra en los
sistemas descritos mediante las Ecuaciones (2-14) y (2-15).

A continuacién se presenta un ejemplo para obtener una ecuacion de estado y una ecuacién
de salida.

EJEMPLO 2-2 Considere el sistema mecdnico que aparece en la Figura 2-15. Se supone que el sistema es lineal.
La fuerza externa U(t) es la entrada al sistema, y el desplazamiento Y(t) de la masa es la salida. El
desplazamiento Y(t) se mide a partir de la posicion de equilibrio en ausencia de una fuerza externa.
Este sistema tiene una sola entrada y una sola salida.

A partir del diagrama, la ecuacion del sistema es

g my + by + ky = u (2-16)
k

u(?) Este sistema es de segundo orden, lo cual significa que contiene dos integradores. Si se
; definen las variables de estado X;(t) y X,(t) como

X (0 = y(®
U (o) Xa(t) = y(t)
b | . .
a continuacidn se obtiene
X =X
TITII77777.
Figura 2-15. . 1 . 1
Sistema mecanico. X, =—(—ky —by) +—u
m m
o bien
X; = Xy 2-17)
X K b + ! 2-18
Xo= ==X ——Xt+—u -
3 m T X ( )
La ecuacion de salida es
Yy =X (2-19)

(2-20)

— _1
X X
I
|
! =
| =
‘ —
| o
- _1
X x
|
_l’_
— O
c

3
S
3
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u 1 ).Cz X2

J' X1 =y

L3
m

Figura 2-16. Diagrama de bloques del sistema mecéanico mostrado en la Figura 2-15.

La ecuacion de salida, representada por la Ecuacién (2-19), se escribe como

X
y=1[1 0]|: :| (2.21)

Xa

La Ecuacion (2-20) es una ecuacion de estado y la Ecuacién (2-21) es una ecuacion de salida para
el sistema. Las Ecuaciones (2-20) y (2-21) estdn en la forma estdndar:

X = Ax + Bu
y = Cx + Du
donde
0 1 0
A= K b |- B=1,1| C=[1 0] D=0
m m m

La Figura 2-16 es un diagrama de bloques para el sistema. Observe que las salidas de los integra-
dores son variables de estado.

Correlacién entre funciones de transferencia y ecuaciones en el espacio de es-
tados. A continuacién se mostrara como obtener la funcién de transferencia de un sistema con
una sola entrada y una sola salida a partir de las ecuaciones en el espacio de estados.

Considérese el sistema cuya funcién de transferencia se obtiene mediante

) = G(9) (2-22)
U(s)

Este sistema se representa en el espacio de estados mediante las ecuaciones siguientes:
X =Ax + Bu (2-23)
y=Cx+ Du (2-24)

donde X es el vector de estado, U es la entrada e y es la salida. Las transformadas de Laplace de
las Ecuaciones (2-23) y (2-24) se obtienen mediante

sX(s) — X(0) = AX(s) + BU(s) (2-25)
Y(s) = CX(s) + DU(s) (2-26)



34

Ingenieria de control moderna

Como la funcién de transferencia se defini6 antes como el cociente entre la transformada de La-
place de la salida y la transformada de Laplace de la entrada, cuando las condiciones iniciales
son cero, se supone que X(0) en la Ecuacién (2-25) es cero. Por tanto, se tiene que

sX(s) — AX(s) = BU(s)
o bien

(sl — A)X(s) = BU(s)
Premultiplicando por (sl — A)~' en ambos miembros de esta dltima ecuacién, se obtiene
X(s) = (sl — A) " 'BU(s) (2-27)
Sustituyendo la Ecuacién (2-27) en la Ecuacién (2-26), se llega a
Y(s) = [C(sl — A)"'B + DJU(s) (2-28)
Después de comparar la Ecuacién (2-28) con la Ecuacién (2-22) se observa que
G(s)=Cisl—A) 'B+D (2-29)

Esta es la expresion de la funcién de transferencia en términos de A, B, C y D.
Obsérvese que el segundo miembro de la Ecuacién (2-29) contiene (Sl — A)~'. Por tanto,
G(s) se escribe como

donde Q(S) es un polinomio en S. Por tanto, |SI — A| es igual al polinomio caracteristico de G(s).
En otras palabras, los valores propios de A son idénticos a los polos de G(S).

EJEMPLO 2-3 Considere de nuevo el sistema mecédnico que aparece en la Figura 2-15. Las ecuaciones en el espa-

cio de estados para el sistema se obtienen mediante las Ecuaciones (2-20) y (2-21). Se obtendra la
funcién de transferencia para este sistema a partir de las ecuaciones en el espacio de estados.
Sustituyendo A, B, C y D en la Ecuacion (2-29), se obtiene

G(s) =C@sl — A" 'B+ D

) s 0 | 0
=0 o< |- K b 1 +0
m m m
s -1 | '[o
=0y b 1
m m m
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2-5

Como

S|Ix o

(Constiltese el Apéndice C para el célculo de la inversa de una matriz 2 X 2.)
Se tiene que

1 0
G(s) =1 ()]2 b K c 1
S+ — S+ — - [ —
m m m m
_ 1
© ms2 +bs + k

que es la funcién de transferencia del sistema. La misma funcién de transferencia se obtiene de la
Ecuacion (2-16).

Matriz de transferencia. A continuacién, considérese un sistema con entradas y salidas
mdltiples. Supéngase que hay r entradas U;, Uy, ..., U, y m salidas Y, s, ..., Y- Se define

Y1 U

| Y2 W
y - . ) u= .
Ym Ue

La matriz de transferencia G(S) relaciona la salida Y(s) con la entrada U(S), o bien

Y(s) = G(s)U(s)
donde G(s) estd dada por

GG)=CGl —A) 'B+D

[El cdlculo de esta ecuacidén es el mismo que el de la Ecuacién (2-29).] Como el vector de entra-
da u es de dimension r y el vector de salida y es de dimensién m, la matriz de transferencia G(S)
es una matriz de m X r.

Representacion en el espacio de estados de sistemas
de ecuaciones diferenciales escalares

Un sistema dindmico formado por una cantidad finita de pardmetros concentrados se describe
mediante una serie de ecuaciones diferenciales, en las cuales el tiempo es la variable indepen-
diente. Con la notacién matricial, puede expresarse una ecuacién diferencial de n-ésimo orden
mediante una ecuacion diferencial matricial de primer orden. Si n elementos del vector son un
conjunto de variables de estado, la ecuacién diferencial matricial es una ecuacién de estado. En
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esta seccion se presentan métodos para obtener representaciones en el espacio de estados de
sistemas en tiempo continuo.

Representacion en el espacio de estados de sistemas de orden n represen-
tados mediante ecuaciones diferenciales lineales en las que la funcion de excita-
cién no contiene términos derivados. Considérese el siguiente sistema de n-ésimo
orden:

Mm (-1 .
y+ay +---+a,ytay=u (2.30)

(nh—1)
Si se considera que el conocimiento de y(0), y(0), ..., Y (0), junto con la entrada u(t) para t > 0,

n—1
determina totalmente el comportamiento futuro del sistema, se puede tomar Yy(t), y(t), ...,( y )(t)
como un conjunto de n variables de estado. (Matemdticamente, tal eleccion de variables de esta-
do es muy conveniente. Sin embargo, en la prictica, debido a que los términos que contienen las
derivadas de orden superior no son exactos, por los efectos de ruido inherentes en cualquier si-
tuacién practica, tal eleccion de las variables de estado puede no ser conveniente.)

Si se define

X1 =Yy

X =Yy
(n—1)

Xh= Y

entonces, la Ecuacién (2-30) se escribe como

X| = Xy
X2 = X3
anl = Xn
Xnp=apX; — - —aX, + u
o bien
X = AX + Bu (2-31)
donde
. 0 0 0 ] 0]
! 0 0 1 0 0
R _ . _
x=| "1, A= : , B =
y 0 0 0 1 0
" | -3, Ay, Ay = 1]
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La salida se obtiene mediante

Xy
Xy
y=[1 0 o] .
Xn
o bien
y = Cx (2-32)
donde
C=[1 0 - 0]

[Obsérvese que D en la Ecuacién (2-24) es cero.] La ecuacion diferencial de primer orden (2-31)
es la ecuacién de estado, y la ecuacidn algebraica (2-32) es la ecuacion de salida.

Obsérvese que la representacion en el espacio de estados para la funcién de transferencia del
sistema

Ys) 1
Us) s"+as" '+.--4+a, ,s+a,

también se obtiene mediante las Ecuaciones (2-31) y (2-32).

Representacion en el espacio de estados de sistemas de orden n representa-
das mediante ecuaciones diferenciales lineales en las que la funcidn de excitacién
contiene términos derivados. Si la ecuacién diferencial del sistema contiene derivadas de
la funcién de excitacion, tales como

m -1 ) m -1 )
y+ay +--+a,_yt+tay=bu+b,u +--+b,_;u+byu (2-33)

El problema principal al definir las variables de estado para este caso radica en los términos
que estan derivados. Las variables de estado deben ser de tal modo que eliminen las derivadas de
U en la ecuacién de estado.

Una forma de obtener una ecuacién de estado y una ecuacion de salida es definir las siguien-
tes N variables como un conjunto de n variables de estado:

X; =Yy — Bou

X, =Y = Bou — Biu=x, — fu

X3 =Y = Boll — B1 — fou =%, — fou (2-34)
n—1) (n—1) (n—2)

y —fou —fiu — =B U= o u=X,_; — U

x
=1
Il
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donde f,, f1, B2 .., Pn_; se determinan a partir de

Bo = by

B =Dby —apy

Br=by —a,f — apy

By =Dby —a,f — af — afy (2-35)
Booi=byy —aifas— - —a, B —a—1fo

Con esta eleccidn de variables de estado estd garantizada la existencia y unicidad de la solucién
de la ecuacion de estado. (Obsérvese que esta no es la tinica eleccion de un conjunto de variables
de estado.) Con la eleccion actual de variables de estado, se obtiene

X; = X%, + fu

)&2 = X3 + ﬂ2U

(2-36)
Xn—1 = Xn T Br_yu
Xn = —a&X; — 81X — -+ — aX, + fpu
donde f, estd dado por
Bo=bn—afa— —afi— a1 fo

[Para obtener la Ecuacion (2-36), véase el Problema A-2-6.] En términos de las ecuaciones ma-
triciales, la Ecuacién (2-36) y la ecuacién de salida se escriben como

"% 7 T 0 1 0 « 0T x 7 A
% 0 0 I 0 X B,
A : | I Y I I
)Zn—l 0 0 0 1 Xn—1 ﬁn—l
L Xn . L—ay, —ap—; —ay —a;dL X, J L ﬂn -
X
Xy
y=[1 0 O |+ Bou
Xn
o bien
X =Ax + Bu (2-37)

y = Cx + Du (2-38)
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donde
X, ] B 0 0 7
X5 0 1 0
X = , A=| :
Xn— 1 0 0 1
L Xy L=a —&-; —& —a;
- B,
B2
B= o, C=[1 0 01, D=pf,=D0
Pa-1
L Bn

En esta representacion en el espacio de estados, las matrices A y C son exactamente las mismas
que para el sistema de la Ecuacién (2-30). Las derivadas del segundo miembro de la Ecuacién
(2-33) solo afectan a los elementos de la matriz B.

Obsérvese que la representacion en el espacio de estados para la funcién de transferencia

Y(s) bes"+bys" '+ 4+ by s+ b,
Us) s"+as" '+--+a,,s+a,

se obtiene también a partir de las Ecuaciones (2-37) y (2-38).

Existen muchas formas de obtener representaciones en el espacio de estados de los sistemas.
Algunas de ellas se presentan en este capitulo. En el Capitulo 9 se presentan métodos para obte-
ner representaciones candnicas de sistemas en el espacio del estado (tales como una forma cané-
nica controlable, una forma candénica observable, una forma canénica diagonal y una forma ca-
noénica de Jordan).

MATLAB se puede utilizar para obtener representaciones de sistemas en el espacio de
estados a partir de las representaciones de funcién de transferencia. Esto se presenta en la Sec-
cién 2-6.

2-6 Transformacion de modelos matematicos
con MATLAB

MATLAB es bastante ttil para transformar el modelo del sistema de funcién de transferencia al
espacio de estados y viceversa. Se comenzard con el andlisis de la transformacién de la funcién
de transferencia al espacio de estados.

Sea la funcién de transferencia en lazo cerrado

Y(s) polinomio numerador en S num

U(s) B polinomio denominador en S ~ den
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Una vez que se tiene esta expresion de la funcién de transferencia, la instrucciéon en MATLAB
[A B, C D =tf2ss(numden)

calculard la representacion en el espacio de estados. Es importante observar que la representa-
cién en el espacio de estados de cualquier sistema no es tinica. Hay muchas (infinitas) represen-
taciones en el espacio de estados para el mismo sistema. La instruccién en MATLAB calcula una
de esas posibles representaciones.

Transformacion de la funcién de transferencia al espacio de estados. Considé-
rese la funcién de transferencia del sistema

Y(s) s
UG) (s + 10)(s> + 4s + 16)

S
©§® + 1452 4 565 + 160

(2-39)

Hay muchas (infinitas) representaciones posibles en el espacio de estados para este sistema. Una
representacion posible en el espacio de estados es

Xy 0 1 0] x 0
X, | = 0 0 1] % |+ 1|u
X3 —160 —56 —14 || xs —14
Xy
y=[1 0 0]|x, ]|+ [0]u
X3

Otra posible representacion en el espacio de estados (entre las muchas alternativas) es

X, —14 —-56 —160[x 1
=] 1 0 0ll%|+]0]u (2-40)
X3 0 1 0] %5 0
X
y=[0 1 0]|x, ]|+ [0]u (2-41)
X3

MATLAB transforma la funcién de transferencia dada por la Ecuacién (2-39) en la representa-
cidén en el espacio de estado dada por las Ecuaciones (2-40) y (2-41). Para el sistema del ejemplo
considerado aqui, el Programa 2-2 de MATLAB calcula las matrices A, B, C y D.
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MATLAB Programa 2-2

num=[1 0];
den=[1 14 56 160];
[A B C D =tf2ss(num den)
A=
-14 -56 -160
1 0 0
0 1 0

o

Transformacion del espacio de estados a la funcion de transferencia. Para ob-
tener la funcién de transferencia a partir de las ecuaciones en el espacio de estados, se utiliza la

siguiente instruccion:

[num den] =ss2tf(A B, C D,iu)

i u se debe especificar para sistemas con mds de una entrada. Por ejemplo, si el sistema tiene tres

entradas (ul, U2, u3), entonces i u debe ser o 1, 2 o 3, donde 1 se refiere a ul, 2 au2y 3 a u3.
Si el sistema sélo tiene una entrada, entonces se puede utilizar

o bien

[ num den] =ss2tf (A B, C, D

[ num den] =ss2tf (A B,C D, 1)

En el caso en el que sistema tenga multiples entradas y multiples salidas véase el Proble-

ma A-2-12.

EJEMPLO 2-4 Obtenga la funcién de transferencia del sistema definido por las siguientes ecuaciones en el espa-

cio de estados:

0 1 0%,

= 0 0 1] % |+
-5 =25 —5|[|x —120
Xy
y=1[1 0 0]|x
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El Programa 2-3 de MATLAB calculard la funcién de transferencia del sistema dado. Dicha fun-
cioén obtenida estd dada por

Y(s) 255 + 5
Uis) s+ 5%+ 255+ 5

MATLAB Programa 2-3

A=[0 1 0; 0 O 1; -5 -25 -5];
B=[0; 25 -120];

C=[1 0 0];
D=[0];
[ num den] =ss2tf (A B, C, D)
num=

0 0.0000 25.0000 5.0000
den

1. 0000 5.0000 25.0000 5.0000

%***** E| m snp resul tado se puede obt ener i nt roduci endo
%I a si gui ent e orden: *****

[ num den] =ss2tf (A B, C D, 1)
num=

0 0.0000 25.0000 5.0000
den =

1.0000 5.0000 25.0000 5.0000

2-7 Linealizacion de modelos matematicos no lineales

Sistemas no lineales. Un sistema es no lineal si no se aplica el principio de superposi-
cién. Por tanto, para un sistema no lineal la respuesta a dos entradas no puede calcularse tratando
cada entrada a la vez y sumando los resultados.

Aunque muchas relaciones fisicas se representan a menudo mediante ecuaciones lineales, en
la mayor parte de los casos las relaciones reales no son verdaderamente lineales. De hecho, un
estudio cuidadoso de los sistemas fisicos revela que incluso los llamados «sistemas lineales» sélo
lo son en rangos de operacidn limitados. En la practica, muchos sistemas electromecénicos, hi-
draulicos, neumaticos, etc., involucran relaciones no lineales entre las variables. Por ejemplo, la
salida de un componente puede saturarse para sefiales de entrada grandes. Puede haber una zona
muerta que afecte a las sefiales pequefias. (La zona muerta de un componente es un rango peque-
fio de variaciones de entrada a las cuales el componente es insensible.) Puede ocurrir una no
linealidad de la ley cuadritica en algunos componentes. Por ejemplo, los amortiguadores que se
utilizan en los sistemas fisicos pueden ser lineales para operaciones a baja velocidad, pero pue-
den volverse no lineales a altas velocidades, y la fuerza de amortiguamiento puede hacerse pro-
porcional al cuadrado de la velocidad de operacidn.

Linealizacion de sistemas no lineales. En la ingenieria de control, una operacién
normal del sistema puede ocurrir alrededor de un punto de equilibrio, y las sefiales pueden consi-
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derarse sefiales pequefias alrededor del equilibrio. (Debe sefialarse que hay muchas excepciones
a tal caso.) Sin embargo, si el sistema opera alrededor de un punto de equilibrio y si las sefiales
involucradas son pequefias, es posible aproximar el sistema no lineal mediante un sistema lineal.
Este sistema lineal es equivalente al sistema no lineal, considerado dentro de un rango de opera-
cion limitado. Tal modelo linealizado (lineal e invariante con el tiempo) es muy importante en la
ingenieria de control.

El procedimiento de linealizacién que se presenta aqui se basa en el desarrollo de la funcién
no lineal en series de Taylor alrededor del punto de operacién y la retencién sélo del término
lineal. Debido a que no se consideran los términos de orden superior del desarrollo en serie de
Taylor, estos términos no considerados deben ser suficientemente pequefios; es decir, las varia-
bles sélo se desvian ligeramente de la condicion de operacion. (De otro modo, el resultado seria
inexacto.)

Aproximacién lineal de modelos mateméticos no lineales. Con la finalidad de ob-
tener un modelo matemadtico lineal para un sistema no lineal, se supone que las variables solo se
desvian ligeramente de alguna condicién de operacion. Considérese un sistema cuya entrada es
X(t) y cuya salida es y(t). La relacion entre y(t) y X(t) se obtiene mediante

y =1 (2-42)

Si la condicién de operacién normal corresponde a X, Y, la Ecuacién (2-42) se expande en series
de Taylor alrededor de este punto, del modo siguiente:

y =f(X
2

_df _ .
=f(X) +d—x(x - X)+ = X=X+ - (2-43)

2 ae

donde las derivadas df /dx, d*f /dx?, ... se evaldan en X = X. Si la variacién X — X es pequeiia, es
posible no considerar los términos de orden superior en X — X. Entonces, la Ecuacién (2-43) se
escribe como

y=y+ KX-—x) (2-44)
donde
y=f(x)
o _df
dX|x=x

La Ecuacién (2-44) puede reescribirse como
y —y=K(X-—X) (2-45)

que indica que y — Yy es proporcional a X — X. La Ecuacién (2-45) da un modelo matemético
lineal para el sistema no lineal obtenido mediante la Ecuacién (2-42) cerca del punto de opera-
cibn X =X,y =Y.

A continuacion, considérese un sistema no lineal cuya salida y es una funcién de dos entradas
X, ¥ X5, de modo que

y = f(x;, Xp) (2-46)
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Con la finalidad de obtener una aproximacién lineal para este sistema no lineal, es posible ex-
pandir la Ecuacién (2-46) en series de Taylor alrededor del punto de operacién normal X;, X,.
Entonces, la Ecuacidn (2-46) se convierte en

o of _ of _
y =f(X, xp) + 87 X; — X)) + 6_)(2 (X2 = X,)

1

L cf X, — X)° +2 ot X, — X)Xy — Xy)
21 6X% ( 1 l) axlaxz( 1 1 2 2
2
+6X2(X2—>Zz)2}+“'
2

donde las derivadas parciales se evaliian en X; = X;, X, = X,. Cerca del punto de operacién nor-
mal, es posible no considerar los términos de orden superior. A continuacién, el modelo matema-
tico lineal de este sistema no lineal alrededor de la condicién de operacién normal se obtiene
mediante

y =y =KX = X)) + Ky(X — Xp)
donde

)7 = f(>?1, Xz)

o

aXl X1 =X1, X, =X,

K

of

K2 - <
aXZ Xy =X;

JXy =X,

La técnica de linealizacion presentada aqui es vdlida alrededor de la condicién de operacion.
Sin embargo, si las condiciones de operacidn varian ampliamente, tales ecuaciones linealizadas
no son adecuadas y deben manejarse ecuaciones no lineales. Es importante recordar que un mo-
delo matemdtico determinado, que se use en el andlisis y el disefio, puede representar con preci-
sién la dindmica de un sistema real para ciertas condiciones de operacion, pero puede no ser
preciso para otras.

EJEMPLO 2-5 Linealice la ecuacién no lineal

z=xy

en la region 5 < X < 7, 10 <y < 12. Encuentre el error si la ecuacion linealizada se utiliza para
calcular el valor de z cuando X = 5,y = 10.

Puesto que la regién considerada estd dada por 5 < X <7, 10 <y < 12, se selecciona X = 6,
y = 11. Entonces Z = Xy = 66. Se va a obtener la ecuacion linealizada a partir de la ecuacién no
lineal cerca del punto X = 6,y = 11.
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Desarrollando la ecuacién no lineal en series de Taylor alrededor del punto X = X, y =y y sin
considerar los términos de orden mas alto, se tiene

Z—Z=ax—x)+hy—y

donde
= w —\ = 11
X |x=xy-y
_0y) f—6
ay X=X,y=Yy

De ahi la ecuacion linealizada es
Z—66=11x—6)+ 6(y — 11)
o bien
z=11x + 6y — 66
Cuando X = 5, y = 10, el valor de z dado por la ecuacién linealizada es
z=11x+ 6y — 66 =55 + 60 — 66 = 49

El valor exacto de z es z = Xy = 50. El error es, por lo tanto, 50 — 49 = 1. En términos de porcen-
taje el error es del 2 %.

EJEMPLOS DE PROBLEMAS Y SOLUCIONES

A-2-1.

A-2-2.

Simplifique el diagrama de bloques de la Figura 2-17.

Solucion. Primero, se mueve el punto de ramificacién de la trayectoria que contiene H,;
fuera del lazo que contiene H,, como se aprecia en la Figura 2-18(a). Después la eliminacién de
dos lazos da lugar a la Figura 2-18(b). Al combinar dos bloques en uno se obtiene la Figu-
ra 2-18(c).

Simplifique el diagrama de bloques de la Figura 2-19. Obtenga la funcién de transferencia que
relaciona C(S) con R(S).

R(s) C(s)
-

H,

Figura 2-17. Diagrama de bloques de un sistema.
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R(s)
(@) —»@—»

(b)

(©)

Hy
G
C(s)
G +
H,
R(s) G L H C(s)
™| 1+GH, > *5 >
R(s) G +H, C(s)
" | 1+GH,

Figura 2-18. Diagrama de blogues simplificado para el sistema mostrado en la Figura 2-17.

R(s)

G

&

C(s)
@

Figura 2-19. Diagrama de bloques de un sistema.

R(s)

G

&

C(s)
T

|

(@)

R(s)

G +1

Gy

&=
:

R(s)

(b)

C(s)

GGy + Gy + | [

(©)

Figura 2-20. Reduccioén del diagrama de bloques mostrado en la Figura 2-19.
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A-2-3.

Solucién. El diagrama de bloques de la Figura 2-19 se modifica para obtener el que se muestra
en la Figura 2-20(a). Eliminando la trayectoria directa menor, se obtiene la Figura 2-20(b), que se
simplifica a la que se muestra en la Figura 2-20(c). Asi, la funcién de transferencia C(S)/R(S) se
consigue mediante

C(S)—GG +G,+1
R(S)_ 192 2

También se obtiene el mismo resultado procediendo del modo siguiente. Como la sefial X(S) es
la suma de dos sefiales G;R(S) y R(S), se tiene que

X(s) = G;R(s) + R(s)
La sefial de salida C(s) es la suma de G,X(s) y R(S). Por tanto,
C(s) = G,oX(s) + R(S) = G,[GR(s) + R(s)] + R(s)
Asfi se obtiene el mismo resultado que antes:

C(S)—GG +G,+1
R(S)_ 192 2

Simplifique el diagrama de bloques que se muestra en la Figura 2-21. Después, obtenga la funcién
de transferencia en lazo cerrado C(S)/R(S).

—

R(s) C(s)
— @—» Gl | @-» Gz = @-» G3 7= G4 P>

A

H, [~ H,

Figura 2-21. Diagrama de bloques de un sistema.

Solucion. Primero se mueve el punto de la rama entre G5 y G, al lado derecho del lazo que
contiene G;, G, y H,. Después se mueve el punto de suma entre G, y G, a la izquierda del primer
punto de suma. Véase la Figura 2-22(a). Si se simplifica cada lazo, el diagrama de bloques se
puede modificar como se muestra en la Figura 2-22(b). En la Figura 2-22(c) se muestran los resul-
tados de la simplificacion; a partir de ella, se obtiene como funcion de transferencia en lazo cerra-
do C(s)/R(s) la siguiente:

Ces) G,G,G,G,
RS) 1+ G,G,H, + G;G,H, — G,G3H; + G,G,G5G,H,H,
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1| Hy | _
l G, | G, |
R(s) C(s)
G, G, (4 Gy Gy =
1 H, |- 1 H,
(@)
H; -
GGy |
R(s) G\ G, N GG, C(s)
1+G162H1 g 1+G3G4H2 .
(b)
R(s) G, G,G, G, C(s)

1+ G| G2H1+ G3 G4H2*G2 G3 H3+ G] G2 Gg G4H| H,

©

Figura 2-22. Reducciones sucesivas del diagrama de bloques mostrado en la Figura 2-21.

A-2-4. Obtenga las funciones de transferencia C(s)/R(S) y C(S)/D(S) del sistema que se muestra en la Fi-

U(s) = G¢R(s) + G.E(s)
C(s) = Gp[D(s) + G,U(s)]
E(s) = R(s) — HC(s)

l D(s)

gura 2-23.
Solucién. A partir de la Figura 2-23 se obtiene
> Gf
R(s) E(s)
e G.

Us)
—»@—» G,

(2-47)
(2-48)
(2-49)

C(s)

H |-

Figura 2-23. Sistema de control con entrada de referencia y entrada de perturbaciones.

Sustituyendo la Ecuacién (2-47) en la Ecuacién (2-48) se obtiene

C(s)

= G,D(5) = G,G,[G(R(s) + GE()]

Sustituyendo la Ecuacién (2-49) en la Ecuacién (2-50) se obtiene

(2-50)
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A-2-5.

C(s) = GyD(s) + G;G,{GtR(s) + G[R(s) — HC(s)]}
Si se resuelve esta dltima ecuacién para C(S) se obtiene

C(s) + GG GHC(s) = GyD(s) + G;Gy(Gs + G)R(s)
De ahi,
GpD(s) + G GL(Gt + GR(s)
1+ G,G,GH

C(s) = (2-51)

Observe que la Ecuacion (2-51) da la respuesta C(S) cuando estdn presentes tanto la entrada de
referencia R(S) como la entrada de perturbacion D(s).

Para encontrar la funcién de transferencia C(S)/R(S), se considera D(S) = 0 en la Ecua-
cién (2.51). Entonces se obtiene

@ _ Gle(Gf + Gc)

R(s) 1+ G,G,GH
Asimismo, para encontrar la funcién de transferencia C(s)/D(S), se considera R(S) = 0 en la Ecua-
cién (2-51). Entonces C(S)/D(s) estd dada por

C(s) _ Gp

D(s) 1+ G,G,GH

La Figura 2-24 muestra un sistema con dos entradas y dos salidas. Calcular C,(s)/R(S), C,(S)/
R5(S), C5(8)/Ri(S) y C,(S)/R,(S). (Para calcular las salidas para R,(S), suponga que R,(S) es cero, y
viceversa.)

R, :@ > G, »— C,
G, [
G, |

R, _>®—> G, > G,

Figura 2-24. Sistema con dos entradas y dos salidas.

Solucidon. A partir de la figura se obtiene

Ci =GR, — G3Cy) (2-52)
C, = G4(R, — G,C)) (2-53)

Si se sustituye la Ecuacién (2-53) en la Ecuacidén (2-52) se obtiene
Ci = Gy[R; — G3G4(R, — G,C))l (2-54)

Si se sustituye la Ecuacion (2-52) en la Ecuacidén (2-53) se obtiene
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Cy = Gy[R, — G2G(R; — GGyl (2-55)
Si se resuelve la Ecuacién (2-54) para C,, se obtiene

GR; — G|G;G,R
C]Z 1M1 13412 (2—56)
1_61626364

Si se resuelve la Ecuacion (2-55) para C,, se sigue

_ 7G1GZG4R1 + G4R2
2 1 - GleG3G4

(2-57)

Las Ecuaciones (2-56) y (2-57) se pueden combinar en la forma de matriz de transferencia de la
siguiente manera:

G, G,G3Gy
Cl . 1 - GIG2G3G4 l - GleG3G4 Rl
C, GGGy G, R

] - GleG3G4 1 - GIGQG3G4
Entonces las funciones C;(S)/R;(S), C(3)/Rx(S), C(S)/R;(S) y C»(S)/R»(S) se pueden obtener de la
forma

O _ G, O _ G,G;G,4
R](S) 1 - G]GzG3G4’ Rz(s) 1 - G]GzG3G4

Cx(s) _ G,G,G, Cx(s) _ G,
RI(S) 1 - 61626364, R2(S) l - 6162G3G4

Observe que las Ecuaciones (2-56) y (2-57) dan las respuestas C, y C,, respectivamente, cuando
estan presentes ambas entradas R; y R,.

Observe que cuando R,(s) = 0, el diagrama de bloques original se puede simplificar como se
muestra en las Figuras 2-25(a) y (b). De forma similar, cuando R,(s) = 0, el diagrama de bloques
original se puede simplificar como se muestra en las Figuras 2-25(c) y (d). A partir de estos dia-
gramas de bloques simplificados se pueden obtener C,(S)/R;(S), C»(S)/Ri(S), C(S)/Rx(S) y Cx(S)/
R,(S), como se muestra en el lado derecho del correspondiente diagrama de bloques.

R C C G
(a) ! o= o Gl :I 1 - 71
R, 1-G,G,G;G,

G3 |t G4 || —Gz

& c, ~G,G,Gy

R
(b) > [ Sl B e S
> G | G2 Ga R 1-G,G,G5 G,

Gy |

Figura 2-25. Diagrama de bloques simplificado y funciones de transferencia
en lazo cerrado asociadas (continlia).
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(c) R_2> Gs P —G: P G ~C1 i = M
4 3 ! . R, ~ 1-G,G,G;G,4
G, |
R C C G
(d) 2 (1 P G4 :2 _2 = —4
R, 1-G,G,G; G,
Gz |t G] B 7G3
Figura 2-25. (Continuacion.)
A-2-6. Demuestre que, para el sistema descrito por la ecuacién diferencial

las ecuaciones de estado y de salida se obtienen, respectivamente, mediante

X, o 1 0 ]x B,
Nl l=1 0 0 1 ||x]|+]|p|u (2-59)
X3 T8 T& Ta || X3 B3
y
Xy
y=1[1 0 0]| X% [+ Bou (2-60)
X3

donde las variables de estado se definen mediante

Xp =Yy = fou
Xo =y = foll — f1u =%, — fiu

X3 =Y = foll — f1 — fou =%, — fou

Bo = bo

Bir=Db; —afy

Ba=by, —aifi — apo

Bz =by —af — af — asf

Solucidon. A partir de la definicién de las variables de estado X, y X5, se tiene que

X; =X, + B (2-61)
X3 + U (2-62)

X
A fin de obtener la ecuacién para X, primero se considera, de la Ecuacién (2-58), que

y= 7a1y - a2y - a3y + b0U+ blu + b2U + b3u
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A-2-7.

Como
X3 =Y — foll — 10 — fru
se tiene que
X3 =Y — Bol — ﬁlu — Bl
—ay(y — foll — Byt — fou) — a;foll — a; it — a;f,u
— @y — fol — f1u) — afol — & fu — as(y — fou) — azfiou
= —aX3 — &%, — asX; + (by — Pl + (b — B — a;fpu
+ (0 = o — &y — afou + (b; — a;fr — af; — asfy)u
= —aiX; — aX, — agX; + (b3 — a5, — &f — azfy)u
= Xz — @X, — agX; + iU

Por tanto, se obtiene
X3 = —a3X; — aX, — a;X3 + fiu (2-63)

Combinando las Ecuaciones (2-61), (2-62) y (2-63) en una ecuacién diferencial matricial, se ob-
tiene la Ecuacién (2-59). Asimismo, a partir de la definiciéon de la variable de estado X
se obtiene la ecuacion de salida producida por la Ecuacién (2-60).

Obtenga la ecuacion en el espacio de estados y la ecuacién de salida definida por
Ys) 2% +s*+s+2
Us) s +4s2+ 55 +2
Solucidn. A partir de la funcién de transferencia dada, la ecuacién diferencial del sistema es
y+4y+5y+2y=20+U+0+2u

Si se compara esta ecuacidon con la ecuacion estindar dada por la Ecuacién (2-33), se puede
reescribir

Y+ ay + ay + asy = by + b,u + byt + bsu

se encuentra

b0:2, b1: N bzzl, b3:2
Si se refiere a la Ecuacidn (2-35) se obtiene
Bo=Dby=2
Bi=b—afy=1-4x2= -7
Br=Db—afi —afy=1-4Xx(=7)—5x2=19
Bs =bs —a;f, — afy — asfy
=2—-4Xx19-5%x(=7)—2x%x2=—-43
En referencia a la Ecuacion (2-34) se define
Xp =y = Bu=y—2u
X, =X — Bu=X%X, +7U

X3=X2*[52U=X2*19U
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Entonces, refiriéndose a la Ecuacién (2-36),

Xl - X2 - 7U
Xy = X3 + 19u
X3 = —aX; — &%, — Xz + fau

—2X; — 5%, — 4x3 — 43u

De ahi, la representacion en el espacio de estados del sistema es

Xy 0 1 0[] x4 =7
X, | = 0 0 L] % |+ 19 |u
X3 =2 =5 —4||x —43
Xy
y=1[1 0 O]| % [+ 2u
X3

Esta es una posible representacion en el espacio de estados del sistema. Hay muchas otras (infini-
tas). Si se utiliza MATLAB, se obtiene la siguiente representacion en el espacio de estados:

Xi -4 =5 =21 1
X, | = 1 0 0| % |+]0]u
X3 0 1 0(f x5 0
X
y=[-7 —9 —=2]{X%|+2u
X3

Véase el programa MATLAB 2-4. (Observe que todas las representaciones para el mismo sistema
son equivalentes.)

MATLAB Programa 2-4
num=[2 1 1 2];
den=[1 4 5 2];
[A B C D =tf2ss(num den)
A=

-4 -5 -2

1 0 O

0o 1 o0
B=

1

0

0
C=

-7 -9 -2
D=

2
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A-2-8. Obtenga el modelo en el espacio de estados del sistema que aparece en la Figura 2-26.

Solucion. El sistema contiene un integrador y dos integradores con retardo. La salida de cada
integrador o integrador con retardo puede ser una variable de estado. Se define la salida de la
planta como X, la salida del controlador como X, y la salida del sensor como X;. Asf, se obtiene

Xi(9) B 10
X)(s) Ss+5
Xos) 1
UGs) — X(s) s
Xis) 1
X,(s) s+ 1
Y(s) = X,(s)

que puede reescribirse como
sXi(s) = —5X(s) + 10X5(S)
SXy(8) = —X5(s) + U(s)
sX3(8) = Xy (s) — X5(8)

Y(8) = Xy(s)
Uls) 1 10 Y(s)
s o s+5 o
Controlador Planta
1
s+ 1
Sensor

Figura 2-26. Sistema de control.

Tomando la transformada inversa de Laplace de las cuatro ecuaciones precedentes se obtiene

X, = —5%; + 10x,
X = —X3 + U

X3 = X; — X3

Yy =X

Por tanto, un modelo en el espacio de estados del sistema en la forma estdndar se obtiene mediante

Xy -5 10 01]x 0
X, | = 0 0 —1|{x|+|1]u
Xy

y=[1 0 0]|x%

X3
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A-2-9.

Es importante observar que esta no es la tnica representacion en el espacio de estados del sistema.
Son posibles muchas otras representaciones en el espacio de estados. Sin embargo, el nimero de
variables de estado es igual en cualquier representacion en el espacio de estados del mismo siste-
ma. En este sistema, las variables de estado son tres, sin considerar cuéles se elijan como variables
de estado.

Obtenga un modelo en el espacio de estados para el sistema que aparece en la Figura 2-27(a).

Solucién. Primero, obsérvese que (as + b)/s* incluye una derivada. Tal derivada se evita si se

modifica (as + b)/s*> como
as+b b\ 1
—2 = a + — |1 =
S S/ S

Utilizando esta modificacion, el diagrama de bloques de la Figura 2-27(a) se convierte en el que
se muestra en la Figura 2-27(b).

Definanse las salidas de los integradores como variables de estado, tal como se aprecia en la
Figura 2-27(b). Después, a partir de la Figura 2-27(b) se obtiene

X,(s) 1

X,(8) + alu(s) — X,(5)] s

X5(S) b

UGs) — Xi(s) s

Y(s) = X(9)

U(s) 1 Y(s)
@ o as+b - =
s

U(s) @ Xo(s) 1 Xi(s) Y(s)
+ >(+ > — =
s s

o o~

(b)

Figura 2-27. (a) Sistema de control; (b) diagrama de blogues modificado.
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que puede modificarse como
$X1(s) = Xy(8) + a[U(s) — X,(s)]
sX,(5) = —bX,(s) + bU(s)
Y(s) = X,(s)

Tomando la transformada inversa de Laplace de las tres ecuaciones anteriores, se obtiene

X; = —ax; + % +au
Xzz —bX1+bU
Yy=X

Si se reescriben las ecuaciones de estado y de salida en la forma matricial estdndar, se obtiene

M R

A-2-10. Obtenga una representacion en el espacio de estados del sistema que se muestra en la Figu-
ra 2-28(a).

Solucidon. En este problema, primero se expande (S + z)/(S + p) en fracciones simples.

s+1z zZ—p
=1+
s+p s+p
A continuacion, se convierte K/[S(s + a)] en el producto de K/sy 1/(s + a). Después, se vuelve

a dibujar el diagrama de bloques como aparece en la Figura 2-28(b). Definiendo un conjunto
de variables de estado, segln se aprecia en la Figura 2-28(b), se obtienen las ecuaciones si-

guientes:
X; = —ax; + X,
X, = —Kx; + Kxz + Ku
X3 = =@ = pPX; —px3 +@—pu
Yy =X

Si se reescribe la ecuacidn se obtiene

Xy -a 1 0 |[|x 0
=] -K 0 K/l|x|+|] K |u
X3 —@=-p 0 —pf|x z—p
Xy
y=[1 0 0]|x
X3

Observe que la salida del integrador y la salida de los integradores con retardo de primer orden
[1/(s+ a)y (z— p)/(s + p)] se eligen como variables de estado. Es importante recordar que la
salida del bloque (s + z)/(s + p) de la Figura 2-28(a) no puede ser una variable de estado, por-
que este bloque contiene una derivada, S + z.
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s+2z K y
s+p s(s +a)

(a)

X2 1 X1 y

s+a

(b)

(a) Sistema de control; (b) diagrama de bloques con las variables
de estado para el sistema.

Figura 2-28.

A-2-11. Obtenga la funcién de transferencia del sistema definido por
Xl _1 1 O Xl O
X | = 0 -1 1% |+[0fu
X3 0 0 —2|]x3 1
Xj
y=0 0 0lfx
X3

Si se refiere a la Ecuacién (2-29), la funcion de transferencia G(s) estd dada por

GG)=C@l —A) " 'B+D

Solucion.

En este problema, las matrices A, B, C y D son

-1 1 0 0
A=| 0 -1 1, B=|0|, C=[1 0 0] D=0
0o 0 -2 1
De ahi, )
s+1 -1 0 1°'To
Gs)=[1 0 0] 0 s+1 -1 0
0 0 s+2 1
M1 1 1 7
s+1 S+ 1% (s+ D*s+2)
0
1 1
=[1 0 0] 0
s+1  (5+DE+2) |
1
0 0 —
L s+2
1 1

T+ DXAs+2) S +452+5s+2
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A-2-12. Considere un sistema con miiltiples entradas y multiples salidas. Cuando el sistema tiene mas de
una salida, la instruccion

[ NUM den] =ss2tf (A B, C D, iu)

calcula la funcién de transferencia de todas las salidas a cada entrada. (Los coeficientes del nu-
merador se devuelven en la matriz NUM con tantas filas como salidas haya).
Considere el sistema definido por

el el ]
M M

Este sistema tiene dos entradas y dos salidas. Las cuatro funciones de transferencia son: Y,(S)/

U,(S), Y2(8)/U,(9), Y(5)/Ux(S) ¥ Y(S)/Ux(S). (Cuando se considera la salida u,, se supone que la
entrada U, es cero, y viceversa.)

Solucién. El Programa 2-5 en MATLAB origina las cuatro funciones de transferencia.

MATLAB Programa 2-5

A=[0 1;-25 -4];
B=[1 1;0 1];
C=[1 0;0 1];
D=[0 0;0 O0];
[ NUM den] =ss2tf(A B, C D, 1)
NUM=
01 4
0 0 -25
den =
1 4 25

[ NUM den] =ss2tf(A B,C D, 2)
NUM =

0 1.0000 5. 0000
0 1.0000 -25.0000

den =
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Esta es la representacion en MATLAB de las cuatro funciones de transferencia siguientes:

Yi5)  st+4 Yy(s) —25
U,(s) s*>+4s+ 25’ Ui(s) s*+4s+25

Y,(s) _ s+ 5 Y,(S) S~ 25
Us(s) S*+4s+25  Uys) S +4ds+25

A-2-13. Linealicese la ecuacion no lineal
z=x>+ 4xy + 6y
en la region definida por 8 < x < 10,2 <y <4.
Solucion. Se define

f(x,y) =z =x>+ 4xy + 6y*

Entonces

X=X, y=Yy

(X Y) = (&) + | = %)+ 2y~ ) N
z=fxy) =f(X, — X=X)+— (@ —
y y) ox oy y—y )
donde X =9,y = 3.
Como los términos de mayor orden en la ecuacion expandida son pequefios, despreciando

esos términos de orden mads alto, se obtiene

z1-7=KX—X)+Kyy—y)

donde
of o
K, = — =2X+4y=2x9+4x3=30
X [x=%,y=y
of _ _
=— =4X+12y=4x9+12%x3=T72
0Y |x=x,y=y
I=X+4y+6y°=9"+4x9x3+6x9=243
Ast,

z—243 =30(x —9) + 72(y — 3)
De ahi una aproximacion lineal de la ecuacién no lineal dada cerca del punto de operacién es

z—30x—72y +243 =0
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PROBLEMAS

B-2-1. Simplifique el diagrama de bloques que aparece
en la Figura 2-29 y obtenga la funcién de transferencia

en lazo cerrado C(S)/R(S).

Gy

Y

R(s)

(4

-

G;

C(s)

Gy

Figura 2-29. Diagrama de bloques de un sistema.

- 92402

R(s)

B-2-2. Simplifique el diagrama de bloques que aparece
en la Figura 2-30 y obtenga la funcién de transferencia
en lazo cerrado C(S)/R(S).

B-2-3. Simplifique el diagrama de bloques que aparece
en la Figura 2-31 y obtenga la funcién de transferencia
en lazo cerrado C(S)/R(S).

C(s)
OO

H] =L

H2 <

Figura 2-30. Diagrama de bloques de un sistema.

H,

Hj

l

C(s)

Figura 2-31.

Diagrama de bloques de un sistema.
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B-2.4. Considere los controladores automaticos indus-
triales cuyas acciones de control son proporcionales, in-
tegrales, proporcionales-integrales, proporcionales-deri-
vativas 'y proporcionales-integrales-derivativas. Las
funciones de transferencia de estos controladores se ob-
tienen, respectivamente, a partir de

v _

E(s)

Us _K,

EGs) s

O s

% = Kp<l + Ti5>

U(s

% = Kp(l + T4S)

U(s) 1

o Kp<1 —+Tds>
() Tis

D(s)

C(s)

R(s)
> @ >

1 Controlador Planta

Gou(s) ! G(s) —>—

Figura 2-32. Sistema en lazo cerrado.

donde U(S) es la transformada de Laplace de u(t), la sali-
da del controlador, y E(S) es la transformada de Laplace
de e(t), la sefial de error. Trace las curvas u(t) frente a t
para cada uno de los cinco tipos de controladores, cuan-
do la sefial de error es

(&) e(t) = funcién escal6n unitario
(b) e(t) = funcién rampa unitaria
Al trazar las curvas, suponga que los valores numéricos
de K, K, T y Ty estdn dados por
K, = ganancia proporcional = 4
K; = ganancia integral = 2
T; = tiempo integral = 2 seg

T4 = tiempo derivativo = 0.8 seg

B-2-5. La Figura 2-32 muestra un sistema en lazo ce-
rrado con entrada de referencia y entrada de perturba-
cién. Obtenga la expresién para la entrada C(S) cuando
ambas, la entrada de referencia y la entrada de perturba-
cion, estdn presentes.

B-2-6. Considere el sistema que se muestra en la Figu-
ra 2-33. Calcular la expresion del error en estado estacio-
nario cuando estdn presentes tanto la sefial entrada de re-
ferencia R(S) como la entrada de perturbacién D(S).

B-2-7. Obtenga las funciones de transferencia C(S)/R(S)
y C(S)/D(s) del sistema que se muestra en la Figura 2-34.

D(s)

C(s)

R(s E(s
(s) ‘® (A)‘

Gi(s) >\ > Gs)

- - @

:

Figura 2-33. Sistema de control.

lD(S)

—>®—> Gy = 03 Cis)

Figura 2-34.

H2 <

Sistema de control.
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B-2-8. Obtenga una representacién en el espacio de es-
tados del sistema de la Figura 2-35.

u S+z 1 y
s+p K3

Figura 2-35. Sistema de control.

B-2-9. Considere el sistema descrito mediante
V+3y+2y=u

Obtenga una representacion en el espacio de estado del
sistema.

B-2-10. Considere el sistema descrito mediante
)&1 - 4 - ] X] 1
U= +| |u
X2 3 - 1 X2 1
o
y X

Obtenga la funcion de transferencia del sistema.

B-2-11. Considere un sistema definido por las siguien-
tes ecuaciones en el espacio de estados:

R MRt
y=1 2 [’X‘j

Obtenga la funcién G(S) del sistema.

B-2-12. Obtenga la matriz de transferencia del sistema
definido por

x| [ o 1 olx 0 0],
x2=001x2+01[u‘]
X3 -2 -4 —6|[x 1 of-7
Y1 1 00

“lo 1 ool
Y2 L[ Xs

B-2-13. Linealice la ecuacion no lineal
z=x*+ 8xy + 3y*

en la region definida por 2 < x <4, 10 <y < 12.

B-2-14. Encuentre para una ecuacién linealizada para

y =0.2x

alrededor de un punto X = 2.
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Modelado matemdtico
de sistemas mecAnicos
y sistemas electricos

Introduccion

Este capitulo presenta el modelado matemadtico de sistemas mecdnicos y de sistemas eléctricos.
En el Capitulo 2 se obtuvieron los modelos matemdticos de un circuito eléctrico simple y de un
sistema mecdnico sencillo. En este capitulo se considera el modelado matemético de una varie-
dad de sistemas mecdnicos y sistemas eléctricos que pueden aparecer en los sistemas de control.

La ley fundamental que controla los sistemas mecdnicos es la segunda ley de Newton. En la
Seccidén 3-2 se aplica esta ley a diversos sistemas mecdnicos y se calculan los modelos como
funcién de transferencia y en el espacio de estados.

Las leyes bdsicas que controlan los circuitos eléctricos son las leyes de Kirchhoff. En la Sec-
cién 3-3 se obtienen los modelos como funcién de transferencia y en el espacio de estados de
diversos circuitos eléctricos y sistemas de amplificadores operacionales que pueden aparecer en
muchos sistemas de control.

Modelado matematico de sistemas mecanicos

Esta seccién presenta en primer lugar sistemas sencillos de resortes y sistemas simples de amor-
tiguadores. Después calcula los modelos como funcién de transferencia y en el espacio de esta-
dos de diversos sistemas mecanicos.
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EJEMPLO 3-1 Se va a obtener la constante del resorte de los sistemas que se muestran en las Figuras 3-1(a) y (b),
respectivamente.
Para los resortes en paralelo [Figura 3-1(a)], la constante del resorte equivalente keq se obtiene de

KiX + KX = F = KeoX

Keg = ki + Ky
Para los resortes en serie [Figura 3-1(b)], la fuerza en cada resorte es la misma. Asi,
kiy =F, k(X —y)=F

Si se elimina y de esas dos ecuaciones se obtiene

F
kzx_k*l :F

ky  k +k
kyx=F+ —F =
> K, K,

o bien

F

La constante equivalente del resorte K., para este caso es

“Ux k+tk 11
ki ke
— X
— ) —— X
kl
—— WW—
— el kl k2
ky ——MWWW—= = F
7 VWVWWWy

(@) (b)

Figura 3-1. (@) Sistema formado por dos resortes en paralelo;
(b) sistema formado por dos resortes en serie.

EJEMPLO 3-2 Se va a obtener el coeficiente de friccion viscosa equivalente b, para cada uno de los sistemas que
se muestran en las Figuras 3-2(a) y (b). Un amortiguador es un dispositivo que proporciona fric-
cion viscosa o amortiguamiento. Estd formado por un pistén y un cilindro lleno de aceite. El aceite
resiste cualquier movimiento relativo entre la varilla del piston y el cilindro, debido a que el aceite
debe fluir alrededor del pistén (o a través de orificios en el pistén) de un lado del pistén al otro. El
amortiguador esencialmente absorbe energia. Esta energia absorbida se disipa como calor y el
amortiguador no almacena energia cinética ni potencial.
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@)

(b)

bl
oM
b2
o |
18|

[

bl b2
X y X z Y
(@) (b)

Figura 3-2. (a) Dos amortiguadores conectados en paralelo;
(b) dos amortiguadores conectados en serie.

La fuerza f debida a los amortiguadores es
f=Di(y =% +Dby(y —x) = (by + )y —X)

En términos del coeficiente de friccion viscosa equivalente b,,, la fuerza f estd dada por

eq’

f=Dbey(y =X
De ahi,
beq =b, + b,

La fuerza f debida a los amortiguadores es
f=b@Z % =byy —2) (3-D

donde z es el desplazamiento de un punto entre el amortiguador b; y el amortiguador b,.
(Observe que la misma fuerza se transmite a través del eje.) De la Ecuacion (3-1), se tiene

(b; + ny)Z = b,y + bx
o bien

} = —— (b,y + bX 3-2
z b1+b2(2y 1X) (3-2)

En términos del coeficiente de friccién viscosa equivalente b, la fuerza f estd dada por

eq?

F= by — %)

Si se sustituye la Ecuacion (3-2) en la Ecuacién (3-1), se tiene

1
= b= ) = bz[y' ~ L e blxﬂ

b, + b,
bib, .
TR
Asi,
S bib, .
g = _
WD = G
De ahi.
b,b 1
b _ 1V2 _
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EJEMPLO 3-3 Considérese el sistema masa-resorte-amortiguador montado en un carro, sin masa, que aparece en

la Figura 3-3. Se va a obtener un modelo matemadtico de este sistema, suponiendo que el carro estd
inmo6vil durante un t < 0 y que el sistema masa-resorte- amortiguador también estd inmdvil duran-
te un t < 0. En este sistema, u(t) es el desplazamiento del carro y la entrada para el sistema. En
t = 0, el carro se mueve a una velocidad constante o bien U = constante. El desplazamiento y(t) de
la masa es la salida. (El desplazamiento en relacidn con el piso.) En este sistema, m representa la
masa, b denota el coeficiente de friccién viscosa y K es la constante del resorte. Se supone que la
fuerza de friccion del amortiguador es proporcional a y — U y que el resorte es lineal; es decir, la
fuerza del resorte es proporcional ay — u.

—> U —

)

Carro sin masa k

SN W—

’ O_9__
() ()

Figura 3-3. Sistema resorte-masa-amortiguador montado sobre un carro.

g

Para sistemas traslacionales, la segunda ley de Newton establece que
ma=) F
donde m es una masa, a es la aceleracion de la masa y £ F es la suma de las fuerzas que actiian

sobre la masa. Aplicando la segunda ley de Newton al sistema presentado y considerando que el

carro no tiene masa, se obtiene
d? d du
m—y= —b(—y——>—k(y—u)

dt? dt  dt

o bien
dy  dy du
mW+ba+ky=ba+ku

La ecuacion representa un modelo matematico del sistema considerado. Si se toma la transformada
de Laplace de cada término de esta dltima ecuacion se obtiene

(ms? + bs + k)Y (s) = (bs + k)U(s)

Si se toma el cociente entre Y(S) y U(S), se encuentra que la funcién de transferencia del sis-
tema es

Y(s) bs + k

Funcién de transferencia = G(S) = =—
© Uis) ms®+ bs + k

Tal representacion mediante la funcién de transferencia de un modelo matematico se usa con mu-
cha frecuencia en la ingenieria de control.
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A continuacion se obtendrd un modelo en el espacio de estados de este sistema. Primero se

comparara la ecuacion diferencial para este sistema

S_bo ko bk
y_my my_mu mu

con la forma estdndar
y + aly + azy = bo“ + blu + b2U

e identificaremos a,, &,, by, b; y b, del modo siguiente:

Bo="by =0
ﬁl:bl*alﬁozE
m
Br = by —ap; _azﬁozk_<b>2
m m

Por tanto, refiriéndose la Ecuacion (2-34), se define

X =Y~ fou=y
( — ., b
X=X —pfu=%X ——u
2 1 1 -
A partir de la Ecuacién (2-36), se tiene que
, L b
Xy = X u=Xx,=—Uu
1 2 1 2=

. k b k b\?
x2=—ale—a1x2+ﬂ2u=——x1—ax2+ i el B D

y la ecuacién de salida se convierte en

y=X
o bien
b
HE
= u
X, ko bk k /b
noom o
y

(3-3)

(3-4)

Las Ecuaciones (3-3) y (3-4) dan una representacion en el espacio de estados del sistema. (Observe
que esta no es la tinica representacion en el espacio de estados. Hay infinitas representaciones mas

en el espacio de estados para el sistema.)
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EJEMPLO 3-4

EJEMPLO 3-5

Obtenga la funcién de transferencia X;(S)/U(S) del sistema mecédnico que se muestra en la Figu-
ra 3-4.

u —> X| — X)
7
ky
AW
AAAA m m AAAA
YVVy 1 2 YVVv
ky —|:b|— ks

Figura 3-4. Sistema mecanico.

Las ecuaciones del movimiento para el sistema presentado en la Figura 3-4 son

miX; = —KiX; = K(X; — %) — b(X; — %) +u
My¥X, = —KaXo — Kp(Xp — Xp) — b(¥ — X))
Simplificando, se obtiene
m;X; + bX; + (k; + ky)x; = bX, + kox, + U
MoXo + Xy + (Ko + K3)X, = bX; + KoX;
Tomando las transformadas de Laplace de estas dos ecuaciones, suponiendo condiciones iniciales
nulas, se obtiene
[M;s> + bs + (k; + k»)1X;(5) = (bs + kp)Xx(s) + U(s) (3-5)
[Mys? + bs + (K, + k3)IXx(X) = (bs + ky)X,(s) (3-6)

Si se resuelve la Ecuacidn (3-6) para X,(S), se sustituye en la Ecuacién (3-5) y se simplifica, se
obtiene

[(m;s® + bs + k; + ky)(Mys® + bs + ky + ks) — (bs + ky)21X,(S)
= (Mys? + bs + k, + ky)U(s)

de donde se sigue

Xi(s) m,s” + bs + k, + ks 29
UGs)  (M;S2 + bs + K, + Ky)(mys® + bs + k, + k) — (bs + k,)? 3D
De las Ecuaciones (3-6) y (3-7) se tiene
Xa(s bs + k
2S) 2 (3-8)

UGs)  (Mms> + bs + Kk, + ky)(m,s? + bs + K, + k3) — (bs + k,)?

Las Ecuaciones (3-7) y (3-8) son las funciones de transferencia X,(S)/U(S) y X,(s)/U(S), respectiva-
mente.

Un péndulo invertido montado en un carro manejado por un motor aparece en la Figura 3-5(a).
Este es un modelo del control de posicion de un propulsor primario espacial para despegues. (El
objetivo del problema del control de posicién es conservar el propulsor primario espacial en una
posicidn vertical.) El péndulo invertido es inestable porque puede girar en cualquier momento y en
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YA
) e
[
X
4
\
€ cos 0
mg [ ¢
(0) f&, 7 X
P~
U ——| N
@) @)
Z
(a)
. \
4
X\K
4
H —
(} > X
U —— V' M
= 7

(b)

Figura 3-5. (a) Sistema de péndulo invertido; (b) diagrama de cuerpo libre.

cualquier direccion, a menos que se le aplique una fuerza de control conveniente. Aqui se considera
s6lo un problema en dos dimensiones, en el cual el péndulo sélo se mueve en el plano de la pagina.
Se aplica al carro la fuerza de control u. Supéngase que el centro de gravedad de la barra del pén-
dulo estd en su centro geométrico. Obténgase un modelo matematico para este sistema.

Sea 0 el dngulo de la barra respecto de la linea vertical. Sean ademads las coordenadas (X, Y) del
centro de gravedad de la barra del péndulo (Xg, Yg). De este modo,

Xg = X + Isen

Ve = lcos 0
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EJEMPLO 3-6

Para obtener las ecuaciones de movimiento para el sistema, considérese el diagrama de cuerpo
libre que aparece en la Figura 3-5(b). El movimiento rotacional de la barra del péndulo alrededor
de su centro de gravedad se describe mediante

10 = Vlsen 0 — Hlcos 0 (3-9)

donde | es el momento de inercia de la barra alrededor de su centro de gravedad.
El movimiento horizontal del centro de gravedad de la barra del péndulo se obtiene mediante

d2
m i (x +Isen) =H (3-10)

El movimiento vertical del centro de gravedad de la barra del péndulo es

d2
mP(|0050)=V*mg (3-11)
El movimiento horizontal del carro se describe mediante
M £ H (3-12)
—C_yu- -
dt?

~ Como se debe mantener el péndulo invertido en posici6n vertical, se puede suponer que 0(t) y
0(t) son pequefios, de forma que sen @ =0, cos® = 1 y 06> = 0. Entonces, las Ecuaciones (3-9) a
(3-11) se linealizan del modo siguiente:

10 = VI0 — HI (3-13)
m( + 10) = H (3-14)
0=V —mg (3-15)

A partir de las Ecuaciones (3-12) y (3-14), se obtiene
M+ m)X + mld = u (3-16)
A partir de las Ecuaciones (3-13), (3-14) y (3-15), se obtiene
10 = mglo — Hl

= mglo — I(mX + mlo)
o bien B
(I + m»0 + mlx = mglo (3-17)

Las Ecuaciones (3-16) y (3-17) describen el movimiento del sistema del péndulo invertido en el
carro. Constituyen un modelo matemaético del sistema.

Considere el sistema de péndulo invertido que se muestra en la Figura 3-6. Como en este sistema la
masa se concentra en lo alto de la varilla, el centro de gravedad es el centro de la bola del péndulo.
Para este caso, el momento de inercia del péndulo respecto de su centro de gravedad es pequefio, y
se supone que | = 0 en la Ecuacién (3-17). Entonces el modelo matemadtico para este sistema es el
siguiente:

M+ mX +mld =u (3-18)
ml20 + ml% = mglo (3-19)

Las Ecuaciones (3-18) y (3-19) se pueden modificar como
MIO = (M + m)g0 — u (3-20)

MX = u — mg0 (3-21)
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A
X € sin 0 [~—
| m
T~
0
.
€ cos 0 mg
4
0 » \V/ > X
U —— M
Q) ()

Figura 3-6. Sistema de péndulo invertido.

La Ecuacion (3-20) se obtuvo eliminando X de las Ecuaciones (3-18) y (3-19). La Ecuacién (3-21)
se obtuvo eliminando 0 de las Ecuaciones (3-18) y (3-19). De la Ecuacion (3-20) se obtiene que la
funcién de transferencia de la planta es

) 1 1

—WQ_W§—N+mm:w L Mtm  M+m
<s MI g><s MI g>

La planta del péndulo invertido tiene un polo en el eje real negativo [S = — (/M + m/, /MI)\/§] y

otro en el eje real positivo [s = (/M + m/, /MI)\/Q]. Por tanto, la planta es inestable en lazo abierto.
Sean las variables de estado X;, X,, X3 ¥ X4 siguientes:

X, =10
Xo =0
X3 = X
X4 = X

Observe que el angulo 0 indica la rotacién de la varilla del péndulo respecto al punto P, y X es la
posicién del carro. Si se consideran 6 y X como las salidas del sistema, entonces

r=[)=Ld-L5)

(Observe que tanto 6 como X son cantidades facilmente medibles.) Entonces, a partir de la defini-
cion de variables de estado y de las Ecuaciones (3-20) y (3-21), se obtiene

X| = X%,

. M+ m 1
X2:ngl_mu
X3:X4

X m 1

X4 = —ngﬁ—mu
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En términos de las ecuaciones vectoriales, se tiene

0 1 00 0
X1 M + m X1 1
. 0 —_
Ll | Tw 2l My (3-22)
X3 0 0 0 1][Xs 0
X m X 1
* ——g 0 0 of-" =
Y A L ™M
X
Yi|_ 1 0 0 0ffx (3-23)
A 00 1 0ffx
X4

Las Ecuaciones (3-22) y (3-23) dan una representacion en el espacio de estados del sistema del
péndulo invertido. (Observe que la representacion en el espacio de estados del sistema no es tnica.
Hay infinitas representaciones para este sistema.)

3-3 Modelado matematico de sistemas eléctricos

Las leyes fundamentales que gobiernan los circuitos eléctricos son las leyes de corrientes y vol-
tajes de Kirchhoff. La ley de corrientes de Kirchhoff (la ley de nodos) plantea que la suma alge-
braica de todas las corrientes que entran y salen de un nodo es cero. (Esta ley también puede
plantearse del modo siguiente: la suma de las corrientes que entran a un nodo es igual a la suma
de las corrientes que salen del mismo.) La ley de voltajes de Kirchhoff (la ley de mallas) estable-
ce que en cualquier instante determinado la suma algebraica de los voltajes alrededor de cual-
quier malla en un circuito eléctrico es cero. (Esta ley también se plantea del modo siguiente: la
suma de las caidas de voltaje es igual a la suma de las elevaciones de voltaje alrededor de una
malla.) Un modelo matemdtico de un circuito eléctrico se obtiene aplicando una o ambas leyes
de Kirchhoff.

Esta seccidén trata primero los circuitos eléctricos sencillos y después presenta el modelado
matemadtico de sistemas con amplificadores operacionales.

Circuito LRC. Considérese el circuito eléctrico que aparece en la Figura 3-7. El circuito
estd formado por una inductancia L (henrios), una resistencia R (ohmios) y una capacitancia C
(faradios). Aplicando la ley de voltaje de Kirchhoff al sistema, se obtienen las ecuaciones si-
guientes:

di 1
Ldt+Ri+Cjidt:ei (3-24)

1
c f idt = e, (3-25)



Capitulo 3. Modelado matematico de sistemas mecanicos y sistemas eléctricos 73

L R
o—T MWW——p——0
€ > C == €
i
O O

Figura 3-7. Circuito eléctrico.

Las Ecuaciones (3-24) y (3-25) dan un modelo matemadtico del circuito.

Un modelo mediante la funcién de transferencia del circuito también se obtiene del modo
siguiente. Se toma la transformada de Laplace de las Ecuaciones (3-24) y (3-25) y se suponen
condiciones iniciales iguales a cero, para obtener

11
Lsl(s) + RI(s) + Cs I1(s) = E; ()

T R-
o 1 =E®

Si se supone que €; es la entrada y €, la salida, la funcién de transferencia de este sistema re-

sulta ser
Eo(s) 1

E(s) LCs®+RCs+ 1

(3-26)

Un modelo en el espacio de estados del sistema, como el que aparece en la Figura 3-7, se
obtiene del modo siguiente. Primero, se observa que la ecuacién diferencial para el sistema se
obtiene a partir de la Ecuacién (3-26) como

é+Ré+ e—1
° LT LCc T LC

Después, si se definen las variables de estado mediante

€

Xy = eo
X2 = €
y las variables de entrada y salida mediante
u= ei
y= eo =X
se obtiene
%, 0 1 X, N 0
= u
X2 _ 1 Rilx 1
LC L] LC
y
—0of®
y= %

Estas dos ecuaciones dan un modelo matemadtico del sistema en el espacio de estados.
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R R,
O—WW———W———0

[ >C1 p— >C2:
iy i

]

1
D

o o)
Figura 3-8. Sistema eléctrico.

Funciones de transferencia de elementos en cascada. Muchos sistemas realimen-
tados tienen componentes que se cargan uno al otro. Considérese el sistema de la Figu-
ra 3-8. Supdngase que €; es la entrada y e, la salida. Las capacitancias C; y C, no cambian ini-
cialmente. Se vera que en la segunda etapa del circuito (la parte R,C,) produce un efecto de
carga en la primera etapa (la parte R,C,). Las ecuaciones para este sistema son

1
C_ J'(Il - |2) dt + Rlil = ei (3'27)
1
y
| . L[
C—1 (i, — ipdt + R,i, + C_2 i,dt=0 (3-28)
L[,
c i,dt =e, (3-29)

Si se considera la transformada de Laplace de las Ecuaciones (3-27) a (3-29) y se suponen condi-
ciones iniciales de cero, se obtiene

1
Cs [1(s) = L] + Ril(s) = Ei(s) (3-30)
S
1 1
Cs [12(5) = 1i(9)] + Ryly(s) + Cs I,(s) =0 (3-31)
1
Cs 15(s) = Eq(s) (3-32)

Si se elimina 1,(S) de las Ecuaciones (3-30) y (3-31) y se escribe E;(S) en términos de 1,(S), se
encuentra que la funcién de transferencia entre E,(S) y E;(S) es

Eo(s) 1 B 1
Eis) (R,Cs+DR,Cs+1)+R,Cs R,CR,C,5>+(R,C,+R,C,+R,C,)s+1

(3-33)

El término R,;C,S en el denominador de la funcién de transferencia representa la interaccién de
dos circuitos RC sencillos. Como (R,C, + R,C, + R,C,)* > 4R,C,R,C,, las dos raices del deno-
minador de la Ecuacion (3-33) son reales.

El andlisis presente muestra que, si se conectan dos circuitos RC en cascada, de modo que la
salida del primer circuito es la entrada del segundo, la funcién de transferencia general no es el
producto de 1/(R,C;s + 1) y 1/(R,C,s + 1). Esto se debe a que, cuando se obtiene la funcion de
transferencia para un circuito aislado, se supone implicitamente que la salida no estd cargada.
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En otras palabras, se supone que la impedancia de carga es infinita, lo cual significa que no
se entrega potencia en la salida. Sin embargo, cuando se conecta el segundo circuito a la salida
del primero, se entrega cierta cantidad de potencia y, por tanto, se viola la suposicién de que no
hay carga. Consecuentemente, si la funcién de transferencia de este sistema se obtiene bajo la
suposicion de que no hay carga, la suposicion no es vélida. El grado del efecto de carga determi-
na la cantidad de modificacién de la funcién de transferencia.

Impedancias complejas. En las funciones de transferencia para circuitos eléctricos, a
menudo resulta conveniente escribir las ecuaciones transformadas directamente mediante el mé-
todo de Laplace, sin escribir las ecuaciones diferenciales. Considérese el sistema que aparece en
la Figura 3-9(a). En este sistema, Z, y Z, representan impedancias complejas. La impedancia
compleja Z(S) de un circuito de dos terminales es el cociente entre E(S), la transformada de La-
place del voltaje a través de las terminales, e I(S), la transformada de Laplace de la corriente a
través del elemento, suponiendo que las condiciones iniciales son cero; por tanto, Z(S) = E(S)/
I(s). Si los elementos de dos terminales son una resistencia R, una capacitancia C o una inductan-
cia L, la impedancia compleja se obtiene mediante R, 1/Cs o Ls, respectivamente. Si se conectan
impedancias complejas en serie, la impedancia total es la suma de las impedancias complejas
individuales.

Recuérdese que el enfoque de impedancias sélo es vdlido si todas las condiciones iniciales
involucradas son cero. Como las funciones de transferencia requieren condiciones iniciales cero,
el enfoque de impedancias se aplica para obtener la funcién de transferencia del circuito eléctri-
co. Este enfoque simplifica mucho la obtencién de funciones de transferencia de circuitos eléctri-
COs.

Considérese el circuito que aparece en la Figura 3-9(b). Supdngase que los voltajes €; y €,
son la entrada y la salida del circuito, respectivamente. Por tanto, la funcién de transferencia de
este circuito es

Eo(®) 2y

Ei(S)  Zi(S) + Zy(S)

Para el sistema de la Figura 3-7,
1

ZIZLS+R, Zzza

Por tanto, la funcién de transferencia E,(S)/E;(S) se encuentra del modo siguiente:

1
E()  Cs 1
() 1 LCs®+RCs +
E;i(s) Ls+R+ - LCs RCs + 1

que es, por supuesto, idéntica a la Ecuacién (3-26).

. o Z o)
i i i T
—_—— —_—— —_——
e Z Z o)
€i ZZ €o
e -t 12 1
e (e, O

(a) (b)
Figura 3-9. Circuitos eléctricos.
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EJEMPLO 3-7 Considérese de nuevo el sistema que se muestra en la Figura 3-8. Obténgase la funcion de transfe-
rencia E,(S)/E;(S) utilizando la aproximacién de la impedancia compleja. (Los condensadores C, y
C, no estdn cargados inicialmente.)
El circuito que se muestra en la Figura 3-8 se puede transformar tal y como se aprecia en la
Figura 3-10(a), que a su vez se puede modificar como aparece en la Figura 3-10(b).
En el sistema que se muestra en la Figura 3-10(b) la corriente | se divide en dos corrientes, I, e
l,. Obsérvese que

2yl = (Zs + Zy)l,, L +1L=1
se obtiene
Lo Brn o n
2+ 25+ 2, ° Z,+ 25+ 2,

Obsérvese que

Z,(Zs + Z
Ei(s) =2, + 7], = [z1 +"’(3“)]|

Z,+2,+2,
Z,Z,
E,(S) =Z4l, =——F—
o8) = 24l Z,+2,+ 27,
se obtiene
Eq(S) _ 2,2,
EBi(sS) Zi(Z, + 23+ 2y + Zy(Z5 + Zy)

Si se sustituye Z; = R;, Z, = 1/(C,3), Z; = R, y Z, = 1/(C,S) en esta ultima ecuacién se obtiene

1 1
Eo(s) Cis Css
Ei(s) 1 1 1 1
Ri(—+R,+ — |+ — (R, + —
C;s C,s C;s C,s
1

" R,C;R.C5: + (R,Cy + R,Cy + R,Cy)s + 1

que es la misma que se mostr6 en la Ecuacién (3-33).

o—s z
1 +I
2
Z
o Z Z o) 1h .
— o
Ei(s) Z
EI'(S) Zz Z4 EU(S) Z4 E (S)
o0
o ‘o) o ‘o)

(@) (b)

Figura 3-10. (a) El circuito de la Figura 3-8 en términos de impedancias;
(b) diagrama del circuito equivalente.
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Xi(s) X(s) X3(5) Xi(s) X3(5)

Gi(s) | G(s) > —_— () Gs) ——

(a) (b)

Figura 3-11. (a) Sistema formado por dos elementos en cascada sin carga; (b) un sistema equivalente.

Funciones de transferencia de elementos en cascada sin carga. La funcién de
transferencia de un sistema formado por elementos en cascada sin carga se obtiene eliminando la
entrada y la salida intermedias. Por ejemplo, considérese el sistema que aparece en la Figu-
ra 3-11(a). Las funciones de transferencia de los elementos son

Xy(8) X5(8)

Gi(s) = X.) y Gys) = X.(5)

Si la impedancia de entrada del segundo elemento es infinita, la salida del primer elemento no se
modifica si se conecta al segundo. En este caso, la funcidn de transferencia del sistema completo
se convierte en

X3(8) _ Xa(8)X5(8) _

G(s) = = =
© X6 T X%

G(8)G,(s)

Por tanto, la funcién de transferencia del sistema completo es el producto de las funciones de
transferencia de los elementos individuales. Esto se aprecia en la Figura 3-11(b).

Como ejemplo, considérese el sistema que aparece en la Figura 3-12. La insercién de un
amplificador de aislamiento entre los circuitos para obtener caracteristicas sin carga se usa a me-
nudo cuando se combinan circuitos. Como los amplificadores tienen impedancias de entrada
muy altas, un amplificador de aislamiento insertado entre los dos circuitos justifica la suposicion
de que no hay carga.

Los dos circuitos RC sencillos, aislados mediante un amplificador como el que aparece en la
Figura 3-12, tienen efectos de carga insignificantes y la funcién de transferencia de todo el cir-
cuito es igual al producto de las funciones de transferencia individuales. Por tanto, en este caso,

Eq(S) 1 1
oo (rew 1) s )
i(s) RICIS +1 R2C25 +1

K
" (R,Cs + DR,Cys + 1)

Ry Ry
O—MW —W——o
[Amplificador
c, == de c, 4=
€ s aislamiento 2 %

(ganancia K)

Figura 3-12. Sistema eléctrico.
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Controladores electrénicos. En lo que sigue se analizan los controladores electrénicos
que usan amplificadores operacionales. Se comienza por obtener las funciones de transfe-
rencia de los circuitos con amplificadores operacionales simples. A continuacién se obtienen las
funciones de transferencia de algunos de los controladores con amplificadores operacionales. Por
dltimo, se proporcionan en una tabla los controladores con amplificadores operacionales y sus
funciones de transferencia.

Amplificadores operacionales. Los amplificadores operacionales, también conocidos
como amp ops, se utilizan con frecuencia para amplificar las sefiales de los circuitos sensores.
También se utilizan a menudo en los filtros que sirven para compensacion. La Figura 3-13 mues-
tra un amp op. Es una préctica comiin seleccionar la tierra como 0 volts y medir los voltajes de
entrada e, y e, en relacion con ella. La entrada e, hacia la terminal negativa del amplificador esta
invertida y la entrada e, hacia la terminal positiva no lo estd. Por consiguiente, la entrada total
al amplificador se convierte en e, — €,. De este modo, para el circuito de la Figura 3-13, se
tiene que

g, = K(e, —e)) = —K(e; — &)

donde las entradas e; y €, pueden ser sefiales de cd o ca y K es la ganancia diferencial o la
ganancia de voltaje. La magnitud de K es, aproximadamente, de 10° ~ 10° para las sefiales de cd
y sefales de ca que tienen frecuencias menores que unos 10 Hz. (La ganancia diferencial dismi-
nuye con la frecuencia de la sefial y se estabiliza alrededor de la unidad para frecuencias de 1
MHz ~ 50 MHz.) Obsérvese que el amp op amplifica la diferencia entre los voltajes e,
y e,. Tal amplificador se denomina amplificador diferencial. Como la ganancia del amp op es
muy alta, es necesario tener una realimentacién negativa de la salida hacia la entrada para hacer
estable el amplificador. (La realimentacion se lleva a cabo de la salida hacia la entrada inversora
para que la realimentacion sea negativa.)

En el amp op ideal no fluyen corrientes en los terminales de entrada y el voltaje de salida no
se ve afectado por la carga conectada al terminal de salida. En otras palabras, la impedancia de
entrada es infinita y la impedancia de salida es cero. En un amp op real, fluye una corriente muy
pequeiia (casi insignificante) hacia una terminal de entrada, y la salida no se carga demasiado.
En el andlisis que se hace aqui, se supone que los amp ops son ideales.

b R
A‘l}\,\,“l
151 R]
oI o——WW—+
e ———O
o—
e + e
€, €
o T o O O
Figura 3-13. Amplificador operacional. Figura 3-14. Amplificador inversor.

Amplificador inversor. Considérese el amplificador operacional de la Figura 3-14. Se
va a obtener el voltaje de salida e,.
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La ecuacién para este circuito se obtiene del modo siguiente. Se definen:

i‘R’i2R
1 2

Como sélo fluye una corriente insignificante hacia el amplificador, la corriente i, debe ser igual
a la corriente i,. Por tanto,

€ _ €o
Ri R,
o bien
€ = 7R71 i

De esta manera, el circuito que se muestra es un amplificador inversor. Si R; = R,, el circuito
amp op mostrado funciona como un inversor de signo.

Amplificador no inversor. La Figura 3-15(a) muestra un amplificador no inversor. La
Figura 3-15(b) contiene un circuito equivalente a este ultimo. Para el circuito de la Figu-

ra 3-15(b), se tiene que
_ K o Rl
RS TR TR

donde K es la ganancia diferencial del amplificador. A partir de esta Gltima ecuacidn, se obtiene

R, 1
e=|—5t+t_)e
'""\R,+R, K/

Como K > 1, si R|/(R, + R,) > 1/K, entonces,

Esta ecuacion obtiene el voltaje de salida e,. Como €, y €; tienen los mismos signos, el circuito
amp op de la Figura 3-15(a) es no inversor.

O—
R, +
—\WW—
Rl _ R
— W - 2
L 0 e;

T v N

e ‘o R,

* O O J_ O

(@) (b)
Figura 3-15. (a) Amplificador operacional no inversor; (b) circuito equivalente.
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EJEMPLO 3-8 La Figura 3-16 muestra un circuito eléctrico que contiene un amplificador operacional. Obténgase

la salida e,
Se definen

/

g — €
R

> I, =

de’ — e,
C( )’

’

e — e,
R,

I3 =

dt

Si se considera que el flujo de la corriente hacia el amplificador es insignificante, se tiene que

Por tanto,

e —¢€

i]:

- de’ — ep) N e — e,

Como €' =0, se tiene que

€

de, e,

=-C

Si se calcula la transformada de Laplace de esta tdltima ecuacion, y se supone una condicién inicial

cero, se tiene que

Ei(s) B R,Cs + 1

R

que se puede escribir como

R, Eo(9)

E9) R, I

Ei(s)

R, R,Cs + 1

El circuito con amp op de la Figura 3-16 es un circuito de retardo de primer orden. (La Tabla 3-1
muestra otros circuitos que contienen amp ops junto con sus funciones de transferencia.)

€

Figura 3-16. Circuito de retardo de primer orden utilizando
un amplificador operacional.
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Enfoque de impedancias para obtener funciones de transferencia. Considérese
el circuito con amp op de la Figura 3-17. De forma similar al caso de los circuitos eléctricos que
se analizaron antes, el enfoque de impedancias se aplica a los circuitos con amp op para obtener
sus funciones de transferencia. Para el circuito de la Figura 3-17, se tiene que

E(9) — E(5)  E(S) — Eq9)
z, -z

Como E'(s) =0, se tiene

ES) _ Z(9)
SIONEFA0)

(3-34)

1(s)

Z(s)

1(s)

(o Z(s) =
E'(s) 0O
Es) >

Eq(s)

Figura 3-17. Circuito con amplificador operacional.

EJEMPLO 3-9 Remitiéndose al circuito con amp op de la Figura 3-16, obtenga la funcién de transferencia
E,(S)/E; (s) mediante el enfoque de impedancias.
Las impedancias complejas Z;(S) y Z,(S) para el circuito son

1 RCs+1
R,

ZiS) =Ry y 49 =

Cs +

Por tanto, la funcién de transferencia E,(S)/E;(S) se obtiene como

Eos)  Zys) Ry 1
Eis)  Z(s) R/ R,Cs+1

que es, por supuesto, igual a la obtenida en el Ejemplo 3-8.

Redes de adelanto o atraso que utilizan amplificadores operacionales. La Fi-
gura 3-18(a) muestra un circuito electrénico que utiliza un amplificador operacional. La fun-
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i e
Z ‘ I Z, —MWW— Ry
T [y o_w&]_ Bl M
] i e L
| Es) p2 Ei(s)
) 7’? L J :l>—o E(s) Es
E(s) 1% o)

C 11

o

= Red de adelanto o retardo Inversor de signo

(a) (b)
Figura 3-18. (@) Circuito con amplificador operacional; (b) circuito con amplificador operacional
usado en redes de adelanto o retardo.

cidén de transferencia para este circuito se obtiene del modo siguiente. Se define la impedancia de
entrada y la impedancia de realimentacién como Z, y Z,, respectivamente. Entonces,

7 - 7, -
' RCs+1’ > RCs+ 1

De ahi, refiriéndose a la Ecuacién (3-34), se tiene

1
S+
E(s) Z, R,RCs+1  C~ RC 3.35)
Eis) Z, R/ RCs+1 C,, | )
R.C,

Obsérvese que la funcion de transferencia de la Ecuacién (3-35) contiene un signo menos. En
este caso, el circuito es de inversion de signo. Si tal inversién de signo no es conveniente en la
aplicacién actual, se conecta un inversor de signo a la entrada o a la salida del circuito de la
Figura 3-18(a). En la Figura 3-18(b) se muestra un ejemplo. El inversor de signo tiene la funcién
de transferencia de

Es) Ry
EG) R,

El inversor de signo tiene la ganancia de —R,/R;. Por lo tanto, la red de la Figura 3-18(b) tiene la
siguiente funcion de transferencia:

1
S+ ——
E(®) RRRCs+1 RCy 1
R,C,
1

S+ =
Ts+1 T
1
[0

FoTs+1 (5-36)
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donde
T=RC, oT=RGC, K= &
R;C,

Considérese que
_ RCIRC, R,y _ R,C,

““*“R,C,RC, RR,”  RC

Esta red tiene una ganancia de K. = R,R,/(R,R5).
Obsérvese que esta red, cuya funcién de transferencia se muestra en la Ecuacién (3-36), es
una red de adelanto si R,C; > R,C,, o & < 1. Si R,C, < R,C, se trata de una red de atraso.

Controlador PID que utiliza amplificadores operacionales. La Figura 3-19 mues-
tra un controlador electrénico proporcional-integral-derivativo (controlador PID) que utiliza am-
plificadores operacionales. La funcién de transferencia E(S)/E;(S) se obtiene mediante

EGS) 4,
Ei(s) Z,
donde
R, R,C,s + 1
Zl = ’ 2 =
R,Cs+1 Css
Por tanto
ES) R,C,s+ 1\ /R/ICis+ 1
Ei(s) C.s R,
Si se considera que
Efs) _ R
E(s) Rs

Ry
AVWV
]
>
Ei(s) E(s) £
(6, O O

Figura 3-19. Controlador PID electrénico.
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se tiene que

Eo(9) _ Eo(S) E(S) _ R4Ry (RICis + D)(R,Cos + 1)

Ei(s) EG) Ei(S) RsR, R,C,s
R.R, /R,C, + R,C 1
— 4132 1>1 2%2 + Rlcls
RsR, R,C, R,C,s
R,(R,C, + R,C 1 R.C,R,C
_ 4( 1v1 2 2) + + 1v~11\2v2 s (3_37)

Obsérvese que el segundo circuito con amplificador operacional funciona como un inversor de
signo, al igual que como un ajustador de ganancia.
Cuando un controlador PID se expresa como

SO (14T r
E() ° s ¢

K, se denomina ganancia proporcional, T; tiempo integral y Ty tiempo derivativo. A partir de la
Ecuacion (3-37) se obtiene que la ganancia proporcional K, el tiempo integral T; y el tiempo
derivativo T4 son

_ R4(Rl(:l + RZCZ)

K
P RiR,C,

1
T_ - @@
' R,C, +R,C,

_ RICR,.C,
47 R,C, + R,C,

Cuando el controlador PID se expresa como

Eo(s Ki
°()=Kp+—'+de
Ei(s) S
K, se denomina ganancia proporcional, K; ganancia integral y Ky ganancia derivativa. Para este
controlador
K — RyR,C; + R,Cy)
P RsRiCy
R
Ki = 4
RsR,Cy
_ R4R,C,y
d = R,

La Tabla 3-1 muestra una lista de circuitos con amplificadores operacionales que se utilizan
como controladores o compensadores.
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Tabla 3-1. Circuitos amplificadores operacionales que se pueden utilizar
como compensadores.

Accién Eo(S) o - '
de control G(s) = E®) Circuitos de amplificador operacional
i
P RaR
Ry R,
1 R
R; R,C,s
R4 R
PD 2 RCs+ 1)
R3 R,
PI & & R,Cos + 1

R;R;  R,Css

R4 R, (RiICis + 1)(R,Cys + 1)

PID

R; R, R,C,s
Adelanto & & m
o retardo R; Ry R,Cys + 1

retardo R5 R'; (R]Cls + 1)[(R2 + R4)C25 + 1] e R3

—W—|
Adelanto- & & [(R; + R3)Cys + 1](R,Cys + 1) ngwa ~ Ra
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EJEMPLOS DE PROBLEMAS Y SOLUCIONES

A-3-1.

La Figura 3-20(a) muestra un diagrama esquemadtico de un sistema de suspensién de un automo-
vil. Conforme el automdvil avanza por un camino, los desplazamientos verticales de las llantas
funcionan como una excitacién de movimiento para el sistema de suspension del automdvil.
El movimiento de este sistema consiste en un desplazamiento del centro de la masa y un giro
alrededor del centro de la masa. El modelado matematico del sistema completo es bastante com-
plicado.

Una versiéon muy simplificada del sistema de suspension aparece en la Figura 3-20(b). Supo-
niendo que el movimiento X; en el punto P es la entrada al sistema y el movimiento vertical X, del
cuerpo es la salida, obtenga la funcién de transferencia Xy(S)/X;(S). (Considere el movimiento del
cuerpo solo en la direccién vertical.) El desplazamiento X, se mide a partir de la posicién de equi-
librio en ausencia de la entrada X;.

Solucidon. La ecuacién de movimiento para el sistema de la Figura 3-20(b) es
miio + b(Xo - X|) + k(XO —X)=0
o bien
mi(o + b){o + kXO = b)&l + kXi
Si se toma la transformada de Laplace de esta tltima ecuacidn, y se suponen condiciones iniciales

de cero, se obtiene

(ms? + bs + K)Xo(s) = (bs + K)X; ()
Por tanto, la funcion de transferencia X,(S)/X;(S) se obtiene mediante

Xo(8) bs + k
Xi(s) ms*>+ bs +k

m

Centro de masas

o Cuerpo del coche

EE

(b)

Figura 3-20. (a) Sistema de suspension de un automovil;
(b) sistema de suspension simplificado.
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A-3-2. Obtenga la funcién de transferencia Y(S)/U(S) del sistema de la Figura 3-21. La entrada u es un
desplazamiento. (Al igual que el sistema del problema A-3-1, esta es una version simplificada de
un sistema de suspensién de un automévil o una motocicleta.)

Solucién. Suponga que los desplazamientos X e Y se miden respectivamente a partir de las
posiciones en estado estacionario en ausencia de entrada uU. Aplicando la segunda ley de Newton
al sistema, se obtiene

m;X = ky(y — X) + by — X) + k;(u — %)

My = —ky(y — %) — b(y — X)
Por tanto, se tiene que

m,X + bx + (k; + ky)x = by + kyy + ku

myy + by + ky = bx + k,x
Tomando la transformada de Laplace de estas dos ecuaciones y suponiendo condiciones inicia-
les de cero, se obtiene
[m;s® + bs + (k; + ky)IX(s) = (bs + ky)Y(s) + k,U(s)

[M,s? + bs + k,]Y(s) = (bs + ky)X(s)
Eliminando X(S) de las dos tltimas ecuaciones, se tiene
m,s> + bs + k,

m,s> + bs + k; + k
(] 1 2) b5+k2

Y(s) = (bs + ky)Y(s) + k,U(s)

de lo cual se deduce

Y(s) k;(bs + ky)
UGs) mym,s® + (m, + mybs® + [k;m, + (M, + myK,]s® + Kk,bs + kk,

Figura 3-21. Sistema de suspension.

A-3-3. Obtenga la representacion en el espacio de estados del sistema mostrado en la Figura 3-22.
Solucion. Las ecuaciones del sistema son
my; + by, + ky; —y,) =0
Moy, + Ky, = y1) = u
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Las variables de salida para este sistema son Yy; e Y,. Se definen las variables de estado como

X1 =Y
X2 =Y
X3 =Y,
X4 = VY2

Entonces se obtienen las siguientes ecuaciones:

Xi =X
. 1 by K k b N k
X, =— [— — — = —— X —— X +—X
2 ml[ Y1 (Y1 — ¥2)1 m, 1 m, 2 m, 3
X3 = X4
. 1 K N k k N 1
Xy=—1[— - uy=—x;,——x%;+—u
4 mz[ (Y2 —y1) ] m, 1 m, 3 m,
De ahi, la ecuacion de estado es
0 1 0 0]
X _i _3 i 0 X 0
X | _ m; m m, X5 + 0 U
X3 0 0 0 1([x3 0
X k k X 1
4 K 0 -5 0 4 -
L M m, | 2
y la ecuacién de salida es
X
Yi| [T 0 0 0]x
Yo 0 0 1 0]]|xs
X4
)i >
7
b k
—flil_ my —AWWA— —_—
Q0O QO .

Figura 3-22. Sistema mecanico.

A-3-4. Obtenga la funcién de transferencia X,(S)/X;(s) del sistema mecanico que aparece en la Figu-
ra 3-23(a). Calcilese ademds la funcién de transferencia del circuito eléctrico de la Figura
3-23(b). Demuestre que las funciones de transferencia de los dos sistemas tienen una forma
idéntica y, por tanto, son sistemas andlogos.

Solucién. En la Figura 3-23(a) se supone que los desplazamientos X;, X, ¢ Y se miden desde sus
posiciones en reposo. Entonces las ecuaciones de movimiento para el sistema mecédnico de la
Figura 3-23(a) son

bi(Xi = Xo) + Ki(Xi = Xo) = by(Xo — )

by(Xo — ) = koy
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Tomando la transformada de Laplace de estas dos ecuaciones y suponiendo condiciones inicia-
les de cero, tenemos

Dy[sXi(8) — sXo(9)] + Ki[Xi(8) — Xo(8)] = by[sXy(S) — sY(9)]
D,[SXo(8) — SY(S)] = kyY(s)

Si se elimina Y(S) de las dos dltimas ecuaciones, se obtiene

b,sX,(S)

B[8%4(5) — SXo(®)] + KiXi(5) — Xo(®)] = BiXofs) ~ bus "5

o bien

b,s
(bys + k)X (s) = <bls + Kk, + bys — bys s i k2> Xo(S)

Por tanto, la funcién de transferencia X,(S)/X;(S) se obtiene como

<E s+ 1><% s+ 1>

Xo(s) _ kl k2

Xi(s) b, b, b,
—s+1)(=s+1)+—
e )ese) i

Para el sistema eléctrico de la Figura 3-23(b), la funcién de transferencia E(S)/E; (S) resulta ser

R, + —
Eo(8) Cis (RiC;s + 1(R,Cos + 1)

Ei(5) 1 I~ RCis+ DRCys + 1) + RCs

+R, +—
(1/Ry) + Cys Cis

La comparacién de las funciones de transferencia demuestra que los sistemas de las Figuras
3-23(a) y (b) son andlogos.

Ry
—A\WW—
o——
I
11
C, R
e; €o
C

(a) (b)

Figura 3-23. (a) Sistema mecénico; (b) sistema eléctrico analogo.
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A-3-5. Obtenga las funciones de transferencia E(S)/E;(s) de las redes de puente en T que se muestra en
las Figuras 3-24(a) y (b).

Solucion. Ambas redes de puente en T pueden representarse por la red de la Figura 3-25(a),
donde se utilizan impedancias complejas. Esta red se puede modificar como se muestra en la Fi-
gura 3-25(b).

En la Figura 3-25(b), observe que

=1+ 15, L,Z, = (Zs + Z)l;5
Ry
|| —— MWN——
11
R R
O——W—1—M—0 o——} o
C C
e; C, == e, e; EERI e,
o O o o)
(a) (b)
Figura 3-24. Circuitos de puente en T.
I
. Z
L 15
o Z Z3 e}
€; Z2 €o
L
o o)
(@)
Iy I
7 — 1
\ ]2 Z4
Z + o
Z3
Ei(s)
I
EU(S)
Z
Y 1
o O
(b)

Figura 3-25.

(a) Circuitos de puente en T en términos de impedancias complejas;
(b) red equivalente.
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De ahi,
23 + 24 Zl

=2, =
Z,+2,+2, " Pz +2,+27,

2

Entonces los voltajes E;(S) y E,(S) se pueden obtener como

Ei(s) = Z,1, + Z,1,

Z,(Z5 + Z
_|z,+ (23 + 2y |
2+ 25+ 2,

L@+ 23+ 2) + 22y + )
B Z,+2,+ 2,

1

Eo(8) = Z315 + 214

Z5Z,
=2+ 2z
Z +Z+ 2,
232, + 2,2, + 23+ 2)

2, +2,+2,

1

De ahi la funcién de transferencia E,(S)/E;(S) de la red de la Figura 3-25(a) se obtiene como

Eo(s) Lyl + )2y + L3+ Zy)
EiS) Z,(Zi+Z3+2)+ 225+ 22,

(3-38)

Para las redes de puente en T que se muestran en la Figura 3-24(a) se sustituye
Z, =R Z, = ! Z;=R Zy= !
e 2_Cls’ T 4_C25

en la Ecuacién (3-38). Entonces, se obtiene que la funcién de transferencia E,(S)/E; (S) es

1 1

R+ — |R+R+ —

EO(S)_ Cls C2$
Ei(s) | 1 1
© L (R+R+— | +R+R —
Cis C,s Css

B RC,RC,s* + 2RC,s + 1
~ RC,RC,s> + (2RC, + RC,)s + 1

De forma similar, para las redes de puente en T que se muestran en la Figura 3-24(b), se sustituye

1 1
-~ Z=R. Z-— Z-R
Cs 2 1 3 4 2

Z,
Cs

en la Ecuacion (3-38). Entonces la funcién de transferencia Ey(S)/E;(S) se obtiene como
b1 + R ! + ! + R
Eo(s) Cs Cs "\Cs  Cs 2

Ei(s) 11 11 1
Ril—=+—=+Ry |+ = —+R, —

Cs GCs Cs Cs Cs

B R,CR,Cs* + 2R,Cs + 1
" R,CR,CS> + (2R,C + R,C)s + 1
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A-3-6.

A-3-7.

Obtenga la funcién de transferencia E (S)/E;(s) del circuito con amplificador operacional de la
Figura 3-26.

——AMWW——
— MW _
0
o————MWW +
R, B
ei C—— “
O O

Figura 3-26. Circuito con amplificador operacional.
Solucién. El voltaje del punto A es
ea=-(8 — &) Tt e
2
La versién transformada mediante el método de Laplace de esta tltima ecuacién es

1
Eals) = 2 [Ei(s) + Eo()]

El voltaje en el punto B es

1
Ei(s) = ——Ei(s
1 i) R,Cs + 1 i)
Rz"‘i

Cs

Como [Eg(s) — Ea(S)IK = E(s) y K> 1, se debe tener E5(S) = Eg(s). Por tanto,

1 1
~[Ei(S) + Eo(9)] = ——FE;
2[ i(s) + Eo(s)] R,Cs + 1 i(S)

De esta forma,

1
g — ——
EO(S) RzCS - 1 ch

Eis)  RCs+1 1
S+ ——
R,C

Obtenga la funcién de transferencia E (S)/E;(s) del circuito con amplificador operacional de la
Figura 3-27 en funcién de las impedancias complejas Z,, Z,, Z, y Z,. Utilice la ecuacién calculada
para obtener la funcién de transferencia E (S)/E;(s) del circuito con amplificador operacional que
se muestra en la Figura 3-26.
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Z,
A
A A
——— 0
B |+
O 22
e; e,
1 Z]
O O

Figura 3-27. Circuito con amplificador operacional.

Solucion. A partir de la Figura 3-27, se obtiene

Ei(s) — Ea(s) _ Ea(s) — Eo(8)
Z Z

o bien
Z3 Z3
Ei(s) = |1+ |EA(S) = — 5~ Eu(9) (3-39)
Z4 Z4
Como
Z
Z,+2Z,

Ea(s) = Eg(s) = Ei(s (3-40)

si se sustituye la Ecuacién (3-40) en la Ecuacién (3-39), se obtiene

[242,-+ 242y — 247, — 7257,

}E() 5o
is:__ OS
Z(Z, + ) Z,

de la que se obtiene que la funcién de transferencia E (S)/E;(S) es

Eq(s) _ 242y — 237,
Ei(s) Zy(Z, + Z,)

(3-41)

Para encontrar la funcién de transferencia E (S)/E;(s) del circuito que se muestra en la Figu-
ra 3-26 se sustituye

1

=—, Z,=R, Zy=R, Z,=R
Cs 2 2 3 1 4 1

Z,

en la Ecuacién (3-41). El resultado es

1
R1R2 - Rl ~
Eq(S) Cs R,Cs — 1
E(s) 1 T RCs+1
|( ) R1 <_ + R2> 2
Cs

que es, por supuesto, el mismo que se obtuvo en el Problema A-3-6.
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A-3-8.

Obtenga la funcién de transferencia E (S)/E;(s) del circuito con amplificador operacional de la
Figura 3-28.

Solucidon. En primer lugar se obtienen las corrientes iy, iy, i5, iy € is. Después se utilizan las
ecuaciones de los nodos en los nodos A 'y B.

. € — €a . €r — € . dep

I = ; I, = s i3=C,—
R; R3 dt

. €a . —de,

Iy =—, |

4 R, 5 2 4t

En el nodo A se tiene i, = i, + iy + i , 0 bien

e — e en — € de e
i A_EA 0+C17A+7/-\ (3-42)
R, R d R,
En el nodo B se tiene i, = is, o bien
e —de
Aog, ° (3-43)
Reescribiendo la Ecuacidn (3-42) se tiene
dea 1 1 1 € €
C,—+(=+—+—Jea=—+— (3-44)
dt R, R, R; R, R;
De la Ecuacién (3-43), se sigue
de,
ea = —RCy m (3-45)

Si se sustituye la Ecuacion (3-45) en la Ecuacion (3-44), se obtiene

d%e, 1 1 1 de, € &
Ci| RC— |+ [+ +=|J(-RCY)—=—+—
Tomando la transformada de Laplace de esta dltima ecuacion, suponiendo condiciones iniciales
nulas, se obtiene

CORSES) + (— + — + = ) (“R,Cy)sE s E©
- SEo($) + [+ —+— |(— SEo(S) — — Eo(s) =
1C,R,S7Eq(S) R, . R3( 2C,)SEL(S) R, o(8) R,
R3
AW
Is T
\ T
i R
oA —— - AA—
alic g B IS

Figura 3-28. Circuito con amplificador operacional.
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A-3.9.

A partir de la cual se obtiene la funcién de transferencia E,(S)/E;(S) como

Eo(S) 1
Ei(s) R1C1R2C252 + [R,C, + R,C, + (R1/R)R,C,s + (R1/R3)

Considere el servo sistema que se muestra en la Figura 3-29(a). El motor mostrado es un ser-
vomotor, un motor de cc disefiado especificamente para utilizarse en un sistema de control. El
sistema opera de la forma siguiente. Un par de potencidmetros actiian como instrumentos de me-
dida del error. Estos convierten las posiciones de entrada y salida en seiiales eléctricas proporcio-
nales. La orden de la sefial de entrada determina la posicion angular r del contacto deslizante del
potencidmetro de la entrada. La posicién angular r es la entrada de referencia al sistema, y el
potencial eléctrico del brazo es proporcional a la posicion angular del brazo. El desplazamiento de
la posicién de salida determina la posicion angular del contacto deslizante del potenciémetro de
salida. La diferencia entre la posicién angular de entrada r y la posicién angular de la salida es la
sefial de error e, o bien

e=r—c¢

La diferencia de potencial e, — e, = e, es el error de voltaje, donde €, es proporcional a ry e es
proporcional a C; esto es, e, = Kyry e. = KyC, donde K, es una constante de proporcionalidad. El
error de voltaje que aparece en las terminales del potenciémetro se amplifica por el amplificador
cuya ganancia constante es K;. El voltaje de salida de este amplificador se aplica al inducido del
circuito del motor de cc. Se aplica un voltaje fijo al arrollamiento de excitacién. Si existe un
error, el motor desarrolla un par para rotar la carga de salida de forma que se reduzca el error a
cero. Para una corriente de campo constante, el par desarrollado por el motor es

T= Kzia

donde K, es la constante del par del motor e i, es la corriente del inducido.

Entrada de referencia  Pontenciometro de entrada

Dispositivo de medida Amplificador Motor Tren de Carga
del error engranajes

(a)

R(s) g E(s)

E\(s) KK, O(s) C(s) R(s) K C(s)
Ko > L+ R) U+ b))+ KoKas [ 2| ™ > _%8" sUs + B) >

1

1

(b) (©

Figura 3-29. (a) Diagrama esquematico de un servo sistema,; (b) diagrama de bloques
del sistema; (c) diagrama de bloques simplificado.
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Cuando el inducido estd girando, se induce en el inducido un voltaje proporcional al producto
del flujo y la velocidad angular. Para un flujo constante, el voltaje inducido e, es directamente
proporcional a la velocidad angular df/dt, o bien

K do
e, = Ky —
b 34t
donde e, es el fuerza contraelectromotriz, K5 es la constante de la fuerza contraelectromotriz del
motor, y 0 es el desplazamiento angular del eje del motor.

Obtenga la funcién de transferencia entre el desplazamiento angular del eje del motor 0 y el
voltaje error e,. Obtenga también un diagrama de bloques para este sistema y un diagrama de
bloques simplificado cuando L, es despreciable.

Solucién. La velocidad de un servomotor cc controlado por inducido estd controlada por la
tension del inducido e,. (La tension del inducido e, = K,e, es la salida del amplificador.) La ecua-
cién diferencial para el circuito del inducido es

di, .
La— + Ryt e,=¢e,

dt
o bien
L%+Ri+K%=KeA (3-46)
a dt a'a 3 dt 1%
La ecuacion para el equilibrio del par es
J@+b%=T=Ki (3-47)
0 42 0 4t 2la

donde J, es la inercia de la combinacién del motor, carga y tren de engranaje referido al eje del
motor y by, es el coeficiente de friccion viscosa de la combinacién del motor, carga y tren de en-
granaje referido al eje del motor.

Eliminando i, de las Ecuaciones (3-46) y (3-47), se obtiene

IO KiK,
E,(9) B S(LaS + R)(Jos + by) + KyK;s

(3-48)

Se supone que la razén de engranaje del tren de engranaje es tal que el eje de salida gira n veces
en cada revolucién del eje del motor. Asi,

C(s) = nO(s) (3-49)
La relacion entre E(S), R(S) y C(S) es
E,(8) = Ko[R(s) — C(8)] = KoE(s) (3-50)

El diagrama de bloques de este sistema se puede construir a partir de las Ecuaciones (3-48), (3-49)
y (3-50) como se muestra en la Figura 3-29(b). La funcién de transferencia en el camino directo de
este sistema es

C(s) O(s) E,(5) _ KoK Ksn
O(s) E(5) E(5)  S[LaS + Ra)(Jgs + by) + KoKs]

G(s) =

Cuando L, es pequefio, se puede despreciar, y la funcion de transferencia G(s) en el camino direc-
to se convierte en
KoK Kyn KoK K,n/R
=R (Jsitl))2+KK]: 7 2/I<aK (3-51)
alJo o 2K3 J052+<b0+ 23)5

a
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El término [b, + (K,K;/Ry)]s indica que efectivamente la fuerza contraelectromotriz del motor in-
crementa la friccién viscosa del sistema. La inercia J, y el coeficiente de fricciéon viscosa
by + (K,K;/R,) se refieren al eje del motor. Cuando se multiplican Jy y by + (K,K5/R,) por 1/n?, la
inercia y el coeficiente de friccidn viscosa se expresan en funcién de la salida del eje. Si se intro-
ducen nuevos pardmetros definidos por

J = Jo/n* = momento de inercia referido a la salida del eje
B = [by + (K,K3/Ry)1/n* = coeficiente de friccién viscosa referido a la salida del eje
K= KoKle/nRa

la funcién de transferencia G(S) dada por la Ecuacién (3-51) se simplifica de la forma

GB)=—5——
©® Js® + Bs
o bien
G(s)zim
S(Tps + 1)
donde
K J R,J
Kn=g. Tn=g=rpr
B B Riby + KyK;

Asi, el diagrama de bloques del sistema de la Figura 3-29(b) se puede simplificar al que aparece
en la Figura 3-29(c).

PROBLEMAS

B-3-1. Obtenga el coeficiente de friccion viscosa equi-  B-3-2. Obtenga modelos matemadticos de los sistemas

valente beq del sistema de la Figura 3-30. mecdnicos de las Figuras 3-31(a) y (b).
b, — > x (Salida)
—H1—
b, k u(?)
'ILI " (Fuerza
by de entrada)
o S e
pEL |
x y Sin friccién
Figura 3-30. Sistema de amortiguadores. (@)
—> x (Salida)
ky ky m u(t)
(Fuerza
g ; g ; de entrada)
N /s
Sin friccion

(b)

Figura 3-31. Sistemas mecanicos.
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B-3-3. Obtenga una representacién en el espacio de es-
tados del sistema mecdnico de la Figura 3-32, donde u; y
U, son entradas e Yy, e Y, son salidas.

7

ké
o

m

ky

MW

"

U

my

Y

Figura 3-32. Sistema mecanico.

B-3-4. Considere el sistema del péndulo accionado por
resorte de la Figura 3-33. Suponga que la fuerza del re-
sorte que actia sobre el péndulo es cero cuando el pén-
dulo esta vertical, o bien 0 = 0. Suponga también que la
friccién involucrada es insignificante y que el angulo de
oscilacién 6 es pequefio. Obtenga un modelo matematico
del sistema.

mg

Figura 3-33. Sistema de péndulo carga-resorte.

B-3-5. Remitiéndose a los Ejemplos 3-5 y 3-6, conside-
re el sistema del péndulo invertido de la Figura 3-34. Su-
ponga que la masa del péndulo invertido es m y que estd
distribuida equitativamente a lo largo de la longitud de la
barra. (El centro de gravedad del péndulo se ubica en el
centro de la barra.) Suponiendo que 0 es pequefio, obten-
ga modelos matemadticos para el sistema en forma de
ecuaciones diferenciales, funciones de transferencia y
ecuaciones en el espacio de estado.

y y
S
X P e
g ,
7 |
4
) /\( > X
U —— M
@) @)

Figura 3-34. Sistema de péndulo invertido.

B-3-6. Obtenga la funcién de transferencia X;(S)/U(S) y
X,(8)/U(s) del sistema mecédnico que se muestra en la Fi-
gura 3-35.

u — X| — X3
/ L
k] k3 kz
W - W m A W—
a1 —a—
b OO QO b

Figura 3-35. Sistema mecanico.

B-3-7. Obtenga la funcién de transferencia E.(S)/E;(S)
del circuito eléctrico que se muestra en la Figura 3-36.

R R,
O—MWW———WW——1+——

e gL - C €o

Figura 3-36. Circuito eléctrico.

B-3-8. Considere el circuito eléctrico que se muestra
en la Figura 3-37. Obtenga la funcién de transferencia
E,(s)/E;(s) utilizando la aproximacién de diagramas de
bloques.

Ry Ry
o——W——p— W———3—O

e; C, ——

Figura 3-37. Circuito eléctrico.
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B-3-9. Obtenga la funcién de transferencia del sistema
eléctrico de la Figura 3-38. Dibuje un diagrama esque-
matico de un sistema mecanico andlogo.

R C
o AW I I P O

Ry

€ €

Figura 3-38. Circuito eléctrico.

B-3-10. Obtenga la funcién de transferencia E,(S)/E;(S)
del circuito con amplificador operacional de la Figu-
ra 3-39.

€j

Figura 3-39. Circuito con amplificador operacional.

B-3-11. Obtenga la funcién de transferencia E(S)/E; (S)
del circuito con amplificador operacional de la Figu-
ra 3-40.

¢ Rig

Figura 3-40. Cicuito con amplificador operacional.

B-3-12. Utilizando la aproximacién de impedancias,
obtenga la funcién de transferencia E,(S)/E;(s) del cir-
cuito con amplificador operacional de la Figura 3-41.

Ry
——WW—
MW >
C ——O

€ R2

——W—1
&
o D

o
.||_

Figura 3-41. Circuito con amplificador operacional.

B-3-13. Considere el sistema que se muestra en la Fi-
gura 3-42. Un servomotor cc controlado por inducido
mueve una carga con un momento de inercia J_. El par
desarrollado por el motor es T. El momento de inercia
del rotor del motor es J,,. Los desplazamientos angulares
del rotor del motor y del elemento de carga son 0,y 0,
respectivamente. La razén de engranaje es n = 0/0,,. Ob-
tenga la funcién de transferencia ®(S)/E;(S).

Figura 3-42. Sistema servomotor de controlado por armadura.
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Modelado matemdtico
de sistemas de fluidos
V sistemas termicos

4-1 Introduccion

Este capitulo trata el modelado matemaético de sistemas de fluidos y sistemas térmicos. Debido a
que son el medio mds versatil para transmitir sefiales y potencia, los fluidos —ya sean liquidos o
gases—, tienen un amplio uso en la industria. Los liquidos y los gases se diferencian entre si
basicamente por su falta de compresibilidad relativa y por el hecho de que un liquido puede tener
una superficie libre, en tanto que un gas se expande para llenar su recipiente. En el campo de la
ingenieria, el término neumatico describe los sistemas de fluidos que usan aire o gases e hidrau-
lico describe los sistemas que usan aceite.

En primer lugar se presentan los sistemas de nivel de liquido que se utilizan frecuentemente
en los procesos de control. Después se introducen los conceptos de resistencia y capacitancia
para describir la dindmica de tales sistemas. Entonces se tratan los sistemas neumadticos. Estos
sistemas se emplean mucho en la automatizacion de la maquinaria de produccién y en el campo de
los controladores automaticos. Por ejemplo, tienen un amplio uso los circuitos neumaticos que con-
vierten la energia del aire comprimido en energia mecénica, y se encuentran diversos tipos de con-
troladores neumdticos en la industria. Después se presentan los servosistemas hidraulicos. Estos
son ampliamente utilizados en las maquinarias de las herramientas de sistemas, los sistemas de
control aéreos, etc. Se discuten los aspectos basicos de los servosistemas hidraulicos y los controla-
dores hidraulicos. Tanto los sistemas neumdticos como los hidrdulicos se pueden modelar fécil-
mente utilizando los conceptos de resistencia y capacitancia. Por tltimo se tratan sistemas térmicos
simples. Tales sistemas involucran transferencia de calor de una sustancia a otra. Los modelos ma-
tematicos de estos sistemas se pueden obtener utilizando resistencias y capacitancias térmicas.

Contenido del capitulo. La Seccién 4-1 acaba de presentar el material introductorio del
capitulo. La Seccion 4-2 trata la respuesta de los sistemas de nivel de liquido. La Seccién 4-3
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aborda los sistemas neumdticos —en particular los principios bdsicos de los controladores
neumdticos. La Seccién 4.4 estudia en primer lugar los sistemas servohidraulicos y después pre-
senta los controladores hidrdulicos. Por tltimo, la Seccién 4-5 analiza los sistemas térmicos y
obtiene modelos matemadticos para tales sistemas.

Sistemas de nivel de liquido

Al analizar sistemas que implican el flujo de liquidos, resulta necesario dividir los regimenes de
flujo en laminar y turbulento, de acuerdo con la magnitud del nimero de Reynolds. Si el niimero
de Reynolds es mayor que entre 3000 y 4000, el flujo es turbulento. El flujo es laminar si el
nimero de Reynolds es menor que unos 2000. En el caso laminar, tiene lugar un flujo estable en
las corrientes, sin turbulencia. Los sistemas que contienen un flujo laminar se pueden representar
mediante ecuaciones diferenciales lineales.

Con frecuencia los procesos industriales implican un flujo de liquidos a través de tubos y
tanques conectados. El flujo en tales procesos resulta a menudo turbulento y no laminar. Los
sistemas que contienen un flujo turbulento se representan a menudo mediante ecuaciones dife-
renciales no lineales. Sin embargo, si la region de operacién estd limitada, tales ecuaciones dife-
renciales no lineales se pueden linealizar. En esta seccion se discutirin modelos reales matemati-
cos linealizados de sistemas de nivel de liquido. Si se introduce el concepto de resistencia y
capacitancia para tales sistemas de nivel de liquido, es posible describir en formas simples las
caracteristicas dindmicas de tales sistemas.

Resistencia y capacitancia de sistemas de nivel de liquido. Considérese el flujo a
través de un tubo corto que conecta dos tanques. La resistencia R para el flujo de liquido en tal
tubo se define como el cambio en la diferencia de nivel (la diferencia entre el nivel de liquido en
los dos tanques) necesaria para producir un cambio de una unidad en el caudal; es decir,

cambio en la diferencia de nivel, m

~ cambio en la velocidad de flujo, m*/seg

Como la relacién entre el caudal y la diferencia de nivel es distinta para el flujo laminar y el flujo
turbulento, en lo sucesivo se consideran ambos casos.

Considérese el sistema de nivel de liquidos que aparece en la Figura 4-1(a). En este sistema
el liquido sale a chorros a través de la valvula de carga a un lado del tanque. Si el flujo a través
de esta restriccion es laminar, la relacion entre el caudal en estado estable y la altura en estado
estable en el nivel de la restriccion se obtiene mediante

Q=KH
donde Q = caudal del liquido en estado estable, m*/seg
K = coeficiente, m*/seg
H = altura en estado estable, m
Para el flujo laminar, la resistencia R, se obtiene como
Rl — d_H = E
dQ Q

La resistencia del flujo laminar es constante y andloga a la resistencia eléctrica.
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Altura
__ Vlvula de control *
O+gq; ¢ tan"'R,
— [T[ 777777777 A
ﬁ T p
Valvula de carga bl
_ >l < q
H+h b
_ 0 il >
i / 0+, 0 Caudal
| —
Capacétancia Resis]t;:ncia Pendiente = g _h
7 o 4

(a) (b)

Figura 4-1. (a) Sistema de nivel de liquidos; (b) curva de altura frente al caudal.

Si el flujo es turbulento a través de la restriccidn, el caudal en estado estable se obtiene me-
diante

Q=KH (4-1)
donde Q = caudal del liquido en estado estable, m*/seg
K = coeficiente, m2’5/seg
H = altura en estado estable, m
La resistencia R; para el flujo turbulento se obtiene a partir de
dH

thﬁ

Como de la Ecuacién (4-1) se obtiene
K
dQ =—+~—dH
2 /H
dH 2 /H 2 /H/H 2H
dQ K Q Q
2H
R[ = 6
El valor de la resistencia de flujo turbulento R; depende del caudal y la altura. Sin embargo, el

valor de R, se considera constante si los cambios en la altura y en el caudal son pequefios.
Usando la resistencia de flujo turbulento, la relacién entre Q y H se obtiene mediante

se tiene que

Por tanto,

Tal linealizacién es vdlida, siempre y cuando los cambios en la altura y en el caudal, a partir de
sus valores respectivos en estado estable, sean pequefios.

En muchos casos précticos, se desconoce el valor del coeficiente K de la Ecuacién (4-1), que
depende del coeficiente de flujo y del drea de restriccidn. En tales casos, la resistencia se deter-
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mina mediante una gréfica de la curva de la altura frente al caudal, basada en datos experimenta-
les y midiendo la pendiente de la curva en la condicion de operacion. Un ejemplo de tal grafica
aparece en la Figura 4-1(b). En la figura, el punto P es el punto de operacion en estado estable.
La linea tangente a la curva en el punto P intersecta la ordenada en el punto (0, —H). Por tanto,
la pendiente de esta linea tangente es 2H/Q. Como la resistencia R, en el punto de operacién P se
obtiene mediante 2H/Q, la resistencia R, es la pendiente de la curva en el punto de operacién.
Considérese la condicion de operacién en la vecindad del punto P. Se define como h una
desviacion pequefia de la altura a partir del valor en estado estable y como ( el pequefio cambio
correspondiente del flujo. A continuacién, la pendiente de la curva en el punto P estd dada por
, h 2H
Pendiente de la curvaenel punto P = — = = =R,
q Q
La aproximacién lineal se basa en el hecho de que la curva real no difiere mucho de su linea
tangente si la condicién de operacién no varia mucho.
La capacitancia C de un tanque se define como el cambio necesario en la cantidad de liquido
almacenado, para producir un cambio de una unidad en el potencial (altura). (El potencial es la
cantidad que indica el nivel de energia del sistema.)

cambio en el liquido almacenado, m?

cambio en la altura, m

Debe sefialarse que la capacidad (m®) y la capacitancia (m?) son diferentes. La capacitancia del
tanque es igual a su drea transversal. Si esta es constante, la capacitancia es constante para cual-
quier altura.

Sistemas de nivel de liquido. Considérese el sistema que aparece en la Figura 4-1(a).
Las variables se definen del modo siguiente:

Q = caudal en estado estable (antes de que haya ocurrido un cambio), m*/seg

0; = desviacién pequefia de la velocidad de entrada de su valor en estado estable, m*/seg
0, = desviacién pequefia de la velocidad de salida de su valor en estado estable, m*/seg
H = altura en estado estable (antes de que haya ocurrido un cambio), m

h = desviacién pequeiia de la altura a partir de su valor en estado estable, m

Como se sefialé antes, un sistema se considera lineal si el flujo es laminar. Aunque el flujo
sea turbulento, el sistema se puede linealizar si los cambios en las variables se mantienen peque-
fos. A partir de la suposicién de que el sistema es lineal o linealizado, la ecuacién diferencial de
este sistema se obtiene del modo siguiente. Como el caudal de entrada menos el caudal de salida
durante el pequefio intervalo de tiempo dt es igual a la cantidad adicional almacenada en el tan-

que, se observa que
Cdh = (g; — go) dt

A partir de la definicién de resistencia, la relacion entre g, y h se obtiene mediante

h

qozﬁ

La ecuacién diferencial para este sistema para un valor constante de R se convierte en

dh
RC - +h=Rq, 4-2)
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Obsérvese que RC es la constante de tiempo del sistema. Si se toma la transformada de Laplace
en ambos miembros de la Ecuacién (4-2), y se supone la condicién inicial de cero, se obtiene

(RCs + DH(s) =RQi(s)  donde  H(s) = Z£[h] y Qi(s) = £[qi]

Si g; se considera la entrada y h la salida, la funcién de transferencia del sistema es

H(s) R
Qi(s) RCs+1
No obstante, si (, se toma como la salida, y la entrada es la misma, la funcién de transferencia es
Qls) _ 1
Qi(s) RCs+1

donde se ha usado la relacion |
Qo(s) = R H(s)

Sistemas de nivel de liquido con interaccion. Considérese el sistema que aparece en
la Figura 4-2. En este sistema interactian los dos tanques. Por tanto, la funcién de transferencia
del sistema no es el producto de las dos funciones de transferencia de primer orden.

En lo sucesivo, s6lo se supondrdn variaciones pequefias de las variables a partir de los valores
en estado estable. Usando los simbolos definidos en la Figura 4-2, se obtienen las ecuaciones si-
guientes para este sistema:

% =q, (43)
c, % =q-q (4-4)

gz =g (4-5)
o % =q,— 0, (+-6)

Si g se considera la entrada y Q, la salida, la funcién de transferencia del sistema es

Qa(8) _ 1
Q) R,C,R,C,s*+ (R,C, +R,C, + R,C))s + 1

0+q
—>
Tanque 1 Tanque 2

(4-7)

O : Caudal en estado estacionario

O+q H : Nivel de liquido en estado 1

- H, : Estacionario del tanque 2

Ci 0+q (e}

Figura 4-2. Sistema de nivel de liquidos con interaccion.
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Es instructivo obtener la Ecuacién (4-7), funcién de transferencia de los sistemas que interac-
tdan, mediante una reduccién del diagrama de bloques. A partir de las Ecuaciones (4-3) a (4-6),
se obtienen los elementos del diagrama de bloques, tal como aparece en la Figura 4-3(a). Si se
conectan las sefiales de manera adecuada, se puede construir un diagrama de bloques, como el de
la Figura 4-3(b). Es posible simplificar este diagrama de bloques, tal como aparece en la Figura
4-3(c). Simplificaciones adicionales llevan a cabo en las Figuras 4-3(d) y (e). La Figura 4-3(e) es
equivalente a la Ecuacién (4-7).

Hi(s) 1 04(s) Hy(s) 1 Ox(s)
e — =
Ry Ry
Hy(s)
O(s) 1 H,(s) 0i(s) 1 Hy(s)
—— — —— —
Cis (&%
0i(s) O(s)
(a)
O(s) 1 H(s) 1 0i(s) < 1 1 Os(s)
C]S R[ " CzS Hz(S) Rz o
(b)
RyCs |
O(s) % <> 1 1 | Q16) 1 1 0O1(s)
' aa el s ol m e e Kdna
(©
O(s) 1 1 Os(s)
RICis+1 ] R,Cys+1
RzC]S
(d)
O(s) 1 Oy(s)
RIC1RyCys? + (RICy + RyCy + RyCy)s + 1

(e)

Figura 4-3. (a) Elementos del diagrama de bloques del sistema mostrado en la Figura 4-2;
(b) diagrama de bloques del sistema; (c)-(e) reducciones sucesivas del diagrama de bloques.
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4-3

Obsérvese la similitud y la diferencia entre la funcidn de transferencia obtenida mediante la
Ecuacién (4-7) y la que se obtuvo con la Ecuacién (3-33). El término R,C;S que aparece en el
denominador de la Ecuacion (4-7) ejemplifica la interaccion entre los dos tanques. Asimismo, el
término R;C,S en el denominador de la Ecuacion (3-33) representa la interaccion entre los dos
circuitos RC de la Figura 3-8.

Sistemas neumaticos

En las aplicaciones industriales es frecuente equiparar los sistemas neumadticos y los sistemas
hidrdulicos. A continuacion se ofrece una breve comparacion de estos dos tipos de sistemas.

Comparacion entre sistemas neumaticos y sistemas hidraulicos. El fluido que
suele encontrarse en los sistemas neumaticos es el aire; en los sistemas hidraulicos es el aceite. Y
son principalmente las propiedades distintas de los fluidos incorporados las que caracterizan las
diferencias entre estos dos sistemas. A continuacidn se listan estas diferencias:

1. El aire y los gases son compresibles, en tanto que el aceite no lo es.

2. El aire carece de la propiedad lubricante y siempre contiene vapor de agua. El aceite
funciona como un fluido hidraulico al igual que como lubricante.

3. La presién de operacion normal de los sistemas neumaticos es mucho mas baja que la de
los sistemas hidraulicos.

4. Las potencias de salida de los sistemas neumadticos son considerablemente menores que
las de los sistemas hidréulicos.

5. La precisién de los actuadores neumaticos es deficiente a bajas velocidades, en tanto que
la precision de los actuadores hidrdulicos es satisfactoria en todas las velocidades.

6. En los sistemas neumadticos, se permite un cierto grado de escape externo, pero debe evi-
tarse el escape interno debido a que la diferencia de presién efectiva es bastante pequefia.
En los sistemas hidrdulicos se permite un cierto grado de escape interno, pero debe evi-
tarse el escape externo.

7. En los sistemas neumdticos no se requieren tubos de recuperacién cuando se usa aire, en
tanto que siempre se necesitan en los sistemas hidrdulicos.

8. La temperatura de operacion normal de los sistemas neumadticos es de 5 a 60°C (41 a
140°F). Sin embargo, el sistema neumdtico opera en el rango de 0 a 200°C (32 a
392 °F). Los sistemas neumaticos son insensibles a los cambios de temperatura, a dife-
rencia de los sistemas hidrdulicos, en los cuales la friccién de los fluidos provocada por
la viscosidad depende en gran parte de la temperatura. La temperatura de operacién nor-
mal de los sistemas hidrdulicos es de 20 a 70 °C (68 a 158 °F).

9. Los sistemas neumadticos no corren el riesgo de incendiarse o explotar, al contrario que
los sistemas hidraulicos.

A continuacién se empieza con un modelado matematico de los sistemas neumdticos. Des-
pués se presentardn los controladores neumadticos proporcionales.

Se ofrecerd un andlisis detallado del principio mediante el cual operan los controladores pro-
porcionales. Después, se tratardn los métodos para obtener acciones de control derivativa e inte-
gral. En todos los andlisis, se enfatizardn los principios fundamentales en lugar de los detalles de
la operacién de los mecanismos reales.
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Sistemas neuméticos. Las tltimas décadas han visto un gran desarrollo de los controla-
dores neumaticos de baja presion para sistemas de control industrial, que en la actualidad se usan
ampliamente en los procesos industriales. Entre las razones para que estos controladores resulten
atractivos estan que son a prueba de explosiones, son sencillos y son fciles de mantener.

Resistencia y capacitancia de los sistemas de presién. Muchos procesos indus-
triales y controladores neumaticos incluyen el flujo de un gas, que puede ser aire, en recipientes
a presion conectados a través de tuberias.

Considérese el sistema a presion de la Figura 4-4(a). El caudal del gas a través de la restric-
cidén es una funcién de la diferencia de presion del gas p; — p,. Tal sistema de presion se caracte-
riza en términos de una resistencia y una capacitancia.

La resistencia R del flujo de gas se define del modo siguiente:

__cambio en la diferencia de presion del gas, Ib,/ft>

cambio en el caudal, Ib/seg

o bien

d(AP)

R=—’ (4-8)
dg
donde d(AP) es un cambio pequefio en la diferencia de presion del gas y dg es un cambio peque-
fio en el caudal. El célculo del valor de la resistencia R del flujo de gas puede llevar mucho
tiempo. Sin embargo, experimentalmente se determina con facilidad a partir de una gréfica de la
diferencia de presion frente al caudal, calculando la pendiente de la curva en una condicién de
operacion determinada, como se aprecia en la Figura 4-4(b).
La capacitancia del recipiente a presion se define mediante

cambio en el gas almacenado, 1b

~ cambio en la presion del gas, Ib/ft?

o bien
c_dm_, o (4-9)
dpdp
AP
Resis]t;.ncia . J{ 77777 Pendiente = R
P = — ﬁ+p0 ,,,d,(,A,I,)),, }
7 q f i i dq

P+p; } A“/
~— i

Capacitancia -

C 0 q

(@ (b)

Figura 4-4. (a) Diagrama esquematico de un sistema de presion;
(b) curva de la diferencia de presion frente al caudal.
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donde C = capacitancia, 1b-ft*/lb;
m = masa del gas en el recipiente, 1b
p = presién del gas, Iby/ft®
V = volumen del recipiente, ft*
p = densidad, 1b/ft®
La capacitancia del sistema de presion depende del tipo de proceso de expansién implicito. La

capacitancia se calcula mediante la ley de los gases ideales. Si el proceso de expansion del gas es
politrépico y el cambio de estado del mismo estd entre isotérmico y adiabdtico, entonces

VA" p
p{— ] = = constante = K (4-10)
m p

donde n = exponente politropico.
Para los gases ideales,

T

Z| =

pv=RT o pv=

donde p = presi6n absoluta, Iby/ft*
v = volumen ocupado por 1 mol de un gas, ft*/Ib-mol
R = constante universal de los gases, ft-1b;/Ib-mol °R
T= temperatura absoluta, °R
v= volumen especifico del gas, ft*/Ib
M = peso molecular del gas por mol, 1b/Ib-mol

Por tanto

p R
——MT= ReasT (4-11)
P

pv =
donde R,,, = constante de gas, ft-1b;/lb °R.

El exponente politrépico n es unitario para la expansién isotérmica. Para la expansién adia-
bdtica, n es igual al cociente entre los calores especificos ¢,/c,, donde ¢, es el calor especifico a
presion constante y C, es el calor especifico a volumen constante. En muchos casos practicos, el
valor de n es aproximadamente constante y, por ende, la capacitancia se considera constante.

El valor de dp/dp se obtiene a partir de las Ecuaciones (4-10) y (4-11). De la Ecuacién (4-10)
se tiene

dp = Knp" " 'dp

o bien

dp 1 P" p

dp Knp" ' pnp” ' pn

Sustituyendo la Ecuacion (4-11) en esta tltima ecuacion se obtiene

dp 1
dp  nR,,T

gas
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La capacitancia C se obtiene como
c \Y
NR, T

La capacitancia de un recipiente determinado es constante si la temperatura permanece constan-
te. (En muchos casos practicos, el exponente politrépico n es aproximadamente 1.0 ~ 1.2 para
gases en recipientes metélicos sin aislamiento.)

(4-12)

Sistemas de presion. Considérese el sistema de la Figura 4-4(a). Si sélo se suponen
desviaciones pequefias en las variables a partir de sus valores en estado estable respectivos, este
sistema se considera lineal.

Se definen

P = presién del gas en el recipiente en estado estable (antes de que ocurran cambios en la
presion), 1bg/ft*

p; = cambio pequefio en la presién del gas que entra, 1by/ft>

P, = cambio pequefio en la presién del gas en el recipiente, Ib,/ft>

V = volumen del recipiente, ft’

m = masa del gas en el recipiente, 1b
g = caudal del gas, Ib/seg
p = densidad del gas, Ib/ft’

Para valores pequefios de p; y p,, la resistencia R obtenida mediante la Ecuacién (4-8) se vuelve
constante y se escribe como

PR
q
La capacitancia C se obtiene mediante la Ecuacion (4-9), o bien
dm
T dp

Como el cambio de presién dp, multiplicado por la capacitancia C es igual al gas afiadido al
recipiente durante dt segundos, se obtiene

Cdp, = qdt
o bien
dpo pi po
c—22=
dt R
lo cual se escribe como
dp,
RC — +p, =
dt o] pl

Si p; y P, se consideran la entrada y la salida, respectivamente, la funcién de transferencia del
sistema es

Po(s) 1
P(s) RCs+1

donde RC tiene la dimensién del tiempo y es la constante de tiempo del sistema.
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Amplificadores neumaticos de tobera-aleta. La Figura 4-5(a) muestra un diagrama
esquemdtico de un amplificador neumadtico de tobera-aleta. La fuente de potencia para este am-
plificador es un suministro de aire a una presién constante. El amplificador de tobera-aleta con-
vierte los cambios pequefios en la posicion de la aleta en cambios grandes en la presion trasera
de la tobera. Por tanto, una salida de energia grande se controla por medio de la pequefa canti-
dad de energia necesaria para posicionar la aleta.

En la Figura 4-5(a) el aire presurizado se alimenta a través del orificio y se expulsa de la
tobera hacia la aleta. En general, la presién de suministro Py para tal controlador es de 20 psig
(una gravitacional de 1.4 kg;/cm?). El didmetro del orificio estd en el orden de 0.01 in (0.25 mm)
y el de la tobera estd en el orden de 0.016 in (0.4 mm). Para asegurar un funcionamiento
adecuado del amplificador, el didmetro de la tobera debe ser mas grande que el didmetro del
orificio.

Al operar este sistema, la aleta se posiciona contra la abertura de la tobera. La presion trasera
de la tobera Py, se controla mediante la distancia X tobera-aleta. Conforme la aleta se acerca a la
tobera, aumenta la oposicion al flujo del aire a través de la tobera y, en consecuencia, aumenta la
presion trasera Py, de la tobera. Si la tobera estd completamente cerrada por medio de la aleta, su
presion trasera Py, se vuelve igual a la presién de suministro P.. Si la aleta se aleja de la tobera, de
modo que la distancia tobera-aleta sea amplia (en el orden de 0.01 in), pricticamente no hay
restriccion para el flujo, y la presion trasera P, de la tobera adquiere un valor minimo que depen-
de del dispositivo tobera-aleta. (La presion posible mds baja serd la presiéon ambiental P,.)

Obsérvese que, debido a que el chorro de aire opone una fuerza contra la aleta, es necesario
trazar lo més pequefio posible el didmetro de la tobera.

La Figura 4-5(b) contiene una curva tipica que relaciona la presion trasera Py, de la tobera con
la distancia X tobera-aleta. La parte con gran inclinacion y casi lineal de la curva se utiliza en la
operacion real del amplificador de tobera-aleta. Debido a que el rango de los desplazamientos de
la aleta estd limitado a un valor pequefio, también es pequefio el cambio en la presion de salida, a
menos que la curva esté muy inclinada.

El amplificador de tobera-aleta convierte el desplazamiento en una sefial de presion. Como
los sistemas de control de procesos industriales requieren una potencia de salida grande para
operar vélvulas con actuadores neumadticos grandes, por lo general es insuficiente el incremento
de potencia del amplificador de tobera-aleta. En consecuencia, un relé neumatico funciona por lo
general como un amplificador de potencia conectado con el amplificador de tobera-aleta.

Entrada
\
0 Pp
Orificio P Xj
Suministro ‘/ < I~
deaire L
Ps —~— Aleta
Tobera

{
A valvula %

de control 0 X
(a) (b)

Figura 4-5. (a) Diagrama esquematico de un amplificador neumatico de tobera-aleta;
(b) curva caracteristica asociada a la presion de la tobera trasera y a la distancia tobera-aleta.
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Tobera
contrapresion Pp, Tobera
contrapresion Pp,

A la atmodsfera ——
Pq
—— A valvula

P b .
¢ neumatica A la atmosfera ——

A valvula —+
neumatica

Suministro —
de aire Py

—— Suministro
Pe de aire Py
(@) (b)

Figura 4-6. (a) Diagrama esquematico de un relevador con escape; (b) diagrama esquematico
de un relevador sin escape.

Relés neuméaticos. En la préctica, en un controlador neumadtico, el amplificador de tobe-
ra-aleta actia como el amplificador de primera etapa y el relé neumdtico como el amplificador
de segunda etapa. El relé neumdtico es capaz de manejar un flujo de aire grande.

La Figura 4-6(a) contiene un diagrama esquemadtico de un relé neumadtico. Conforme aumen-
ta la presion trasera de la tobera P, la vélvula del diafragma se mueve hacia abajo. La apertura
hacia la atmésfera disminuye y la apertura para la vdlvula neumdtica aumenta, por lo cual
aumenta la presién de control P.. Cuando la vélvula de diafragma cierra la abertura hacia la
atmosfera, la presion de control P se vuelve igual a la presion de suministro P;. Cuando dismi-
nuye la presion trasera de la tobera Py, y la vdlvula de diafragma se mueve hacia arriba y cierra
el suministro de aire, la presién de control P, disminuye hasta la presion ambiental P,. Por tal
razon, se hace que varie la presién de control P, de 0 psig a una presion de suministro completa,
por lo general de 20 psig.

El movimiento total de la vélvula de diafragma es muy pequefio. En todas las posiciones de
la valvula, excepto en la posicion en la que se cierra el suministro de aire, el aire continda esca-
pando a la atmésfera, incluso después de que se obtiene la condicién de equilibrio entre la pre-
sidn trasera de la tobera y la presion de control. Por tanto, el de la Figura 4-6(a) es un tipo de relé
con escape.

Existe otro tipo de relé, sin escape. En este, el escape del aire se detiene cuando se obtiene la
condicién de equilibrio y, por tanto, no hay una pérdida de aire presurizado en una operacidn en
estado estable. Sin embargo, obsérvese que el relé sin escape debe tener un alivio atmosférico
para liberar la presién de control P, de la vélvula con actuador neumadtico. La Figura 4-6(b)
muestra un diagrama esquematico de un relé sin escape.

En cualquier tipo de relé, el suministro de aire se controla mediante una véalvula, que a su vez
se controla mediante la presion trasera de la tobera. Por tanto, la presion trasera de la tobera se
convierte en una presion de control con la amplificacion de la potencia.

Como la presion de control P, cambia casi instantdneamente con las modificaciones en la
presion trasera de la tobera Py, la constante del tiempo del relé neumatico es insignificante en
comparacién con las otras constantes de tiempo mds grandes del controlador neumadtico y la
planta.

Obsérvese que algunos relés neumadticos funcionan en accion inversa. Por ejemplo, el relé de
la Figura 4-7 es un relé de accidn inversa. En él, conforme aumenta la presion trasera de
la tobera P, la valvula de esfera es impulsada hacia el asiento inferior, por lo cual disminuye la
presion de control P.. Por consiguiente, se trata de un relé de accién inversa.
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Figura 4-7. Relevador de accién inversa.

Controladores neumaticos proporcionales (de tipo fuerza-distancia). En la
industria se usan dos tipos de controladores neumdticos, el denominado de fuerza-distancia y
el de fuerza-balance. Sin tener en cuenta lo distintos que pueden parecer los controladores neu-
maticos industriales, un estudio cuidadoso mostrara la estrecha similitud en las funciones del
circuito neumatico. Aqui se considerardan controladores neumaticos del tipo de fuerza-dis-
tancia.

La Figura 4-8(a) muestra un diagrama esquemadtico de semejante controlador proporcional.
El amplificador de tobera-aleta es el amplificador de la primera etapa y la presion trasera de la
tobera se controla mediante la distancia de la tobera-aleta. El amplificador de tipo relé constituye
el amplificador de la segunda etapa. La presion trasera de la tobera determina la posicién de la
valvula de diafragma para el amplificador de la segunda etapa, que es capaz de manejar una
cantidad grande de flujo de aire.

En la mayor parte de los controladores neumdticos, se emplea algin tipo de realimentacién
neumdtica. La realimentacion de la salida neumaética reduce la cantidad de movimiento real de la
aleta. En lugar de montar la aleta en un punto fijo, como se aprecia en la Figura 4-8(b), suele
colocarse como pivote en los fuelles de realimentacidon, como se observa en la Figura 4-8(c). La
cantidad de realimentacién se regula introduciendo