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En la revision de este libro, (que es la segunda edicién), se conservaron las intenciones de la primera, al mismo
tiempo que se reflejan los cambios que ha sufrido el estudio de la trigonometria desde que se escribié aquélla. Esta
edicion se enfoca enteramente a la trigonometria plana, reduce el énfasis en el uso de logaritmos, incluye el uso de la
calculadora, proporciona las tablas necesarias para resolver los problemas sin calculadora, y ofrece un resumen de las
propiedades geométricas y de los teoremas que son Utiles para resolver problemas de trigonometria.

El libro es una obra completa y puede ser utilizado tanto por quienes estén estudiando trigonometria por primera
vez, como por aquellos que deseen revisar los principios y procedimientos fundamentales de trigonometria. Cada capi-
tulo contiene un resumen de las definiciones y teoremas necesarios seguido de un conjunto de problemas resueltos.
Dichos problemas resueltos, incluyen la comprobacion de los teoremas y las derivaciones de las férmulas.

Los capitulos finalizan con un conjunto de problemas suplementarios y sus respuestas. Los procedimientos que
utilizan tablas trigonométricas y aquellos que requieren de una calculadora estan incluidos segiin sea necesario para
la solucién de problemas. La decision de cual de las dos herramientas debe emplearse, si las tablas o la calculadora,
se deja al estudiante. Los problemas que llevan la intencion especifica de ser resueltos por medio de una solucién uni-
ca se indican claramente; de forma indistinta, cualquiera de los dos procedimientos resulta apropiado. El trabajo con
logaritmos es completamente opcional. Los ejemplos y problemas demuestran en forma amplia como utilizar los loga-
ritmos en trigonometria, pero quienes decidan no utilizarlos pueden omitirlos sin que se pierda la continuidad del mate-
rial.

La solucion de problemas de triangulos, identidades trigonométricas y ecuaciones trigonométricas, requiere del
conocimiento del algebra elemental. Los problemas han sido cuidadosamente seleccionados y sus soluciones se ex-
plicaran en detalle y estan ordenadas para ilustrar con claridad los procesos algebraicos involucrados, asi como el uso
de las relaciones trigonométricas basicas.

Robert E. Moyer Fort
Valley, Georgia
Noviembre, 1988

Frank Ayres Carlisle,
Pennsylvania



Angulos y aplicaciones

11 INTRODUCCION

La trigonometria, como la palabra lo indica, se refiere a la medida de los lados y los angulos de un triangulo. La tri-
gonometria plana, de la que se ocupa este libro, se limita a triangulos que se encuentran en un plano. La trigonometria
se basa en ciertas relaciones, llamadas funciones trigonométricas, que se definen en el siguiente capitulo. Las prime-
ras aplicaciones de las funciones trigonométricas fueron para topografia, navegacion e ingenieria. Estas funciones des-
empefian también un importante papel en el estudio de toda clase de fenémenos vibratorios: sonido, luz, electricidad,
etc. En consecuencia, una porcion considerable de la asignatura se refiere al estudio de las propiedades y relaciones
entre las funciones trigonométricas.

1.2 ANGULO PLANO

El angulo plano XOP, Figura 1-1, esta formado por dos lineas OX 'y OP. Al punto O se le llama vértice ya las lineas
medias se les llama lados del angulo.

Fig. 1-1

Mas comunmente, puede pensarse que un angulo plano se genera si se aira (en un plano) una linea de la posicion
inicial OX a la posicion terminal OP. Entonces, O es otra vez el vértice, 0X al que se llama /lado inicial, y OP se
llama lado terminal del &ngulo.

Un angulo asi generado se llama positivo si la direccién de rotacion (indicada por una flecha curvada) va en contra
del movimiento de las manecillas del reloj y negativo si la direccién de rotacion es igual a la de las manecillas del reloj.
El angulo es positivo en la Figura 1-2 (a) y (c), negativo en la Figura 1-2 (b).
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1.3 MEDICION DE ANGULOS

Un grado (°) se define como la medida central del angulo subtendido por un arco de circulo igual a 1/360 de la cir-

cunferencia de un circulo.
Un minuto (") es 1/60 de un grado; un segundo (") es 1/60 de un minuto, o sea 1/3600 de un grado.

EJEMPLO1.1 (a) Vi(36°24')=9°6' (b) V4(127°24") = 15(126°84") = 63°42'
© ¥4(81°15) = ¥%4(80°75'") = 40°37.5'0 40°37'30"
(d) Va(74°29'20") = Y(72°149'20") = 14(72°148'80") = 18°37'20"

Cuando se convierten angulos expresados en forma decimal a minutos y segundos, la regla general es que las dé-
cimas de angulo seran convertidas al minuto mas cercano y el resto de los angulos se redondeara a la centésima mas
cercana y entonces se cambiaran al segundo mas cercano. Cuando se convierten angulos en minutos y segundos a
forma decimal, el resultado en minutos se redondea a décimas y los angulos en segundos redondean el resultado

a centésimas.

EJEMPLO 1.2 (a) 62.4°=62°+0.4 (60" = 62°24'
(b) 23.9°=29°+ 0.9 (60') = 23°54'
(c) 29.23°=29°+0.23 (60') = 29° 13.8' =29° 13' + 0.8(60")
=29°13'48"
(d) 37.47°=37°+ 0.47(60') = 37°28.2' = 37°28' + 0.2(60")
=37°28"12"
(e) 78°17'=78°+ 17°/60 = 78.3° (redondeado a décimas)
(f) 58°22'16" = 58° + 22°/60 + 16°/3600 = 58.37° (redondeado a centésimas)

Un radian (rad) se define como la medida del angulo central subtendido por un arco de un circulo igual al radio del
circulo. (Véase Figura 1-3.)
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Fig. 1-3

La circunferencia de un circulo = 2 17 (radio) y subtiende un angulo de 360°. Entonces, 2 17 r radianes = 360°; de
tal forma que:

| radian = — 20 - 57.206° = 57°17°45"

1 grado = —]-;fﬁ- radian = 0.017453 rad,

donde = 3.14159.

7 Tn 180° . e n 180° .
EJEMPLO 1.3 (@) l—znrad:l—z- = = 105 (c) “Erad_—g-—xw———SO
= 4 S = n Tn
) 50° = So-ﬁ;-ﬁrad = ﬁrad d) -210°= —210-«1-8-6 rad = - rad

(Véanse Probs. 1.1y 1.2)

1.4 LONGITUD DE ARCO
En un circulo de radio r, un angulo central de 6 radianes. Figura 1-4, intercepta un arco de longitud
s=r0

esto es, la longitud de arco = el radio x el angulo central en radianes

(NOTA: sy rpueden medirse en cualquier unidad de longitud que convenga pero deben expresarse en la misma unidad.)

5

Fig. 1-4
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EJEMPLO 1.4 (a) En uncirculo con un radio de 30 pulgadas, la longitud del arco formado por un angulo central de s rad es
s = rf = 30(}) = 10 pulgadas

(b) En el mismo circulo un angulo central de 50° forma un arco de longitud

S 25n
s=rf =30 R = 5 pulgadas

(c) En el mismo circulo un arco de longitud 1 ’% pies subtiende un angulo central de

p s 18 3 g
= _ = — = —TFa
r 30
donde ry s estan expresados en pulgadas
T2 2y o ta d i
=-=— =T onde r y s estan expresados en pies
ros5RTs v P P

(Véanse Probs. 1.3-1.8.)

1.5 LONGITUD DE ARCO EN UN CiRCULO UNITARIO

La correspondencia entre puntos de una recta numérica real y los puntos de un circulo unitario,x* + ¥* = 1,con
su centro en el origen, se muestra en la Figura 1-5.

y ] ;
. l
L 2 1
(1.0) 3 10
0] - 0 -
L L |
- B0
(a) (b) (e}
Fig. 1-5

El cero, 0, en la recta numérica se asocia con el punto (1,0) como se muestra en la Figura 1-5(a). Los nimeros posi-
tivos reales se envuelven alrededor del circulo en contra de la direccion de las manecillas del reloj, Figura 1-5(b), y los
numeros reales negativos se envuelven alrededor del circulo en la direccion de las manecillas del reloj, Figura 1-5(c).
Cada punto en el circulo unitario se asocia con muchos nimeros reales, tanto positivos como negativos.

El radio de un circulo unitario tiene una longitud de 1. Por tanto, la circunferencia del circulo, dada por 21, es 2.
La distancia media de la circunferencia es 1y 1/4 de circunferencia es /2. Cada ndmero positivo esta relacionado a
una longitud de arco s, y dado que s = r6 =1 6 = 6, cada nimero real se relaciona con un angulo e medido en ra-
dianes. De la misma forma, cada nimero negativo real esta relacionado con una longitud de arco negativa y, por lo tan-
to, con un angulo negativo medido en radianes. La Figura 1-6(a) muestra los puntos correspondientes a los angulos po-
sitivos, y la Figura 1-6(b) muestra los puntos correspondientes a los angulos negativos.
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(a) (&)

Fig. 1-6

1.6 AREA DE UN SECTOR
El area k del sector de un circulo, la parte sombreada de la Figura 1-7, con radio r y angulo central 6 en radianes es
K =1ir?0
esto es, el area del sector = %2 x el radio x el radio x dngulo central en radianes.

(NOTA: K se medira en unidades cuadradas de area que corresponden a la unidad de longitud utilizada para medir r.)

Fig. 1-7

EJEMPLO 1.5 Para un circulo de radio de 30 pulgadas, el area de un sector formado por un angulo central de %4 rad es

K = 120 = 1(30)*(}) = 150 pulgadas?
EJEMPLO 1.6 Para un circulo de radio de 18 cm, el area del sector formado por un angulo central de 50° es
1,2 P 2 2
K =10 =1318) T 451 cm? o 141 em? (redondeado)

(NOTA: 50° = 5m/18 rad.)
(Véanse Probs. 1.9y 1.10.)
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1.7 VELOCIDAD ANGULAR

La relacion entre la velocidad lineal v y la velocidad angular w (letra griega omega) para un objeto con radio r
es

b= rw
donde w se mide en radianes por unidad de tiempo y ves distancia por unidad de tiempo.

(NOTA: vy w utilizan la misma unidad de tiempo y ry v utilizan la misma unidad lineal.)

EJEMPLO 1.7 Una bicicleta con ruedas de 20 pulgadas viaja por un camino a 15 mi/h. Encuentre la velocidad angular de la rueda en
revoluciones por minuto.

Debido a que el radio es de 10 pulgadas y la velocidad angular debe estar en revoluciones por minuto (/min), cambie la velocidad li-
neal de 15 mi/h a unidades de pulgadas/min.

mi i
v =15 F T

mi 5280 pies 12 pulgadas I h - o pulgadas
--h—.a———A —_— o —— —— = |5 R e Ges

T mi 1 pies 60 min 3,340 —

v 15840 rad rad
== Sy s
r 10 min
Para cambiar w a r/min, multiplique por 1t revoluciones por radian (r/rad).

rad 1,584 rad 1! r 792 r .
w=1584 —=—- — — —=———0 252r/min
mi 1 min 2n rad 7 min

EJEMPLO 1.8 Una rueda remolcada por una cinta efecttia una revolucién por segundo (r/s). Si la rueda es de 18 cm de diametro, ¢cudl
es la velocidad lineal de la cinta en cm/s?

r 1 2mrad
1 ; — 1 “ -i _l' =2rn rad/s

v=rw=92r) =18 cm/s 0 57 cm/s

(Véanse Probs. 1.1.1a1.15.)

Problemas Resueltos

1.1 Exprese en radianes cada uno de los siguientes angulos:
(a) 30°, (b) 135°, (c) 25°300, (d) 42°24'35", (e) 165.7°, (f) —3.85°
(a) 30° = 30(x/180) rad = m/6 rad 0 0.5236 rad
(b) 135° = 135(r/180) rad = 37/4 rad 0 2.3562 rad
(c) 25°30" = 25.5° = 25.5(n/180) rad = 0.4451 rad
(d) 42°24'35" = 42.41° = 42.41 (n/180) rad = 0.7402 rad
(e) 165.7" = 165,7(n/180) rad = 2.8920 rad
(f) —3.85° = —3.85(n/180) rad = —0.0672 rad
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Exprese en grados cada uno de los siguientes angulos:

(a) m/3 rad, (b} 5m/9rad, (c) 2/5rad, (d) 4/3rad, (¢) —n/8 rad,
(@) /3 rad = (m/3N180°/1) = 60
(F)  51/9 rad = (57/9)(180°/1) = 100°
(¢} 2/ rad = (2/5)(180°/7) = 72°/m = 22.92° or 22°552' 0 22°55'12"
(d) 4/3 rad = (4/3)(180°/n) = 240°/m = 76.39° or 76°23.4' 0 76°23'24"
(e) —=n/8rad = —(n/B)180%m) = —22.5" 0 22°30

El minutero de un reloj es de 12 cm de longitud. ¢ Qué recorrido realiza la punta de la manecilla en 20 min?

En 20 minutos la manecilla recorre un angulo 6 = 120° = 2r7/3 rad, y la punta recorre una distancia s = r@ = 12(21/3) =
8mcm =25.1 cm.

El angulo central de un circulo, de 30 cm radio, forma un arco de 6 cm. Exprese el angulo central $ en radianes y
en grados.

s 6 1 SR
g=.r= = grdd=1{2733

La curva de una via de ferrocarril se va a tender en un circulo. ¢, Qué radio deberia usarse si la trayectoria cambia
de direccion 25° en una distancia de 120 m?

Se requiere encontrar el radio de un circulo cuyo angulo central de 0 = 25° = 5M/36 rad forme un arco de 120 m. Entonces,

s_ 10 se
P R g B USm

Un tren se mueve a una velocidad promedio de 8 mi/h a lo largo de una via circular de 2500 pies. ¢, Qué angulo
habra recorrido en un minuto?

Dado que 8 mi/h = 8(5280)/60 pies/mi n = 704 pies/min, ei tren pasa sobreun arcode longitud s = 704 pies en un min.
Entonces 6 = sir = 704/2500 = 0.2816 rad o 16°8'

Suponiendo que la Tierra fuera una esfera de radio 3960 mi, encuentre la distancia del punto 36°N de latitud al
ecuador.

Si dos ciudades se encuentran separadas 270 mi en el mismo meridiano. Encuentre su diferencia de latitud.

270 3
d o 3°544'

A
0= =%~ a"™

Un sector de circulo tiene un angulo central de 50° y un area de 605 cm?. Encuentre el radio del circulo.
K = £r?0, por lo1anto r = \;@/_ﬂ

3K [2605) _ 4356 656
s \/ X - \/(5&7{3‘)' T2 = /138636

=372cm
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Un sector de circulo tiene un angulo central de 80° y un radio de 5 m. '; Cuél es el area del sector?

4\ 50
K=1r0= %(5)2(—;) = m =175 m?

Una rueda gira a una velocidad promedio de 48 r/min. Exprese esta velocidad angular en (a) t/s, (b) rad/min, y (c)
rad/s.

r _48 r lmin‘_4r

Ll o
48 r 2nrad d d
B e L R e TR g
min 1 min 1 r min min
r 48 r 1 min 2nrad 8nrad rad
© B~ Tmme s 11 53 ° 0%

Una rueda de 4 pies de didmetro gira a una velocidad de 80 r/min. Encuentre la distancia (en pies) recorrida por un
punto en el borde en 1 s, esto es, la velocidad lineal del punto (en pies/s).

T
80 —— =80 -~
min

2n radHSJrad
s 3 s

Entonces, en un segundo la rueda gira un angulo de =8t/ 3 rad y un punto en el borde de la rueda se movera una distancia de s
=r6 = 2(8m/3) pies = 16.8 pies. La velocidad lineal es 16.8 pies/s.

Encuentre el didametro de una polea que gira a 360 r/min y es impulsada por una cinta que se mueve a 40 pies/s.

r 2n\ rad rad
360 — =360 — | — = 12n -—
min ( 60) s " 5

Entonces, en 1 s la polea girara un angulo de 6 = 12nrad y un punto en el borde viajara una distancia de s = 40 pies.

d=2r= 2(3) = 2(%%) pies = %] pies = 2.12 pies

Un punto en el borde de la rueda de una turbina que tiene un diametro de 10 pies, se mueve con una velocidad lineal
de 45 pies/s. Encuentre el promedio de velocidad a la cual la rueda gira (velocidad angular) en rad/s y en r/s.

En un segundo un punto en el borde recorre una distancia de s = 45 pies. Entonces en 1 s la rueda gira un angulo de 6 = sir =
45/5 = 9 rad y su velocidad angular es de 9 rad/s.
Dadoque 1r=2mrado 1rad =1/2nr, 9 rad/s = 9(1/2n) r/s = 1.43 r/s.

Determine la velocidad de la Tierra (en mi/s) en su curso alrededor del Sol. Suponga que la Tierra tiene una 6rbita
circular de radio 93, 000,000 mi y un afio = 365 dias.

En 365 dias la Tierra recorre una distancia de 2mr = 2(3.14)(93,000,000)mj.

o distangia o = 2BIHEB000000) i
En 1 s recorrera la distancia s = 365(24)60YE0) mi = .5 mi. Su velocidad es 18.5 mi/s.
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Problemas propuestos

Exprese en radianes cada uno de los siguientes angulos:
(a) 25°, (b) 160°, (c) 75°30', (d) 112°40', (e) 12°12'20", (f) 18.34°

Resp. (a) 51/3600.4363 rad (c) 15111/360 0 1.3177 rad (e) 0.2130rad
(b) 81/9 02.7925 rad (d) 16911/270 o 1.9664 rad (/) 0.3201 rad

Exprese en grados cada uno de los siguientes angulos:
(a) /4 rad, (b) 71/10rad, (c) S0/6rad, (d) 1/4rad, (e) 7/5rad

Resp. (a) 45°, (b) 126°, (c) 150°, (d) 14°19'26" o 14.32°, (e) 80°12'51" o 80.21°

En un circulo de 24 pulgadas de radio, encuentre la longitud del arco subtendido por un angulo central de (a) 2/3
rad, (b) 311/5rad, (c) 75°, (d) 130°.

Resp.  (a) 16 pulgadas, (b) 14.4110 45.2 pulgadas, (c) 10I1 0 31.4 pulgadas, (d) 52I1r/3 0 54.5 pulgadas

Un circulo tiene un radio de 30 pulgadas. ¢ Cuantos radianes hay en el angulo subtendido por un arco de (a) 30
pulgadas, (b) 20 pulgadas, (c) 50 pulgadas?

Resp.  (a) 1rad, (b)2/3rad, (c)5/3rad

Encuentre el radio del circulo para el cual un arco de 15 pulgadas de longitud subtiende un angulo de (a) 1 rad, (b) 2/3
rad, (c) 3 rad, (d) 20°, (e) 50°.

Resp. (a) 15 pulgadas, (b) 22.5 pulgadas, (c) 5 pulgadas, (d) 43.0 pulgadas, (e) 17.2 pulgadas

El final de un péndulo de 40 pulgadas describe un arco de 5 pulgadas. ¢ Qué angulo recorre el péndulo al balan
cearse?

Resp. 1/8rad o 7°9'43" o 7.16"

Un tren viaja a una velocidad promedio 12 mi/h en una curva de radio de 3000 pies. ¢ Qué angulo recorre en un mi
nuto?

Resp. 0.352rad o 20°10' o 20.17°

Una via de retorno de un ferrocarril consta de dos arcos circulares. El angulo central de uno es de 20° con un ra
dio de 2500 pies y el angulo central del otro es de 25° con un radio de 3000 pies. Encuentre la longitud total de los
dos arcos.

Resp.  625011/9 o 2182 pies

Encuentre el area del sector determinado por un angulo central de x/3 rad en un circulo de 32 mm de diametro.

Resp. 12811/3 o 134.04 mm?

Determine el angulo central necesario para formar un sector de 14.6 cm” de area en un circulo de 4.85 cm de ra
dio.
Resp. 1.24rado 71.05°0 71°3'

Calcule el area del sector determinado por un angulo central de 100° en un circulo de 12 cm de radio.

Resp. 4011 o 125.7 cm®
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Si el area del sector de un circulo es de 248 m” y el angulo central es de 135°, encuentre el diametro del circulo.

Resp. diametro = 290 m

Un volante de 10 cm de radio gira a una velocidad promedio de 900 r/min. ;Qué tan rapido viaja un punto en el
borde en m/s?

Resp. ino 94 m/s

Un neumatico de automdvil tiene un diametro de 30 pulgadas.;A qué velocidad (vmin) gira !a rueda en el eje
cuando el automovil mantiene una velocidad de 45 mi/h?

Resp. 504 r/min

En el afilado de ciertas herramientas la velocidad lineal de la superficie del esmeril no deberia exceder 6000
pies/s. Encuentre el nimero maximo de revoluciones por segundo de (a) una rueda de esmeril de 12 pulgadas de
diametro y (b) una rueda de 8 puigadas.

Resp. (a) 6000/m v/s o 1910 1/s, (b) 9000/m t/s o 2865 1/s

Si una llanta de automovil de 78 cm de diametro gira a 600 r/min, jcudl es la velocidad del automévil en Knvh?

Resp. 882 km/h



Funciones trigonomeétricas de
un angulo genérico

2.1 COORDENADAS EN UNA LINEA

Una linea dirigida es una linea en la cual una direccion se toma como positiva y otra como negativa. La direccion
positiva se indica con una cabeza de flecha.

Una escala numérica se establece en una linea dirigida escogiendo un punto O (véase Figura 2-1) llamado origen y
una unidad de medicién OA = 1. En esta escala, B esta 4 unidades a la derecha de O (esto es, en la direccion positiva
de O) y C esta 2 unidades a la izquierda de O (esto es, en la direccion negativa de O). La distancia dirigida OS = +4 y la
distancia dirigida OC = -2. Es importante notar que, dado que la linea es dirigida, OB # 60 y OC # CO. La distancia
dirigida BO - -4, se mide en sentido contrario a la direccién positiva, y la distancia dirigida CO = +2. Entonces, CB
=CO+0B=2+4=6yBC=B0O+0C=-4+(-2)=-6.

Lo
-+
oto
—~4
L
~

”

o

Fig. 2-1

2.2 COORDENADAS EN UN PLANO

Un sistema rectangular de coordenadas en un plano consiste de dos escalas numéricas (llamadas ejes), una hori-
zontal y la otra vertical, cuyo punto de interseccién (origen) es el origen de cada escala. Se acostumbra escoger la di-
reccion positiva en cada escala como se indica en la figura, esto es, positiva a la derecha del eje horizontal o eje x, y
positiva hacia arriba en el eje vertical o eje y. Por conveniencia, debe suponerse la misma unidad de medicion en cada
eje.

Gracias a este sistema, la posicién de un punto P en el plano puede darse por medio de sus distancias (dirigidas)
respecto a estos ejes, a los que se llama coordenadas. La coordenada x o abscisa de un punto P (véase Figura 2-2) es la
distancia dirigida BP = OA y la coordenada y u ordenada es la distancia dirigida AP = OB. Un punto P con una
abscisa x y una ordenada y se denotara como P(x, y).

Los ejes dividen al plano en cuatro partes llamadas cuadrantes, cada una de las cuales se numera en contra de la
direccién de las manecillas del reloj I, 11, 1l y IV. Los cuadrantes numerados, junto con los signos de las coordenadas
de un punto en cada uno, se muestran en la Figura 2-3.
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De esta forma, a cada punto en el plano se le asocian tres niUmeros: x, y y r.

La distancia del punto P o radio del vector P es la distancia no dirigida r a cualquier punto P(x, y), y esta dada por

r:ﬁﬁy’

(Véanse Probs. 2.1 2 2.3)

2.3 ANGULOS EN POSICION ESTANDAR

Con respecto a un sistema rectangular de coordenadas, se dice que un angulo se encuentra en posicion estandar
cuando su vértice esta en el origen y su lado inicial coincide con el eje positivo x.

Un angulo en posicién estandar pertenece al primer cuadrante o es un angulo del primer cuadrante cuando su lado
terminal cae dentro de ese cuadrante. Las definiciones son similares para los demas cuadrantes. Por ejemplo, los an-
gulos con valores de 30°, 59°, y -330° son angulos del primer cuadrante [véase Figura 2-4(a)]; 119° es un angulo del se-
gundo cuadrante; -119° es un angulo del tercer cuadrante; y -10° y 710° son angulos del cuarto cuadrante [véase Fi-

gura 2-4(b)].

[
R
\ .

Fig. 2-4
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Cuando dos angulos en posicion estandar coinciden en sus lados terminales se les llama angulos coterminales.
Por ejemplo, 30° y -330°, y -10° y 710° son pares de angulos coterminales. Existe un nimero ilimitado de angulos co-
terminales para un angulo especifico. Los angulos coterminales para un angulo dado, pueden encontrarse agregando
multiplos enteros de 360° al valor del angulo.
(Véanse Probs. 2.4y 2.5)
A los angulos situados en 0°, 90°, 180°, y 270° junto con sus angulos coterminales correspondientes se les cono-
ce como angulos cuadrantales.

2.4 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO GENERICO

Supongase que 0 es un angulo (no cuadrantal) en posicién estandar y dejando que P(x, y) sea un punto, distinto del
origen, localizado en el lado terminal del angulo. Las seis funciones trigonométricas de 0, se definen de la siguiente for-
ma en términos de la abscisa, la ordenada y la distancia del punto P:

ordenada
seno f = sen f = —ece ¥ cotangente = cot # = _abscisa e
distancia r ordenada  y
i distancia r
coseno § = cos§ = —o=cisd X secante 4 = sech = oot L
distancia r abscisa X
distancia r
tangente i = tan# = -QM_?':'{!EE md cosecante # = csc f = — -
abiscisa X ordepada 1%

Como consecuencia inmediata de estas definiciones, se obtienen las relaciones también llamadas reciprocas:

sen 6 = 1/csc 6 tan 6 = 1/cot 6 sec 6 = 1/cos 6

cos 6= 1/sec 6 cot e = 1/tan 6 csc B = 1/sen @

Debido a estas relaciones reciprocas, se utiliza mas frecuentemente una funcion, de cada par de relaciones trigonomé-
tricas reciprocas. Las funciones trigonométricas que se utilizan con mas frecuencia son el seno, el coseno y la tangente.
Es evidente a partir de los diagramas de la Figura 2-5 que los valores de las funciones trigonométricas de 6 cambian
de acuerdo con el valor de 0. En el Problema 2.6 se demuestra que los valores de las funciones para un angulo 6 dado son
independientes del punto P en su lado terminal.

(SN
J
:

P(x, )

(c) )
Fig. 2-5
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2.5 SIGNOS DE LAS FUNCIONES EN LOS CUADRANTES

Dado que r es siempre positiva, los signos de las funciones trigonométricas en los diferentes
cuadrantes dependen de los signos x y y. Para determinar estos signos, puede imaginarse un angulo en
posicién estandar o utilizar un dispositivo como el que se muestra en la Figura 2-6, donde se enumeran
solo las funciones cuyos signos son positivos.

(Véase Prob. 2.7)

Y

11 I
sen O = Todas +
+ csc @

7] -

11 v
tan 6 = cos O =
+ cot 0 + sec 0

Cuando se da un angulo, sus funciones trigonométricas estan determinadas en forma unica. Sin
embargo, cuando se da el valor de una funcion de un angulo, el angulo no se determina en forma Unica.
Por ejemplo, si sen 0 = 1/2, entonces 6 = 30°, 150°, 390°, 510°... En general, dos posiciones posibles del
lado terminal pueden encontrarse, por ejemplo, los lados terminales 30° y 150° de la ilustracion anterior. La
excepcioén a esta regla ocurre cuando el angulo es cuadrantal.

(Véanse Probs. 2.8 a 2.16)

2.6 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS CUADRANTALES

Para un angulo cuadrantal, el lado terminal coincide con uno de los ejes. Un punto P en el lado
terminal, distinto del origen, tendr@ax =0y y # 0, o bien x # 0 y y = 0. En cualquier caso, dos de las seis
funciones estaran indefinidas. Por ejemplo, el lado terminal del angulo 0° coincide con el eje positivo x y la
ordenada de P es 0. Dado que en la definicion de la cotangente y la cosecante la ordenada se encuentra
en el denominador, estas funciones no estan definidas. En este libro, se utilizara en estos casos indefinido
en lugar de un valor numérico, pero algunos autores lo indican escribiendo cot 0° = «, y otros lo escriben
como cot 0° = # =, Se obtuvieron los siguientes resultados en el Problema 2.17.

Angulo | sen6 cos@ tan 6 | cot 6 | sec 6 | csch
0° 0 1 0 | Indefinido 1 Indefinido

90° 1 0 Indefinido 0 Indefinido 1
180° 0 -1 0 Indefinido -1 Indefinido

270° -1 0 Indefinido 0 Indefinido -1
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2.7 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INDEFINIDAS

Se ha hecho notar que la cot 0° y la csc 0° no estan definidas debido a que la divisién por cero no se permite, pero
los valores de estas funciones son de interés para angulos cercanos a 0°. En la Figura 2-7(a) considérese 8 como un pe-
quefio angulo positivo en posicién estandar y en su lado terminal considérese que P(x, y) se encuentra a cierta distan-
cia rde O. En este caso, x es ligeramente menor a ry y es positiva y muy pequefia; entonces, cot 6 = x/y y csc 6 = rly son
positivas y muy grandes. A continuacion, permita que 8 disminuya hacia 0° con P a una distancia r de O. Ahora, x se
incrementa, pero siempre es menor que r, mientras y decrece pero sigue siendo mayor que 0; asi, cot 9y csc 6 seran ca-
da vez. més grandes. (Para comprobar esto, considérese r = 1y calcule csc 6 cuando y = 0.1, 0.01, 0.001, ... .) Esta si-
tuacion se indica de la siguiente forma "Si 6 se aproxima a 0, entonces cot 6 se aproxima a + =", que es lo que significa
cuando se expresa cot 0° = + .

(a) ()

Fig. 2-7

Ahora supongase que 6 es un angulo negativo pero cercano a 0°, como en la Figura 2-7(b) y tomese un punto P(x, y)
en su lado terminal a una distancia r de O Entonces, x es positiva y ligeramente menor que r. mientras que y es negati-
va y tiene un valor absoluto pequefio. Tanto la cot 6 como la csc 6 son negativas con valores absolutos muy grandes. En
seguida, increméntese 6 a cero, conservando P a una distancia r de O. A continuacion, x se incrementa, pero siempre es
menor que r, mientras que y sigue siendo negativa con un valor absoluto que decrece a 0; asi cot 6 y csc 6 siguen siendo
negativas pero tienen valores absolutos que son cada vez mas grandes. Esta situacion se indica de la siguiente forma:
"Si 6 se aproxima a 0°, entonces la cot 8 se aproxima a - <", que es lo que significa la expresion cot 0° = «.

En cada uno de estos casos, cot 0° = + « y cot 0° = - =, el uso del signo = no tiene el significado acostumbrado
de 'igual a", y debe utilizarse con cautela dado que cot 0° es indefinida y < no es un nimero. La notacién se utiliza
como una forma corta para describir una situacion especial de las funciones trigonométricas.

El comportamiento de las otras funciones trigonométricas que no estan definidas puede explorarse en forma simi-
lar. La siguiente tabla resume el comportamiento de cada funcion trigonométrica que se vuelve indefinida para angu-
los desde 0° hasta 360°.

Angulo ¢ Valores de las funciones
0-->0°" | cot 0-->+ o y csc 0-->+ o
6-->0" | cot 6--> - 0 y cse f--> - 0
6-->90” | tan 0-->+ y sec 0--> +0
6-->90°" | tan f--> - y sec f--> -0
6-->180" | cot 0--> -0 y cse 0-->+ 0
0-->180°" | cot 0-->+ o y csc 0--> - o
6-->270" | tan O-->+ o y sec 0--> - 0
6-->270°" | tan 6--> -0 y sec 0-->+ 0

(NOTA: El signo + indica que el valor es mayor al nimero establecido: 180° significa un valor mayor a 180°. El signo - indica que el valor es menor al nimero
establecido; 90° indica un valor menor de 90°)
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2.8 COORDENADAS DE PUNTOS EN UN CiRCULO UNITARIO

Sea s la longitud de arco en un circulo unitario X2 + y2 =1y acada s le hagamos corresponder un angulo d en ra-
dianes (véase Sec. 1.4). Al utilizar el punto (1,0) como el punto inicial del arco y P(x, y) como el punto terminal del arco,
pueden determinarse las coordenadas del punto P en términos del nimero real s, como se muestra en la Figura 2-8.

P(x, y)
5 5 5
a (1.0 ) (1, 0) g
el ) RN L)
P(x, y)

Fig. 2-8

Para cualquier angulo 6, cos 6 = xIr y sen 6 = ylr. En un circulo unitario r = 1 y la longitud del arcos =r6 =0y
cos B =coss=x/1=xysenB=sens=y/1=y. El punto P asociado con la longitud del arco s se determina por
P(x, y) = P(cos s, sen s). La funcién envolvente W relaciona los nimeros reales s con puntos P del circulo unitario,
siendo denotada por:

W(s) = (cos s, sen s)

Algunas longitudes de arco se relacionan con puntos en el circulo unitario cuyas coordenadas son faciles de de-
terminar. Si s =0, el punto es (1, 0); para s = 11/2, un cuarto del circulo unitario, el punto es (0,1);s = 1T se relaciona con
(-1, 0); y s = 3m/2 se relaciona con (0,-1). (Véase Sec. 1.5.) Estos valores se resumen en la siguiente tabla:

s |P(x, y) | cos s | sens
0 (1,0) 1 0
/2 0,1) 0 1
n (-1,0) -1 0
372 | (0,-1) 0 -1

2.9 FUNCIONES CIRCULARES

Cada arco de longitud s determina un simple par ordenado (cos s, sen s) en un circulo unitario. Tanto s como cos s
son numeros reales y definen la funcion (s, cos s) llamada funcion cosenoidal circular. De la misma forma s y sen s son
numeros reales y definen una funcién (s, sen s) llamada funcién senoidal circular. Estas funciones son llamadas fun-
ciones circulares ya que tanto cos s como sen s son coordenadas en un circulo unitario. Las funciones circulares sen s
y cos s son similares a las funciones trigonométricas sen 6 y cos 6 en todos los aspectos ya que, como se mostré en el
Capitulo 1, cualquier angulo medido en grados puede convertirse a radianes y este angulo medido en radianes se aso-
cia con un arco s en el circulo unitario. La diferencia importante en las funciones circulares es dado que, (s, cos s) y (s,
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sen s) son pares ordenados de numeros reales, todas las propiedades y procedimientos de las funciones de niumeros
reales pueden aplicarse a funciones circulares.

Las funciones circulares restantes se definen en funciéon de cos s y sen s.

sens m
tan s = -—-— paras # — + ki donde k es un entero
cos s 2
Cos s
cots = -—----para s # kir donde k es un entero
sens
1 m
SEC S = =-mmm-mn paras # — + ki donde k es un entero
cos s 2
1
CSC § = ———mmmomm para s # kir donde k es un entero
sens

Debe notarse que las funciones circulares estan definidas dondequiera que las funciones trigonométricas estén defi-

nidas y que los valores de los dominios que se descartan corresponden a los valores donde las funciones trigonométri-
cas estan indefinidas.

En las aplicaciones no hay necesidad de distinguir entre funciones trigonométricas de angulos en radianes y fun-
ciones circulares de nimeros reales.

Problemas Resueltos

2.1 Utilizando el sistema de coordenadas rectangulares, localice los siguientes puntos y determine el valor de r para

cada inciso:

A(1,2), B(-3,4), C(-3,-3V3), D(4,-5) (véase Fig. 2-9).

ParaBir= /9 + 16 =35

ParaC:r=1,/9+27=6
ParaD:r= /16 + 25 = /41

A\
B(-3.4)
A o
. ey ﬂ,») A(1,2)
VAL
_3 1 i
3 0 4 | o
“0 |
--3\./'3 ;0 L’\"f; _%
4
D(4,-5)
C(-3,-
3v3)

Fig. 29
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2.2 Determine la coordenada faltante de P en cada uno de ios siguientes incisos:

(@ x =2,r=3, Pen eiprimer cuadrante e x =3, r=3
(b) x =-3,r=5, Pen el segundo cuadrante m y=-2,r=2
() y= -1,r=3, Pen el tercer cuadrante (@ x=0,r-2,ypositiva
(d) x =2,r=15, Pen el cuarto cuadrante () y=0,r=1, x negativa

(@) Utilizando la relacion x* + y? = 1%, se tiene 4 + y' = 9; entonces, y’=5yy =+ \5.
Dado que P esta en el primer cuadrante, la coordenada faltante es y = V5.

() Aqui, 9 +y* =25 y>=16,yy= *4.
Dado que P esta en el segundo cuadrante la coordenada faltante es y = 4.
(c) Setienequex’+1 =9,x*=8,yx= 22
Dado que P esta en e! tercer cuadrante, la coordenada faltante es x = -2V 2.
(d) y*=5-4yy= 1. Dado que P esta en el cuarto cuadrante, la coordenada faltante es y = -1. (e)
Aquiy?=r?-x*=9-9 =0y lacoordenada faltanieesy = 0. {f) x*=r’-y*=0yx =0.
(@) y*=r’-x*=4yy=2es lacoordenada faltante. (h)

x?=r%- y2 =1yx= -1eslacoordenada faltante.

2.3 En qué cuadrantes puede estar localizado P(x,y) si

(@) ¢xespositivayy+0? (c) ¢ylr es positiva? (e) ¢y/x es positivo?
(b) ¢y esnegativay x +0? (cf)  ¢rix es negativo?

(@) En el primer cuadrante si y es positiva y en el cuarto cuadrante si y es negativa.

(b)  En el cuarto cuadrantre cuando x es positiva y en ei tercer cuadrante cuando x es negativa.

() En el primer y segundo cuadrantes.

(d) En el segundo y tercer cuadrantes.

(€) En el primer cuadrante cuando x y y son positivas y en el tercer cuadrante cuando x y y son negativas.

24 (a) Grafique los siguientes angulos en posicion estandar y determine aquellos que son coterminales:
125°, 210°, -150°, 385°, 930°, -370°, -955°, -870°

(b) Mencione otros cinco angulos coterminales de 125°.
(@) Los angulos en posicion estandar se muestran en la Figura 2-10. Los angulos 125° y -955° son coterminales ya que -955°
=125° + 3 360° (o bien, 125° = -955° + 3 360°). Los angulos 210°, -150°, 930°, y -870° son coterminales dado que
-150° = 210° - 1 360°, 930° = 210° + 2 360°, y -870° = 210° - 3 360°. En la Figura 2-10. se puede notar que hay un
solo angulo en el primer cuadrante, 385°, y tan solo un angulo en el cuarto cuadrante, -370°, por lo tanto, estos angulos
no pueden ser coterminaies con ninguno de ios otros.

(b)  Cualquier angulo coterminal con 125° puede ser descrito de la forma 125° + A -360° donde k es un entero. De esta forma,
485° = 125° + 1 360°, 845° = 125° + 2 360°, -235° = 125° - 1-360°, -595° = 125° - 2-360°, y -2395° = 125° -
7 360° son angulos coterminales de 125°.
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2107

Fig. 2-10

Determine un angulo positivo y un angulo negativo coterminaies con cada uno de los siguientes angulos en ra-
dianes:

(a) /6, (b)5m/4, (¢)0, (d)-171/6, (E)-101/3, (f) Tr/2
K 380° = K (21 radianes) = 2Km donde K es un entero
(@ n/b+ 2n=13n/6: n/6 - 2m = - 117/6
(b) 5n/4 + 2m 13n/4; Sn/4 - 2m = -3n/4
(¢) 0+2nm=2/m;0-2n=-2n
(d) - 17n/6 + 4n = Tn/6; - 1711/6 + 21 = - 511/6
(e) - 10m/3 + 4 = 2x/3; - 1011/3 + 27 = -4n/3

() T1/2 - 21 =31/2; 71/2 - 411 = -11/2

Demuestre que los valores de las funciones trigonométricas de un angulo ti no dependen de la eleccién del punto P

en el lado terminal del angulo.
En el lado terminal de cada angulo de la Figura 2-11, si Py P'tienen coordenadas como se indica y las distancias OPy OP'se

denotan por r y r'respectivamente. Trace una perpendicular APy A' P'al eje x.
En cada uno de los diagramas de la Figura 2-11, los tridangulos OAP y OA'P', con lados a, b, ry a', b', r'respectivamente, son similares;

asi, usando la Figura 2-11(a):
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20
(1) b/r=b"r alr=a’lr' b/a=h'a' a/b =a'/b' rla-r/a r/b=r/b'
oo X
(b)
Y
|
R
A A
X
)
P(a, —b)
Pia, —b)
{ot {d)
Fig. 2-11
Dado que las relaciones son jas relaciones trigonométricas para angulos del primer cuadrante, los valores de las funciones de
cualquier angulo en el primer cuadrante son independientes de la eleccion de P. De (I) y Figura 2-11(6) se obtiene lo siguiente:
b/r — b'/r' -alr =-a'/r' b/-a =b"/—a' -a/b=-a'/b’ r/-a =r'/—a' r/b =r'/b’'
Dado que estas relaciones son relaciones trigonométricas para angulos del segundo cuadrante, los valores de las funciones de
cualquier angulo en el segundo cuadrante son independientes de la eleccion de P.
Se deja ai lector el uso de la Figura 2-11(c) y (d) respectivamente, para considerar los casos,
-b/r=-b'/r'", —alr = -a'/r', etc. y -b/r = -b'/r'" a/r = a'/r', etc.
27 Determine ios signos de las funciones seno, coseno y tangente en cada cuadrante.

sen 1 = ylr. Dado que y es positiva en los cuadrantes | y Il y negativa en los cuadrantes Il y IV y res siempre positiva, sen 6

es positivo en ios cuadrantes | y Il y negativo en los cuadrantes lll y IV
cos 6 = x/r. Dado que x es positiva en ios cuadrantes | y IV y negativa en los cuadrantes Il y Ill, cos 6 es positivo en los

cuadrantes | y IV y negativo en los cuadrantes Il y Il|
tan m = y/x. Dado que x y y tienen los mismos signos en los cuadrantes | y I, y signos opuestos en los cuadrantes Il y IV, en-

tonces tan 1 es positiva en los cuadrantes | y Il y negativa en los cuadrantes Il y IV. (NOTA: El reciproco.de una funcién
trigonometrica tiene e! mismo signo tanto en la funcién, como en cada cuadrante.)
Determine ios valores de las funciones trigonométricas de un angulo 6 (el angulo positivo mas pequefio en posi

28
cion estandar) si P es un punto en el lado terminal de 6 y las coordenadas de P son
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(a) P(3,4), (b) P(-3,4), (c) P(-l,-3)

sen 0 = y/r = 4/5 sen=4/5 sen § = - 3/410 =- 3v10/10
(@) r=/3 ¥4 =5 () r=J(=3F+4=5 (@ r=J(=)F+(=3=J10
[Véase Figura 2-12ia).) [Véase Figura 2-12(b).] [Véase Figura 2-12(c).)
cot 6 =x/y =3/4 cot® =-3/4 cot0=-1/(-3)=1/3
sec 0 =r/x = 5/3 sec 0 =5/(-3)=-5/3 sec 0=10/(-1) = -V10
esc 0 =rly = 5/4 esc0=>5/4 esc B =10/(-3)=-10/3
Y
P(~3,4)
3
4
\9
) o T r
(a) (1]
Fig. 2-12
Observe las relaciones reciprocas. Por ejemplo, en (b)
1 -3 - 4
sen @ =------ = ---- c = e = o — tan @ = -—--—-- = ----—- etc
csc O sec 0 5 co 3

Observe en (c) la racionalizacion de los denominadores:

3 3 /10 3/10
senf=———=— —=- "/ = \/)
NATVARVAT 1
.
1 1 /10
cosfl= — —= — -—.,“—..--\—'-,;.-; = —
V10 J10 /10 10

Siempre que el denominador de una fraccion sea un nimero irracional, se dara también una fraccion equivalente con un de-
nominador racional.

2.9  En qué cuadrante quedara localizado 0, si
(@) ¢sen @y eos 0 son negativos? (c) ¢sen @ es positivo y sec 6 es negativa?
(b) ¢sen Oy tan @ son positivos? (d) ¢sec 6 es negativa y tan 6 es negativa?
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(a) Dado que el sen 6 = y/ry cos 6 = xIr. tanto x como y son negativos. (Recuerde que res siempre positiva.) Asi. 6 es un
angulo que se encuentra en el tercer cuadrante.

(b) Dado que sen B es positivo, y es positivo; como tan tan 6 = ylx es positivo, x es también positivo. Asi, 8 es un angulo del

primer cuadrante.

(c) Dado que sen u es positivo, y es positivo; dado que sec 8 es negativa x es negativa. Asi, o es un angulo del segundo cua
drante.

(@ Dado que sec 6 es negativa, x es negativa; dado que tan 6 es negativa, y es positiva. Asi, 6 es un, angulo del segundo cua
drante.

210 En qué cuadrante quedara localizado ti, si
(a) ¢sen 6 es positivo? (b) ¢cos O es negativo? (c) ¢tan 6 es negativa? (a) ¢sec fies positiva?

(@ Dado que el sen 6 es positivo, y es positivo. Entonces x puede ser positivo o negativo y 6 puede ser un angulo del primer o segundo
cuadrante.
() Dado que cos 6 es negativo, x es negativo. Entonces y puede ser positivo o negativo y 8 sera un angulo del segundo o tercer cua
drante.
(c) Dado que tan 0 es negativa, y puede ser positivo y x negativo, o bien y negativo y x positivo. Asi. 6 puede ser un angulo del
segundo o cuarto cuadrante,
(d) Dado que sec 6 es positiva, x es positiva. Asi, 8 es un angulo que puede estar en el primero o cuarto cuadrante.

211 Encuentre los valores de cos 6y tan 6, dado que sen 6: = 8/17 y 6 en el cuadrante I.
Sea P un punto en la linea terminal de 6. Dado que sen 6 = y/r = 8/17, se consideray = 8yr = 17. Ya que 6 esta en el primer

cuadrante, x es positiva: asi
e I T e
=yt = ST - (B =15
Para dibuiar la fiaura. localice el punto P (15, 8). tnalo ai origen. e indiaue el anaulo 6. (Véase Fiaura 2-13.)

8
15

o5 6 x 15
cosf=-= 5

P(15, 8)

O[ 15 ] =
Fig. 2-13
La eleccion dey =8yr =17 es por conveniencia. Note que 8/17 = 16/34 y que se hubiera podido tomar y = 16, r= 34. .Entonces x

=30. cos 6 = 30/34 = 15/17 y tan 6 = 16/30 = 8/15.
(Véase Prob. 2.6.)



B

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO GENERICO 23

2.12 Encuentre los valores del sen 6y la tan 6, dado que cos 6 = 5/6
Dado que el cos 0 es positivo, 8 esta en el cuadrante | o IV.

Dado que cos 6 - x/r = 5/6, setomax=5yr =6;y = 1\"((6)2-(5)2) = + V11 (a) Para®

en el cuadrante | [Figura 2-14(a)] se tiene que x = 5, y = V'11, y r = 6; entonces

1 /11
Sn‘ﬂ9={=}!—' ¥ lanﬂ:{:}_‘n
¥ 6 X 5

6 -/m
PG5, —/11)

(a) } (b)
Fig. 2-14

(b) Para 8en el cuadrante IV [Figura 2-14(b)] se tiene x = 5, y = - V11, y r = 6; entonces

Wne=;=jf\zﬂ ¥ tan(f:’f:.__\/_q

6 X 5

2.13 Encuentre los valores de sen 0y cos 0, dado que tan 6 = — 3/4

Dado que tan 8 = y/x es negativa, Sesta en el cuadrante Il (considere a x = -4 yy =3)o en el cuadrante IV (considereax =4yy

= -3). En cualquier caso r = V16 + 9 = 5 .
(a) Para 6 en el cuadrante Il [Figura 2-15(a)], sen 6 = yIr = 3/5 y cos 6 = xIr = -4/5. (b)

Para /! en el cuadrante IV [Figura 2-15(b)], sen 6 = ylr = -3/5y cos 6 = xIr = 4/5.

Y
P4, =3)
(a) (h)

Fig. 2-15
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2.14 Encuentre el sen 6, dado que cos 6 = - 4/5 y que tan 6 es positiva.

Dado que el cos 0 = xIr es negativo, x es negativa. Dado que tan 6 = ylx es positiva, y debera

en el cuadrante Il (Véase Figura 2.16.)

Tomando x = -4yr=5; \‘!52_(_4)2 = -3. Asi, sen 8= ylr= -3/5.
Y
[}
4 TN
17} -
-3 5
P(—-4, -3)
Fig. 2-16
2.15 Encuentre los otros valores de las funciones faltantes de ¢, dado que sen o = v'3/2" y eos ti = - 1/2.

Dado que sen @ = yir es positivo, y es positivo. Dado que cos 0 = xIr es negativo, x es negativa. Asi, 6 se encuentra en el cuadrante Il.
(Véase Figura 2-17.)

Fig. 2-17
Considerando x = -1,y = V3 yr= V(=17 4 (3 =2, se tiene
3 - 1 -1 =3
tanf):'t‘:i:—\/l cotfl=——= —-.-=—£—
x -1 tanfi /3 3
Y,
5
2 D3
secll=——= — csc9=.._=._..___=_.\z...
cos (1 senl /3 3
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2.16 Determine los valores del cos 6 y la tan 6, si sen 6 = min, es una fraccién negativa.

Dado que el sen 0 es negativo, 6 esta en el cuadrante Ill o IV.

(a) En el cuadrante Ill: Considerey =m,r=n, x= - \/(n2 - mz); entonces

y 1an6=£=
X

(b) En el cuadrante IV: Considere y =m, r=n, x = + /n* —m?2: entonces

—
x o /nt—m? ¥ m m./n* — m?
cosll ==Y tanf === =
r n X Jni-m  n-m

2.17 Determine los valores de las funciones trigonométricas de

(a) 0°, (b) 90°, (c) 180°, (d) 270°

Sea P cualquier punto (diferente de 0) en el lado terminal de 6. Cuando 6 =0°, x=fyy =0; cuando 8=90°, x=0y y=r;
cuando 6 =180°, x = -ry y =0;ycuando 8 =270°, x=0yy= -r.

(@ 0=0%x=r,y=0 (¢c) 0=180°% x=-ry=20
[Véase Figura 2-18(a)] [Véase Figura 2-18(c)]
sen 0°=y/r=0/r=0 sen 180°=y/r=0/r=0
eos 0°=x/r = r/r=1 eos 180° =x/r = -r/r = -1
tan 0° =y/x =0/r=0 tan 180° = y/x = 0/(-r) = 0
cot 0° = x/y = indefinido cot 180° = x/y = indefinido
sec 0°=r/x=r/r=1 sec 180° =r/x =r1/(-r) = -1
csc 0° = r/y = indefinido csc 180° = r/y = indefinido
¥ ¥
P(0,r)
r P(r,0) o L Yl =y
o - 0| *
(a) (k)
Y Y
N A\ZTO”
r o 4] X
— — X r
P(~1,0) [0 PO, ~7)
(c) (d)

Fig. 2-18
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() 0=90%x=0,y=r (d 0=270°x=0,y=-r
[Véase Figura 2-18(ii)] [Véase Figura 2-18(cf)]
sen 90° =y/r=r1/r=1 sen 270° =y/r=-r/r=-1
c0s 90° =x/r=0/r=0 eos 270°=x/r=0/r=0
tan 90° = y/x = Indefinido tan 270° = y/x = Indefinido
cot 90° =x/y=0/r=0 cot270°=x/y =0/(-1)=0
sec 90° = r/.x = Indefinido sec 270° = r/x = Indefinido
csc90° =ry =r/r=1 csc 270°=rfy=1/(-1)=-1
2.18  Evalte: (@ sen 0°+ 2 cos 0°+ 3 sen 90° + 4 cos 90° + 5 sec 0° + 6 csc 90°

(b) sen 180° + 2 cos 180° + 3 sen 270° + 4 cos 270° - 5 sec 180° - 6 csc 270°
(@ 0+2(1)+3(1)+4(0) + 5(1) + 6(1) = 16
b)) 0+2C-1)+3C-D+40)-5-D-6(-1H=6

2.19 Utilizando un transportador construya un angulo de 20° en posicion estandar. Con O como el origen, describa un
arco de radio de 10 unidades que toque con el lado terminal de P. De P trace una perpendicular al eje de las x, lle
gando al punto A. Las medidas seran OA = 9.4, AP = 3.4, y P tiene coordenadas (9.4,3.4). Entonces encuentre
las funciones trigonométricas de 20° (véase Figura 2-19).

sen 20° =3.4/10 = 0.34 cot20°=9.4/3.4=2.28

cos 20° =9.4/10 = 0.94 sec 20°=10/9.4=1.1

tan 20° = 3.4/9.4 = 0.36 csc20°=10/3.4=29
¥

Fig. 2-19

2.20 Obtenga las funciones trigonométricas de 50° como en el Prob. 2.19. Use como referencia la Figura 2-19.
El punto P, estando en el lado terminal y a una distancia de 10 unidades del origen, tiene las siguientes coor-
denadas (6.4,7.7). Entonces
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sen 50°=7.7/10 =0.77 cot 50°=6.4/7.7=0.83
cos 50° =6.4/10 - 0.64 sec 50°=10/6.4=1.6
tan 50° =7.7/6.4 = 1.2 csc 50°=10/7.7=1.3

Problemas Suplementarios

221 Especifique el cuadrante donde termina cada uno de los siguientes angulos y escriba los signos del seno, el co
seno y la tangente de cada uno.
(a) 125°, (b) 75°, (c) 320°, (d)212°, (e)460°, (f) 750°, (g)-250°, (h)-1000°
Resp. (a) II; +,--5 (b)Ls+, + 45 (¢) IV -, + - (d) 1IT; .-, +;
(e) I + - (D L+, +,+5 (I +,-- (A L+, + .+

2.22 m ;En qué cuadrante quedara localizado 6, si

(@) sen 6y cos 0 son positivos? (e) tan O es positiva y sec 0 es negativa?
(b) cos By tan 6 son positivos? () tan O es negativa y sec 6 es positiva?
(c) sen @y sec 6 son negativos? (9) sen 6 es positivay cos 6 es negativa?
(@ cos 6y cot 6 son negativos? (h) sec 6 es positiva 'y csc 6 negativa?

Resp. (@)1, (b)1, (¢)TI, (d) T, ()11, (HIV, (g) 11, (fe) IV

2.23 Denote por 6 al angulo positivo mas pequefio cuyo lado terminal pase a través de un punto dado, y encuentre las
funciones trigonométricas de 6.

(a) P(-5, 12), (b) P(7,-24), (c) P(2,3), (d) P(-3,-5)
Resp. Las respuestas se enlistan en el siguiente orden: sen 8, eos 8, tan «, cot (i, sec 8, esc 9
(@ 12/13,-5/13, -12/5, -5/12, -13/5, 13/12
(b) -24/25,7/25, -24/7, -7/24, 25/7, -25/24
(¢) 3/N13 =34(13/13), 2N13 = 2~(13/13), 3/2, 2/3, N(13/2), N(13/3)
(d -5/N34 =-5N(34/34), -3/\34 = -3(34/34), 5/3, 3/5, -N(34/3), -N(34/5)

2.24 Encuentre los valores de las funciones trigonométricas de 6, dado que:

(@) sen®=7/25 (d) cot=24/7 (g) tan0=3/5 (h) csc B =-2/V3 =-2V(3/3)
(b) cos 6=-4/5 (e) sen 6=-2/3 (N cot B =V(6/2)
(c) tan 6=-5/12 (f) cosB=5/6 (i) sec 6=-V5

Resp. Las respuestas se enlistan en el siguiente orden: sen 6, cos 6, tan 6, cot 6, sec 6, csc 6

(a) 1:7/25,24/25,7/24, 24/7, 25/24, 25/7
I1: 7/25, -24/25, -7/24, -24/7, -25/24,25/7

(b) 11:3/5,-4/5, -3/4, -4/3, -5/4, 5/3;
I11: -3/5, -4/5,3/4,4/3, -5/4, -5/3
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(¢) 1L: 5/13, —12/13, - 5/12, —12/5, —13/12, 13/5
IV: —S/13, 12/13, —5/12, —12/5, 13/12, —13/5
(d) 1: 7/25,24/25, /24, 24/7, 25/24, 25/1
[ —7/25, —24/25, 7/24, 24/7, —25/24, —25/7
(@) I —2/3, —/5/3.21\/5 = 2./5/5. \/5/2. —3//5 = =3./5/5, —3)2
Vi —2/3,./573, =21 /5 = —2./5/5. —/5/2, 3//5 = 3.,/5/5, =32
N1 /11/6 5/6, J|1/5 s# V=5 /11/:1 6/5, efﬁ = 6/1111

@ I ;\/34 = 3\/34&4 5;\/34—5\,@4/34 3/5, 5f3 J34/5 \/34@

) 12/\/10 J10/5, \/3st J15/5,2/./6 = Jw V612, /513 = \/15;3,\,10/2
—2#./I0-—-\/I(),’5 VIS = =155, 26 = /63 Je2 — /53 =

~\;15/3 /102
() T 215 = 2/5/5, — /5= = /5/5, 2, —1/2, —Js NE)
M =25 = —2/55 —11/5= —/5/5 2, 1/2, =/5, — /572
B M =32, =12, /3,113 =33, -2, ~21/3==2./373
—J32002, =3 3= =332, 213 = ~2/33

225 Evalle cada una de las siguientes expresiones:
(a) tan 180° -2 cos 180° + 3 csc 270° + sen 90°
(b) sen 0°+ 3 cot 90° + 5 sec 180° - 4 cos 270°
(¢) 3senm+4cos0—3cosm+senn/2

(d) 4 cosm/2—5sen3m:/2—2senn/2+sen 0

Resp.  (a)0, (b)-5, (c)6, (d)3

226 Indique el cuadrante en que termina cada uno de los siguientes angulos, medidos en radianes.
(a) w/4, (b) 57/6, (c) 11a/3, (d) -3n/4, (e) 81/3, (f) 17 n/6, (g) 23n/6

Resp. (a)1, (b)11, (c)IV, (d)1II, (e)Il, (HII, (g) IV

2.27 Indique un punto en el circulo unitario que corresponda a cada uno de los siguientes numeros reales:
(a) 17n, (b) -13m/2, (c)7n/2,(d) 28T
Resp. (@) W(17 )= W(x)=(cosx, senm)=(-1,0)
() W(-13n/2) = W(n/2) = (cos n/2, sen n/2) = (0, 1)
() W(7x/2)=W(@Bx/2)=(cos3x/2,sen3x/2)=(0,-1)
(d) W28r)=W() = (cos 0, sen 0) = (1, 0)



Funciones trigonométricas de
un angulo agudo

3.1 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO

Para tratar cualquier triangulo rectangulo es conveniente (véase Figura 3-1) designar los vértices como A, By C
siendo C el vértice del angulo recto, deben también denotarse los angulos como A, By C siendo C = 90°, y denominar-
se los lados opuestos a los angulos como a, b y ¢ respectivamente. Con respecto al angulo A, su lado opuesto sera a'y
su lado adyacente sera b; en tanto que para el angulo B, su lado opuesto sera b y su lado adyacente seréa a. El lado ¢
siempre se llamara hipotenusa.

Si se coloca el triangulo rectangulo en un sistema de coordenadas (Figura 3-2) de tal forma que el angulo A se en-
cuentre en posicion estandar, el punto B localizado en el lado terminal del angulo A tiene las coordenadas (b, a) y la
distancia ¢ = \/(a2 + b” por lo que las funciones trigonométricas del angulo A pueden definirse en términos del angu-
lo recto, de la siguiente forma:

A ¥
B B(b, a)
[y C
i a
- §
A b % A b C
Fig. 3-1 Fig. 3-2
a lado opuesto EEEA = _Q_ _ lado adyac}_e_r_?t_g
senA = = = —pinotenusa | = @ T “Tado opuesto
b lado adyacente A= c hipotenusaﬁ
COS A = & = “Hpotenusa SeCA =P = Tado adyacente
a lado opuesto P ¢ _ hipotenusa
tan A = 5 = Tado adyacente = & ~ Tado opuesto
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3.2 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS COMPLEMENTARIOS

Los angulos agudos A y B del triangulo rectangulo ABC son complementarios, es decir, A + B = 90°. En la Figura
3-1 se tiene:

sen B = b/c = cos 4 cot B =a/b=tan A
cos B =a/c =sen A sec B =c/a-csc A
tan B = b/a = cot A csc B=c/b=secA

Estas relaciones asocian las funciones por pares, a saber seno y coseno, tangente y cotangente, secante y cose-
cante; y se dice que cada funcién de un par es la cofuncion de ia otra. Asi, toda funcién de un angulo agudo es igual a
a cofuncion correspondiente de su angulo complementario.

EJEMPLO 3.1 Encuentre los valores de las funciones trigonométricas de los angulos del triangulo rectangulo ABC en la Figura 3-3.

B
a = 60
Fig. 3-3

lado opuesto & 80 g celsdoopussto:, B 8L

SenA = “Hisotenusa © ¢ - 109 © ladoadyacente T a ~ 60
lado adyacente b g1 5 hipotenusa [ 1_()_9_

COSA = “hiotenusa -~ ¢ — 109 CSCA = Tadocpuesto ~ & - 60
lado opuesto a 60 hipotenusa c 109

tand = ‘lado adyacente ~ b -~ 91 SECA = T hdyacente = B = &1
lado opuesto b @ lado adyacente b 91

senB = —fictenusa = ¢ = 108 °%* T Tadoopiesio © @ = 60
iado adyacente a 60 hipotenusa c 109

cos B = — = =i e

hipotenusa  — ¢ ~ 108 eS¢ 8 = 4o opuesto - b — 91
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nipotenusa c 109

lado adyacente

S8 adyacenk
- lado opuesto

cotf =

a
)

B = Jads adyacenis = @ = 60

3.3 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE 30°, 45° Y 60°

Los valores de las funciones trigonométricas de jos angulos agudos particulares 30°, 45° y 60° (véase Apéndice I:
Geometria), se pueden calcular en forma exacta. Los siguientes resultados se obtienen en los Probs. 3.8 y 3.9. Para ca-
da fraccion con denominador irracional, se presenta en la tabla sélo la fraccién equivalente, con denominador ra-
cional.

Angulo ¢ J sen fi | cose | tang ! cotg | secd ; csch
T 7 i Al in

30 SV RV IV RV
45° /2 | A2 11 N NE
L VAT VG 2 HVE

3.4 VALORES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Los valores de las funciones trigonométricas para angulos que no son casos particulares, se necesitan para resol-
ver muchos problemas de aplicaciéon. Estos valores pueden encontrarse en tablas de funciones trigopnométricas, o
bien, utilizando una calculadora. Los problemas del 3.10 al 3,15 ilustran algunas aplicaciones simples de las funciones
trigonométricas. Para dichos problemas se incluye la siguiente tabla, con dos cifras decimales.

Angulo 6 sen 0 sen | tan 0 cot 0 sec 6 csc 6
15° 0.26 097 | 027 373 1.04 3.86
20° 0.34 094 | 036 275 1.06 2.92
30° 0.50 0.87 | 0.58 1.73 1.15 2.00
40° 0.64 0.77 | 0.84 1.19 131 1.56
45° 0.71 0.71 1.00 1.00 141 141
50° 0.77 0.64 | 119 0.84 1.56 131
60° 0.87 0.50 | 173 0.58 2.00 1.15
70° 0.94 034 | 275 0.36 292 1.06
75° 0.97 026 | 3.73 0.27 3.86 1.04

Cuando utilice la calculadora para encontrar los valores de las funciones trigonométricas, debe asegurarse de se-
guir el procedimiento indicado por el manual de la calculadora. En general, el procedimiento es: (1) asegurese de que la
calculadora esté en el modo de grados (degree mode), (2) introduzca el valor del angulo en grados, (3) presione la tecla
de la funcion trigonométrica deseada, y (4) lea el valor de la funcién desplegado en la pantalla.
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EJEMPLO 3.2 Encuentre tan 15° utilizando calculadora. Con la calculadora en modo de grados, introduzca el nimero 15 y presione la
tecla (tan). EI numero 0.267949 aparecera en la pantalla; por lo tanto, tan 15° = 0.267949. El nimero de digitos que se despliegan depen-
de de la calculadora que se utilice, pero la mayoria de las calculadoras presentan al menos seis digitos. En este libro, si el valor indicado
en la calculadora no es exacto, sera redondeado a seis digitos cuando se utilice en un problema o ejemplo. Cuando sea necesario se re-
dondearan los resultados finales.

Al utilizar la calculadora para encontrar un angulo agudo, cuando se conoce el valor de una funcion trigonométrica, se
utiliza la operacién inversa, tecla (inv) o la tecla de las segundas funciones (2nd). Se introduce el valor de la funcién,
después se presiona la tecla (inv) o la segunda funcién (2nd) y se presiona la tecla de la funcién trigonométrica desea-
da. Se utiliza el modo de grados para obtener el resultado en grados.

EJEMPLO 3.3 Encuentre e! angulo agudo A si sen A = 0.2651. Con la calculadora en modo de grados, introduzca el nimero .2651 y
presione las teclas (inv) y (sen). La medida del angulo agudo A es 15.3729. El resultado mas cercano en grados es A = 15°.

35 EXACTITUD DE LOS RESULTADOS UTILiZANDO APROXIMACIONES

Cuando se utilizan nimeros aproximados, surge la necesidad de redondear los resultados. En este capitulo se in-
dican los angulos con el valor mas cercano en grados y las longitudes a la unidad mas cercana. Si en un problema se
deben calcular varios valores intermedios, se debe esperar el resultado final para redondearlo. Cada resultado interme-
dio debe tener al menos un digito mas que el resultado final para que el redondeo final no afecte directamente la uni-
dad de exactitud.

3.6 SELECCION DE LA FUNCION EN LA SOLUCION DE UN PROBLEMA

Para encontrar un lado de un triangulo rectangulo, cuando se conocen un angulo y un lado, pueden utilizarse dos
funciones trigonométricas: una funcion y su reciproco. En la solucién manual del problema se acostumbra tomar el la-
do desconocido como el numerador de la fraccion. De esta forma, la operacién que se realice sera una multiplicacion
en lugar de una division. Al utilizar calculadora se eligen las funciones seno, coseno o tangente, ya que esas funciones
estan representadas en las teclas de la calculadora.

EJEMPLO 3.4 Un cable de sujecién, se amarra a 12 m de la base de un mastil, y el cable forma un angulo de 15° con el suelo. ¢ Cuanto
mide dicho cable?

A partir de la Figura 3-4 puede verse que tanto el sen 15° como la csc 15° relacionan la longitud conocida de 12 m y la longitud de-
seada x. Cualquiera de las dos funciones puede utilizarse para resolver el problema. La soluciéon manual, esto es, si se usan las tablas y
no la calculadora, se facilita utilizando csc 15°, pero no todas las tablas incluyen los valores de la secante y de la cosecante. La solucion
con calculadora exige el uso del sen 15°, ya que no cuentan con la funcion cosecante.

#!

Fig. 3-4



FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO 33

Solucién manual Solucion con calculadora
csc 15°=x/12 sen 15°=12/x sen 15°=12/x
x=12csc 15° x =12/ sen 15° x =12/ sen 15°
x =12(3.86) x=12/0.26 x=12/0.258819
x =46.32 x =46.15 x =46.3644
x=46m X =46 m X =46 m

El cable es de 46 m de longitud.

En cada solucion el nimero entero en metros es el mismo, pero los resultados de los calculos son diferentes, ya
que dependen del redondeo que se utilizd al determinar el valor de la funcion. Redondear con pocos decimales, como
en la tabla incluida en esta seccion, generalmente lleva a que los resultados de los célculos sean diferentes. Si se utili-
zan las tablas del Apéndice 2 que contienen cuatro decimales, seran pocos los resultados donde la eleccién de la fun-
cion afecte los calculos. Ademas, utilizando estas tablas, los resultados coincidiran con mayor frecuencia con los ob-
tenidos por calculadora.

Para los problemas de este capitulo, se mostrara una solucién manual y otra por calculadora, y se indicara la res-
puesta a cada uno de los procedimientos. En los capitulos posteriores, sélo se indicara la respuesta cuando los resul-
tados de cada método sean diferentes.

La decision de utilizar o no la calculadora se deja al alumno. Si no puede utilizar la calculadora para aplicar los
procedimientos estudiados, entonces se recomienda que no practique utilizando una. En ocasiones habra procedi-
mientos en los que se utilicen Unicamente tablas y otros en los que se aplique solo la calculadora. Lo anterior se indi-
cara en forma clara y podra omitirse si no esta utilizando ese método.

3.7 ANGULOS DE DEPRESION Y ELEVACION

Un angulo de depresion es aquel que se forma desde la linea de vista horizontal del observador hasta un objeto
abajo de ésta. El angulo de elevacion es aquel que se forma desde la linea de vista horizontal del observador hasta un
objeto situado arriba de ésta.

En la Figura 3-5 el angulo de depresion del punto A al punto B es @ y el angulo de elevacion del punto B al punto
A es 8. Dado que ambos angulos se miden a partir de las lineas horizontales, las cuales son paralelas, la linea de vista de
AB es transversal, y como los angulos opuestos internos de dos lineas paralelas son iguales, & = 8. (Ver Apéndice 1:
Geometria.)

Fig. 3-5
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Problemas resueltos

3.1 Encuentre las funciones de los angulos agudos del triangulo rectangulo ABC, Figura 3-6, dado que b =24y ¢ = 25.

B
Cﬁ?j a=17

# h=24 ¢
Fig. 3-6

Dado que a® = ¢? - b? = (25)% - (24)> = 49, a = 7. Entonces

lada opuesto 7 t A Jlado adyacente 24
SeNA = ~Hiostenusa 25 9% = Tladoopuesto © 7
lado acyaceﬂe B 2f§ hipoteNnusa 25
SO A = T Hinoterusa 25 $ec A = Yoo adyacents = 24
. lado opuesto 7 oA hipo:g_nisa 25
ten A = 7545 adyacente - 24 O8E A = Tiadc opuesto = 7
sen B =24/25 cot B="17/24
cos B=17/25 sec B =25/7
tan B = 24/7 csc B =25/24

3.2 Calcule los valores de las funciones trigonométricas de los angulos agudos del triangulo rectangulo ABC, Figura 3-
7,dadoquea=2yc=2V5

Fig. 3.7

Dado que b? = ¢? - a® = (2V5)% - (2)> = 20 - 4 = 16, b = 4. Entonces
sen A= 2/2f = \/5/5 =cos B
cos A = 4/2,/5 = 2,/5/5 = sen B
tan A =2/4=12=cot B

colA=4/2=2=1an B
sec A =254 = /52 =csc B
GSCA:Z\/EJ"2=\/_5=SGCB
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3.3 Determine los valores de las funciones trigonométricas del angulo agudo A, dado que el sen A = 3/7.

Construya el triangulo rectangulo ABC, Figura 3-8, cona=3,c=7yb = \/(72—32) =10 unidades. Entonces

sen A=3/7 cot 4 = 27(10)/3
cos A =2(10)/7 sec 4 = 7/2Y10 = 73(10)/20
tan A = 3/27(10) = 3V(10)/20 cscA=17/3
B
¢'\
[4 a =73
A C

3.4 Encuentre los valores de las funciones trigonométricas del angulo agudo 6, dado que tan 6 = 1.5.

Refiérase a la Figura 3-9. Construya el triangulo rectangulo ABC considerando b = 15y a = 10 unidades. (Observe que 1.5 =
3/2, por lo que el triangulo rectangulo con b = 3 y a = 2 serviria de igual forma.) Entonces ¢ = V(a + b?) =(10? + 15?) =

5V13 y
sen B = 15/5,/13 = 3,/13/13 cot B =2/3
cos B = 10/5,/13 = 2,/13/13 sec B = 5./13/10 = /132
tan B = 15/10 = 3,2 osc B = 5,/13/15 = /1313

3.5 Si A es un angulo agudo y sen A - 2x/3, determine los valores de las funciones restantes.

Construya el triangulo rectangulo ABC considerando a =2 x <3 ye =3, comoen la Figura 3-10.
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= 2x
4
Entonces b = V¢ - a®> = V9 - 4x’ y
f 2 /i T
2x 9 4xt 2x 2x,/9 — 4x
m oA = s A = V. - F: = = N -
sen A 3 cos A 3 tan A o an? P
NE :
NI . 3 3./9 - 42 p
cot A4 =¥ - . sec d = e = M cse A =
2x V9 — 4x? 9 — 4x? 2x

Si A es un angulo agudo y tan A = x = x/1, determine el valor de las funciones restantes.

Construya el triangulo rectangulo ABC considerando a = x y b = 1, como en la Figura 3-11. Entonces c = Vx> + 1 y

A popt = iy
X X/ x4 1 1 FE S
send = . - = \'-é - cos A = e ,,-=}2- —- tan 4 = x
NESES xt+ 1 Sl x* 41
o
1 o /x* 4+ 1
cotd = ; secd = /x4 1 cscd =Y -
X X

=X

Fig. 3-11
Si A es un angulo agudo:
@ ¢PorquéelsenA<1? (d) ¢Porqué sen A <tan A?
(b) ¢Cuéndo el sen A =cos A? (e) ¢Cuando sen A <cos A?

(c) ¢Porqué sen A <csc A? (/)  ¢Cuando tan A > 1?
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En un tridngulo rectangulo ABC:

(@ Ellado a < al lado c; por lo que (d) Sen A =ale, tan A=alb,y b <
sen A =alc <1. c: por lo que a/c < alb o sen A <
tan A.
(b) Sen A = cos A cuando alc = blc;
entonces a=b,A=By A= (e) Sen A <cos A cuando a < b; en-
45° tonces A<BoA<90°-A Yy A
< 45°.
() Sen A <1 (inciso (a) y csc A = (/) Tan A =alb > 1 cuando a > b;
1/sen A >1. entonces A> By A > 45°.

3.8 Encuentre los valores exactos de las funciones trigonométricas de 45°. (Véase Figura 3-12.)

En cualquier triangulo rectangulo isésceles ABC, A=S =45°ya=b. Seaa=b=1;entoncesc=yT + 1
sen 45° = 1/N2 = 2 cot45°=1
cos45°=1N2 =%\2  sec45°=1\2
tan45°=1/1 =1 csc 45° =12

3.9  Encuentre los valores exactos de las funciones trigonométricas de 30° y 60°. (Véase Figura 3-13.)

=\j2y

37
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En cualquier triangulo equilatero ABD, cada angulo mide 60°. La bisectriz de cualquier angulo, por ejemplos, es la perpen-
dicular al centro del lado opuesto del angulo. Suponga que los lados del triangulo equilatero miden 2 unidades. Entonces, el trian-
gulo rectangulo ABC, AB =2, AC =1y BC =\(2%-1%) =3

sen 30° = 1/2 = cos 60° cot 30° = V3 = tan 60°
cos 30° = V(3/2) = sen 60° sec 30° = 2/\3 = 2(¥3)/3 = csc 60°
tan 30° = 1/N3 = V3/3 = cot 60° csc 30° =2 = sec 60°

(NOTA: En los Probs. 3.10 a 3.15 se muestran dos procedimientos, una solucién manual y otra con calculadora, cuando los resultados sor, diferen-
tes. El uso de cualquiera de ellos depende del acceso que se tenga a una calculadora durante el proceso de solucion. Si le estéa restringido el acceso a
una calculadora, entonces enfoquese a la solucion manual. En la solucidn por calculadora, se muestran los pasos para ilustrar el procedimiento, mas
que como una guia de ios pasos a seguir. Los pasos que se muestran de cada solucién tienen como objetivo el que usted observe todos los detalles
del procedimiento utilizado.)

3.10 Cuando el Sol se encuentra a 20° sobre el horizonte, ¢ cuanto medira la sombra proyectada por un edificio de 50 m
de altura?

s

50

Fig, 3-14

En la Figura 3-14, A = 20°, CB = 50 y AC es la longitud que se debe calcular.

Solucion manual Solucioén con calculadora
cot A =AC/CB tan 4 = CB/AC
AC = CB cot 4 AC = CB/tan 4

AC =50 cot 20° AC =50/ tan 20°

AC=50(2.75) AC=5070.363970
AC=1375 AC=137.374
AC=138m AC=137Tm

mNOTA:  Ladiferencia entre las respuestas de ios dos procedimientos se debe a que cot 20° se redonded con dos decimales en la tabla. Cada respuesta
es ia correcta para ese procedimiento.)

3.11  Un arbol de 100 pies de altura proyecta una sombra de 120 pies de longitud. Encuentre el angulo de elevacion del Sol,
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En la Figura 3-15, CB = 100, AC = 120 y se quiere encontrar A.

Fig. 3-15
o
100
120 ¢

Soluciéon manual

Solucion con calculadora

tan 4 = CB/AC

tan 4 = CB/AC

tan 4 = 100/120

tan 4 = T00/T20

tan4 =0.83 tan 4 = 0.833333
A=40° A =39.8056°
A=40°

(Como 0.83 es el valor méas cercano de tan 40°, se toma A = 40°.)

39

3.12 Una escalera esta apoyada contra la pared de un edificio y su base se encuentra a una distancia de 12 pies del
edificio. ¢ A qué altura esta el extremo superior de la escalera y cual es su longitud si el angulo que forma con el

suelo es de 70° ?

De la Figura 3-16, tan A = CBIAC; entonces CB = AC tan A = 12 tan 70° = 12(2.75) = 33. La parte superior de la escalera
esta a 33 pies sobre el suelo. El procedimiento de la solucién con calculadora es el mismo. Manual: sec A = ABIAC; entonces AB

=ACsec A =12sec 70° = 12(2.92) = 35.04.
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Calculadora: cos A = ACIAB; entonces AB = ACl(cos A) - 12/(cos 70°) = 12/0.342020 = 35.0857.

La escalera mide 35 pies de largo.

3.13 De lo alto de un faro, de 120 m sobre el nivel del mar, el &ngulo de depresion de un bote es de 15°. ;A qué distan-
cia esta el bote del faro?
En la Figura 3-17, el tridangulo rectangulo ABC tiene A = 15° y CB = 120. Entonces la solucion es la siguiente:
Manual: cot A= ACICBy AC = CB cot A =120 cot 15° = 120(3.73) = 447.6. Calculadora: tan A = CBIAC y AC =
CB/(tan A) = 120/(tan 15°) = 120/0.267949 = 447.846. El bote se encuentra a 448 m del faro.

B
d”é‘lfh) d
« dfpreg ;
Son =
=[50
120
15"
C A
Fig. 3-17

3,14 Determine la longitud de la cuerda de un circulo de radio 20 cm subtendida por un angulo central de 150°.
En la Figura 3-18, OC es la bisectriz de £ AOB. Entonces BC = AC y OAC es un triangulo rectangulo. Manual:
EnfAOAC, sen £.COA = ACIOA y AC = OA senf{COA = 20 sen 75° = 20(0.97) = 19.4; BA = 2(19.4) = 38.8. Calculadora:
AC - OA sen £ COA = 20 sen 75° = 20(0.965926) = 19.3185; BA = 2(19.3185) = 38.6370 La longitud de la cuerda es de
39 cm.

Fig. 3-18

3.15 Encuentre la altura de un arbol, si el &ngulo de elevacién de su parte superior cambia de 20° a 40° cuando el ob-
servador avanza 75 pies hacia la base de éste. Véase Figura 3-19.

Fig. 3-19
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En el tridangulo rectangulo ABC, cot A = ACICB; entonces AC = CB cot A o DC + 75 = CB cot 20°.
En el triangulo rectangulo DSC, cot D = DCICB; entonces DC = CB cot 40°.

Manual: DC = CB cot 20° - 75 = CB cot 40°
CB(cot 20° - cot 40°) =75
CB(2.75-1.19) =15
> CB =75/1.56 =48.08
Calculadora: cot 20° = 1/tan 20° = 1/0.363970 = 2.74748
cot 40° = 1/tan 40° = 1/0.839100 = 1.19175 CB(cot
20° - cot 40°) = 75 CB(2.74748 - 1.19175) =75
CB(1.55573)=175
CB =75/1.55573 = 48.2089

El arbol mide 48 pies de altura.

3.16 Una torre colocada sobre el nivel del suelo se encuentra al norte del punto d y al oeste del punto 6, estando este
ultimo punto a una distancia ¢ de A. Si los angulos de elevacion hacia la parte superior de la torre son a y ft res-
pectivamente, encontrar la altura h de la torre.

En el triangulo rectangulo ACD de la Figura 3-20, cot @ = ACIh y en el triangulo rectangulo BCD, cot 8 = BClh, Entonces AC
=hcotdy BC =hcot 8.
Como ABC es un triangulo rectangulo, (AC)? + (BC)? = ¢ = h*(cot &) + h? (cot B) y

4

Vot + (cot By’

Fig. 3-20

3.17 Si se realizan orificios regularmente espaciados en un circulo, demuestre que la distancia d entre los centros de
dos orificios sucesivos esta dada por d = 2r sen (180 °/n), donde res = el radio del circulo y n = el nimero de ori-
ficios. Hallar d cuando r = 20 pulgadas y n = A.

En la Figura 3-21, sean Ay S los centros de dos orificios consecutivos en el circulo de radio ry centro O. Sea C el punto en el
cual la bisectriz del angulo O del triangulo AOB se intersecta con AB. En el triangulo rectangulo AOC.
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AGUDO =]
AC d d
sen LAQC = — =" =
r r 2r
A
r
0 B
Fig. 3-21
Entonces d=2rsenL 40C=2rsen, L.
AOB
1 /360° 180°
=2rsen. | —— | =2rsen—
2\ n f

Cuando r =20y n =4, d=2 20 sen 45° =2 » 20 (v2/2) = 202 pulgadas.

Problemas propuestos

3.18 Hallar los valores exactos de las funciones trigonométricas de los angulos agudos del triangulo rectangulo ABC,
dado que:

(a)a=3,b=1; (b)a=2c=5 (c)b=+7 c=4Resp. Lasrespuestasse dan en el siguiente

orden: seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante.
{ay 4: 310 = 3./10710, 17,/10 = /10110, 3, 1/3, /10, ,/10/3;
B: 1//10 = J10/10, 3//10 = 3,/10/10, 1/3, 3, /103, /10

B A8, /2175, 220 = 22121, 2172, 5121 = 5. /21021, 52
B J2V/5, 2/5, J21/2, /0 = 2./21721, 572, 54/ 20 = 5,/21;21

(¢) A 34, 704, 31T = 3T ST, 41T = 4T, 473
B: /714,348, J7/3. 30T = 37/, &3, 4/ /T = 4717

3.19 ¢Cudl de las dos funciones es mayor y por qué?:

(a) sen 55° o cos 55° (c) tan 15° o cot 15°
(6) sen 40° o cos 40° (d) sec 55° o csc 55°

Resp. (a) sen 55°, (b) cos 40°, (c) cot 15°, (d) sec 55°
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3.20 Encontrar los valores de cada una de las siguientes expresiones:

321

3.22

3.23

3.24

3.25

3.26

(a) sen 30° + tan 45°
(b) cot 45" + cos 60°
(c) sen 30° cos 60° + cos 30° sen 60°
(d) cos 30° cos 60° - sen 30° sen 60°

tan 80° — tan 30°

© 7Y Tan 60 tan 30°
csc 307 + csc 607 + csc 90°
) sec O° + sec 30° + sec 607

Resp. (@)3/2, (B)3/2, ()1, (O, (&)UYJS3=33 (D1

Un hombre maneja 500 m a lo largo de un camino inclinado 20° con respecto a la horizontal. ;A qué altura se en
cuentra con respecto al punto de partida?

Resp. Manual: 170 m; calculadora: 171 m (la respuesta manual difiere debido al redondeo de los valores en las tablas).

Un arbol quebrado por el viento forma un angulo recto con el suelo. Si la parte quebrada forma un angulo de 50°
con el piso y la copa del arbol se eleva ahora a 20 pies desde la base, ¢ qué altura tenia el arbol?

Resp. 55 pies.

Dos caminos rectos se cortan formando un angulo entre ellos de 75°, Encuentre la distancia mas corta desde un
camino hasta una estacion de gasolina situada en el otro camino a 1000 m del punto de interseccion.

Resp. Manual: 3730 m; calculadora: 3732 (la respuesta manual difiere debido al redondeo de los valores en las tablas).

Dos edificios con techo plano se encuentran a una distancia de 60 m. Desde el techo del edificio mas bajo, de 40
m de altura, el angulo de elevacion hasta el borde del techo del edificio mas alto es de 40°. ;Cuales la altura del
edificio mas alto?

Resp. 90 m.

Una escalera, cuya base esta de un lado de la calle, forma un angulo de 30° con el piso cuando su parte superior
descansa contra un edificio, y forma un angulo de 40° con el piso cuando descansa contra un edificio al otro la
do de la calle. Si la escalera mide 50 pies de largo, ¢ cual es el ancho de la calle?

Resp. 82 pies.

¢ Cual es el perimetro de un triangulo isdsceles cuya base mide 40 cm y cuyos angulos de base miden 70°?

Resp. 157 cm.



Solucioén de triangulos

rectangulos

4.1 INTRODUCCION

La solucion de triangulos rectangulos depende de la aproximacion de los valores, de las funciones
trigonométricas de los angulos agudos con que se cuente. Una parte importante de la soluciéon es
determinar en forma apropiada e! valor de la funcién trigonométrica que se quiere utilizar. La solucion sera
diferente cuando se utilicen tablas, como en las Secciones 4.2 a la 4.4, o cuando se utilice una calculadora,
como en las Secciones 4.5y 4.6.

En general, el procedimiento sera usar los datos que se dan para escribir una ecuacion valiéndose de
una funcion trigonométrica, y resolver la ecuacion para encontrar el valor que se desconoce. Los datos que
se conocen son los dos lados del triangulo rectangulo o uno de los lados y un angulo agudo. Una vez que se
haya obtenido uno de los valores, puede calcularse el segundo angulo agudo y el otro lado que queda. El
segundo angulo agudo se obtiene valiéndose del hecho de que los angulos agudos de un triangulo
rectangulo son complementarios (esto es, la suma de ambos es igual a 90°). El tercer lado se encuentra
utilizando la definicién de una segunda funcién trigonométrica o por medio del teorema de Pitagoras. (Véase
Apéndice |: Geometria).

42  TABLAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS CON CUATRO DECIMALES

El Apéndice 2 contiene tres tablas diferentes de los valores de las funciones trigonométricas con cuatro
decimales, en la Tabla 1, se dan angulos en intervalos de 10", en la Tabla 2, se dan angulos en intervalos de
0.1°yenla Tabla 3, los intervalos son de 0.01 rad. Las tablas que se incluyen en los textos difieren en varias
formas, tales como en el numero de digitos, cuando utilizar u omitir los valores enlistados de la cosecante y
la secante, y las unidades de medicién de los angulos.

Los angulos en las Tablas 1y 2, se enumeran en las columnas de la izquierda y de la derecha. Los
angulos menores a 45°, se localizan en la columna del lado izquierdo y la funcion se lee en la parte superior
de la tabla. Para los angulos mayores a 45°, los valores se localizan en la columna del lado derecho y la
funcion se lee en la parte inferior de la tabla. En cada renglén la suma de los angulos de la columna
izquierda con los de la derecha es de 90°, y las tablas estan basadas en la igualdad de la cofunciones de
angulos complementarios.

Enla Tabla 3, los angulos en radianes se enlistan exclusivamente en la columna izquierda y la funcion
puede leerse en la parte superior de la tabla.

4.3 TABLAS DE VALORES PARA LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

En este capitulo, puede utilizarse la Tabla 1 o la Tabla 2 para encontrar los valores de las funciones
trigonométricas siempre que se utilice una solucién manual. Cuando el angulo contenga unicamente un
numero exacto, o multiplos exactos de 10', el valor se leera directamente de las tablas.
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EJEMPLO 4.1 Encuentre el sen 24°40'

Localice 24°40'(<45°) en la columna de la izquierda y lea el valor 0.4173 que contiene la casilla que coincide con el sen A de la parte su-
perior de la tabla.

EJEMPLO 4.2 Hallar el cos 72°

Localice 72° (>45°) en la columna de la derecha y lea el valor 0.3090 en la columna sefialada con cos A en la parte inferior de la tabla.

EJEMPLO 4.3

(a) tan 55°20
(b)  cot41°50"

.4460. Dado que 55°20' > 45°, lea en la parte superior de la tabla.

=1
=1.1171. Lea en la parte inferior de la tabla dado que 41 °50' < 45°.

Si el numero de minutos del angulo dado no es multiplo de 10, como en 24°43', se interpola entre los valores de los dos

angulos mas cercanos (24°40' y 24°50') utilizando el método de las partes proporcionales.

EJEMPLO 4.4 Encuentre el sen 24°43' Se encuentra:

sen 24740 = 04173
sen 24°50° = 0.4200

Diferencia de 10" = 0.0027 = diferencia tabular

La correccién = 0.6 (0.0026) = 0.00156 o0 0.0016 cuando se redondea con 4 decimales. A medida que el angulo crece, el coseno del angulo
se disminuye asi:

sen 24°43'=0.4173 + 0.0008 = 0.4181
Si se cuenta con una tabla de 5 decimales, el valor que se leera directamente sera 0.41813 y luego se redondea a 0.4181.

EJEMPLO 4.5  Encuentre el cos 64°26'

Se encuentra: cos 64°20F = 0.4331
cos 64730 = (.4305
Diferencia tabular = 0.0026

La correccion = a la diferencia de 3' = 0.3 (0.0027) = 0.00081 o 0.0008 cuando se redondea con 4 decimales. A medida que el angulo
aumenta, aumenta también el seno del angulo; asi:

cos 64°26'=0.4331 - 0.0016 = 0.4315
Para abreviar, se puede proceder en la misma forma que en el ejemplo 4.4:

(a) Localice sen 24°40' = 0.4173. Para efectos de simplificacion, omita momentaneamente el punto decimal y utilice sélo la secuencia
4173.

(b) Encuentre (mentalmente) la diferencia tabular 27, esto es, la diferencia entre la secuencia 4173 correspondiente a 24°40' y la
secuencia 4200 correspondiente a 24°50".

(c) Encuentre 0.3 (27) = 8.1, redondeando al entero mas cercano. Este valor es la correccion.
(d) Sume (desde seno) la correccién a 4173 y obtenga 4181. Entonces,

sen 24°43' = 0.4181

Cuando se interpola de un angulo menor a otro mayor, como en el ejemplo 4.4: (1) La correccién se suma para encontrar el seno, la
tangente y la secante. (2) La correccion se resta para encontrar el coseno, la cotangente y la cosecante.
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EJEMPLO 4.6  Encuentre cos 27. 23°

Se encuentra cos 27 207 = 0.8894
cos 27.30° = 0.8886
Diierencia tabular = 00008

La correccion = 0.3 (0.0008) = 0.00024 o 0.0002 cuando se redondea con 4 decimales Como el
angulo crece, el coseno decrece, por lo que:

cos 27.23° = 0.8894 - 0.0002 = 0 8892

EJEMPLO 4.7 Encuentre sec 57. 08°

Se encuentra sec 57.00° = 1.8361
sec 57.10° = 1 8410
Diferencia tabular = 0.0049

La correccion = 0.8 (0.0049) = 0.00392 o 0.0039 cuando se redondea con 4 decimales. Como el angulo
crece, la secante crece, por lo que

sec 57.08°=1.8361 + 0.0039 =1 8400

(Véanse Probs. 4 1y 4 2)

4.4 USO DE LAS TABLAS PARA ENCONTRAR UN ANGULO DADO EL VALOR DE UNA FUNCION
El procedimiento es el inverso al que se expuso en el inciso anterior.

EJEMPLO 4.8 Al leer directamente de la Tabla 1, se tiene
0.2924 = sen 17° 27725 =tan 70° 10'
EJEMPLO 4.9 Encuentre A, dado que sen A = 0. 4234 (Utilice la Tabla 1)

El valor dado en la tabla no es un entero Sin embargo, se tiene

0.4226 = sen 25°0 0.4226 = sen 2570
0.4253 = sen 25710 0.4234 = send
0.0027 = diferencia tabular 0.0008 = diterencia pacial
Correccién = £0008 (10} = 8 {10} = 3 al minuto mds cercano
00027 27

Al sumar la correccion (dado que es funcién seno), se tiene 25°0 + 3= 25°3 = A

EJEMPLO 4.10 Encuentre A, dado que cot A =0 6345 (Utilice la Tabla 1)

Se encuentra que,

06330 = ot 57040 06330 - cor §77°40

06371 = cot 57 30 16345 = ot A

0.0041 = diterencia tabular 00015 = diterencia parcal
Correceién = o015 10 ) = 15 (10 ) = 4 al minuto mAas cercano

G 0041 41
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Al restar la correccion (dado que es funcion cotangente), se tiene 57°40' -4' = 57°36' = A. Para
abreviar, se puede proceder en forma similar al ejemplo 4.9:

(@) Localice el valor cercano mas pequefio, 0.4226 = sen 25°0\ Utilice momentédneamente el valor sin punto decimal, quedando la
secuencia 4226.

(b) Encuentre la diferencia tabular, 27.
(c) Encuentre la diferencia parcial, 8, entre 4226 y la secuencia dada 4234.

(@ Encuentre 8 (10) = 3'y sumelo a 25°0".
27

EJEMPLO 4.11 Encuentre A, dado que sen A = 0.4234. (Utilice la Tabla 2.) El valor dado
en la tabla no es entero. Se encuentra:

0.4226 = sen 25.00° 0.4226 = sen25.00°
0.4242 = sen 25107 0.4234 = sen A
0.0016 = diferencia 1abular 0.0008 = diferencia parcial

0.0008
0.0016

Correccion = {0.1) = 0.05, al centésimo mas cercano.

Al sumar la correccién (dado que es funcién seno), se tiene A = 25.00° + 0.05 = 25.05°.

EJEMPLO 4.12 Encuentre A, dado que cot A = 0.6345. (Utilice la Tabla 2)

Se encuentra que, 0.6322 = cot 57.60" 0.6322 = cot 57.60"
0.6346 = cot 57.50¢ 0.6345 = co1 A
(.0024 = diferencia rabular 0.0023 = diferencia parcial
. 0.0023 .
Correccion = {0.1) = 0.10, a la ceniédsima mas cercana,

0.0024
Al restar la correcciéon (dado que es funcion cotangente), se tiene A = 57.60° - 0.10° = 57.50°.

(Véase Prob. 4.4)

4.5 VALORES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS CON CALCULADORA

Los valores de las funciones trigonométricas que se obtienen por calculadora dependen del niumero de digitos que
puedan desplegar, cominmente 8,10 o 12. El niUmero de los decimales varia con el tamafio del nimero, pero por lo ge-
neral, son al menos cuatro. Cuando se utilice calculadora en este libro, los valores de las funciones trigonométricas se
redondearan a seis decimales, a menos que el valor exacto requiera menos digitos.

EJEMPLO 4.13 Encuentre sen 24°40'

(@) La calculadora debe estar en modo grados (degree mode).

(b) Introduzca 24, presione la tecla (+), introduzca 40, presione la tecla (+), introduzca 60, presione la tecla (=).
(c) Presione la tecla (sen).

(d) sen 24°40' =0.417338 redondeado a 6 digitos.

47
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EJEMPLO 4.14 Encuentre tan 48°23'".

(@) La calculadora debe estar en modo grados (degree mode).

(b) introduzca 48, presione la tecla (+), introduzca 23, presione la tecla (+), introduzca 60, presione la tecla (=).
(c) Presione la tecla (tan).

(d) tan 48°23' = 1.12567 redondeado a 6 digitos.

EJEMPLO 4.15 Encuentre cos 53.28°

(@) La calculadora debe estar en modo grados (degree mode).
(b) Introduzca 53.28

(c) Presione la tecla (cos).

(d) cos 53.28° = 0.597905 redondeado a 6 digitos.

Para los valores de las funciones cotangente, secante y cosecante, se utiliza el reciproco de la funcién similar
correspondiente, (Véase Sec.2.4.)

EJEMPLO 4.16 Encuentre cot 37°20'

(@) La calculadora debe estar en modo grados (degree mode).

(b) Introduzca 37, presione la tecla (+), introduzca 20, presione la tecla (-), introduzca 60, presione la tecla (=).
(c) Presione la tecla (tan).

(d) Presione la tecla (1/x) o divida 1 entre el valor de tan 37°20" de (c)

() cot37°20 = 1.31110 redondeado a 6 digitos.

Si se utiliza una calculadora que tenga las teclas paréntesis "("y")", éstas deben usarse para simplificar los problemas al
realizar operaciones continuas.

Al utilizar los paréntesis en el Ejemplo 4.14, queda:

(a) La calculadora debe estar en modo grados (degree mode).

(b) Presione la tecla ((), introduzca 48, presione la tecla (+), introduzca 23, presione la tecla (%),
introduzca 60, presione la tecla ()) y presione la tecla (tan).

(c) tan 48°23' = 1.12567 redondeado a 6 digitos.

Este procedimiento se indicard en la solucion por caiculadora como tan 48°23° = tan (48 + fgg—)" = 1.12567.

(Véase Prob. 4.3)

4.6 MEDIANTE EL USO DE UNA CALCULADORA ENCUENTRESE UN ANGULO DADO EL VALOR DE UNA FUNCION

Los valores de los angulos pueden encontrarse facilmente en grados y decimales. Si los angulos se desean en minutos,
se toma la parte decimal y se multiplica por 60', redondeando el resultado a 10", 1' 0 0.1' segun se requiera.

EJEMPLO 4.17 Encuentre A, cuando el sen A = 0.4234.
(@) La calculadora debe estar en modo grados (degree mode).
(b) introduzca 0.4234, presione la tecla (inv.), y la tecla (sen).
() A =25.05° al centésimo mas cercano, o bien:

(d) Recuerde el nimero entero de grados, 25°.
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() Presione la tecla (-), introduzca 25, presione la tecla (=), presione la tecla (x), introduzca 60 y presione la tecla (=).
(f) El valor redondeado al minuto mas cercano es 3'.
(g) A =25°3"al minuto mas proximo.

EJEMPLO 4.18 Encuentre A, cuando el cos A = 0.8163.
(a) La calculadora debe estar en modo grados (degree mode).
(b) Introduzca 0.8163, presione la tecla (inv.), y la tecla (cos).
(c) A =35.28° al centésimo mas cercano, o bien:
(d) Recuerde el numero entero de grados, 35°.
(e) Presione la tecla (-), introduzca 35, presione la tecla (=), presione la tecla (x), introduzca 60 y presione la tecla (=).
(f) El valor redondeado al minuto mas cercano es 17'.
(@ A =235°17"al minuto mas préximo.

Cuando se dan los valores de la cotangente, secante o cosecante, se utiliza el reciproco del valor dado para encontrar la
funcion similar correspondiente.

EJEMPLO 4.19 Encuentre A, cuando la sec A - 3.4172.

&

La calculadora debe estar en modo grados (degree mode).

b) Introduzca 3.4172, presione la tecla (1/x) o bien introduzca 1, presione (+), introduzca 3.4172 y presione la tecla (=)
Presione la tecla (inv.), y la tecla (cos).

A =72.98° al centésimo mas cercano, o bien:

Recuerde el nimero entero de grados, 72°.

Presione la tecla (-), introduzca 72, presione la tecla (=), presione la tecla (x) introduzca 60 y presione la tecla (=).

e e

=

El valor redondeado al minuto mas cercano es 59'.
A = 72°59" al minuto mas proximo.

S S58E8885

NG

4.7 EXACTITUD EN LOS RESULTADOS CALCULADOS
Los errores en los resultados calculados pueden deberse a:

(@) Errores en la obtencién de los datos. Estos errores provienen de los resultados de las mediciones.

(b) La utilizacion de valores de las funciones trigonométricas, ya sea de tablas o de calculadora, siempre son
aproximaciones de una gran cantidad de digitos.

Una medicion de 35 m, significa que es correcta para el metro mas cercano; esto es, la longitud verdadera se encuentra
entre 34 5y 35.5 m. En forma similar, una longitud de 35.0 m significa que la longitud real esta entre 34.95 y 35.05 m; una
longitud de 35.8 m significa que la verdadera longitud esta entre 35.75 y 35.85 m; una longitud de 35.80 m significa que la
longitud real esta entre 35.795 y 35.805 m; y asi sucesivamente.

En el nimero 35 hay dos cifras significativas, 3 y 5. También son significativos en 3.5, 0.35, 0.035, 0.0035, pero no ocurre
lo mismo en 35.0, 3.50, 0.350, 0.0350. En 35.0, 3.50, 0.350, 0.0350 hay tres cifras significativas 3,5y 0. Esta es otra forma de decir
que 35y 35.0 no son la misma medida.

Es imposible determinar las cifras significativas en mediciones tales como 350, 3500, 35000,... Por ejemplo, 350 puede
significar que el resultado verdadero se encuentre entre 345 y 355 o entre 349.5 y 350.5. Una forma de indicar la precision de
un numero que termina en cero se logra insertando el punto decimal; de esta forma, 3500. Tiene cuatro digitos
significativos. Los ceros entre digitos significativos diferentes de cero son también digitos significativos.

Un resultado calculado no puede tener mas decimales que los que tenga el menos exacto de los datos medidos.
Enseguida se muestra una relacion entre la exactitud de longitudes y angulos.

(a) Distancias expresadas con 2 digitos significativos y angulos expresados al grado mas cercano.
(b) Distancias expresadas con 3 digitos significativos y angulos expresados al 10' mas cercano o al 0.1° mas cercano.
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(c) Distancias expresadas con 4 digitos significativos y angulos expresados al 1' mas cercano o al 0.01 ® mas cercano.
(d) Distancias expresadas con 5 digitos significativos y angulos expresados al 0.1' mas cercano o al 0.001° mas cercano.

(NOTA: Si se utilizan varias aproximaciones en la obtencion de un resultado, en cada paso intermedio deben utilizarse, al menos, digitos mas significativos de los que se requieren
para la exactitud del resultado final.)

Problemas resueltos

41 Encuentre el valor de la funcion utilizando tablas.
(a) sen 56°34'=0.8345; 8339 + 0.4 (16) = 8339 + 6
(b) cos 19°45'=0.9412; 9417 - 0.5(10) = 9417 - 5
(c) tan77°12'=4.4016; 43897 + 0.2(597) = 43897 + 119
(d) cot40°36'=1.1667; 11708-0.6(68)= 11708-41
() sec23°47'=1.0928; 10918 +0.7(14) = 10918 + 10
(f) csc60°4'=1.1539; 11547 - 0.4(19) = 11547 - 8
(g) sen46.35°=0.7236; 7230 + 0.5(12) = 7230 + 6
(h) cos 18.29° =0.9495; 9500 - 0.9(6) = 9500 - 5
(i) tan 82.19°=7.2908; 72066 + 0.9 (936) = 72066 + 842
(j) cot 13.84°=4.0591;40713 - 0.4 (305) =40713 - 122
(k) sec29.71°=1.1513; 11512+ 0.1 (12) =11512+1
(1) csc 11.08°=5.2035; 52408 - 0.8 (466) = 52408 - 373

42 En una solucién manual, si la correccion es 6.5, 13.5, 10.5, etc., debe redondearse de tal forma que el resultado final
sea par.

(@ sen 28*37'=0.4790; 4772+ 0.7 (25) = 4772+ 17.5
(b) cot 65°53' = 0.4476; 4487 - 0.3(35) = 4487 - 10.5
(c) co0s35°25'=0.8150; 8158 -0.5(17) = 8158 - 8.5
(d) sec 39°35'=1.2976: 12960 + 0.5(31) = 12960 + 15.5

43 Encuentre el valor de la funcion utilizando calculadora.
(a) sen 56°34'=0.834527; sen (56 + 34/60) °
(b) cos 19°45'=0.941176; cos (19 + 45/60) °
(c) tan 77°12'=4.40152; tan (77 + 12/60)°
(d) cot40°36'=1.16672; 1/tan 40°36' = /tan(40 + 36/60)°
(e) sec 23°47'=1.09280; 1/cos 23°47' = 1/cos (23 + 47/60) °
(f) csc 60°4'=1.15393; 1/sen 60°4' = 1/sen (60 + 4/60) ©
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(a) sen46.35°=10.723570
(b) cos 18.29° =0.949480
(c) tan 82.19°=7.29071
(d) cot13.84 =4.05904
(e) sec29.71"=1.15135
() csc 11.08°=5.20347

44 Encuentre A aproximando al minuto mas cercano y al centésimo de grado mas cercano.

(a) sen A =0.6826, A =43°3';43°0"+6/21 (10")=43°0"+3"': A =43.05°%
43.00° + 6/ 13 (0.1°) = 43.00° + 0.05°

(b) cos A =0.5957, A =53°26"; 53°30' - (10') =53°30' — 4': A =53.44°;
53.50°- 9 /14 (0.1°) = 53.50° - 0.06°

(¢) tan A =0.9470, A =43°26"; 43°2 + 35/550' (10") = 43°20' + 6': A= 43.44°;
43.40"'+ 13/33 (0.1°) = 43.40° + 0.04°

(d) cot A=1.7580, A =29°38'29°40"'-24/119 (10') =29°40" - 2": A =29.63°;
29.70' - 48 /7 (0.1°) = 29.70° - 0.07°

(e) sec A =2.3198, A =064°28"; 64°20'+ 110/140 (10") = 64°20' + 8": A = 64.46°;
64.40° + 54/ 84 (0.1°) = 64.40 + 0.06

() csc A=1.5651, A =39°43";39°50" — 40/55(10")=39°50" — 7:A=39.71°%
39.80° - 29/33(0.1°) = 39.80° - 0.09°

45 Resuelva el triangulo rectangulo donde A = 35°10'y c = 72.5.
B =90°-35°10' = 54°50* (Véase Figura 4-1.)
a/c=sen A a=csen A=72.5(0.5760)=41.8
b/c=cos A b=ccos A=72.5(0.8175)=159.3

15T

Fig. 4-1
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4.6 Resuelva el triangulo rectangulo donde a = 24.36 y A = 58°53'. B = 90%° -51°53' = 31°7.
(Véase Figura 4-2.)
b/a=cot A b=acot A=24.36(0.6036) = 14.70
o a/b=tan A b=a/tan A=24.36/1.6567=14.70
c/a=csc A c=a/csc A=24.36(1.1681)=28.45
o a/c=sen A c=a/sen A=24.36/0.8562 =28.45
i
2436
5853
A ‘
Fig. 4-2
4.7

Resuelva el triangulo rectangulo ABC donde a = 43.9 y b = 24.3. (Véase Figura 4-3.)

tan A= 43.9/243 =18066;A=61°0" y B=90°-A=29°0,0A=61.0° y B=90°-A=29.0°
c/a=csc A c=a csc A=43.9(1.1434)=50.2

a/c=senA, ¢ =al/sen A =43.9/0.8746 = 50.2

419 6

4.3

Fig. 4-3

4.8 Resuelva el tridangulo rectangulo ABC donde b - 15.25y ¢ = 32.68. (Véase Figura 4-4.)

sen B = 15.25/32.68=0.4666; B =2749" y A4=90"-B=62"110 B=27.82" y 4=90"-B=62.18"

a/b=cot B a=Dbcot B=15.25(1.8953)=28.90
0 b/a=tan B a=Db/tan B=15.25/0.5276 = 28.90
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B
&,
o8
A—Tsm ¢
Fig. 4-4

(NOTA: Véase Apéndice 1, Geometria, para las propiedades usadas en los Probs. 4.9 a 4.11.)

4.9 La base de un tridangulo isdsceles mide 20.4 y los angulos de la base miden 48°40'. Encuentre la longitud de sus
lados iguales y la altura del triangulo.

En la Figura 4-5, BD es perpendicular a AC, siendo ésta la bisectriz. En
el tridangulo rectangulo ABD.

AB/AD = sec A AB=102(15141)=154
o AD /AB = cos A AB=10.2/0.6604 = 15.4
DB/AD = tan A DB =102 (1.1369)=11.6

ALY
w2 p j02 ©C

Fig. 4-5

4.10 Considerando la Tierra como una esfera de radio 3960 m, encuentre el radio r del paralelo 40 de latitud.
Refiérase la Figura 4-6.

En el tridangulo rectangulo OCB, < OBC = 40° y OB = 3960.

Entonces cos < OBC=CB/ OB y r=CB = 3960 cos 40°

Manual: r = 3960 cos 40° = 3960(0.7660) = 3033.
Calculadora: r = 3960 cos 40° = 3960(0.766044) = 3033.53.

El radio r del paralelo 40 es 3030 m, con tres digitos significativos.
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Fig. 4-6

411 Encuentre el perimetro de un octagono regular inscrito en un circulo de 150 cm de radio.

En la Figura 4-7 dos vértices consecutivos A y 6 del octdgono se encuentran unidos al centro O del circulo. El triangulo OAB es is6sceles cuyos
lados iguales miden 150 y < AOB = 360°/8 = 45°. Como en el problema 4.9, la bisectriz <AOB forma el triangulo rectangulo MOB.

y. )

Fig. 4-7

Entonces MB = OB sen <MOB = 150 sen 22°30" = 150(0.3827) = 57.4 y el perimetro del octagono es 16MB = 16(57.4) = 918cm.

4.12 Para calcular el ancho de un rio, un topografo instala su base en C en una orilla y mira a un punto B en la orilla opuesta; luego, girando un
angulo de 90°, mide una distancia CA = 225 m. Finalmente, instalando la base en A, mide < CAB de 48°20'. Encuentre el ancho del rio.

Véase Figura 4-8. En el triangulo rectangulo ACB,

CB = AC tan <CAB = 225 tan 48°20" = 225(1.1237) =253 m

48720
|

Fig. 4-8
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413 En la Figura 4-9, la linea AD atraviesa un pantano. Para localizar un punto en esta linea, un topografo se
desvia un angulo de 51 °16' en A y mide una distancia de 1585 pies hasta el punto C. Luego, se desvia un angulo
de 90° en C y traza una linea CB. Si B esta sobre AD, ¢a qué distancia estara C para alcanzar B?

CB = AC tan 51°16'

= 1585(1.2467) = 1976 pies

4 B D
51°16°
s
ki
90°
[
Fig. 4-9
414 Desde un punto A a nivel del suelo, los angulos de elevacion de la punta D y de la base B de un mastil situado

en la cumbre de una colina son 47°54' y 39°45'. Encuentre la altura de la colina si la altura del mastil es de 115.5
pies. Véase Figura 4-10.

D
1155
B
47°54'
C
35°4%
Fig. 4-10
Manual: Sea C el punto en que la linea del mastil encuentra a la horizontal que pasa por Aen C. En el

triangulo rectangulo ACD, AC = DC cot 47°54' = (115.5 + BC) (0.9036). En el triangulo
rectangulo ACB, AC = BC cot 39°45" = BC (1.12024).

Entonces (115.5 + BC) (0.9036) = BC (1.2024)

_ 1155(09036)

Y = — =
1.2024 — 0.9036 349.283

Calculadora: En el triangulo rectangulo ACD, AC = DC/tan 47°54' = (DB 4- BC)/tan 47°54".
En el triangulo rectangulo ACB, AC = BC / tan 39°45'".
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Entonces BC DB + BC

an 3995~ tan 47754
BC tan 47°54' = DB tan 39°45' + BC tan 39' 45'
BC tan 47°54' - BC tan 39°45' = DB tan 39°45'
(tan 47°54' — tan 39°45") BC = DB tan 39°45'
- DBun3v4y
tan 47754 — tan 39°45
115.5 tan (39 + 45/60)°
tan (47 + 54/60)" — tan (39 + 45/60)"
= 345.271

La altura de la colina es de 349.3 pies.

415  Desde lo alto de un faro, a 175 pies sobre el nivel del agua, el angulo de depresién de un bote que esta al sur es 18°50'.
Calcular la velocidad del bote si después de moverse hacia el oeste durante 2 min, el angulo de depresion es 14°20'. En la Figura
4-11, AD es el faro, C es la posicion del bote al sur del faro y 6 es la posicion 2 min después.

Fig. 4-11

Manual: En el triangulo rectangulo CAD, AC = AD cot LACD = 175 cot 18°50' = 175(2.9319) = 513. En
el triangulo rectangulo BAD, AB = AD cot LABD = 175 cot 14°20' = 175(3.9136) = 685.

En el trianguio rectangulo 4BC, BC = (AB)? — (AC)? = /(685)7 — (S13)* = 453.6.

Calculadora: En el triangulo rectangulo CAD, AC = 175/tan 18°50".
En el triangulo rectangulo BAD, AB = 175/tan 14°20".

En el tridnguio rectangulo ABC, BC = \,/(/ih)z— (ACY.
BC = /[175/tan (14 + 20/60)°]% — [175/tan (18 + 50/60) 1

= 453.673
El bote viaja 454 pies en 2 min; su velocidad es 227 pies/min.
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Problemas propuestos

416  Encontrar los valores de las seis funciones trigonométricas de cada uno de los siguientes angulos, con cuatro
decimales. (a)  18°47', (b)32°13', (c)58°24', (d) 79°45'

Resp.

(a) P 18°47" seno 0.3220 coseno 0.9468 tangente 0.3401  cotangente 2.9403 secante 1.0563 cosecante 3.1057
(b) 32°13' 05331 0.8460 0.6301 1.5869 1.1820 1.8757

(c) 58°24' 0.8517 0.5240 1.6255 0.6152 1.9084 11741

(d) 79°45'  0.9840 0.1780 5.5304 0.1808 56201 1.0162

[NOTA: Con calculadora, los valores son los mismos excepto para (a) cos 18°47' = 0.9467, (ti) cos 79°45' = 0.1779, (ci)tan 79°45' = 5.5301, y (d)sec 79°45
=5.6198]

417 Encontrar los valores de las seis funciones trigonométricas de cada uno de los siguientes angulos, con cuatro
decimales.

(a) 29.43°, (b) 73.67°, (c) 61.72°, (d) 12.08°

Resp. seno coseno tangente cotangente secante cosecante
(@) 29.43° 0.4914 0.8710 0.5642 1.7725 11482  2.0352
(b) 73.67° 0.9596 0.2812 34131 0.2930 3.5566 1.0420
(c) 61.72° 0.8807 0.4738 1.8588 0.5380 2.1107 1.1355
(d) 12.08° 0.2093 0.9779 0.2140 4.6726 10226  4.7784

[NOTA: Con calculadora, los valores son los mismos excepto para (b) sen 73.67° = 0.9597, (c) sen 61.72° = 0.8806, y (d) cot 12.08° = 4.6725.]

418  Encuentre el angulo (agudo) A, dado:
(a) senA=0.5741 Resp. A=35°2'0 35.04° (e) cosA=0.9382 Resp. A=20°15'0 20.25°

(b)  sen A=0.9468 A=71°13'0 71.23° (f) cos A=0.6200 A=51°410 51.68°
(c) sen A =0.3510 A =20°33'020.55° (g) cos A=0.7120 A =44°36'0 44.60°
(d) senA=0.8900 A=62°52"0 62.88° (h) cos,4=0.4651 A=62°170 62.28°
(i) tan A=0.2725 A=15°15'0 15.24° (m) cot A=0.2315 A =76°58"076.97°

() tan A=1.1652 A= A9°22'049.38° (n) cotA=29715 A=18°36"0 18.60°
(k)  tan A=0.5200 A=27°28'"0 27.47° (o) cotA=0.7148 A =54°27"0 54.44°
0] tan A=2.7775 A=70°12"070.20° (p) cotA=1.7040 A =30°24'0 30.41°
(@ secA=1.1161 A =26°22'0 26.37° (u) cscA=3.6882 A=15°44'0 15.73°

(r) sec A=1.4382 A =45°57 0 45.95° (v) csc A=1.0547 A=71°28'"0 71.47°
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(s) sec A=1.2618 A =37°35"037.58° (W) csc A=1.7631 A =34°33"0 34.55°

(t) sec A=2.1584 A =062°24"0 62.40° (x)  csc A=1.3436 A =48°6'048.10°

[NOTA: Las respuestas con calculadora son las mismas excepto para (b) 71 °14; (d) 62.87° y (j) 49.36°.]

419 Resolver cada uno de los triangulos rectangulos ABC, dado:

4.20

421

4.22

4.23

(a) A=35°20",c=112 Resp. B =54°40',a=64.8,b=91.4

(b) B=48°40", c =225 A =41°20",a=149, b=169

(c) A=123°18,c=346.4 B =66°42".a=137.0,b=318.1

(d) B=54°12",¢c= 182.5 A =35°48',a=106.7,b=148.0

() A=32°10,a=754 B =57°50",b =120, c = 142

(f) A=58°40",b=38.6 B=31°20",a=63.4,c=74.2

(g) B=49°14',b=2222 A=40°46',a=191.6,c=293.4

(h) A=66°36",a=112.6 B =23°24"b=48.73,¢c=122.7

@ A =29°48",b=458.2 B=60°12',a=262.4,c=>528.0

(j) a=254,b=382 A =33°40",B=56°20",c=4590 A=33.6°,B=564°
(k) a=45.6,b=284.38 A =28°20\B=061°40"c=96.30A=28.3° B=61.7°

(1) a=38.64,b=48.74 A =38°24",B=51°36",c=62.20 0 A =38.41°, B=51.59°
(m) a=506.2,c=984.8 A =30°56',B=59°4",b=844.70 A=30.93° B=59.07°
(n) b=672.9,c=2888.1 A =40°44',B=49°16",a=579.6 0 A=40.74°, B =49.26°
(0) A=232°b=117 B=66.8°a=46.1, b= 108

(p) A=58.61°b=8724 B=31.39°a=143.0,c=167.5

[NOTA: Con calculadora, 'os valores son los mismos excepto para (d) a = 106.8.3

Encuentre la base y la altura de un tridngulo isésceles cuyo angulo en el vértice es igual a 65° y sus lados iguales
de 415 cm.
Resp. base = 446 cm, altura = 350 cm.

La base de un triangulo isésceles es de 15.90 pulgadas y los angulos de la base miden 54°28'. Encuentre los lados
iguales y la altura.
Resp. lado = 13.68 pulgadas, altura = 11.13 pulgadas.

El radio de un circulo es de 21.4 m. Encuentre (a) la longitud de la cuerda subtendida por un angulo central de
110°40' y (b) la distancia entre dos cuerdas paralelas del mismo lado del centro, subtendidas por angulos centra-
les de 118°40'y 52°20'".

Resp. (a) 35.2 m, (b) 8.29 m.

Demuestre que la base b de un triangulo isésceles esta dada por b siendo a la longitud de sus lados iguales y su
angulo en el vértice ().

b =2asen1\26
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Demuestre que el perimetro P de un poligono regular de n lados inscrito en un circulo de radio r esta dado por
P = 2nr sen(180°/n).

Una rueda de 5 pies de didametro, sube por un plano inclinado de 18°20'. ; Cudl es la altura desde el centro de la
rueda hasta la base del plano cuando ha rodado 5 pies?

Resp. 3.95 pies.

Una pared de 15 pies de altura, esta a 10 pies de una casa. Encuentre la longitud de la escalera mas corta que toque
el borde superior de la pared y que alcance una ventana a 20.5 pies del piso.
Resp. 42.5 pies



Aplicaciones practicas

51  ORIENTACION

La orientacion de un punto B a un punto A, en el plano horizontal, se define generalmente, como el angulo (agudo
en todos los casos) que se forma entre la linea que va de A a B'y la linea norte-sur que atraviesa por A. La orientacion se
lee desde la linea norte o sur hacia el este o el oeste. El angulo que se utiliza para expresar la orientacién esta dado por lo
general, en grados y minutos. Por ejemplo, véase la Figura 5-1.

N N N N
B B
A
o E O 4
o A E (o] 5 E
B
s § N $ s
Orientacion: N35°E S35°E $35°0 N35°0
Fig. 5-1

En aeronautica, la orientacion de B hacia A se indica por lo general, como el angulo que forma la linea AB con la
linea del norte que atraviesa A, y se mide en la direccién de las manecillas del reloj, a partir del norte (esto es, parte del
norte y gira hacia el este). Por ejemplo, véase Figura 5-2.

N N N N

S I W I

=
-]

L y E 0 = E
B B
S S S S
Orientacion: 35" 145° 215° 325°

Fig. 5-2
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5.2 VECTORES

Cualquier cantidad fisica, como la fuerza o la velocidad, que tenga tanto magnitud como direccioén, se le
conoce como cantidad o magnitud vectorial. Una magnitud vectorial, puede representarse por medio de un
segmento dirigido (flecha) llamado vector. La direccién de un vector es la de la magnitud dada y la longitud
del vector es proporcional a la magnitud de dicha cantidad.

EJEMPLO 5.1 Un avién vuela en direccion N40°E a 200 mi/h. Su velocidad se representa por el vector AB en la Figura 5-3.

N

Fig. 5-3

EJEMPLO 5.2 Un bote de motor que navega a una velocidad de 12 mi/h en aguas tranquilas, cruza perpendicularmente un rio,
donde la velocidad de la corriente es de 4 mi/h. En la Figura 5-4, el vector CD representa la velocidad de la corriente y el vector AB
representa la velocidad del bote en aguas tranquilas, ambas en la misma escala. Asi, el vector AB es tres veces mas largo que el vector

CD.

D
Ly 150°
X
C
Fig. 5-4 Fig. 5-5

EJEMPLO 5.3  En la Figura 5-5, el vector AB representa una fuerza de 20 libras y forma un angulo de 35° con la direccion positiva del
eje x y el vector CD representa una fuerza de 30 libras a 150° con la direccién positiva del eje x. Ambos vectores estan dibujados en la

misma escala.

Se dice que dos vectores son iguales, si tienen la misma magnitud y direccion. Un vector no tiene una posicién fija en un plano y
puede moverse libremente en el plano, siempre que su magnitud y direcciéon no cambien.

53 SUMA VECTORIAL

La resultante o vector suma de cierto nimero de vectores, todos en el mismo plano, es aquel vector en el
plano que produciria el mismo efecto que el que producen todos los vectores originales cuando actian
juntos.

Si dos vectores a 'y 8 tienen la misma direccion, su resultante es un vector R cuya magnitud es igual a la
suma de las magnitudes de los dos vectores y cuya direccion es la de los dos vectores. Véase Figura

5-6(a).
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Si dos vectores tienen direcciones opuestas, su resultante es un vector R cuya magnitud es la diferencia (magnitud
mayor - magnitud menor) de las magnitudes de los dos vectores y cuya direccion es la del vector de mayor magnitud.
Véase Figura 5-6(b).

i 75
W of
125 125
f—— -
200 50
R il B
(a) (b)
Fig. 5-6

En todos los demas casos, la magnitud y la direccién de la resultante de dos vectores se obtienen por cualquiera de los
siguientes métodos:

(1) Método del paralelogramo. Trace ambos vectores a partir de un punto O cualquiera del plano y complete el parale-
logramo tomando a estos vectores como lados adyacentes. La diagonal que parte del punto O es la resultante o
suma vectorial de los dos vectores dados. Asi, en la Figura 5-7(b), el vector R es la resultante de los vectores ay 8
de la Figura 5-7(a).

(2) Método del triangulo, Escoja uno de los vectores e indique su extremo como el punto O. Coloque la punta final del
segundo vector a partir de la punta de la flecha del primero. La resultante es el segmento de linea que cierra el
triangulo y su direccion parte de O. Asi, en la Figura 5-7(c) y 5-7(d), R es la resultante de los vectores a y B.

(@ -
M¢étodo del paralelogramo

Método del triangulo

Fig. 5-7

EJEMPLO 54  Laresultante R de los dos vectores del Ejemplo 5.2 representa la velocidad y la direccién en la cual navega el bote. La Figura 5-8(a) jlustra el
método del paralelogramo; las Figuras 5-8(b) y (c) ilustran el método del triangulo.

La magnitudde R = (12! + 4% = 13 mi/h redondeads.

De la Figura 5-8(a) o (b), tan # = & = 03333y # = 18°
Asi, el bote se mueve corriente abajo en una direccion que forma un angulo de 6 = 18° con la direccién hacia la que apunta el bote Es decir, formando un angulo
de 90° — 6 = 72° con la orilla del rio. (Véase Secc. 4.7 para los procedimientos de redondeo.)
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12
A S 4
4
R 4 7
12
(a) ) (c)
Fig. 5-8

54  COMPONENTES DE UN VECTOR

La componente de un vector a en la direccion de L es la proyeccion perpendicular del vector a sobre L. En muchas
ocasiones, puede ser conveniente descomponer un vector en dos componentes que tengan direcciones perpendicu-
lares.

EJEMPLO 5.5 En las Figuras 5-8(a), (b) y (c), las componentes de R son (1) 4 mi /h en la direccién de la corriente y (2) 12
mi/h en la direccion perpendicular a la corriente.

EJEMPLO 5.6 En la Figura 5-9, la fuerza F tiene una componente horizontal Fv = F cos 30° y una componente vertical
Fh = F sen 30°. Note que F es el vector suma o la resultante de F hy Fv

F,

Fig. 59

5.5 NAVEGACION AEREA

La orientacién de un aeroplano es la direccion (determinada por la lectura de una brdjula) hacia donde se dirige el aeroplano. La
orientacion se mide a partir del norte en el mismo sentido de las manecillas del reloj, y se expresa en grados y minutos.
La velocidad aérea (determinada por la lectura de un anemémetro) es la velocidad del aeroplano en aire tranquilo. El curso (o ruta) de un
aeroplano es la direccion y sentido en que se mueve éste con respecto a la Tierra. El curso se mide desde el norte y en el sentido de las
manecillas del reloj.

La velocidad terrestre es la velocidad del aeroplano con respecto a la Tierra. El angulo de deriva (angulo de

desviacion) es la diferencia (positiva) entre la orientacion y la ruta. En la Figura 5-10:

NO es la linea que sefiala el norte y pasa por O

< NOA es la orientacion

OA = la velocidad aérea

AN es la recta que sefiala el norte y pasa por A

< NAO es el angulo de la direccion del viento, cedido en sentido de las manecillas del reloj, desde la recta que sefiala el norte
AB = la velocidad del viento

< NOBees laruta OB = es la velocidad terrestre

<AOB es el angulo de deriva
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angulo del viento

velocidad del viento

Fig. 5-10

Observe que hay tres vectores que se relacionan entre si: OA, que representa la velocidad aérea y la
orientacion; AB que representa la direccion y velocidad del viento; y OB, que representa la velocidad terrestre

y la ruta. El vector de la velocidad terrestre es la resultante del vector de la velocidad aérea y del vector del
viento.

EJEMPLO 5.7
30 mith.

Para construir la figura, coloque en O el vector que corresponde a la velocidad aérea, trace a continuacion (observando los sentidos de las flechas) el vector
que corresponde a la velocidad del viento, finalmente, cierre el tridngulo. Note que el vector correspondiente a la
velocidad terrestre no se ha trazado a partir del vector correspondiente a la velocidad del viento.

En la Figura 5-11. se ilustra un aeroplano que vuela a 240 mi/h con una orientacién de 60° cuando el viento sopla a 330° y a una velocidad de

En el triangulo resultanie.  Velocidad terrestre = \"{_240]’ + [J0F = 242 milh
tan ¢ = 30/240 = 01250y ¢ = 7°10°
Ruta = 60" + # = 67°10

Uaa;m

i Lre
veloeidad {ertes!

Fig. 5-11

5.6 PLANO INCLINADO

Un objeto con peso W en un plano inclinado, con angulo de inclinacién a, ejerce una fuerza Fa en contra
del plano inclinado y una fuerza Fa, hacia abajo del plano. Las fuerzas Fa y Fa', son los vectores componentes
del peso W. Véase Figura 5-12(a).

El angulo 8 formado por la fuerza Fa contra el plano inclinado y el peso W es igual al angulo de inclinacion
del plano a. Como 6 =a, Fa = Wcos ay Fa = W sen a. Véase Figura 5-12(b).
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La fuerza minima necesaria para mantener un objeto sin que resbale hacia abajo por el plano inclinado (sin consi-
derar la fuerza de friccion), debe tener la misma magnitud de F4 pero la direccién contraria.

(b)

Fig. 5-12

EJEMPLO 5.8  Un barril de 500 Ib descansa en un plano inclinado de 11.2°. ; Cudl es la fuerza minima necesaria (sin considerar la fric-
cion) para evitar que el barril ruede por el plano, y cual es la fuerza que ejerce dicho barril sobre el plano inclinado? (Véase Figura 5-13.)

Fig. 5-13

F4=1500 sen 11.2°
=500 (0.1942)
=97.1

Fg=97.11b

Fq=500cos 11.2°

Manual Calculadora
F,=500(0.9810) F, =500(0.980955)
=490.5 =490.478

F,=491 Ib F, =490 Ib
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La fuerza minima necesaria para evitar que el barril ruede hacia abajo en el piano inclinado es de 97.1 Ib y la fuerza ejercida en contra
del plano es de 491 Ib (0 490 Ib si se utiliza calculadora).

Problemas resueltos
Utilice los procedimientos de redondeo establecidos en la Seccion 4.7.

5.1 Unalancha de motor navega en la direccion N40°E por 3 h a una velocidad de 20 mi/h. ¢, Qué distancia hacia el norte
y hacia el este ha recorrido?

Suponga que el bote sale de A. Utilice la recta norte-sur que pasa por A, y dibuje la linea AD.de modo que la orientaciéon de D desde A
sea N40°E. En AD Localice B de tal forma que AB = 3(20) = 60 mi. El punto C se localiza al trazar desde B una linea perpendicular a la linea
NAS. En el triangulo rectangulo ABC, véase Figura 5-14,

AC = AB cos A =60 cos 40° = 60(0.7660) = 45.96

CB =AB sen A =60 sen 40° = 60(0.6428) = 38.57

La lancha ha recorrido 46 mi al norte y 39 mi al este.

Fig. 5-14

5.2 Tres barcos estan situados de tal manera que A se encuentra a 225 mi al norte de C, y B a 375 mi al este de C.
¢ Cual es la orientacion de (a) B con respecto a Ay (b) A con respecto a B?

En el triangulo rectangulo ABC, véase Figura 5-15,
tan <CAB = 375/225 = 1.6667 y <CAB = 59°0'

(a) La orientacion de B con respecto a A (angulo SAB) es S59°0'E.

(b) La orientacion de A con respecto a B (angulo N'BA) es N59°0'0.



APLICACIONES PRACTICAS 67

Fig. 5-15

5.3 Tres barcos estan situados de tal manera que A se encuentra a 225 mi al este de C, en tanto que B, al sur de C, tiene una
orientacion de $25°10' E de A. (a) ¢, Cudl es la distancia de Ba A? (b) ¢ Cual es la distancia de B a C? (c) ¢, Cual es la orientacion de
A con respecto a B?
De la Figura 5-16. L_SAB = 25°10"y L BAC = 64°50'". Entonces
AB = AC sec L BAC =225 sec 64°50' = 225(2.3515) = 529.1
0 AB = AC/cos L BAC =225/cos 64°50' = 225/0.4253 = 529.0
y CB = AC tan L BAC = 225 tan 64°50"' = 225(2.1283) = 478.9.
(a) 8 se encuentra a 529 mide A. (b) B se encuentra a 479 mi de C.
(c) Dado que L LCB = 25°10', la orientacién A de B es N25°10 O.
B
Fig. 5-16
54

Desde un bote que navega hacia el norte a 16.5 km/h se observan directamente al este los restos de un
naufragio K y una torre de observacién T. Una hora después, el bote tiene una orientacion de S34°40' E con

respecto a los restos del naufragio y S65°10'E con respecto a la torre de observacion. Encuentre la distancia
entre los restos del naufragio y la torre.
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0l

Enla Figura 5-17, C, Ky T representan respectivamente al bote, a los restos del naufragio y a la torre cuando estan alineados.

Una hora mas tarde el bote se encuentra en el punto A, a 16.5 km al norte de C. En el triangulo rectangulo 'ACK,

CK = 16.5 tan 34°40' =16.5 (0.6916)

En el triangulo rectangulo ACT,
CT = 16.5 tan 65°10' = 16.5 (2.1609)
Entonces

KT=CT-CK=16.5(2.1609 - 0.6916) = 24.2 Km

N
1
A
34040
657 1)
16.5
C 4 T
s
Fig. 5-17

5.5  Un barco que navega hacia el este observa una luz a N62°10' E. Después de recorrer 2250 m, la luz se encuentra a
N48°25'E. Si el barco mantiene la misma ruta, ¢ cual sera la distancia mas corta de la luz a la que pasara el barco?

En la Figura 5-18, L es la posicion de la luz, A es la primera posicion del barco, S es la segunda posicion, y C es la posicion mas

cercana al punto L.
En el triangulo rectangulo ACL, AC = CL cot LCAL = CL cot 27°50" = 1.8940CL
En el triangulo rectangulo BCL, BC = CL cot LCBL = CL cot 41°35"' =1.1270CL

2250

Dado que, AC = BC + 2250, 1.8940CL = 1.1270CL + 2250y CL = 1.8940-1.1270 = 2934

N

6‘)".’(;. N

1.1-,50‘ A4Y
2250 B

A
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5.6 Refiérase ala Figura 5-19. Un cuerpo en O esta sometido a dos fuerzas, una de 150 Ib hacia el norte y la otra de 200 Ib al este. Encuentre
la magnitud y la direccion de la resultante.

En el triangulo rectangulo OBC, OC = V (OB)“+ (BC)“ = (200)“ + (150) =250 Ib,
tan LBOC = 150/200 = 0.7500, y LBOC = 36°50".

La magnitud de la fuerza resultante es 250 Ib y su direccion N53°10'E.

150

200

Fig. 5-19

5.7 Un aeroplano vuela horizontalmente a una velocidad de 240 mi/h cuando se dispara una bala a una velocidad de 2750 pies/s, de tal
forma que su trayectoria forma un angulo recto con la direccién del movimiento del aeroplano. Encuentre la resultante de la velocidad y
la direccion de la bala.

La velocidad del aeroplano es 240 mi/h = 240(5280) pies/s = 352 pies/s.
60(60)

En la Figura 5-20, el vector AB representa la velocidad del aeroplano, el vector AC representa la velocidad inicial de la bala y el vector AD
representa la resultante de la velocidad de la bala.

En el triangulo rectangulo ACD, AD =+ (352)2 + (2750)Z = 2770 pies/s,
tan LCAD = 352/2750 = 0.1280, y LCAD = 7°20' o 7.3°.

Asi, la bala viaja a 2770 pies/s a lo largo de una trayectoria de direccién 82°40' 0 82.7" con respecto a la trayectoria del aeroplano.

2750

Fig. 5-20

5.8 La corriente de un rio lleva una velocidad de 125 pies/min hacia el sur. Un bote de motor, que se mueve a 475 pies/min en aguas
tranquilas, se enfila hacia el este para cruzar el rio. (a) Encuentre la velocidad y direccion en que se mueve el bote, (b) ¢ Cual debe ser la
orientacion del bote para atravesar el rio directamente hacia el este y cudl es la velocidad que resulta en este caso?
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(a) Hagase referencia a la Figura 5-21. En el triangulo rectangulo OAB1 0B = (475)2 + (125)% = 491,
tan 6 = 125/475 = 0.2632, y 6 = 14°40".
De esta forma, el bote se mueve a 491 pies/min en direccion S75°20'E.

(b) Véase la Figura 5-22. En el tridangulo rectangulo OAB, sen 6 = 125/475 = 0.2632 y 6 - 15°20' De esta forma
la orientacion del bote es N74°40'E y su velocidad en dicha direccion es

OB =V (475)" - (125)° = 458 pies/min

N A
BOVE )
onde ]
R j2s
i
o arientacion del hote A . & ] resultanie ik
e 7 475 = o "B £
g resy 5125 wt
= i e
£ 125 Nt 125 ; ”,’-"
g 3 L
____________________ . -~

5.9 Un poste del telégrafo se mantiene vertical por un cable que forma un angulo de 25° con el poste y que
ejerce una fuerza de tension en la parte superior de F = 300 Ib. Encuentre las componentes horizontal
y vertical Fb y Fv de la fuerza F. Véase Figura 5-23.

Fb =300 sen 25° = 300(0.4226) = 127 1b

F, =300 cos 25° = 300(0.9063) = 272 Ib

F,

Fig. 5-23

5.10 Un hombre tira de una cuerda atada a un trineo con una fuerza de 100 Ib. La cuerda forma un angulo de 27° con el
piso, (a) Encuentre la fuerza efectiva que mueve al trineo a lo largo del suelo y la fuerza que tiende a levantar
verticalmente al trineo, (b) Calcule la fuerza que el hombre debe ejercer, para que la fuerza efectiva que desliza al
trineo sobre el suelo sea de 100 Ib.



APLICACIONES PRACTICAS ™
(@) Enlas Figs. 5-24 y 5-25, las 100 Ib de fuerza de traccioén aplicada al trineo se dividen en sus componentes horizontal y vertical,
Fh y Fv respectivamente. Entonces, Fh es la fuerza que tiende a mover el trineo por el suelo y Fv es la fuerza que tiende a
elevar el trineo.
Fh =100 cos 27° = 100(0.8910) = 89 Ib Fv =100 sen 27° = 100(0.4540) = 45 Ib

(b) En la Figura 5-26, la componente horizontal de la fuerza requerida F es Fh = 100 Ib. Entonces

F =100/cos27° = 100/0.8910 = 112 Ib

\4]
m\ o | F 1
A F, F, A0 | i
27° 37 | 27° i
Fy F, F,=1001b
Fig. 5-24 Fig. 5-25 Fig. 5-26

5.11 Un bloque que pesa W = 500 Ib, descansa en un plano inclinado que forma un angulo de 29° con la horizontal, (a) Encuentre la
fuerza que tiende a mover el bloque hacia abajo de la rampa y la fuerza que ejerce el bloque sobre la rampa. (b) ¢ Cudl es la fuerza
minima que debe aplicarse para evitar que el bloque se deslice hacia abajo por la rampa? Desprecie la friccion.

(@) Refiérase a la Figura 5-27. Encuentre las dos componentes del peso del bloque F1y F,, que son la paralelay la
perpendicular a la rampa respectivamente. F1 es la fuerza que tiende a mover el bloque hacia abajo de la rampa
y F2 es la fuerza que ejerce el bloque sobre la rampa.

F1 = Wsen 29° =500(0.4848) =242 Ib

F, = W cos 29° = 500(0.8746) = 437 1b

(b) 242 b hacia arriba de la rampa.

29°

F\JW

Fig. 5-27 Fig. 5-28

5.12 La orientacion de un aeroplano es 75° y la velocidad aérea es 200 mi/h. Encuentre la velocidad terrestre y la ruta si el viento sopla
a 40 mi/h con 165°. Refiérase a la Figura 5-28.

Construccion de la figura: coloque el vector de la velocidad aérea a partir de O, a continuacion, trace el vector
correspondiente al viento y cierre el triangulo.

Solucion: velocidad terrestre = V(200)° - (40)? = 204 mi/h, tan 6 = 40/200 = 0.2000y 6 = 11°20" y la ruta = 75° - 8
=63°40'".
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513  Lavelocidad aérea de un aeroplano es de 200 km/h. El viento sopla a una velocidad de 270° a 30 km/h. Encuentre la
orientacion y la velocidad terrestre para que se mantenga una trayectoria de 0°. Refiérase a la Figura 5-29.

Construccion: el vector de la velocidad terrestre se traza a lo largo de ON. El vector del viento parte desde O, y es seguido por el
vector de la velocidad aérea (200 unidades de la punta del vector del viento hasta el punto ON), y cierre el triangulo.

Solucién: velocidad terrestre =V (200)7 - (30)? = 198 km/h, sen 6 = 30/200 = 0.1500 y 6 = 8°40’, y la orientacién = 360° - 6 = 351°20".

&
N N N -Q\'b
&
&
=
2 ‘2
= A
4 0
5 i = >
- etV o
‘:O: o \O\f‘dal\ -\b‘b\
= < \c\é’\bi.
5 .
& o R B
= 320° 0 L
2
o 2
VICTH E P2
|
orientacion
Fig. 5-29 Fig. 5-30

5.14  Elviento sopla a una velocidad de 35 mi/h desde 320°. Encuentre la velocidad aérea y la orientacion, si la velocidad
terrestre y la ruta son respectivamente, 250 mi/h y 50°. Refiérase a la Figura 5-30.

Construccion: Trace los vectores correspondientes a la velocidad terrestre O y el viento a partir del punto O. y cierre el triangulo. Solucién: Velocidad
aérea = \ (250) + (35)? = 252 mi/h, Tan 6 = 35/250 = 0.1400 y 6 = 8°, y la orientacion = 50° - 8°= 42°.

Problemas propuestos

Utilice los procedimientos de redondeo establecidos en la seccion 4.7.
5.15  Un aeroplano vuela 100 km en direccion S38°10E. ; Qué distancia hacia el sur y qué distancia hacia el este ha recorrido?
Resp. 78.6 km al sur, 61.8 km al este

5.16  Un aeroplano se orienta hacia el este con una velocidad aérea de 240 km/h. Si sopla un viento de 40 km/h desde el norte, encuentre la velocidad
terrestre y la ruta.

Resp.  Velocidad terrestre. 243 km/h: ruta = 99°30' 0 S80°30'E.

5.17  Sobre un cuerpo actua una fuerza de 75 Ib en direccién al oeste, y una fuerza de 125 Ib hacia el norte. Encuentre la magnitud y la direccion de la
fuerza resultante.

Resp. 146 Ib, N31°0'0
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Calcule las componentes rectangulares de una fuerza de 525 Ib dirigida a 38.4° con la horizontal.
Resp.  4111b, 326 Ib

Un aviador dirige su aeroplano hacia el oeste, debido a que el viento sopla desde el sur, el curso del aeroplano forma un angulo de 20° con la
orientacion. Si la velocidad aérea es de 100 mi/h, ;cual es la velocidad terrestre y cudl la velocidad del viento?

Resp. Velocidad terrestre, 106 mi/h; viento, 36 mi/h

Se orienta un aeroplano hacia el este mientras sopla un viento a 40 mi/h desde el sur. ;Cual es la velocidad aérea necesaria para mantener un
curso de N72°0 y cual es la velocidad terrestre?

Resp. Velocidad aérea 123 mi/h; Velocidad terrestre 129 mi/h

Un lanchén se remolca hacia el norte a 18 mi/h. Un hombre atraviesa la cubierta de oeste a este a 6 pies/s. Encontrar la magnitud y la direccion
de la velocidad resultante.

Resp. 27 pies/s, N12°50'E

La ruta de un barco va desde un punto A hasta un punto C situado a 56 km al norte y 258 km al este de A. Después de recorrer 120 mi en direccion
N25°10 E hasta un punto P, el barco se orienta hacia C. Encontrar la distancia entre P desde C, y la direccion que ha de tomar para llegar a C.

Resp. 214 km, S75°40'E

Un alambre tenso de 78 pies de largo se extiende desde el extremo superior de un poste de 56 pies de altura hasta el suelo, y ejerce sobre el
poste una traccion de 290 Ib. ;Cuadl es la traccién horizontal en el extremo superior del poste?

Resp. 201 1b

Un bloque de 200 Ib de peso esta colocado en un plano inclinado sin friccion que forma un angulo de 37.6° con la horizontal. Una cuerda paralela
al piso y sujeta por una clavija, mantiene al bloque en su sitio. Encontrar la tension ejercida sobre la cuerda.

Resp. 1221b

Un hombre desea levantar un peso de 300 Ib hasta lo alto de una pared de 20 m de altura, tirando del bloque sobre un plano inclinado. ¢ Cual es
la menor longitud del plano inclinado que puede utilizar, si su fuerza de empuje es de 140 Ib?

Resp. 43 m

Por una pista con una inclinaciéon 40° sobre la horizontal, se empuja hacia arriba una embarcacion de 1501b. Encontrar (a) la fuerza que la
embarcacion ejerce contra la pista 'y (b) la fuerza necesaria para subir la embarcacion.

Resp.  (a)1151b, (b) 96 Ib



Aplicacion de los logaritmos en
trigonometria

61 INTRODUCCION

Se pueden utilizar logaritmos para simplificar algunos de los calculos necesarios para resolver los problemas de
trigonometria. Cuando se resuelven problemas manualmente, los logaritmos ofrecen otra opcion para multiplicar, dividir,
elevar un nimero a una potencia, y obtener alguna raiz. Los logaritmos no son necesarios si se utiliza una calculadora,
ya que se dispone de procedimientos para la multiplicacion, divisién, potenciacion y raiz.

Dado que los logaritmos no se utilizan en adiciones y substracciones, la decisién de utilizar o no logaritmos
dependeran del procedimiento que se utilice para resolver el problema. Si las adiciones y substracciones pueden
realizarse al principio o al final del procedimiento, entonces los logaritmos seran faciles de utilizar para resolver las
demas operaciones. En el apéndice 3, Logaritmos, se revisan las reglas de los logaritmos y se incluyen ejemplos
donde se muestra la variedad de calculos que se pueden efectuar con ellos.

6.2 LOGARITMOS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

En el apéndice 2, se muestra la Tabla A., que contiene a los logaritmos comunes o en base 10, con una exactitud de 4
decimales y que puede utilizarse para encontrar directamente el logaritmo de un ndmero con tres 0 menos digitos sig-
nificativos. Si el numero tiene cuatro digitos significativos, se interpola utilizando el método de partes proporcionales
para obtener el logaritmo. Si el niUmero tiene mas de cuatro digitos significativos, primero se redondea a cuatro digitos
significativos y después se obtiene el logaritmo por interpolacion.

Otras tablas de logaritmos que se utilizan frecuentemente son las tablas de cinco decimales de las que se obtiene
directamente el logaritmo de un ndmero de cuatro cifras significativas y las tablas de logaritmos de las funciones tri-
gonomeétricas que son una combinacion de las tablas de las funciones trigonométricas y de las tablas de logaritmos. Se
puede encontrar el valor de una funcién trigonométrica utilizando la Tabla 1, si es necesario se redondea el resultado a
cuatro cifras significativas, y se encuentra el logaritmo del valor redondeado usando la Tabla 4.

EJEMPLO 6.1  Encuentre los logaritmos siguientes.
a) logsen 22°30' = log (0.3827) = 9.5829 -10

b) log tan 23°50' = log (2.2460) = 0.3514

c) logcsc3°40'=log ( 15.6368)=1log (15.64) =1.1942
d) logcos 38°21'=log (0.7842) = 9.8944 - 10

)
e) log cot 87° 34' = log (0.0425) = 8.6284 - 10

—_ o~ =~ o~ —

(f) log sec 67°28' = log (2.6095) = log (2 610) = 0.4166
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EJEMPLO 6.2  Encuentre el angulo A, aproximando al minuto mas cercano.

(a) log sen A =9.3975 - {0 (d) logcot A=0.4471
(b) logcos A=9.5964 -10 (e) logsec A=0.3354
(c) log tan A =9.9862 - 10 (f) logcsc A=0.1983

(a) sen A = antilog (9.3975 - 10) = 0.2498; A = 14°28'
(b) cos A = antilog (9.5964 - 10) = 0.3948; A =66°45'
(c)  tan A = antilog (9.9862 - 10) = 0.9688: A = 44°¢'
(d)  cot A=antilog (0.4471)=2.799; A =19°40'
(e) sec A = antilog (0.3354) =2.164; A =62°29"
(f)  csc A = antilog (0.1983) = 1.579; A =39°18'

6.3 SOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

Cualquier triangulo rectangulo puede resolverse utilizando las funciones trigonométricas de un angulo agudo, la
relacion A + B =90°, y el Teorema de Pitagoras a° + b” - ¢ (Véase Figura 6-1.)

Cuando se conoce uno de los angulos agudos y uno de los lados, se utiliza la relacion entre angulos para encontrar el
otro angulo, y las funciones trigonométricas pueden usarse para encontrar los lados desconocidos.

EJEMPLO 6.3 Resuelva el triangulo ABC, dado A = 24°18 y a =291.1 cm. (Véase Figura 6-1.)
Para encontrar el angulo B, utilice la relacion B = 90° - A = 90° - 24°18' = 65°42".
Para encontrar el lado b, utilice b = a cot A = 291.1 cot 24°18' =291.1 (2.2148).
log b=1og [291.1 (2.215)] =log 291.1 + log 2.215 =2.4640 + 0.3454 = 2.8094
b = antilog 2.8094 = 644.7 cm
Para encontrar el lado c, utilice c =a csc A =291.1 csc 24°18 = 291.1 (2.4300).
log ¢ =log [291.1 (2.430)] =log 291.1 + log 2.430 = 2.4640 + 0.3856 = 2.8496

¢ = antilog 2.8496 = 707.3 cm
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correspondiente teniendo este valor. El segundo angulo agudo se encuentra utilizando la relacion del angulo.

EJEMPLO 6.4

APLICACION DE LOS LOGARITMOS EN TRIGONOMETRIA

Cuando se dan dos lados de un triangulo rectangulo, el tercer lado puede encontrarse utilizando el teorema de Pitagoras.
Un angulo agudo se encuentra calculando la razén de dos lados conocidos y observando la funcién trigonométrica

Resuelva el triangulo rectangulo ABC, dado a = 48.62 my b = 37.64 m. (Véase Figura 6-1.)

Para encontrar el lado c, utilice la relacion c = Va’ + b” = V' (48.62)° + (37.64)".

log (48.62)* = 2 log 48.62 = 2(1.6868) = 3.3736

(48.62)* = antilog 3.3736 = 2364 log (37.64)* =2
log 37.64 = 2(1.5756) = 3.1512

(37.64)> = antilog 3.1512 = 1416

1

¢ = (48.62)°+ (37.64)> =\ 2364+1416 = V 3780
og c = log V3780 = Ylog 3780 = 12(3.5775) = 1.7888

¢ = antilog 1.7888 = 61.49 m

Para encontrar el angulo A, utilice tan A = a/b = 48.62/37.64.

log tan A = log (48.62/37.64) = log 48.62 - log 37.64

=1.6868-1.5756=0.1112
tan A = antilog 0.1112 =1.292
A =52°16'

Para encontrar el angulo B, utilice B = 90° - A = 90° - 52°16" = 37°44'

6.1

Verifique cada uno

Problemas resueltos

de los siguientes logaritmos.

(@) log sen 14°28' =log 0.2476 = 9.3938 - 10

(b) log cos 66°45' =1og 0.3948 =9.5964 - 10

(©) logtan 31°26'=1log 0.6112 = 9.7862 - 10

(d) log cot 45°55' = log 0.9685 = 9.9861 - 10

(e) logsec 72° 14

(f) logcsc32°37' =

log 3.2772 = log 3.277 = 0.5155

log 1.8552 =log 1.855 =0.2684
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(g) log tan 70°21' = log 2.8006 = log 2.801 = 0.4474
(h) log cot 11°17' = log 5.0123 = log 5.012 = 0.7000

6.2  Verifique cada una de las siguientes relaciones.

(a) SilogsenAd =9.9002-10 senAd=0.7947 y A=52°38"
(b) SilogcosA=9.9360-10, cos A =0.8630 y A=230°21"
(c) Silogtan A =9.8715-10,tan A =0.7438 y A=36°38"
(d) SilogcotA=29.1015-10, cos A =0.1263 y A =82°48".
(e) SilogsecA=0.4598 secA=2883 y A=069°42"

) Silog csc A =0.1993, cscA=1582 y A=39°12"

(g) Silogtan A =1.2261,tan 4 =1683 y A =86°36"

(h) SilogcotA=0.0125, cot A =1.029 y A=44°11"

6.3 Resuelva el triangulo rectangulo ABC, dado que a = 562.8 cm y A = 64°24'. (Véase Figura 6-2.)

B =90°-A=90°-64°24"' = 25°36'

b = a cot A =562.8 cot 64°24' = 562.8 (0.4792)

log b = log [562.8 (0.4792)] = log 562.8 + log 0.4792
=2.7503 + 9.6805 - 10 = 2.4308
b = antilog 2.4308 = 269.6 cm
c=acscA=562.8csc64°24' = 562.8 (1.1089) log
¢ =log [562.8 (1.109)] = log 562.8 + log 1.109

=2.7053 + 0.0449 = 2.795

c = antilog 2.7952 = 624.0 cm

77
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6.4 Resuelva el triangulo rectangulo ABC, dado que b = 583.6 pies y ¢ = 794.9 pies. (Véase Figura 6-3.)

a=V-b'=V(c-b)(c+b)

= (794.9 - 583.6) (794.9 + 5816) =\ 211.3 (1378.5)
loga=1log211.3 (1379) =[log 211.3 + log 1379]

2(2.3249 +3.1396) = 4 (5.4645)=2.7322

a = antilog2.7322 =539.8 ft
b 5836

cos A = c 7949
log cos A =1log (583.6/794.9) = log 583.6 - log 794.9

=2.7661 - 2.9003 = (12.7661 - 10) - 2.9003
(12.7661 - 2.9003) - 10 = 9.8658 - 10

cos A = antilog (9.8658 - 10) = 0.7342
A =42°46

B =90°-A=90°-42°46' = 47°14'

6.5 Resuelva el tridngulo rectangulo ABC, dado que ¢ = 84.72 pulgadas y 6 = 41 °41'. (Véase Figura 6-4.)
A =90°-B=90°-41°4]1"'=48° 19"
a=ccos B=284.72 cos 41°41' = 84.72(0.7468)
log a = log [84.72(0.7468)] = log 84.72 + log 0.7468

=1.9280+9.8732-10=11.8012-10=1.8012

a = antilog 1.8012 = 63.27 pulgadas

b=csen B =284.72 sen 41°41' = 84.72 (0.6650) log

b = log [84.72 (0.6650)] = log 84.72 + log 0.6650
=1.9280 + 9.8228 - 10 =11.7508 - 10 = 1.7508

b = antilog 1.7508 = 56.34 pulgadas

6.6 A una altura de 23,240 pies, el piloto de un avién mide un angulo de depresion de la luz en un aeropuerto y en
cuentra que es de 28°45'. ; A qué distancia de la luz esta el avion?

En la Figura 6-5, A es la posicién de la luz, 8 es la posicion del piloto, y ¢ = AB es la distancia que se busca. Entonces
c=al/sen A
log a=4.3663
(-) log sen A =9.6821 - 10
log c=4.6842
c=48,330

La distancia buscada es 48,330 pies.
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6.7 Una granada se lanza con un angulo de elevacion de 32°14' con una velocidad inicial de 3047 pies/s.
Encuentre
las componentes horizontal y vertical de la velocidad.

A partir de la Figura 6-6, v = 3047 pies/s, a = 32°14, y

V=V COS 0 Vy=vsena
log v =3.4839 log v =3.4839
(+) log cos a = 9.9273- 10 (+)logsena=9.7270- 10
log vy= 34112 log vy =3.2109
vy= 2578 pies/s v, = 1625 pies/s

6.8 Dos fuerzas, una de 151.7 Ib y otra de 225.8 Ib, actian en angulo recto entre si. Encuentre la magnitud de la resultante
y el angulo de ésta con respecto a la fuerza mas grande. (Véase Figura 6-7).
Utilizando el triangulo rectangulo ABC,

tan A = CB/AC AB=CB/sen A
log CB=2.1810 log CB=2.1810
(-) log AC=2.3537 (-) log sen A =9.7461 - 10
log tan A =9.8273 - 10 logAB = 2.4349
A =33°52" AB=1272.2

La magnitud de la fuerza resultante es 272.2 Ib, y forma un angulo de 33°52' con la fuerza mas grande.

N N
B
e f
B b=
C
2 e 2
e 7 TS
p<d
2258

A c i E

Fig. 6-7 Fig. 6-8
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6.9 Un barco navega 55.37 mi en direccion N28°15'E y después navega 94.62 mi con direccion N61°45 O. ;A qué
distancia se encuentra del punto inicial y cuél es su orientacion con respecto a dicho punto?

En la Figura 6-8, el barco empieza en A, navega hasta C y finalmente se dirige a B. En el triangulo rectangulo ABC,

tan LCAB = BC/AC AB = BC/sen LCAB
log BC = 1.9760 log BC = 1.9760
(-) log AC =1.7433 (-) log sen LCAB = 9.9360 - 10
logtan L CAB = 0.2327 log AB = 2.0400
LCAB = 59°40' AB =109.6

El barco se encuentra a 109.6 mi del punto inicial. Dado que LNAB = LCAB -LCAN = 59°40" - 28°15' = 31°25', |a orientacion es
entonces N31°25'0.

Problemas propuestos

Resuelva cada upo de los siguientes triangulos rectangulos ABC, dado que:
6.10 a=25.72, A=36°20' Resp.B =153'40", b =34.97, c = 43.41

6.11 a=3429, A=55°33" Resp.B = 34°27', b =235.2,c=416.0

6.12 a=5742,B=5621" Resp.A = 33°39', b = 862.6, ¢ = 1037
613 c=44.26, A= 56° 14' Resp. B = 33°46', a = 36.80, b = 24.60
614 c=287.7,A=38°10' Resp. B = 51°50', a = 177.8, b = 226.2
615 c=67.55,B=47°26' Resp. A = 42°34', a = 45.69, b = 49.75
616 a=4242,b=5848 Resp. A = 35°58", B = 54°2', ¢ = 72.25
617 a=384.7,b=2549 Resp. A = 56°28, B = 33°32", ¢ = 461.6

6.18 Para unir dos ciudades Ay B, se construye una carretera. Si B se localiza a 133.8 mi al este y 256.8 mi al norte de A,
determine la longitud y la direccion de la carretera con respecto a A.

Resp. 289.6 mi, N27°31'E

6.19 Dos fuerzas, una de 281.7 Ib y otra de 323.5 Ib, actuan en angulo recto entre si. Encuentre la magnitud de la resultante y
el angulo de ésta con respecto a la fuerza mas grande.

Resp. 428.9 Ib, 41°3

620 Encuentre la base de un tridngulo isésceles cuyo angulo en el vértice mide 48°28' y sus lados iguales miden 168.1.

Resp. 138.0



Reduccion a funciones de
angulos agudos positivos

71 ANGULOS COTERMINALES

Sea 6 cualquier angulo; entonces,

sen (0 +n360°) = sen 0 cot (0 +n360°) = cot O
cos (6+n360°) = cos 6 sec (0 +n360°) = sec 6
tan (0 +n360°) = tan 0 csc (0 +n360°) = csc 6

donde n es cualquier entero positivo, negativo o cero.
Ejemplo 7.1 (a) sen400°=sen (40° + 360") = sen 40°
(b) cos 850° =cos (130° + 2+ 360) = cos 130°
(c) tan (- 1000 ) =tan (80°- 3+ 360°) = tan 80°

Si x es un angulo medido en radianes, entonces

sen (x + 2nm) = sen X cot (x + 2nm) = cot X
cos (x + 2nm) = cos X sec (x + 2nm) = sec x
tan (X + 2nm) = tan X csc (x + 2nm) = csc x

donde n es cualquier entero.

Ejemplo 7.2 (a) sen lla/5=sen (n/5+ 2n) =sen /5
(b) cos (-27n/11) = cos [17x/11 - 2(2m)] = cos 1711/11

(¢) tan 137n=tan [ w+ 68(2n)] =tan ©

7.2 FUNCIONES DE ANGULOS NEGATIVOS
Sea 0 cualquier angulo; entonces,
sen (-0) = -sen® cot (-0) = -cot 0
cos (-0) = cosO sec (-0) = secH

tan (-0) = -tan 0 csc (-0) = -csc 0
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EJEMPLO 7.3 sen (-50°) = - sen 50°, cos (-30°) = cos 30°, tan (-200°) = - tan 200°. Para una prueba de estas relaciones, véase
Prob. 7.1.

7.3 ANGULOS DE REFERENCIA

Si 6 es un angulo cuadrantal, entonces los valores de una funcién son los mismos que en la Seccion 2.6 y no se necesita un
angulo de referencia. Como cualquier angulo A puede expresarse como 8 + n360°, donde n es un entero y 0°< 8 < 360°, los
angulos de referencia se calcularan desde angulos de 0° a 360°.

Un angulo de referencia R para un angulo 6 en posicién estandar es el angulo agudo positivo que se encuentra entre el eje
x y el lado terminal del angulo 6. Los valores de las seis funciones trigonométricas de los angulos de referencia R para 6),
concuerdan con los valores de la funcién para 6 excepto, quiza, en el signo. Cuando los signos de las funciones de R son
determinados por el cuadrante del angulo 6, como en la Seccién 2.5, entonces cualquier funciéon de 6 puede expresarse como

una funcién del angulo agudo R. Asi, las tablas pueden utilizarse para encontrar el valor de una funcién trigonométrica de
cualquier angulo.

Cuadrante para 0 Relacion Signos de la funcion
1 R=6 Todas las funciones son
positivas
I} R =180°-6 Sélo sen Ry csc R son positivas

L] R =6-180° Solo tan R y cot R son positivas

v R =360° -6 So6lo cos Ry sec R son positivas

Véase el problema 7.2 para una verificacion de la igualdad de los valores de las funciones trigonométricas de ti y el signo de los
valores de su angulo de referencia R.

EJEMPLO 7.4  Expresar cada uno corno funcién de un angulo agudo

(a)sen232°, (b) cos 312°, (c) tan 912°, (d) sec (-227°)

(@) sen 232° =-sen (232° - 180°)= -sen 52°
232° esta en el cuadrante Ill, asi que el seno es negativoy R =6- 180°.

(b) cos 312° = +cos (360° - 312°) = cos 48°
312° esta en el cuadrante 1V, asi que el coseno es positivo y R = 360° - 6,

(c) tan912° =tan[192° +2(360°)] =tan 192°
=+ tan (192° - 180°) = tan 12°

Como 912° > 360°, se encuentra primero el angulo coterminal. 192° esta en el cuadrante Ill,
asi que la tangente es positivay R =6 -180°.

(d) sec (-227°) = sec (133= - 360°) = sec 133°
= -sec (180° - 133°) = -sec 47°
Como-227° <0°, se encuentra primero el angulo coterminal. 133° esta en el cuadrante
Il, asi que la secante es negativay R = 180° - 6.

Cuando se determina el valor de una funcion trigonométrica usando una calculadora, no es necesario un angulo de
referencia. El valor de la funcion se calcula como se indic6 en la Seccion 4.5. Sin embargo, cuando se desea encontrar, usando
calculadora, el valor de un angulo a partir de un determinado valor de la funcién y cuya posicion debe estar dentro de un
cuadrante especifico, generalmente es necesario un angulo de referencia.
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7.4 ANGULOS A PARTIR DEL VALOR DE UNA FUNCION

Como los angulos coterminales tienen el mismo valor de las funciones, existe un nimero ilimitado de angulos que tienen el mismo
valor para una funcién trigonométrica. Aun cuando se limiten a angulos que estén dentro del intervalo de 0° a 360°, existen generalmente
dos angulos que tienen el mismo valor de la funcion. Todos los angulos que tienen el mismo valor de la funcion, también tienen el mismo
angulo de referencia. El cuadrante en el que se encuentra el angulo, esta determinado por el signo del valor de la funcion. Las relaciones
de la Seccion 7.3, se utilizan para encontrar el angulo 6, una vez que el angulo de referencia se encuentra utilizando la tabla (véase
Seccion 4.4) o una calculadora (véase Seccion 4.6).

EJEMPLO7.5 Encontrartodos los angulos 6 entre 0° y 360° cuando:

(a) senB = 0.6293, (b) cos 8 = -0.3256, (c) tan 8 = -1.2799

(@) Como sen 6 = 0.6293 es positivo, las soluciones de 8 estan en los cuadrantes | y Il porque el seno es positivo en esos cuadrantes.
sen R =0.6293; asi, R = 39°.
En el cuadrante |, R = 0, asi 6 = 39°.
En el cuadrante Il, R = 180° - 6, asi, 8 = 180° - R = 180° - 39° = 141°.
6 =39y 141°.

(b) Como cos 6 = -0.3256 es negativo, las soluciones de 6 estan en los cuadrantes Il y Il porque el coseno es negativo en esos cuadrantes.
cos R =0.3256; asi, R=71°.

En el cuadrante Il, R = 180° - 0, asi 8 = 180° - R =180 -71° = 109°.
En el cuadrante Ill, R = 6 - 180°, asi, 8 = 180° + R = 180° + 71° = 251°.
6 =109°y 251°.

(c) Comotan = -1.2799 es negativo, las soluciones de 6 estan en los cuadrantes Il y IV porque la tangente es negativa en esos cuadrantes.
tan R = 1.2799; asi, R = 52°.

En el cuadrante Il. R = 180° - 8; asi, 8 = 180° - R = 180 ° - 52° = 128°.
En el cuadrante IV, R = 360° -6; asi, 8 = 360° - R = 360° - 52° = 308°.
0 =128°y 308°.

EJEMPLO 7.6 Encontrar todos los angulos n cuando (a) sen 6 = -0.2079 y (b) tan 8 = 0.5543.

(@) sen R=0.2079; asi R = 12°. El seno es negativo en los cuadrantes Il y IV.
En el cuadrante IIl, 8 = 180° + R = 180° + 29° - 209°.
En el cuadrante IV, 8 = 360° - R = 360° - 12° = 348°.
Todos los angulos coterminales con estos valores de 6 son requeridos, asi 8 = 192° +n360° y 348° + n360°, donde n es cualquier entero.

(b) tan R =0.5543; asi R = 29". La tangente es positiva en los cuadrantes | y Ill.
En el cuadrante |, 8 = R = 29.

En el cuadrante IIl, 8 = 180° + B = 180° + 29° = 209°.
Todos los angulos coterminales con esos valores de 6 son requeridos, asi 8 = 29° + n360° y 209° + n360° donde n es cualquier entero.
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Problemas resueltos
71 Obtenga las férmulas para las funciones de -6 en términos de las funciones de 6.

Enla Figura 7-1. 6 y -6 se construyen en una posicion estandar, y son numéricamente jguales. En sus respectivos lados terminales los
puntos P(x, y) y P1 (x1, y1) se localizan de forma tal que OP = OPy En cada una de las figuras, los dos triangulos son congruentes
yrl=r,x1=x,yyt=-y. Entonces,

sen (-0) = yl= -y= y=-sen 6 cot (0) = x1 = X -=-X =-cotb
T T T vl -y y
cos (-0) =x1 = x =cos0 sec (- 0) = rl r = sec 0
rl T x1 X
tan (- 0) = yl =y =y = -tan 0 csc (-0)="'rl = r = r =-csc0
X X X yl -y y

Las relaciones anteriores son también validas cuando es un angulo cuadrantal, excepto en aquellos casos en que la funcién no esté definida. Esto
puede verificarse, basandose en el hecho de que -0° y 0°, -90° y 270° , - 180° y 180° , y -270° y 90° , son coterminales.

Por ejemplo, sen (-0°) =sen 0° = 0 = -sen 0° sen (- 90"°) = sen 270° = -1 = -sen 90°, cos (-180°) = cos 180° y cot (-270) = cot 90° = 0
= -cot 270°.
4 Y ‘ Y
Pl v} Px. y)
r r
y ¥
{
0 n. i x ™ ¥
%4 o X, ) :
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Fig. 7-1
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7.2 Verifique la igualdad de las funciones trigonométricas para 8y su angulo de referencia R donde x>0, y > 0y r

=X +y”

(a) 0 esta en el cuadrante |. Véase Figura 7-2(a).

v X
senft =7 = wen R cotfl = - =cot R
r I
x I
cosll= =vcosR secfl =  =sec R
r X
v r
tan 0 = - = tan R cscfl= =¢csc R
X i

(b) 0 esta en el cuadrante Il. Véase Figura 7-2(6).

sen I = - sen R
r

;

- X X
Cosfl = — = — = —¢os R
r r

vV v
tanfl = — = —--( ) = —tan R
=X X

(h)

(d)

9]

Fig. 7-2



86 REDUCCION A FUNCIONES DE ANGULOS AGUDOS POSITIVOS

(c) 6 esta en el cuadrante Ill. Véase Figura 7-2(c).

-y y -x  x
senf= —=-( —)=-senR cotd = —-—=cotR
r r -y y
- x r r
cos = — =-(—)=-cos R sec ) =—=-(—)=-sec R
r T -x x
tanf= -y = 'y =tanR cscfd=r1r =-()=-cscR
E3 X -y y
(d) 6 estaen el cuadrante IV. Véase Figura 7-2(d).
. X X
sen 0 = —V:—(l):—senR cot@=—=-(—)=-cotR
r r -y y
X r
cos @ =—=cos R sec = — =sec R
r x
-y y r T
tan 0 = — =-(— )= -tan R csc=—= -(—)=-cscR
-X X -y y

7.3 Exprese lo siguiente como funciones de angulos agudos positivos.
(a) sen 130°,(b) tan 325°, (c) sen 200°, (d) cos 370°, (e) tan 165°, (f) sec 250°. (g) sen 670°, (h) cot 930° (i)csc 865°, (j) sen (-100°), (k) cos
(-680°), (1) tan (-290°)
(a) sen 130° = +sen (180° - 130°) = sen 50°
(b) tan 325° = -tan (360° - 325°) = - tan 35°
(c) sen 200° = -sen (200° - 180°) = -sen 20°
(d) cos 370° = cos (10° + 360°) = cos 10°
(e) tan 165° = -tan (180° - 165°) = -tan 15°
(f) sec 250° = -sec (250° - 180°) = -sec 70°

(g) sen 670°=sen (310° + 360°) =sen 310° = - sen (360° -310°)
= -sen 50°

(h) cot 930° = cot [210° + 2(360°)] = cot 210° = + cot (210° - 180°) = cot 30°
(i) osc 865° = csc [145° + 2(360°)] = csc 145° = + csc (180° - 145°) = csc 35°

(j) sen (-100°)=-sen 100° = [+ sen(180° - 100°)] = - sen 80° o sen (-
100°) = sen (260° - 360°) = sen 260° = - sen (260° - 180°) = -sen 80°

(k) cos (-680°) =+ cos 680° = cos (320° + 360°) = cos 320°
=+ cos (360° -320°) = cos 40°
0 cos (-680°) = cos [40° - 2(360°)] = cos 40°

(1) tan (-290°) = -tan 290° = -[-tan (360° -290°)] = + tan 70°
o tan (-290°) = tan (70° - 360°) = tan 70°
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7.4 Encuentre el valor exacto del seno, coseno y tangente de

(a) 120°, (b) 210°, (c)315°, (d) -135°, (e) -240°, (f) -330°

(a) 120° esta en el cuadrante Il; angulo de referencia = 180° - 120° = 60°.
sen 120° = sen 60° = V3/2 cos 120° = - cos 60° = 1/2 tan 120° = - tan 60° = V3
(b) 210° esta en el cuadrante Ill; angulo de referencia = 210° - 180° = 30°

sen 210° = - sen 30° = -1/2 cos 210° = - cos 30° =V3/2  tan 210° = tan 30° = V3/3

(c) 315° esta en el cuadrante IV; angulo de referencia = 360° - 315° = 45°.

sen315°= - send5° = -\2/2 cos 315° = cos 45° =\2/2 tan 315° = - tan 45° = - 1
(d) - 135° es coterminal con - 135' + 360° = 225°; 225° esta en el cuadrante Ill; angulo de referencia = 225° - 180° = 45°
sen (-135°) = - sen 45° =\2/2 cos (- 135°) = - cos 45° = -\2/2

tan (-135°) = tan 45° =1

(e) -240° es coterminal con -240° + 360" = 120°; 120° esta en el cuadrante Il; angulo de referencia = 180° - 120° = 60°.

sen (-240°) = sen 60° = V3/2 cos (- 240°) = - cos 60° = 1/2
tan (-240°) = - tan 60° = V3
(f) -330° es coterminal con -330" + 360° = 30°; 30° esta en el cuadrante |; angulo de referencia = 30°
sen (- 330°) = sen 30° = 1/2 cos (- 330°) = cos 30° = \3/2 tan (- 330°) = tan 30° = \3/2
7.5 Use la Tabla 1 para encontrar:
(@) sen 125°14'=+sen (180° - 125° 14') = sen 54°46' = 0.8168
(b) cos 169 40' = - cos (180° - 169°40") = - cos 10°20' = -0.9838
(¢) tan 200'23' ="+ tan (200°23' - 180°) = tan 20°23' = 0.3716
(d) cot250°44' =+ cot (250°44' - 180°) = cot 70°44' = 0.3495

(e) cos313°18' =+ cos (360°-313°18") = cos 46°42' = 0.6858

(f) sen 341°52'=-sen (360° - 341°52") = - sen 18°8' =-0.3112
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7.6 Use la Tabla 2 para encontrar:

(@) tan 97.2° = - tan (180° - 97.2°) = - tan 82.8° = - 7.9158

(b) cos 147.8° = - cos (180° - 147.8°) = - cos 32.2° = - 0.8462
() cot241.28° =+ cot (241.28° - 180°) = cot 61.28° = 0.5480

(d) sen 194.37° = - sen (194.37° - 180°) = - sen 14.37° = -0.2482
(e) cos273.1° =+ cos (360° -273.1°) = cos 86.9° = 0.0541

(f) tan 321.61° = - tan (360° - 321.61°) = - tan 38.39° = -0.7923

7.7 Utilice una calculadora para encontrar:
(a) sen 158°38' - sen (158 + 38/60) ° =0.364355
(b) cos 264° 21' = cos (264 + 21/60) ° = - 0.098451
(© tan 288° 14' =tan (288 + 14/60) ° = - 3.03556
(d) tan 112.68° =-2.39292
(e) sen 223.27° =-0.685437

(f) cos 314.59° = 0.702029

7.8 Demuestre que sen 6y tan 1/2 6 tienen el mismo signo.

(a) Suponga que @ = n-180°. Si n es par (incluyendo cero), digase 2m, entonces sen (2m. 180°) = tan (m. 180°) = 0. Se excluye el
caso en el que n es impar porque tan 1/2 6 no esta definido.

(b) Suponga que 6 = n. 180° + ®, donde 0° < @ < 180°. Si n es par, incluyendo cero, 8 esta en el cuadrante | o en el cuadrante |l
y sen 6 es positivo mientras 1/2 6 esta en el cuadrante | o en el cuadrante Il y tan 1/2 6 es positivo. Si n es impar, 6 esta en el
cuadrante Ill o IV y sen 6 es negativo, mientras1/2 6 esta en el cuadrante Il o IV y tan 1/2 6 es negativo.

7.9 Calcule todos los valores positivos de 6 menores que 360° para los cuales sen 6 = - 1/2

Habra dos angulos (véase capitulo 2), uno en el tercer cuadrante y otro en el cuarto cuadrante. El angulo de referencia de cada
uno tiene su seno Igual a + 1/2 y es 30°. Asi, los angulos requeridos son 6 = 180° + 30° = 210° y 6 = 360° - 30° = 330°.

(NOTA): Para obtener todos los valores de 6 para los cuales sen-6 = 1/2 es necesario sumar n. 360° a cada una de las soluciones anteriores; asi, "8 =

210°+n 360°y 06 =330°+n. 360°. donde n es cualquier entero.)

710 Encuentre todos los valores positivos de 8 menores que 360' para los cuales cos 6 = 0.9063.

Existen dos soluciones, 6 =25 en el primer cuadrante y 6 = 360° - 25° = 335° en el cuarto cuadrante.

711 Determine todos los valores positivos de 1/4 6 menores que 360°, dado que sen 6 = 0.6428.

Los dos angulos positivos menores que 360° para los cuales sen 6 = 0.6428 son 6 =40y 6 = 180° - 40° = 140°. Pero si 1/46
es tal que debe incluir todos los valores menores que 360°, 6 debe incluir todos los valores menores que 4; 360° = 1440°. Por consiguiente,
para 6 se toman los dos angulos anteriores y todos los angulos coterminales menores que 1440°; esto es,
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6=40°, 400°, 760°, 1120°; 140°, 500°, 860°, 1220°
1/46=10°, 100°, 190°, 280°; 35°, 125°, 215°, 305°

Problemas propuestos

712 Exprese cada uno de los siguientes en términos de funciones de angulos agudos positivos.

(a) sen 145° (d) cot 155° (g) sen (-200°) (j) cot 610°
(b) cos 215° (e) sec 325° (h) cos (-760°) (k) sec 455°
(c) tan 440° (f) csc 190° (i) tan(-1385°) (1) csc 825°
Resp.  (a) sen 35° (g) sen20°
(b) -cos 35° (h) cos 40°
(c) tan 80° (i) tan 55°
(d) -cot?25° (j) cot 70°
(e) sec 35° (k) - sec 85°
() - csc 10° (1) csc 75°

713 Encuentre los valores exactos del seno, coseno y tangente de

(a) 150°, (k) 225°, (c) 300°, (d) -120°, () -210°, (/) -315°

Resp. (a) 172, —3/2, —1//3==/3]3 @ —/32 -12,/3

b =22 =221 (© 172 =32, -1/ /3=~/3/3
~32.1/2, - /3 (Y V212,221
714 Usando las Tablas apropiadas, verificar:
Resp. (a) sen 155°13' = 0.4192 () tan 129.48° =-1.2140
(h) cos 104°38' = -0.2526 (g sen 11032° = 0.9378
(¢) tan 305°24'= -1.4071 (h) cos 262.35° = -0.1332
(d) sen 114°18' = 0.9114 (i) tan 211.84° = 0.6210
(e) cos 166°51' = -0.9738 () cos 314.92° = 0.7061

7.5  Encuentre todos los angulos 0° = ¢ < 360°, para los cuales:
(a) sen 9 = \/2/’2, (b) cos d= -1, (c) sen d = -0.6180, (d) cos & = 0.5125, (e) tan 6§ = -1.5301

Resp. (a) 45°, 135° (c) 218°10', 321°50'0 218.17°, 321.83°
(b) 180° (d) 59°10', 300°50'0 59.17°, 300.83°
(e) 123°10', 303°10' 0 123.17°, 303.17°
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8.1 REPRESENTACION LINEAL DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Sea 6 un angulo dado en posicién estandar. (Véase Figura 8-1 para 8 en cada uno de los cuadrantes.) Con el vértice O
como centro, se describe un circulo de radio unitario que corta el lado inicial OX de 6 en A, el eje positivoy en B, y el

0 M /.4 - M0 ] X
K i
\_.-/

(h)

Fig. 8-1
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lado terminal de 6 en P. Se dibuja MP perpendicular a OX; se dibujan también las tangentes al circulo en Ay en B hasta
que encuentren el lado terminal de 6 o sus extensiones a través de O en los puntos Q y R respectivamente.

En cada parte de la Figura 8-1, los triangulos rectangulos OMP, OAQ), y OBR son similares, y

sen 8 = MP_ = MP cotb= OM = BR = BR
oP MP OB
oM OoP oQ

cosf= —— = OM secf=—" =— = 0Q
OP oM OA

tan6=_MP= AQ = AQ csc®= OP = OR = OR
OM OA MP oB

Los segmentos MP, OM, AQ, etc., son segmentos de lineas dirigidos. La magnitud de la funcién esta dada por la
longitud del segmento correspondiente y el signo esta dado por la direccion indicada. Los segmentos dirigidos OQ y
OR se consideran positivos cuando se miden en el lado termina! del angulo y negativos cuando se miden en el lado ter-
minal extendido.

8.2 VARIANTES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Sea que P se mueve en sentido contrario a las manecillas del reloj, sobre el circulo unitario, empezando en A, de tal
forma que 6 = <. AOP varie continuamente de 0° a 360°. Usando la Figura 8-1. se observa cémo las funciones trigo-
nométricas varian (l. = crece, D. = decrece).

Mientras 0 crece 0°a90° 90° a 180° 180° a270° 270° a 360°
desde
sen O I.de0al 1>.dela0 D.de0a-1 l.de-1a0
cos O D.dela0 D.de0Oa-1 I.de-1a0 I.de0Oal
tan O 1. desde 0 sin limite (0 a + | /. de valores negativos | . desde 0 sin limite (0 a+) |/I. de valores negativos grandes
©) grandes a 0 (-0 a 0) a0(-»a0)
cos 6 D. de valores positivos | D. desde 0 sin limite (0| D. de valores positivos grandes | D. desde 0 sin limite (0 a - «)
grandes a0 (+»a0) a-o) a0 (+wal)
sec B 1. desde 1 sin limite (1 a + | 1. de valores negativos | D. desde -1 sin limite (-1 a -o0) D. de valores positivos
©) grandesa-1(-wa-1) grandesal (+ wal)
csc B D. de valores positivos | 1. desde 1 sin limite (1 | /. de valores negativos grandes 1. desde — 1 sin limite
grandesal (+wal) a+ o) a-1(-oa-1) (-la-x)
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8.3 GRAFICAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

En la siguiente tabla los valores del angulo x se dan en radianes. Siempre que una funcion trigonométrica no esté
definida para el valor de x, se escribird + x en lugar del valor de la funcién

X y =sen x y =cosx y = tan x y =cotx y—secx y =cscx
o] o 1.00 0 + 00 1.00 +o0
w6 | 050 0.87 0.58 1.73 1.15 2.00
w4 | o071 0.71 1.00 1.00 141 141
3 | 087 0.50 1.73 0.58 2.00 115
a2 | 1.00 0 £ o 0 +£00 1.00
23 | 087 -0.50 -1.73 -0.58 -2.00 115
3w4 | 071 -0.71 -1.00 -1.00 -1.41 141
sn/6 | 0.50 -0.87 -0.58 -1.73 -1.15 2.00
b 0 -1.00 0 +oo -1.00 + o0
6 -0.50 -0.87 0.58 1.73 -1.15 -2.00
SmA | -0.71 -0.71 1.00 1.00 -1.41 -1.41
43 | _0.87 -0.50 173 0.58 -2.00 -1.15
32 -1.00 0 +o0 0 + o0 -1.00
Sw3 | 0.87 0.50 -1.73 20.58 2.00 -1.15
Tr/4 -0.71 071 -1.00 -1.00 141 -1.41
w6 | o5 0.87 -0.58 -1.73 115 -2.00 £
Zn 0 1.00 0 *oo 1.00 w
Y
i

(a)

—-n

|
|
1
I
1
|
1
1
1
1
t
|
1
|
I
1
[}
1
i
1
1

S I S
\

() y=tanx (¢) y=cotx
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(d) y=sec (e} y=cscx
Fig. 8-2
[NOTA 1. Como sen (1/21 + x) = cos x, la gréafica de y = cos x puede obtenerse mas facilmente despezando la gréfica de y = sen x una distancia 1/2  hacia la
izquierda.]
[NOTA 2. Como csc (1/2m + x) = sec x, ia grafica de y = csc x puede obtenerse desplazando la grafica de y = csc x una distancia 1/2 m hacia la derecha.]

8.4 DESPLAZAMIENTOS VERTICALES Y HORIZONTALES

La gréfica de una funcion trigonométrica, puede ser desplazada verticalmente si se le suma a la funcién una cons-
tante diferente de cero, y horizontalmente, sumando una constante diferente de cero al angulo de la funcién trigono-
métrica. La Figura 8-3(a) es la grafica de y = sen x y las partes restantes de la Figura 8-3, son el resultado de desplazar la
gréfica.

Si ¢ es un nimero positivo, entonces al sumarlo a una funcién trigonométrica da como resultado que la gréafica
sea desplazada hacia arriba ¢ unidades [véase Figura 8-3(6)], y a! restarlo de la funcién trigonométrica resulta un
desplazamiento hacia abajo c unidades [véase Figura 8-3(c)].

(B) y=senx+2

1'(

(a) y=senx 34 '
F
¥ 2+ |
| | i
| i !
1 1 ! 1 1
IV i I
0 1 2 n, - 0 1 1 1 H X
= T H T n in 2n
2 | 2 2
=1d




94 VARIANTES Y GRAFICAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

() y=senx~| (d) y=sen{x+ n/4)

(e} v=sen(x —n/3)

Fig. 8-3

Para un nimero positivo d, una funcion trigonométrica es desplazada a la izquierda d unidades cuando d se suma
al angulo [véase Figura 8-3(d)] y se desplaza a la derecha d unidades si d se resta del angulo [véase Figura 8-3(e)].

85 FUNCIONES PERIODICAS

Cualquier funcién de la variable x, f(x), que repite sus valores en ciclos bien determinados, es llamada periddica. Al
intervalo minimo de valores de x, a los cuales corresponde un ciclo completo de la funcion, se le llama periodo de la
funcién. Es evidente, a partir de las graficas de las funciones trigonométricas, que el seno, coseno, secante y cosecante
tienen periodo 211, mientras que la tangente y la cotangente son de periodo Tr.

8.6 CURVAS SENOIDALES

La amplitud (maxima ordenada) y el periodo (longitud de onda) de y = sen x, son respectivamente 1y 2. Para un
valor dado de X, el valor de y = a sen x, a > 0, es a veces el valor de y = sen x. Asi, la amplitud de y=asenxes ay ei
periodo es 2. Si bx = 2, x = 211/b, la amplitud de y - sen bx, b > 0, es 1y el periodo es 2m/b.

La curva general de seno (senoidal) de la ecuacion

y=asen bx a>0,b>0
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tiene amplitud a y periodo 2 1 /b. Asi, la grafica de y = 3 sen 2x tiene amplitud 3 y periodo 2 w /2 = 7. La Figura 8-4
muestra las graficas de y = sen xy y = 3 sen 2x en los mismos ejes.

y=senx + 3sen2x

Fig. 8-4

Se pueden obtener formas mas complicadas de movimientos ondulatorios, combinando dos o mas curvas senoidales. El
método de adicion de coordenadas correspondientes, se ilustra en el siguiente ejemplo,
EJEMPLO 8.1 Construya la grafica de y = sen x + 3 sen 2x. Véase Figura 8-4.
Primero las graficas de y, = sen x y y, = 3 sen 2x se construyen en los mismos ejes. Entonces, correspondiendo a un valor dado, x = OA;, la ordenada

A;Bdey=senx+3sen 2x es lasuma algebraica de las ordenadas A;B;de y, = sen xy AC,de y, = 3 sen 2x. Igual mente, A,B = A,B, + A,C,, A3sB = A3B;
+ A3Cs, etc.

Problemas resueltos

8.1 Dibuje las graficas de las siguientes funciones para un periodo.
(@) y=4senx (c) y=3senxzx (e) y=3cosxzx=3sen(xx+ x%m
(b) y =sen 3x (d) y=2cosx=2sen(x+%mn)

En cada caso, se usara la misma curva y se pondra en el eje y, y se eligen las unidades en cada uno de los ejes que satisfaga los requerimientos de
amplitud y periodo de cada funcion.

(@) ¥y = 4 sen x tiene amplitud = 4 y periodo = 2m.
(b) y = sen 3x tiene amplitud = 1 y periodo = 2m/3.

(c) y =3 sen % x tiene amplitud = 3 y periodo = 21/ % = 4n.
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(d) y =2 cos x tiene amplitud = 2 y periodo = 2. Observe la posicién del eje y.

(€) y=3cos 1/2 x tiene amplitud = 3 y periodo = 4x

Y Y
4 41
7 -
[ 7 n g /o ,1 wo X
3 3
(a) y=4senx (b) y=sen3x
¥ Y
2
3
" X n X
O n an 0 7 i -
2 i
1 1
(¢) y=3senl/2x (d) . V=2cosx
4
3

I

1

!

—n 0 =« on Ir  4n X
(f) y=cosl/2x
Fig. 8-5

8.2  Construya la grafica de cada una de las siguientes funciones:

(a) y=1/2tanx (b)y =3 tanx, (c)y =tan3x, (d)y =tan l/4x

En cada caso, se usa la misma Figura colocandola en el eje y y escogiendo las unidades adecuadas para el eje x que satisfagan el
periodo de la curva.
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(a) y=1/2 tan x tiene periodo n (b) y =3 tan x tiene periodo n
| | |
! A : Y !
i ! I
i 0 1
1
A i ! !
i i : !
i | ' i \
i 34 I 1 1
) _T moom : (Ed
Ty 2
2 l4 |4 2 ! 12
| [ g 1 X
1 1
I |
I I
i 1 i i
i =k
f % i
I I I
| i :
(¢) y=tan 3x tiene periodo ir/3 (d) y =tan 1/4 x tiene periodo n/1/4 =4n
; Voo Voo
i |
| !
| I
1 1
| :
| 14
_Ti iz !
41 | e nooiln
| i o .
1 ! ]
1 I ! i
i : i i
EE —1 i '
]
| ! !
| i i

Fig. 8-6

8.3 Construya la grafica de cada una de las siguientes funciones:

(a) y=senx+cosx (c)  y=sen2x— cos 3x
(b) y=sen2x + cos 3x (d) y=3sen2x +2 cos 3x

¥ = sen 2x + cos 3x
y = senx + cos x y = senlx
14, . 1

P P4
\ ¥ = cos x,”

-

-

\
A
‘\y = cos 3x

{a) (b}
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¥ Y
| = sen 2x — cos 3x y=3sen2x +2cos Ix
34 ¥ =3sen2x
= cos 3x
il ;"}"\ cos 3x N
N Ay

(c) (d)

Fig. 8-7

8.4 Dibuje la grafica de cada una de las siguientes funciones:

(@) y=3senx+1 (c) y=cosx+2
(b) y=senx-2 (d) y=cosx-1
(a) y =3 senx es desplazado hacia arriba I unidad (b) y =sen x es desplazado hacia abajo 2 unidades
Y
4
3
) /'E‘\ % X
} 1 L}
Q 1 L % H -3
e rr [ \_4:_/ 2
-2 2
(¢) y=cosxes desplazado hacia arriba 2 unidades (d) y= 1/2 cos x es desplazado hacia abajo 1 unidad
| i
" 3
T X
i

s i
[
A

Sl

- _%

Fig. 8-8
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8.5 Construya la grafica de cada una de las siguientes funciones:

(@) y=sen (x —m/6) (c) y—cos(x—mu/d)
() y=sen(x +x/6) (d) y=cos(x+a/3)
(a) y=senx es desplazado a la derecha 7 /6 unidades (b) y=senux es desplazado a la izquierda 7/6 unidades

(¢) y=cosx esdesplazado a la derecha 7/4 unidades (d) y=cosx esdesplazado a la izquierda 7/3 unidades

¥

~

|
BlAf—
b;;"/
<*§‘
a5
AJ§>
L]
Y
i b
A
]
il /—
/.
<“"'=’J
m|;’\
Sk S
!

Fig. 89
Problemas propuestos
8.6 Dibuje las graficas de las siguientes funciones para un periodo.

(a) y=3senx, (b) y = sen 2x, (c)y=4senx/2, (d) y=4cosx, (e)y = 2 cos x/3, () y=2tanx,
(g) y = tan 2x
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100

sen 2x

y=

()

3senx

y

(@)

Resp.

2n

In

=4 cos x

@ vy

4 sen x/2

y=

()

B ——

———a] &

44

2 tan x

® »

v =2 cos x/3

(e)

L s e ST
= 2_-
]
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(g) y=tan 2x

Y
R S
1
1
!
: i
! l
P E
R Togn
8 1

A, S

|
i
1 |
I
!
1
l :
| i

Fig.8-10

8.7 Construya la grafica de cada una de las siguientes funciones para un periodo.

(a) v=senx + 2 cosx (c) y=sen2x + sen 3x
(b) y=sen3x+cos2x (d) y=sen 3x—cos2x
Resp. (@) y—senx+2cosx (b) y=sen3x+cos2x
Y ¥
] |
3
24 24
1
| .
H | 14 n !
1 i 2 :
il T 5 X o =r - X
i
=4 : =1 H
: :
—24 o] H
_3-]
Y
‘ r
24 24
14 5 1
2 R /‘\/\ n
g i 0/ n
- 14 — 4 2
g -2
Fig. 8-11

()  y=sen 2x + sen 3x (d) y=sen 3x-cos 2x

101
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8.8
periodo.
(a) y=senx+3
(b) y=cosx-2
Resp.

(a) y=senx+3

Y

F

44

(c) y = sen(x-11/4)
(d)

y =cos (x + 11/6)

(b) y=cosx-2
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Construya la grafica de cada una de las siguientes funciones para un

Ly
H

|
1
'
i
i )
! i i
2 ! H : -1
i ] i i
| | 1 1
i ! ! |
1 | 1 ! H =~z
| ' i 1
| = 1 1
H 1 |I II 3
[ n n Ix m X )
2 &
(c) y=sen(x-T/4)
Y

(d)

R

e m e ——— |

y = cos (x + 11/6)

=g
(R
o

/

b

Fig. 8-12
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Relaciones reciprocas Relaciones de cocientes Relaciones pitagoricas
csc 0=_1 tan 6 =_sen 0 sen® O + cos? 0 = 1
sen @ cos 0
1 cos 0
sec= —— cot 6= 1 + tan’0 = sec’ 0
cos 0 sen 0
cot® = 1 1 + cot? 6= csc’0
tan 0

Las relaciones basicas son validas para cualquier valor de 0, para el cual las funciones que contiene estan definidas.
Asi, sen? 0 + cos? 0= 1 es valida para todo valor de 0, mientras tan 0 - sen0/cos0 es valida para todos los valores de 0, en

los que 0 esta definida, es decir, para toda 0 n #90°, donde n es impar. Observe que para los valores excluidos de 0, cos 0 =
0ysen0#0.

Las demostraciones de las relaciones del cociente y las pitagéricas, aparecen en los problemas 9.1 y 9.2. Las rela-
ciones inversas fueron tratadas en el capitulo 2.

(Véanse ademas Probs. 9.3 2 9.6.)

9.2 SIMPLIFICACION DE EXPRESIONES TRIGONOMETRICAS

Con frecuencia es conveniente transformar o reducir una expresion dada que utilice funciones trigonométricas a
otra funcién mas sencilla.

EJEMPLO 9.1
1 1 9
(a) Usando csc 0 = , cos 0 csc @ =cos 0 o8 =cot 0.
sen sen 6 sen 6
0 0
(b) Usando tan 6 = Sy , cos @ tan O = cos O sen sen 6.
cos 0 cos 0
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EJEMPLO 9.2 Utilizando la relacién sen® 6 + cos®> 6 =1,

(a) sen’ 0 + sen 0 cos’ 0 = (sen® 0 + cos? 0) sen 0 = (1) sen & =sen 0.

cos’ 0 I-sen’0 (1-sen 0) (1 + sen 0)
(b) = = =1+ sen 0.
1 —send 1 —senf 1—sen @
(NOTA. La relacion sen’ 6+ cos’ =1 puede ser escrita como sen’f=1-cos’ 0 y también corno cos® 0 = 1 sen’ 0 Cada forma es igualmente til. En el Ejemplo

9.2 la segunda de estas dos formas fue utilizada)

(Ver Probs. 9.7 2 9.9.)

9.3 IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Una ecuacion que utiliza funciones trigonométricas, que sea valida para todos los valores angulares en los cuales
las funciones estan definidas, se llama una identidad trigonométrica. Las ocho relaciones basicas de la seccion 9.1 se
consideran identidades trigonométricas; también lo son:

cos # csc O =cot @ y cos @ tan € = sen 0

del Ejemplo 9.1.
Una identidad trigonométrica se verifica transformando alguno de sus miembros (cualquiera) en el otro. En general,
uno comienza por el lado méas complicado. En algunos casos, ambos miembros se transforman a una nueva forma.

Pasos generales para verificar identidades

1. Conocer las ocho relaciones basicas y reconocer las formas alternativas de cada una.
2. Conocer los procedimientos de adicion y sustraccion, reduccién y transformacion de fracciones en fracciones
equivalentes.
3. Conocer las técnicas de factorizacion y de los productos especiales.
4. Usar solamente procedimientos de sustitucion y de simplificacion que permitan trabajar en un solo lado de la
ecuacion.
5. Seleccionar el lado de la ecuacion que parezca ser mas complicado, e intentar transformarlo en el otro miembro
de la ecuacion. (Véase Ejemplo 9.3.)
6 Transformar, independientemente, ambos lados de la ecuacion en la misma forma. (Véase Ejemplo 9.4.)
7. Evitar sustituciones que introduzcan raices.
8. Usar sustituciones para cambiar todas las funciones trigonométricas en expresiones que contengan Gnicamente
senos y cosenos Y, entonces, simplificar. (Véase Ejemplo 9.5.)
9. Multiplicar el numerador y el denominador de una fraccién por el conjugado de cualquiera de ellos. (Véase Ejemplo
9.0.)
10.  Simplificar la raiz cuadrada de una fraccion utilizando conjugados para transformarla en el cociente con cuadra-
dos perfectos. (Véase Ejemplo 9.7.)

sen? 6 +2cos’ O

EJEMPLO 9.3 Verifique la identidad 6 + 2 cot 0 =
sen 6 cos 6

Dejamos el lado izquierdo sin cambiar y se escribe nuevamente el lado derecho como la suma de dos fracciones, se reducen fracciones y se
substituyen las relaciones basicas para transformar la expresion.
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sen’d + 2cos’0
tan 6 + 2 cot 6 = _—
sen 6 cos 6

sen” 0 2cos’ 0
= —_—_—
sen @ cos 6 sen O cos @

= senf + 2cosf

cos 0 sen 6

tan @ + 2 cotf=tan 0 + 2 cot O

EJEMPLO 9.4  Verifique la identidad x + cot x = oSex

COSs X

Se transforma el lado derecho de la ecuacion hasta que aparezca completamente simplificado. Como la parte izquierda es todavia dife-

rente de la derecha, se cambia, aquélla, a su nueva forma.

csc X
tan X + cotx = ——
CcOS X
1
- CSC X
cos X
1 |

=senx  COSX
= 1

Sen X Cos X

senx ' COSX
+

COS X sen X

sen’ x cos® X
+ =
SeNn X COS X  Sen X Cos X

sen’ x + cos’x =
sen X cos X

1 = 1

sen X Cos X sen x cos X

sec X
EJEMPLO 9.5  Verifique la identidad ———— =senx.
cot X + tan x

105

Se moadifican todas las funciones en el lado izquierdo por expresiones en términos de senos y cosenos, y, entonces, se simplifican.

sec x
—— =senx
cot X + tan x

1
cos X =

cos X + senx

sen X COS X
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COS X sen X €05 X sen X
SN X Cos x

SCN X = sen X

senX 1 —cosx
EJEMPLO 9.6 Verifique la identidad Lo+ cos e X
Se multiplican el numerador y el denominador del lado izquierdo por 1 - cos X, el cual es el conjugado del denominador. (El conjugado de una
expresion de dos términos equivale a la expresion determinada cuando el signo entre ambos términos es reemplazado por su opuesto.) La
unica vez que se usara este procedimiento sera cuando el producto de la expresion y su conjugado dé la forma de una relacion pitagérica
sen X I — cos x
1 +cos x sen X
I —-cosx  senx
I —cosx 1+ cosx
(1 -~ cos x)sen x
I —cos’x
(1 —cos X)wen X
ﬂ.‘ﬂz X
I—cosx 1 -cosx

STNX sen X

‘!s.'eé x—nx 1
EJEMPLO 9.7 Verifique la secx +tan ¥ seC X +an x’

identidad

Como el lado izquierdo tiene la raiz, se multiplica el numerador y el denominador de la fraccién dentro de la raiz por el conjugado de alguno de
ellos. Se usara el conjugado del numerador, ya que éste hara que el denominador sea el cuadrado del valor que se quiere en el denominador.

fsec ¥ — tan x 1

‘\l’ SeC x < tan x SeC X + tan x
[see x — tan x sec x + tan ¥
\{‘ SCC X 4 Al X SCC X + lan x
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/.._n . R
y/ (sec x + tan x)*
1 !
SECX + lan X sec X + tan x

La practica nos indicara qué substitucion hacer y cudl procedimiento es el mas sencillo de usar. La forma empleada en los Ejemplos 0.3, 0.4
y 0.5 son las mas frecuentes.

(Ver Probs. 0.10 2 0.10.)

Problemas resueltos

tan 4 = o0 " '

n# = ——— = ———.
al oS i Yy CO

0.1 Pruebe las relaciones de los cocientes

Para cualquier angulo 0, sen 0 = y/r, cos 0= xIr, tan 0 = y/x, y cot 0= x/y. donde P(x, y) es cualquier punto en el lado terminal de ti
a una distancia r del origen.

¥ i sen ) X xH 2os Tarmbis 4 1 cas #
Entoncestan ft = o = 7 = gogg ¥ 0OH = = o = ggyp \Tamblén col b = pat = oty

0.2  Pruebe las relaciones pitagéricas (a) sen” & + cos’ =1, (b)) 1 +tan’ @ =sec’ Oy (c) 1 + cot’ O =csc® b.

Para P(x, y), definido como en el problema 0.1, se tiene A = (x> +y° = /9).
(@) Dividiendo A entre /°, (x/r)’ + (v/r)> =1y sen* 0 + cos’ 0=1.
- 2 ]
(b) Dividiendo A entre x°, 1 + (y/x)° + (r/x)’ y 1 + tan” 6 = sec? 6. (f“i?) + 1= ( i) o wn? f + 1 =sec’ B
También, dividiendo sen> 8 + cos® 8 = 1 entre cos’ 6, cos cos @
(c) Dividiendo A entre y°, (xIy)’ + 1 = (1/y)’ y cot? 6 + 1 = csc? 0.

cos #4\2 13?2
También, dividiendo sen’ @ +cos’@ = lentresen’d, 1 + o 1 cos = + cot* §=csc’
sen sen

0.3  Exprese cada una de las otras funciones de 6 en términos de sen 0.
cos? =1 -sen’ 0 y cos 0 =+I-sen’ 0

1+ /1—satb

cotfh = —- -
tan 0 senf)
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1
sec fl = 1 = cscfl =
CcOs8 +./1 —sen? @ sen 6

Observe que cos 0 =%V 1 -sen® 0. Al escribir cos 0 = v 1 - sen’0 se limita al angulo 0 a aquellos cuadrantes
(primero y cuarto) en los cuales el coseno es positivo.
Ahora, sen 0 y cos 8 son ambos positivos cuando 0 esun angulo del primer cuadrante, mientras que sen 0=+ y cos 0 =- cuando
0 es un angulo del segundo cuadrante. Asi,
0.4 Exprese cada una de las otras funciones de 0 en términos de tan 0.

sec? # = 1 + tan® @ y secl=+/1+tan? @ cosf=——=— mm=—we
' Vi secl & /1 +wn'o
4 1 tan 0
o tan 0 v senf@=tanfcosf=tanfl — ————-c ==
cos i\/’l—i—tanzf} 1\/l+1a
1 +./1 + tan? f
b — ==V T ot = ——
ese sen § tan & ¢ 4

0.5 Utilizando las relaciones basicas. encuentre los valores de las funciones de 0. dado sen o = 3/5.

De cos® O =1 —sen? §, cos 0 = +./1 — sen? 0= +./1 — (3/5) = +./16/25 = +4/5.

Primer cuadrante Segundo cuadrante
sen 0 =3/5 cot 0 =4/3 sen 0 =3/5 cot 0 =-4/3
cos 0=4/5 sec 0 =5/4 cos 0 = -4/5 sec 0 = -5/4
3/5 tan 0 = - 3/4 csc 0=5/3
tan 0 = 4/5 = 3/4 csc 0 =15/3

0.6 Usando las relaciones basicas, encuentre los valores de las funciones de 0, dado tan 6 = -5/12.

Comotan 0 = -0 estaenel segundo o en el cuarto cuadrante.
Segundo cuadrante Cuarto cuadrante

tan 6= -5/12 tan 6 = -5/12
cot 0 =1+ tan® 0 =-12/5 cot 0 =-12/5
sec B = - Vtan? 6= -13/12 sec = 13/12
cos 0 =1/sec 6=-12/13 cos 0=12/13

csc 0 = V1 + cot® 6=13/5 csc 0 =-13/5
sen 0= 1/csc 06=5/13 sen 0= -5/13

0.7 Realice las operaciones indicadas.
(a) (sen O -cos 0)(sen O + cos 0) = sen® 0 - cos” 0

(b) (send + cos A)>=sen’ 4 + 2 sen A cos 4 + cos® 4
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()  (senx+ cosy)(seny — cosx)=sen X seny — sen X cos X +seny cos y — cos X oS y
(d) (tan® 4 - cot A)? - tan* 4 - 2 tan® 4 cor A + cot® 4
cos ! sen 0 + cos )
e) 4 -——m =
sen sen f
sen {) 2 cos? § — senl cos 0 + 2
Yy 11— - 5=
cos ) cos’ P cos® ¢

9.8  Factorice.

(d)
©

sen” @ — sen 6 cos 0 = sen O (sen @ — cos 0)
sen® 0 + sen? 0 cos® 0 =sen’ 0 (1+ cos’ 0)
sen” 0 + sen 0 sec @ - O sec® O = (sen O + 3 sec 0)(sen O - 2 sec 0)
sen’® 0 cos® 0 - sen” O cos® O + sen O cos® O = sen O cos® O (sen” 0 -sen B cos O + 1)

sen® @ - cos* 0 = (sen” B + cos® 0)(sen” O - cos” B) = (sen’ B + cos’ B)(sen O - cos B)(sen O + cos O)

9.9  Simplifique cada una de las siguientes funciones.

(a)

]

(c)

(d)

(e)

-2 sen 0 cos O + cos® 0 = 2(sen® 0 + cos’ 0) =2

"

1

sec O — sec 0 sen O = sec (1 — sen” 0) = sec 0 cos® 0 = — cos? f = cos 0

1 cosf senticosd
sen s —yen g T _en DEOST
sen ) sec A cot # = sen | cosiend ~ cosfuand

1
sen? O(1 + cot? 0) = sen® O csc? O =sen? f ——- =1
sent @

1
R R |
o8 cos? f)

sen® 0 sec® 0 - sec’ 0= (sen’ 0 - 1) sec’ 0 = - cos® O sec® (9 =

(sen 0 + cos 9)2 + (sen 0 - cos 6)3 =sen’ 0 + 2 sen 0 cos O+ cos’ O + sen” O

1 b1
ent 6 cos? 0
tan® 0 cos? 0+ cot? 0 sen’ 0 = s cos? @+ - sen? 0 = sen® § + cos? 0 = 1

cos® f sen® B

cos ¢ sen ) cos 0 sen 0 ¢1 + sen ) + cos® 0
gy tanllp ———— = —— + — —— = ——
I+ sendd cos | +senl cos (1 + sen i)
sen ! +sen’ 0 + cos? 0 sen (0 4 1 1 0
T cosf(1 4+ senf)  cos@(1 + senB) cosl

Verifique las siguientes identidades.

9.10

2 2
secil+escil=— — + = .
cos? 0 sen’ @ sen’ (cos® O

2 2 2 2
sec” 0 csc” @ =sec” @ + csc” O

I 1 en? ) g 1
_sen + cos - — esc? 0 sec? B

1 ]
sen’ @cos’ 0 sen® O cos® 0

109
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9.11

9.12

9.13

RELACIONES BASICAS E IDENTIDADES

sect 0 - sec’ @ =tan® 0 + tan® 0

tan® @ + tan’ @ = tan® 0 (tan’ @ + 1) = tan® 0 sec’ 0 = (sec’ 0 - 1) sec’ @ = sec’ 0 - sec’ O

o

sec’ 0 - sec’ @ = sec’ 0 (sec’ 0 - 1) = sec’ 0 tan® 0 = (1 + tan® 0) tan’

sen x 1 + cos x
2escx = —
I +cosx SEN X
sen x I+cosx  sen®x 4 (1 +cosx)? sen?x-+ 1+ 2cosx + cos? x
1+ cos x sen x sen x (1 -+ cos x) sen x (1 + cos x)
2+ 2cosx 2(1 + cos x) 2
S = L =2cse x
sen x (1 +cosx) senx(l +cosx) senx
| —senx COS X
cOos X 1+ senx
Cos X cos’ X 1 —sen® x (1 —sen x)1 +senx) 1 —senx
f+senx cosx(l+senx) cosx(l+senx)  cosx(l+senx)  ¢osx
sec A —cscA tan A -1
sccAd+cscd tan A+ 1
1 1 sen A
seccA —cscA cosAd senAd  cosA tan 4 — 1
secA+cesed | I send Ttan A + 1
cos A send cosA
tan x —sen x 5¢C X
sen® x 1 + cos x
sen x
- — sen X
tan x —senx  COS X sen X — Sen X cos X senx (1 — cos x)
sen® T Tsen®x  cosxsen’x  cosxXsen®x
1 —cosx 1 sec x

cos Acot A
csc A —sec A

cos Acot A —senA tan 4
cse A — sec A

1 —cosx

~sen A tan 4

— =1+ sen A cos A

O
- —sen

1 1
senAd  cos A

0 = tan® 0 + tan* 0

COs X sen” X COS X (1 — cos? x) Teosx{l +cosx) t+cosx

sen
sen 4 cos A

cos? 4 —sent A

T cos A —send
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(cos A — sen A)cos? A + cos A sen A +sen® A)

B =cos? A+ cos Adsend +sen? A=1+cos A sen A
cos A —sen A

senf —cos 41 senll4 1

.17 sen0 +cosf— 1 cosfl
sen 1 (senfl + 1)(sen ) + cos ) — 1) sen? 0 + sen 1 cos f + cos 0 — 1
Ccos cosO(send +cost — 1) cosO(senf +cos - 1)
_ —cos® 0l + sen 0 cos ) + cos (1 _cosllsent —ecos 0+ 1) senfl —cos 0 + 1
T cosO(send +cosfl = 1) cosf(senl +cosf— 1) sendl + cos i) — |
tan ) + sec ) — 1

9.18 =tan A + sec f

tan ) — sec 0 + 1

tanfl +sec@ — 1 tan 0 + sec 7 + tan® & — sec? 0 _ {tan 8 + sec @)(1 + tan 6 — sec ()
tand —secl+1 tanf—-sech+1

wnl—secl+1
=tan {l + sec f
0

tantl —secf + 1 7tan2975ec2 )+ tan # + sec ¥

tan {1 + sec f} = (tan (1 4+ sec ) —— s = St ol i
MR Py gy iy

tan 0 — sec 0 + 1

—1 + tan # + secf

T tan 0 —secO 41

(NOTA: Cuando esta identidad se expresa en términos de senos de 6 y cosenos de 6. se convierte en la obtenida en el Prob. 9.17.)

Problemas propuestos

9.19 Encuentre los valores de las funciones trigonométricas de 6, dado que sen 6 = 2/3.

Resp. Cuadrante I: 2/3,N5/3, 2/\5 = 2N5/5,N5/2, 3/5_=35/5, 3/2
Cuadrante I1:  2/3, -\5/3, -2/N5 = -2~5/5, -N5/2, -3/\5 = -3~5/5, 3/2

920 Determine los valores de las funciones trigonométricas de 6, sabiendo que cos 6 = -5/6.
Resp. Cuadrante I1: N11/6, -5/6, -N11/5, -5/N11 = -5711/11, -6/5, 6/N11 = 6711/11
Cuadrante I11:  -V11/6, -5/6, N11/5, 5N/11 = 5N11/11, -6/5. -6/N11 = -6~11/11

921 Encuentre los valores de las funciones trigonométricas de 6, dado que tan 6 = 5/4.

Resp.  Cuadrante I: 5N41 = 5V41/41, 4N41 = 4N41/41, 5/4, 4/5, N41/4, N41/5
Cuadrante I11: -5/N41 = -5V41/41, -4/N41 = -4\41/41, 5/4, 4/5, -N41/4, -N41/5
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9.22  Calcule los valores de las funciones trigonométricas de 0, dado que cot 0 = - 3.

Resp. Cuadrante II: 1/2, V372, -1/\3 = -N3/3= -2/33 = -2/3/3, 2
Cuadrante 1V: -1/2,¥3/2, - 1/V3 = -N3/3=-3, 2/V3 = 2/3/3, -2

sen 0+ cos ) — tan )
9.23 Deduzcaelvalorde . —  ——-— - cuandotan @ = —4/3,
sec ! + csc ) — cpt 1
Resp. Cuadrante II: 23/5; Cuadrante IV: 34/35
Verifique las siguientes identidades:
9.24 sen @ sec 0 = tan 0 9.25 (1-sen*4) (I+tan’>A)=1
9.26 (1-cos0)(1+secH)coth=send 9.27 csc? x (1-cos’x) =1

H
senfl  cos I_ —2cos* A

— = — - ——=1an 4 —cot 4
928 csctl | sechl 9.29 sen A cos A
9.30 tan” x csc” x cot’ x sen’ x = 1 9.31 senAcosA (tand + cord) =1
] n
932 . 0 _ e
Tsnd ™
1
C oo =sec —tan 0
9.34 i 1 933 sech+tand "
g S, 2
I —sen A -"J+scn»l 2sect 4
Ifcosxisecxfli of % — @ 3
935  ficosx seex+1 (eat x = cse xy
936 tan @ — csc @ sec O (1 — 2 cos® 0) = cot 0
937  tan 0 — csc O sec O (1 — 2 cos® 0) =cot 0
9.38 senflcos - tan 4
cos?l) —sen ! 1 —tan®dl 9.39 Sen X+ tan x = won x tan x
’ col X + €sc X : :
9.40 sen 1 ~ sec 6
’ sen ) 4+ cos 6 sec @ + csc & swn® 0 4 cos® 0 : i cos o
S S s
941 sen @ + cos O entieo
sen (1
y ol i A en {1 cos 0 4]
942 cot i + | 4 cos il csc 0 9.43 sen 1 cos ( tan

cosTl = sen’ 1 Ztani

9.44 (tan x + tan y)(/ - cot x cot y) + (cotx + cot y)(l - tan x tan y) =0
945 (xsen 0 -y cos 0)>+ (x cos 0 +ysen0)’=x+)7
946  (2r sen 0 cos 0)* + r(cos® 0 -sen” 0)> =

947  (rsen 0 cos @)° + (rsen 0 sen ®)* + (r cos 0)> =1°



Funciones trigonométricas de
dos angulos

10.1 FORMULAS PARA LA SUMA

sen (a+ B) = sen a cos S+ cos a sen B

cos (e + B)=cosacosf-senasenf

tan o + tan ff
fan (x + = D
=+ h b — tan a lan f#

Para la demostracion de estas formulas, véanse los Probs. 10.1 al 10.3.

10.2 FORMULAS PARA LA DIFERENCIA
sen (a - f) =sen a cos P - cos a sen ff
cos (a - ) - cos a cos B+ sen a sen
tan x — tan f}

ta = - - —=
an (2 = ) I 4 tan xtan f

Para la demostracion de estas formulas, véase el Prob. 10.4.

10.3 FORMULAS PARA EL DOBLE DE UN ANGULO

sen 20 = 2 sen o cos o

cos2a=cos’o-sena=1-2sen’a=2cos’a-l
2 tan o

tan 2o = - —— —
1 — tan” o

Para la demostracion de estas formulas, véase el Prob. 10.14.
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10.4 FORMULAS PARA UN SEMIANGULO

1 — cos ¢
sen 3= + /— 7(.01(}
N2
1+ cosd
cos 10 = + / Sy
N
1 —cosd sen 6 1 —cos#

ani=+ [ = =
tan > T\ T+cosd 1+cost sen

Para la demostracion de estas férmulas, véase el Prob. 10.15.

Problemas resueltos

10.1 Demuestre 1) sen (a + B)=sen acos 3+ cosasenf
y (2) cos (a + ) =cos acos B -sen asen f cuando ay B son dngulos agudos positivos.

Sean a y B angulos agudos positivos, tales que a + 8 < 90° [Fig.10-1 (a)] y a + 8 > 90° [Fig. 10-1(6)].

P ¥
y
[
L\ ,
a
a
D B D B
Y
1"$ ;‘
\ i % A
7] y] X 4 [3] c X
(h)

(a)

Fig.10-1

Para construir estas figuras, coloque el angulo «en posicién estandar, y sitlie el angulo B8 de tal forma que su vértice se en-
cuentre en el origen Oy su lado inicial coincida con el lado final del &ngulo a. Sea P cualquier punto en el lado terminal del angulo (a
+ B). Dibuje la recta PA perpendicular a OX, PB perpendicular al lado terminal de a, BC perpendicular a OX, y BD perpendicular a AP.

Ahora LAPB = a porque sus lados correspondientes son perpendiculares (04 y AP, OBy BP). Entonces
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10.3
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(4 gy~ AP _AD+DP_CB4DP_CB DP_CB OB DP BP
e or~ op oF ~optop 0B orT BP OP
= sen « €os ff + cos a sen f§
04 _0C-AC _0C-DB_0OC DB_OC OB DB BP
cos(at+ f)=——=

opP opP 0P T OP OP 0B OP BP OP

= COs & cos fi — sena sen f8

Demuestre que (1) y (2) del Prob. 10.1 son validas, cuando a y 8 son angulos cualesquiera.
Primero, verifique las formulas para el caso en que a = 0° y B = 0°. Puesto que,

sen (0° 4+ 0°) =sen 0° cos 0° + cos 0°sen 0° =01+ 1+0=0=sen 0°

cos (0°+ 0% =cos 0°cos 0°-sen 0°sen 0°=1°+1°+0°+0=1=cos 0°
las formulas son validas en este caso.

Ahora, se demostrara que si (1) y (2) son validas para dos angulos dados, o y B8 las férmulas también lo seran cuando, por
ejemplo, o se incremente 90°. Sean o y B dos angulos para los cuales se consideren validas las ecuaciones (1) y (2). y tome en
cuenta los siguientes postulados:

(a) sen (ot B+ 90°) = sen (o0 + 90°) cos B + cos (o + 90°) sen B

y (b) cos (a + B+ 90°) = cos (a + 90") cos B - sen (a+ 90°) sen B

De las gréficas de la Sec. 8.3, puede notarse que sen (6 + 90°) = cos0y cos (8 + 90°) = -sen 6. Por consiguiente, sen (o + 8 + 900) =
cos (o + B)y cos (¢ + B + 90°) = -sen (a + B). Entonces (a) y (b) se reducen a

(a') cos (a + B) =cosacosB + (— sena)senB— cos o cos B — sen o sen
y (b') — sen (o + B) = — sen & cos B — cos o sen B
o sen (o0 + B) = sen a cos B + cos o sen B

las que, se asume, son relaciones validas. Asi, (a) y (b) son relaciones validas.

Se puede proponer el mismo argumento para demostrar que si (1) y (2) son vélidas para dos angulos o,y 3 también lo son
cuando  se incrementa 90°. Por lo tanto, las férmulas son validas cuando ambos, a y 8, se incrementan 90°. Ahora cualquier an-
gulo positivo puede expresarse como un maltiplo de 90° méas 8, donde tiseria 0° o0 un angulo agudo. De este modo, con un nume-
ro finito de repeticiones del argumento, es posible probar que las férmulas son validas para cualquier par de angulos positivos
dados.

Se dejara al lector la demostracion para el caso en que, en lugar de un incremento, hay una disminucién de 90° y asi, pro-
bar que (1) y (2) son validas cuando un angulo es positivo y el otro negativo, o bien, cuando ambos son negativos.

tan « + tan 3
_TTTaF 39 tan_B

Corrobore tan (a + B) =

sen(o + f) sen o cos [)’ + cos & sen i
tan (@ 4 f) = - - S :
cos (a + e " cos & cos ﬁ —sena sen

sen o Cos [5’ oS o sen B

_cosa cos [} COS % COS B tan « + tan f3

cos o cos B senasen /i' 1= tan « tan i
oS & COs [i cos o cos fi
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10.4 Demuestre las formulas para la diferencia.
sen (o -B) =sen [o+ (- B)] =sen a cos (- f) + cos a sen (- f)
=sen a (cos B) + cos a (- sen ) = sen a cos ff - cos a sen ff
cos (a-f)=cos[a+(-B)]=cosacos(-p)-senasen(-f)
=cos a (cos B) - sen a (- sen ) - cos a cos B + sen o sen P
. tan # + tan (—ff)
tan (2 — i) =tanfz 4+ (— ] = T — tan o tan { - ,_fil

tan x + {— wn /) tan x — tan f
| —tanz(~tan ) | + tanxtan i1

10.5 Encuentre los valores del seno, coseno y tangente de 15°, utilizando (a) 15° - 45° - 30° y (b) 15° = 60° - 45°. (a)
sen 15° = sen (45° - 30°) = sen 45° cos 30° - cos 45° sen 30°
1S3 11 U3 2 Jo
— N = N o= {\'q — 1} = MM T
3 2 22 2./ 4 4
~ A =N
cos 15 =cos {45 - 3 ) = cos 45 cos 30 v wendsS wen 30
i /3 11 i2 6+ 2
o A S
- ML . R QI RS S S
53 + Ao 4 3+ ) 1
v W=
tan 43 — tan 30 13 3
tan 15 = tan (45— 30°) = =M N =2
P+tands an 30 | 41,0y 34
I3 Vo
(hy wen 15 = wn (607 = 457) = wen 60 vos 457 — cos 607 w0 45 =
BNV
4
cas 15 = cos (600 — 457) = cos 607 cos 45" + wn 6 en 457 =
_ v+ 2
4
an 15— tan (60 — 45 tan 60— tan 457 31 3 ._‘
an 15 = tan —45) = = =2,/
) l 4 tan 60" tan 45' NER N
10.6

Determine los valores del seno, coseno y tangente para /12 radianes.

Donde 1/3 y 11/4 son angulos especiales y /3 - /4 = /12, pueden ser usados para encontrar los valores requeridos.
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T (1{ n) n Fid n T /3\/:2 i\/i \/8 \/i V’?J—\/—Z
sen = —

500

-

3T 4T engees S oS sen, = s o= e — =

12 SBS2 2 Je 24 e
cos g:cas(;—;:)-Loe.:cos4+&;n; sLng 3 \T[+%\/—=\f P _VITVE

b T
tan - — tan -
e (rr n) I I Tl U |
n_=tan|; - |=————
2 174
I+lan31anz l+\/_(1) 1+V3

/31 ’-1f-1 3-2 —2./3 _
Y 3 3 3 I+1_4 2\/:«§=2W‘/3

i1 A1 3o 3-d

10.7 Halle los valores del seno, coseno y tangente de 51/12 radianes.

Donde 11/6 y 11/4 son angulos especiales y 1/6 + m/4 = 51/12, pueden ser usados para encontrar los valores

requeridos.

5 12 32 /2 J6 J1+6
wen o = senf 4 ) = en tcos T+ cos - sen” = - J— /—-l{v=~\-’~+\~~-—-‘\Lj-\-’r
12 6 4 4 6 4 2 2 2 2 4 4 4

S fn = n n LI 321 2 /6 2 6—./2
cos 5 = cos(—ﬁ + ;4):cm;6cos4 —sen sy = "T%— —E-‘/T :34—— VT ‘/——‘/
tan - + t r ‘ﬁ 1
an - + tan T -
ht 4 ‘m =n n 6 4 3 + \/3 +3
l}!n12‘—ldn(6 4 = - TL'= — = =
1 —tan _ tan |_..\/_.3.| 3-/3
6 4 3
3+ f11+\f/3 _9+6/3+3 12463 24 /3
J3iv 3 93 6
10.8 Reescriba cada una de las siguientes expresiones como una sola funciéon de un angulo.

(a) sen 75° cos 28° - cos 75° sen 28°
(b) cos 31 °cos48°-sen 3l °sen 48°
(c) 2sen75°cos 75°
(d) 1-2 sen®37°
Resp, (a) sen 75° cos 28° - cos 75° sen 28° = sen (75° - 28°) = sen 47°
(b) cos31° cos 48° - sen 31° sen 48° = cos (31° + 48°) = cos 79°
(c) 2 sen 75°cos 75° =sen 2(75°) = sen 150°
(d) 1-2 sen®37°=cos 2(37°) = cos 74°

117
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10.9 Reescriba cada una de las siguientes expresiones como una sola funciéon de un angulo.

tan 37" + tan 68" /1 + cos 160°
AR sl T an e 4y TS EYY
@D 7 dn 37 an 68° @ \ 2

2 tan 317 sen 142°
N T © T cos 143°
1~ cos 84° ,
© \/ e )

tan 37 + tan 68°

. L IR o v °) = 05°
Resp. (a) T = tan 77 tan 68° tan (37" + 68°) = tan 105
2tan 31°
e e = 2(31°) = tan 62°
(h) [ tan? 3 tan 2(31%) = tan 6

7= consd
(c} \/—— -f?q-f—-—- = sen $(847) = sen 427

T
(d) \/ cc; —-- = cos §(160") = cos 80"
sen 1427

T4 Gos 1437 = a0 2(142) = tan 71°

(e)

I — cos 184°

Teoslean L184°) = s
won 184° tan ;(184") = tan 92

N

10.10 Compruebe que (a) sen (45° + 6) - sen (45° - B) = V2 sen By (b) sen (30° + 6) + cos (60° + 6) = cos 6.
(a) sen (45° + 6) - sen (45° - 0) - (send5° cos O + cos 45° sen 6) - (sen 45° cos @ - cos 45° sen 6)

=2cos45°sen 0 =2 1/\2 sen = V2 sen

(b) sen (30° +6) + cos (60° + ) = (sen 30° cos O + cos 30° sen 0) + (cos 60° cos @ - sen 60° sen 6)

1 3 1 /3
= (-jcosﬁ + VT seng) + (é cos f — 1’2— v:nb‘) =cos f!

10.11  Simplifigue: (&) sen (a0 + f} + sen(z — i), (h) cos (2 + ff) — cos (a — fi),
) tan (x + fi) - tan o
b tan (e + Ptana
(d) (sen 4 cos P - cos a sen B)° + (cos a cos f + sen a sen p)?
(a) sen (o + B) + sen (a - B) = (sen o cos f + cos a sen ) + (sen a. cos P - cos a sen P)
=2 sen A cos
(b) cos (a + B) - cos (a - B) = (cos a cos P - sen a sen B) - (cos « cos P + sen o sen P)

=-2senasenf
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an (o + f) —tanax -
W e Lt f)—al=tan g

(d) (sen acos f - cos a sen P)° + (cos o cos P + sen o sen P =sen” (o - B) + cos’ (a-p) =1

10.12 Encuentre sen (a + B), cos (a + f3), sen (a - B) y cos (a - B) y determine el cuadrante al que pertenece (a + f3) y
(a - B), dados los siguientes valores
(a) sen a - 4/5, cos B = 5/13; a y B pertenecen al cuadrante I.
(b) sen a = 2/3, cos } = 3/4; a en el cuadrante I, B en el cuadrante IV.
(a) cos a = 3/5, ver figura 10-2 (a), y sen P = 12/13, ver figura 10-2(6).
4 5 312 56
5 5

sen(% 4 f}) = senacos f + cos o senfi = Tt inT e
(e + 3)en el cuadrante |i
(o4 )= ) 6 35 412 33
cos (& + i} = cos x cos ff —sen & sen =13 5137 65
4 5 312 16
sen(a— fiy =senxcos ff —cosasenfl= .+ = — 1= —
5 K3 53 65
{o — 3) en el cuadrante IV
s(x—f) = s fi + se M—]S'dn—ﬁ}
cos (% — ff) = cos o cos fi + nasel{—s 3573763
Y i
[} |
5 13
4 12
4 \J
0 3 X ] 5 =X
(a) (b}
Fig.10-2

(b) ©OS « = —-+ 5/3, ver Figura 10-3{a), y sen 5 = —+7/4, ver Figura 10-3(b).

23 5 7
sen(x + f) =senccos i+ cosasenf = _ . - +(v‘£)(-£—)

6+ /3
ol

it

34 3 4 (¢ + 3)enel

. 2 : drante Il
03 2 SN -5+ O
cos (& + f§) = cos z cos f — sena sen!i:(—lé;)‘—‘—5(-”—4--):-—--\’-------"—'{-
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/

23 SN JTN 635
sen{a — f)) =senaxcosfl —cosasenff = --- - (— b )(.. - ): _— A
34 3 4 12 {r — ) enel
/ / / cuadrante Il
- - AR L I VAR A VAR NG
Loa(afﬁ)-comccosﬂ+senae,mﬂ—( 3 413‘ e 5
ot ot 3 -1 cot wcot 3 4+ 1
10.13 Demuestre que (a) cot (o« + 3) = 'cc:_otﬁaf'+é_of‘ér y (b)cot {« - B) = fcfbimn—_—;ém-r.
| |
1 I —tanxtanfp cotzeot i cot acol =1
@ ot CHD= e T wnatanp T T T cotfib et
cotx  cotfp
cotacot(—f)— 1 —cotacotfi—1 cotacotf+!
(b} cot (a — ) = cot [a + (-~ )] = co!'{-—_fi_) +eola - col 'ﬂ +eota cot B --cotu

7D 3 —

-5 |0

(a) (k)

Fig.10-3

10.14 Compruebe las formulas del dngulo doble.

tan o + lan g
En sen (a + (B) =senacos B + cos asen B, cos (a+B)=cosacosB-senasenf, ytan (a+p) = T Tan . tan s

poner B = a. Entonces

sen 20, = sen a cos o + cos o sen o, =2 sen o cos o

COS 20 = COS d COS O - Sen a sen a
=cos’a-sen’a- (1-sen’a)-sen’a=1-2sen’ a=cos’a-
(1-cos’a)=2cos’a-1
tan z + tan o 2tano

tan2p¢e= - — = -
I —tanxtane 1 —tan® «

10.15  Verifique las formulas de un semiangulo.
En cos 2a = 1 - 2 sen? a, poner a = 1/2 6. Entonces
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1—cos @ 1 =cos &
cos @ =1—2sen? 18 senzge:_;"s y sendf=+ __;;n;s

En cos 2a = 2cos? w — 1, ponef a = } 6. Entonces

1 8 1 [}

cos 8 = 2 cos® 46 — 1 cos? éﬂz_——-'-;os y cosif=+ f__-t-;os
) 1, senil 1 —cosf
Finalmente, tan 38 = 0057-}9 =+ 15

_ (l—cosﬂ)(1+oo39)_ l—oos‘@_ sen@
T (¥ cosO)(1 +cosB) (L +cosBF 1+cosb
B (1 —cos B)(! —cos ) (t —cos6)® 1—cosd
T (1 +cosl)(1 —cos8) 1—cos?f  senf

El simbolo + no se necesita, ya que tan 1/2 8 y sen 6 siempre tienen el mismo signo (Prob. 7.8, Cap. 7) y 1 - cos 8 siempre es
positivo.

10.16  Utilizando las formulas de un semiangulo, encuentre los valores exactos de (a) sen 15°, (b) sen 292 1/2°, y (c) sen /8.

(a) senlS“w\/licgsgnu= ﬂlm;/3/2=§\#2—.‘/§

®) ;en292y=_\/1_‘_i‘;ﬁ_5§i= _\/1‘“;225 ﬂ_\/”;"ﬁt_%\/ih/i

@ mie [ oS B Ao

10.17 Encuentre los valores del seno, coseno y tangente de } 6, dado que (a) sen 8 = 5/13,6 en el cuadrante Il y (b) cos 6
=3/7, con 6 en el cuadrante IV.

(a) sen6=5/13, cos 8 =-12/13, y 1/2 6 en el cuadrante |, véase figura 10-4(a).

T—cosd 1271 5 5,26

enjo [0 [IHTIE 552
2 2 26 26

T+cosd [1—1213 (1 /26

cos 10 = \/ kg ‘/ LIyl \/——-

2 2T T2 26
1 —-cosf 1+ 12/13
andp=-—— oo LT -
tan 30 senf 5/13

(b) sen @ = -2V10/7, cos 6 = 357, y 1/2 6 en el cuadrante II, véase figura 10-4(6).

T—cosd =37 /id
Sen%@:f cos (=37 1

cos{ﬂ:—\/1+c°so=_\/l+3ﬂ=ﬁ:./_3_§

2 2 7
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t—cosl 1—37 10
tan ;'(} = —--—:--—0-— = '—:S:-“‘ =2
sen —2./10/7 5
7 .

—-—X
13
5 &
) 7] X
(@) b)
Fig.10-4
10.18 Demuestre que (a) sen®6=2sen1/206cos 1/26 (d) cos 68 = 1 - 2 sen” 38
| —cos 24
B send =4 [ e) sen? 10 =1(1 — cos B), cos® 10 = L(1 + cos #).
Py F] 2 s 2 2
“
sen 8x
(¢) tandx = —-———-
1 + cos 8x
(a) Se obtiene de sen 2a =2 senacos acuandoa = 1/2a.
+ \/ "i'*:;os g cuando fl = 24.

(b) Se consigue de sen -1/2 0 =

L, sen i !
e} Selogra de tan +4 = 1+ cos s cuando ¥ = By
(d) Se obtiene de cos 2a = 1 - 2 sen® a cuando a = 30).

1‘] e i S Ci \

(e) Las formulas se logran por medio de la raiz de sen 1/28 + / _.f..%s_( y cos tu = + \/_i:,;'fs,”

10.19 Exprese (a) sen 3a en términos de sen a y (b) cos 4a en términos de cos a.

(a) sen3a =sen(2a +a)=sen2a cosa +cos2a sena
=(@2sena cosa)cosa +(1-2sen’a)sena =2senacos’a +(1-2sen’a)sena

=2sena (l-senza)+(1-25en2a)sena =3sena -4sen’a

(b)  cos4a =cos2(2a)=2cos’2a -1=2(2cos’a -1)>-1=8cos*a -8cos’a +1
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10.20 Verifique que cos 2x = cos* x - sen* x.

cos* x -sen* x = (cos2 X + sen’ x)(cos2 x - sen’ x) = cos” x - sen’ X = cos 2x

sen'x + cos?x

it = b s S e
1021 Verifique que 1 — L sen 2x = SRE L e

sendx 4+ cos® x  (senx + cos x)(sen® X — sen x cos X + cos? x)

senX -k Ccos x sen X + Cos X

=1-senxcosx=1-1/2(2senx cosx)=1-1/2 sen 2x

10.22 Compruebe cos 6 = sen (6 + 30°) + cos (6 + 60°).

sen (0 + 30°) + cos (0 + 60°) = (sen 0 cos 30° + cos € sen 30°) + (cos 6 cos 60° - sen 6 sen 60°)

1 1 /3
-;T-scn0+jcosﬁ+écose—l2—,senb‘=cusﬂ

1 — tan?
10.23 Corrobore que €08 X = ———————"—

21
I —tan®3x % -y g
= T = e 5 =¢os® JX —sen® ;X = COS X
1+ tan® jx sec? bxcos? 1x
COos x + sen x CO8 X — sen x
10.24 nfi = _ - Senx
Confifme que 21N X = —mer—ny COS X + senx -

COSX + senXx  CoSX —senx  (€os x + sen x)? — (cos x — sen x)?

COS X —senx  COS X + senx (cos x = sen x)(cos X + sen x)

(cos® x + 2 sen x €08 x + sen® x) — (cos? x — 2sen x €os x + sen® x)

cos? x —sen? x

4 sen X cos x 2sen2x

=———— = -—-—— = ] lan 2x
cos? x —swen®x  cos 2x
10.25 3 _1 1
- Demuestre que sen* 4 = F 5 cos 2A + § cos 4A.

1 —cos24\? 1 —2cos24 +cos?24
sen* A4 = (sen® AP = (—— 3 ) = 3 3

1 44
=k(1f2cosza+—+‘3§5 )=-§—-§-coszf4+écos4fi
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10.26  Verifique que tan® x = tan* x sec? x - tan® x sec? x + sec® x - 1.

6
tan® x = tan* x tan® x = tan* x (sec2 x—1)= tan® x sec? x — tan? x tan’® x
= tan®* x sec? x - tan® x (secz x-1)= tan® x sec? x - tan” x sec? x + tan® x

4 2 2 2 2
=tan” x sec” x — tan” x sec” x +sec”"x — 1

1027 Cuando A + B + C = 180°, demuestre que sen 2A + sen 2B + sen 2C = 4 sen A sen B sen C.
Considerando que C = 180° - (A + B),
sen 2A + sen 2B + sen 2C = sen 2A + sen 2B + sen [360° - 2(4 + B)]
=sen 2A + sen 2B - sen 2(A + B)
=sen 2A + sen 2B - sen 2A cos 2B - cos 2A sen 2B
= (sen 2A4) (1 - cos 2B) + (sen 2B) (1 - cos 2A)
= 2sen 24sen’B + 2 sen 2Bsen’A
=4 sen A cos A sen’ B + 4 sen B cos B sen” 4
=4 sen A sen B (sen A cos B + cos A sen B)
=4 sen A sen B sen (A + B)
=4 sen A sen B sen [180° - (A + B)]
=4 sen A sen B sen C

10.28 Cuando A + B + C = 180°, compruebe que tan A + tan B + tan C = tan A tan B tan C.
Considerando que C = 180° - (A + B),

tan A + tan B + tan C
=tan A + tan B + tan [180° - (4 + B)] = tan 4 + tan B - tan (A + B)

tan A + tan B 1
-IMA-'-tanB_1—lanAmnBﬂ(mnA+th)(l_i—tanAtanB)

tan A + tan B
| —tan Atan B

tan A tan B

=(mnA+mnB)(_l—lanAtanB

)= —tan A tan B

=-tan A4 tan B tan (A + B) = tan 4 tan B tan [180° - (4 + B)] = tan 4 tan B tan C

Problemas propuestos

10.29  Encuentre los valores del seno, coseno y tangente de (a) 75° y (b) 255°.

Resp.

(@) ﬂ:mf—z,f%‘-@,uﬁ (b) -ﬁ:ﬁ,—ﬁ:ﬁ,uﬁ

10.30 Halle los valores del seno, coseno y tangente de (a) 7In/12y (b) 11m/12.
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6+.2 —/6+.2 -
Resp.  (a) ﬁ%, .J“_\/__, - - \/3
6~ .2 6+ ./2 .
(b) >£—4—‘/ o if—-——q v L2403

10.31 Escriba nuevamente cada una de las siguientes expresiones como una sola funcién de un angulo.
(a) sen 173° cos 82° + cos 173° sen 82° Resp. sen 255°
(b) cos 86° cos 73° + sen 86° sen 73° Resp. cos 13°

tan 87° — tan 21°

13 J s — Resp.  tan 66°
© T tan 87 an2r° P tan
(d) sen 87° cos 87° Resp.  1/2 sen 174°
e 2 cos® 151°- 1 Resp. cos 302°
() 1-2sen’100° Resp.  cos 200°
@ tan 42° R 1 gan 84
I et “p. gtan
(h)  cos® 81° - sen”® 81° Resp.  cos 162°
sen 36"

YT Resp. tan 28°

® 1 + cos 56° e n
1+ cos 76°
0)\/____5 ————— Resp. cos 38°

10.32 Encuentre los valores de sen (a + ), cos (a + B) y de tan (a + B), dado que:
(a) sena=3/5cosf=5/13,aypenel cuadrante I Resp. 63/65, - 16/65, -63/16
(b) sena=38/17,tana =5/12, a'y f en el cuadrante I Resp. 171/221, 140/221, 171/140

(c) cos a= -12/13, cot B = 24/7, a en el cuadrante Il y B en el cuadrante Ill

Resp. -36/325,323/325,-36/323
(o) senw = 1/3, sen 3 = 2/5, « en el cuadrante |, § en el cuadrante Il
s/2-/2 242/82 42— /21 -25/249.2
5 15 7 2y2/a2 82

Resp.

10.33 Halle los valores de sen (a - b), cos (a - f§) y de tan (a - f§), dado que:

(@) sena=3/5 senff=5/13, ay ffen el cuadrante | Resp. 16/65, 63/65, 16/63
(b) sena=8/17, tan ﬂ =5/12, a yﬂ en el cuadrante | Resp. 21/221, 220/221, 21/220
(c) cosa= -12/13, cot § = 24/7, a en el cuadrante Il y /3 en el cuadrante |

Resp. 204/325, -253/325, -204/253
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(d) sen a = 1/3, sen B = 2/5, a en el cuadrante Il, B en el cuadrante |

Resy, WAL 2 /22 42+ /20 25/2+92
esp. - — -
15

’ 157 /a2 82
10.34 Demuestre:
(a) sen (a+ B) —sen (o + B) =2 cos o sen B 0 sen(x+y)_ tan x + tan y
(b) cos (a0 + B) +cos(a+B)= 2cosaecos B cos(x—y) l+tanxtany
1—tan @ . =cos(]+sen9
(© tan (s~ 0) = (@) tan(45°+0) = o rry
tan(a + f) tan®x —tan? B (h)  sen(a+B)sen(o+B)=sen’ o —sen’ B

(d)

cot(x—p) 1 —tan®atan®p

tan « + tan B + tan y — tan « tan S tan y
— tan e tan f — tan ftany — tan y tan o

(e) tan(a + B +y):tan[(a+ﬁ)+“{]=l

10.35 Si Ay B son angulos agudos, descubra el valor de A + B dado que:
(a) tanA = 1/4,tan B = 3/5 Indirecta: tan (4 + B) = 1 Resp. 45°
(b) tan A = 5/3,tan B=4 Resp.. 135°

10.36 Sitan (x + y) = 33y tan x = 3, demuestre que tany = 0.3.

10.37 Encuentre los valores de sen 28, cos 26, y tan 26, dado que:
(a) sen® = 3/5, 6 en el cuadrante | Resp. 24/25, 7125, 24/7
(b) sen© =3/5,06 en el cuadrante Il Resp. -24/25,7/25,-2417
(c) sen©=-1/2,0enelcuadrante V. Resp. -V 3/2, 1/2, -N 3
(d) tan 6= -1/5, 0 en el cuadrante Il Resp. -5/13,12/13,-5/12

u 1—-u*

e) tan 6 = u, 6 en el cuadrante | Resp. B
(© P v T+ 1= u?

10.38 Compruebe:

(a) tan @ sen 20 = 2 sen’ O . 1 —tan? 0
(e) cos20=-——5—>
(b) cot®sen 26 = 1 + eos 26 1+tan® 6
1 + cos 260

sen? x — cos® x i
© rvTeas ~ bz O ey et

l—sen24 | —tanAd (@) cos 30 =4eos’ 0 — 3 cos 0
d . =
@ 5574 1+tan 4 (h) cos* x =} + § cos 2x + § cos 4x

10.39 Halle los valores del seno, coseno y tangente de



FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE DOS ANGULOS

(@ 30°, dado que cos 60° = 1/2 Resp. 1/2,3/2, 13 =3/3
(b) 105°, dado que cos 210° = -V3/2 Resp. 1/2 2 +43, -1/22-3, -2 + 3)

(c) 1/2 6, dado que sen 6 - 3/5, con 6 en el cuadrante I~ Resp. /10 = \/10/10, 3310 = 3\/10/10, 1/3
(d) 6, dado que col 20 = 7/24, 20 en el cuadrante | Resp. 3/5,4/5,3/4

© 6 dadoquecot20= -5/12,20 enel cuadrante I Resp. 3/313 = 3V13/13, 213 = 2413/13, 3/2

10.40 Descubra los valores del seno, coseno y tangente de

(a)  7n/8, dado que cos 711/4 = \2/2 Resp.  1/2N2-N2, -1/2N2 ++2, -\3-242
(b)  5m/8, dado que sen 51/4 = -\2/2 Resp.  1/2N2 + N2, -1/22 -2, -3 + 22

10.41 Confirme:

(@) cosx=2cos’x-1=1-2sen’1/2x © 1 —~tanif 1 —sen@ cos
) e s DNl PR
an i N oo g
(b)) senx =2sen 1/2 x cos 1/2 x I+ tan 30 cos f 1+ send)
3 papm Ly
(© (sen 1/20-cos 1/20)"=1-sen 0 7 R Rt < A
I+ tan* 3x

(d) tan 1/2 6= csc 0 - cot 6

10.42 En el triangulo rectangulo ABC, en donde C es el angulo recio, demuestre:

2ab b —a? - b e+ b
sen 24 = "5 cos 24 = g sen A = \/ . cos A = \/L:—

2
s ¢

sen 3x cos 3x
sen x - €os X

10.43 Compruebe (a) = 2y (b)fan 507 - tan 40° = 2 tan 10°

10.44 Si A+ B+ C=180° demuestre que:
(@) senAd+senB +sen C=4cos1/2Acos1/2Bcosl/2C
(b) cosAd+cosB+cosC=1+4senl1/2 Asen1/2Bsen1/2C
(c) sen’ A +sen” B - sen> C = 2 sen 4 sen B cos C

(d) tan1/2 Atan1/2B+tan1/2Btan1/2C +tan1/2Ctan4 =1



Formulas para la suma, la
diferencia y el producto

11.1 PRODUCTOS DE SENOS Y COSENOS

senacos p=1/2[a+ B) + sen (a- B)]

cos asen B=1/2[(a + B) — sen (a - P)]

cos acos Bp=1/2 [cos (a+ B) + cos (a- P)]

sen a sen B = - 1/2[cos (a + B) - cos (a - P)]

Para la comprobacion de estas formulas, véase Prob. 11.1.

11.2 SUMA Y DIFERENCIA DE SENOS Y COSENOS
sen 4 +sen B=2sen 1/2(A+B) cos 1/2(A-B)

sen A - sen B =2 cos 1/2(A + B) sen 1/2(A - B)

cos A+cosB=2cos 1/2(A+B)cos 1/2(A-B)
cos A - cos B=-2sen 1/2 (A+B)sen 1/2(A - B)

Para la verificacion de estas formulas, véase Prob. 11.2.

Problemas resueltos

1.1 Deduzca las féormulas de los productos.

Para

Para

sen (@ +B) + sen (a - B) = (sen a cos B+ cos a cos B) + (sen o cos B — cos a sen B)
=2 sen o cos B
sen a cos P - [sen (a + B) 4- sen (a - B)]
sen (o + B) - sen (a - B) = 2 cos a sen P,

cos asen B =1/2 [sen (a + PB) - sen (a - B)]
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Para cos (o0 + f) + cos (o - f) = (cos a cos /- sen o sen ) + (cos o cos S+ sen a sen ff)
=2cos acosf
cos a cos f§ = 1/2[cos (a + f+ cos (a - f)]
Para cos (et f)-cos(a-p)= -2senasenf

sen a sen f=- 1/2[cos (o + f) - cos (a. - f]

11.2  Deduzca las formulas de la sumay la diferencia.
Seaa+f =4y - a=Bdetal formaquea = 1/2(4 + B)yp= 1/2(A - B). Entonces, (véase Problema 11.1)

sen (a + f) + sen (o + f) =2 sen a cos S entonces sen A + sen B =2 sen 1/2(A + B) cos 1/2(A - B)
sen (o + f) - sen (o - ff) = 2 cos a sen f§ entonces sen 4 - sen B = 2 cos 1/2(4 + B)sen 1/2(A - B)
cos(a+p) +cos(a-p)=2cosacospf entonces cos A +cos B=2cos (A + B)cos 1/2(4 - B)
cos (o + f) - cos (o - f) =-2 sen a cos entonces cos A - cos B=-2sen 1/2 (A + B) sen 1/2(A - B)

11.3 Exprese cada uno de los siguientes incisos como la suma o la diferencia:
(a) sen 40° cos 30°, (b) cos 110° sen 55°, (¢) cos 50° cos 35°, (d) sen 55° sen 40°

(a) sen 40° cos 30° = 1/2[sen (40° + 30°) + sen (40° - 30°)] = 1/2(sen 70° + sen 10°)

() cos 110° sen 55° = 1/2[sen(110° + 55°) - sen (110° - 55")] = 1/2(sen 165° - sen 55°)
(¢) cos 50° cos 35° = 1/2[cos (50° + 35°) + cos (50° -35°)] = 1/2(cos 85° + cos 15°)
(d) sen 55°sen 40° = - 1/2[cos (55° + 40°) - cos (55° - 40°)] = - 1/2(cos 95° - cos 15°)

1.4 Exprese cada uno de los siguientes incisos como un-producto:
(a) sen 50° + sen40°, (b) sen 70° -sen 20°, (c) cos 55° + cos 25°, (d) cos 35° - cos 75°
(@ sen 50° + sen 40° = 2 sen 1/2-(50° + 40) cos 4 (50° - 40°) = 2 sen 45° cos 5°
(b) sen 70° - sen 20° =2 cos 1/2(70° + 20°) sen 1/2(70° - 20°) = 2 cos 45° sen 25°
(c) cos 55 +cos25°=2cos 1/2(55°+ 25°) cos 1/2(55° - 25°) = 2 cos 40° cos 15°

(d) cos 35° -cos 75° = - 2 sen 1/2(35° + 75°)sen1/2(35° -75°)= - 2 sen 55° sen (-20°)
=2 sen 55° sen 20°

sendA +sen 24

11. 5 Demuestre que ——————— - = tan 34,
€ Gos 44 + cos 24

send4 +sen 24 2seni(44 4 24) cos (44 — 24) _sen 34 R
cos44 + cos 24 2cos 1(44 + 24) cos {44 — 24)  cos 34
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e oroeh send — sen B tan }{(A — B)
. ruebe que — - S=
g sen A+ sen B tan 34 + B)
sensd —sen B 2cos {4 + B)seni(A — B)

ani(4 — B
send +sen B 2sen HA + B)cos {4 — B)

t
=cot (A4 + B)tan (A -~ B) = tan 1(4 + B)

11.7 Compruebe que cos’ x sen’ x = 1/16 (2 cos x - cos 3x - cos 5x).

cos® x sen® x = (senx cos x)° cosx= 1/4 sen® 2xcos X = 1/4 (sen 2x) (sen 2.X cos x)

= 1/4 (sen 2x) [1/2(sen 3x + sen x)] = 1/8(sen 3x sen 2x + sen 2x sen X)

=1/8{-1/2(cos 5x - cos x) + [- 1/2(cos 3x - cos x)]}

=1/16 (2 cos X - cos 3x - cos 5x)

11.8 Corrobore que 1 + cos 2x + cos 4x + cos 6x = 4 cos x cos 2x cos 3x.

1+ (cos 2x + cos 4x) + cos 6x = 1 + 2 cos 3x cos X + cos 6x = (1 + cos 6x) + 2 cos 3x cos x
=2 cos® 3x + 2 cos 3x cos X = 2 cos 3x (cos 3X + cos X)
=2 cos 3x (2 cos 2x cos X) =4 cos X cos 2X cos 3x

1.9 Transforme 4 cos x + 3 sen x a la forma ¢ cos(x - a).

Puesto que ¢ cos (x - a) = ¢ (cos X cos o + sen x sen o), se considera ¢ cos a =4 y ¢ sen a = 3.
Entonces, cos o, =4/c ysen a = 3/c. Dado que sena +cos’a= l,c=5 y -5.
Utilizando ¢ = 5. cos a = 4/5, sen o = 3/5 y a= 0.6435 rad. Asi:

4 cosx +3senx =15 cos (x - 0.6435).

Empleandoc =-5,a=3.7851rad y
4 cosx + 3 senx =-5cos (x-3.7851)
1110 Encuentre los valores maximo y minimo de 4 cos x + 3 sen x en el intervalo 0 < x < 2.
Del Prob. 11.9, 4 cos x + 3 sen x = 5 cos(x - 0.6435).
Ahora, en el intervalo establecido, cos 6 (alcanza un valor maximo de 1 cuando 6 =0y su valor minimo de -1, cuando 6 = 1T Asi,

el valor maximo de 4 cos x + 3 sen x es 5 y ocurre cuando x - 0.6435 = 0, o cuando x = 0.6435, mientras que el valor minimo es - 5
y sucede cuando x -0.6435 = 17, 0 cuando x = 3.7851.

Problemas propuestos

1111 Exprese cada uno de los siguientes productos corno la suma o la diferencia de senos y cosenos.
(@) sen 35° cos 25° = 1/2(sen 60° + sen 10°)
(b) sen 25° cos 75° = 4(sen 100° - sen 50°)
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FORMULAS PARA LA SUMA, LA DIFERENCIA Y EL PRODUCTO

cos 50° cos 70° = 1/2(cos 120° + cos 20°)
sen 130° sen 55° = - 1/2(cos 185° - cos 75°)
sen 4x cos 2x = 1/2(sen 6x + sen 2x)

sen x/2 cos 3x/2 = 1/2(sen 2x - sen X)

cos 7x cos 4x = 1/2(cos 11x + cos 3x)

sen 5x sen 4x = - 1/2(cos 9x - cos x)

Demuestre que

2 sen45° cos 15° = \/-/i-;_-—] y coslse =M=

a
(a) i
342 NN;
(b) 2 sen 8247 cos 374° = e (¢) 2senl27% sen974 = R
Exprese cada uno de los siguientes incisos como un producto,
(a)  sen 50°+ sen 20° =2 sen 35° cos 15° (e) sen 4x + sen 2x =2 sen 3X cos X
(b)  sen75°-sen 35° =2 cos 55° sen 20° (f) sen 70 - sen 30 =2 cos 50 sen 20
(¢) cos 65°+ cos 15°=2 cos 40° cos 25° (g) cos 60 + cos 20 =2 cos 46 cos 20
(d) cos 80° - cos 70° = - 2 sen 75° sen 5° (h) cos 3x/2 - cos 9x/2 = 2 sen 3x sen 3x/2
Demuestre que
(a) sen 40° + sen 20° = cos 10° (c) cos 465° + cos 165° = V6/2
sen 75% — sen 15° i
(b) sen 105° + sen 15° = \6/2 gy 2 Al
@ cos 75" + cos 150V I
Compruebe: (e)
sen A +sen 34 senn A + sen B Lan%{A + B)
——————— =tan 24 — = e
(@ Cos A +cosad o ©@ send —sen B tan 4(4 — B)
sen 24 + sen 44 cos A + cos B
b s ————— = tan 34 d) —————— = —coti(4d —B)cot i(4 + B
) cos 24 + cos 4A4 @ cos A —cos B ot Yoot 3( )
(e) sen O+ sen 20 + sen 30 =sen 20 + (sen 0 + sen 30) = sen 20 (1 + 2 cos 0)
(f)  cos O+ cos 20+ cos 30 =cos 20 (1 +2 cos 0)
(g) sen 20 +sen 40 + sen 60 = (sen 20 + sen 40) + 2 sen 36 cos 30
=4 cos 0 cos 20 sen 30
sen 3x + senSx + sen7x 4+ sen 9x (sen3x + sen9x) + (sendx + senTx)
() — = — " =tan 6x

€OS 3x + €08 5x + cos Tx + cos 9x (cos 3x + cos 9x) + (cos 5x + cos 7x)

131
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11.16

1117

11.18

11.19

FORMULAS PARA LA SUMA, LA DIFERENCIA Y EL PRODUCTO E

Pruebe que:

(a) cos 130° + cos 110° + cos 10° = 0 (b) cos 220° + cos 100° + cos 20° = 0

Confirme que:
(a) cos” 6 sen® B =1/16(2 sen B + sen 36 - sen 56)
(b) cos® 6 sen® 6 =1/32(2 - cos 26 - 2 cos 46 + cos 66)
(c) cos® B =1/16(10 cos B + 5 cos 36 + cos 56)
(d) sen®6=1/16(10 sen 8-5 sen 36 + sen 50)

Transforme (utilizando radianes):

(@) 4cosx+3senxalaformacsen (x+ a) Resp. 5 sen (x +0.9273)
(b) 4 cosx+3senxalaformacsen(x - a) Resp. 5 sen (x - 5.3559)
(c) senx-cosxalaformacsen (x-a) Resp. 2 sen(x - 11/4)

(d) 5cos3t+12sen3talaformaccos(3t-a) Resp. 13 cos(3t-1.1760)

Encuentre los valores maximo y minimo de cada una de las sumas del Prob. 11.18 y los valores de x o i, entre 0 y 2-a, en donde
aquéllos se obtienen.

Resp. (a) Maximo = 5, cuando, x = 0.6435 (esto es, cuando .v + 0.9273 = ir/2); minimo = - 5 cuando A* = 3.7851.
(b) Igual que (a).
(c) Maximo = V2, cuando x = 37/4; minimo = -V 2, cuando x = 7x/4.

(d) Maximo = 13 cuando t = 0.3920; minimo = -13, cuando t = 1.4392.



Triangulos oblicuangulos

121 TRIANGULOS OBLICUANGULOS

Un tridngulo oblicuangulo es aquel que no contiene angulo recto. En este tipo de triangulos, los tres angulos son

agudos, o bien, dos de sus angulos son agudos y uno obtuso.
La convencion para denotar jos angulos es A, By C, y las longitudes de sus correspondientes lados opuestos se

llamaran a, b y c. Véase Figura 12-1.

A —p A B
(a) W]

Fig. 121

12.2 LEY DE LOS SENOS
En cualquier triangulo ABC, la relacion entre un lado y e! seno del angulo opuesto es constante; esto es,

a b c send senB senC
- e—— = B e T [o] e
sen 4 gep B sen C a b c

Para la demostracion de la lev de los senos, véase el Prob.12.1.

123 LEY DE LOS COSENOS

En cualquier triangulo ABC, el cuadrado de cualquiera de sus lados es igual a la suma de los cuadrados de los
otros dos lados, menos el doble producto de estos lados por el coseno del angulo comprendido entre ellos; esto es,
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@ = b + - 2be cos A
v =d’ + & — 2ac cos B

A =d + b -lab cos C

Para la demostracién de la ley de los cosenos, véase el Prob. 12.3.

124 SOLUCION DE TRIANGULOS OBLICUANGULOS

Cuando se conocen tres elementos de un triangulo, no todos los angulos, se dice que el triangulo esta determina-
do en forma Unica, excepto en un caso que se menciona mas adelante. Los cinco casos de triangulos oblicuangulos
son:

A Caso |: Dados dos angulos y el lado opuesto a uno de ellos
A Caso Il: Dados dos angulos y el lado entre ellos

A Caso lll: Dados dos lados y el lado opuesto a uno de ellos
A Caso IV: Dados dos lados y el angulo que forman entre ellos
A Caso V: Dados ios tres lados

Caso Uso de la ley Primer elemento que debe encontrarse

| Senos Lado opuesto del segundo angulo dado

Il Senos Tercer angulo, después cualquiera de los lados restantes
1l Senos Angulo opuesto al segundo lado dado

\% Cosenos Tercer lado

\Y Cosenos Puede encontrarse cualquiera de los angulos

En el caso Ill, no siempre se encuentra una solucion Unica. Es posible que no exista solucion para el angulo, o bien
que exista una solucién para el angulo, o dos soluciones —un angulo y su complemento. Véase Ejemplo 12.3 y Prob.
12.2 para completar ia explicacién de este caso.

12.5 VERIFICACION DE LAS SOLUCIONES DE TRIANGULOS OBLICUANGULOS
Existen dos procedimientos disponibles para verificar la soluciéon de un triangulo oblicuangulo. Se utilizan tanto
las formulas de Mollweide, como las formulas de proyeccion, para verificar los resultados que se obtengan, indepen-
dientemente del procedimiento que se utilice para la solucién del triangulo.

En cualquier tridngulo ABC, las formulas de Mollweide son:

g&bic’osi(A — B)

a—b sen}(4—B)

¢ senC ¢ cos 3C

conjuntamente con las que se obtienen con el cambio periédico de las letras; esto es,

b—c_seni(B—C)

a cos 34
c—a seni(C - A)
b~ cosiB

y aquellas que se obtienen intercambiando dos letras (minusculas y mayusculas) en los numeradores de cada relacién.
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Para la deduccién de estas formulas, véase el Prob. 12.4.
En cualquier triangulo ABC, las formulas de proyeccion son:

a=bcosC +ccosB
b=ccosA +acosC

c=acosB + bcosAd

Para la demostracién de estas férmulas, véase el Prob. 12.5.

CASO I. Dados dos angulos y el lado opuesto a uno de ellos
EJEMPLO 12.1 Suponga que se tienen los valores de b, By C.

Para encontrar c, utilice—c-‘ = —b—; entonces ¢ = ﬂﬁ—-
sen C sen B sen B

Para encontrar A, utilice A = 180° - (B + C).

= b -; entonces a = bsen A

Para encontrar a, utilice — —— .
sen A sen B sen B

Para comprobar, utilice una de las formulas de Mollweide o una de las formulas de proyeccion.
(Véase Prob. 12.6)

CASO Il. Dados dos angulos y el lado entre ellos
EJEMPLO 12.2 Suponga que se tienen los valores de a, Sy C.

Para encontrar A, utilice A = 180° - (8 + C).

Para encontrar b, utiliceL = ___i__; entonces b = _asenB
nB sen A sen A

Para encontrar c, utilice —°—— = ——2 _: entonces ¢ = _asenC
sen C sen A sen A

Para comprobar, utilice una de las féormulas de Mollweide o una de las férmulas de proyeccion.

(Véase Prob. 12.7.)

CASO Ill. Dados dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos

EJEMPLO 12.3 Suponga que se tienen los valores de b, cy S.

Sisen C > 1, el angulo C no esta determinado.
Sisen C = 1, C = 90° y se determina un triangulo rectangulo.

Si sen C < 1, se pueden determinar dos angulos, un angulo agudo C y un angulo obtuso C = 180° - C. De esta forma, pueden de-
terminarse de uno a dos triangulos.

Este caso se presenta geométricamente en el Problema 12.2. Los resultados se pueden resumir de la siguiente for-
ma:
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Cuando el angulo dado es agudo, podra existir
(a) Una solucién si el lado opuesto al angulo conocido es igual o mayor que el otro lado.
(b) No habra solucién, habra una solucion (tridngulo rectangulo), o habra dos soluciones si el lado opuesto al angu-
lo ciado es menor al otro lado dado.
Cuando el angulo dado es obtuso, existira
(c) Ninguna solucién cuando el lado opuesto del angulo dado sea menor o Igual que el otro lado dado.
(d) Una solucion, si el lado opuesto del angulo dado es mayor que el otro lado dado.

EJEMPLO 124
(1) Cuandob - 30, c = 20y 6 = 40°, existe una soluciéon dado que 8 es agudoy b > c.

(2) Cuando b - 20,c =.30y 6 = 40°, no existe solucion alguna, existe una solucion o dos soluciones. El resultado particular se ob-
¢csen B

tiene al calcular sen C - - b

@3) Cuandob= 30,0=20y8 = 140°, existe una solucion.
(@) Cuando b = 20. 0 = 30 y 8 = 140° no existe solucion alguna.

A éste se le conoce como caso ambiguo, se resuelve por la ley de los senos y puede comprobarse tanto con las férmulas de Moll-
weide corno por las de proyeccion.

(Véanse Probs. 12.11 a 12.13)

CASO V. Dados dos lados y el angulo que forman entre ellos

EJEMPLO 12.5 Suponga que se tienen los valores de a, by C.
Para encontrar ¢ utilice ¢ = a® + b? - 2ab cos C.

bsenC

Para encontrar A utilice sen A = MR Para encontrar B utilice sen B = P

Para comprobar, utilice A + B + C = 180°.
(Véanse Probs. 12.15y 12.16.)

CASO V. Dados los tres lados

EJEMPLO 12.6 Dados a. b y c, encuentre cada uno de los angulos por la ley de los cosenos.

2 2 2 2 2 2
brreta g g oo S A DD s 0 =

2bc 2ca

Para encontrar los angulos, utilice cos A =

Para comprobar, utilice A + 0 + C = 180°.
(Véanse Probs. 12.19 y 12.20.)

12.6 LEY DE LAS TANGENTES

La ley de ios cosenos de la Seccion 12.3, no se adapta bien a la utilizacion de logaritmos por computadora. En la
SOLUCI:;ji:I-ICicndel Caso IV, puede utilizarse laley de las tangentes.

a-b tan;(A - B) b—c¢ tani(B-0O) ¢c—a tani(C—A)

a+b tani(4 + B) b+c tani(B+ C) c+a tani(C+ A)

para la demostracion de esta ley, véase el Problema 12.26.

NOTA: Si, por ejemplo, b a serd mas conveniente escribir la primera férmula intercambiando las letras a y b (también A y B) ]
NOTA: Véase el Apéndice 3 para repasar las reglas de ios logaritmos y los procedimientos de solucién de problemas.)
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CASO VI. Dados dos lados y el angulo que forman entre ellos

El tridngulo se resuelve utilizando la ley de las tangentes para encontrar los angulos que se desconocen, y para el
lado que falta se utiliza la ley de los senos. La solucién se verifica utilizando las formulas de Mollweide.

EJEMPLO 12.7 Dados c, by A seac >b Entonces, en la Figura 122

®

Fig. 12-2

127 FORMULAS DE LA FRACCION MEDIA DE UN ANGULO

En cualquier triangulo ABC, véase Figura 12-2,

tan Vo d = —L— tan VsB= L - tan'sC =

s—a s-b s§—¢C

donde s =. /2 (a + b + c) es el semiperimetro del triangulo y r = \/(s " - Bfs - 9)
s

Para la verificacion de las férmulas, véase Prob. 12.30.

CASO V. Dados los tres lados
El triangulo se resuelve utilizando las formulas para un semiangulo y se verifica utilizando las relaciones entre los angulos.

(Véase Prob. 12.31.;
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Problemas resueltos

121  Deducir la ley de los senos.

(o}
(9}

2
>

LY

L]
;S
|
o

[

(@ (b)

Fig. 123

Sea ABC cualquier triangulo oblicuangulo. En la Figura 12-3(a), los angulos A y 6 son agudos, mientras que en la Figura 12-
3(6), el angulo 6 es obtuso. Dibuje a CD perpendicular a AB o a AB extendida y denote su longitud con la letra h.

En el triangulo rectangulo ACD de ambas figuras, h = b sen A, mientras que en el triangulo rectangulo BCD, h = a sen B
ya que en la Figura 12-3(6), h = asen £ DBC = a sen (180° - B) = a sen S. Asi,

a b
asen B = b sen 4 ) [
sen4 sen B
€ o b e
send  sen C sen B sen C

Asi, finalmente,

e b

send senB senC

122 Discutanse los distintos casos especiales que pueden presentarse cuando se dan dos lados y un angulo opues-
to a uno de ellos.

Sean b, cy B los elementos conocidos. Construya el angulo dado S y trace el lado BA = c. Describa un arco con centro en

Ay radio b (el lado opuesto al angulo conocido). En las Figuras 124(a) a la (e), se ilustran los casos especiales que pueden

ocurrir cuando B es un angulo agudo, en tanto que las Figuras 12-4(0 a la (g), ilustran los casos especiales cuando B es obtuso.

El angulo conocido B es agudo.
Figura 12-4(a). Cuando b < AD = ¢ sen B, el arco no corta a
BX, por lo que no se determina ningun triangulo.
Figura 12-4(6). Cuando b = AD, el arco es tangente a BX 'y se determina un triangulo rectangulo, con angulo recto en C.
Figura 12-4(c). Cuando b > ADy b < ¢, el arco corta a BX en dos puntos C y C en el mismo lado de B. De esta forma, se de-
terminan dos triangulos ABC, en donde C es un angulo agudo; y ABC, donde C' = 180° - C, es obtuso.
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A

Fig 12-4

Figura 12-4 (d). Cuando b > AD y b = c, ei arco corta a BX en Cy B. Se determina un tridangulo isésceles. Figura 12-4 (e).
Cuando b > c, el arco corta a BX en C y corta a la extension de BX en C'. Corno el triangulo ABC no contiene al angulo dado B,
so6lo se determina el triangulo ABC.

El angulo conocido B es obtuso.
Figura 12-4 (f). Cuando b < c o b = ¢, no se forma tridangulo alguno.
Figura 12-4 (g). Cuando b > c, se puede formar Unicamente un triangulo como en la Figura 12-4 (e).

12.3  Deducir la ley de los cosenos.
En cada triangulo rectangulo ACD de la Figura 12-5, b? = h? + (AD ).
En el tridngulo rectangulo BCD de la Figura 12-5 (a), h=asenBy DB =acos B

Entonces AD =AB-DB=c-a cosB

y b’ =h’+ (AD)’ = a*sen’ B + ¢’ - 2ca cos B + a’ cos’ B
= a’(sen’ B + cos® B) 4- ¢* - 2ca cos B =c’+ a’ - lea cos B
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c

i

s

|

b/f'

A

|

!
A ¢ B mmm D

(b)

Fig. 125

h = asen L CBD = asen(180° - B) = asen B

y BD= a cos L. CBD = a cos (180° - B) = -a cos B

Entonces AD = AB + BD =c - acos B y b = +d — 2cacos B

Las ecuaciones restantes se obtienen cambiando ciclicamente las letras.

124  Deduzca una parte de las formulas de Mollweide. Véase Figura 12-3.
Por Ia lev de | a send b senB
or la ley de los senos, - ==~y - = -7

a+b send+senB 2seni(4 + B)cosi(4 — B) cosi(4 — B)
Entonces ——— = — = n T =S
c sen C 2sen 3C cos 3C en 5C

donde sen 7%(4 + B) =sen ((180° - C) =sen (90° - %C) = cos %C.

.. a—b send—senB 2cos3(4+ B)se
En forma similar, ——- = — = — T
sen C 2sen3( cos

donde cos %(4 + B) = cos (90° - %C) = sen %C.

1
2

125 Deduzca una de las formulas de proyeccion.

Refiérase a la Figura 12-3. En el triangulo rectangulo ACD de dicha Figura, AD - b cos A.
En el triangulo rectangulo BCD de la Figura12-3(a), DB = a cos B. Asi, en la Figura 12-3(a),

¢=AB =AD + DB =- b cos A + a cos B =a cos B+ b cos 4
En el triangulo rectangulo BCD de la Figura 12-3(6), BD = acos Z. DBC = a cos (180° - B) = -a cos B. Asien la Figura 12-3(6),
¢c=AB=AD —BD=bcos A — (—ocos By=acos B+ bcos A

(NOTA: Véase la Tabla de la Seccion 4.7 para las reglas que se deben seguir sobre el nimero de cifras significativas de los lados y la precision que
debe tener el angulo.)
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CASOI

12.6 Resuelva el triangulo ABC, dado que a = 62.5, A =112°20'y C = 42°10". Véase Figura 12-6.

a=6235

Fig. 126

Para B: B =180°-(C+4)=180°-154°30"=25°30".
asen B 62.5sen25°30 2.5(0.4305)

141

Para b: ——— T T T T T
sen A sen 112720 0.9250
(sen 112°20' = sen (180° - 112°20") = sen 67°40")
P asenC  625send2°10' 62
ara c: ¢ e M =
sen A sen 112720
Comprobacién: (¢ + b) sen Y24 = acos Y5(C - B)
(c+b)sen 2 A=74.5 sen 56° 10' = 74.5(0.8307) = 61.89 a
cos 5 (C - B)=62.5 cos 8°20' = 62.5(0.9894) = 61.84
o a=bcos C+ccos B=29.1(0.7412) + 45.4(0.9026) = 62.55

Las partes que se buscan son b = 29.1, c =45.4 y B - 25°30".

CASOII

12.7 Resuelva el triangulo ABC, dado que ¢ = 25, A - 35° y B - 68°. Véase Figura 12-7.

c
b a
s 68" ,
4 =125
Fig. 12-7

Para C: C=180°-(4 + B)-180°-103°-77°.
csen A 25sen3s? 25(0.5736) _
senC  sen17® 09744

csenB 255¢en 687 B 25{0._92_12_1 =24,
senC  sen770 09744

15.

Parau: a=

Para b:

o
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Comprobando con la formula de Mollweide:

b+a cosi(B—4)

e seniC  © (b + a) sen 2 C = c cos Y2(B -

A)

(b + a) sen ¥2C = 39 sen 38°30' = 39(0.6225) = 24.3
¢ cos Ya(B -4) = 25 cos 16°30' = 25(0.9588) = 24.0
Comprobando con la formula de proyeccion: ¢ = a cos B + b cos A = 15 cos 68° + 24 cos 35°
=15(0.3746) + 24(0.8192) = 25.3
Las partes que se buscansona =15,b =24y C= 77°.

12.8 Ay Bson dos puntos localizados en las margenes opuestas de un rio. Desde A se traza una linea AC =275 my se
miden los angulos CAB = 125°40' y ACB = 48°50". Encuentre la longitud AB. En el triangulo ABC de la Figura 12-
8 (a), B=180°- (C+A) =5°30"y

_ bsenC _ 2755en 48°50"  275(0.7528)
" senB  sen5730°  0.0958

AB=c =2160m

12.9 Un barco navega hacia el este, cuando se observa una luz con una orientacion N62°10'E. Después de que el
barco ha navegado 2250 m, la luz se encuentra a N48°25' E. Si el curso se mantiene igual, ;cual sera la menor
distancia entre el barco y la luz? (Véase Prob. 5.5, Capitulo 5.)

L
N
\
N
62°10° 48°25'
27°50° 138°25,
C 2250 B ¢ ~F
(@) b
Fig. 12-8
Refiérase a la Figura 12-8 (b).
En el triangulo oblicuangulo ABL: AB = 2250, LBAL =27°50, y LABL=138°25".
LALB = 180° - (LBAL + LABL) = 13°45".
ABsen LBAL  2250sen27°50°  2250(0.4669)
BL = = = = 4420.

sen LALB sen13°45 02377
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En el tridngulo rectangulo BLC: BL = 4420 y LCBL =90° - 48°25"'=41°35",
CL = BL sen LCBL = 4420sen 41°35' = 4420(0.6637) = 2934 m.

Como una solucion alternativa del problema, encuéntrese AL en el tridngulo oblicuangulo A BL y después, CL en el triangulo rec-
tangulo ACL.

12.10 Sobre un pefiasco situado en la ribera de un rio se encuentra una torre de 125 pies de altura. Desde lo alto de la
torre, el angulo de depresion de un punto situado en la orilla opuesta es 28°40' y desde la base de la torre, el an-
gulo de depresién del mismo punto es 18°20'. Calcule cuanto mide el ancho del rio y la altura del pefiasco.

Fig. 129

En la Figura 12-9 BC representa a la torre,DB representa al pefiasco y A es el punto situado en la orilla opuesta del rio.
En el triangulo ABC: LACB =90°- 28°40'=61°20".
LCBA =90°+ 18°20"'=108°20".
LBAC =180°- (LCBA + LACB) =10°20".
asen LACB _ 125sen 61°20° _ 125(0.8774)
sen LBAC — sen10°200 01794 =611
c=
En el triangulo rectangulo ABD:
DB = csen 18°20'=611(0.3145) = 192
AD = c cos 18°20' = 611(0.9492) = 580

El rio mide 580 pies de ancho y el pefiasco mide 192 pies de altura.

CASO 111

12.11 Resuelva el triangulo ABC, dado que ¢ = 628, b =480y C = 55°10'". Refiérase a la Figura 12-10 (a).
Dado que C es un angulo agudo y ¢ > b, se sabe que solo existe una solucion.

bsenC _ 4B0senS5°10°  480(0.8208)

Para B: sen B = 2 628 T =0.6274 y B=38°50"

(NOTA: Si sen B = 0.6274, entonces B = 38°50 o B = 180° - 38°50 = 141°10", cualquiera podria ser el angulo de un

triangulo. Como A + B + C = 180°. es claro que C + B< 180°; entonces. B=141 °10 no puede ser la soluciéon del problema, ya
que C + B=55°10' +141°10 = 196°20 > 180°.

Cuando 0 < senx < 1, es posible encontrar valores de angulos x en los cuadrantes | y Il que satisfagan el valor del sen xy
que puedan ser posibles valores para los angulos de un triangulo. El &ngulo del primer cuadrante siempre sera una solucion, pe-
ro el angulo del segundo cuadrante solo sera una solucion cuando al sumarlo con el angulo dado, el resultado sea menor a

180°)
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Parad: A4 =180°-(B+ C)=286°0"

bsen A B 480 sen 36°0 ~ 4BO(0.9976)

Paraa:a= s syt - i
sen B sen 3R750°0 0.6271

Comprobacion:  (a + fe)sen 2 C=ccos % (A -B)
(a+b)sen 2 C = 1244 sen 27 35'=1244(0.4630) = 576.0 ¢ cos
% (A-B) = 628c0s23°35'=628(0.9! 65) = 575.6

Si se pretiere, puede utilizarse una férmula cie proyeccion para hacer 'a coniprobacion.

Los resultados son B = 38°50°, A = 86°0" y a =764

130750

{a} (h)

Fig 12-1n

12.12 Resuelva el triangulo ABC, dado que a = 525, ¢ =421y A =130°50". Refiérase a la Figura 12-10(b). Dado
que A es obtuso y a > c, existe una solucion.

csenAd 421 sen 1307500 421{0.7566)
ParaC:senC= — — = -

S TR Y 20,6067 y €= 370201
a 528 525

Para B: B=180 - (C+ A4)=11°50"
asenB _ 525senli'S0° 525(02051)
sen A sen 1300 50 01.7566
Comprobacién: (¢ + b) sen %24 =a cos 2 (C- B)
(c+b)sen %24 =563 sen 65°25'=563(0.9094) =512.0 acos % (C -

Parab: b =

B) = 525 cos 12°45'=525(0.9754) - 512.1 Los resultados

son C =37°20" B = 11°50"y b =142

12.13 Resuelva el triangulo ABC, dado que a= 31.5, b=51.8 y A= 33°40". Refiérase a la Figura 12-11(a). Dado
que A es un angulo agudo y a < b, existe la posibilidad de encomrar dos ; soluciones.

Para B B bsenA  51.B:en33740° 51.8(0.5544)_09117
araB:senB= - —=-— o= gz =0
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Existen dos soluciones, 6 = 65'40 y B' - 180° - 65°40' = 114°20'.

C' = 180° - (4 + B) = 32°".

Para C: C=180°-(4 + B) = 80°40". Para C':
asenC o 31.55en 80740 asen
Para c: ¢ = —— o sm e Para ¢ (= - =
sen A sen 33740 sen A
31 5(0 9868) 561 ) 31 5(0 5299)
0.5.544 o 0.5544

= ucos 3(C — B) Comprobacion: (b -+ ¢’)scng A == a cos L ~ €7

(b + ¢)ysendd = 819 5o 1677
= R1L.9(G.2894)

Commprobacion: (¢ + b)sen A
(¢ + hysen i a = 1079 sen16°50°
- 107.9(0.2896)

= 31.25 = 2372

acos 3(C - B) = 31.5cos 730 o5 HB — €)= 31.5 cos 417 HY
= 31.5(0.9914) s JLS(CUTSIE)
<= 31.23 237

Los resultados son:
para el triangulo ABC: B = 65°40', C = 80%40' y ¢ = 56.1.

para el triangulo ABC: B’ = 114°20', C' = 32°"' y ¢ = 30.1.

b = velocidad terrestre
15°

34°3¢
160°3¢/
19°30°

(b)

33900 ¢ B
(@)

Fig. 12-11

1214 Un piloto desea mantener el curso de su avién con una orientaciéon de 15°0', volando en contra del viento que
sopla 25 mi/h con un angulo de 160°30'. Encuentre la orientacion y velocidad terrestre necesarias cuando la ve-

locidad aérea es de 175 mi/h. Refiérase a la Figura 12-11(b).

Dado que £- BAC es un angulo agudo y a > c, existe una sola solucién.

sen LBAC_255en34°30_ 25(0.5664
csen LBAC  25sen 250-5664) _ 0809 y £ ACB = 4040

sen C = - -~ =
a 175 175

o sen B_ 175 sen 140°50’ 175(0 6316) _ 195

— 1900 - + L ACB) = 140°50'. b =
B = 180° - (L BAC ) sen L BAC sen34°30' 0.5664
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CASO IV

12.15 Resuelva ej triangulo ABC, dado que a = 132, b = 224 y C = 28°40'. Refiérase a la Figura 12-12(a).

A
B
VL -~
g 10°50°
28740y !
£ T # B 2= J
(a) b
Fig. 12-12
Parar: ¢’ =da’+ b’- 2ab cos C
= (132)2 + (224)1 - 2 ( 132) (224) cos 28°40'
= (132)% + (224) - 2 (132) (224) (0.8774) = 15,714 y ¢ =125.
Parads o = _GSNC _ 132 sen 28°40_ 132(0.4797) 05066 v A = 3030
' c T 5T 125777 : Y ‘
bsenC 224 28°40" 224(0.4797
Para B: sen B == Se'llzs = (04797 8506 y B= 120040,
C

(Dado que b > a, A es agudo; entonces 4 + C < 90°, B> 90°))
Comprobacion: 4 + B + C = 179°50". Los resultados son 4 = 30°30', B = 120°40' y ¢ = 125.

12.16  Resuelva el triangulo ABC, dado que a = 322, ¢ =212 y B = 110°50'. Refiérase a la Figura12-12(b).

Para b: b’ = ¢*+da’ - leacos B [cos 110°50' = -cos (180° - 110°50") = -cos 69°10'".]
=(212)% + (322)2 -2(212)(322)(-0.3557) = 197,191 y b = 444.

asenB  322senll0°50"  322(0.9346)

Para A:sen 4 = = =0.6778 'y A= 42°40".
b 444 444

B 212 110°50"  212(0.934
Para C:senC = eemE sen 110750 = @%342%3

3 B v w5 y  C=26°30"

Comprobacién: 4 + B + C = 180°.
Los resultados son 4 = 42°40", C = 26°30"y b = 444.

12.17 Sobre un cuerpo actuan dos fuerzas de 17.5y 22.5 Ib. Si las direcciones de las fuerzas forman un angulo de
50°10' entre si, encuentre la magnitud de su resultante y el angulo que forma con la fuerza mas grande.



TRIANGULOS OBLICUANGULOS 147

129“5(}17

AT =225 B
{a)

Fig. 12-13

Refiérase a la Figura 12-13(a).
En el paralelogramo ABCD,'\DAC +B =[1BCD + [UD = 180° y B = 180° - 50°10"' = 129°50".
En el triangulo ABC,

b’ =¢? +a’-2cacos B [cos 129°50' = - cos (180°- 129 50) = - cos

50°10".] = (22.5)2 + (17.5)*-2(22.5)(17.5)-0.6406) = 1317 y b=136.3.
asenB  17.5sen 129°50'  17.5(0.7679)
sen[1BAC = - - -0.3702 y [BAC=21°40"
b 363 363
y

La resultante es una fuerza de 36.3 Ib y el angulo con respecto a la fuerza mayor es de 21°40".

12.18 Un piloto vuela desden 125 km en la direccion N38°20' O y regresa. Por un error, el piloto vuela 125 Km en la di-
reccion S51 °40' E, ¢a qué distancia quedo de A y en qué direccion debe volar para regresar al punto de partida?
Refiérase a la Figura 12 -13(b).

Considere al punto de regreso como By la posicién final como C. En
el triangulo ABC,

b* =’ +a’ - 2cacos [1ABC
= (125)% + (125)* - 2(125)(125) cos 13°20' =
2(125)%(1-0.9730)=843.7 'y b =29.0
asen IABC  125senl3°20'" 125(0.2306)

sen LBAC = =0.9940 vy [BAC =
b T 200 200 83%0.
Dado que [ICAN, = [IBAC - [IN,AS = 45°20", el piloto debe volar en direccién S45°20'0 una distancia de 29 km para
llegar de C a A.
CASOV

12.19 Resuelva el triangulo ABC, dado que a = 25.2, b = 37.8 y ¢ = 43.4. Refiérase a la Figura 12-14(a).

b’ +c?-a’ (37.8) + (43.4)° - (25.2)°
b +ct-d’ (37.8)% + (43.4)F - (25.2)°

Para A: cos 4 = =45°20"
2bc 2(37.8)(43.4) 0-8160 y 4=45°20"
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a’ + b+ ¢ _ (434)° 4 (25.2)7 ~ (37.8)?

Para B: cos B - e = 0.4082. B = 60°10".
2ca 2(43.4)(25.2) Y
a2 +b*+c? (25.2)* + (37.8)° - (43.4)*
Para C: cos C =~ —~—n = o o e s - =0.0947 y C = 84°30"
2ab 2(25.2)(37.8)

Comprobacion: .A + B+ C — 180°.

12.20 Resuelva el tiriangulo AE C, dado que a = 30.3, b = 40.4 y ¢ = 62.6. Refiérase a la Figura -12-14(b)

Fig. 12-14

bh et - @ (40.4)7 + (62.6)% - (30.3)°

Para A: cos A = R
2bc 2{40.45(62.6)

08159 v oA L 23740

o2 da - bt (62.6)* 4 (30.3)% — (40.4)°
Para B: €os B = - mm oL
2ca 2(62.6)(30.3)

= 0848 v B 32720,

2oy b o2 2.
- f;}—! me B0 . o= 05550 v O = 1247
2ub 2(30.3)40.4) - ' :

404 - (62.6)

Para C: cos
Comprobacién: 4 + B+ C — 180°

12.21 Se requiere calcular dar las distancias de un punto C a ios punios A y B. poro no se pueden medir directamente. La
linea CA se prolonga cie A hasta el punto D una distancia de 175 m. ja prolongacién de la linea CB llega hasta un
punto Eauna distacia de 225 m con respecto a B, y se miden las distancias AB =300 m DB =326 my
488 m. Encuentre ACy BC. Véase Figura 12-15.
LAS PARTES partes de untrianualo ABC pueden encontrarse después de que se hayan calculado los valores de los angulos <BACy < AB
El primer angulo es ej angulo suplementario de < BADy el segundo es el angulo suplementario de lasumade < ABDy <.DBE.
Enel trinagulo ABC cuyos lados se conocen

(175)* + (300)*  (320)°

08 £ BAD == S — 0136
€08 2(175Y300)
£ BAD = 8710
G003 4 (3260 - (179)°
L ABD - 0 - 0.8469
cos LA 2300%326)

L ABD = 32710
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En el triangulo BDE cuyos lados se conocen,

(225)° + (326)° — (488)" 0.5538 v L DBE = 123°4(
2253200 ’ - '

En el triangulo ABC: AB = 300, /L. BAC = 1800 — L BAD = 97050/,
L. ABC = 180° — (L ABD + L DBE) = 2410,

cos L DBE =

y L. ACB = 180" — (L BAC + L ABC) = 58°0.
1c ABsen L ABC 300 sen24”10°  300(0.4094) 45
AC= G lACB T s sg10 T ogaso T
v pe = ABen £BAC 30050 97°50°_300009907) ;0
sen L ACB sen 5870 0.8480
Las distancias que se buscan son AC = 145 m y BC - 350 m.

(NOTA: El proposito de los Problema.-. 12.22 al 12.31 es la solucién logaritmica de los triangulos oblicuangulos. Si no esta utilizando logaritmos
puede pasar directamente a los problemas propuestos )

Fig. 12-15

CASO 1l

12.22 Resuelva el triangulo ABC, dados a = 38.12,4 = 46°32' yC = 79°17. Véase Figura 12-16.
B = 180° - (A + C = 54°11" .

a sen C asen B
e == - b=
sen A sen A
log a = 1.5812 log a= 1.5812
log sen C = 9.9924 - 10 log sen B = 9.9090 - 10
colog sen 4 = 0.1392 colog sen 4 = 0.1392
log c= 1.7128 log b=1.6294

c = 51.62 b = 42.60
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(c + b) sen¥24 = a cos¥a(C - B)

Comprobacion:
c+b=9422"%4=23°16" a=38.12,%(C - B)=12°33'

log (c+b) =1.9741 loga =1.5812
log sen¥4 = 9.5966 - 10 log cos¥2(C - B) =9.9895 - 10
1.5707 1.5707
-log sen A.]

[NOTA: colog sen A = log (1/sen A) =

Fig. 12-16

12.23 Resuelva el tridngulo ABC, dados b =282.7, A= 111°43",yC = 24°26. Véase Figura 12-17
B =180°-(C + A) =43°51".

a= ——
€= ——
hsen A
sen B sen B
log b=2.4513 logh =2.4513
log sen A= 9.9680 - 10 log sen C =9.6166 - 10
colog senB = 0.1594 colog sen B = 0.1594
log a =2.5787 log ¢ =2.2273
a=379.1 c=168.8
B

24°26°

111743

282.7
b

Fig. 12-17

(a+c)sen B=bcos¥a(d-C)a+c=
b=1282.7, Y2(A4 - C) = 43°38'

log b = 2.4513
log cos Y2 (4 - C) = 9.8596 -

Comprobacion:
547.9,%2B = 21°56'

log (a +¢) =2.7387

log sen2B = 9.5723 - 10

10
23111 23109
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12;
CASO Il

12.24 Resuelva el triangulo ABC, dados b = 67.25, ¢ = 56.92, y 8 = 65°16'. Véase Figura 12-18.
Dado que B es un angulo agudo y b > c, existe una solucion.

csenB ’fi‘lﬁ
sen C= senB
b
a=
logc =1.7553 log sen log b=1.8277 log
B=9.9582-10 cologb sen A= 9.9554 - 10 colog
=8.1723 - 10 sen B=0.0418
logsen C=9.8858-10 C= log a =1.8249
50°15' 4=180°-(B+C) a=66.82
=64°29'
Comprobacion: (b + c)sen Y24 = a cos¥a(B - C)
b+c=124.17,"% A=32°15" a=66.82,%(B - C) =7°31"
log (b + ¢)=2.0940 log a=1.8249
log sen %> 4 =9.7272 - 10 log cos % (B - C) =9.9963 - 10
L8212 18212

N
)

Fig. 12-18

12.25 Resolver el tridngulo ABC, dados a = 123.2, b = 155.4, A = 16°34' . Véase Figura 12-19.
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Dado que A es agudo y a < b, pueden existir dos soluciones.

log b=2.1914 log sen 4
=9.4550- 10 cologa =

7.9094 - 10
log sen B=9.5558- 10 B=21°4
C=180°- (4 + B) = 142°22' B'=180°-B =~ 158°56'
'=180°-04 + B’) = 4°30'
~_asenC , _asenC’
(__senA' - sen A
log a =2.0906 log log a =2.0906 log
sen C =9.7858 - 10 senC = 8.8946- 10
colog sen 4 = 0.5450 colog sen 4 = 0.5450
logc=24214 loge'= 1.5302
c=263.9 ¢'=33.90

Comprobacion: (b + a)sen’s2C = ccos's(B - A) Comprobacion: (b + ¢)sen’s2C = c¢'cos’a(B- 4)

b+a=2786,nC=T1°11 b+a=2786,1nC" =2°15
¢ =263.9,5(B -4) =2°15' d=33.9°"%(B"-/4)="71°11"
log (b + a) = 2.4449 log (b + a) = 2.4449
log sen’2C=9.9761 - 10 log sen %2C = 8.5939- 10
2.4210 1.0388
logc=2.4214 log d=1.5302
log cos?%(B - A) = 9.9997 - 10 log cos?(B' - 4) = 9.5086 - 10
2.4211 1.0388

12.26 Deduzca la ley de las tangentes.

En cualquier triangulo ABC, se obtienen las formulas de Mollweide

a—b_seﬂ—‘i(A—B) at+b cos é({l - B)

¢ cos 5C ¢ sen 3C

Dividiendo el primero entre el segundo,

a—-b ¢ seni(d — B)  seniC N
e R D 2 o an A -
¢ a+b cos5C  cos i(A B)B)tan’/zC

= o_ 1 = o_ J, 1 — 1 —_——
Como C = 180°-(4 + B),’»C =90°- %(4 + B) y tan %,C=cot %(4 + B) BrlAT B
b tan g_(A - B)

Asi, b tan (A + B)

SRR~
+| |

Las otras dos formas pueden obtenerse en forma similar o con los cambios ciclicos de las letras en la ecuacién anterior.
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CASO IV

12.27 Resuelva el triangulo ABC, dados a = 2526, ¢ = 1388, B= 54°24°00 Véase Figura 12-20.

54724'

a

Fig. 12-20

A+ C =180° B=125°36'
(A + C) = 62°48'

a-

2526 ¢

= 1388

a-c—=
1138 a+c
=3914
a—c sen B
tan %(A4-C) = - tan %(4 + C) b= EEE‘E
b1

log(a-c¢) =
3.0561 colog (a +c) =
6.4074 - 10 logtan % A +

loge = 3.1424 log
sen B=9.9101 - 10
colog sen C = 0.2604

€)= 0.2891
log tan % (4 - C)= 9.7526 - log b = 33129
10 % (4-0)= b=2055
29°30' % (4 + C)=
62°48'
A=
92°18 ¢
- 33018’

Comprobacién: se deja al estudiante la comprobacion de la solucion utilizando las férmulas de Mollweide.

(a+c)sen s B=bcos ' (4- C)

12.28 Resuelva el triangulo ABC, dados b = 472.1, ¢ = 607.4, >A = 125°14'. Véase Figura 12-21.

C + B=180°-4=
54°46' 2 -(C+B) =27°23'

c=607.4
b=472.1
c-b=1353
c+b=1079.5=1080
c—b bsenA
tani(C-B) =g tan ACHB) “= senB

153



154 TRIANGULOS OBLICUANGULOS

log(c-b) = 2.1313 log b = 2.6740
colog (¢ + b) = 6.9666 - 10 log sen 4 = 99121 - 10
log tan 5(C + B) = 9.7143 - 10 colog sen B = 0.3964

log tan 4(C - B) = 8.8122- 10 -
log a = 2.9825

YH(C- B) = 3°%43
Y4(C + B) = 27°23' s = 960.5
C= 31°
B = 23°%40'

Comprobacion: Para comprobar la solucién utilice la formula de Mollweide (c + b) sen 2A = acos %2 (C - S).

12.29 Dos lados adyacentes de un paralelogramo miden 3473 y 4822 pies, respectivamente, y el angulo entre ellos es
de 72°14'. Encuentre la longitud de la diagonal mas larga. Véase Figura 12-22.

En el triangulo 4BC: B = 180° - 72° 14' = 107%¢'
L ACB + L CAB =72°14' y %L ACB + [ CAB) = 36°7

c =4822
a = 3473
c-a= 1349
c+a= 8295
tan 4L ACB — L CAB) =" “tan }(LACB + LCAB) po 2B
S ’ Teta 2 " sen L ACB
log (¢ — a) = 3.1300 log ¢ = 3.6832
colog (¢ + a) = 6.0812 — 10 log sen B = 9.9788 - 10
log tan (L ACB + L CAB) = 9.8631 - 10 colog sen L ACB = 0.1671
log tan 4(L ACB — L CAB) = 907460 — 10 log b = 3.8291
WLACB~ LCAB)= 646 b= 6747 ft
YLACB - LCAB) =367
L ACB = 42°5%

LCAB = 29721
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Comprobacién: (c+a)sen YaB = b cos Y2(11ACB-11CAB)
log(c +a) = 3.9188 log b = 3.8291
log sen %2B=19.9073 - 10 log cos Y2(TTACB -[1CAB)=9.9970 -
10
3.8261 3.8261

4822
A 4
Fig. 12-22
12.30 Deduzca las féormulas de un semiangulo.
T~ cos A
Sea ABC un triangulo cualquiera. Entonces tan %2 A 1T+ cos A4 como Y% Aes siempre agudo.
bt o+ -t
Por la ley de los cosenos, cos 4 = 5. Por lo que
bl+c2—£13_2!1('—;’.‘r‘—r"-!—.:rl_az—(b—v:_]1 (a—h+c)a+b—c)
g .
1-cosd=1-
bPet—a® dbetb P —at (bto)f-ad (breta)bte—
¢ lecosgmpa PECS@ Wb rEa G40 -a (rerabre-a
2be 2he 2be 2be
Seaa+ b +c=2s
entoncesa-b+c=(adb+r)-2b=2s-2b=2(s-b),a+b-c=2s-c), b+c-a=20-
a), y
1 —cos A la—b+ca+b—¢  2bc /i(s' —B)-2s—¢)
talll/zA= s e GRSt e i Y e i M e P LT S S Ml SN e
\1+cosA 2be (btect+a)b+e—a)  25-2s—a)
5B —)  fs—as—bls—c) 1 (5 — a)is — B)s — ¢)
T ss—a) v ss—aPF  s5-a s
fieins = oy
Al final,sea;r= N (‘L*vﬂ,—('—&——{)l:s——”— ,tany 4 = 5_—1--& Las formulas restantes se pueden obte-

ner al cambiar
ciclicamente las letras.

CASOV

12.31 Resuelva el tridngulo ABC, dados a = 643.8, b =778.7 y ¢ = 912.3. Véase Figura 12-23.
\/(.‘s"v'“.:?x's —b)s —¢)
sty JRCRReT s T

s=Ya(a+b+ s
¢

a= 643.8 s-a = 5236 log (s-a)=2.7190
b= 778.7 s-b = 3887 log (s - b ) =2.5896
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c = s-c= log (s - ¢) =2.4067
9123 255.15 = colog s = 6.9328 - 10
2 = 1167.4 2 log r = 4.6485
23348 s log r = 2.32425 = 2.3242
= 1167.4
r r r
tansA= —— — tan’zC= ---
s—a s—b §—c
tan’zB=
log r=2.3242 log r=12.3242 log r=2.3242
log (s - a) =2.7190 log (s - b)= 2.5896 log (s - ¢) =2.4067
log tan %24 = 9.6052 - log tan2B = 9.7346 - log tan %2C = 9.9175 -
10 10 10 2C =39
Yhd = 5B = 35" C=179°10'
21°57" A= 28°29' B =
43°54' 56°58'
Comprobacion: A+ B+ C= 180°2'

Fig. 12:23

Problemas propuestos

Considerando las partes conocidas de un triangulo ABC, establezca qué ley debe utilizar para resolverlos, la ley de los
senos o la ley de los cosenos, y encuentre los valores deseados.

(@ a=17, c =14, y B =30°; encontrar b. Resp.  cosenos, 8.5

() b=17, a=12, y A = 24°; encontrar B. Resp. senos, 35°y 145°

(¢) c¢c=189, a=150, y C=85.18";encontrar 4. Resp.  senos, 52°17'

(d) A =24°18'-8 =56°48', y a = 32.3; encontrar b. Resp. senos, 65.7

) ¢=0.5 b=08, yA=70°encontrar a. Resp. log cosenos, 0.79

() a=315.2,b=457.8,y A = 42.45°; encontrarB. Resp. senos, 78.61°y 101.39°
(g a=25.7, b=138.7, y C=10.8° encontrar c. Resp. cosenos, 14.3

(h) a=17.6, b=4.8, yc =7.1; encontrar B. Resp.  cosenos, 38°

Resuelva cada uno de los siguientes triangulos oblicuangulos 4ABC, dados :
a =125, A=54°40', B = 65°10' Resp. b =139, ¢=133, C=60°10'
b =321, A4=75°20",C=38°30' Resp. a =339, ¢c=218, B=06610
b=215, ¢=150, B=42°40"a Resp. a =300, 4=109°10',C=28°10'

=512,b=426, A=48°50 Resp. ¢ =680, B=238°50", C=92°20"
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12.38
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12.44
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12.47

12.48

12.49

12.50
1251

12.52
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b=50.4, c=33.3, B= Resp. a=25.1, 4 =26°0, C=35°30'

Resp. ¢ =15.7, A =46°30", C=21°10'
b=40.2, a = 31.5, B = 112°20"
Resp. ¢ =789, A=52°20", C=287°0

¢'=16.0, 4'=127°40', C= 11°40'
b =51.5 a = 62.5, B =40°0"

Resp. b=552, B=85°30", C=59°10"b’
=224, E =23°50', C=120°50'
a =320, ¢ =475, A= 3590
Resp. a=344,B =17°50", C =43°30'
b =120, ¢ =270, A =118°40" Resp. A =63°10',B = 42°40, C=74°10'
a =245 b=18.6 c=26.4 Resp. A =39°20", B = 46°50', C= 93°50"
a =634, b=730, c=9.98

Dos barcos tienen equipos de radio cuyo alcance es de 200 km. Uno de los barcos se encuentra a 155 km en N42°40' E y el otro
esta a 165 km en direccion N45°10'0O de una estacion costera. jPueden los dos barcos comunicarse entre si directamente?

Resp. No; se encuentran separados 222 km.

Un barco navega 15.0 mi en direccién S40°10'O y después 21.0 mi en direccion N28°20'O. Encuentre la distancia y la direccion
de la Gltima posicién con respecto a la primera.

Resp. 20.9 mi, N70°30'0

Un faro se encuentra situado a 10 Km al noroeste de un muelle. Un barco sale del muelle a las 9 A.M. y navega hacia el ceste a 12
km/h. ¢ A qué hora se encontrara a 8 mi del faro?

Resp. 917 AM.y 9:54 AM.

Dos fuerzas, de 115y 215 Ib, que acttian sobre un objeto tienen una resultante de 275 Ib de magnitud. Encuentre el angulo forma
do por las direcciones de las fuerzas componentes.

Resp. 70°50

Una torre de 150 m de altura esta situada en la cima de una colina. En un punto situado a 650 m abajo de la colina, el angulo que
se forma con la superficie y la parte mas alta de la torre es de 12°30". Encuentre la inclinaciéon de la colina con respecto al plano
horizontal.

Resp. 7°50'

Tres circunferencias de radios 115, 150 y 225 m respectivamente, son tangentes entre si por la parte externa. Encuentre los an
gulos del triangulo formado al unir los centros de las circunferencias.

Resp. 43°10',61°20\ 75°30'

Utilice logaritmos para resolver cada uno de los siguientes triangulos oblicuangulos ABC:
c=178.75,4=33°10", C = 81°25' Resp. a=43.57,b=172.43, B=65°25'
b=730.8, B =42° 13", C=109°33" tesp. a=514.5,¢c=1025,4=28°14'

a=31.26,4 =58°, C=23°37 Resp. b=36.47,¢c=14.77, B = 98°23'
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12.53

12.54

12.55

12.56

12.57

12.58

12.59

12.60

b =13.22, ¢=10.00, B=25°5T
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Resp. a=21.47,4 =134°43", C =19°20'

b=10.88, ¢c=35.73, C=115°34' Resp. a=29.66,4 =48°29', B =15°57'

b=286.43, c=73.46, C=49°19

a=12.70, ¢=15.87 ,4 =24°T

a=482.3, ¢=395.7, B=137°32'
b=1561.2,c=387.2, 4=756°44'
a=123.8,b=264.2, c=256.0

a= 1894, b =2246, c = 3549

Resp. a=89.52, B =63°10',4 =67°31"
a'=23.19, B’ = 116°50",4' = 13°51"

Resp.  b=25.40, B=125°11',C=30°42'
b'=3.56, B'=6°35', C=149°18'
Resp. b =819.2, A=23°26', C=19°2"
Resp a=4759, B=80°24", C=42°52"
Resp A =27°28', B=179°56", C=72°34'

Resp. A4 =28°10", B=34°2', C=117°48'



Area de un triangulo

13.1  AREA DE UN TRIANGULO

El area K de un triangulo cualquiera es igual al producto de su base por su altura dividido entre dos. En general, si
se tiene la informacién suficiente acerca de un triangulo, puede calcularse su area.

13.2 FORMULAS DEL AREA

CASOS | y Il. Dados dos angulos y un lado del triangulo ABC

El tercer angulo se encuentra utilizando el hecho de que A + B + C = 180°. El area de un triangulo sera igual al
producto del cuadrado de uno de los lados, por el seno de cada uno de los angulos adyacentes a dicho lado, entre el do-
ble producto del seno del angulo opuesto a dicho lado; esto es,

_ a’?senBsenC  b*sendsen C ¢ senAsen B
2sen A 2sen B N 2sen C

Para la demostracion de estas formulas véase el Problema 13.2. (Véanse también Probs. 134 y 13.5.)

CASO Ill. Dados dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos en un triangulo ABC

El segundo angulo puede encontrarse utilizando la ley de los senos y la formula apropiada del Caso I. Ya que en al-
gunas ocasiones pueden encontrarse dos soluciones para el segundo angulo, entonces serd necesario a veces calcu-
lar el area de dos triangulos.

(Véanse Probs. 13.6 y 13.7.)

CASO IV. Dados dos lados y el angulo que forman entre ellos en un triangulo ABC

El area del tridangulo sera igual a la mitad del producto de los dos lados por el seno del angulo que forman entre
ellos; esto es,

K = %ab sen C = %ac sen B = Lbc sen 4
Para la demostracion de estas férmulas véase el Problema 13.1.

(Véanse también los Probs. 13.8 y 13.9.)
CASO V. Dados los tres lados del triangulo ABC

El area del triangulo es igual a la raiz cuadrada del producto del semiperimetro por el semiperimetro menos el pri-
mer lado; por el semiperimetro menos el segundo lado; por el semiperimetro menos el tercer lado; esto es,
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ARV TV
K = (/s(s — a)(s — b)(s — ¢) donde s = S(a + b + ¢)
La formula se conoce como la férmula de Heron (o de Hero) Para la demostracion de esta formula. véase ProD. 133 )

[NOTA:
(Véanse también los Probs. 13.10 y 13.11.)

Problemas resueltos

13.1 Demuestre la formula K = 7 bc sen A. Véase Figura 13-1.

Se denomina h a la altura trazada desde el lado b del triangulo ABC, para cada figura se tiene que h = ¢ sen A.

Asi, K = +bh = tbcsenA.

B
|

E

Bl <

| c

|

|

[

L C

A b
(a) ()
Fig. 13-1
) . ¢%sen A sen B
13.2  Deducir la formula K. = ——m |
2sen C
csen B
Del Problema 13.1, K = /%bc sen .4; y por la ley de los senos b = ——~—6.
sen
e K = 1b 4 1csen B 4 c? senA sen B
t K =3bcsenAd =~ ———ciserd=——————
fonees 2 2 senC e 2 senC

133 Demuestre la férmula K= \/;&1 a)s —Wib;(sr-f (’)
De los resultados del Problema 12.30, Capitulo 12,
(a—b+c)a+b— C)_2(S*b)~2(s—c)_(sfh)(s~/ )

en2id =41 — =
sen? 34 = 3(1 — cos A) ihe ibe be
(b+c+apb+c—a) 2s-2As—a) s(s—a)
2141 = - = Y
y cos® 34 .= 3(1 + cos 4) Abe ahe Be
(s — BY(Gs — ©) s(s — a)
Como 34 < 90°, sen$A4 = \/(S\A»g(-sff) y cos3A = \/i(ib,c,“) Entonces
C

K =1bcsen 4 = bc senid cos 14 = bc\/ 774:--') = \/s(;—ai)(isig)(s‘ —0)
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B =180 — (4 + C) = 145°

c? senA sen B

2senC
232 se; 20° sen 145°
T 2sents®
= 200 cm?
¢?send sen B
T 2senC
232 5en20° sen15°
N 2 sen 145°
b A 219 sen20°
sen B= o TN 06688, B=42° vy B = 138",
a 112 }
C =180° — (4 + B) = 118" C' =180" — (4 + By =22°
B a® sen B sen C X a®sen B sen '’
T 2send T 2send
_ 1122 sen 42° sen 118° _ 1122 sen 1387 sen 22°
T 2sen20° T 2sen20
= 10,800 m? = 4600 m?

bsenA  96.2 sen 41°50

=0. ; B=31°30".
P 123 0.5216; B = 31°30

sen B =

C = 180° — (4 + B) = 106°40’
_ brsendsen C

96.22 sen 41°50' sen 106°40"
T 2 sen 31°30°
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13.8  Caso IV. Determine el area del triangulo ABC, dados b - 27 yardas ¢ = 14 yardas y A = 43°.

K =4ibcsen A
= 3(27)(14) sen 43¢
= 130 yd*

13.9 Caso IV. Calcule el area del triangulo ABC, dados a = 1427 cm, ¢ = 1723 cmy 8 = 86°14'

K = }acsen B
= 5(14.27)(17.23) sen 86°14'
= 122.7 cm?

13.10 Caso V. Encuentre el area del triangulo ABC, dados a = 500 m, b = 700 my c- 10.0 m.

s=Ya+b+)=L5+7+10)=11m.
K = /s(s — a)(s — b)(s — ©)
= J11(11 = 5)(11 = 7)(11 — 10)
= /264
=162m?

13.11 Caso V. Calcule el area del tridangulo ABC, dados a = 1.017 cm, b = 2.032 cm y ¢ = 2.055 cm.

s=4(a+b+c)=3(1.017 + 2032 + 2.055) = 2.552 cm
K = /s(s — a)(s — b)s — ©)
= /2.552(2.552 — 1.017)(2.552 — 2.032)(2.552 — 2.055)
/1012392
1.006 cm*

13.12 Determine el area de un triangulo is6sceles cuya base mide 19.2 pulgadas y angulo de la base 23°10". En la Fi-
gura 13-2, b = 19.2 pulgadas, A = 23°10' y C = 23°10'. Entonces,
B = 180° - 2(23°10") = 133°40'
_ b*senAsenC

3 SCII‘B‘”W

19.22 sen23°10' sen 23°10
2 sen 133°40

= 394 pulgadas ?

23°10° 23°10

b=19.2 ~

Fig. 132
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13.13 Un pintor necesita saber el area que ocupa el tejado de dos aguas de una casa. ;Cual sera el area del tejado, si
éste es un triangulo con dos lados iguales de 42.0 pies que forman un angulo de 105°?
En la Figura 13-3, a = 42.0 pies, b = 42.0 piesy C = 105°.

K =4absen C
= 1(42)(42) sen 105°

= 852 ft?
N C
[
v 2105 s o,

<

B H
Iy

Fig. 13-3

13.14 Tres circunferencias de radios 3.0, 5.0 y 9.0 cm, son tangentes entre si externamente. ;Cuanto mide el area del
triangulo que se forma al unir sus centros?
En la Figura 13-4,a = 8cm, b = 12cmyc = 14 cm.

s=3a+b+c)=17cm

= \/17(17 — 817 — 12)(17 — 14)
= ,/2295
= 48 cm?

Fig. 13-4
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13.15 En un campo cuadrangular ASCO, el lado AB mide 11.4 m con direccién N62°10' E, ei lado BC mide 19.8 m con
direccién N22°20'0O; y el lado CD mide 15.3 m con direccién S40°40'0. DA se encuentra en la direccién S32°10'E

pero no puede ser medido. Encuentre (a) la longitud de DA y (b) el area del campo.

P

D
3200
F

Fig. 135

En la Figura 13-5. el eje norte-sures la linea SN que pasa por D, los puntos E, Fy G son los puntos donde cruzan las perpen-
diculares con la recta SN pasando por los puntos A, By C, 'espectivamente. y las lineas AH y C/ son perpendiculares a BF.

(a) FB =FI +IB=GC + IB
= 153 sen 40°40' + 19.8 sen 22°20'
=997 + 7.52= 1749

FB = FH + HB = EA + HB; por lo que
EA = FB - HB
= 1749 - 114 sen 62° 10' = 17.49 - 10.08 = 741

Como EA = DA sen 32°10', DA = = 139 m.

sen 32°10
1)) Area ABCD = area ACD + 4rea ACB
= %{AD)DC) sen L. CDA + \(AB)(BC) sen (. ABC
= 14(13.9K15.3) sen 107° 10" + %(11.4)(19.8) sen 95°30"
= 101.6+ 112.3
= 2139
=214 m*>
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13.16

Demuestre que el area de un cuadrilatero es igual a la mitad del producto de sus diagonales por el seno del an-
gulo incluido entre ellas. Véase Figura 13-6(a).

(@)

(b)

Fig. 136

Sea O el punto de interseccién de las diagonales del cuadrilatero ABCD, sea 6 el angulo que forman las diagonales entre
si. Lldmense a los

segmentos de las diagonales separados por O, py q, y ry s, como se ve en la Figura
Area ABCD = area AOB + area AOD + area BOC + area DOC

= Yrpsen 0 + 3qrsen (180° — ) + 3ps sen (180° — 0) + 1gssen 0
=3(pr+ gr + ps+gs)sen0 = 3(p + g)(r + 5) sen 8 = 1(BDYAC) send.

13.17 Demuestre que el area K del segmento mas pequefio (sombreado) de un circulo de radio r, y centro 0, cortado
por la cuerda AB de la Figura 13-6(b), esta dada por K - %r’ (6 - sen 6), donde tiradianes es el angulo central in-
terceptado por la cuerda.

El drea que se busca es la diferencia entre el area del sector AOBy el triangulo AOB.
El drea S del sector AOB es al area del circulo, como la longitud del arco AB es a la circunferencia:
rf)
estoes, —— = - - y = 3320,
P R T :
Ll arca dei triangulo AOB = 4r-rsen 0 = §r* sen 6.
Asi, K =13r?0 — 4r?sen 0 = $r*(6 — sen 0)
13.18

Tres circulos tangentes entre si por la parte externa, con centros A, By C, tienen radios de 50, 30 y 20 pulgadas,
respectivamente. Encuentre el area del triangulo curvilineo formado por los tres circulos.

Considere a los puntos tangentes a los circulos como R, Sy T como se muestra en la Figura 13-7. El area que se buscaes la
diferencia entre el area del triangulo ABC y la suma de las areas de los sectores ART, BRS y SCT.

Dado que las lineas que unen a los centros de cualquiera de dos de los circulos pasan a través de sus puntos tangentes, a
= BC =50,b = CA =70y c = AB = 80 pulgadas. Entonces,

S =

Ha+b+c¢)=100

s—a=50 s—b=730 s—c=20
y K = arca ABC = \/s(s — a)(s — b)(s — ¢) = /100(50)(30)(20) = 1000,/3 = 1732
por lo que r = K/s = 17.32,
fan A= — — = 1732 _ 0.3464 14 =19
A== s =0 A=

A = 38°12" = 0.667 rad
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1 r 1732 1 Y oy
tan }B ==~ == 05773 1B =30 B = 60°0' = 1.047 rad
roo17.32 \
niC= " = "= 08660 1C=40°54  C =818 = 1428 rad

Area  ART = 1r?0 = 1(50)%(0.667) = 833.75, area BRS = 1(30)%(1.047) = 471.15, area CST =
5(20)2(1.428) = 285.60, y lasuma del area es 1590.50.
El 4rea que se busca es 1732 - 1590.50 = 141.50 o 142 pulgadas’.

Fig. 13-7

En los problemas 13.19 al 13.22 se demuestra el uso de logaritmos para encontrar el area de un triangulo. Si no es-
tan utilizandose logaritmos, dirijase directamente a los Problemas Propuestos.

13.19 Encuentre el area de! triangulo ABC, dados A = 37°10\ C = 62°30 y b = 34.9. Véase Figura 13-8.

b =349

B=180" - (4 + C) = 80°20'.

.. . b?sen C sen A

lisie es un triangulo del Caso 11y K = ——- 5 e,
2sen B

2 log b = 3.0856
log sen € = 9.9479 — 10
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log sen A = 9.7811 - 10
colog 2 = 9.6990 - 10
colog sen B = 0.0062

log K = 2.5198
K = 331 unidades cuadradas

13.20 Calcule el area del triangulo ABC, dados b - 286, ¢ = 443y B - 23°20".
Este es un triangulo del Caso Il con el cual pueden haber 2 soluciones. Véase Figura 13-9.

c csen B
sen C = — ——
b
log ¢ = 1.6464

log sen B = 9.5978 - 10
colog b = 8.5436 - 10

log sen C =9.7878- 10
C=37°50y C=180° - C = 142° 10’
A =180°-(B+ C)=118°50" y A' = 180° - (B + C') = 14°30'
¢’ sen A' sen B

¢*sen A' sen B
El area de ABC' es K =
2 sen C'

El 4rea de ABCes K =

2sen C

2 log ¢ = 3.2928 2 log ¢ = 3.2928
logsen 4 =9.9425 - 10 log sen 4" = 9.3986 - 10
log sen B = 9.5978 - 10 log sen B = 9.5978 - 10
colog 2 = 9.6990 - 10 colog 2 = 9.6990 - 10

colog sen C = 0.2122 colog sen C = 0.2122

log K = 2.7443 log K = 2.2004

K = 555 K= 159

La solucion son dos tridngulos con areas de 555 y 159 unidades cuadradas, respectivamente.

Fig. 139

13.21 Determine el area del triangulo ABC, dados a = 16.4, b = 557y C = 27°20".
Este es un tridngulo del Caso IV y la solucion K - ab sen C. Véase Figura 13-10.

loga= 12148
log b = 1.7458
log sen C = 9.6620 - 10
colog 2 = 9.6990 - 10
log K = 2.3216
K =210

El 4area mide 210 unidades cuadradas.



168 AREA DE UN TRIANGULO
B
\b‘b' ¢
)
Sy b=7557 4
Fig. 13-10

13.22 Encuentre el area del triangulo ABC, dados a = 255, b = 290y ¢ = 419. Véase Figura 13-11.
Este es un tridngulo del Caso V y K = /s(s — a)(s — b)(s — 5

s=ia+b+c) K = /s(s — a)(s — b)(s — ¢)

a = 255 s-a= 227 log (s — a) = 2.3560
b=29 S-b=1% log (s — b) = 2.2833
c =419 S-c= 63 log (s — ¢) = 1.7993
25 = 964 s =482 log s = 2.6830
s = 482 2log K =9.1216
log K = 4.5608

K = 36,400

El 4rea mide 36,400 unidades cuadradas.

c
//’19“ 9\\‘,
v <
4 e =419 B
Fig. 13-11

Problemas propuestos

Encuentre el area del tridangulo ABC, dados:

1323 b = 13 pies a = 27 pies C = 85° Resp. 175 pies®

1324 a =233 em, ¢ = 21.5 cm, B = 121.0° Resp. 215 cm?
1325 a=41 mb=52m,¢c=67 m Resp.. 11 m’
1326 A4 =65",B=35%c=12yd Resp. 38 yd*

1327 b =23.84, c = 35.26, A = 50°32' Resp.  324.5 unidades cuadradas
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13.30

13.31

13.32

13.33

13.34

13.35

13.36

13.37
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a=456.3, b =586.8, C =28°17 Resp. 63,440 unidades cuadradas
a = 5123, B=52°15", C = 63°46' Resp. 103,600 unidades cuadradas
b =14448, 4 = 110°16', B = 30°10' Resp. 117,600 unidades cuadras
a=384.2, b =492.8, c = 677.8 Resp. 93,080 unidades cuadradas
a = 28.16, b = 60.15, ¢ = 51.17 Resp. 718.6 unidades cuadradas

Para encontrar el area de un terreno triangular, el propietario caminé 215 m hacia el este de una esquina hasta la otra. Después de
girar un angulo de 78.4°, el propietario caminé 314 m hasta la tercera esquina. ;Cudl es el area del terreno?

Resp. 33,100 m*

Un artista desea hacer un letrero en forma de triangulo isésceles, cuyo angulo en el vértice es de 42° y que tiene 18 m de base.
¢ Cual sera el area del letrero?

Resp. 211 m*

Un punto Cesta situado a N28° E de un punto A y esta situado a N12°0 de un punto 6. ;Cuél sera el area del triangulo ABC si 8 se
encuentra a 23 km al este de A?

Resp. 355 km?

Tres circulos son tangentes entre si en la parte externa, con radios de 7.72, 4.84 y 11.4cm, respectivamente. Encuentre el area del
triangulo formado al unir los centros de los circulos.

Resp. 101 cm?

Una mujer camina 503 m, gira y trota 415 m, gira nuevamente y corre 365 m, para regresar al lugar donde empez6. ¢Cual es el area
del triangulo formado por la trayectoria?

Resp. 74,600 m*



Funciones trigonométricas
inversas

14.1 RELACIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS
La ecuacion
x=seny ™

define un valor Unico de x para cada angulo y dado, pero cuando x es conocido, la ecuacion puede no tener solucién o
tener varias. Por ejemplo: Si x = 2. no hay solucién, dado que el seno de un angulo nunca excede de 1; si x = %2, existen
varias soluciones, paray = 30°, 150°, 390°, 510°. -210°. - 330°,... Para expresar y como una funcién de x, se
escribe

y = arcsen x (2)

Sin hacer caso de la palabra arc, la ecuacion (2) debe interpretarse como "y es un angulo cuyo seno es x". De manera
similar, puede escribirse y = arc cos x, si x =cosy, y =arc tanx six =tany, etc.

La notaciéon y - sen'x, y = cos 'x, etc., (que debe leerse como "inversa del seno de X, inversa del coseno de x,
etc.") son usadas también, pero sen ' x puede ser confundido con 1/sen x = (sen x)-7 por lo que hay que tener cuidado
al escribir exponentes negativos en las funciones trigonométricas.

14.2 GRAFICAS DE LAS RELACIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

La grafica de y = arcsen x es la grafica de x = sen y y difiere de ja gréafica de y = sen x del Capitulo 8, en que los
papeles de x y de y estan intercambiados. Asi, ja grafica de y = arcsen x es una curva senoidal dibujada en el eje y
en lugar del eje x

De igual modo, las gréaficas de las demas funciones trigonométricas inversas, son aquellas que corresponden a
las funciones trigonométricas, excepto cuando se intercambian los papeles de x y y.

14.3  FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

A veces es necesario considerar las relaciones trigonométricas inversas como funciones (es decir. a cada valor de
y le corresponde un so6lo valor admisible de x). Para lograr esto, se acuerda seleccionar uno de los multiples angulos
que le corresponden a determinado valor de x. Por ejemplo, cuando x = % puede acordarse seleccionar el valor y =
m /6.y cuando x =- 2 puede seleccionarse el valory = -7 /6. Este valor escogido se llama valor principal del
arcsen x. Cuando solamente se requiere el valor principal, puede escribirse arcsen x. arceos x, etc. Una notacion
alternativa para el valor principal de las funciones trigonométricas inversas es sen ' x, cos ' x, tan ' x, etc. Las partes de
la gréafica en
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la cual se encuentran los valores principales de jas funciones trigonométricas inversas se muestran en las Figuras

14-1(a) a (f) por medio de una linea mas gruesa.
Cuando x es positiva o cero y existe la funcién inversa, el valor principal esta definido como aquel valor de y que se

encuentra Inclusive entre Oy %m.

N == S

171

o 0
-1 1 X
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y = arcsen x v =arctan x (b) y =aresec x
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0 0 \ 1| 1
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Sy P = B . St
»y =arccos X y = arccot x y = arcese x
(d) (e
Fig. 14-1

EJEMPLO 14.1 (a) Arcsen V3/2 = /3 dado que sen11/3 =32y 0<m/3<m /2.

(b)  Arccos \3/2= 1/6 dado que cos /6 =V3/2y0< w/6<m/2.
(c) Arctanl =mn/4dadoquetann/4 =1y 0<n/4<m/2.

Cuando x es negativo y la funcion inversa existe, el valor principal se define como sigue.

—Y%m < Arcsen x < 0 Yam < Arccotx <

Yam < Arccosx <m Yom < Arcsec x <1

—lom < Arctan x < 0 —Yam <Arccsex <0
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EJEMPLO 142 (g) Ascsen (—1/3/2) = —n/3 Arccot (—1) = 3n/4
() Arccos (—1/2) = 2m/3 Arcsec (—2//3) = +5n/6

() Arctan (—1//3) = —n/6 Arcesc (~—/2) = —n/d

14.4 INTERVALO DE LOS VALORES PRINCIPALES

Cuando x es negativa, existen diferencias entre los autores al definir los valores principales de las funciones inversas.
Las definiciones dadas aqui son las mas convenientes para el estudio del calculo. En diversos libros de calculo, la fun-
cion inversa de una funcion trigonométrica se define como el valor principal inverso y no se acostumbra utilizar letras
mayusculas en su notacién. Como soélo se considera la funcion inversa, por lo general no causa problemas en las lec-
ciones de calculo.

Intervalo de los Valores

Funcidn Inversa Principales

y = Arcsen x —insy<in

y = Arccos x O<y<nm

y = Arctan x —in<y<in

y = Arccot x O<y<nm

y = Arcsec x O<y<my#in
y = Arcese x —in<y<iny#0

14.5  VALORES GENERALES DE LAS RELACIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Sea y una relacion trigonométrica inversa de x. Dado que el valor de una relacién trigonométrica de y es conocido,
dos posiciones se determinan en general, para el lado terminal del angulo y (véase Capitulo 2). Sean y1 y Yy,
respectivamente, los angulos determinados por las dos posiciones del lado terminal. Entonces, la totalidad de los
valores de y consiste en los angulos y1 y y», junto con todos los angulos coterminales; esto es,

y1 + 2nn y V2 + 2nn

donde n es cualquier entero positivo, negativo o cero.
Uno de los valores y1 0 y», puede tomarse siempre como el valor principal de la funcién trigonométrica inversa.

EJEMPLO 14.3 Escriba las expresiones para el valor general de (a) arcsen 1/2, (b) arccos (- 1) y (c) arctan (1).

(a)  Elvalor principal de arcsen 1/2 es 77 /6, y un segundo valor (no coterminal con el valor principal) es 5 7 /6.
El valor general de arcsen 1/2 esta dado por

/6 + 2nmw S5m/6 + 2nm

donde n es cualquier entero positivo o negativo, o cero.
(b)  Elvalor principal es  y no existe ningun otro valor no coterminal con éste. Asi, el valor general esta dado por « + 2nm ,
donde n es cualquier entero positivo o negativo, o cero.
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(c) El valor principal es — 7/4, y un segundo valor (no coterminal con el valor principal) es 3nr/4. Asi, el. valor general esta dado por
—n/4 + 2nmn 3n/4+ 2nn

donde 7 es un entero positivo o negativo, o cero.

Problemas resueltos

141 Encuentre el valor principal de cada una de las siguientes expresiones.
(a) Arcsen0=0 (e) Arcsec2=m/3 (i) Arctan (—1)= -n/4
() Arccos(—1)=n (f) Arccse (—\/2) = —mn/4 ()  Arccot0=mn/2
(c) Arctan V3 =n/3 (g) Arccos 0=mn/2 (k) Arcsec (—\2) =—3n/4
(d) Arccot V3 =n/6 (h) Arcsen (—1)= —n/2 (1) Arccsc (—2) =—5n/6

14.2 Exprese el valor principal de cada uno de los siguientes ejercicios aproximando a minutos o a centésimas de

grado.
(@) Arcsen 0.3333 =19°28'0 19.47° (g) Arcsen (-0.6439) = -40°5' 0 -40.08°
(b)  Arccos 0.4000 = 66°25' 0 66.42° (h)  Arceos (-0.4519) =116°52"0 116.87°
(c) Arctan 1.5000 =56°19' 0 56.31° (i) Arctan (-1.4400)=-55°13"0 -55.22°
(d) Arccot 1.1875=40° 6' 0 40.10° () Arccot (-0.7340) = 126°17 0 126.28°
(e) Arcsec 1.0324 =14°24'0 14.39° (k) Arcsec (-1.2067) = 145°58' 0 145.97°
(f) Arccse 15082 =41°32'041.53° () Arccse (-4.1923) = -13°48' 0 -13.80°

14.3 Compruebe cada una de las igualdades siguientes.

(a) sen (Arcsen 1/2)=senn/6 =1/2 (e)  Arccos [cos (—m/4)] = Arceos \2/2 = n/4
(b) cos [Arccos (—1/2)] = cos 2n/3 =-1/2 ()  Arcsen (tan 3n/4) = Arcsen (— 1) =—m/2
(c) cos [Arcsen (—V2/2)] = cos (-1/4) =2/2 (g)  Arccos [tan (—5n/4)]= Arccos (— 1)=n

(d)  Arcsen (sen /3) = Arcsen \32=n/3

14.4 Verifique cada una de las igualdades siguientes.

(a) Arcsen \2/2 — Arcsen 1/2 = n/4 — /6 = n/12
(b) Arccos 0+ Arctan (—1) =n/2 + (—n/4) = n/4 = Arctan 1
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14.5 Evalle cada una de las siguientes funciones:
(a) cos (Arcsen3/5), (b) sen[Arccos (—2/3)], (c) tan [Arcsen{—3/4)]
(a) Sea 6 = Arcsen 3/5; entonces sen 6 = 3/5, siendo 6 un angulo del primer cuadrante. De la figura 14-2(a),
cos (Arcsen 3/5) =cos 6 =4/5(b) Sea 6 = Arccos (-2/3);
entonces cos 6 = -2/3, siendo 6 un angulo del segundo cuadrante. De la Figura 14-2(b),
sen [Arccos (—2/3)] = sen 0 = /53
(c) Sea 6 = Arcsen (-3/4); entonces, sen 6 = -3/4, siendo 6 un angulo del cuarto cuadrante. De la Figura 14-2(c),
tan [Arcsen (—3/4)] =tan 8 = — 3/\/5 = —3ﬁ/’i‘
| ¥ i “Y
vf':
(4] 8 -
]
3 = 3
V 5
(4 o 4 —3
0 3 =X B =X
-2 [}
(a) &) (€)
Fig. 14-2
14.6 Evaltie sen (Arcsen 12/13 + Arcsen 4/5).
Sea 0 = Arcsen 12/13
y ¢ = Arcsen 4/5
sen (Arcsen 12/13 + Arcsen 4/5) = sen (0 + ¢)

sen @ cos ¢ + cos @ sen @

_123 54 56
1357135 65

Y

13

/)

o 3

o

(a) (]
Fig. 14-3

Entonces, sen 0=12/13 ysen ¢ =4/5,siendo 0y ¢ angulos del primer cuadrante. De la figura 14-3(a) y (b),
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Evalle cos (Arctan 15/8 - Arcsen 7/25).

Sea 6 = Arctan 15/8
¢ = Arcsen 7/25
Entonces, tan 6 = 15/8 y sen 0 = 7/25, siendo 0 y ¢ angulos del primer cuadrante. De la Figura 14-4(a) y (b),
cos (Arctan 15/8 - Arcsen 7/25) = cos (0 - ¢)
=cos 0 cos ¢ +sen O sen ¢

82 157 297
T17°25 717 25 435

Y A

ol
o0
=
o
B

(a) (b)

Fig. 14-4

Evaltie sen (2 Arctan 3).

Sea 0 = Arctan 3; entonces, tan ¢ - 3, siendo 6 un angulo del primer cuadrante. De la Figura 14-5,

sen (2 Arctan 3) = sen 20

=2 senfcos
= 2(3//10)(1/,/10)
=3/5

Fig. 14-5

175
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14.9  Demuestre que Arcsen 1/N/5 + Arcsen 25 = 7 /2.

Sea 8 = Arcsen 15y ¢ = Arcsen 2V5; entonces, sen 8 = 1/V 5y sen 6 = 2/v/5, cada angulo terminado en el primer cuadrante.
Se quiere demostrar que 6 +¢ =/2 o, se toma la funciéon seno en ambos lados, que sen(6 +¢) = sen 7 /2.

De las Figs. 14-6(a) y (b),

sen (6 + ¢) = sen 6 cos ¢ + cos 6 sen ¢

1 1 2

=—e— b — o — =1 =sennf2
ATV LW £
| Y Y
(e
>
Iy :
] @
0 4 a
3 X 1 X
(a) (k)
Fig 14-6

14.10 Demuestre que 2 Arctan 1/2 = Arctan 4/3.
Sea 6 = Arctan 1/2 y ¢ = Arctan 4/3; entonces tan 6 = 1/2 y tan ¢ = 4/3.
Debe demostrar que 260 = ¢ o, tomando la funcion tangente en ambos miembros, que tan 26 =tan ¢

2any 2012) i
R e 7 = 4/3 = tan o.

Ahora bientan 26 = - 77(72}

14.11 Demuestre Arcsen 77/85 - Arcsen 3/5 = Arccos 15/17.
Sea 6 = Arcsen 77/85, ¢ = Arcsen 3/5,y @ = Arceos 15/17; entonces sen & =77/85,sen ¢ =3/5ycosy =15/17,y los tres
angulos terminan en el primer cuadrante. Si se toma la funcién seno en ambos miembros de la relacion, se tiene que
demostrar que sen (6 - ¢) =sen . De las Figuras. 14-7(a), (b), y (c),

774 363 X

sen( @ - ¢) =sen G cos ¢ —cos G sen =553 85 ”:\cn\b.



FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 177
Y Y ¥
)
© b
b 3 y1 8
[ U
of 3 S a g E =X
(a) (@] ()
Fig. 14-7

14.12 Demuestre que Arccot 43/32 - Arctan 1/4 = Are 12/13.

Sea 6 Arccot 43/32, ¢ = Arctan 1/4, y y, = Arccos 12/13; entonces cot 8 = 43/32, tan ¢ = 1/4, y cos y = 12/13, y los tres
angulos terminan en el primer cuadrante. Si se toma la funcién tangente en ambos miembros de la relacion, se tiene que
demostrar que tan (6-¢ ) = tan w. De la Figura 14-8, tan y= 5/12.

tan § — tan ¢ 32/43 —1/4

t:a"( 0-8)= \anbuang 1+ Gy I/mH 2@ W
Y
e 5
W
0 2 X
Fig. 14-8
14.13 Demuestre que Arctan 1/2 + Arctan 1/5 + Arctan 1/8 = n4.
Tiene que demostrarse que Arctan 1/2 + Arctan 1/5 = w/4 - Arctan 1/8.
12+ 1/5 7
tan (Arctan 1/2 + Arctan 1/5)= — '~ "~ _
T —(/21/5 9
1—1/8 7
tan (n /4 - Arctan 1/8) = =
I+1/8 9

14.14 Demuestre que 2 Arctan 1/3 + Arctan 1/7 = Arcsec N 34/5 + ArccscV17.

Sea 6 = Arctan 1/3, ¢ = Arctan 1/7, X = Arcsec\/34/5, yy= Arcese\/17; entonces tan 6= 1/3, tan ¢ = 1/7, sec X =\/ 34/5,y
cscy = \/1 7, en cada angulo terminado en el quinto cuadrante.
Se toma la funcion tangente en ambos lados, se quiere demostrar que
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tan (20 + ¢ ) = tan (x+ y)

2anf 2013
[ —tan?0 = T= (173)°
Ahora
o35+ 1/4 344177
tan (20 + §) = gt T MY g T HE g
FT= @@~ - (AT

y, utilizando la Figura 14-9 (a) y (b), tan (x+ y) =

Fig. 14-9

14.15  Encuentre el valor general de cada una de las siguientes relaciones.

(a) arcsen N 2/2 =n/4+2nm, 3M/A+ 2w (d) arcsen (—1)=—m/2+2nm
(h) arccos 1/2 =m/3 + 2nm ,5n /3 + 2nn (e) arccos 0=m/2+2nm,3w2+2nn
(¢) arctan 0 =2nm, 2n+ 1) (f) arctan (-V3)=— /3 + 2nx, 27/3 + 2nn

14.16 Demuestre que el valor general de (a) arcsenx=nn + (-1)" Arcsen x
(b) arccosx= 2nm =+ Arccosx
(¢) arctanx = nm + Arctan x

donde n es cualquier entero positivo o negativo, o cero.

(a) Sea 6= Arcsen x. Entonces, dado que sen (t - 6) =sen 6 todos los valores de arcsen x estan dados
por:

(1)@ + 2mmn y 2m-0+2mn =C2m+1)n-0

Ahora bien, cuandon = 2m, esto es, n es un entero par, (1) puede ser escrito comonn +6=nm+
(—1)"6y cuando n = 2m + 1, esto es, n es un entero impar, (2) puede escribirse comonm-0=n
T+ (- 1)”9. Asi, arcsen x =n= + (— 1)" Arcsen x, donde n es cualquier entero positivo o negativo, o
cero.

(b) Sea 6 =Arceos x. Entonces, dado que cos (— 6) = cos 6, todos los valores de arceos x estan dados por 6
+2nm -0+ 2nmt o 2nm+6=2nmn + Arccos x, donde n es cualquier entero positivo o negativo, o cero.

(c) Sea 6= Arctan x. Entonces, dado que tan (t + 6) = tan 6, todos los valores de arctan x estan dados por
6+2mn (m+6)+ 2mn =6 + (2mn + 1) m 0 como en (a), por nt + Arctan x, donde n es cualquier entero
positivo o negativo, o cero.
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14.17 Expresar el valor general de cada una de las funciones del Prob. 14.15, usando la forma del Prob. 14.16.

(a) arcsenN2/2 =nm (-1)" (n/4) (d)  arcsen (- 1) =nm + (-1)(-n /2)
(b) arccos 1/2=2nm + =m/3 (e arccos 0 =2z = x/2

(c) arctan 0 = nx (f) arctan (—\/3) =nm - /3

donde n es cualquier entero positivo o negativo, o cero.

Problemas propuestos

14.18 Escriba la relacion inversa de las siguientes relaciones.
(a)sen 6 = \3/4, (b) cosa=-1, (c) tan x = -2, (d) cotp =1/2
Resp. (a) 6 = arcsen 3/4, (b) a = arccos (-1), (c) x = arctan (-2), (d) p = arccot 1/2

14.19 Encuentre el valor principal de cada una de las siguientes expresiones.
@ Arcsen \3/2 @ Arccot 1 (2) Arctan (-\/3) () Arcese (- 1)
(b) Arceos (-\/ 2/2) (e) Arcsen (-1/2) (h)  Arecot0
© Arctan 13 () Arccos (-12) (i) Arcsee(-V2)

Resp. (@) 1173, (b) 314, (c) 1U6, ()14, (e)-T1/6, (2113, (g)-1U3, (W)II2, (i)-311/4, ()-T112

14.20 Evalle cada una de las siguientes expresiones.
(@) sen[Arcsen (-1/2)] (f) sen (Arccos4/5) (k) Arctan (cot 230°)
®) cos(Arccos 3/2) @ cos [Arcsen -12/13)] (@) Arccot (tan 100°)
(c) tan [Arctan (-1)] (h) sen (Arctan 2) (m) sen (2 Arcsen 2/3)
(d sen [Arccos (-\/3/2)] (i) Arccos (sen 220°) (n) cos 2 Arcsen3/5)

(@) tan (Arcsen 0) () Arcsen [cos (-105°)] (o)sen (1/2 Arccos 4/5)

130
Resp.  (a)-1/2, (b)\/3/2, (c)-1, ()12, ()0, (H)3/5, (g 513, (h)?2/ -[-8'-(}) = ']HZ.U\')--- .

[ =]
N

k=4

17%
O g, m4aN59, m)725 () 1/N10= V10/10
V5=25/5

14.21 Demuestre que

l\ 5_+ A 4 -6—3 (e) cos| Arcta ,_4+\ 12 763
a osen - Arcsen = | = AR == - Arcsen — | = —
{a) %w(w resen T resen 5 I e 0! n 3 e & s
15 7 297 ¢ \ i Y 5 63

A A Bl il SON e — ATCCOS —- | =

eh) cos( rccos 17 rcc032 a5 (f) tan( Arcsen 5 Loy i%
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14.22

14.23
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( A 1\ 1-2,6 an (2 Avesen 4 4 Arccos 12} = _ 253
() sen| Arcsen  — rccoss = (g) tan n_sen§+ Tecos 1z | = =504

\ 2 6
P BLA t]S 77 (h) A 4 A 12 _323
(d) tan rctanz - Arcco )" 3% sen ruseng rccos 3) 7 35
Demuestre que
1 1 = 12 1 43
(a) Arcmlj 3 + Arctan 3 = i () Arccos a + Arctan a = Arccot 3
6 B A A e A -
/] Sen — — = — — - — = T
resen 5 + Arc an4 7 (f) Arcsen 3 resen 7 TCCOS %
) Arcts A Arct . {g) Arct + Arct ¢ >0
(€) retan - — Arctan o = - g) Arctana Arctan — = 5 (a )

1 1 =n
(d) 2 Arctan o Arctan 3=3

Pruebe que: El érea del segmento cortado de un circulo de radio r por una cuerda a una distancia d del
centro esta dado por K = Arccos dir - dvr* ™ d”.
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151 ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Las ecuaciones trigonométricas, es decir, las ecuaciones que involucran funciones trigonométricas de angulos

desconocidos, se llaman:

(a) Ecuaciones idénticas o identidades, si se satisfacen para todos los valores de los angulos desconocidos, cuyas
funciones estan definidas.

(b) Ecuaciones condicionales, o ecuaciones, si se satisfacen solamente con valores particulares de los angulos des-
conocidos.

EJEMPLO 15.1 (a) sen x csc x = 1 es una identidad que se satisface para cualquier valor de x, para el cual csc x esta definido.
(b) sen x = 0 es una ecuacion condicional, ya que no es satisfecha por x = 70 .

De aqui en adelante, en este capitulo se usara el término ecuacién en lugar de ecuacién condicional.

La solucion a una ecuacioén trigonométrica, como sen x = 0, es el valor del angulo x que satisface la ecuacion. Dos
soluciones de sen x = Oson:x = 0yx = m

Si una ecuacién dada tiene una solucion, por lo general posee un nimero ilimitado de soluciones. Asi, la solucion
completa de sen x = 0 estd dada por:

x =0+ 2nn X =7+ 2nn

donde n es cualquier entero positivo, negativo o cero.
En este capitulo, solamente se escribiran las soluciones particulares, para las cuales 0 < x < 2.

15.2 RESOLUCION DE ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

No existe un método general para resolver ecuaciones trigonométricas. En los siguientes ejemplos se ilustran va-
rios procedimientos comunes y en los problemas resueltos se muestran otros procedimientos. Todas las soluciones
seran para el intervalo 0 < x < 27.
{A) La ecuacion puede factorizarse.
EJEMPLO 15.2 Resuelva sen x - 2 sen x cos x = 0.

Factorizando, sen x - 2 sen x cos x = sen x (1 - 2 cos x) = 0 e igualando a cero cada factor tenemos:
sen x =0 y x=0,n

1 -2cosx=0 o cosx=3% y x = n/3, Sn/3
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Comprobacion Parax =0. senx -—2senxcosx =0—20)1)=0
Para x = /3, sen x — 2senxcos x = 1./3 — 2(%ﬁ)(%) =0
Para x =n, senx—2senxcosx=0—-20)(~1)=0
Para x = 5m/3,sen x — 2sen x cos x = —1./3 — 2(—%ﬁ)(%) =0

Asi, las soluciones pedidas (0 = x < 27)sonx = 0, 7/3, = y 5«/3.

(S) Las diferentes funciones que aparecen en la ecuacién pueden expresarse en términos de una funcién sencilla.

EJEMPLO 15.3 Resuelva 2 tan’x + sec’ x = 2.
Reemplazando sec? x por 1 + tan? x, se tiene

2tan? x + (1 + tan? x) = 2 Jtan? x =1 y tanx:il/\/g
Detanx = 1/\3,x = #/6y 7Tn/6;detan x = ~ /'3, x = 57/6y 11x/6.
Después de revisar cada uno de estos valores en la ecuacion original, se encuentra que las soluciones pedidas (0 < x < 27)son x = TT6,
5M/6, 7n/6y 11m/6.
La necesidad de verificar los resultados se ilustra en los Ejemplos 154 y 15.5.

EJEMPLO 15.4 Resuelva sec x + tan x = 0.

sen x L
Si se multiplica la ecuacion sec x + tan x = - = 0porcos x,setiene 1 + senx = Qosenx = -1,entonces, x =

cosx T cosx
3M/2. Sin embargo, ni sec x ni tan x estan definidas cuando x = 3m/2 y la ecuacién no tiene solucién.

(C) Ambos miembros de la ecuacién se elevan al cuadrado.

EJEMPLO 15.5 Resuelva sen x + cos x = 1.

Si se utilizara el procedimiento de (B), se podria reemplazar sen x por ¥ v/ 1 ~ cos?x 0cos x por ¥ \v 1 - sen?x y entonces, introducir
los radicales. Para evitar esto, se escribe la ecuacién en la forma sen x = 1 - cos x y se elevan al cuadrado ambos miembros. Se tiene

sen?x =1 —2cos x + cos? x )
1 —cos?x=1-—2cos x + cos? x
ZCoszx—ZcostZCosx(cosx— 1)=0
De cos x =0, x = /2, 3n/2; de cos x = 1, x = 0.

Comprobacion: Para x =0, senx+cosx= 0+1=1
Para x =7/2, senx +cosx= 1+0=1
Para x = 3n/2,senx +cosx = —1 + 0 # 1

Asi. las soluciones pedidas son x = 0y /2.

El valor x = 3#/2, llamado solucion extrafia, se introdujo al elevar al cuadrado ambos miembros. Notese que (1) se obtiene también
cuando ambos miembros de sen x = cos x — 1 se elevan al cuadrado y que x = 37/2 satisface esta uitima relacién.

(D) Las soluciones con valores aproximados.

(NOTA: Como se utilizaran jas propiedades de los nimeros reales en la resolucion de la ecuacion, los valores aproximados de los angulos se daran en radia-
nes, ios cuales pueden encontrarse utilizando ia Tabla 3 del Apéndice 2 o con la calculadora. Estos vaiores no son exactos y, posiblemente no tendran una
concordancia exacta cuando se substituyan en la ecuacion dada.)

EJEMPLO 15.6 Resuelva 4 sen x = 3.
4senx=3 sen x = 3/4=0.75
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El angulo de referencia es 0.85 y las soluciones parax son x = 0.85yx =m - 0.85 = 3.14 - 0.85 = 2.29. (Véase Capitulo 7 para re-
pasar el uso de angulos de referencia.)

Comprobacion: Para x = 0.85, 4 sen 0.85 = 4(0.7513) = 3.0052 = 3
Para x = 2.29, 4 sen 2.29 = 4[sen(3.14 - 2.29)] = 4[sen 0.85] = 4[0.7513] = 3.0052 = 3
Si se utilizara una calculadora, sen 2.29 se calcula directamente. Asi, 4 sen 2.29 = 4(0.7523) = 3.0092 = 3.
De este modo, las soluciones con centésimas de radian de aproximacion son 0.85 y 2.29.

(NOTA:  Como las comprobaciones utilizan nimeros aproximados, el simbolo = se utilizé para indicar que el resultado es aproximadamente iguai al valor ne-
cesitado.)

EJEMPLO 15.7 Resuelva 15 cos’ x + 7 cos x - 2 = 0.
15cos°x + 7cosx -2 =10,(3cosx + 2)5¢cosx - 1) =0,ycos x = -2/3 = -0.6667 y cos x = 1/5 = 0.2.
De cos x = -0.6667, el angulo de referencia es 084y x = m -0.84 = 314 - 084 = 23yx =m + 084 = 3.14 + 0.84 = 3.98.

De cos x = 0.2, el angulo de referencia es 137 y x = 137 yx = 2m - 137 = 628 - 137 = 4.91.
Asi, las soluciones con centésimas de radian de aproximacién para el valor de x son 0.84, 1.37, 3.98 y 4.91.

(E) La ecuacién contiene multiplos del angulo.

EJEMPLO 15.8 Resuelva cos 2x - 3senx + 1 = 0.
cos2x - 3senx + 1 =0, (1 - 2sen®x) - 3senx + 1=0, -2sen’x - 3senx + 2'= 0. 2sen®x + 3senx - 2 = 0, (2senx - 1Xsen

X +2)=0ysenx = yysenx = -2
Desenx = §,.X = w6y 5x/6.
De sen x = -2, no hay soluciones ya que —1 < sen x < 1 para toda x.

Las soluciones para x son 7/6 y 5x/6.

EJEMPLO 15.9 Resuelva 2 cos® 2x = cos 2x.
2c0s?2x = €0s 2x,2C0s?2x — cos 2x = 0,C08 2x (2cos2x — 1) = 0ycos 2x = 0y cos 2x = ;‘
Como se quiere G < x < 2w, se encuentran todos los valores de 2x, tal que 0 < 2x < 4r.
De cos 2x = 0, 2x = #/2, 3n/2, 57i2y Twl2y x = /4, 3ni4, Swid,y Trl4,
Decos 2x = +,2x = n/3,5n/3, 7xi3y 11x/3,y x = =6, 5n/6, 77/6 y 11x/6.
Asi, los angulos buscados de x son «/6, /4, 37/4, 57/6. 77/6, 5=/4, T7id y 117/6.

(F) Ecuacion que contiene semiangulos.

EJEMPLO 15.10 Resuelva 4 sen? +x = 1.

Primera Solucion, 4 sen® 1x = 1, 4(+./(1 —cos x)/2)* = 1,2 —2cos x = L,cos x =4, v x=n/3 v 57/3.
Las soluciones buscadas son x = #/3y 5x/3.

Segunda solucién. 4sen? + x = 1,sen? + x = +ysen + x = ¥ 5. Como se quiere que 0 = x < 2r, entonces se buscan todas las
soluciones de + x,tal que 0 =  x < m

Desen + x = 3, % x = nl6y5x/6,yx = ni3y 5x/3.

Desen + x = - 4, comosen § x = 0 para toda x, tal que 0 < ; x < , no hay solucion.

Las soluciones buscadas son x = #/3y 5#/3.

Problemas resueltos

Resuelva cada una de las ecuaciones trigonométricas de los problemas 15.1 a 15.19, para todos los valores de x
talque: 0 = x < 27. (Si se desean tener todas las soluciones posibles, es necesario afiadir + 2n= a cada resultado obte-
nido, donde n es cero o cualquier entero positivo o negativo). En algunas soluciones se han omitido los detalles de la
comprobacion.
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2senx - 1 =0.
Aqui sen x = 12 'y x =T1/6 y 51/6.

sen x cos x = 0.
Desenx=0,x=0yz decosx=0,x=m2y3w2
Las soluciones buscadas son x = 0, n/2, w, y 31/2.

(tan x - 14 sen’x - 3) = 0. ,
Detanx - 1 = 0,tanx = 1,x =n/4y5mwd de4sen’x - 3 = 0, st V312 x =3, 203, 43, y Sw/3.
Las soluciones buscadas son x = 74, T1/3, 2n/3, 5w/4, 4w/3 y 5m/3.

sen’ X + senx - 2 = 0.
Factorizando, (sen x + 2)sen x - 1) = 0.
De sen x +2 =0, sen x = -2 por tanto, no hay solucion; de sen x - 1 =0, sen x = 1 y x = 7/2. La solucion buscada es x = w2.

3cos’x = sen’ X.
Primera solucion. Si se reemplaza sen” x por 1 - cos” X, se tiene 3 cos” x = 1 - cos® x 0 4 cos” x = 1. Entonces, cos x =+
1/2 y las soluciones buscadas son x = z\/3, 2n/3, 4n/3 y 57/3.

Segunda solucion. Al dividir la ecuacion entre cos” X, se tiene 3 = tan” x. Entonces, se0 b t tanx = * /3y las solucio-
nes anteriores.

2senx -cscx = L
. - 2 ;
Al multiplicar la ecuacion por sen X, 2 sen” x - 1 = sen x y al reacomodar, se tiene

2sen’x —senx — 1 =(2sen x + D(senx — 1) =0
De2senx + 1 =0,senx = —1/2yx = 77/6y 117/6;de sen x = 1,x = =/2.
Comprobacion: Parax = n/2,2senx —c¢scx = 2(1) — 1 = 1

Parax = 7#/6y 11 #/6,2sen x — csc X = 2(—=1/2)—-(-2) = 1
Las soluciones son x = /2, 7x/6y 11#/6.

2 sec X = tan X + cot X.
Al transformar a senos y cosenos, y simplificar las fracciones, se obtiene

2 sen X  COS X

e = e e 0 2 sen x =sen’ x + cos’ x = |
COSX COSX senx

Entonces, sen x = 12y x = /6 y 57/6.

tan x + 3 cot x = 4.
Al multiplicar por tan x y reacomodar, se tiene tan2x — 4tan x + 3 = (tan x — f)tanx — 3) = 0.
Detanx ~ 1 =0,tanx = 1yx = 7/4y5x/4;detanx — 3 = 0,tanx = 3yx = 1.25y 4.39.
Comprobacion: Parax = w/4y 5x/4, tanx + 3cotx = 1 + 3(1) = 4
Parax = 1.25y 4.39, tan x + 3 cot x = 3.0096 + 3(0.3323) = 4.0065 =~ 4

Las soluciones son w4, 125, 5m/4 y 4.39.

159 csc x +cotX=\/§,

. ., . . ., [
Primera solucién. Si se escribe la ecuacién en la forma csca (/3 -
t .x y se eleva al cuadrado, se tien~ _
esc? x =3 —2,/3 cot x + cot? x

Al sustituir csc? x por 1 + cot?x y combinar se obtiene 2.3 cot x — 2 = 0. Entonces, cot x = 1.3 y x = =3y 4/3.
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Comprobacion: Para x = 71/3, csC x + cot x = 2/\/3 + 1/\/5 = \/3
Para x = 4n/3, csc x + cot x = —2/\/3 + 1/\/3 # \/3

La solucién es x = #/3.

Segunda solucién. Al realizar la sustitucion adecuada, la ecuacion se transforma en:
1 Cos X o . —
—— = \/g y al simplificar las fracciones 1+cosx= \/ 3 sen x

sen x s€n x

Si se elevan al cuadrado ambos miembros, se tiene 1+2 cos x + cos” x = 3 sen” x = 3(1 — cos” x) o

4cos’x+2cosx —2=22¢cosx—l)(cosx+ 1)=0

De 2cosx —1=0,cosx=1/2Y x=n/3y5n/3;ycosx+1=0,cosx=—-1yx=m

Ahora bien, x = =/3 es la solucién. Los valores x = ny 5x/3 deben excluirse ya que csc = no esta definida, mientras csc 57/3y
cot 57/3 son negativas.

15.10 COS X — V3 sen X = 1.

Al poner la ecuacién en la forma cos x - 1 = V3 sen x y elevar al cuadrado, se tiene

eos? x — 2 eos x + 1 = 3 sen? x = 3(1 — cos? x)
asi, combinando y factorizando

4eos’ x —2eosx — 2 —2(2 eos x + I)(cos x — 1) =0
De2cosx + 1 =0,cosx =

-12yx = 273y 4x/3;decosx — 1 = 0, cos x

cosxf\/jsenx=1fﬁ(0)=l
Para x = 27n/3, cos x —ﬁ senx = —1/2 — \/?:(\/3:/2) #1
Para x = 41/3,c0s x — /3 senx = —1/2 — /3 (—/3/2) = 1

Las soluciones buscadas son x = 0y 4x/3.

=1yx = 0.
Comprobacion: Para x = 0,

1511 2 cos x = 1 — sen X.

Como en el Problema 15.10, se obtiene

4cos’x =1—2 senx + sen’ x
4(1 —sen’x) =1 — 2 sen x + sen’ X

5sen” x — 2 sen x — 3 = (5sen x + 3)(senx — 1) =0.
DeSsenx + 3 =0,senx = -3/5

—0.6000, el angulo de referenciaes 064y x = 3.78y 564;desenx — 1 = 0,
senx = 1yx = nf2.

Comprobacion @ Para x =7/2, 2(0) =1 —1

Para x = 3.78, 2(—0.8021) # 1 — (—0.5972)
Para x = 5.64,2(0.8021) ~ 1 — (—0.5972)

Las soluciones buscadas son x = /2y 5.64.
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Ecuaciones que involucran multiplos de angulos y semiangulos

1512 sen 3x = —%V/‘/Z
Como la Y buscada es tal que 0 < x < 2w, 3v debe ser tal que 0 < 3x < 6m.
Entonces, 3x = Sz/4, Tn/4, 13n/4, 1Sn/4, 21n/4, 231/4
y x = 5m/12, 7n/12, 137/12. 5n/4, T/4, 23m/12

Cada uno de estos valores es una solucion.

1513 €OS 5X = 3.
Como se busca una y. tal que 0 = x < 27, 2‘ x debe ser tal que G < ; X< o

Entonces, $x = @3y x = 273

1514 sen 2x + cos x = 0.

Al sustituir por sen 2x, se obtiene 2 sen X COS X + CO0S x = cos x (2senx + 1) = C
Decosx = 0, x = /2y 3=/2;desenx = — 12, x = 7=/6y 117/6
tas sciuciones buscadas son x = 7/2, 776, 3x/2 y 11#/6.

1515 2 cos® %x = cos® X.

Primera solucion. Si se sustituye 1 + c0s x por 2 cos? ; X, ja ecuacion se convierte en cos? x — cos x ~ 1 = 0;entonces, cos X =

= 16180. -0.6180. Como cos x no puede ser mayor que 1, se considera cos x = -0.6180 y se obtienen las soluciones x = 2.24 y 4.04.

2
soluciones x = 224 y 4.04,

Segunda solucién. Para resolver \'2 <0s ; X = COS Xy \2C0Ss 1’, X = — Cos x, se elevan al cuadrado y se obtiene la ecuacion de
este problema. La solucién de la primera de estas ecuaciones es 4.04 y ia solucion de la segunda es 2 24,

1516  COS 2x + cos X + 1 == Q.

Al sustitulr 2 cos® x — 1 par ce setiene 2 c0st X 4+ cosx (2¢05x + 1) = 0

Decosx = 0,x = #/2y 32, decosx = 12 x = 2wi3y 4n/3.

Las soiuciones buscadas son x = =2 2m3. 5+/2 y 4713
1517 tan 2x + 2sen x =0,

X
Usando tan Zx = , entonces se tiene,

. X COS X ' COs X €Os X + cos 2x
e 2 Dyt X = 2 SN X f e + 1 =2 sen x| ————— ) = 0
cos 2x Cos 2x

Desenx = 0, x =0, ~decosx + CCS2X = COSX + 20082x — 1 = (2cosx — 1)cosx + 1) = 0.x = 7/3.5#/3y . Las solu-
ciones buscadas son x = 0, /3. 7y 8+/3

1518 sen 2x = cos 2x.

Primera soiucion. Sea 2x = 6 entonces se tiene que resolver sen v = cos hpara 0 = 4 < 47 Entonces, ¥ = 7/4, 57/4. 9n/4y
13xld. vy x = #2 = «/8, 578, 9+/8 v 137/8 son suluciones.

Segunda solucion. Al dividir entre cos 2x, 'a ecuacion se convierte en tan 2x = 1paralacual 2x = 7/4, 57/4, 9w/4y 134 co
mo en la primera sclucion.
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15.19 sen 2x = cos 4x.
Dado que cos 4x = cos 2(2x) = 1 — 2 sen®x_la ecuacion se transtorma en
2 sen’2x +sen 2x - 1 = (2 sen 2x - I)(sen 2x + 1) = 0

De2sen2x —1 = 0osen2x = 1/2,2x = 7/6,5x/6. 13/6y 177/6,y x = /12,512 13512y 177/12;de sen2x + 1 = Qo sen
2x = —1,2x = 372y 7xi2y x = 3a/4y 7«/4. Todos estos vaicres son scluciones.

15.20 Resuelva el sistema

rsen =3 (1)
r=4(1 + sen 0) (2)
parar > 0y 0 € 6 < 27.
Dividiendo (2) por (1), 1/sen 6 = 4(1 + sen #)/304dsen? f + dsenf — 2 = Qv
(2sen 6+ 3)¥2senf — 1) =0

De2send — 1 =0,senf = 12y = =6y 5x/6; utilizando (1),r(1/2) = 3y r == 6. Observeque 2sen ¢ + 3 = 0
se excluye dado que r > G sen 6 > 0 por (1),
Las soluciones buscadas son f = #/6yr =6,y 6 = 506y r = 6.

15.21 Resuelva Arccos 2x = Arcsen X.

Si x es positiva, « = Arccos 2x y 2 = Arcsen x ierminan en ei cuadrante [; si x es negativa, «termina en el cuadrante ity 3
en el cuadrante |V. Asi, x debe ser positiva.
Para x positiva, sen 8 = x y cos 8 = v 1—x? . Si se toma el coseno de ambos miembros de ia ecuacion dada,

cos (Arceos 2x) = cos (Arcsen x) = cos B3
Si se eleva al cuadrado, 4x? =1 — x4, 5x? =1,y x = \/5,’5 = (0.4472.
Comprobacién: Arceos 2x = Arceos 0.8944 = 0.46 = arcsen 0.4472. aproximando el angulo a centésimas de radian.

1522 Resuelva Arceos (2X* - 1) = 2 Arceos Y|

Sea « = Arccos (2x2 — 1)y 3 = Arccos ; entonces, cos « = 2x% — 1y cos 3 = %

Tomando el coseno de ambos miembros de la ecuacion dada.

cosa=2x*—~1=cos2f=2cos? p—1=2(32~1= -4

-

Entonces, 2x*> =1 y x= +4

[N

Comprobacion: Para x = +3, Arccos (—1) = 2 Arccos 3 0 2n/3 = 2(n/3).

15.23 Resuelva Arccos 2x - Arccos x = T/3.

Si x es positiva, 0 < Arccos 2x < Arccos x; si x es negativa, Arcces 2x > Arccos x > C. Asi, x debe ser negativa.
Sea o = Arccos 2x y 3 = Arccos x; entonces cos « = 2,

Sea o = Arccos 2xy 3 = Arccos x; entonces cos o = 2x, sen « = \T'--dxf ,cosp = xysensd = \1-x? dadoque tanto «como 3
terminan en el cuadrante |l.

Si se toma el coseno de ambos miembros de la ecuacion,

cos (x — ) = cos a cos B + sen 2 sen f = 2x? + \/i':747x71 N

o il e R

Si se eleva al cuadrado, 1 — 5x2 + 4x* = 1 — 2x% 4+ 4x%, 3x? = %, y X = —%‘

= cos 1/3

I
Nl

Comprobacion: Arceos (— 1) — Arceos (— 5) =7 — 27/3 = n/3.



188 ECUACIONES TRIGONOMETRICAS 18
1524 Resuelva Arcsen 2X = %7[ — Arcsen x.

Sea o = Arcsen 2x y 3 = Arcsen x; entonces, sen « = 2x y sen g = x. Si x es negativa, « y $ terminan en el cuadrante IV:
asi, x debe ser positiva y 3 agudo.
sen & = sen (37 — B) =sen 7 cos B — cos ;7 sen
o 2= 4/2/1 - %2~ 4/2x y (2y/2+ hx = /1 -5’
Elevado al cuadrado, (8 + 4ﬁ + Dx?=1—x2 x2=1/(10 -+ 4\/5), y x = 0.2527.
Comprobacién:  Arcsen 0.5054 = 0.53; Arcsen 0.2527 = 0.26, 27 = 1(3.14) = 0.79; y 0.53 = 0.79 — 0.26.

15.25 Resuelva Arctan x + Arctan (1 - x) = Arctan %.
Sea a = Arctan x y 8 = Arctan (1 - x); entonces, tan a = xytan ;3 = 1 - x.

Tomando la tangente de ambos lados de la ecuacion,

tana+tanf  x+(1-x)
l—tanatanﬁ—l—x(l—x)_lfx+x

tan (¢ + f) = 5 = tan (Arctan §) = $

Entonces, 3 = 4 - 4x + 4x%, 4x® -4x + 1 = (2x - 12 =0, y x = %.

Comprobacién: Arctan 2 + Arctan (1 -'2)= 2 Arctan 0.5000 = 2(0.46) = 0.92 y Arctan % = Arctan
1.3333 = 0.93.

Problemas propuestos

Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones para toda x, tal que 0 < x < 2. Utilice la Tabla 3 del Apéndice 2 cuando encuentre
valores aproximados de x.

1526 senx = \/5/2. Resp. m/3,2n/3

1527 cos? x = 1/2. Resp. /4, 3n/4, 5n/4, Tn/4
15.28 sen x cos x = 0. Resp. 0, 7/2, m, 3n/2

1529 (tanx — 1)(2senx+ 1) =0. Resp. /4, Tn/6, Sn/4, 117/6
1530 2sen?x ~senx —1=0. Resp. 72, Tr/6, 117/6
1531 sen2x + sen x = 0. Resp. 0, 2m/3, =, 4m/3
15.32 cos x + cos 2x = 0. Resp. m/3,m, Sn/3

1533 2tan x sen x — tan x = 0. Resp. 0, /6, S1/6, &

1534 2cos x + sec x = 3. Resp. 0, m/3, 5n/3

1535 2sen x + ¢s¢c x = 3. Resp. m/6, n/2, 51/6

1536 senx + 1 = cos x. Resp. 0,37m/2

1537 sec x — 1 = tan x. Resp. 0
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1538 2cosx+3senx=2. Resp. 0, 1.96

1539 3senx+S5cosx+5=0. Resp. Im, 4.22

1540 1+senx=2cosXx. Resp.  0.64,37/2

1541 3senx+4cosx=2. Resp. 180, 5.76

15.42 sen 2x = —ﬁ/Z. Resp. 2m/3, 511/6, 511/3, 11n/6

15.43 tan3x=1. Resp. 11/12, 5n/12, 311/4, 1311/12, 1711/12, 711/4
15.44 cos x/2 = . /3/2. Resp. T3

1545 cot x/3 = — 1/\/5. Resp..  No hay solucién en el intervalo

15.46 senxcosx =12 Resp. TwA, Sm/4

15.47 senx/2+cosx=1. Resp. 0, n/3, 5n/3

Resuelva cada uno de los sistemas siguientes para r>0y 056 < 2.

1548 r=asen0 Resp. 0 =76, r = a/2

r = acos 26 0 = 5n/6, r=a2; 0=23TC2, r= -a
1549 r = acos0 Resp. 0 =n/2,r=10;0=3n/2,r=0

r = asen 20 0 =n/6, r = 3a2

0 =51/6,1= -~ 3a?2

15.50 r=4(1 + cos 0) Resp. 0 =n/3,1=26
r=3sec 0 0=5m/3,Tr=6

Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones.
15.51 Arctan 2x + Arctan x = 7w4. Resp. x = 0.2808
15.52  Arcsen x 4- Arctan x = /2. Resp. x = 0.7862

15.53 Arceos x + Arctan x = n/2. Resp. x =0



Numeros complejos

16.1 NUMEROS IMAGINARIOS

La raiz cuadrada de un nimero negativo (por ejemplo /=1, /=5,y \/~9) recibe el nombre de nimero imaginario.
Como por definicién /=5 = 5+ -1y -9 = V& —1 = 3\ —1, es conveniente utilizar el simbolo/ = /=1 y adop-
tar =5 = iy5y+/—9 = 3/ como una forma estandar de representar estos ndmeros.

El simbolo /tiene la propiedad i = - 1 ;y para potencias integrales mayores se tiene que 3 = /2 = (—1)i = —i, i*
= (PP = (-1 =1, = i*i = i, etc.

El uso de la forma estandar, simplifica las oDeraciones con los nimeros imaginarios y elimina la posibilidad de co-
meter algunos errores comunes . Asi, v —9+/4 = +/—36 = 6/ debido a que v —9+4 = 3i(2) = 6ipero -9\ -4 #
V36 debido a que v =9+ —4 = (3i)2/) = 62 = —86.

16.2 NUMEROS COMPLEJOS

Un numero de la forma a + bi, donde a y b son nimeros reales, se conoce como numero complejo. El primer térmi-
no, a, es la parte rea! del numero complejo y el segundo término bi es la parte imaginaria.

Puede razonarse que los nimeros complejos incluyen a todos los nimeros reales puros y a todos los nimeros
imaginarios puros. Por ejemplo, 5 =5 + 0/y 3/ =0 + 3/ .

Se dice que dos numeros complejos a + biy ¢ + di son iguales, siy s6losia =cyb = d.

El conjugado de un ndmero complejo a + bies el nimero complejoa - bi. Asi, 2 + 3iy2 - 3/,y -3 +4iy -3 -4i
son pares de numeros complejos conjugados.

16.3 OPERACIONES ALGEBRAICAS

Suma. Para sumar dos nimeros complejos, se suman las partes reales por un lado, y jas partes imaginarias por
otro.

EJEMPLO 161 (2 +3i)+ (4- 5 = (2 +4) + (3 - 5)i = 6 - 2i.

Resta. Para restar dos nimeros complejos, se restan las partes reales por un lado, y las partes imaginarias por
otro.

EJEMPLO 162 (2 + 3i) - (4 - 5i) = (2 - 4) + [3 - (-5)]i = -2 + 8i.

Multiplicacién. ~ Para multiplicar dos niumeros complejos, realice la operacion considerando a los niUmeros como
si fueran binomios comunes y reemplace i? por - 1 .
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EJEMPLO 163 (2 + 3i)(4 - 5i) = 8 + 2i - 158 = 8 + 2i - 15(-1) = 23 + 2i.

Divisién.  Para dividir dos numeros complejos, multiplique el numerador y el denominador por el complejo conju-
gado del denominador.

2+3 24 34+ 5 - 1
EJEMPLO 164 TR R e el e S
4 -5 (4-5)4+ %) 16 + 25 41 41
. - -7 + 22/ 1
[Nota la formula para el resultado; es la siguiente — —a7 Y tampoco - T+ 22n]

(Véanse Probs. 16.1 a 16.9.)

16.4 REPRESENTACION GRAFICA DE NUMEROS COMPLEJOS

El niumero complejo x + yi puede representarse graficamente por el punto P [véase Figura 16-1(a)] cuyas coordena-
das rectangulares son (x, y).

El punto O, cuyas coordenadas son (0, 0) representa al nimero complejo 0 + 0/ = 0. Todos los puntos localizados
sobre el eje de las x tienen coordenadas de la forma (x, 0) y corresponden a los niUmeros reales x + 07 = x. Por esta ra-
zo6n, al eje de lasx se le llama eje de los reales. Todos los puntos localizados sobre el eje y tienen coordenadas de la for-
ma (0, y), las cuales corresponden a los niumeros imaginarios 0 + yi = yi. Al eje y se le llama eje de los imaginarios. El
plano en el que se representan los nimeros complejos se llama plano complejo.

La representacion de un niumero complejo en el plano complejo puede hacerse con un punto P, y también por me-
dio de un segmento dirigido o vector OP. [Véase Figura 16-1(6).]

F
g QL+ W x +yi

(a) (b)
Fig. 16-1

16.5 REPRESENTACION GRAFICA DE LA SUMA Y LA RESTA
Sean z4 = x4 +iy1 y zZ1 = X2 + jy, dos numeros complejos. La representacion vectorial de dichos numeros [Figura
16-2(a)] sugiere la conocida ley del paraleiogramo para determinar en forma grafica, la suma z; + z; = (x; + iy;) + (X2
+ iy2).

Como z5 - zz - (X4 + iys) - (X2 + iy2) = (X, + iys) + (- X2 -iy2), la diferencia z, - z, de dos numeros complejos,
puede representarse graficamente aplicando la ley del paraleiogramo a X4 + iy; y -x, -iy,. [Véase Figura 16-2(b).]

En la Figura 16-2(c) se muestran tanto la suma OR = z, + z, como la diferencia OS - z; - z,. Observe que los seg-
mentos OS y P,P; (la otra diagonal de OP,RP;) son iguales.

(Véase Prob. 16.11.)
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A

P

(b) (c)
Fig. 162

16.6 FORMA POLAR O TRIGONOMETRICA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Sea el numero complejo x + yirepresentado por el vector OP (Figura 16-3(a)). Este vector (y por lo tanto, el nimero
complejo) puede describirse en términos de la longitud r del vector y por cualquier angulo positivo 8 que forme ei vector
con el eje positivo de las x (eje real positivo). Al nimero r = Vx* + y? se le llama médulo o valor absoluto del niimero
complejo. El angulo /), llamado amplitud del nimero complejo, se escoge, generalmente, como el angulo positivo me-
nor cuya tan 0 = y/x, aunque algunas veces es conveniente elegir algin angulo coterminal.

De la Figura 16-3(a), x = rcos Oy y = rsen 0; entonces,z = x + yi - rcos O + irsen 6 = r(cos 6 + jsen 6). La
expresion z = r(cos 8 + i sen 8) se denomina forma polar o trigonométrica’y z = x + yi se denomina forma rectangular
del numero complejo z. En algunas ocasiones se utiliza una notacién abreviada z = rcis 6.

_ = 300

ol y=rsenf

x=rcosf

1 —i/3
(2) (®)

Fig. 16-3
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EJEMPLO 16.5 Exprese en forma polarz = 1 - i+/3 en forma polar. [Véase Fig. 16-3(6).]
El méduloes r = %/ (1) 4 {~ + 3}* = 2. Dado que tan 8 = y/x = 3/1 =-\ la amplitud 8 puede ser 120° 0 300°.Ahora se

sabe que P esta en el cuadrante IV; por lo que, 6 = 300° y la forma polar buscada es z = r(cos 6 + i sen 8) = 2(cos 300° + i sen 300° Me-
te que z puede ser representado también en la forma z = 2[cos (300° + n360°) + / sen(300° + n360°)], donde n es cualquier entero

EJEMPLO 16.6 Exprese en forma rectangular el nimero complejo z = 8(cos 210° + / sen 210°).
Dado que cos 210° = - + 3/2y sen 210 = - 1/2,

z = 8(cos 210° + i sen 210°) = 8[ —/3/2 + i(— 1/2)] = —4,/3 — i

es la forma rectangular buscada.
(Véanse Probs. 16.12 a 16.13.)

16.7 MULTIPLICACION Y DIVISION EN FORMA POLAR

Muiltiplicaciéon.  El moédulo del producto de dos niumeros complejos es el producto de sus médulos, y ia amplitud
del producto es la suma de sus argumentos.

Divisién.  El modulo del cociente de dos niumeros complejos es igual al médulo del dividendo dividido entre el mo-
dulo del divisor, y la amplitud del cociente es igual a al amplitud del dividendo menos ja amplitud del divisor. Para la de-
mostracion de estos teoremas véase Prob. 16.14.

EJEMPLO 16.7 Encontrar (a) el producto z:z,, (b) el cociente z,/z,, y (c) el cociente z,/z;, donde z; = 2(cos 300° + 6 sen 300°) y z, -
8(cos 210° + i sen 210°).

(a) El moédulo del producto es 2(8) = 16. La amplitud es 300° + 210° = 510°, pero, por convencion, cebe tornarse el angulo cotermi-
nal menor 510° - 360° = 150°. Asi, z;z, = 16(cos 150° + /sen 150°).

(b) El moédulo del cociente zs/z; es 2/8 = 1/4 la amplitud es 300° - 210° = 90°. Asi, z4/z, = 1/4 (cos 90° + i sen 90°.

(c) ElI modulo del cociente zy/z; es 8/2 = 4. La amplitud es 210° - 300° = -90°, pero utilizando el angulo coterminal positivo mas pe
quefio -90° + 360° = 270°. Asi,

z,/z; = 4(cos 270" + isen 2707)
[NOTA: Para ios ejemplos 16.5y 16.6 los numeros son
zy=1—1i3 v 2, = —4/3 - 4
en forma rectangular. Entonces

(1~ iy/3)(~4/3 — i) = —8/3 + 8i = I6{cos 150" + i en150)

N
[}

como en (a), y
~4/3—4i (-4/3-4iX1 +i/3) - 16i

n 1-i/3 Q-ifa+ily 4
= d(cos 270° + isen 2707)

= —4i

como en (c).]

(Véanse Probs. 16.15y 16.16.)
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16.8 TEOREMA DE MOIVRE

Si n es cualquier nimero racional,
[r(cos 0 + i sen 6)]" = r"(cos nl + i sen nf)
La demostracion de este teorema se encuentra fuera de los objetivos de este libro; en el Prob. 16.17 se da una
comprobacion paran =2yn =3.
EJEMPLO 168 (/3 = 1'% = [2(cos 330" + isen330°)]'°
= 2'"%cos 10-330° + isen10-330°)
= 1024(cos 60 + i sen 60°) = 1024(1/2 + i,/3/2)
=512 4 5121, /3
(Véase Prob. 16.18.)

16.9 RAICES DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Se establece, sin demostracion, el siguiente teorema: Un nimero complejo a + bi = r(cos 6 + i sen ) tiene exacta-
mente n distintas raices n-ésimas.
El procedimiento para encontrar estas raices se da en el ejemplo 16.9.

EJEMPLO 16.9 Encuentre las raices quintas de 4 - ti
La forma polar mas usual de 4 - 4/ es 4v2(cos 315° + i sen 315°) pero debe utilizarse una forma mas general

4./2[cos (315 + k360°) + isen (315° + k360°)]
donde k es un entero incluyendo al cero.
Utilizando el teorema de De Moivre. las raices quintas de 4 - 4/ estan dadas por
f4./2[cos (315° 4 k360°) + isen(315° + k360°)]}Y/*

=(4\/_2)m(wss:s +5k360 o +k36{))

= /2[cos (63° + k72°) + isen(63° + k72°)]
Al asignar los valores de k = 0. 1, 2,..., se tiene

k=0: /2(cos63° +isen63) =R,
k=1: /2(cos 135" + isen135°) = R,
k=2: \/j.(cos 207° + i<en207°) = R,
k=3: /2(cos 279° + isen279°) = R,
k=4: ﬁ(cos 351° + isen351°) = R,
k=5 /2(cos 423° + i sen423°)

= /2(cos 63° + isen63°) = R, etc.

Asi, las cinco raices se obtienen asignando los valores de 0, 1, 2, 3, 4 (esto es, de 0, 1, 2, 3,..., n- 1)ak.
(Véase también el Prob. 16.19.)
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El médulo de cada raiz es v'2; por esto, las raices se encuentran sobre una circunferencia de radio v'2 con centro en el origen. La diferencia
en la amplitud de dos raices consecutivas es de 72°; como se muestra en la Figura 16-4, las raices estan igualmente espaciadas sobre la
circunferencia.

Problemas resueltos

En los Problemas 16.1 al 16.6, realice las operaciones indicadas, simplifique y escriba el resultado en la formaa +
bi.
161 (3-4i)+ (-5+7)=@-5)+(-4+Di=-2+3i
162 (4 +2i)-(-1+3)=[4-(-1)] +(2-3)i=5-i
163 Q+)3-2)=(6+2)+(-4+3)i=8-i

164 (3 +40(3 -4i)=9 + 16 =25

165 LFA_G+390-D Q+3+C1+0K
Yio @Q+nE-i 4+ 1

: =1+i
7
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Ve 2l (3200243 (6+6)+(9—4)i 12 5
16.6 L : = : LR Tl
203 {2302+ 30) 4+9 13 13

16.7 encuentre x y y dado que 2x
Aque 2x =

- yi = 4 + 3i
4y -y =3; entonces, x = 2y y = -3.

188 Demuestre que ios ntimeros complejos conjugados 2 + iy 2 -i son raices de la ecuacion cuadratica x* - 4x +5=0

para x=2 + 4 2+ i)’ -4Q+)+5=4+4i +iP-8-4{+5=0.
parax= 2- 4 2-0-4Q2-i)+5=4-4i+P-8+4i+5=0.

Debido a que cada numero satisface la ecuacién, se considera una raiz de la ecuacién.

169 demuestre que ; el conjugado de la suma de dos nimeros complejos es igual a la suma de sus conjugados.
Sean los niineros complejos a + biy ¢ + di. Susumaes (a + c) + (b + d)i, y el conjugado de lasumaes (a + c) - (0 +d)i.

El conjugado de cada uno de los dos numeros dados es a — biy ¢ — di y su suma es

(atc)+(-b-di=(a+tc)-(b+di

16.10 Represente graficamente los siguientes nimeros complejos (en forma de vectores).

fad 3+ 200 by 2

(0 =240, (d) —1-3i

En cada caso. se localizan jas siguientes coordenadas (3. 2), (2, - 1), (-2, 1), (-1, -3)y posteriormente, se une cada una
con el origen O.

16.11 Realice graficamente las siguientes operaciones;

GO 34N (245 (PB4 + (23D (@ @+3D)-Q+i) @) @G+3)—-Q-§
Para (a) y (b). trace los dos vectores como en las Figuras 16-5 (a) y (b) y aplique la ley del paralelogramo.

Para (c) trace los vectores que representan 4 + 3i yde -2 - iy aplique la ley del paralelogramo, como se muestra en la Fi-
gura 165 (c).

Para (d) trace los vectores que representan 4 + 3i y de -2 + i y aplique la ley del paralelogramo, como se muestra en la Fi-
gura 16-5 (d)
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R
Y : Y
1 549 i 3444
. R
2+ 5i S+i
3+ 4 0 =X
2-3i
o
-
(b)
(a)
Y
4 + 3i
Y
i R Ryt
2+ 4 443
2+
=241
> - 0 .
2—i
(©) (d)

Fig. 16-5

16.12 Exprese cada uno de los siguientes nimeros complejos z en forma polar:

@ —1+iJ/3, (b)) 6/3+6i. (¢)2-2i (d) —3=-3+0i, (¢) 4i=0+4i, (f) —3—4i

(@)

(b)

U

P pertenece al segundo cuadrante;r = \,-"': 1P + (W3PF= 2itan = 3(-1) = — 3y # = 120°
Asi, z = 2(cos 120° + /sen 120°).

P pertenece al primer cuadrante; r = \J'l{ﬁ\ 3¢ + 6 =12 tan i = 663 = 13y = 30°
Asi, z = 12(cos 30° + / sen 30°).

P pertenece al cuarto cuadrante; r = 2% +(-2§F = 2 2;tant = —2/2 = —1y i = 315°
Asi z = 2V2(cos 315° + isen 315°).

'
=

P se encuentra en el eje negativo de las x y 0 = 180°% r = /{3 + 0! =
Asi, z = 3(cos 180° + / sen 180°).

P se encuentra en el eje positivode lasyy 0 = 90° r = V0? + 4% = 4.
Asi, z = 4(cos 90° + / sen 90°).

P pertenece al tercer cuadrante; r = +/(—3)* 4+ (—4)* = 5;tan 6 = -4/(-3) = 13333y 6 = 233°8".

Asi, z = 5(cos 233°8" + i sen 233°8'). 6 no es un angulo especial, debe ser aproximado para encontrar la forma polar.
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16.13 Exprese cada uno de los siguientes numeros complejos z en forma rectangular:

(@) 4(cos 240° + i sen 240°) (c) 3(cos 90° + i sen 90°)

(b) 2(cos315° + (sen315°) (d) S(cos 128° + i sen 128°).

(@) 4(cos 240° + isen240°) = 4[—1/2 + i(—/3/2)] = -2 — 21/3
(B) 2cos 315° +isen315%) = 2[1//2 + i( = 11/2)] = /2 = 1/2
() 3(cos 90° +15en90°) =3[0 + i(1)] = 3}

(o) 5(cos128° + jsen 128°) = 5[-0.6157 + /(0.7880)] = -3.0785 + 3 9400/ Dado que 128° no es un angulo especia! sus va-
lores son aproximados

16.14 Compruebe: (a) El médulo del producto de dos nimeros complejos es el producto de sus médulos, y la
amplitud del producto es la suma de sus amplitudes.
(b) EI mddulo del cociente de dos niumeros complejos, es el médulo del dividendo dividido entre
el médulo del divisor, y su amplitud es la amplitud del dividendo menos la amplitud del
divisor.

Seaz; =r,(cos B, +isenfy) v z; =r,(cos B, + iscnfy).
(@) zyz3 =ry(cosf, +1senl,)-ry(cos O, + 15end,)
= r,ry[(cos 0, cos 0, —senb, senfl,) + i(send, cos 0, + cos 0, sen ;)]
= r,ry[cos (0, + 0,) + 1sen(0; + 0,)]
ri(cos B, + isenfly) _ry(cos i, + 1send,)(cos 6, —1scnfly)
ry(cos t, +tsenfly) ry(cos @, + 1 send,)cos 0, — 1sendy)

ry (cos B, cos 0, + sen 8, senf,) + send, cos O, - cos O, <enfl,)

r, cos? 8, +sen® 0,

= :1 [cos(B; — ;) + 1sen(f; —6;)]

16.15 Realice las operaciones indicadas, expresando los resultados tanto en forma polar como en forma rectangular.
(a) 5(cos 170° + i sen 170°) « (cos 55° + i sen 55°)
(b) 2(cos 50° + isen 50°) ¢ 3(cos 40° + i sen 40°)
(c) 6(cos 110° +isen 110° « Y2(cos 212° + i sen 212°)
(d) 10(cos 305° + i sen 305°) + 2(cos 65° + i sen 65°)
(e) 4(cos 220° + isen 220°) = 2(cos 40° + isen 40°)
(/) 6(cos 230° + isen 230°) = 3(cos 75° + i sen 75°)

(@) El moédulo del producto es 5(1) = 5y la amplitud es 170° + 55° = 225°.
En forma polar el producto es 5(cos 225° + i sen 225°), y en rectangulo la forma del producto es 5(- V2/2 - i 2/2 =
-5V2/2 - 5N2/2.
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El moédulo del producto es 2(3) = 6 y la amplitud es 50° + 40° = 90°.

La forma polar del producto es 6(cos 90° + / sen 90°), y la forma rectangular es 6(8 + i) = 6/.

El médulo del producto es 6(%) = 3y la amplitud es 110° + 212° = 322°.

La forma polar del producto es 3(cos 322° + /sen 322°)y la forma rectangular es aproximadamente 3(0.7880 - 0.6157/) =
2.3640 - 1.8471/.

El médulo del cociente es 102 = 5y ja amplitud es 305° - 65° = 240°.

La forma polar del cociente es 5(cos 240° + / sen 2400) y ja forma rectangular es 5(-1/2 - N'3/2) = -5/2 - 5iV3/2.
El médulo del cociente es 42 = 2 y la amplitud es 220° - 40° = 180°.

La forma polar del cociente es 2(cos 180° + / sen 180") y la forma rectangulares 2(-1 + 0/) = - 2.

El modulo del cociente es 6/3 .= 2y ja amplitud es 230° - 75° = 155°.

La forma polar del cociente es 2(cos 155° + / sen 155°)

y la forma rectangular es aproximadamente, 2(- 0.9063 + 0.4226/) = -1.8126 + 0.8452/.

16.16 Exprese cada uno de los siguientes incisos en forma polar, realice ias operaciones que se indican y entregue
los resultados en forma rectangular.

(a)
(b)
(c)
(a)

(b)

(c)

{d)

(N

16.17  Verifi

(=1 +i/33 +1) ) =2%(=3+9
(3 - 3i/3)(—2 - 2i/3) (e) 6i +(—3—3i).
@ —4i/3) + (~2./3 + 20 () (1 +i/3H +i/3)

(=1 +iy/3)/3 + i) = 2Acos 120° + i sen 120°) - 2(cos 30° + i sen 30°)
= 4(cos 150° + i sen150°) = 4(—/3/2 + 3i) = —2./3 + 2i

(3 = 3i/3N -2 — 2i/3) = 6(cos 3007 + i sen 300°) - 4(cos 240° + i sen 240°)
24(cos 540° + isen 540°) = 24(— 1 + 01) = —24

]

(4 — 4i\/3) = (—2,/3 + 2i) = B(cos 300° + i sen 300°) = 4(cos 150° + i sen 150°)
= 2(cos 150° + i sen 150°) = A— /32 + by = — /3 +i
-2 = (—vﬁ + i) = 2(cos 180° + i sen 180°) = 2(cos 1507 -+ i sen 1507)
=cos 30° + isen30° = 1 /3+ i
6i = (—3 — 3i) = 6(cos 90° + i sen 90°) = 3V’i(cns 225° + 1sen 225°)
= /2(cos 225% + isen225%) = — 1 —i
{1+ EV"J](I + iy/3) = 2cos 60° + i 5en60°) - 2cos 60° + i sen 607)
= 4(cos 120° + isen 120°) = 4(—14 + Li/3) = =2+ 2i,/3

que el teorema de De Moivre paran = 2yn = 3.

Seaz = r{eos it + §sen ),

Para n = 2: z* = [r(cos 0 + i sen M)][r(cos 0 + i sen )]

P

r¥(cos 8 — sen@) + i(2 sen 0 cos §)] = ri(cos 20 + i sen 26)

Il

]

ara p=3: z% =z 7 = [r¥(cos 26 + i sen 20)][r(cos @ + isen 6)]
r*[(cos 20 cos B — sen 20 sen ) + i(sen 26 cos 0 + cos 260 sen 0)]
= r¥(cos 30 + i sen 36)

1

El teorema puede establecerse por induccion para cualquier n, entero positivo.
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16.18 Evalle cada una de las siguientes expresiones utilizando el teorema dé De Moivre, y exprese cada uno de los re-
sultados en forma rectangular:

@ (1+iy/3)% () (/3= (©) (=1 +D)*°
(@) (1 +iy/3)* = [2(cos 60° + i sen60°)]* = 2%(cos 4 60° + i sen 4 - 60°Kcos 210° + isen210°)
= 2%(cos 240° + isen 240°) = —8 — 8i,/3

(B) (V3 - )® = [2(cos 330° + isen 330°)]° = 32(cos 1650° + isen 1650°) = 32 = —16,/3 — 16i

© (=1+d)"°= [ﬁ(cas 135° + i sen 135°)]'° = 32(cos 270° + isen 270°) = —32i

16.19 Encuentre las raices de los siguientes nimeros complejos en forma rectangular, excepto cuando se requieran

las tablas.
(a) Raices cuadradas de 2 - 2iv/3 (e) Raices cuartas de i
(b) Raices cuartas de —8 —8i+/3 (f) Raices sextas de - 1
(c) Raices cubicas de —d+/2 + 4iy/2 (g) Raices cuartas de - 161

(d) Raices clibicas de 1

(@) 2 - 2i/3 = 4[cos (300° + k 360°) + isen (300° + k 360°)]
(2 = 2i/3)"? = 2[cos (150° + k 180°) + isen (150° + k 180°)]
Haciendo k = 0 y 1, las raices buscadas son
R, = 2(cos 150° + isen 150°) = 2(—4./3 + 1) = — /3 +i
R, = 2(cos 330° + isen330°) = 2(3/3 — }i) = /3 —i
) —8 — 8i,/3 = 16[cos (240° + k360°) + isen (240° + k3607)]
(—8 — 8iy/3)"* = 2[cos (60° + k90°) + isen(60° + k90°)]
Haciendo £ = 0, 1, 2 y 3, las raices buscadas son
R, = 2(cos 60° + isen60%) = 203 + i3 /3) =1 +i/3
Ry = 2(cos 150° + isen150°) = 2(—4 /3 + 4y = — /3 +1i
Ry = 2(cos 240° + isen 240°) = 2(—4 — i1 /3 = —1 —i/3
R, = 2(cos 330° + isen 330°) = 24 /3 — Liy = /3 — i
© ~4/2 + 4i\/2 = 8[cos (135° + k 360°) + isen (135° + £ 360°)]
=42 + 4i /2)'? = 2[cos (457 + k120°) + isen (45° + k 120°)]
Haciendo £ = 0, 1 y 2, las raices buscadas son
Ry = 2(cos 45° + isend5°) = 211/\/2 + if\/2) = /2 + i/2
R, = 2(cos 1657 + i sen 1657)
R, = 2(cos 285° + isen 285%)
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(d) 1 =cos (0°+k360° +isen (0° +k 360°) y 1 =cos (k 120°) + i sen (k 120°).
Haciendo £ = 0, 1 y 2, las raices buscadas son
R;=cos0°+isen0°=1
Ry =cos 120° +isen 120°=- Y +i '\ 3
R =cos 240° +isen 240° = - 5 - i 14\'3
Note que R?, = cos 2(120°) + i sen 2(120°) = R’
R’; = cos 2(240°) + i sen 2(240°) = R,
y RR; = (cos 120° + i sen 120°)(cos 240° + i sen 240°) = cos 0° + i sen 0° = R,

(e) i = cos (90° + fe 360°) + i sen (90° +k 360°) y i'*=cos (22 % °+k90°) +isen (221 ¥ ° +k 90°).
Asi, las raices buscadas son

R; =cos22i% °+isen22 % ° R;=c0s202 % °+isen202 % °
Ry=cos 112 Y4 ° +1isen 112 %2 ° R4=c0s8292 5 ° +isen 2921 14 °

(N -1 =cos (180° + k360°) +i sen(180° + k360°)
y  (-1)"®=cos (30° +k 60°) +i sen (30° + k 60°).

Asi, las raices buscadas son
R, = cos 30° + i sen 30° = Y5 V3 +Ai
R, = c0s 90° + i sen 90° = i

R; = cos 150° + i sen 150° = - 5 \/ 3 +V4i
Ry = cos 210° + i sen 210° = - ¥ \3-1si
Rs = cos 270° + i sen 270° = -i

Rs = cos 330° + i sen 330° = Y& \3-V4i

Note que R%, = R%; = cos 180° + isen 180° y por eso, R,y Rs son las raices cuadradas de -1;ademas,R? = R% = R*; = cos 90° + isen 90°

=iy asi R, R;y Rs son las raices cubicas de i; y queR? =R 3 =R%;= cos 270° + i sen 270° = -i y asiR,,Rls, y R son las raices clbicas
de -i.
(2) - 161 = 16[cos (270° + k 360°) + isen (270° + k3601)].
y (-161)""* = 2[cos (67% ° + k 90°) + i sen (67% ° + k 90°)]

Asi, las raices buscadas son
R/= 2(cos 67 %5 ° + i sen 67 2 °) Ry=2(cos247'2°+1isen247°)

R, = 2(cos 157 Y2 ° + i sen 157 % °) Ry=2(cos 337 %2 °+isen 33712 °)
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Problemas propuestos

1620 Realice las operaciones indicadas, y escriba los resultados en la forma a + bi.

16.21

16.22

16.23

16.24

(@) (6-20)+Q+3)=8+1i m Q-if=3-4
() (6-2i)-(2+3))=  4-5i () (4+2i =12+ 16
© (B+2)+ (-4-3i)= -1 -i (0) (1 +)*Q2+3i)=-6 +4i
(d) (3-2i) - (4-3i)=-1 +i oy 2T _S L
. P TESa T Es
() 32-0=6-3i I+i 22
() 213 +4i)=-8 + 6i @ joiielie
(@) (2+ 31 +2i)= -4 + 7i e
(h) (2- 35 + 2i)= 16-11i ) S5~

(0 (3-2i)(-4 +i)= -10+11i
() (2-3)(3 + 20)=13i

kK @+ -5)3-2V-4)=@6+4V5+3V5-8)
@ (1 +2V-3)2-V -3)=8+3V 3i

Demuestre que 3 + 2i y 3 — 2i son raices de ¥ —6x + 13 = 0.

Realice las siguientes operaciones en forma grafica.
(@ @+3)+(1+ 4) () @+3i)-(1 +4i)
(b) G4-2)+ 2+ 3i) (A) @4-2i)- @2 + 3)
Exprese cada uno de los siguientes nimeros complejos en forma polar.

(@ 3+3i=3V2cos45° +isn  45)  (¢) -8 =8(cos 180° + sen 180°)

() 1+ V3i= 2(cos 60° +i sen 60°) () -2i = 2(cos 270° + i sen 270°)
(c) -2 /3 - 2i = 4(cos 210° + ¢ sen 210) () =12+ 5i= 13(cos 157"23" + i sen 157°23)
(d) /2 - i/i = 2(cos 315° + i sen 315°) (hy —4 — 3i = 5(cos 216°52 + isen 216752")

Realice las operaciones indicadas, y escriba los resultados en la forma a + bi.
(a) 3(cos 25° + i sen 25°)8(cos 200° + i sen 200°) = - 12,/2 - 12,/i
(b) 4(cos 50° + i sen 50°)2(cos 100° + i sen 100°) = -4,/3 + 4i
4(cos I‘}(l'. +_i' sen 1907) -1 +if3
2(cos 70° + i sen 707) ¥
12(cos 200° + i sen 2007)

{ : =-2/3-2
3(cos 350 + i sen 350°)

G
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16.25 Utilice la forma polar para encontrar cada uno de los siguientes productos y cocientes, y escriba ios resultados en la forma a + bi.

(@ (+i)(V2-iN2)=2V2 i A
(b) (-1 -iV3)(-4,/3 +40 =8V3 + 8i

4./ 3i / :
(d) Y _-! =2,/3+2i
+

16.26 Utilice el teorema de De Moivre para evaluar las siguientes expresiones y escriba los resultados en la forma a + bi.

(a) [2(cos 6° + isin 6°)]° = 16V 3 + 16i () S32+i2P = —i
(b) [V 2(cos 75° + i sin 75%)]* =2 - 2V 3{ & (1 - iy/3) -
© (1 +if=16 (=2+2i)* 8
6 _ o 4 a3
d (1-i)P°=8i ) (1 !)l\_,_}' +1i) i
@ (12 - 32" = - 12 - W32 (=D

16.27 Encuentre las raices indicadas, escriba los resultados en la forma a + bi, a menos que requiera el uso de tablas.

(@) Las raices cuadradas de i Resp. 212 + iN2/2, N 22 -WN 22
(b) Las raices cuadradas de 1 +iV3 Resp. V6/2 + 22, —~ 6/2—iN2/2

(c) Las raices clbicas de -8 Resp. 1 + i3, —2,1 —iV3

(d) Las raices cubicas de 27i Resp. 3V 3/2+ 3i/2, -3V/3/2 + 3i/2, -3i

(e) Las raices cubicas de -4V 3 + 4i Resp. 2(cos 50° + i sen 50°), 2(cos 170° + isen 170°),
2(cos 290° + i sen 290°)

(f) Las raices quintas de 1 +i Resp. ’&”2[005 9% + i sen 9°), '%/2(cos 81° + i sen 81°), cte.

(9) Las raices sextas de -V3 +i Resp {',’rl(cm 25" + isen 257), \":"_2(005 85° + i sen 85°), etc.
16.28 Calcule las diez raices de 1 y demuestre que el producto de dos raices cualesquiera es otra vez una de las diez raices de 1.
16.29 Demuestre que el reciproco de cualquiera de las diez raices de 1 es otra vez una de las raices de 1.
16.30 Denote una de las raices cubicas complejas de 1 (Prob. 16.19d) por w, y la otra por w, . Demuestre que wiw, = wy y que wywl = w.
16.31 Demuestre que (cos 8 + isen 0) = cos nO - i sen no.

16.32 A partir de la igualdad de los segmentos OS y P,P+de la Figura 16-2(c), encuentre un segundo procedimiento que permita la cons-
truccion de la diferencia OS = z4 - z; de los numeros complejos z; y zp.



Apéndice 1

Geometria

A11 INTRODUCCION

El apéndice 1 es un resumen de las definiciones, relaciones y teoremas fundamentales de geometria. El proposito
de este material es proporcionar informacion Gtil para la resolucion de problemas de trigonometria.

A12 ANGULOS

Un éngulo es una figura determinada por dos lineas que terminan en el mismo punto. Un angulo agudo es un angu-
lo cuya medida esta entre 0° y 90°. Un angulo es un angulo que mide 90, mientras un angulo obtuso mide entre 90 y 180.
Cuando la suma de la medida de dos angulos es 90, los angulos son complementados cuando la suma de la medida de
dos angulos es 180, los angulos son suplementarios. Dos angulos son iguales, cuando tienen la misma medida.

&) (c)

Si dos lineas se intersecan, los angulos enfrentados se llaman angulos opuestos. En la Fig. A1-1(a), AEDy L BEC
son L angulos opuestos y L CEA y Z. BED son también un par de angulos opuestos. Cuando dos angulos tienen un
vértice y un lado comun, los angulos son adyacentes. En la Fig. A1-1(b), PSQy L QSR son L un par de angulos adya-
centes. Si los lados externos de dos angulos adyacentes forman una linea recta, los angulos forman unparlineal. En la
Fig. A1-1(c), L WXZy L ZXY son un par lineal.

Propiedades y teoremas

A La magnitud de dos angulos opuestos es la misma.
A Los angulos en un par lineal son sumplementarios.
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A Silos angulos en un par lineal son iguales, los angulos son angulos rectos.
A Los angulos complementarios al mismo angulo o a dos angulos iguales, son iguales entre si.
A Los angulos sumplementarios al mismo angulo o a dos angulos iguales, son iguales entre si.

A1.3 LINEAS

Dos lineas en un plano, o se intersecan o son paralelas. Si dos lineas se intersecan tienen exactamente un punto
en comun. Dos lineas en un plano son paralelas entre si, si no tienen ningdn punto en comun.

Cuando dos lineas se intersecan formando angulos adyacentes iguales, las \\neas son perpendiculares. Cada uno
de los angulos formados por dos lineas perpendiculares es un angulo recto. Los lados de un angulo recto son perpen-
diculares.

Una transversal es una linea que corta dos o mas lineas coplanares en distintos puntos. En la Fig. A1-2, las lineas
rayo son cortadas por una transversal t. Cuando dos lineas son cortadas por una transversal, los angulos formados
son clasificados por su posicion. A los angulos que se encuentran entre las dos lineas se les llama angulos internos 'y
los angulos que no estan entre éstas, se les llaman externos. Los angulos internos o externos se dice que son alternos
si los dos angulos tienen diferentes vértices y se localizan en lados opuestos de la transversal. Un par de angulos son
correspondientes, cuando un angulo interno y un angulo externo, tienen diferentes vértices y estan ubicados del mis-
mo lado de la transversal. En la Fig. A1-2, los angulos internos estan numerados como 3,4, 5y 6, mientras que los exter-
nos se numeran como 1, 2, 7'y 8. Los angulos numerados 3 y 6 y los numerados 4 y 5 son pares de angulos internos al-
ternos. Los angulos numerados 1 y 8 aquellos numerados 2 y 7 son pares de angulos alternos y externos. Los pares de
angulos correspondientes son numerados con 1y 5, 2y6, 3y7y4y8.

f‘” Fig. At-2

Propiedades y teoremas

A En un plano, si dos lineas son perpendiculares a la misma linea, entonces son paralelas.

A Dos lineas paralelas a una tercera son paralelas entre si.

A Si dos lineas paralelas son cortadas por una transversal, entonces los angulos alternos internos son iguales.

A Si dos lineas paralelas son cortadas por una transversal, entonces los angulos alternos externos son iguales.

A Si dos lineas paralelas son cortadas por una transversal, entonces los angulos correspondientes son iguales.

A Si dos lineas paralelas son cortadas por una transversal, entonces los angulos internos en el mismo lado de la
transversal son suplementarios.

A Cualquier par de lineas horizontales son paralelas.

A Cualquier par de lineas verticales son paralelas.

A Cualquier linea vertical es perpendicular a cualquier linea horizontal.
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A Si dos angulos tienen sus lados paralelos, el lado derecho con el lado derecho y el lado izquierdo con el lado iz-
quierdo, entonces los angulos son iguales.

A Si dos angulos tienen sus lados perpendiculares, el lado derecho con el lado derecho y el lado izquierdo con el la-
do izquierdo, entonces los angulos son iguales.

A Si dos lineas son cortadas por una transversal de forma tal, que los angulos alternos internos formados son
iguales, entonces las lineas son paralelas.

A Si dos lineas son cortadas por una transversal de forma tal que los angulos alternos externos formados son
iguales, entonces las lineas son paralelas.

A Si dos lineas son cortadas por una transversal de forma tal que los angulos correspondientes formados son
iguales, entonces las lineas son paralelas.

A Si dos lineas son cortadas por una transversal de forma tai que los angulos Interiores en el mismo lado de la
transversal sean suplementarios, entonces las lineas son paralelas.

A Si una transversal es perpendicular a una de dos las lineas paralelas, entonces también es perpendicular a la se-
gunda.

A A través de un punto que no pertenezca a una linea, pasa exactamente una linea paralela a la primera.

A A través de un punto que no pertenezca a una linea, pasa exactamente una linea perpendicular a la primera.

A En un plano, hay exactamente una linea perpendicular a una linea dada en cualquier punto.

A1.4 TRIANGULOS

Un triangulo es una figura plana cerrada, formada por tres segmentos lineales que se intersecan entre ellos en sus
extremos. Los triangulos que no tienen dos lados con la misma longitud son llamados triangulos escalenos, aquellos
que poseen al menos dos lados con la misma longitud se llaman triangulos is6sceles y aquellos en los cuales los tres
lados tienen la misma longitud se llaman triangulos equilateros. Si un triangulo contiene un angulo recto, es un trian-
gulo rectangulo. Un triangulo que no tiene un angulo recto se llama triangulo oblicuangulo.

Se dice que dos tridngulos son congruentes cuando tienen el mismo tamafio y la misma forma. Cuando dos trian-
gulos son congruentes, los pares de los lados correspondientes tienen la misma longitud y los pares de angulos
correspondientes son iguales.

Los triangulos que tienen la misma forma, se llaman similares. Los triangulos similares tienen los lados corres-
pondientes proporcionales en longitud y sus angulos correspondientes son iguales.

La mediana de un triangulo es el segmento rectilineo que va del vértice al punto medio del lado opuesto. La de un
triangulo es el segmento rectilineo que pasa por un vértice y es perpendicular al lado opuesto.

Propiedades y teoremas

A Si los tres lados de un triangulo son iguales a los tres lados de otro triangulo, los tridngulos son congruentes.

A Si dos lados de un triangulo, y el angulo formado por éstos son iguales a los correspondientes lados y angulo de
otro triangulo, los triangulos son congruentes.

A Si dos angulos de un triangulo y el lado que se encuentra entre ellos son iguales a los correspondientes angulos
y lado de otro triangulo, los triangulos son. congruentes.

A Si dos angulos de un triangulo y un lado no contenido entre ellos son iguales a los correspondientes angulos y
lado de otro triangulo, los triangulos son congruentes.

A Si la hipotenusa y un cateto de un tridngulo rectangulo son iguales a los correspondientes lados de otro triangulo
rectangulo, entonces lo dos triangulos rectangulos son congruentes.

A Si dos angulos de un triangulo son iguales a los correspondientes dos angulos de otro triangulo, los tridangulos
son similares.

A La suma de la medida de los angulos de un triangulo es 180°.
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A Un angulo exterior de un triangulo es igual a la suma de la medida de los dos angulos internos no adyacentes de
triangulo.

A Los angulos agudos de un triangulo rectangulo son comoiementanos.

A La medida de cada uno de los angulos de un triangulo equiangulo es 60°.

A Si dos lados de un tridangulo son iguales, entonces los angulos opuestos a esos lados son iguales.

A Si un triangulo es equilatero, entonces también es equiangulo.

A Si dos angulos de un triangulo son iguales, entonces los lados opuestos a esos lados son iguales.

A Si un triangulo es equiangulo, entonces también es equilatero.

A La altura que pasa por la base de un triangulo iso6sceles, bisecta a la base y al angulo de! vértice.

A La mediana a la base de un triangulo isésceles bisecta el angulo del vértice y es perpendicular a la base.

A La linea que bisecta el angulo del vértice de un tridnguio isodsceles, bisecta la base perpendicularmente.

A

En un tridngulo rectangulo, el cuadrado de !a longitud de la hipotenusa c es igual a la suma de los cuadrados de
la longitud de los dos catetos a y b: es decir, ¢ = a* + b* (Teorema de Pitagoras.)

A En un triangulo rectangulo cuyos angulos restantes sean 45° -45°. la longitud de la hipotenusa es igual aV 2ve-
ces a longitud del cateto a, es decir, ¢ = \2a.

A En un tridangulo rectangulo cuyos angulos restantes sean 30° - 60°, la longitud de la hipotenusa es igual a 2 ve-
ces la longitud del cateto a opuesto al angulo de 30°, es decir, = 2a. También la longitud del cateto b opuesto al
angulo 60° es igual a V3 veces la longitud del cateto b opuesto al angulo de 30°. es decir, b =\ 3 a.

A El punto medio de la hipotenusa de un triangulo rectangulo es equidistante a los tres vértices del triangulo.

A Si el cuadrado de la longitud de un lado ¢ de un triangulo es igual a la suma de las longitudes al cuadrado de los
otros dos lados a y b del triangulo; es decir, ?=a+ b2, entonces, el triangulo es rectangulo.

A Ei area K de un triangulo es la mitad del producto de su altura a y su base b. es decir, K = 2 ab.

A Eldrea d(ze un triangulo ecuilatero es igual a un cuarto del cuadrado del lados multiplicado por V3, es decir, = K
= %s?43.

A15 POLIGONOS

Un poligono es una figura plana cerrada, cuyos lados son segmentos lineales no colineales y cada lado interseca
exactamente a dos de ios otros segmentos lineales en sus extremos. Un cuadrilatero es un poligono que tiene cuatro
lados. Un poligono regular es un poligono que es tanto equilatero como equiangulo La diagonal de un poligono es un
segmento lineal que une dos vértices no adyacentes de! poligono.

Un paralelogramo es un cuadrilatero con lados opuestos paralelos. Un rectangulo es un paraielogramo con un an-
gulo recto. Un rombo es un paralelogramo con dos lados adyacentes iguales. Un cuadrado es un rectangulo con dos la-
dos adyacentes iguales.

Un trapecio es un cuadrilatero que tiene exactamente un par de lados paralelos. Un trapecio isosceles es un trape-
cio con lados no paralelos de igual magnitud.

Propiedades y teoremas

Los angulos opuestos de un paraielograma son iguales.

Los lados opuestos de un paraleiogramo son iguales.

Las diagonales de un paraielogramo se bisectan entre si.

Los angulos internos consecutivos de un paralelogramo son suplementarios.

La suma de los angulos interiores de un cuadrilatero es 360°.

Si ambos pares de angulos opuestos en un cuadrilatero son iguales, entonces el cuadrilatero es un paralelogramo.
Si ios pares de lados opuestos de un cuadrilatero son iguales, entonces el cuadrilatero es un paralelogramo.

> > > > > > >
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Si las diagonales de un cuadrilatero se bisectan entre si, el cuadrilatero es un paralelogramo.

Un rectangulo es un paralelogramo equiangulo.

Un rombo es un paralelogramo equilatero.

Las diagonales de un rectangulo son iguales.

Las diagonales de un rombo son perpendiculares.

Si las diagonales de un paralelogramo son iguales, el paraleiogramo es un rectangulo.

Si las diagonales de un paralelogramo son perpendiculares, el paralelogramo es un rombo.

Las diagonales de un cuadrado son bisectrices perpendiculares entre si.

Un rombo con un angulo recto es un cuadrado.

Un cuadrado es un poligono regular,

Las diagonales de un trapecio isésceles son iguales.

El drea K de un paralelogramo es igual al producto de su altura a por la base b, es decir, K = ab.
El area K de un rectangulo es igual al producto de su largo i por su ancho w, es decir, K - Iw

El area K de un rombo es igual a un medio del producto de las diagonales dy d’, es decir, K =% dd".
El area K de un cuadrado es igual al cuadrado de uno de sus lados s, es decir, K = s2.

El drea K de un cuadrado es igual a un medio del cuadrado de su diagonal d, es decir, K =% d2

El area K de un trapecio es igual a un medio de! producto de la altura h y la suma de las bases by b’, es decir, K
Y%hb+b).

[ I S S S S L O N g 4

A1.6 CIRCUNFERENCIA

Una circuferencia es el conjunto de todos los puntos en un plano que son equidistantes a un punto dado. Cual-

quier segmento de recta cuyos extremos terminan sobre la circunferencia es una cuerda de la circunferencia. Si una cuerda
de una circunferencia pasa por el centro de la circunferencia es llamada diametro. El radio es un segmento li-

neal que va desde el centro de la circunferencia a un punto sobre la circunferencia. Una secante es una recta que inter-
secta a la circunferencia en dos puntos. Una tangente es una recta que intersecta a la circunferencia en un solo punto.

Un arco de circunferencia es una parte de ja circunferencia de un punto a otro sobre la curva. Un semicirculo es un
arco de circunferencia que une los extremos de un didmetro. Un angulo inscrito es un angulo cuyos lados son cuerdas
de la circunferencia. Un angulo central es un angulo con lados que son radios de la circunferencia.

Propiedades y teoremas

A Una circunferencia contiene 360°.

A Una semicircunferencia contiene 180°.

A Un angulo central es igual en grados al arco de circunferencia limitado por la interseccion de los lados del angulo.

A Un angulo inscrito es igual en grados a la mitad del arco de circunferencia limitado por la interseccion de los la-
dos del angulo.

>

Un angulo inscrito en un semicirculo es un angulo recto.

En una circunferencia, si el diametro es perpendicular a una cuerda, entonces el diametro bisecta a la cuerda y al
arco.

>

En una circunferencia, dos cuerdas que son iguales, son equidistantes del centro de la circunferencia.
Una tangente a una circunferencia es perpendicular al radio que pasa por el punto de tangencia.
Si un tridngulo estad inscrito en una circunferencia, entonces el triangulo es un triangulo rectangulo.

> > > >

En el plano, si una recta es perpendicular al radio de una circunferencia y sus extremos estan sobre la circunfe-
rencia, entonces la recta es tangente a la circunferencia.
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A El segmento lineal que une un punto externo con el centro de una circunferencia, bisecta al angulo formado por
las dos tangentes al circulo, que pasan por dicho punto.

A Las longitudes de dos segmentos tangentes a la circunferencia que pasan por un punto externo a la circunferen-
cia son iguales.

A Si dos secantes se intersecan en el interior de una circunferencia, entonces el angulo formado es igual en gra-
dos a la mitad de la suma de los arcos formados por la interseccién de jos lados del angulo y de su angulo opues-
to con el circulo.

A Siunalinea que pasa a través del centro de una circunferencia, bisecta a una cuerda que no es un diametro, en
tonces ésta es perpendicular a la cuerda.

A La circunferencia C de un circulo es igual a T veces el didmetro d, es decir, C = 1 d.

A El radio rde un circulo es igual a la mitad del diametro d, es decir, = d.

A El drea K de un circulo es igual a veces el radio r elevado al cuadrado, es decir, K =mrA
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Tabla 1 Funciones trigonométricas — Angulos en intervalos de 10 minutos

A sen A cos A4 tan A cot A sec A csc A

0" 0' 0.0000 1.0000 0.0000 Indefinido  1.0000 indefinido ~ 90° 0'
0°10'  0.0029  1.0000  0.0029 343.7730  1.0000 343.7740  89°50'
0°20'  0.0058  1.0000 0.0058 171.8850  1.0000 171.8880 89 40'
0°30' 0.0087 1.0000 0.0087 114.5880 1.0000 114.5930  39°30
0°40'  0.0116  0.9999 0.0116 85.9396  1.0001 85.9454  89°20'
050" 0.0145  0.9999 0.0145 68,7499  1.0001 68.7572  89°10]
1°0 0.0175 0.9998 0.0175 57.2901  1.0002 57.2989  89° 0'
1°0' 0.0204  0.9998  0.0204 49.1040  1.0002 49.1142  88"50
1°20'  0.0233  0.9997  0.0233 42.9641  1.0003 42.9758 88 40
1°30'  0.0262  0.9997  0.0262 38.1885  1.0003 38.2016  88'30'
1°40'  0,0291  0.9998  0.0291 34.3678  1.0004 34,3823  88°20
1°50'  0.0320  0,9995 0.0320 31.2416  1.0005 31.2576 88 10]
2°0'°  0.0349  0.9994  0.0349 28.6363  1,0006 28.6537 88" 0]
2°10  0.0378  0.9993  0.0378 26.4316  1.0007 26.4505 87 50
2°20'  0.0407  0.9992  0.0407 24.5418  1.0008 24.5621  87°40'
2°30'  0.0436  0.9990  0.0437 22.9038  1.0010 22.9256  87°30
2°40'"  0.04S5  0.9989  0.0466 21.4704  1.001 21.4937 87 20
250" 0.0494  0.9988  0.0495 20.2055  1.0012 20.2303  87°10"
3° 0" 0.0523  0.9986 0.0624 19.0811 1.0014 19.1073  87° 0
3100 0.0552  0.9985 0.0553 18.0750  1.0015 18.1026  8650'
3°20  0.0581  0.9983  0.0582 17.1694  1,0017 17.1984 86 40
3°30'  0.0610  0.9981 0.0612 16.3499  1.0019 16.3804  86°30
340" 0.0640 0.9980  0.0S41 15.6048  1.0021 15.6368 86 20
350" 0.0669 0.9978  0.0670 J4.9244  1.0022 14.3579 86 10
4° 0 0.0698 0.9976  0.0699 14.3007  1.0024 14.3356  86° 0
410" 0.0727 0.9974  0,0729 13.7267  1.0027 13.7631  85°50
4°20'  0.0756  0.9971  0.0758 13.1969  1,0029 13.2347  85°40
4°30'  0.0785  0.9969  0.0787 12.7062  1.0031 12.74c5  85°80
440" 0.0814 0.9967 0.0816 12.2505  1.0033 12.2912  85°20
4°50'  0.0843  0.9964  0.0846 11.8262  1,0038 11.8684  85°10
50 0.0872 0.9962 0.0875 11.4301  1.0038 11.4737  85° 0
510" 0.0901 0.9959  0.0904 11.0594  1.0041 11.1046  84°50
5°20'  0.0929  0.9957  0.0934 10.7119  1.0043 10.7585  84°40
530" 0.0958 0.9954 0.0963 10,3854  1.0046 10.4334  84°30
540" 0.0987 0.9951  0.0992 10.0780  1.0049 10.1275 8420
550" 0.1016 0.9948 0.1022 9.7882  1.0052 9.8391 84 10

cos A sen A col 4 tan 4 csc 4 sec 4 A



APENDICE 2: TABLAS

A sen A cos A tan 4 cot 4 sec A csc 4
6° 0 0.1045 0.9945 0.1051 9.5144 1.0055 9.5668 84° 0'
6°10 0.1074 0.9942 0.1080 9.2593 1.0058 9.3092 83°50'
6°20' 0.1103 0.9939 0.1110 9.0098 1.0061 9.0652 83°40'
6°30' 0.1132 0.9936 0.1139 8.7769 1.0065 8.8337 83°30'
6°40' 0.1161 0.9932 0.1169 8.5555 1.0068 8.6138 8320'
6°50' 0.1190 0.9929 0.1198 8.3450 1.0072 8.4047 83°10'
7° 0 0.1219 0.9925 0.1228 8.1444 1.0075 8.2055 83° 0'
7°10"  0.1248 0.9922 0.1257 7.9530 1.0079 8.0156 82°50"
7°20 0.1276 0.9918 0.1287 7.7704 1.0082 7.8344 8240’
7°30' 0.1305 0.9914 0.1317 7,5958 1.0086 7.6613 82°30'
7°40' 0.1334 0.9911 0.1346 7.4287 1.0090 7.4957 82°20"
7°50' 0.1363 0.9907 0.1376 7.2687 1.0094 7.3372 82°10'
80 0.1392 0.9903 0.1405 7.1154 1.0098 7.1853 82° 0'
8°10' 0.1421 0.9899 0.1435 6.9682 1.0102 7.0396 81°50'
820 0.1449 0.9894 0.1465 6.8269 1.0107 6.8998 81°40'
8°30' 0.1478 0.9890 0.1495 6.6912 1.0111 6.7655 81°30'
8°40' 0.1507 0.9886 0.1524 6.5606 1.0116 6.6363 81 20'
8°50' 0.1536 0.9831 0.1554 6.4348 1.0120 6.5121 81°10'
9° 0' 0.1564 0.9877 0-1584 6.3138 1.0125 6.3925 81° 0'
9°10 0.1593 0.9872 0.1614 6.1970 1.0129 6.2772 80°50'
9°20' 0.1622 0.9868 0.1644 6.0844 1.0134 6.1661 8040’
9°30' 0.1650 0.9863 0.1673 5.9758 1.0139 6.0589 80°30'
9°40' 0.1679 0.9858 0.1703 5.8708 1.0144 5.9554 80 20'
9°50' 0.1708 0.9853 0.1733 5.7S94 1.0149 5.8554 80° 10
10° 0 0.1736 0.3848 0.1763 5.6713 1.0154 5.7588 80° 0'
10°10' 0.1765 0.9843 0.1 793 5.5764 1.0160 5.6653 79°50'
10°20' 0.1794 0.9838 0.1823 5.4845 1.0165 5.5749 79°40'
10°30' 0.1822 0.9833 0.1853 5.3955 1.0170 S.4874 79°30'
10°40' 0.1851 0.9827 0.1.883 5.3093 1.0176 5.4026 7920’
1050' 0.1880 0.9822 0.1914 5.2257 1.0181 5.3205 79° 10
11° 0 0.1908 0.9816 0.1944 5.1446 1.0187 5.2408 79° 0'
11°10"  0.1937 0.9811 0.1974 5.0658 1.0193 5.1636 78 50
11°20" 0.1965 0.9805 0.2004 4.9894 1.0199 5.0886 78°40'
11°30' 0.1994 0.9799 0.2035 4.9152 1.0205 5.0159 78°30
11°40" 0.2022 0.9793 0.2065 4.8430 1.0211 4.9452 78°20'
11°50 0.2051 0.9787 0.2095 4.7729 1.0217 4.8765 78°10'
12" O 0.2079 0.9785 0.2126 4.7046 1.0223 4.8097 78° 0'
1210 0.2108 0.9775 0.2156 4.6382 1.0230 4.7448 77°50'
12°20' 0.2136 0.97S9 0.2186 4.5736 1.0236 4.6817 7740'
1230' 0.2164 0.9763 0.2217 4.5107 1.0243 4.6202 77°30'
12°40 0.2193 0.9757 0.2247 4.4494 1.0249 4.5604 77°20'
12°50" 0.2221 0.9750 0.2278 4.3897 1.0256 4.5022 77°10'
cos 4 sen A col 4 tan 4 csc A sec 4 A

211



212 APENDICE 2: TABLAS

A sen A cos A tan A cot A sec A csc 4

13°°0'" 02250 0.9744 02309  4.3315 1.0263  4.4454  77° 0
13°10 02278  0.9737 02339 42747  1.0270 43901  76°50'
13200 02306 09730 02370  4.2193  1.0277 43362  76°40'
1330 02334 09724  0.2401  4.1653 1.0284  4.2837  76°30'
13%40' 02363 0.9717 02432 41126  1.0291  4.2324  76°20'
1350 02391  0.9710 02462  4.0611 1.0299  4.1824  76°10'

14° 0" 0.2419 0.9703 0.2493 4.0108 1.0306 4.1336 76° 0'
14°10' 0.2447 0.9696 0.2524 3.9617 1.0314 4.0859 75°50'
14°20" 0.2476 0.9689 0.2555 3.9136 1.0321 4.0394 75°40'
14%30" 0.2504 0.9681 0.2586 3.8667 1.0329 3.9939 75°30"
14°40" 0.2532 0.9674 0.2617 3.8208 1.0337 3.9495 75°20'
14°50' 0.2560 0.9667 0.2648 3.7760 1.0345 3.9061 75°10'

15°0' 0.2588 0.9659  0.2679 3.7321 1.0353  3.8637 75°0'
15°10'  0.2616 0.9652  0.2711 3.6891 1.0361 3.8222  74°50'
15°200  0.2644 0.9644  0.2742 3.6470 1.0369  3.7817  74°40'
15°30°  0.2672 0.9636  0.2773  3.6059 1.0377  3.7420  74°30'
15°%0'"  0.2700  0.9628  0.2805  3.5656 1.0386  3.7032  74°20'
15%50" 0.2728 0.9621 0.2836 3.5261 1.0394 3.6652 74°10'

16° o' 0.2756 0.9613 0.2867 3.4874 1.0403 3.6280 74° 0'
16°10' 0.2784 0.9605 0.2899 3.4495 1.0412 3.5915 73°50"
16°20" 0.2812 0.9596 0.2931 3.4124 1.0421 3.5559 73°40'
16°30' 0.2840 0.9588 0.2962 3.3759 1.0429 3.5209 73°30'
16°40" 0.2868 0.9580 0.2994 3.3402 1.0439 3.4867 73°20"
16°50' 0.2896 0.9572 0.3026 3.3052 1.0448 3.4532 73°10"

17° 00 0.2924  0.9563  0.3057 3.2709 1.0457  3.4203  73° ('
17°100 ~ 0.2952  0.9555  0.3089 3.2371 1.0466  3.3881 7250"
17°200  0.2979  0.9546  0.3121 3.2041 1.0476  3.3565  72°40'
17°30'  0.3007 0.9537 0.3153 3.1716 1.0485  3.3255  72°30'
17°40"  0.3035  0.9528  0.3185 3.1397 1.0495  3.2951 72020
17°50'  0.3062 0.9520 0.3217 3.1084 1.0505 3.2653 72°10"

18° 0 0.3090 0.9511 0.3249 3.0777 1.0515 3.2361 72° 0
18°10" 0.3118 0.9502 0.3281 3.0475 1.0525 3.2074 71°50"
18%20' 0.3145 0.9492 0.3314 3.0178 1.0535 3.1792 71°40'
18°30' 0.3173 0.9483 0.3346 2.9887 1.0545 3.1515 71°30'
18°40' 0.3201 0.9474 0.3378 2.9600 1.0555 3.1244 71°20'
18°50" 0.3228 0.9465 0.3411 2.9319 1.0566 3.0977 71°10'

19° 0' 0.3256 0.9455 0.3443 2.9042 1.0576 3.0716 71°40'
19°10" 0.3283 0.9446 0.3476 2.8770 1.0587 3.0458 70°50"
19°20' 0.3311 0.9436 0.3508 2.8502 1.0598 3.0206 70°40'
19°30" 0.3338 0.9426 0.3541 2.8239 1.0608 2.9957 70°30'
19°40" 0.3365 0.9417 0.3574 2.7980 1.0619 2.9713 70°20"
19°50' 0.3393 0.9407 0.3607 2.7725 1.0631 2.9474 70°10"

cos 4 sen A eot A tan A4 csc A sec A A




APENDICE 2: TABLAS

A sen 4 cos A tan 4
20° 0' 0.3420 0.9397 0.3640
20°10" 0.3448 0.9387 0.3673
20°20' 0.3475 0.9377 0.3706
2030’ 0.3502 0.9367 0.3739
20°40" 0.3529 0.9356 0.3772
20°50" 0.3557 0.9346 0.3805
21° 0 0.3584 0.9336 0.3839
21°10" 0.3611 0.9325 0.3872
21°20" 0.3638 0.9315 0.3906
21°30'"  0.3665 0.9304 0.3939
21°40' 0.3692 0.9293 0.3973
21°50" 0.3719 0.9283 0.4006
22°0' 0.3746 0.9272 0.4040
22°10' 0.3773 0.9261 0.4074
22°20' 0.3800 0.9250 0.4108
22°30" 0.3827 0.9239 0.4142
22°40" 0.3854 0.9228 0.4176
22°50" 0.3881 0.9216 0.4210
23° 0' 0.3907 0.9205 0.4245
23°10' 0.3934 0.9194 0.4279
23°20' 0.3961 0.9182 0.4314
23°30 0.3987 0.9171 0.4348
23°4(' 0.4014 0.9159 0.4383
23°50' 0.4041 0.9147 0.4417
24° 0" 0.4067 0.9135 0.4452
24°10"  0.4094 0.9124 0.4487
24°20' 0.4120 0.9112 0.4522
24°30' 0.4147 0.9100 0.4557
24°4( 0.4173 0.9088 0.4592
24°50' 0.4200 0.9075 0.4628
25° 0 0.4226 0.9063 0.4663
25°10"  0.4253 0.9051 0.4699
25°20' 0.4279 0.9038 0.4734
25°30" 0.4305 0.9026 0.4770
25°40' 0.4331 0.9013 0.4806
25°50" 0.4358 0.9001 0.4841
26° 0' 0.4384 0.8988 0.4877
26°10" 0.4410 0.8975 0.4913
26°20" 0.4436 0.8962 0.4950
26°30' 0.4462 0.8949 0.4986
26°40' 0.4488 0.8936 0.5022
26°50' 0.4514 0.8923 0.5059

cos 4 sen A cot 4

cot A

2.7475
2.7228
2.6985
2.6746
2.6511
2.6279

2.6051
2.5826
2.5605
2.5386
2.5172
2.4960

2.4751
2.4545
2.4342
2.4142
2.3945
2.3750

2.3559
2.3369
2.3183
2.2998
2.2817
2.2637

2.2460
2.2286
2.2113
2.1943
2.1775
2.1609

2.1445
2.1283
2.1123
2.0965
2.0809
2.0655

2.0503
2.0353
2.0204
2.0057
1.9912

1.9768

tan A

secA csc A

1.0642 2.9238 70° 0'
1.0653 2.9006 69°50'
1.0665 2.8779 6940’
1.0676 2.8555 69°30'
1.0688 2.8334 69°20'
1.0700 2.8117 69°10"
1.0711 2.7904 69° 0'
1.0723 2.7695 68°50'
1.0736 2.7488 68°40'
1.0748 2.7285 68°30"
1.0760 2.7085 68°20"
1.0773 2.6888 68°10"
1.0785 2.6695 68° 0'
1.0798 2.6504 67°50'
1.0811 2.6316 67°40'
1.0824 2.6131 67°30'
1.0837 2.5949 67°20'
1.0850 2.5770 67°10'
1.0864 2.5593 67° 0'
1.0877 2.5419 66°50
1.0891 2.5247 66'40
1.0904 2.5078 66°30'
1.0918 2.4912 66°20
1.0932 2.4748 66°10'
1.0946 2.4586 66' 0'
1.0961 2.4426 65°50'
1.0975 2.4269 65°40'
1.0989 2.4114 6530'
1.1004 2.3961 65°20"
1.1019 2.3811 65°10'
1.1034 2.3662 65° 0'
1.1049 2.3515 64°50'
1.1064 2.3371 64°40'
1.1079 2.3228 64°30'
1.1095 2.3088 64°20'
1.1110 2.2949 64°10"
1.1126 2.2812 64" 0'
1.1142 2.2677 63°50'
1.1158 2.2543 63°40'
1.1174 2.2412 63°30'
1.1190 2.2282 63°20"
1.1207 2.2153 63°10'

csc A sec A A



214 APENDICE 2: TABLAS

A sen A cos A4 tan. 4 cot 4 sec A4 csc A

27°0' 0,4540 0.8910 0.5095 1.9626 1.1223 2.2027 63°0'
2710' 0.4566 0.8897 0.5132 1.9486 1.1240 2.1902 6250
27°20' 0.4592 0.8884 0.5169 1.9347 1.1257 2.1779 62 40'
27°30' 0.4617 0.8870 0.5206 1.9210 1.1274 2.1657 62°30'
27°40' 0.4643 0.8857 0.5243 1.9074 1.1291 2.1537 62°20'
27°50' 0.4669 0.8843 0.5280 1.8940 1.1308 2.1418 62°10'

28° 0 0.4695 0.8829 0.5317 1.8807 1.1326 2.1301 62°0'
28°10' 0.4720 0.8816 0.5354 1.8676 1.1343 2.1185 61° 50
2820' 0.4746 0.8802 0.5392 1.8546 1.1361 2.1070 6140'
2830 0.4772 0.8788 0.5430 1.8418 1.1379 2.0957 6130
2840' 0.4797 0.8774 0.5467 1.8291 1.1397 2.0846 61°20'
28°50' 0.4823 0.8760 0,5505 1.8165 1.1415 2.0736 6110'

29°0' 0.4848 0.8746 0.5543 1.8040 1.1434 2.0627 61" 0
29°10"  0.4874 0.8732 0.5581 1.7917 1.1452 2.0519 60 SO'
29°20"  0.4899 0.8718 0.5S19 1.7796 1.1471 2.0413 60°40'
29°30"  0.4924 0.8704 0.5658 1.7675 1.1490 2.0308 60°30'
29°40' 0.4950 0.8689 0.5696 1.7556 1.1503 2.0204 60° 20"
29°50' 0.4975 0.8675 0.5735 1.7437 1,1528 3.0101 60° 10"

30°0' 0.5000 0.8660 0.5774 1.7321 1.1547 2.0000 60° 0'
30 10 0.5025 0.8646 0.5812 1.7205 1.1566 1.9900 59° 50"
3020 0.5050 0.8631 0.5851 1.7090 1.1586 1.9801 59°40'
3030 0.5075 0.8616 0.5890 1.6977 1.1606 1.9703 59°30'
30 40' 0.5100 0.8601 0.5930 1.6864 1.1626 1.9606 59°20'
3050 0.5125 0.8587 0.5969 1.6753 1.1646 1.9511 59°10'

31° 0 0.5150 0.8572 0.6009 1.6643 1.1666 1.9413 59°0'
31 10" 0.5175 0.8557 0.6048 1.6534 1.1687 1.9323 58°50'
31'20' 0.5200 0.8542 0.6088 1.6426 1.1707 1,9230 5840'
31 30 0.5225 0.8526 0.6128 1.6319 1.1728 1.9139 58 30'
31 40" 0.5250 0.8511 0.6168 1.6212 1.1749 1.9048 58-20'
31°50' 0.5275 0.8496 0.5208 1.6107 1.1770 1.8959 5810'

32°0' 0.5299 0.8480 0.6249 1.6003 1.1792 1.8871 58 0
32°10' 0.5324 0.8465 0.6289 1.5900 1.1813 1.8783 57°50'
32 20 0.5348 0.8450 0.6330 1.5798 1.1835 1.8697 57 40'
32 30’ 0.5373 0.8434 0.6371 1.5697 1.1857 1.8612 5730'
32°40' 0.5398 0.8418 0.6412 1.5597 1.1879 1.8527 57°20
32°50' 0.5422 0.8403 0.6453 1.5497 1.1901 1.3443 5710'

33 0 0.5446 0.8387 0.6494 1.5399 1.1924 1.8361 57°0'
33°10' 0.5471 0.8371 0.6536 1.5301 1.1946 1.8279 56° 50"
33=20" 0.5495 0.8355 0.6577 1.5204 1.1969 1..8198 56 40'
33°30 0.5519 0.8339 0.6619 1.5108 1.1952 1.8118 56°30
3340’ 0.5544 0.8323 0.6661 1.5013 1.2015 1.8039 56 20'
33 50' 0,5568 0.8307 0.6703 1.4919 1.2039 1.7960 56°10

cos 4 sen A col A tan 4 csc 4 sec A A




APENDICE 2: TABLAS

A sen A cos A tan A cot A sec 4 csc A4
34° 0O 0.5592 0.8290 0.6745 1.4826 1.2062 1.7883 56° 0'
34°10' 0.5616 0.8274 0.6787 1.4733 1.2086 1.7806 55°50'
34°20" 0.5640 0.8258 0.6830 1.4641 1.2110 1.7730 55°40'
34°30' 0.5664 0.8241 0.6873 1.4550 1.2134 1.7655 55°30"
34°40' 0.5688 0.8225 0.6916 1.4460 1.2158 1.7581 55°20'
34°50" 0.5712 0.8208 0.6959 1.4370 1.2183 1.7507 55°10'
3520 0.5736 0.8192 0.7002 1.4281 1.2208 1.7434 55°0'
35°10' 0.5760 0.8175 0.7046 1.4193 1.2233 1.7362 54°50'
35°20" 0.5783 0.8158 0.7089 1.4106 1.2258 1.7291 54°4(0
35°30' 0.5807 0.8141 0.7133 1.4019 1.2283 1.7221 54°30'
35°40' 0.5831 0.8124 0.7177 1.3934 1.2309 1.7151 54°20"
35°50" 0.5854 0.8107 0.7221 1.3848 1.2335 1.7081 54°10'
36° 0 0.5878 0.8090 0.7265 1.3764 1.2361 1.7013 54°0'
36°10' 0.5901 0.8073 0.7310 1.3680 1.2387 1.6945 53°50'
36°20' 0.5925 0.8056 0.7355 1.3597 1.2413 1.6878 5340
36°30' 0.5948 0.8039 0.7400 1.3514 1.2440 1.6812 53°30'
36°40' 0.5972 0.8021 0.7445 1.3432 1.2467 1.6746 53°20'
36°50' 0.5995 0.8004 0.7490 1.3351 1.2494 1.6681 53°0'
37° 0 0.6018 0.7986 0.7536 1.3270 1.2521 1.6616 53°0'
37°10 0.6041 0.7969 0.7581 1.3190 1.2549 1.6553 52-50'
37°20" 0.6065 0.7951 0.7627 1.3111 1.2577 1.6489 52°40'
37°30' 0.6088 0.7934 0.7673 1.3032 1.2605 1.6427 52°30'
37°40" 0.6111 0.7916 0.7720 1.2954 1.2633 1.6365 52°20'
37-50' 0.6134 0.7898 0.7766 1.2876 1.2661 1.6303 52°10'
38° 0 0.6157 0.7880 0.7813 1.2799 1.2690 1.6243 52°0'
38°10' 0.6180 0.7862 0.7860 1.2723 1.2719 1.6183 51°50'
38'20' 0.6202 0.7844 0.7907 1.2647 1.2748 1.6123 51°40'
38°30' 0.6225 0.7826 0.7954 1.2572 1.2778 1.6064 51°30'
38°40' 0.6248 0.7808 0.8002 1.2497 1.2807 1.6005 51°20"
38-50' 0.6271 0.7790 0.8050 1.2423 1.2837 1.5948 51°10'
39° 0 0.6293 0.7771 0.8098 1.2349 1.2868 1.5890 51°0'
39°10' 0.6316 0.7753 0.8146 1.2276 1.2898 1.5833 5050
39°20" 0.6338 0.7735 0.8195 1.2203 1.2929 1.5777 50°40'
39 30' 0.6361 0.7716 0.8243 1.2131 1.2960 1.5721 50°30'
39°40' 0.6383 0.7698 0.8292 1.2059 1.2991 1.5666 50°20'
39°50" 0.6406 0.7679 0.8342 1.1988 1.3022 1.5611 50°10'
40° 0 0.6428 0.7660 0.8391 1.1918 1.3054 1.5557 50° 0'
4010' 0.6450 0.7642 0.8441 1.1847 1.3086 1.5504 49°50'
4020’ 0.6472 0.7623 0.8491 1.1778 1.3118 1.5450 49°40'
40°30' 0.6494 0.7604 0.8541 1.1708 1.3151 1.5398 49°30'
40 40' 0.6517 0.7585 0.8591 1.1640 1.3184 1.5345 49°20'
40 50 0.6539 0.7566 0.8642 1.1571 1.3217 1.5294 49°10'
cos A4 sen A cot A tan 4 csc A sec A A
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216 APENDICE 2: TABLAS

A sen A cos A tan A cot A sec A csc A

41° 0 0.6561 0.7547 0.8693 1.1504 1.3250 1.5243 49' 0'
41°10' 0.6583 0.7528 0.8744 1.1436 1.3284 1.5192 48'50"
41°20" 0.6604 0.7509 0.8796 1.1369 1.3318 1.5141 48° 40
4130’ 0.6626 0.7490 0.8847 1.1303 1.3352 1.5092 48'30'
41°40' 0.6648 0.7470 0.8899 1.1237 1.3386 1.5042 48 20'
4150' 0.6670 0.7451 0.8952 1.1171 1.3421 1.4993 4810

42° 0' 0.6691 0.7431 0.9004 1.1106 1.3456 1.4945 48° 0
42°10" 0.6713 0.7412 0.9057 1.1041 1.3492 1.4897 47°50
4220 0.6734 0.7392 0.9110 1.0977 1.3527 1.4849 47 40'
42 30' 0.6756 0.7373 0.9163 1.0913 1.3563 1.4802 47°30'
42°40' 0.6777 0.7353 0.9217 1.0850 1.3600 1.4755 4720
42°50'  0.6799 0.7333 0.9271 1.0786 1.3636 1.4709 47°10'

43° 0' 0.6820 0.7314 0.9325 1.0724 1.3673 1.4663 47" 0O
43 10" 0.6841 0.7294 0.9380 1.0661 1.3711 1.4617 46°50'
4320' 0.6862 0,7274 0.9435 1.0599 1.3748 1.4572 46°40'
43°30"  0.6884 0.7254 0.9490 1,0538 1.3786 1.4527 46°30'
43 40 0.6905 0.7234 0.9545 1.0477 1.3824 1.4483 4620
43 50 0.6926 0.7214 0.9601 1.0416 1.3863 1.4439 4610'

44° 0 0.6947 0.7193 0.9657 1.0355 1.3902 1.4396 46° 0'
44°10°  0.6967 0.7173 0.9713 1.0295 1.3941 1.4352 45 50'
44 20' 0.6988 0.7153 0.9770 1.0235 1.3980 1.4310 45°40'
44 30" 0.7009 0.7133 0.9827 1.0176 1.4020 1.4267 4530’
44 40' 0.7030 0.7112 0.9884 1.0117 1.4061 1.4225 45°20
44 50' 0.7050 0.7092 0.9942 1.0058 1,4101 1.4183 45°10

45° 0' 0.7071 0.7071 1.0000 1.0000 1.4142 1.4142 45° 0

cos A sen A cot A tan A csc A sec. A A
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Tabla 2 Funciones trigonométricas — Angulos en

intervalos de décimas de grado

1 sen A cos A tan A cot A sec A csc A
0.0° 0.0000 1.0000 0.0000 Indefinido 1.0000 Indefinido 90.0°
0.1° 0.0017 1.0000 0.0017 572.9680 1.0000 572.9590 89.9°
0.2° 0.0035 1.0000 0.0035 286.4750 1.0000 286.4770 89.8°
0.3° 0.0052 1.0000 0.0052 190.9840 1.0000 190.9870 89.7°
0.4° 0.0070 1.0000 0.0070 143.2380 1.0000 143.2410 89.6°
0.5° 0.0087 1.0000 0.0087 114.5880 1.0000 114.5930 89.5°
0.6° 0.0105 0.9999 0.0105 95.4896 1.0001 95.4948 89.4°
0.7° 0.0122 0.9999 0.0122 81.8473 1.0001 81.8534 89.3°
0.8° 0.0140 0.9999 0.0140 71.6150 1.0001 71.6220 89.2°
0.9° 0.0157 0.9999 0.0157 63.6568 1.0001 63.6647 89.1°
1.0° 0.0175 0.9998 0.0175 57.2898 1.0002 57.2986 89.0°
1.1 0.0192 0.9998 0.0192 52.0806 1.0002 52.0902 88.9°
1.2° 0.0209 0.9998 0.0209 47.7396 1.0002 47.7500 88.8°
1.3° 0.0227 0,9997 0.0227 44.0660 1.0003 44.0774 88.7°
1.4° 0.0244 0.9997 0.0244 40.9174 1.0003 40.9296 88.6°
1.5° 0.0262 0.9997 0.0262 38.1885 1.0003 38.20*16 88.5°
1.6° 0.0279 0.9996 0.0279 35.8005 1.0004 35.8145 88.4°
1.7° 0.0297 0.9996 0.0297 33.6935 1.0004 33.7083 88.3°
1.8° 0.0314 0.9995 0.0314 31.8205 1.0005 31.8363 88.2°
1.9° 0.0332 0.9995 0.0332 30.1446 1.0006 30.1612 88.1°
2.0° 0.0349 0.9994 0.0349 28.6363 1.0006 28.6537 88.0°
2.1° 0.0366 0.9993 0.0367 27.2715 1.0007 27.2898 87.9°
2.2° 0.0384 0.9993 0.0384 26.0307 1.0007 26.0499 87.8°
2.3° 0.0401 0.9992 0.0402 24.8978 1.0008 24.9179 87.7°
2.4° 0.0419 0.9991 0.0419 23.8593 1.0009 23.8802 87.6°
2.5° 0.0436 0.9990 0.0437 22.9038 1.0010 22.9256 87.5°
2.6° 0.0454 0.9990 0.0454 22.0217 1.0010 22.0444 87.4°
2.7° 0.0471 0.9989 0.0472 21.2050 1.0011 21.2285 87.3°
2.8° 0.0488 0.9988 0.0489 20.4465 1.0012 20.4709 87.2°
2.9 0.0506 0.9987 0.0507 19.7403 1.0013 19.7656 87.1°
3.0 0.0523 0.9986 0.0524 19.0812 1.0014 19.1073 87.0°
3.1° 0.0541 0.9985 0.0542 18.4645 1.0015 18.4915 86.9°
3.2° 0.0558 0.9984 0.0559 17.8863 1.0016 17.9143 86.8°
3.3 0.0576 0.9983 0.0577 17.3432 1.0017 17.3720 86.7°
3.4° 0.0593 0.9982 0.0594 15'.8319 1.0018 16.8616 86.6°
3.5° 0.0610 0.9981 0.0612 16.3499 1.0019 16.3804 86.5°
3.6° 0.0628 0.9980 0.0629 15.8946 1.0020 15.9260 86.4°
3.7° 0.0645 0.9979 0.0647 15.4638 1.0021 15.4961 86.3°
3.8° 0.0663 0.9978 0.0664 15.0557 1.0022 15.0889 86.2°
39° 0.0680 0.9977 0.0682 14.6685 1.0023 14.7026 86.1°
cos A sen A cot A tan A cscA sec A A
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A sen A Ccos A tan A cot A sec A csc A
4.0° 0.0698 0.9976 0.0699 14.3007 1.0024 14.3356 86.0°
4.1° 0.0715 0.9974 0.0717 13.9507 1.0026 13.9865 85.9°
4.2° 0.0732 0.9973 0.0734 13.6174 1.0027 13.6541 85.8°
4,3° 0.0750 0.9972 0.0752 13.2996 1.0028 13.3371 85.7°
4.4° 0.0767 0.9971 0.0769 12.9962 1.0030 13.0346 85.6°
4.5° 0.0785 0.9969 0.0787 12.7062 1.0031 12.7455 85.5°
4.6° 0.0802 0.9968 0.0805 12.4288 1.0032 12.4690 85.4°
4.7° 0.0819 0.9966 0.0822 12.1632 1.0034 12.2043 85.3°
4.8° 0.0837 0.9965 0.0840 11.9087 1.0035 11.9506 85.2°
4.9° 0.0854 0.9963 0.0857 11.6645 1.0037 11.7073 85.1°
5.0° 0.0872 0.9962 0.0875 11.4301 1.0038 11.4737 85.0°
5.1° 0.0889 0.9960 0.0892 11.2048 1.0040 11.2493 84.9°
5.2° 0.0906 0.9959 0.0910 10.9882 1.0041 11.0336 84.8°
5.3° 0.0924 0.9957 0.0928 10.7797 1.0043 10.8260 84.7°
5.4° 0.0941 0.9956 0.0945 10.5789 1.0045 10.6261 84.6°
5.5° 0.0958 0.9954 0.0963 10.3854 1.0046 10.4334 84.5°
5.6° 0.0976 0.9952 0.0981 10.1988 1.0048 10.2477 84.4°
5.7° 0.0993 0.9951 0.0998 10.0187 1.0050 10.0685 84.3°
5.8° 0.1011 0.9949 0.1016 9.8448 1.0051 9.8955 84.2°
5.9° 0.1028 0.9947 0.1033 9.6768 1.0053 9.7283 84.1°
6.0° 0.1045 0.9945 0.1051 9.5144 1.0055 9.5668 84.0°
6.1° 0.1063 0.9943 0.1069 9.3572 1.0057 9.4105 83.9°
6.2° 0.1080 0.9942 0.1086 9.2052 1.0059 9.2593 83.8°
6.3° 0.1097 0.9940 0.1104 9.0579 1.0061 9.1129 83.7°
6.4° 0.1115 0.9938 0.1122 8.9152 1.0063 8.9711 83.6°
6.5° 0.1132 0.9936 0.1139 8.7769 1.0065 8.8337 83.5°
6.6° 0.1149 0.9934 0.1157 8.6428 1.0067 8.7004 83.4°
6.7° 0.1167 0.9932 0.1175 8.5126 1.0069 8.5711 83.3°
6.8° 0.1184 0.9930 0.1192 8.3863 1.0071 8.4457 83.2°
6.9° 0.1201 0.9928 0.1210 8.2636 1.0073 8.3239 83.1°
7.0° 0.1219 0.9925 0.1228 8.1444 1.0075 8.2055 83.0°
7.1° 0.1236 0.9923 0.1246 8.0285 1.0077 8.0905 82.9°
7.2° 0.1253 0.9921 0.1263 7.9158 1.0079 7.9787 82.8°
7.3° 0.1271 0.9919 0.1281 7.8062 1.0082 7.8700 82.7°
7.4° 0.1288 0.9917 0.1299 7.6996 1.0084 7.7642 82.6°
7.5° 0.1305 0.9914 0.1317 7.5958 1.0086 7.6613 82.5°
7.6° 0.1323 0.9912 0.1334 7.4947 1.0089 7.5611 82.4°
7.7° 0.1340 0.9910 0.1352 7.3962 1.0091 7.4635 82.3°
7.8° 0.1357 0.9907 0.1370 7.3002 1.0093 7.3684 82.2°
7.9° 0.1374 0.9905 0.1388 7.2066 1.0096 7.2757 82.1°
cos A sen A cot A tan A cscA sec A A
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A sen A cos A tan A cot A sec A cscA

8.0° 0.1392 0.9903 0.1405 7.1154 1.0098 7.1853 82.0°
8.1° 0.1409 0.9900 0.1423 7.0264 1.0101 7.0972 81.9°
8.2° 0.1426 0.9898 0.1441 6.9395 1.0103 7.0112 81.8°
8.3° 0.1444 0.9895 0.1459 6.8548 1.0106 6.9273 81.7°
8.4° 0.1461 0.9893 0.1477 6.7720 1.0108 6.8454 81.6°
8.5° 0.1478 0.9890 0.1495 6.6912 1.0111 6.7655 81.5°
8.6° 0.1495 0.9888 0.1512 6.6122 1.0114 6.6874 81.4°
8.7° 0.1513 0.9885 0.1530 6.5350 1.0116 6.6111 81.3°
8.8° 0.1530 0.9882 0.1548 6.4596 1.0119 6.5366 81.2°
8.9° 0.1547 0.9880 0.1566 6.3859 1.0122 6.4637 81.1°
9.0° 0.1564 0.9877 0.1584 6.3138 1.0125 6.3925 81.0°
9.1° 0.1582 0.9874 0.1602 6.2432 1.0127 6.3228 80.9°
9.2" 0.1599 0.9871 0.1620 6.1742 1.0130 6.2546 80.8°
9.3° 0.1616 0.9869 0.1638 6.1066 1.0133 6.1880 80.7°
9.4° 0.1633 0.9866 0.1655 6.0405 1.0136 6.1227 80.6°
9.5° 0.1650 0.9863 0.1673 5.9758 1.0139 6.0589 80.5°
9.6° 0.1668 0.9860 0.1691 5.9124 1.0142 5.9963 80.4°
9.7° 0.1685 0.9857 0.1709 5.8502 1.0145 5.9351 80.3°
9.8° 0.1702 0.9854 0.1727 5.7894 1.0148 5.8751 80.2°
9.9° 0.1719 0.9851 0.1745 5.7297 1.0151 5.8164 80.1°
10.0° 0.1736 0.9848 0.1763 5.6713 1.0154 5.7588 80.0°
10.1 0.1754 0.9845 0.1781 5.6140 1.0157 5.7023 79.9°
10.2° 0.1771 0.9842 0.1799 5.5578 1.0161 5.6470 79.8°
10.3° 0.1788 0.9839 0.1817 5.5026 1.0164 5.5928 79.7°
10.4° 0.1805 0.9836 0.1835 5.4486 1.0167 5.539%6 79.6°
10.5° 0.1822 0.9833 0.1853 5.3955 1.0170 5.4874 79.8°
10.6° 0.1840 0.9829 0.1871 5.3435 1.0174 5.4362 79.4°
10.7° 0.1857 0.9826 0.1890 5.2923 1.0177 5.3860 79.3°
10.8° 0.1874 0.9823 0.1908 5.2422 1.0180 5.3367 79.2°
10.9° 0.1891 0.9820 0.1926 5.1929 1.0184 5.2883 79.1°
11.0° 0.1908 0.9816 0.1944 5.1446 1.0187 5.2408 79.0°
11.1° 0.1925 0.9813 0.1962 5.0970 1.0191 5.1942 78.9°
11.2° 0.1942 0.9810 0.1980 5.0504 1.0194 5.1484 78.8°"
11.3° 0.1959 0.9806 0.1998 5.0045 1.0198 5.1034 78.7°
11.4° 0.1977 0.9803 0.2016 4.9594 1.0201 5.0593 78.6°
11.5° 0.199%4 0.9799 0.2035 4,9152 1.0205 5.0158 78.5°
11.6° 0.2011 0.9796 0.2053 4.8716 1.0209 4.9732 78.4°
11.7° 0.2028 0.9792 0.2071 4,8288 1.0212 4,9313 78.3°
11.8° 0.2045 0.9789 0.2089 4.7867 1.0216 4.8901 78.2°
11.9° 0.2062 0.9785 0.2107 4.7453 1.0220 4.,8496 78.1°

Ccos A sen A cot A tan A CcSc A sec A A
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A sen A cos A tan A
12.0° 0.2079 0.9781 0.2126
12.1° 0.2096 0.9778 0.2144
12.2° 0.2113 0.9774 0.2162
12.3° 0.2130 0.9770 0.2180
12.4° 0.2147 0.9767 0.2199
12.5° 0.2164 0.9763 0.2217
12.6° 0.2181 0.9759 0.2235
12.7° 0.2198 0.9755 0.2254
12.8° 0.2215 0.9751 0.2272
12.9° 0.2233 0.9748 0.2290
13.0° 0.2250 0.9744 0.2309
13.1° 0.2267 0.9740 0.2327
13.2° 0.2284 0.9736 0.2345
13.3° 0.2300 0.9732 0.2364
13.4° 0.2317 0.9729 0.2382
13.5° 0.2334 0.9724 0.2401
13.6° 0.2351 0.9720 0.2419
13.7° 0.2368 0.9715 0.2438
13.8° 0.2385 0.9711 0.2456
13.9° 0.2402 0.9707 0.2475
14.0° 0.2419 0.9703 0.2493
14.1° 0.2436 0.9699 0.2512
14.2° 0.2453 0.9694 0.2530
14.3° 0.2470 0.9690 0.2549
14.4° 0.2487 0.9686 0.2568
14.5° 0.2504 0.9681 0.2586
14.6° 0.2521 0.9677 0.2605
14.7° 0.2538 0.9673 0.2623
14.8° 0.2554 0.9668 0.2642
14.9° 0.2571 0.9664 0.2661
15.0° 0.2588 0.9659 0.2679
15.1° 0.2605 0.9655 0.2698
15.2° 0.2622 0.9650 0.2717
15.3° 0.2639 0.9646 0.2736
15.4° 0.2656 0.9641 0.2754
15.5° 0.2672 0.9636 0.2773
15.6° 0.2689 0.9632 0.2792
15.7° 0.2706 0.9627 0.2811
15.8° 0.2723 0.9622 0.2830
15.9° 0.2740 0.9617 0.2849

cos A sen A cot A

cot A cec A csc LA
4.7046 1.0223 4.8097
4.6646 1.0227 4.7706
4.6262 1.0231 4.7320
4.5864 1.0235 4.G942
4.5483 1.0239 4.6569
4.5107 1.0243 4.6202
4.4737 1.0247 4.5841
4.4373 1.0251 4.5486
4.4015 1.0255 4.5137
4.3662 1.0259 4.47S3
4.3315 1.0263 4.4454
4.2972 1.0267 4.4121
4.2635 1.0271 4.3792
4.2303 1.0276 4.3469
4.1976 1.0200 4.3150
4.1653 1.0284 4.2837
4.1335 1.0286 4.2827
4.1022 1.0293 4.2223
4.0713 1.0297 4.1923
4.0408 1.0302 4.1627
4.0108 1.0306 4.1336
3.9812 1.0311 4.1048
3.9520 1.0315 4.0765
3.9232 1.0320 4.0486
3.8947 1.0324 4.0211
3.8667 1.0329 3.9939
3.8391 1.0334 3.9672
3.8118 1.0338 3.9408
3.7848 1.0343 3.9147
3.7583 1.0348 3.8890
3.7320 1.0353 3.8637
3.7062 1.0358 3.8387
3.6806 1.0363 3.8140
3.6554 1.0367 3.7897
3.6305 1.0372 3.7657
3.6059 1.0377 3.7420
3.5816 1.0382 3.7186
3.5576 1.0388 3.6955
3.5339 1.0393 3.6727
3.5105 1.0398 3.6502
tan A csc A sec A
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A sen A ceos A tan A cot A sec A csc A
16.0" 0.2756 0.9613 0.2867 3.4874 1.0403 3.6280 74.0°
16.1 0.2773 0.9608 0.2886 3,4646 1.0408 3.6060 73.9°
16.2° 0.2790 0.9603 0.2905 3.4420 1.0413 3.5843 73.8°
16.3° 0.2807 0.9598 0.2924 3.4197 1.0419 3.5629 73.7°
16.4° 0.2823 0.9593 0.2943 3.3977 1.0424 3.5418 73.6°
16.5° 0.2840 0.9588 0.2962 3.3759 1.0429 3.5209 73.5°
16.6° 0.2857 0.9583 0.2981 3.3544 1.0435 3.5003 73.4°
16.7° 0.2874 0.9578 0.3000 3.3332 1.0440 3.4799 73.3°
16.8° 0.2890 0.9573 0.3019 3.3122 1.0446 3.4598 73.2°
16.9° 0.2907 0.9568 0.3038 3.2914 1.0451 3.4399 73.1°
17.0° 0.2924 0.9563 0.3057 3.2708 1.0457 3.4203 73.0°
17.1° 0.2940 0.9558 0.3076 3.2505 1.0463 3.4009 72.9°
17.2° 0.2957 0.9553 0.3096 3.2305 1.0468 3.3817 72.8°
17.3° 0.2974 0.9548 0.3115 3.2106 1.0474 3.3628 72.7°
17.4° 0.2990 0.9542 0.3134 3.1910 1.0480 3.3440 72.6°
17.5° 0.3007 0.9537 0.3153 3.1716 1.0485 3.3255 72.5°
17.6° 0.3024 0.9532 0.3172 3.1524 1.0491 3.3072 72.4°
17.7° 0.3040 0.9527 0.3191 3.1334 1.0497 3.2891 72.3°
17.8° 0.3057 0.9521 0.3211 3.1146 1.0503 3.2712 72.2°
17.9° 0.3074 0.9516 0.3230 3.0961 1.0509 3.2535 72.1°
18.0° 0.3090 0.9511 0.3249 3.0777 1.0515 3.2361 72.0°
18.1° 0.3107 0.9505 0.3269 3.0595 1.0521 3.2188 71.9°
18.2° 0.3123 0.9500 0.3288 3.0415 1.0527 3.2017 71.8°
18.3° 0.3140 0.9494 0.3307 3.0237 1.0533 3.1848 71.7°
18.4° 0.3156 0.9489 0.3327 3.0061 1.0539 3.1681 71.6°
18.5" 0.3173 0.9483 0.3346 2.9887 1.0545 3.1515 71.5°
18.6° 0.3190 0.9478 0.3365 2.9714 1.0551 3.1352 71.4°
18.7° 0.3206 0.9472 0.3385 2.9544 1.0557 3.1190 71.3°
18.8° 0.3223 0.9466 0.3404 2.9375 1.0564 3.1030 71.2°
18.9° 0.3239 0.9461 0.3424 2.9208 1.0570 3.0872 71.1°
19.0° 0.3256 0.9455 0.3443 2.9042 1.0576 3.0715 71.0°
19.1° 0.3272 0.9449 0.3463 2.8878 1.0583 3.0561 70.9°
19.2° 0.3289 0.9444 0.3482 2.8716 1.0589 3.0407 70.8°
19.3° 0.3305 0.9438 0.3502 2.8555 1.0595 3.0256 70.7°
19.4° 0.3322 0.9432 0.3522 2.8396 1.0602 3.0106 70.6°
19.5° 0.3338 0.9426 0.3541 2.8239 1.0608 2.9957 70.5°
19.6° 0.3355 0.9421 0.3561 2.8083 1.0615 2.9811 70.4°
19.7° 0.3371 0.9415 0.3581 2.7929 1.0622 2.9665 70.3°
19.8° 0.3387 0.9409 0.3600 2.7776 1.0628 2.9521 70.2°
19.9° 0.3404 0.9403 0.3620 2.7625 1.0635 2.9379 70.1°
cos A sen A cot A tan A csc A sec A A
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A sen A cos A tan A cot A sec A cscA
20. 0.3420 0.9397 0.3640 2.7475 1.0642 2.9238 70.0°
20. 0.3437 0.9391 0.3659 2.7326 1.0649 2.9098 69.9°
20. 0.3453 0.9385 0.3679 2.7179 1.0655 2.8960 69.8°
20. 0.3469 0.9379 0.3699 2.7033 1.0662 2.8824 69.7°
20. 0.3486 0.9373 0.3719 2.6889 1.0669 2.8688 69.6°
20. 0.3502 0.9367 0.3739 2.6746 1.0676 2.8554 69.5°
20. 0.3518 0.9361 0.3759 2.6605 1.0683 2.8422 69.4°
20. 0.3535 0.9354 0.3779 2.6464 1.0690 2.8291 69.3°
20. 0.3551 0.9348 0.3799 2.6325 1.0697 2.8160 69.2°
20. 0.3567 0.9342 0.3819 2.6187 1.0704 2.8032 69.1°
21.0° 0.3584 0.9336 0.3839 2.6051 1.0711 2.7904 69.0°
21.1° 0.3600 0.9330 0.3859 2.5916 1.0719 2.7778 68.9°
21.2" 0.3616 0.9323 0.3879 2.5781 1.0726 2.7653 68.8°
21.3° 0.3633 0.9317 0.3899 2.5649 1.0733 2.7529 68.7°
21.4° 0.3649 0.9311 0.3919 2.5517 1.0740 2.7406 68.6°
21.5° 0.3665 0.9304 0.3939 2.5386 1.0748 2.7285 68.5°
21.6° 0.3681 0.9298 0.3959 2.5257 1.0755 2.7165 68.4°
21.7° 0.3697 0.9291 0.3979 2.5129 1.0763 2.7045 68.3°
21.8° 0.3714 0.9285 0.4000 2.5002 1.0770 2.6927 68.2°
21.9° 0.3730 0.9278 0.4020 2.4876 1.0778 2.6810 68.1°
22.0 0.3746 0.9272 0.4040 2.4751 1.0785 2.6695 68.0°
22.1° 0.3762 0.9265 0.4061 2.4627 1.0793 2.6580 67.9°
22.2° 0.3778 0.9259 0.4081 2.4504 1.0801 2.6466 67.8°
22.3° 0.3795 0.9252 0.4101 2.4382 1.0808 2.6353 67.7°
22.4° 0.3811 0.9245 0.4122 2.4262 1.0816 2.6242 67.6°
22.5° 0.3827 0.9239 0.4142 2.4142 1.0824 2.6131 67.5°
22.6° 0.3843 0.9232 0.4163 2.4023 1.0832 2.6022 67.4°
22.7° 0.3859 0.9225 0.4183 2.3906 1.0840 2.5913 67.3°
22.8° 0.3875 0.9219 0.4204 2.3789 1.0848 2.5805 67.2°
22.9° 0.3891 0.9212 0.4224 2.3673 1.0856 2.5699 67.1°
23.0° 0.3907 0.9205 0.4245 2.3558 1.0864 2.5593 67.0°
23.1° 0.3923 0.9198 0.4265 2.3445 1.0872 2.5488 66.9°
23.2° 0.3939 0.9191 0.4286 2.3332 1.0880 2.5384 66.8°
23.3° 0.3955 0.9184 0.4307 2.3220 1.0888 2.5281 66.7°
23.4° 0.3971 0.9178 0.4327 2.3109 1.0896 2.5179 66.6°
23.5° 0.3987 0.9171 0.4348 2.2998 1.0904 2.5078 66.5°
23.6° 0.4003 0.9164 0.4369 2.2889 1.0913 2.4978 66.4°
23.7° 0.4019 0.9157 0.4390 2.2781 1.0921 2.4879 66.3°
23.8° 0.4035 0.9150 0.4411 2.2673 1.0929 2.4780 66.2°
23.9° 0.4051 0.9143 0.4431 2.2566 1.0938 2.4683 66.1°
cos A sen A cot A tan A csc A sec A A




APENDICE 2: TABLAS

A sen A cos A tan A cot A sec A cscA
24.00°  0.4067 0.9135 0.4452 2.2460 1.0946 2.4586 66.0°
24.1° 0.4083 0.9128 0.4473 2.2355 1.0955 2.4490 65.9°
24.2 0.4099 0.9121 0.4494 2.2251 1.0963 2.4395 65.8°
24.3° 0.4115 0.9114 0.4515 2.2147 1.0972 2.4300 65.7°
24.4° 0.4131 0.9107 0.4536 2.2045 1.0981 2.4207 65.6°
24.5° 0.4147 0.9100 0.4557 2.1943 1.0989 2.4114 65.5°
24.6° 0.4163 0.9092 0.4578 2.1842 1.0998 2.4022 65.4°
24.7° 0.4179 0.9085 0.4599 2.1742 1.1007 2.3931 65.3°
24.8° 0.4195 0.9078 0.4621 2.1642 1.1016 2.3841 65.2°
24.9° 0.4210 0.9070 0.4642 2.1543 1.1025 2.3751 65.1°
25.0° 0.4226 0.9063 0.4663 2.1445 1.1034 2.3662 65.0°
25.1° 0.4242 0.9056 0.4684 2.1348 1.1043 2.3574 64.9°
25.2° 0.4258 0.9048 0.4706 2.1251 1.1052 2.3486 64.8°
25.3° 0.4274 0.9041 0.4727 2.1155 1.1061 2.3400 64.7°
25.4° 0.4289 0.9033 0.4748 2.1060 1.1070 2.3313 64.6°
25.5° 0.4305 0.9026 0.4770 2.0965 1.1079 2.3228 64.9°
25.6° 0.4321 0.9018 0.4791 2.0872 1.1089 2.3144 64.4°
25.7° 0.4337 0.9011 0.4813 2.0778 1.1098 2.3060 64.3°
25.8° 0.4352 0.9003 0.4834 2.0686 1.1107 2.2976 64.2°
25.9° 0.4368 0.8996 0.4856 2.0594 1.1117 2.2894 64.1°
26.0° 0.4384 0.8988 0.4877 2.0503 1.1126 2.2812 64.0°
26.1° 0.4399 0.8980 0.4899 2.0412 1.1136 2.2730 63.9°
26.2° 0.4415 0.8973 0.4921 2.0323 1.1145 2.2650 63.8°
26.3° 0.4431 0.8965 0.4942 2.0233 1.1155 2.2570 63.7°
26.4° 0.4446 0.8957 0.4964 2.0145 1.1164 2.2490 63.6°
26.5° 0.4462 0.8949 0.4986 2.0057 1.1174 2.2412 63.5°
26.6° 0.4478 0.8942 0.5008 1.9969 1.1184 2.2333 63.4°
26.7° 0.4493 0.8934 0.5029 1.9883 1.1194 2.2256 63.3°
26.8° 0.4509 0.8926 0.5051 1.9797 1.1203 2.2179 63.2°
26.9° 0.4524 0.8918 0.5073 1.9711 1.1213 2.2103 63.1°
27.0° 0.4540 0.8910 0.5095 1.9626 1.1223 2.2027 63.0°
27.1° 0.4555 0.8902 0.5117 1.9542 1.1233 2.1952 62.9°
27.2° 0.4571 0.8894 0.5139 1.9458 1.1243 2.1877 62.8°
27.3° 0.4587 0.8886 0.5161 1.9375 1.1253 2.1803 62.7°
27.4° 0.4602 0.8878 0.5184 1.9292 1.1264 2.1730 62.6°
27.5° 0.4617 0.8870 0.5206 1.9210 1.1274 2.1657 62.5°
27.6° 0.4633 0.8862 0.5228 1.9128 1.1284 2.1584 62.4°
27.7° 0.4648 0.8854 0.5250 1.9047 1.1294 2.1513 62.3°
27.8° 0.4664 0.8846 0.5272 1.8967 1.1305 2.1441 62.2°
27.9° 0.4679 0.8838 0.5295 1.8887 1.1315 2.1371 62.1°
cos A sen A cot A tan A CSCcCA sec A A
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APENDICE 2: TABLAS

A sen A cos A tan A cot A sec A CSCA
32.0° 0.5299 0.8480 0.6249 1.6003 1.1792 1.8871 58.0"
32.1° 0.5314 0.8471 0.6273 1.5941 1.1B05 1.8818 57.9°
32.2° 0.5329 0.8462 0.6297 1.5880 1.1818 1.8766 57.8°
32.3° 0.5344 0.8453 0.6322 1.5818 1.1831 1.8714 57.7°
32.4° 0.5358 0.8443 0.6346 1.5757 1.1844 1.8663 57.6°
32.5° 0.5373 0.8434 0.6371 1.5697 1.1857 1.8612 57.5"
32.6° 0.5388 0.8425 0.6395 1.5637 1.1870 1.8561 57.4°
32.7° 0.5402 0.8415 0.6420 1.5577 1.1883 1.8510 57.3°
32.8° 0.5417 0.8406 0.6445 1.5517 1.1897 1.8460 57.2"
32.9° 0.5432 0.8396 0.6469 1.5458 1.1910 1.8410 57.1°
33.0° 0.5446 0.8387 0.6494 1.5399 1.1924 1.8361 57.0°
33.1° 0.5461 0.8377 0.6519 1.5340 1.1937 1.8312 56.9°
33.2° 0.5476 0.8368 0.6544 1.5282 1.1951 1.8263 56.8°
33.3° 0.5490 0.8358 0.6569 1.5224 1.1964 1.8214 56.7°
33.4° 0.5505 0.8348 0.6594 1.5166 1.1978 1.8166 56.6°
33.5° 0.5519 0.8339 0.6619 1.5108 1.1992 1.8118 56.5°
33.6° 0.5534 0.8329 0.6644 1.5051 1.2006 1.8070 56.4°
33.7° 0.5548 0.8320 0.6669 1.4994 1.2020 1.8023 56.3°
33.8° 0.5563 0.8310 0.6694 1.4938 1.2034 1.7976 56.2"
33.9° 0.5577 0.8300 0.6720 1.4882 1.2048 1.7929 56.1°
34.0 0.5592 0.8290 0.6745 1.4826 1.2062 1.7883 56.0"
34.1° 0.5606 0.8281 0.6771 1.4770 1.2076 1.7837 55.9"
34.2° 0.5621 0.8271 0.6796 1.4715 1.2091 1.7791 55.8°
34.3° 0.5635 0.8261 0.6822 1.4659 1.2105 1.7745 55.7°
34.4° 0.5650 0.8251 0.6847 1.4605 1.2120 1.7700 55.6°
34.5° 0.5664 0.8241 0.6873 1.4550 1.2134 1.7655 55.5°
34.6° 0.5678 0.8231 0.6899 1.4496 1.2149 1.7610 55.4°
34.7° 0.5693 0.8221 0.6924 1.4442 1.2163 1.7566 55.3°
34.8° 0.5707 0.8211 0.6950 1.4388 1.2178 1.7522 55.2°
34.9° 0.5721 0.8202 0.6976 1.4335 1.2193 1.7478 55.1°
35.0° 0.5736 0.8192 0.7002 1.4281 1.2208 1.7434 55.0°
35.1° 0.5750 0.8181 0.7028 1.4229 1.2223 1.7391 54.9°
35.2° 0.5764 0.8171 0.7054 1.4176 1.2238 1.7348 54.8"
35.3° 0.5779 0.8161 0.7080 1.4123 1.2253 1.7305 54.7°
35.4° 0.5793 0.8151 0.7107 1.4071 1.2268 1.7263 54.6°
35.5° 0.5807 0.8141 0.7133 1.4019 1.2283 1.7220 54.5°
35.6° 0.5821 0.8131 0.7159 1.3968 1.2299 1.7178 54.4°
35.7° 0.5835 0.8121 0.7186 1.3916 1.2314 1.7137 54.3°
35.8° 0.5850 0.8111 0.7212 1.3865 1.2329 1.7095 54.2°
35.9° 0.5864 0.8100 0.7239 1.3814 1.2345 1.7054 54.1°
cos A sen A cot A tan A cscA sec A A




APENDICE 2: TABLAS

A sen A cos A tan A cot A sec A cscA
28.0° 0.4695 0.8829 0.5317 1.8807 1.1326 2.1300 62.0°
28.1° 0.4710 0.8821 0.5340 1.8728 1.1336 2.1231 61.9°
28.2° 0.4726 0.8813 0.5362 1.8650 1.1347 2.1162 61.8°
28.3° 0.4741 0.8805 0.5384 1.8572 1.1357 2.1093 61.7°
28.4° 0.4756 0.8796 0.5407 1.8495 1.1368 2.1025 61.6°
28.5° 0.4772 0.8788 0.5430 1.8418 1.1379 2.0957 61.5°
28.6° 0.4787 0.8780 0.5452 1.8341 1.1390 2.0890 61.4°
28.7° 0.4802 0.8771 0.5475 1.8265 1.1401 2.0824 61.3°
28.8° 0.4818 0.8763 0.5498 1.8190 1.1412 2.0757 61.2°
28.9° 0.4833 0.8755 0.5520 1.8115 1.1423 2.0692 61.1°
29.0° 0.4843 0.8746 0.5543 1.8040 1.1434 2.0627 61.0°
29.1° 0.4863 0.8738 0.5566 1.7966 1.1445 2.0562 60.9°
29.2° 0.4879 0.8729 0.5589 1.7893 1.1456 2.0498 60.8°
29.3° 0.4894 0.8721 0.5612 1.7820 1.1467 2.0434 60.7°
29.4° 0.4909 0.8712 0.5635 1.7747 1.1478 2.0371 60.6°
29.5° 0.4924 0.8704 0.5658 1.7675 1.1490 2.0308 60.5°
29.6° 0.4939 0.8695 0.5681 1.7603 1.1501 2.0245 60.4°
29.7° 0.4955 0.8686 0.5704 1.7532 1.1512 2.0183 60.3°
29.8° 0.4970 0.8678 0.5727 1.7461 1.1524 2.0122 60.2°
29.9° 0.4985 0.8669 0.5750 1.7390 1.1535 2.0061 60.1°
30.0° 0.5000 0.8660 0.5774 1.7320 1.1547 2.0000 60.0°
30.1° 0.5015 0.8652 0.5797 1.7251 1.1559 1.9940 59.9°
30.2° 0.5030 0.8643 0.5820 1.7182 1.1570 1.9880 59.8°
30.3° 0.5045 0.8634 0.5844 1.7113 1.1582 1.9820 59.7°
30.4° 0.5060 0.8625 0.5867 1.7045 1.1594 1.9761 59.6°
30.5° 0.5075 0.8616 0.5890 1.6977 1.1606 1.9703 59.5°
30.6° 0.5090 0.8607 0.5914 1.6909 1.1618 1.9645 59.4°
30.7° 0.5105 0.8599 0.5938 1.6842 1.1630 1.9587 59.3°
30.8° 0.5120 0.8590 0.5961 1.6775 1.1642 1.9530 59.2°
30.9° 0.5135 0.8581 0.5985 1.6709 1.1654 1.9473 59.1°
31.0° 0.5150 0.8572 0.6009 1.6643 1.1666 1.9416 59.0°
31.1° 0.5165 0.8563 0.6032 1.6577 1.1679 1.9360 58.9°
31.2° 0.5180 0.8554 0.6056 1.6512 1.1691 1.9304 58.8°
31.3° 0.5195 0.8545 0.6080 1.6447 1.1703 1.9249 58.7°
31.4° 0.5210 0.8536 0.6104 1.6383 1.1716 1.9193 58.6°
31.5° 0.5225 0.8526 0.6128 1.6318 1.1728 1.9139 58.5°
31.6° 0.5240 0.8517 0.6152 1.6255 1.1741 1.9084 58.4°
31.7° 0.5255 0.8508 0.6176 1.6191 1.1754 1.9030 58.3°
31.8° 0.5270 0.8499 0.6200 1.6128 1.1766 1.8977 58.2°
31.9° 0.5284 0.8490 0.6224 1.6066 1.1779 1.8924 58.1°
cos A sen A cot A tan A4 cscA sec A A
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A sen A cos A tan A cot A sec A CSCA
36.0° 0.5878 0.8090 0.7265 1.3764 1.2361 1.7013 54.0°
36.1° 0.5892 0.8080 0.7292 1.3713 1.2376 1.6972 53.9°
36.2° 0.5906 0.8070 0.7319 1.3663 1.2392 1.6932 53.8°
36.3° 0.5920 0.8059 0.7346 1.3613 1.2408 1.6892 53.7°
36.4° 0.5934 0.8049 0.7373 1.3564 1.2424 1.6851 53.6°
36.5° 0.5948 0.8039 0.7400 1.3514 1.2440 1.6812 53.5°
36.6° 0.5962 0.8028 0.7427 1.3465 1.2456 1.6772 53.4°
36.7° 0.5976 0.8018 0.7454 1.3416 1.2472 1.6733 53.3°
36.8° 0.5990 0.8007 0.7481 1.3367 1.2489 1.6694 53.2°
36.9° 0.6004 0.7997 0.7508 1.3319 1.2505 1.6655 53.1°
37.0° 0.6018 0.7986 0.7536 1.3270 1.2521 1.6616 53.0°
37.1° 0.6032 0.7976 0.7563 1.3222 1.2538 1.6578 52.9°
37.2° 0.6046 0.7965 0.7590 1.3175 1.2554 1.6540 52.8°
37.3° 0.6060 0.7955 0.7618 1.3127 1.2571 1.6502 52.7°
37.4° 0.6074 0.7944 0.7646 1.3079 1.2588 1.6464 52.6°
37.5° 0.6088 0.7934 0.7673 1.3032 1.2605 1.6427 52.5°
37.6° 0.6101 0.7923 0.7701 1.2985 1.2622 1.6390 52.4°
37.7° 0.6115 0.7912 0.7729 1.2938 1.2639 1.6353 52.3°
37.8° 0.6129 0.7902 0.7757 1.2892 1.2656 1.6316 52.2°
37.9° 0.6143 0.7891 0.7785 1.2846 1.2673 1.6279 52.1°
38.0° 0.6157 0.7880 0.7813 1.2799 1.2690 1.6243 52.0°
38.1° 0.6170 0.7869 0.7841 1.2753 1.2708 1.6207 51.9°
38.2° 0.6184 0.7859 0.7869 1.2708 1.2725 1.6171 51.8°
38.3° 0.6198 0.7848 0.7898 1.2662 1.2742 1.6135 51.7°
38.4° 0.6211 0.7837 0.7926 1.2617 1.2760 1.6099 51.6°
38.5° 0.6225 0.7826 0.7954 1.2572 1.2778 1.6064 51.5°
38.6° 0.6239 0.7815 0.7983 1.2527 1.2796 1.6029 51.4°
38.7° 0.8252 0.7804 0.8012 1.2482 1.2813 1.5994 51.3°
38.8° 0.6266 0.7793 0.8040 1.2438 1.2831 1.5959 51.2°
38.9° 0.6280 0.7782 0.8069 1.2393 1.2849 1.5925 51.1°
39.0° 0.6293 0.7771 0.8098 1.2349 1.2868 1.5890 51.0°
39.1° 0.8307 0.7760 0.8127 1.2305 1.2886 1.5856 50.9°
39.2° 0,6320 0.7749 0.8156 1.2261 1.2904 1.5822 50.8°
39.3° 0.6334 0.7738 0.8185 1.2218 1.2923 1.5788 50.7°
39.4° 0.6347 0.7727 0.8214 1.2174 1.2941 1.5755 50.6°
39.5° 0.6361 0.7716 0.8243 1.2131 1.2960 1.5721 50.5°
39.6° 0.6374 0.7705 0.8273 1.2088 1.2978 1.5688 50.4°
39.7° 0.6388 0.7694 0.8302 1.2045 1.2997 1.5655 50.3°
39.8° 0.6401 0.7683 0.8332 1.2002 1.3016 1.5622 50.2°
39.9° 0.6414 0.7672 0.8361 1.1960 1.3035 1.5590 50.1°
cos A sen A cot A tan 4 cscA sec A A




APENDICE 2: TABLAS

A sen A cos A tan A cot A sec A cscA
40.0° 0.6428 0.7660 0.8391 1.1918 1.3054 1.5557 50.0°
40.1° 0.6441 0.7649 0.8421 1.1875 1.3073 1.5525 49.9°
40.2° 0.6455 0.7638 0.8451 1.1833 1.3092 1.5493 49.8°
40.3° 0.6468 0.7627 0.8481 1.1792 1.3112 1.5461 49.7°
40.4° 0.6481 0.7615 0.8511 1.1750 1.3131 1.5429 49.6°
40.5° 0.6494 0.7604 0.8541 1.1709 1.3151 1.5398 49.5°
40.6° 0.6508 0.7593 0.8571 1.1667 1.3171 1.5366 49.4°
40.7° 0.6521 0.7581 0.8601 1.1626 1.3190 1.5335 49.3°
40.8° 0.6534 0.7570 0.8632 1.1585 1.3210 1.5304 49.2°
40.9° 0.6547 0.7559 0.8662 1.1544 1.3230 1.5273 49.1°
41.0° 0.6561 0.7547 0.8693 1.1504 1.3250 1.5243 49.0°
41.1° 0.6574 0.7536 0.8724 1.1463 1.3270 1.5212 48.9°
41.2° 0.6587 0.7524 0.8754 1.1423 1.3291 1.5182 48.8°
41.3° 0.6600 0.7513 0.8785 1.1383 1.3311 1.5151 48.7°
41.4° 0.6613 0.7501 0.8816 1.1343 1.3331 1.5121 48.6°
41.5° 0.6626 0.7490 0.8847 1.1303 1.3352 1.5092 48.5°
41.6° 0.6639 0.7478 0.8876 1.1263 1.3373 1.5062 48.4°
41.7° 0.6652 0.7466 0.8910 1.1224 1.3393 1.5032 48.3"
41.8° 0.6665 0.7455 0.8941 1.1184 1.3414 1.5003 48.2°
41.9° 0.6678 0.7443 0.8972 1.1145 i.3435 1.4974 48.1°
42.0° 0.6691 0.7431 0.9004 1.1106 1.3456 1.4945 48.0°
42.1° 0.6704 0.7420 0.9036 1.1067 1.3478 1.4916 47.9°
42.2° 0.6717 0.7408 0.9067 1.1028 1.3499 1.4887 47.8°
42.3° 0.6730 0.7396 0.9099 1.0990 1.3520 1.4859 47.7°
42.4° 0.6743 0.7385 0.9131 1.0951 1.3542 1.4830 47.6°
42.5° 0.6756 0.7373 0.9163 1.0913 1.3563 1.4802 47.5°
42.6° 0.6769 0.7361 0.9195 1.0875 1.3585 1.4774 47.4°
42.7° 0.6782 0.7349 0.9228 1.0837 1.3607 1.4746 47.3°
42.8° 0.6794 0.7337 0.9260 1.0799 1.3629 1.4718 47.2°
42.9° 0.6807 0.7325 0.9293 1.0761 1.3651 1.4690 47.1°
43.0° 0.6820 0.7314 0.9325 1.0724 1.3673 1.4663 47.0°
43.1° 0.6833 0.7302 0.9358 1.0686 1.3696 1.4635 46.9°
43.2° 0.6845 0.7290 0.9391 1.0649 1.3718 1.4608 46.8°
43.3° 0.6858 0.7278 0.9423 1.0612 1.3741 1.4581 46.7°
43.4° 0.6871 0.7266 0.9457 1.0575 1.3763 1.4554 46.6°
43.5° 0.6884 0.7254 0.9490 1.0538 1.3786 1.4527 46.5°
43.6° 0.6896 0.7242 0.9523 1.0501 1.3809 1.4501 46.4°
43.7° 0.6909 0.7230 0.9556 1.0464 1.3832 1.4474 46.3°
43.8° 0.6921 0.7218 0.3590 1.0428 1.3855 1.4448 46.2°
43.9° 0.6934 0.7206 0.9623 1.0392 1.3878 1.4422 46.1°
cos A sen A cot A tan A CsSCA sec A A
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A sen A cos 4 tan A4 cot 4 sec A csC 4

44.0°  0.6947 0.7193 0.9657 1.0355 1.3902 1.4396  46.0°
44.1° 0.6959 0.7181 0.9691 1.0319 1.3925 1.4370 45.9
44.2°  0.6972 0.7169 0.9725 1.0283 1.3949 1.4344  45.8°
44.3°  0.6984 0.7157 0.9759 1.0247 1.3972 1.4318  45.7°
44.4°  0.6997 0.7145 0.9793 1.0212 1.3996 1.4293  45.6°
44.5°  0.7009 0.7133 0.9827 1.0176 1.4020 1.4267 455
44.6°  0.7022 0.7120 0.9861 1.0141 1.4044 1.4242 454
44.7°  0.7034 0.7108 0.9896 1.0105 1.4069 1.4217 453
44.8°  0.7046 0.7096 0.9930 1.0070 1.4093 1.4192  45.2°
44.9°  0.7059 0.7083 0.9965 1.0035 1.4117 1.4167  45.1

45.0°  0.7071 0.7071 1.0000 1.0000 1.4142 14142 45.0°

cos 4 sen A cot 4 tan 4 csc.4 sec A A
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Tabla 3 Funciones trigonométricas — Angulos en intervalos de centésimas de radian

X sen X cos X tan X wt X sec X cscX
0.00 0.0000 1.0000 0.0000 Indefinido 1.0000 Indefinido
0.01 0.0100 1.0000 0.0100 99.9967 1.0000 100.0020
0.02 0.0200 0.9998 0.0200 49.9933 1.0002 50.0033
0.03 0.0300 0.9996 0.0300 33.3233 1.0005 33.3383
0.04 0.0400 0.9992 0.0400 24.9867 1.0008 25.0067
0.05 0.0500 0.9988 0.0500 19.9833 1.0013 20.0083
0.06 0.0600 0.9982 0.0601 16.6467 1.0018 16.6767
0.07 0.0699 0.9976 0.0701 14.2624 1.0025 14.2974
0.08 0.0799 0.9968 0.0802 12.4733 1.0032 12.5133
0.09 0.0899 0.9960 0.0902 11.0811 1.0041 11.1261
0.10 0.0998 0.9950 0.1003 9.9666 1.0050 10.0167
0.11 0.1098 0.9940 0.1104 9.0542 1.0061 9.1093
0.12 0.1197 0.9528 0.1206 8.2933 1.0072 8.3534
0.13 0.1296 0.9916 0.1307 7.6489 1.0085 7,7140
0.14 0.1395 0.9902 0.1409 7.0961 1.0099 7.1662
0.15 0.1494 0.9888 0.1511 6.6166 1.0114 6.6917
0.16 0.1593 0.9872 0.1614 6.1966 1.0129 6.2767
0.17 0.1692 0.9856 0.1717 5.8256 1.0146 5.9108
0.18 0.1790 0.9838 0.1820 5.4954 1.0164 5.5857
0.19 0.1889 0.9820 0.1923 5.1997 1.0183 5.2950
0.20 0.1987 0.9801 0.2027 4.9332 1.0203 5.0335
0.21 0.2085 0.9780 0.2131 4.6917 1.0225 4.7971
0.22 0.2182 0.9759 0.2236 4.4719 1.0247 4.5823
0.23 0.2280 0.9737 0.2341 4.2709 1.0270 4.3864
0.24 0.2377 0.9713 0.2447 4.0864 1.0295 4.2069
0.25 0.2474 0.9689 0.2553 3.9163 1.0321 4.0420
0.26 0.2571 0.9664 0.2660 3.7591 1.0348 3.8898
0.27 0.2667 0.9638 0.2768 3.6133 1.0376 3.7491
0.28 0.2764 0.9611 0.2876 3.4776 1.0405 3.6185
0.29 0.2860 0.9582 0.2984 3.3511 1.0436 3.4971
0.30 0.2955 0.9553 0.3093 3.2327 1.0468 3.3839
0.31 0.3051 0.9523 0.3203 3.1218 1.0501 3.2781
0.32 0.3146 0.9492 0.3314 3.0176 1.0535 3.1790
0.33 0.3240 0.9460 0.3425 2.9195 1.0570 3.0860
0.34 0.3335 0.9428 0.3537 2.8270 1.0607 2.9986
0.35 0.3429 0.9394 0.3650 2.7395 1.0645 2.9163
0.36 0.3523 0.9359 0.3764 2.6567 1.0685 2.8387
0.37 0.3616 0.9323 0.3879 2.5782 1.0726 2.7654
0.38 0.3709 0.9287 0.3994 2.5037 1.0768 2.6960
0.39 0.3802 0.9249 0.4111 2.4328 1.0812 2.6303

X sen X cos X tan X cot X sec X cscX
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X sen X cos X tan X cot X sec X csc X
0.40 0.3894 0.9211 0.4228 2.3652 1.0857 2.5679
0.41 0.3986 0.9171 0.4346 2.3008 1.0904 2.5087
0.42 0.4078 0.9131 0.4466 2.2393 1.0952 2.4524
0.43 0.4169 0.9090 0.4586 2.1804 1.1002 2.3988
0.44 0.4259 0.9048 0.4708 2.1241 1.1053 2.3478
0.45 0.4350 0.9004 0.4831 2.0702 1.1106 2.2990
0.46 0.4439 0.8961 0.4954 2.0184 1.1160 2.2525
0.47 0.4529 0.8916 0.5080 1.9686 1.1216 2.2081
0.48 0.4618 0.8870 0.5206 1.9208 1.1274 2.1655
0.49 0.4706 0.8823 0.5334 1.8748 1.1334 2.1248
0.50 0.4794 0.8776 0.5463 1.8305 1.1395 2.0858
0.51 0.4882 0.8727 0.5594 1.7878 1.1458 2.0484
0.52 0.4969 0.8678 0.5726 1.7465 1.1523 2.0126
0.53 0.5055 0.3628 0.5859 1.7067 1.1590 1.9781
0.54 0.5141 0.8577 0.5994 1.6683 1.1659 1.9450
0.55 0.5227 0.8525 0.6131 1.6310 1.1730 1.9132
0.56 0.5312 0.8473 0.6269 1.5950 1.1803 1.8826
0.57 0.5396 0.8419 0.6410 1.5601 1.1878 1.3531
0.58 0.5480 0.8365 0.6552 1.5263 1.1955 1.8247
0.59 0.5564 0.8309 0.6696 1.4935 1.2035 1.7974
0.60 0.5646 0.8253 0.6841 1.4617 1.2116 1.7710
0.61 0.5729 0.8196 0.6989 1.4308 1.2200 1.7456
0.62 0.5810 0.8139 0.7139 1.4007 1.2287 1.7211
0.63 0.5891 0.8080 0.7291 1.3715 1.2376 1.6974
0.64 0.5972 0.8021 0.7445 1.3431 1.2467 1.6745
0.65 0.6052 0.7961 0.7602 1.3154 1.2561 1.6524
0.66 0.6131 0.7900 0.7761 1.2885 1.2658 1.6310
0.67 0.6210 0.7838 0.7923 1.2622 1.2758 1.6103
0.68 0.6288 0.7776 0.8087 1.2366 1.2861 1.5903
0.69 0.6365 0.7712 0.8253 1.2116 1.2966 1.5710
0.70 0.6442 0.7648 0.8423 1.1872 1.3075 1.5523
0.71 0.6518 0.7584 0.8595 1.1634 1.3186 1.5341
0.72 0.6594 0.7518 0.8771 1.1402 1.3301 1.5166
0.73 0.6669 0.7452 0.8949 1.1174 1.3420 1.4995
0.74 0.6743 0.7385 0.9131 1.0952 1.3542 1.4830
0.75 0.6816 0.7317 0.9316 1.0734 1.3667 1.4671
0.76 0.6889 0.7248 0.9505 1.0521 1.3796 1.4515
0.77 0.6961 0.7179 0.9697 1.0313 1.3929 1.4365
0.78 0.7033 0.7109 0.9893 1.0109 1.4066 1.4219
0.79 0.7104 0.7038 1.0092 0.9908 1.4208 1.4078

X sen X cos x tan X' cot X sec X csc X




APENDICE 2: TABLAS

X sen X cos X tan X cot A' sec X cscX
0.80 0.7174 0.6967 1.0296 0.9712 1.4353 1.3940
0.81 0.7243 0.6895 1.0505 0.9520 1.4503 1.3807
0.82 0.7311 0.6822 1.0717 0.9331 1.4658 1.3677
0.83 0.7379 0.6749 1.0934 0.9146 1.4818 1.3551
0.84 0.7446 0.6675 1.1156 0.8964 1.4982 1.3429
0.85 0.7513 0.6600 1.1383 0.8785 1.5152 1.3311
0.86 0.7578 0.6524 1.1616 0.8609 1.5327 1.3195
0.87 0.7643 0.6448 1.1853 0.8437 1.5508 1.3083
0.88 0.7707 0.6372 1.2097 0.8267 1.5695 1.2975
0.89 0.7771 0.6294 1.2346 0.8100 1.5888 1.2869
0.90 0.7833 0.6216 1.2602 0.7936 1.6087 1.2766
0.91 0.7895 0.6137 1.2864 0.7774 1.6293 1.2666
0.92 0.7956 0.6058 1.3133 0.7615 1.6507 1.2569
0.93 0.8016 0.5978 1.3409 0.7458 1.6727 1.2475
0.94 0.8076 0.5898 1.3692 0.7303 1.6955 1.2383
0.95 0.8134 0.5817 1.3984 0.7151 1.7191 1.2294
0.96 0.8192 0.5735 1.4284 0.7001 1.7436 1.2207
0.97 0.8249 0.5653 1.4592 0.6853 1.7690 1.2123
0.98 0.8305 0.5570 1.4910 0.6707 1.7953 1.2041
0.99 0.8360 0.5487 1.5237 0.6563 1.8225 1.1961
1.00 0.8415 0.5403 1.5574 0.6421 1.8508 1.1884
1.01 0.8468 0.5319 1.5922 0.6281 1.8802 1.1809
1.02 0.8521 0.5234 1.6281 0.6142 1.9107 1.1736
1.03 0.8573 0.5148 1.6652 0.6005 1.9424 1.1665
1.04 0.8624 0.5062 1.7036 0.5870 1.9754 1.1595
1.05 0.8674 0.4976 1.7433 0.5738 2.0098 1.1528
1.06 0.8724 0.4889 1.7844 0.5604 2.0455 1.1463
1.07 0.8772 0.4801 1.8270 0.5473 2.0828 1.1400
1.08 0.8820 0.4713 1.8712 0.5344 2.1217 1.1338
1.09 0.8866 0.4625 1.9171 0.5216 2.1622 1.1279
1.10 0.8912 0.4536 1.9648 0.5090 2.2046 1.1221
1.11 0.8957 0.4447 2.0143 0.4964 2.2489 1.1164
1.12 0.9001 0.4357 2.0660 0.4840 2.2952 1.1110
1.13 0.9044 0.4267 2.1197 0.4718 2.3438 1.1057
1.14 0.9086 0.4176 2.1759 0.4596 2.3947 1.1006
1.15 0.9128 0.4085 2.2345 0.4475 2.4481 1.0956
1.16 0.9168 0.3993 2.2958 0.4356 2.5041 1.0907
1.17 0.9208 0.3902 2.3600 0.4237 2.5631 1.0861
1.18 0.9246 0.3809 2.4273 0.4120 2.6252 1.0815
1.19 0.9284 0.3717 2.4979 0.4003 2.6906 1.0772

X sen X cos X tan X cot X sec A csc X
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X sen X cos X tan X cot X sec X csc X
1.20 0.9320 0.3624 2.5722 0.3888 2.7597 1.0729
1.21 0.9356 0.3530 2.6503 0.3773 2.8327 1.0688
1.22 0.9391 0.3436 2.7328 0.3659 2.9100 1.0648
1.23 0.9425 0.3342 2.8198 0.3546 2.9919 1.0610
1.24 0.9458 0.3248 2.9119 0.3434 3.0789 1.0573
1.25 0.9490 0.3153 3.0096 0.3323 3.1714 1.0538
1.26 0.9521 0.3058 3.1133 0.3212 3.2699 1.0503
1.27 0.9551 0.2963 3.2236 0.3102 3.3752 1.0470
1.28 0.9580 0.2867 3.3414 0.2993 3.4878 1.0438
1.29 0.9608 0.2771 3.4672 0.2884 3.6085 1.0408
1.30 0.9636 0.2675 3.6021 0.2776 3.7383 1.0378
1.31 0.9662 0.2579 3.7471 0.2669 3.8782 1.0350
1.32 0.9687 0.2482 3.9033 0.2562 4.0294 1.0323
1.33 0.9711 0.2385 4.0723 0.2456 4.1933 1.0297
1.34 0.9735 0.2288 4.2556 0.2350 4.3715 1.0272
1.35 0.9757 0.2190 4.4552 0.2245 4.5661 1.0249
1.36 0.9779 0.2092 4.6734 0.2140 4.7792 1.0226
1.37 0.9799 0.1994 4.9131 0.2035 5.0138 1.0205
1.38 0.9819 0.1896 5.1774 0.1931 5.2731 1.0185
1.39 0.9837 0.1798 5.4707 0.1828 5.5613 1.0166
1.40 0.9854 0.1700 5.7979 0.1725 5.8835 1.0148
1.41 0.9871 0.1601 6.1654 0.1622 6.2459 1.0131
1.42 0.9887 0.1502 6.5811 0.1519 6.6567 1.0115
1.43 0.9901 0.1403 7.0555 0.1417 7.1260 1.0100
1.44 0.9915 0.1304 7.6018 0.1315 7.6673 1.0086
1.45 0.9927 0.1205 8.2381 0.1214 8.2986 1.0073
1.46 0.9939 0.1106 8.9886 0.1113 9.0441 1.0062
1.47 0.9949 0.1006 9.8874 0.1011 9.9378 1.0051
1.48 0.9959 0.0907 10.9834 0.0910 11.0288 1.0041
1.49 0.9967 0.0807 12.3499 0.0810 12.3903 1.0033
1.50 0.9975 0.0707 14.1014 0.0709 14.1368 1.0025
1.51 0.9982 0.0608 16.4281 0.0609 16.4585 1.0019
1.52 0.9987 0.0508 19.6696 0.0508 19.6950 1.0013
1.53 0.9992 0.0408 24.4984 0.0408 24.5188 1.0008
1.54 0.9995 0.0308 32.4612 0.0308 32.4766 1.0005
1.55 0.9998 0.0208 48.0784 0.0208 48.0888 1.0002
1.56 0.9999 0.0108 92.6208 0.0108 92.6262 1.0001
1.57 1.0000 0.0008 1255.6700 0.0008 1255.6700 1.0000
1.58 1.0000 0.0092 -108.6510 -0.0092 -108.6560 1.0000
1.59 0.9998 0.0192 -52.0672 -0.0192 -52.0768 1.0002

X sen X cos X tan X cot X sec X' csc X
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Tabla 4 Tabla de logaritmos comunes (base 10) con cuatro decimales

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

10 0000 0043 0086 0128 0170 0212 0253 0294 0334 0374
11 0414 0453 0492 0531 0569 0607 0645 0682 0719 0755
12 0792 0828 0864 0899 0934 0969 1004 1038 1072 1106
13 1139 1173 1206 1239 1271 1303 1335 1367 1399 1430
14 1461 1492 1523 1553 1584 1614 1644 1673 1703 1732
15 1761 1790 1818 1847 1875 1903 1931 1959 1987 2014
16 2041 2068 2095 2122 2148 2175 2201 2227 2253 2279
17 2304 2330 2355 2380 2405 2430 2455 2480 2504 2529
18 2553 25717 2601 2625 2648 2672 2695 2718 2742 2765
19 2788 2810 2833 2856 2878 2900 2923 2945 2967 2989
20 3010 3032 3054 3075 3096 3118 3139 3160 3181 3201
21 3222 3243 3263 3284 3304 3324 3345 3365 3385 3404
22 3424 3444 3464 3483 3502 3522 3541 3560 3579 3598
23 3617 3636 3655 3674 3692 3711 3729 3747 3766 3784
24 3802 3820 3838 3856 3874 3892 3909 3927 3945 3962
25 3979 3997 4014 4031 4048 4065 4082 4099 4116 4133
26 4150 4166 4183 4200 4216 4232 4249 4265 4281 4298
27 4314 4330 4346 4362 4378 4393 4409 4425 4440 4456
28 4472 4487 4502 4518 4533 4548 4564 4579 4594 4609
29 4624 4639 4654 4669 4683 4698 4713 4728 4742 4757
30 4771 4786 4800 4814 4829 4843 4857 4871 4886 4900
31 4914 4928 4942 4955 4969 4983 4997 5011 5024 5038
32 5052 5065 5079 5092 5105 5119 5132 5145 5159 5172
33 5185 5198 5211 5224 5237 5250 5263 5276 5289 5302
34 5315 5328 5340 5353 5366 5378 5391 5403 5416 5428
35 5441 5453 5465 5478 5490 5502 5515 5527 5539 5551
36 5563 5575 5587 5599 5611 5623 5635 5647 5658 5670
37 5682 5694 5705 5717 5729 5740 5752 5763 5775 5786
38 5798 5809 5821 5832 5843 5855 5866 5877 5888 5899
39 5911 5922 5933 5944 5955 5966 5977 5988 5999 6010
40 6021 6031 6042 6053 6064 6075 6085 6096 6107 6117
41 6128 6138 6149 6160 6170 6180 6191 6201 6212 6222
42 6232 6243 6253 6263 6274 6284 6294 6304 6314 6325
43 6335 6345 6355 6365 6375 6385 6395 6405 6415 6425
44 6435 6444 6454 6464 6474 6484 6493 6503 6513 6522
45 6532 6542 6551 5561 6571 6580 6590 6599 6609 6618
46 6628 6637 6646 6656 6665 6675 6684 6693 6702 6712
47 6721 6730 6739 6749 6758 6767 6776 6785 6794 6803
48 6812 6821 6830 6839 6848 6857 6866 6875 6884 6893
49 6902 6911 6920 6928 6937 6946 6955 6964 6972 6981
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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50 6990 6998 7007 7018 7024 7033 7042 7050 7059 7067
51 7076 7084 7093 7101 7110 7118 7126 7135 7143 7152
52 7160 7168 7177 7185 7193 7202 7210 7218 7226 7235
53 7243 77251 7259 7267 7275 7284 7292 7300 7308 7316
54 7324 7332 7340 7348 77356 7364 7372 7380 7388 7396

55 7404 7412 7419 7427 7435 7443 7451 7459 7466 7474
56 7482 7490 7497 7505 7513 7520 7528 7536 7543 7551
57 7559 7566 7574 7582 7589 7597 7604  76l2 7619 7627
58 7634 7642 7649  T657 7664 7672 7679 7686 7694 7701
59 7709 7718 7723 7731 7738 7745 7752 7760 7767 1714

60 7782 7789 7796 7803 7810 7818 77825 7832 7839 7846
61 7853 7860 7868 7875 7882 7889 77896 7903 7910 7917
62 7924 7931 77938 7945 7952 7959 7966 7973 7980 7987
63 7993 8000 8007 8014 8021 8028 8035 8041 8048 8055
64 8062 8069 8075 8082 8089 8096 8102 8109 8lle 8122

65 8129 8136 8142 8149 8156 8162 8169 8176 8182 8189
66 8195 8202 8209 8215 8222 8228 8235 8241 8248 8254
67 8261 8267 8274 8280 8287 8293 8299 8306 8312 8319
68 8325 8331 8338 8344 8351 8357 8363 8370 8376 8382
69 8388 8395 8401 8407 8414 8420 8426 8432 8439 8445

70 8451 8457 8463 8470 8476 8482 8488 8494 8500 8506
71 8513 8519 8525 8531 8537 8543 8549 8555 8561 8567
72 8573 8579 8585 8591 8597 8603 8609 8615 8621 8627
73 8633 8639 8646 8651 8657 8663 8669 8675 8681 8686
74 8692 3698 8704 3710 8716 8722 8727 8733 8739 8745

75 8751 8756 8762 8768 8774 8779 8785 8791 8797 8802
76 8808 8814 8820 8825 8831 8837 8842 8848 8854 8859
77 8865 8871 8876 8882 8887 8893 8899 8904 8910 8915
78 8921 8927 8932 8938 8943 8949 8954 8960 8965 8971
79 8976 8982 8987 8993 8998 9004 9009 9015 9020 9025

80 9031 9036 9042 9047 9053 9058 9063 9069 9074 9079
31 9085 9090 9096 9101 9106 9112 9117 9122 9128 9133
82 9138 9143 9149 9154 9159 9165 9170 9175 9180 9186
83 9191 9196 9201 9206 9212 9217 9222 9227 9232 9238
84 9243 9248 9253 9258 9263 9269 9274 9279 9284 9289

85 9294 9299 9304 9309 9315 9320 9325 9330 9335 9340
86 9345 9350 9355 9360 3365 9370 9375 9380 9385 9390
87 9395 9400 9405 9410 9415 9420 9425 9430 9435 9440
88 9445 9450 9455 9460 9465 9469 9474 9479 9484 9489
89 9494 9499 9504 9509 9513 9518 9523 9528 9533 9538
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N 0 1 2 3 4 5 G 7 8 9

90 9542 9547 9552 9557 9562 9566 9571 9576 9581 9586
91 9590 9595 9600 9605 9609 9614 9619 9624 9628 9633
92 9638 9643 9647 9652 9652 9661 9666 9671 9675 9680
93 9635 9689 9694 9699 9703 9708 9713 9717 9722 9727
94 9731 9736 9741 9745 9750 9754 9759 9764 9768 9773
95 9777 9782 9786 9791 9795 9800 9805 9809  98f4 3818
96 9823 9827 9832 9836 9841 9845 9850 9854 9859 9863
97 9868 9872 9877 9881 9886 9890 9894 9899 9903 9908
98 9912 9917 9921 9926 9930 9934 9939 9943 9948 9952
99 9956 9951 9965 9969 9974 9978 9983 9987 9991 9996
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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Apéndice 3

Logaritmos

LOGARITMOS COMUNES

10> = 100

A3.1
El logaritmo comun de un nimero positivo dado N (se escribe log N) es el exponente al que hay que elevar a 10 pa-

ra obtener dicho nimero. Por ejemplo,

log 100 = 2 dado que
107 =0.001

log 1 =0 dado que 10° =1

log 10=1 dado que 10' = 10
P=p si 10°

log

10g0.001 = -3 dado que
=P

Entonces

A3.2 LEYES FUNDAMENTALES DE LOS LOGARITMOS

El logaritmo de un producto de dos 0 mas nimeros positivos es igual a la suma de los logaritmos de éstos; es de-

cir,
log P. QO =log P + log O

log P.Q.R =1log P+ log O + log E, etc

El logaritmo del cociente de dos nimeros positivos es igual al logaritmo del dividendo menos e! logaritmo del divi-

1
sor; esto es,

P
log — =log P - log O

El logaritmo de un nimero positivo elevado a una potencia es igual al logaritmo del nimero multiplicado por el ex-

1.
ponente de la potencia; es decir,
Tog (P") = n Tog P

IV. El logaritmo de la raiz de un nimero positivo es igual al logaritmo del numero dividido por el indice de la raiz; es de-

cir,
log™ P="/,log P

La comprobacion de estas leyes aparece en el Problema A3.1.
El logaritmo de una expresion que involucra dos 0 més de las operaciones citadas en las leyes | a IV. se obtiene

combinando los resultados de las diferentes leyes, es decir,
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.,
log -h-Q: log (P.Q) -log R =1log P + log O - log R

Otros ejemplos aparecen en los problemas A3.2 a A3.4.

A3.3 CARACTERISTICA Y MANTISA

El logaritmo comun de un numero positivo (por ejemplo, log 300 = 2.4771 y log 0.2 = 9.3010 - 10), esta constituido
por dos partes: una parte entera llamada caracteristica y una parte decimal pura llamada mantisa.

De los problemas A3.3 y A3.4 se observa que la caracteristica depende sélo de la posicion del punto decimal en el
ndmero. Por ejemplo,

log 2 = 0.3010 y log 200 = 2.3010
log 25 = 1.3979 y log 2.5 = 0.3979

La caracteristica del logaritmo comdn de cualquier nimero mayor que 1 es el nimero de digitos, que se en-
cuentran a la izquierda del punto decimal del nimero dado, menos uno.

La caracteristica del logaritmo comun de cualquier nimero menor que uno se obtiene restando de 9 el numero de
ceros que se encuentran inmediatamente a la derecha del punto decimal y finalmente restandole 10. Asi, la caracteris-

tica del logaritmo comun de .2 es 9 10, de 0.04 es 8 - 10, de 0.0005 es 6 - 10.
(Véase ademas el Prob. A3.5)

La mantisa del logaritmo comun de un numero positivo generalmente es un decimal continuo. Todas las referen-
cias hechas aqui corresponden a la Tabla 4 del Apéndice 2, en donde se dan las mantisas con cuatro decimales.

A3.4 PARA ENCONTRAR EL LOGARITMO DE UN NUMERO POSITIVO DADO

(a) Se escribe la caracteristica de acuerdo a las reglas establecidas anteriormente.
(b4) Cuando el numero dado tenga tres o menos digitos significativos, lea la mantisa de la Tabla.

EJEMPLO A3.1 Encuentre el log 32.8
La caracteristica es 1 Para encontrar la mantisa, localice el nimero 5159 en e! renglén a la derecha de 32 y la columna enca-

bezada por 8. Entonces, log 32.8 - 15159

EJEMPLO A3.2 Encuentre el log 52
La caracteristica es 0. Dado que 52 = 5.20, se encuentra la mantisa localizando el nimero 7160 en el renglén a la derecha de

52 y la columna encabezada por 0. Entonces, log 52 = 0.7160
(b)) Cuando un nimero dado esta formado por cuatro digitos, se interpola utilizando el método de las partes proporcionales.

EJEMPLO A3.3 Encuentre el log 654.8
La caracteristica es 2. Para la mantisa, se tiene

Mantisa de log 654.0 = .8156
Mantisa de log 655.0 = .8162
Diferencia tabular = .0006

0.8 x diferencia tabular = .00048 o .0005 para cuatro decimales
Mantisa de log 654.18 = .8156 + .0005 = .8161
Entonces, log 654,8 = 2.8101.

Observe que el calculo importante aqui fue 8156 + 0,8(6) = 8166.8 u 8161

(bz) Cuando un numero dado contiene mas de cuatro digitos, se redondea a cuatro digitos, entonces se interpola utilizando el método
de partes proporcionales.
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EJEMPLO A3.4 Encuentre el log 1.1917
Para los cuatro primeros decimales, se quiere encontrar iog 1.192. La caracteristica es 0. Para la mantisa se tiene

Mantisa de log 1.190 = .0755
Mantisa de log 1.200 = .0792

Diferencia tabular = .0037
0.2 x diferencia tabular = .00074 o .0007 para cuatro decimales
Mantisa de log 1.192 = .0755 + .0007 = .0762
Entonces, log 1.1917 = 0.0762.
(Véanse Problemas A3.6 y A3.7)
A3.5 PARA ENCONTRAR EL NUMERO CORRESPONDIENTE A UN LOGARITMO COMUN DADO

Cuando encuentre una mantisa en la Tabla, lea el nimero del renglén y el que encabeza la columna, y coloque
el punto decimal de acuerdo a la regla de la caracteristica. EI numero resultante se llama antilogaritmo (antilog) de

un logaritmo dado.
EJEMPLO A3.5 Antilog 1.8808 = 76.0.

La mantisa .8808 se encuentra en la Tabla en el renglén 76 y en la columna encabezada por 0. Como la caracteristica es 1, se
tendran dos digitos a la izquierda del punto decimal.

Cuando no se encuentre,una mantisa en la Tabla, se debe recurrir a la interpolacion.

EJEMPLO A3.6 Antilog 9.5657 - 10 = 0.3679.

Mantisa del log 3670 = .5647 Mantisa dada = .5657
Mantisa del log 3680 = .5658 Mantisa menor siguiente = .5647
Diferencia tabular = .0011 Diferencia = .0010
» 00010 . .
Correcion = Bo0i1 (0.0010) = 0.00091 o 0.0009 aproximando a 4 decimale
Entonces, el antilog 9.5657 - 10 = 0.3670 + 0.0009 = 0.3679.
. . 10 % 16
Note que la operacion esencial es en este caso 127 =91009.

(Véase también Prob. A3.8)

3.6 COLOGARITMOS

El cologaritmo de un nimero positivo N (denotado por colog N) es el logaritmo de su reciproco 1/N. Asi, colog N =
log (IN) =log1 -logN - log N.

EJEMPLO A3.7 Colog 38.38 = 84159 - 10.
log 38 38 =1 ! log 1 log 38.38
colog 3838 =log -—— = log 1 - log 38.
. TR A 8
Jog 1 = 10.0000 — 10

(—)log 3838  1.5841
= TB4159 — 10
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Note que colog N puede obtenerse restando cada digito de log N de 9 (empezando por la izquierda), con excepcion

del digito menos significativo, el cual se resta de 10, y si N es mayor que 1 se escribe a continuacién - 10. Por ejemplo:

(a) log 3163 = 3,5001; colog 3163 = 6.4999 - 10.
(b) log 0.0399 = 8.6010 - 10; colog 0.0399 = 1.3990.

(Véanse también los Probs. A3.12 y A 3.13)

Problemas resueltos

A3.1 Demuestre las leyes de los logaritmos.
Restringiendo las demostraciones a los logaritmos comunes, sea P = 10°y Q = 10% entonces, log P = py log Q = g.

I Dado que P+ O = 1 10° . 109 = 10"". entonces log (P . Q) = p + ¢ = log P +- log Q.
II. Dadoque P/Q = 10° 107 =10 entonces log (P/Q) =p -¢q = log P - log Q.

M. Dadoque P" = (10°)" = 10™, entonces log P" = np = n log P.

IV Dado que ™VP = (10)'™ = 10" entonces log VP = p/n =l/n log P.

A3.2  Exprese los logaritmos de las expresiones dadas en términos de cada una de las letras y nimeros que apare-
cen en ellas.

2

P-Q
{a) log P-; = log(P-Q)—-log(R-S)=(log P +log @) - (log R + log §)

=logP +logQ@—logR—log$§

&P ; I

thy log ‘Q" = logd P~ iog 0* = 3 log P—4dlog @
3eind) _

() log "oy = log 34 + 2log 104 ~ 3log 49

(34.2¥ Loe

iy log 11=21log 342 +-log 1.06 - 3 log 9.8 - - log 2.33

(9.8 2.33
A3.3  Dado que log 2 = 0.3010 y log 3 = 0.4771, encuentre el logaritmo de:

(a) 30, (b) 200, (c) 25, (d) 120, (e) 2.5, () V6, (g) V24
(@) 30 =3 x 10: log 30 = log 3 + log 10 = 0.4771 + 1.0000 = 14771
(h) 200 =2 x 10% log 200 = log 2 + 2 log 10 = 0.3010 + 2.0000 = 2.3010
(c) 25 = 10%/2%; log 25 = 2 log 10 - 2 log 2 = 2.0000 - 0.6020 = 1.3980
(d) 120 =2%+3+10: log 120 = 2 log 2 + log 3 + log 10 = 0.6020 + 0.4771 + 1.0000 = 2,0791
(e) 2.5 = 10/2% log 2.5 = log 10 - 2 log 2 = 1.0000 - 0.6020 = 0.3980

H V6 = (2 x 3)" log V6 =Y%(log2 + log 3) = %(0.7781) = 0.3890

(g) N24 =N2> x 3 =2%3;log*V24=1og 2 + - log 3 = 0.3010 + (0.4771) = 0.4600
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A34 Dado que log 2 = 0.3010 y log 3 = 0.4771, encuentre el logaritmo de:
(a) 0.2, (b) 0.003, (c) 0.5, (d) (0.02), (e)*V 0.006
(@) 02 =2/10; log 0.2 = log 2 - log 10 = 0.3010 - 1,0000 = -1 + 0.3010.
Se deberia escribir de la siguient e forma 9.3010 — 10.
(b) 0.003 = 3/10°; log 0.003 = log 3 - 3 log 10 = -3 + 0.4771 = 74771 - 10

(¢) 05= 1/2;log 05 =1log 1 - log2 = 0.0000 - 0.3010
= (10.0000 - 10) - 0.3010 = 9.6990 - 10
(d) (0.02)° = (2/10%)%; log (0.02)* = 3 log 2 - 6 log 10
= 0.9030 - 6.0000
= (10.9030 - 10) - 6.0000 = 4.9030 - 10

(e) N 0.006 =*V 2x3/10%; log"\ 0.006 = /4(log 2 + log 3 - 3 log 10)
=1/,(0.3010 + 0.4771 - 3.0000)
='/,(7.7781- 10) ='/,(37.7781 - 40) = 9.4445 - 10

A3.5 Determine la caracteristica del logaritmo comin de cada uno de los siguientes nimeros:

(@) 3864 (c) 8.746 () 03874  (g) 007295 (i) 23567 (k) 0.44636
(h) 286  (d) 982,600 () 0.00826 (h) 0.000023 (j) 88.725 () 0.00072358

Las caracteristicas son:
(a) 3 ¢ 0 (e) 9-10 (g 8-10 i o0 k) 9-10
(b) 2 d 5 ¢ 7-10 (h) 5-10 (¢) 1 (O 6-10

A3.6 Verifique cada uno de los siguientes logaritmos. (Utilice la Tabla 4, Apéndice 2.)

(a) log 38.64 = 1.5870 (e) log2.356 =0.3722

(b) log 286 = 2.4564 () log 88.72 = 1.9480

(c) log0.3874 = 9.5881-10 (g) log0.4463 = 9.6496-10
(d) log 0.00826 = 7.9170-10 (h) log 0.0007235 = 6.8594-10

A3.7 Verifique cada una de las siguientes expresiones. (Utilice la Tabla 4, Apéndice 2.)

(a) log (0.07324 x 0.0006235) = log 0.07324 + log 0.0006235
= 880647 - 10 + 6.7948 - 10 = 15.6595 - 20 = 5.6595 - 10

(b) log (8.7633 x 0.0074288) = log 8.763 + log 0.007429 (redondeando cada numero a cuatro digitos)
= 0.9426 + 7.8709 - 10 = 8.8135 - 10

() log 34.72/5.384 = log 34.72 - log 5.384
= 1.5406-0.7311 =0.8095

(d) log 7218/0.0235 = log 7218 - log 0.0235
= 3.8584 - (8.3710 - 10) = 13.8584 - 10 - (8.3710 - 10) = 5.4873
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() log (24.56)° = 3 log 24.56 = 3(1.3902) = 4.1706
() log (0.4893)" = 4 log 0.4893 = 4(9.6896 - 10) = 38.7584 - 40 = 8.7584 - 10
(@ logV8764="log876.4="(2.9427)=14714

() logNE6T75 =1/3 log 66.75 = 1/3 (1.8244) = 0.6081

() log \0.9494 =Y log 0.9494 = 1 (9.9775 - 10) = %(19.9775 - 20) = 9.9888 - 10

A3.8 Verifique cada una de las siguientes expresiones. (Utilice la Tabla 4, Apéndice 2.)
(a) Antilog 2.5615 = 3.64.3.
(b) Antilog 5.6900 = 489800.
(c) Antilog 88135 - 10 = 0.06509. Del Prob. A3.7(b), 8.7633 x 0.0074288 = 0.06509.
(d) Antilog 14365 = 27.32.
(e) Antilog 8.6915 - 10 = 0.04915.
(  Antilog 4.1706 = 14,810. Del Prob. A3.7(e), (24.56)' = 14,810.

(g) Antilog 14714 = 29.61. Del Prob. A3.7(g), V8764 =29.61

Calcular cada uno de los siguientes logaritmos. (Utilice la Tabla 4, Apéndice 2.)

A39 N =36.23 x 2.674 x 0.007175

log 36.23 = 1.5591
(+) log 2.674 = 0.4271
(+) log 0.007175 = 7.8558 - 10

log N = 9.8420 - 10
N = 0.6950

47.75 x 8.643
A310 N =~ S
6467

log 47.75 = 1.6790

(+) log 8.643= 0.9366
12,6156 - 10 (2.6156 = 12.6156 - 10)

(-) log 6467 = 3.8107

log N = 8.8049 - 10
N= 0.06381
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A311 N= 30.4847.
log N = 1/310g 0.4847

log 0.4847 = 9.6854 - 10

= 29.6854 - 30
log N = 9.8951 - 10
N = 0.7854

A3.12 Resuelva el problema A3.10 utilizando cologaritmos.
N =475 x 8.643 x 1/6467.

log 47.75 = 1.6790
(+)log 8.643 = 0.9366

(+) colog 6467 = 6.1893 - 10 (log 6467 = 3.8107)
log N = 8.8049 - 10
N = 0.06381
74.72
N.

A3.13 7 37 ==
v/ 8.394+/0.002877

log N =log 74.72 + 1/2 colog 8.394 + 1/3 colog 0.002877

log 7472 = 1.8734
(+) 1/2 colog 8394= 95380 - 10 log 8.394 = 0.9240
(+) 1/3 colog 0.002877 = 0.8470 colog 8.394 = 9.0760 - 10

log N = 122584 - 10 log 0.002877 = 7.4590 - 10
= 22584 colog 0.002877 = 2.5410
N= 1813

Problemas propuestos

Utilice la Tabla 4, Apéndice 2.

A3.14 Encuentre los siguientes logaritmos:
(a) log 211 = 23243 (i) log4287. =3.6322
(b) log 9.17 = 0.9624 (7)) log 0.005555 = 7.7447 - 10

(c) log 0.00466 = 7.6684 - 10 (k) log 0.09714 = 8.9874 - 10
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(@ log 0.6754 = 9.8295 - 10 (0 log2.122 = 0.3267
(e) log 32.86 = 15167 (m) log 66.98 = 1.8260
(f) log 264.7 = 24227 () log 781.5 = 2.8930
(@ log 7.177 = 0.8559 (0) log 2348 = 33707
(h) log 0.9663 = 9.9851-10 () log 0.09123 = 8.9602 - 10

A3.15 Encuentre los siguientes antilogaritmos:
(a) antilog 1.9864 = 96.91 (i) antilog 1.1207= 13.20
(b) antilog 0.7500 = 5.624 (7)) antilog 2.6282 = 424.8
(c) antilog 8.6208 - 10 = 0.04176 (k) antilog 0.9584 = 9.086

(d) antilog 1.0970 = 12.50 (I) antilog 9.6129 - 10 = 0.4101
(e) antilog 2.6561 = 453 (m) antilog 2.2395 = 173.6
(f) antilog 0.9182 = 8283 (n) antilog 12225 = 16.69

(g) antilog 8.1184 - 10 = 0.01313 (o) antilog 4.8403 = 69230
(h) antilog 3.6662 = 4637 (p) antilog 2.6718 = 469.7

A3.16 Evalle las siguientes expresiones:

819(748) _

(a) S0 166.9, (d) 787.9(0.003323) = 2.618
827.6 (227.3y° avnres )
®) = 159, ) - e =02563
183 (8393} 2
NI LB

(©) 3565 = 06260, 8527861, =
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Esta nueva edicion, presenta cambios muy significativos contra la ante-
rior, se enfoca directamente a la trigonometria plana, se ha relegado el
uso de logaritmos, se introduce el uso de la calculadora para la resolu-
cion de problemas y provee de tablas necesarias para resolver problemas
sin el uso de aquella. Ademas proporciona un resumen de las propieda-
des geométricas que son necesarias en la resolucion de ejercicios de Tri-
gonometria. Una obra muy completa tanto para aquellos que por
primera vez estudian la materia, como por los que sélo desean reafirmar

los concentos basicos de la misma.
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