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PREFACIO

En continuidad con el texto
Cdlculo diferencial en competen-
cias, ponemos a su considera-
cion su continuidad: Cdlculo
integral en competencias. Pre-
tendemos continuar con la mis-
ma estrategia didéctica que parte
de los conocimientos previos del
estudiante, para después per-
mitir que emplee su bagaje de
herramientas y conceptos, los
reconstruya y fortalezca nuevos
aprendizajes basados en sus pre-
conceptos.

Aplicacién

Resolucién

Se podra encontrar mayor
contenido operativo que en
calculo diferencial, lo cual es ne-

Xl

Internet
El entorno

Focalizacion Actividad

Teoria Autoevaluacion

Facilitador
La clase
Red social

cesario, ya que a pesar dequela  figypa |. Hiperrecorrido del texto.

integracion es un proceso fisico

maés sencillo que la derivacion,

implica algoritmos y teoremas con mayor complejidad
relativa que los abordados en calculo diferencial. Por ello
ponemos especial énfasis en la explicacién de los concep-
tos, pues de manera natural es mas simple localizar una
integral en la naturaleza que un proceso de diferencia-
bilidad.

De nuevo, consideramos que este texto es el prime-
ro en su género, ya que aborda el calculo integral desde
una Optica diferente centrada, en principio, en las apli-
caciones; y a través del anélisis de esas situaciones prac-
ticas y naturales que le dan sentido a la integracién, nos
acercamos a los conceptos, para después formalizarlos y
aplicar la algoritmia en los ejercicios necesarios para su
dominio analitico. Al igual que en el primer tour del texto
de Cilculo diferencial, se continda el viaje sobre un libro
que deseamos lo veas como un hipertexto que te permite
abordar la realidad desde cada una de las paginas y via-
jar libremente desde €él, a los aspectos aplicativos, realizar
actividades de aprendizaje, integrar el conocimiento con
otras fuentes y practicar con los conceptos para aprender
de su operatividad. En la figura I, planteamos esta idea.
Al inicio abordaremos cada concepto por medio de apli-
caciones en donde deseamos que observes al concepto
en accioén y, sin conocerlo, vayas obteniendo su esencia,
para extraerlo y no buscar después en qué se aplica. De
manera paralela, trabajamos con tus conocimientos pre-

!
Saber

ompet
" hacer

o

oxnTINDUND

Observable
enla
actividad

Observable

Competencias genéricas

Ficura I1. Competencias.

El centro de la estrategia diddctica que se promueve
en el texto es la focalizacién, que consideramos pro-
picia el enfogue hacia lo ya conocido, y buscamos
trasformar por medio de una serie de actividades y
cuestionamientos, a los cuales cada uno habra de re-
flexionar y encontrar respuesta, para después socializar
en la clase e incluso contrastar contra la teoria, de tal
forma que se permita reconstruir o fortalecer el cono-
cimiento sobre cada concepto.
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vios para ir construyendo los nuevos y afinandolos, poco
a poco, por medio de actividades de aprendizaje. No se
abandona la teoria necesaria para fortalecer tu conoci-
miento y se realizan ejercicios que permiten manipular
al objeto de manera algebraica o gréfica. Las flechas de la
figura I te marcan la libertad del camino.

Es importante construir nuevas competencias es-
pecificas, pero resulta crucial soportar y fortalecer tus
competencias genéricas para poder manifestarlas en
desemperios por medio de la actividad presencial u ob-
servable a través de la calidad de los productos que cons-
truyas de manera individual o en equipo. Recuerda que
se deben fortalecer de manera integral y sin desprenderse
los tres elementos que se movilizan en una competencia:
las actitudes, los conocimientos y el saber hacer; como se
observa en la figura II. No hay muchos ejercicios, ya que
lo importante es comprender el concepto bajo estudio y
verlo en accion. Y no olviden colegas profesores que este
texto no es lineal, la guia es la figura 1.

El texto es, ademads, un libro de trabajo que permite
trazar el calendario de las actividades en el mismo. Las
tablas guia de rabrica, como las mostradas en la figura III,
te auxiliaran en todo momento, ya que te indican en cada

actividad cuales son las competencias genéricas que se fortalecen
y qué aspectos se habran de observar para evaluar la competencia.
Desde luego, la clase es siempre abierta y caben en el curso muchas
mas evidencias adicionales o sustitutas a las presentadas, ya que

ésta es solo una guia de discusion para la clase.

Carlos Garcia Franchini
Martha Alvarado Arellano

APLICACION 4.1.3

ACTIVIDAD PARA REFLEXIONAR Y COMENTAR

CON COMPANEROS Y FACILITADOR.

Actitudes

P> Interés por los fendmenos o eventos de la globalidad.

P Gusto por expresar matematicamente los fenomenos econo-
micos.

Desempefios

ACTIVIDAD 4.1.3

P Exposicion de los datos y sintesis de la in "
EVALUACION POR PRODUCTO.
Actitudes
D> Limpieza y exactitud de los trazos en las gréficas.
P Gusto por emplear el lenguaje grafico como parte de las ma-
tematicas.

Productos
P No necesario.
Criterios de calidad
i. Comentarios de reflexion en clase s
los indices en la bolsa de valores,
ii. Cita de fuentes consultadas.
iiii. Bisqueda del tema de datos econdr
valores.

Productos

D> Reflexion sobre el trazo de la derivada por el método grdfico;
trazo de los tres ejemplos.

Caracteristicas del producto Criterios de calidad
i. Respuesta correcta a las tres preguntas.

iil. Trazo grdfico de la derivada de los tres ejemplos.

iii. Trazo correcto de las tangentes.

iv. Aplicacion correcta del procedimiento 4.1.3

» Extension: una cuartilla.

» Individual O  Equipo OI

» Fecha de entrega:

» Obligatorio 00 Optativo O

Caracteristicas del producto
» Extension: libre.
» Individual O  Equipo OI
» Fecha de entrega:
» Obligatorio 0 Optativo O

Sugerencias
» Producto optativo en equipo.
» Equipos de tres personas.
» Que los equipos expongan sus datos y |
de manera muy breve, respecto de empi
coticen en la bolsa.

Sugerencias:
» Producto obligatorio individual.
» Meditar como se trazan en la computadora las gréficas de la
derivada a una curva.

Ficura I1I. Guia para rbrica.

Cada guia para rubrica, indica el tipo de ac-
tividad a realizar y si se recomienda como
trabajo extraclase o para reflexion grupal.
Ademds, senala si el desempefio serd ob-
servable en el producto o en las activida-
des, asi como las actitudes que se espera
fortalecer y los criterios de calidad que se
promovera para evaluar cada evidencia.

En cuanto a la seccion caracteristica
del producto, ésta permite las anotacio-
nes del programa propio, y finalmente
se aporta una serie de sugerencias sobre
actividades de clase, de bisqueda, de
ampliacion de contenidos, de posibles
proyectos, etcétera.




I. ANEXO. FORMULARIO

Axiomas de los numeros reales:

Axioma Oa:

Axioma 0p:

Axioma 1:

Axioma 2:

Axioma 3:

Axioma 4:

Axioma 5:

Axioma 6:

Axioma 7:

Axioma 8:

Axioma 9:

Propiedad de cerradura de la suma: para cadaxy y,
numeros reales, la suma x + y es otro ntimero real.

Propiedad de cerradura del producto: para cada
X y y, nimeros reales, el producto xy es un ntiimero
real.

Propiedad conmutativa de la suma:

xX+y=y+ux

Propiedad asociativa de la suma:
x+Wy+tz)=(x+y +z
Existencia del elemento neutro aditivo. Existe un
ndmero real anico 0 tal que:
O+x=x+0=x
Existencia del inverso aditivo: Para cada ntmero
real x existe un ntimero real —x tal que
x+(—x)=(—x)+x=0
Propiedad conmutativa del producto:
Xy = yx
Propiedad asociativa del producto:
x(yz) = (xy)z

Existencia del elemento neutro multiplicativo: Existe
un ntmero real tnico, 1 diferente de 0, tal que

Ix=x1=x
Existencia del inverso multiplicativo o reciproco:

Para cada namero real x, pero no para el cero, existe
un namero x " tal que:

Propiedad distributiva:

x(y +z) =xy + xz

Xill
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Propiedades de los numeros reales:

m Propiedad de tricotomia: Para a y b nimeros reales se veri-
fica una y s6lo una de las tres relacionesa < b, b <a,a = b.

m Sia<besa+c<b+ec
m Sia<byc>0esac<bc.

m Propiedad transitiva: Sia <b, b <c,esa <c.
m Ley de la simplificacion de la suma: Sia + b =a + ¢,
entonces b = c.

m Posibilidades de la sustracciéon: Dado a y b, existe un x tal
quea + x = b, x se designa por b — a.

BEN v -a=b+(-a)
(114 ECUET]
IR a0 — o) =ab —ac.
B oa=a0=0.

m Ley de simplificacion para la multiplicacion: Siab = acy
a # 0, entonces b = c.

m Posibilidades de la divisiéon: Dados a y b con a # 0, existe

un y solo un x tal que ax = b. La x se designa por b y se
a

. . . 1 .
denomina cociente de b y a. En particular, = = a™".
a

. b _
m Sia # 0, entonces — = ba .
a
m Sia # 0, entonces (a )" = a.

m Siab = 0 entoncesoa = 00b = 0. (La o puede implicar
ambos.)

ETEER (—a)b = —(@b) y (—a)(~b) = ab.
[ T1.13 | (E)+(5) @+50) Gy 2 0yd#0
b) \d)”  (bd) yer=o



m Sia<byc<0,esac> bc.

m Sia <b,es —a> —b. En particular, sia <0, es —a > 0.

m Si ab > 0, entonces a y b son ambos positivos o ambos
negativos.

m Sia<cyb<d entoncesa+b<c+d.
m Sia=0,es |x| =a,siysblosi —-a=x=a.

m Si |x| >a,sesiguequeox < —aox>a.

m Desigualdad del tridangulo. Para x y y ntameros reales:
lx+yl = lx] + ]yl

11,25 QU

Exponentes

EI xnxm:xn+m

X _
E2 =x"""

E3 (x")"=x"

E4 —=x

E5 ()" =x"y

E6 (EJ -
y y

E6 x¥? = \/;

|. ANEXO: FORMULARIO
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E7 xYV"= Q/;
B8 x/m =% =(4x)
to ()" =] -] - 4
E10  {%x ="x
ETl U = 'i/g; y#0
dy v
Algebra

xiy)2=x2i2xy+y2

—~

@+ -—y=x*-y’

_|_

y)’ = x° = 3x%y + 3xy* = °

—~
=

=
[
I+

y =yt Ty )
n!=nn—1)n — 2)..1

IR
_

—_
=
+
<
~—
=

o0=1

n! =n(n — 1)!

n|_  n! _n(n—l)...(n—k+1)_n(n—l)...(k+1)
k) kiln—k)t k! T i

n| | n

k) \n-k

" :(n)zl

n 0

ety 4y



. —b +\b* — dac
m Siax®> + bx + ¢ =0, entonces x = ———————

2a
n n
EXEH 5o -3
i=1 i=1
n n n
| A14_ISYCEIRESYESY)
i=1 i=1 i=1

m la| =a,sia=0; |a| = —a,sia<0
I ) = al 0]

a7 JEREE

=20
b

| A1s NEREEEIR

m Siy = log, x, entonces 2’ = x
| A20 [QEEEEE

m log,a=1

m log,, x = log x

m log,x =Inx

m log, xy = log, x + log, y

Il s, ] -tos, -,
Yy
m log, x" = rlog, x

a
b

Geometria

Area del rectangulo: A = bh

|. ANEXO: FORMULARIO

¢ XVl

k b

Ficura L1 Rectangulo.

N
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m Area del triangulo: A = %

m Area del trapecio: A = b+ d) h

2

m Area del circulo: A = 7?2

m Perimetro de la circunferencia: P = 27r

m Arco de circulo: s = 70, 0 radianes.

2
P . or .
m Area de sector circular: A = > 0 radianes.

m Area de la esfera: A = 4mr?

m Volumen de la esfera: V = %771’3

< b >

——d—>
| '
h
1 |-_l
: b >

Ficura 1.3 Trapecio.

|
|
< r

Ficura 1.4 Arco y sector circular.



|. ANEXO: FORMULARIO ¢ XIX

m Volumen del cilindro: V = #r*h

1
m Volumen de piramide: V==A_ h

3 base

Fiura 1.6 Pirdmide (cono) genérica.

m Volumen del cono: V = %Trrzh

FiGura 1.7 Cono.

Geometria analitica

Gal Distancia entre los puntos (x4, ¥;) ¥ (x5 ¥»):

d = \/(xz - x1)2 + (3/2 - ]/1)2

Ga2 Coordenadas del punto medio entre los puntos (x;, ;) y
(2 12):

X, +x,
2

ity
2

X =

P Y=



XX ¢

Ga3

Gad

Ga5s

Gaé

Ga7

Gas8

CALCULO INTEGRAL EN COMPETENCIAS

Pendiente de la recta que pasa por los puntos (x;, y;) y

(X2 1)
Y, Y,

m=—-———-
Y, =%

Ecuacion de la recta que pasa por el punto (x;, y;) con
pendiente m: y — y; = m(x — xy)

Ecuacién de la recta con ordenada en el origen b y pen-
diente m: y = mx + b

Pendiente m, de la recta normal a la recta de pendiente m:

Parébola con eje paralelo al eje i vértice \

en (x, v,): ¥ — y; = k(x — x,)% k es cualquier
nuimero real.

Ficura 1.8 Pardbola.

Circunferencia con centro en el punto (h, k)

y radio r: (x — h)2 + (y — k)2 =7

Ficura 1.9 Circunferencia.
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Ga9 Elipse concentro en el punto (, k) y semiejes para-
2 2
(x—n) (y - k) B
2 + b2 =1
a

a'y b son nimeros reales positivos.

lelosalos ejes coordenados:

7

FiGura 1.10 Elipse.

Gal0 Hipérbola con centro en el punto (h, k) y se-
miejes paralelos a los ejes coordenados:

(x—h)’ (v- k)2

- =1, a y b son nimeros reales

_—
—_

a? b?
positivos.
Ficura 111 Hipérbola.
Trigonometria
1
m 1°= —— radianes (rad), 1rad = 180
180 T
c
b
¢ c
a
a
tan 0 = — X
| Tra ) f
b b
m cot § = A Ficura 112 Razones trigonométricas.
B seco-
b
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En el circulo trigonométrico:
senx =a
cosx=b
tanx = ¢

cotx =d

secx =f

csCx = e

Ficura 113 Circulo trigonométrico.

RAD sen 6 cos 6 tan 6
0° 0 0 1 0
- | 7 1 G
6 2 2 3
450 E ﬁ ﬁ 1
4 2 2
™ \/3 1
60° z SE] - NG
3 ) 2
90° T 1 0
2 (0]
180° T 0 =1l 0

sen x
1

CcOS X
REEE cot -

tan x

sen Xx
REEH ton -

COS X

COS X
REEH cotx-

sen x



sen’x + cos’x =1
1+ tan’x = sec® x

1+ cot® x = csc? x

senA senB senC

Ley de senos:
a b c

Ley de cosenos: ¢* = a* + b*> — 2ab cos C
LI sen (x £ ) = senx cosy * cos xseny

Cos (X = y) = cos x COs Y + sen x sen y

tanx * tan
Tr33 tan (X * y) = m

L7388 sen 2x = 2sen x cos x

cos 2x = cos’x —sen’x = 2 cos’>x — 1

cos2x =1 — 2sen’x

2tan x
tan2x =

1-tan’x

sen? x = %(1— cos 2x)

Tr38 cos? x = %(1 + cos 2x)

2senxcosy = sen (x + y) + sen (x — )

2cosxseny = sen (x +y) —sen (x — y)

|. ANEXO: FORMULARIO
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2 cos x cos iy = cos (x +y) + cos (x —y)
2 sen x sen iy = cos (x — i) — cos (x + V)

Funciones hiperbdlicas

X -X

+
senh x = ¢ re
2
et —e*
cosh x =
2
senh x
tanh x =
cosh x
1
csch x =
senh x
1
sech x =
cosh x
cosh x
coth x =
senh x

senh (—x) = —senh x
cosh (—x) = cosh x

cosh? x —senh® x =1
1 — tanh® x = sech® x

senh (x +y) = senh x cosh y + cosh x senh y

cosh (x +y) = cosh x cosh y + senh x senh y

Derivadas

Considerando u = f(x), v = g(x), c una constante:

D1 —c=0

P2 L(uto)- B, B



D3

D4

D7

D9

D11

D12

D13

D14

D15

dx % dx
n n-1 du

—u" =nu" —

dx dx

d , ,du

dx dx

d u u du

—a" =a"ln a—

dx dx

Ay, Ldn

dx u dx

d 1 du

—log u= —

dx ¢ uln a dx

u
—sen U = cos U —
dx dx

d du
—COoS U = —sen uU—
dx dx

d 2 dl/l
—tan u = —sec” u—

dx dx

d , du
—cot u =—-csc” u—
dx dx

du
—sec U =sec utan u—
dx dx

du
—Ccscu = —cscucotuy—
dx dx

|. ANEXO: FORMULARIO ¢ XXV
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D17 iserf1 u= 1 d_u
dx 1- 42 dx
D18 icos_1 u=- 1 d_u
dx 1—y? dx
D19 itan_lu __ L du
dx 1+ 12 dx
D20 isec‘1 u= ;@
dx uNu? —1 dx
D21 icsc_1 u:—;d—u
dx uNu? —1 dx
D22 icot’1 u=- 1 %
dx 1+ 42 dx

D23 iser\h u = cosh ud—u
dx dx

D24 icosh u = senh u@
dx dx

D25 itanh u = sech? ud—u
dx dx

D26 dicoth u = —csch? ud—u

x b
D27 isech u = —sech u tanh ud—u
dx dx

D28 icsch u = —csch u coth u@
dx dx

D29 isenh—1 u= T
dx 1+ 42 dx
D30 icosh’1 u= 1 d_u
dx u2—1 dx



D31

D32

D33

D34

itanh’1 U= L du

dx 1—u? dx

—sech™ u = 1 du
X uy1—u? x

—csch™ u = B

dx bl Nu? +1 x

—coth™ u = L du

|. ANEXO: FORMULARIO

*
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INTRODUCCION
AL CALCULO INTEGRAL

El alumno es competente si interpreta la presencia de procesos de acumulacion en forma
adecuada y propone hipotesis acerca de las posibles consecuencias del fendmeno en estudio.

El alumno es competente si analiza, abstrae y propone solucion a situaciones que involucren
acumulacion como efecto del cambio de una sola variable, empleando como herramienta

fundamental la integracion.

CALENDARIO DEL PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS

Actividad 1.1.1
Actividad 1.1.2
Aplicacion 1.1.1
Aplicacion 1.1.2






4 <+ CALCULO INTEGRAL EN COMPETENCIAS

¢ Como puedes decir que sabes algo, si cuando admiras el mundo
no lo relacionas con ese conocimiento?

1.1 LAS VARIACIONES
IMPERCEPTIBLES O

En los procesos que observas a tu alrededor puedes percibir la va-
riacion, pero, ;qué tan grande debe ser esa variaciéon para que la
logres percibir?

Cada pequefia variacién que midamos o percibamos de alguna
manera es lo que llamamos “incremento”; sin embargo, suponga-
mos que la variacion es tan pequefia que ni siquiera con los instru-
mentos que conoces se puede medir. j Atn existe esta variacion?

Observa y analiza las siguientes situaciones e imagina si existe
una variaciéon tan pequefia que sea imperceptible a tus sentidos.
(Coémo puedes estar seguro de que en cada fenémeno sucede la
variacion?

1. jPuedes observar cémo crece uno de los tallos de una planta
trepadora?

2. ;Puedes ver el agua de un vaso evaporarse de manera conti-
nua?

3. ;Logras percibir como se seca la ropa al viento, cuando se
“tiende” mojada?

4. ;Puedes, en dos instantes sucesivos, percibir si el café caliente
en una taza se ha enfriado?

Estas variaciones son imperceptibles.

Actividad 1.1.1

En el texto del apartado 1.1 hemos planteado cuatro situaciones en
las que existen variaciones imperceptibles y, sin embargo, a pesar
de que éstas no son “visibles” en forma instantanea, es posible ve-
rificar que la variacion existe después de cierto tiempo y se puede
medir.

Las situaciones que se sefialaron son las siguientes:

1. ;Puedes observar cémo crece uno de los tallos de una planta
trepadora?

2. ;Puedes ver el agua de un vaso evaporarse de manera conti-
nua?

3. ;Logras percibir como se seca la ropa al viento, cuando se
“tiende” mojada?

4. ;Puedes, en dos instantes sucesivos, percibir si el café caliente
en una taza se ha enfriado?

ACTIVIDAD 1.1.1

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

> Interés por el andlisis de situaciones
reales.

> Observacion de los hechos cotidia-
nos y propuesta de conjeturas sobre
conceptos nuevos.

> Gusto por la experimentacion.

Productos

» Ensayo con reflexiones y respuesta
a cada una de las cinco situaciones
propuestas.

Criterios de calidad

i. Claridad y congruencia en la re-
daccion.

il. Respuesta a todos y cada uno de
los cuestionamientos.

iii. En ningun caso es considerada
COmo correcta una respuesta
simple del tipo “no, si, nunca,
siempre, etc.”.

iv. Manifestacion de las propias
ideas y en caso de definiciones
de textos, cita de las fuentes.

v. Originalidad.

vi. Uso de dibujos, animaciones,
esquemas 0 mapas conceptuales
para clarificar las ideas.

Caracteristicas del producto

) Extension: una cuartilla.

b Individual O Equipo OJ
) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo [J



CapiTULO 1 Introduccion al calculo integral + 5

Ahora, ta plantea cinco situaciones en las que ocurren variacio- A

nes imperceptibles y sefiala qué ocurre cuando estas variaciones

se acumulan.

La acumulacion de las pequenas variaciones

Sugerencias

» Producto obligatorio para realizar en
equipo de tres personas.

» Enlaclase pedir a los estudiantes que
propongan nuevos ejemplos obser-

Observa y analiza los siguientes fenémenos:

W/ Cémo se forma un charco.

\V Cémo se forma un arbol a partir de una semilla.

\ Cémo crece el pelo.

\/ Como te llenan el “higado de piedritas”.

vados en el entorno.

» Alentar a los estudiantes para pro-
poner conjeturas acerca del tamafio
de los incrementos de la variable en
cada fenomeno.

\V La acumulacién de apuntes a lo largo de un curso.

V La cantidad de dinero que un inversionista
tiene en el banco cada dia.

¢ Qué tienen en comun estos procesos?

Actividad 1.1.2

La acumulacidn de las variaciones

Cada uno de los procesos citados con anteriori-
dad representa un proceso de acumulacion:

1. ;Qué cosas se acumulan en cada caso?

2. Para cada uno de los procesos sefialados haz
una gréfica aproximada de la cantidad acu-
mulada que se tiene en cada instante.

3. Para cada uno de los procesos sefialados haz
una grafica aproximada de la cantidad que se
acumula en cada intervalo (instante, minuto,
hora o afio, segiin sea el caso).

4. ;La cantidad que se acumula en cada interva-
lo es fija? ;En qué casos silo es y en qué casos
no? ;Cémo observas esto en las dos graficas
que has trazado?

5. ;Son diferentes las dos graficas trazadas para
los puntos 2 y 3? ;Qué relacion tiene una con
la otra?

6. Si algo no se acumula, jcoémo seran en ese
caso las dos gréficas solicitadas? ;Por qué?

7. Observa las cosas a tu alrededor y describe
sus procesos de acumulacion. Identifica y
describe qué son las pequefias cosas que se
acumulan en al menos cinco casos.

ACTIVIDAD 1.1.2

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

> Interés por el andlisis de situaciones reales.

» Observacion de los hechos cotidianos y propuesta de conje-
turas sobre conceptos nuevos.

> Gusto por la experimentacion.

Productos

> Ensayo con las reflexiones, graficas y respuesta a cada una de
las cinco situaciones propuestas.

Criterios de calidad

. Claridad y congruencia en la redaccién.

il. Respuesta a todos y cada uno de los cuestionamientos.

iii. En ningun caso es considerada como correcta una res-
puesta simple del tipo “no, si, nunca, siempre, etc.”.

iv. Manifestacion de las propias ideas y en caso de definicio-
nes de textos, cita de las fuentes.

v. Originalidad.

vi. Uso de dibujos, gréficas, animaciones, esquemas 0 ma-
pas conceptuales para clarificar las ideas.

Caracteristicas del producto

) Extension: una cuartilla.

b Individual 0  Equipo I
) Fecha de entrega:
) Obligatorio 0 Optativo I

Sugerencias

) Producto obligatorio para realizar en equipo de tres personas.

b En la clase pedir a los estudiantes que propongan nuevos
ejemplos observados en el entorno y trazar las gréficas de los
incisos 2 y 3.

b Alentar a los estudiantes para proponer conjeturas acerca de
cémo son los incrementos de la variable en cada caso.
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8. Prepara el andlisis de al menos cinco casos di-
ferentes, para compartir y discutir en clase.

Cualquier comentario o discusion plantéala con
tus companeros o con tu facilitador en la clase.

Aplicacion 1.1.1

En la imagen de la figura 1.1 se observa una bom-
ba de extraccién de petrdleo crudo; pero, ;qué es
el petréleo?, ;como se formo?

Imagina cémo se fueron convirtiendo, poco
a poco, los restos orgénicos en el recurso no re-
novable del que disponemos ahora. Desde luego,
son diversas las variables que intervinieron en
este proceso, pero se puede analizar con relacion
al tiempo; este proceso, en definitiva, representa
una acumulacién que desde este capitulo llama-
remos integral.

(Qué otras integrales puedes observar en la
figura 1.1?

1. ;Crees que los procesos de extraccién y con-
sumo de este energético no renovable lo
agotaran en corto plazo? ;Estos procesos o
consumos son integrales?

2. ;Crees que la combustién del energético in-
crementa de manera paulatina la temperatu-
ra de la atmosfera del planeta? ;Por qué?

3. ;Has oido hablar de la entropia? Investiga
qué tiene que ver esto con el consumo energgé-
tico. ;Qué significa el estado de entropia final
del Universo?

=

(Crees que la contaminacién provocada es
una integral? ;Podra revertirse?

5. ;Qué es el cambio climatico?

6. Todos los procesos comentados implican in-
tegrales, ; puedes sugerir como?

Aplicacion 1.1.2

Un fendémeno que interesa mucho a la humani-
dad es el incremento de la contaminacién. En
particular, la Ciudad de México es considerada
una de las metrépolis mas contaminadas del

Fiura 1.1 Extraccion de petroleo.

APLICACION 1.1.1

ACTIVIDAD PARA REFLEXIONAR Y COMENTAR
CON COMPANEROS Y FACILITADOR.

Actitudes

» Gusto por la abstraccion de situaciones reales.

> Respeto por las ideas de otros.

> Reflexion sobre la importancia de la ciencia y la tecnologfa.
» Interés por los problemas de la humanidad.

Desempenos

» Propuesta de conjeturas de como dentro de los problemas
planteados en los cinco casos se esconden acumulaciones
que son integrales.

Productos

» No son necesarios.

Criterios de calidad
i. Conjeturas adecuadas sobre la naturaleza de los procesos

de acumulacion ocultos en los fenomenos senalados.
ii. Originalidad en la propuesta de ejemplos.

Caracteristicas del producto
) Extension: una cuartilla.
b Individual O  Equipo CJ
) Fecha de entrega:
) Obligatorio 0  Optativo CI

Sugerencias

) Producto optativo a realizarse en equipo, de considerarse
obligatorio aplicar los criterios de calidad de la Actividad 1.1.1.
) Equipos de tres personas.

mundo, motivo por el cual se monitorea de manera permanente
el indice de los contaminantes mas criticos en los diversos sectores

de la ciudad.



CapiTULO 1 Introduccion al calculo integral + 7

El sistema de informacion de la calidad del aire de la Ciudad
de México detalla de manera continua la calidad del aire y sus con-
taminantes a través de internet en su direccién:

http:/ /www.aire.df.gob.mx/ default.php

Visita este sitio para descubrir las principales consecuencias de . wwwaire.df gob.my/defautt php
la acumulacién de contaminantes que corresponden a aplicaciones
de la integral en la pestafia “Estadisticas > Graficos interactivos”.
Observa la grafica de los diferentes contaminantes, selecciona la
zona y contaminante de tu interés y analiza:

1. ;En la tltima semana, cudl fue el valor maximo del ozono?
(Qué zona de la ciudad lo registr6?

Observa que ese valor es la respuesta acumu- APLICACION 1.1.2

lativa a lo largo del dia; asi, la barra que lo re- o

L : CTIVIDAD PARA REFLEXIONAR Y COMENTAR
pres’enta indica el valor de la integral de todo " 0 ore N FACILITADOR.
el dia. Como puedes observar, suele comenzar :
con un valor bajo y poco a poco se incrementa  Actitudes

hasta alcanzar su valor maximo, para después » Gusto por el andlisis de situaciones reales.
decrecer debido a otras acciones atmosféricas > Respe_to por las ld(_eas de otros. -
y humanas. Asi, el fenémeno se incrementa de » Reflexidn sobre la importancia de la ciencia y la tecnologfa.

manera positiva y negativa. » Interés por los problemas de la humanidad.

Desempenos
» Propuesta de conjeturas acerca de cémo, dentro del ana-

lisis de las cinco preguntas, se estudian las acumulaciones
que son integrales.

2. Detecta los momentos de maxima acumulaciéon
de contaminantes e identifica las regiones mas
contaminadas durante una semana.

3. Evaltia un dia en el que se reporten fuertes llu-
vias y compadralo con el dia previo (sin lluvia)
para evaluar el impacto de este fenémeno.

Productos
» No son necesarios.

Criterios de calidad

i. Conjeturas adecuadas sobre la naturaleza de los pro-
cesos de acumulacion ocultos en los fendmenos sefa-

4. Cuando los pequefios incrementos que suce-
den en un fendémeno son positivos se puede
observar que la integral es creciente a lo largo lados.
del tiempo; y viceversa, si los incrementos son ii. Originalidad en la propuesta de ejemplos.
negz.ativos, 1{1 integral puede decgecer. (Qué con- iii. Trazo y andlisis de gréficas para reforzar sus conjeturas.
taminante tiene un comportamiento mas esta-

cionario? (Véase http://www.aire.df.gob.mx/ Caracteristicas del producto

default.php?opc=%27aqBhnmQ= %27 » Extension: una cuartilla.
PHP<OP 4 Q ) » Individual O  Equipo OI
¢ Como se detecta eso en la integral? » Fecha de entrega:

» Obligatorio 0 ~ Optativo [J

Sugerencias

» Producto optativo a realizarse en equipo; de considerarse
obligatorio, adicionar los criterios de calidad de la Actividad
1.1.1.

» Equipos de tres personas.

» Inducir la discusion acerca de qué significado podria tener
la derivada de la integral, trazar la curva derivada por mé-
todo gréfico.

http://www.aire.df.gob.mx/default.php?opc=0%27agBhnmQ=0%27
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Seleccionaste la estacion GAM
del dia 2016-04-30 al 2016-05-07
tipo de datos: Horarios

- — N
[=] w (=]
S o [S)

ppb-ug/m3-m/s-%-°C

0
30/04/16 01:00 02/05/16 07:00 04/05/16 13:00 06/05/16 19:00

[" coO —no no2 —nox — 03 — pm10 — pm25 —rh — so2 —tmp]

Ficura 1.2 Gréfica que arroja el sistema en la Estacion Gustavo A. Madero, del 30 de
abril al 7 de mayo de 2016.

5. Compara durante varias semanas (todos los dias) como se com-
portan sus maximos y minimos. ; Existe un patron que permita
tratar de predecir cuédles serdn los extremos el dia de mafana?
Explica por qué.

Comparte tus andlisis con tus compafieros y tu facilitador.
En el presente curso nos concentramos basicamente en los pro-
cesos de acumulacion de las pequenas variaciones imperceptibles,

la parte de las matematicas que se encarga del estudio de esta acu-
mulacién se llama calculo integral y a él se dedica nuestro curso.






DIFERENCIALES

El alumno es competente si interpreta la presencia de procesos de acumulacion en forma
adecuada y propone hipotesis acerca de las posibles consecuencias del fendmeno en estudio.

El alumno es competente si analiza, abstrae y propone solucion a situaciones que involucren
acumulacion como efecto del cambio de una sola variable, empleando la integracion como
herramienta fundamental.

CALENDARIO DEL PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS

Actividad 2.1.1
Aplicacion 2.1.1
Actividad 2.3.1
Aplicacion 2.3.1
Ejercicios 2.1
Ejercicios 2.2
Ejercicios 2.3
Ejercicios 2.4
Autoevaluacion 2.1
Autoevaluacién 2.2
Autoevaluacién 2.3
Autoevaluacién 2.4
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¢ Qué tan grande puede ser una variacion antes de que la percibas?

2.1 LAS PEQUENAS VARIACIONES ——®

Por experiencia sabemos que las plantas y nosotros mismos crece-
mos dia con dia; de otra forma, no podriamos explicar el porqué si
dejamos de ver a una persona durante cierto tiempo, al volverla a
encontrar la notamos cambiada. De igual modo, por mds que fije-
mos la vista en una planta, no lograremos ver que ésta crezca; sin
embargo, uno o dos dias después quizé notemos que ha cambiado,
tiene nuevos retofos e, incluso, sus flores se han abierto.

Los cambios que sufren muchas de las cosas que nos rodean
resultan imperceptibles ante nuestros sentidos si las observamos
de manera continua, salvo que hagamos comparaciones entre mo-
mentos distantes en el tiempo (véase figura 2.1). Desde luego, es
posible encontrar fenémenos cuya variacién es tan grande que,
ain de manera instantdnea, podemos notar con claridad cémo
ocurren los cambios.

Por ejemplo, si observas las nubes en un dia tranquilo sin vien-
to, las notards apacibles y, en apariencia, estacionadas en el fondo
azul del cielo; por el contrario, en un dia de tormenta cambiara su
forma y éstas se desplazaran ante tus ojos “visiblemente”. Enton-
ces, es posible imaginar qué tan grande puede ser una variaciéon
antes de que la percibas.

Ahora a la inversa, ;qué tan pequefia puede ser esa variacion
para que dejes de percibirla? Esta pregunta ya la hemos analizado
en célculo diferencial y sabemos que podemos imaginar el instante
de tiempo tan pequefio como se quiera y decir que es infinitamen-
te pequena. O en nuestra notacién matematica, si At — 0, luego
Ax — 0, x es la variable en observacién. Por ahora, no nos referimos
a ese limite que sabemos que existe y es 0; la pregunta se plante6 a
la inversa, ya que mucho antes de que Ax alcance

su limite al cero hay un momento en el que deja Cuapro 2.1

Ficura 2.1 iCuanto tiempo debes espe-
rar para observar el resultado de la acu-
mulacion? Por ejemplo, en el crecimiento
de las palmas, la formacion de estalacti-
tas y estalagmitas.

de ser perceptible; en ese instante y después de

él, dentro del proceso en que Ax— 0, podemos
considerar que hemos alcanzado el diferencial
escrito dx.

El diferencial es el concepto matematico aso-
ciado a la idea de que:

lim (x + Ax) = x + dx
Ax—0

Observa que para propdsitos practicos con x + dx
jatn estas en x! El movimiento desde x es imper-
ceptible; sin embargo, si acumulas mas de “dx”,
llega un momento en el que distingues que estés
en unnuevo lugar, jahora estds en x + Ax!, yaque
Ax si se percibe (véase cuadro 2.1).

Segtin la Real Academia de la Lengua Espanola, en una de sus
acepciones, percibir es captar por uno de los sentidos las image-
nes, impresiones o sensaciones externas.

Para acercarnos al contexto del diferencial, aceptaremos que per-
cibir también implica el uso de instrumentos de medicién adecua-
dos a la situacién y que incluso estos tienen una sensibilidad muy
fina. Por ejemplo, un 6hmetro, digital o analdgico, permite medir
la resistencia de un cable eléctrico. Si tomas un cable y el 6hmetro
marca 0, éel cable en realidad tiene resistencia 0? O si mides ese
cable con una cinta métrica y ves que mide 5 m, ¢en realidad mide
5 metros?

{Qué tiene que ver esto con diferenciales?
Discute con tus companeros otros ejemplos al respecto.




Actividad 2.1.1

Diferenciales en accion

Analiza y comenta las siguientes situaciones:

1. Una gota de lluvia cae en un lago. Si V es el
volumen actual de agua del lago, ;se puede
decir que con la gota que ha caido se tiene
V +dV? ;Por qué?

2. Una persona hace ejercicio todos los dias y
sabe que caminando pierde peso. No obs-
tante, hoy ha decidido hacer poco ejercicio y
solo da un paso. Si P es su peso antes de dar el
paso, después de éste su peso serd P + dP_;Es
esto posible? Explica por qué si o por qué no.

3. Mientras oyes una melodia, detén el CD (¢ es
el lugar en el que la melodia se detuvo en el
CD). Ahora, llama a un compafiero y encien-
de el reproductor un instante: dt. ; Tu compa-
fiero podra reconocer la melodia en cuestion
solo con escuchar a partir del d¢? Explica por
qué si o por qué no.

4. Mientras escribes con tu boligrafo, en cierto
instante mides algunas de sus caracteristicas.
Si dibujas un tnico punto muy tenue, casi no
se puede ver, aunque si lo hayas dibujado.
(Qué podra ser considerado x, y en este caso
x+dx?

5. Estas en el estadio Maracana con un lleno casi
total T, viendo un juego de la selecciéon nacio-
nal y llega una persona mds, como se muestra
en la figura 2.2. ;La persona que llega se re-
presenta d1? Explica por qué si o por qué no.

6. Compras el envase mas grande de palomitas
en el cine jy se te cae una! ;Dicha situacion se
podra representar como x +dx ? Claro, con dx
negativo.

7. En casa, en la llave del lavabo que acabas de
cerrar se ve una gota a punto de caer. ;Qué
podré ser considerado x y qué x +dx?

8. Mientras observas el cielo de noche ves una
estrella fugaz y pides un deseo. ;Qué podra
ser considerado x y qué x+dx?

9. Probaste tu café y estaba muy caliente; en-
tonces, lo vuelves a probar casi de inmediato.
¢Qué podra ser considerado x y qué x +dx?

10. Compraste un nuevo traje y al pagarlo te hi-
cieron un descuento de uno por ciento. ;Puede

CapiTuLo 2 Diferenciales ¢ 13

ACTIVIDAD 2.1.1

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

> Interés por el andlisis de situaciones reales.

> Gusto por la observacién y el andlisis de los hechos cotidia-
nos, asi como por la propuesta de conjeturas sobre conceptos
nuevos.

Productos

> Ensayo con reflexiones, dibujos o esquemas que den res-
puesta a cada una de las 20 situaciones propuestas.

Criterios de calidad

I. Claridad y congruencia en la redaccion.

ii. Respuesta a todos y cada uno de los cuestionamientos.

iii. En ningln caso es considerada como correcta una res-
puesta simple del tipo “no, si, nunca, siempre, etc.”.

iv. Manifestacion de las propias ideas y en caso de definicio-
nes de textos, cita de las fuentes.

v. Originalidad.

vi. Uso de dibujos, gréficas, animaciones, esquemas 0 ma-
pas conceptuales para clarificar las ideas.

Caracteristicas del producto

) Extension: una cuartilla.

b Individual O Equipo OJ
) Fecha de entrega:
) Obligatorio 0  Optativo [J

Sugerencias

) Producto obligatorio para realizar en equipo de tres personas.

> Que la clase proponga nuevos ejemplos para discusion.

) Debatir en qué condiciones agregar (por ejemplo, una silla
més al salén) no es una situacion del tipo x + d.

b {Qué es un incremento en una variable discreta y en una
continua?

Ficura 2.2 La gente llegando al estadio de futbol.
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ser un caso del tipo x+dx? ;Qué podra ser
considerado x y qué x +dx?

Plantea un caso similar, adicional a cada uno
de los 10 anteriores. Esto es, en total vas a entre-
gar 20 casos analizados: los 10 anteriores y los 10
propuestos por ti.

Comenta los casos preparados con tus com-
pafieros o con tu facilitador por medio de los re-
Cursos en uso.

Aplicacion 2.1.1

Aqui estan los diferenciales

La figura 2.3 muestra una explosién de fuegos
artificiales; en ésta, la vista estd tomada en un
tiempo dado T. Pero, con seguridad, tt has obser-
vado situaciones similares en diversas ocasiones,
asi que es muy posible que recuerdes muchos
eventos parecidos. Ahora, con base en la imagen,
(qué se infiere que ha ocurrido en los instantes
previos?, ;qué sugieres que ocurrird después?
Recuerda que es imposible percibir lo que ocurre
con exactitud en dT'y, por tanto, no percibimos la
diferencia entre los instantes Ty T + dT; sin em-
bargo, una vez que se acumula mas T, si pode-
mos describir qué ocurre como diferencia entre
Ty T + AT; ademas, debemos ser explicitos con
respecto a si dT <0 o dT > 0. Por lo que, si parti-
mos del supuesto de que dT >0, entonces T +dT
tiene un significado diferente de T — dT.

(Coémo propones expresar la acumulaciéon
continua de una variable? Porque, a pesar de que
su diferencial es imperceptible, debe quedar claro
que es una pequefia variacion que al acumularse
de manera sucesiva genera cambios perceptibles.

Comenta tus propuestas con tus compafieros
o con tu facilitador por medio de los recursos en
uso.

EL DIFERENCIAL —©@

Como se ha sefialado hasta aqui, una variable
continua presenta su posibilidad de cambio como
cualidad esencial. En particular, si en una situa-
cion se tiene una variable independiente x, el
diferencial se define como aquella cantidad dife-
rente de cero que satisface la cualidad:

APLICACION 2.1.1

ACTIVIDAD PARA REFLEXIONAR Y COMENTAR
CON COMPANEROS Y FACILITADOR.
Actitudes

» Gusto por la abstraccion de situaciones reales.
» Respeto por las ideas de otros.
» Gusto por el debate de ideas y el logro de conclusiones.

Desempenos
» Propuesta de conjeturas acerca de por qué la acumulacion im-
perceptible al inicio de la observacion de un proceso se vuelve
un proceso donde el cambio es evidente al acumularse.
Productos
» No es necesario.

Criterios de calidad
i. Conjeturas adecuadas sobre la naturaleza de los procesos

de acumulacion ocultos en los fenomenos sefialados.
ii. Originalidad en la propuesta de ejemplos.

Caracteristicas del producto

Extension: una cuartilla.

Individual O Equipo ™I
Fecha de entrega:
Obligatorio [0 Optativo [

Sugerencias

Producto optativo en equipo; de considerarse obligatorio,
aplicar los criterios de calidad de la Actividad 2.1.1.

A realizarse en equipos de tres personas.

Propiciar la discusion en la clase acerca de la percepcion de la
acumulacién. Por ejemplo, que se ve en realidad en la panta-
lla de un televisor en un instante dado.

Ficura 2.3 Exhibicion de pirotecnia.
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lim Ax = dx Recta tangente al punto
Ax—0
. Xor Yo)
O bien: Y Yo =F 0 lx - )

lim (x + Ax) = x + dx
Ax—0

Curva de f(x)
Hasta este punto, la definiciéon del diferencial de una
variable independiente no presenta ninguna cualidad
diferente respecto a los incrementos que hagan necesa- y,=f(x)F ——-+~---------—-——-————————-
ria y ttil su definicién; sin embargo, su importancia y /
utilidad se presenta cuando analizamos qué ocurre en
una funcioén.

Una funcién cualquiera en un punto x, dado se
puede “aproximar linealmente”; dicha aproximacion
es vélida en puntos muy cercanos al x deseado, siem- Ficura 2.4 Aproximacion lineal de una funcién en un
pre que la funcién se aproxime mediante su recta tan- ~ Punto.
gente en el punto, como se muestra en la figura 2.4.

Como se puede observar, la ecuacién de la recta tangente que
aproxima a la funcién dada en el punto x, resulta ser:

VY=Y, = f,(xo)(x - xo)
Pero, la “aproximacién lineal” es valida para valores de x muy
cercanos a x, entonces conforme x se aleja de x,, el error de la
aproximacion crece cada vez mas, ya que representa la separa-
cion entre la curva de f(x) y la recta tangente, luego la diferencia
Ax = (x — x,) = 0; es decir, en el limite resulta ser dx, de acuerdo
con nuestra definiciéon previa, pero de la misma forma se observa
que Ay =y —y,, por lo que al sustituir en la ecuacion de la recta

tangente resulta:
dy = f'(x,)dx

La cantidad dy = f'(x,)dx se denomina “diferencial de la funcién”
en el punto x, y su significado se observa en la figura 2.5. Es impor-
tante sefialar que en la notacién diferencial de Leibniz para la deri-
vada podemos simplemente despejar dy para encontrar, a partir de
dy/dx = f'(x), la misma expresion.

Se debe tener presente que dy es una condicion li-
Recta tangente /-

mite cuando x — x, y resulta idéntico a Ay cuando se
L. L . . al punto
evalta dicho limite. En la figura 2.5, esta igualdad se ob- x,y)
serva al realizar la operaciéon Ax — 0. —
. Curva dy
Debemos aclarar que antes, en nuestro acercamien- de f) oy
to de manera informal, se establecié la conversion de
., . . |
Ax a dx con respecto a la percepcion posible del cambio |, _ g -~ Loy Ly

al acercarse el limite. La figura 2.5 clarifica, ademads, que /
esta condicioén se alcanza cuando la funcién se puede
“sustituir” por la recta tangente sin pérdida perceptible

|

| (x>0 —dx

|
entre Ay y f'(x,)dx = dy, lo cual corresponde a: x

) _ [ —
}?L‘O Ay = flxo)dx = dy Ficura 2.5 Diferenciales e incrementos.
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+ Teoremas sobre diferenciales

De acuerdo con la definicion dy = f'(x)dx, por lo que el calculo
del diferencial depende en esencia de la determinacion de la deri-
vada; asi, por ejemplo, para y = f(x)=3x> —5x + 2, se tiene que
dy = (6x — 5)dx.

Ahora, supongamos dos funciones u(x) y v(x); luego, si

y = u(x)v(x) , al multiplicar por dx se tiene que:

Z—Z =u x);l—z + U(X)Z_Z = dy =u(x)dv + v(x)du
Esto nos muestra la forma tipica de calcular los diferenciales de
una funcién dada; es decir, se deriva la funcién y luego la expre-
sion resultante se multiplica por el diferencial de la variable inde-
pendiente. Por ejemplo:

Si u(x) =2cosx y v(x) = 4x>; luego, si y = 8x° cosx, por lo que
al derivar resulta ' = 8(3x* cos x — x° sen x); o bien, al multiplicar
por dx se obtiene dy = 8(3x* cos x — x° sen x)dx.

Otro método de célculo consiste en aplicar la férmula en-
contrada dy =udv +vdu; como en este caso du=—2senxdx y
dv = 12x% dx, al sustituir se tiene:

dy = (2cos x)(12x” dx) + (4x”)(—2sen x dx)
=8(3x” cos x — x° sen x)dx

De la misma forma en que se ha encontrado el teorema
dy =udv + vdu, también es posible demostrar los siguientes teo-
remas en los cuales u y v son funciones de x, mientras c y n son
nameros reales diferentes de cero:

PEES dc=0

\PIvi d(cu) = cdu

P du + o) =du + dv
R duv) =udv+vdu

d(z]z vdu —2udv
v

(%

prd s dw") = nu"'du

d(sen u) = cos u du
oo

pie ] d(tan u) = sec” u du
T2.10 g )
AR d(sec u)

d(csc )

—sen u du

cotu) = —csc® u du

ecu tan u du

S
T2.12 cscu) = cscu cot u du



Si revisas con cuidado cada uno de los teoremas anteriores, puedes
encontrar que cada una de estas férmulas corresponde a las férmu-
las del célculo de derivadas.

En particular, la notacion de diferenciales permite trabajar la
regla de la cadena de una manera muy simple; por ejemplo, si tie-
nes:

dv dv dx dvdx dv du
= :> =

T f(u);EE:EE:f(u) o (”)a

dv = f(u) (Z—uJ dx

x
Por lo que se concluye el teorema:

T213 sidv = f(u)du = dv = f(u)(Z—szx

< Calculo de aproximaciones empleando
diferenciales

El uso de los diferenciales como medio de aproximacioén se basa
en la aproximacion lineal del apartado 2.2; en éste mostramos la
expresion y —y, = f'(x,)(x — x,) que podemos escribir y = f(x,)
+ f'(x,)dx, 0 en términos aproximados y = f(x,) + f'(x,)Ax, lo cual
nos permite calcular el nuevo valor de y una vez que nos ubicamos
en el punto x + Ax. O bien, el incremento que sufre el valor de y
mediante dy = f'(x,)dx que, en términos aproximados, se escribe
Ay =~ f'(x,)Ax.

En las diferentes expresiones que se han sefialado, debemos
recordar que se emplea la aproximacion: Ax = dx y Ay =dy. La
situacion mas complicada que se podria presentar en las situacio-
nes reales sera conocer el valor de la expresion f'(x,), misma que
se puede aproximar mediante la medicién de la velocidad media
con la que ocurre la variaciéon dentro de la situacién en estudio. Por
ejemplo:

Un fabricante de pelotas de plastico produce 1000 pelotas del
modelo R-45, cuya caracteristica de disefio implica un didmetro de
30 cm y un espesor de 2 mm. Los encargados de control de calidad
afirman que debido a un desajuste en la maquinaria, las pelotas
tienen un espesor de 2.3 milimetros. ;Cuanto pléstico en exceso se
ha gastado aproximadamente en la produccién?

En este caso, ya que podemos considerar que la pelota es un
recipiente de “pared delgada”, es posible calcular la cantidad de
plastico empleada en cada pelota como

V = espesor(area de la pelota) = h(4w r?);

sin embargo, puesto que / ha variado un poco se tiene:

CapiTuLo 2 Diferenciales
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AV = f'(h,)Ah = 47 r*Ah = 47(15)7(0.03) = 84.823 cm®
Y puesto que se produjeron 1000 pelotas, tendremos 84823 cm” es

decir 84.823 L de pléstico, lo que representa una pérdida conside-
rable.

Observa que si calculamos el volumen de pléastico con relacion
al volumen de la esfera, se tendria V = 477(a3 — b3) /3,dondeayb
son el radio exterior e interior, respectivamente; luego, si conside-
ramos que la variacion se dio en el radio exterior 4, tendremos que
la variacion resulta AV = f'(a )Aa = 4ma*Aa y se obtiene el mis-
mo resultado. Sin embargo, en este caso es posible considerar que
cada pelota estindar emplea

V =4m(a’® —b°) /3 =4m(15.2° —15%) / 3 =573.06 cm’

de pléstico, mientras que la pelota con el desperdicio tiene
v, = 47(15.23° —15%) /3 =660.332 cm® que resulta en una dife-
rencia “exacta” de 87.272 cm® por pelota, con lo que el calculo
previo representa un error ligero respecto de este valor “exacto”.
(A qué se debe esa diferencia?

Una cosa es segura, no siempre conocemos la funcién que re-
presenta el fenémeno, y en esos casos no es posible prever el valor
exacto, de modo que solo disponemos de los diferenciales, como se
muestra en algunos ejemplos.

2.3 C(INCREMENTO Y DIFERENCIAL
ES LO MISMO? @

De la seccion anterior hemos obtenido un acercamiento a los dife-
renciales y a los incrementos de una variable independiente, pero
en la mayoria de los fenémenos que ocurren en nuestra vida diaria
existen variables dependientes que son resultado de las variacio-
nes en la variable independiente. ;Qué ocurre en este caso con los
diferenciales y los incrementos? ;Son lo mismo? ;O los diferencia
la misma caracteristica que mencionamos en la seccién previa? Es-
peramos que eso se aclare en esta seccion.

Del andlisis en el curso previo de cdlculo diferencial, conclui-
mos que las funciones son una forma muy importante de repre-
sentar modelos de los fenémenos. En particular, si el fenémeno en
estudio puede ser modelado mediante una funcién entre dos va-
riables, tendremos que se satisface una relacién entre las variables
independiente y dependiente de la forma y = f(x). Dicha funcién
tiene evidentemente una gréafica que la representa. Por otro lado,
se ha definido a la derivada como el cociente entre dos incrementos
llevados al limite. Recordemos tal definicion:

fx+h)— f(x)
h

Fay=T oW g 2y
dx dx A—0 Ax h—0



Ahora, vedmosla de manera grafica enla figura 2.5.
Observa con cuidado que mientras que Ax — 0.
alcanza su valor imperceptible dx, se determina la
relacion f'(x) =dy / dx. Sin embargo, la curva que
representa el fenémeno se sigue recorriendo y, en
cierto momento, cuando se tiene x + Ax, la fun-
cién se encuentra en y + Ay. Por otro lado, como el
triangulo que determina la derivada ya se definié
y resulta inamovible, entonces define un cateto
vertical de magnitud dy diferente de Ay. Luego,
en general dy # Ay y tnicamente, son iguales en
el limite estrictamente cuando se satisface Ax — 0.
Observa que de la figura 2.5 se tiene la relacion
exacta y + Ay = f(x + Ax). ;Qué pasa si despeja-
mos dy en la igualdad citada f'(x)=dy / dx?

Actividad 2.3.1

Diferenciales en la variable dependiente

En esta actividad retomamos la figura presentada
en el apartado 2.2. Analiza los cambios que he-
mos realizado (véase figura 2.6).

En esta ocasién se han considerado dos ins-
tantes diferentes subindicados en 1 y 2, respec-

tivamente, dentro del proceso de desarrollar
Ax — 0.

Es muy importante el empleo de la derivada
equivalente a la tangente del dngulo de inclina-
cién de la recta tangente. Asi pues, con base en
esta responde las siguientes preguntas.

1. Muestra como se calcularon los segmentos
verticales.

2. ;Por qué se ha sefialado el segmento “Error 1”
y “Error 2” como ERRORES?

3. ¢Si Ax — 0 siempre decrece el error? Muestra
como se da esto en diferentes graficas (al me-
nos tres diferentes a la mostrada).

4. Si NO conocieras la funcién que representa a
un fenémeno, ;cudl Ax de las mostradas en la
figura emplearias para calcular los segmentos
verticales y por qué?

5. Indica en la figura cuéles segmentos corres-
ponden a diferenciales.

6. ;Puede el error ser CERO? ;Cuédndo y por
qué?
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ACTIVIDAD 2.3.1
EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

» Interés por el andlisis de nuevos conceptos.
> Gusto por la observacion y la abstraccion.
» Interés por realizar conjeturas sobre conceptos nuevos.

Productos

» Ensayo con las reflexiones, dibujos o esquemas que den
respuesta a cada uno de los seis cuestionamientos y conclu-
siones, después de repetir el proceso, como se sefiala en el
punto 7.

Criterios de calidad

i. Claridad y congruencia en la redaccion.
il. Respuesta a todos y cada uno de los cuestionamientos.
iii. En ninglin caso es considerada como correcta una res-
puesta simple del tipo “no, si, nunca, siempre, etc.”.
iv. Manifestacion de las propias ideas y en caso de definicio-
nes de textos, cita de las fuentes.

v. Originalidad.

vi. Uso de dibujos, gréficas, animaciones, esquemas o ma-
pas conceptuales para clarificar las ideas.

Caracteristicas del producto
) Extension: una cuartilla.
» Individual 0  Equipo OJ
> Fecha de entrega:
» Obligatorio 0  Optativo [J

Sugerencias

» Producto obligatorio para realizarse en equipo de tres per-
S0Nas.
» Discutir en clase el concepto de linealizacion.

Ficura 2.6 Diferenciales e incrementos en dos instantes.
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7. Traza de nuevo una gréfica parecida a la mos-
trada, pero con una funcién céncava hacia
arriba. Repite los analisis establecidos. ;En
qué cambia la situacion si la grafica es conca-
va hacia abajo o hacia arriba?

Comenta tus respuestas con tus compafieros o
con tu facilitador por medio de los recursos en
uso.

Aplicacion 2.3.1

Aqui estan los diferenciales

Observa las fotografias de la figura 2.7, todas ellas
tienen, al menos, una caracteristica en comun.

Entre otras caracteristicas, las situaciones pre-
sentadas estan asociadas a problemas de volumen;
en cada uno de los casos, conocer, en mayor o me-
nor grado, el volumen exacto que puede contener
el objeto resulta muy importante. En general, los
objetos mostrados presentan formas cuyo volu-
men es relativamente facil de calcular. ;Qué pasa
si alguna de las dimensiones nominales del obje-

APLICACION 2.3.1

ACTIVIDAD PARA REFLEXIONAR Y COMENTAR
CON COMPANEROS Y FACILITADOR.

Actitudes

» Gusto por la abstraccion de situaciones reales.
> Respeto por las ideas de otros.
» Gusto por el debate de ideas y el logro de conclusiones.

Desempenos

> Propuesta de conjeturas acerca de como pequefios errores
0 desviaciones en un producto, variable o proceso pueden
provocar situaciones criticas en cuanto a seguridad, costos u
otro tipo de factores en diferentes situaciones.

Productos

» No es necesario.

Criterios de calidad
I. Conjeturas adecuadas sobre la naturaleza de los procesos
de acumulacion ocultos en los fenémenos sefialados.
ii. Originalidad en la propuesta de ejemplos.
Caracteristicas del producto
) Extension: una cuartilla.

FiGura 2.7 {Qué comparten en comin
estas imagenes?



to varia un poco su valor? ;Cémo cambia el volu-
men contenido debido a ese error?

b Individual O Equipo OJ
) Fecha de entrega:
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Por ejemplo, supon que el objeto es un cilin- » Obligatorio O  Optativo I

dro. Su volumen est4 determinado por V = 7r°h,
donde r es el radio y h su altura. Si se tiene un ci-
lindro de radio y altura nominales de 50 cm y 120
cm, respectivamente, jcuanto varia aproximada-
mente su volumen si su radio es en realidad de

Sugerencias

) Producto optativo en equipo; de considerarse obligatorio apli-
car los criterios de calidad de la Actividad 2.1.1.

) Equipos de tres personas.

) Propiciar la discusion en la clase sobre qué son las tolerancias,

50.5 cm? los errores de medicidn vy las desviaciones en las especifica-
Desde luego, eso se puede calcular de ma- ciones de un producto o proceso; y los costos o pérdidas que
nera exacta calculando ambos volamenes y en- pueden productr.

contrando su diferencia, que en este caso es de
961421.5998 — 942477.7961 = 18943.8037 cm’; sin
embargo, existe otra forma rapida de aproximar el resultado que
resulta bastante simple en aquellos casos en los que no es posible
calcular mediante alguna férmula, como se hizo en el caso previo.

Consideremos la férmula de célculo de volumen presentada
V = 7rr’h; ahora, derivemos respecto de r puesto que es la varia-
ble cuyo valor no ha resultado exacto, tendremos dV / dr = 2mrrh; o
dV = 2mrrhdr. Luego, ya quelos diferenciales corresponden a peque-
fos incrementos, se debe cumplir AV = 27rhAr = 27(50)120(0.5) =
18849.5559 cm’, que resulta ser una muy buena aproximacién y
en particular nos muestra que un pequefo error de construcciéon
implica grandes consecuencias en el volumen total.

Podemos imaginar y calcular las implicaciones de algtn error
de medidas “menor” en cada uno de los casos que se presentan,
siempre y cuando no sean tan criticos; pero, ;puedes proponer al-
gun caso en el cual un error “menor” de construccién respecto de
las especificaciones tenga consecuencias graves?

Explica en cada caso qué implicacion tienen los diferenciales
respecto del objeto que se presenta en las fotografias de la figura 2.7.

En estos y muchos otros casos, los diferenciales son una forma
répida del célculo de esas variaciones.

Comenta tus conclusiones con tus compaferos o con tu facilitador
por medio de los recursos en uso.

Ejercicios 2.1

2.1.1 Calcula el diferencial de la funcion:
f(x)=3x+1

Resolucion

Puesto que df = f'(x)dx se tendra df = 3dx.

2.1.2 Calcula el diferencial de la funcion:

fx)=yx*+x—1

ACTIVIDAD DE ENTRENAMIENTO
INDIVIDUAL Y GRUPAL.

Actitudes

» Trabajo en equipo.

> Interés en la abstraccion.

> Interés por la investigacion.

> Interés por la resolucion de situacio-
nes novedosas.

» Compromiso ético.
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Resolucion

Puesto que df = f'(x)dx se tendra df = !

2x*+x—1

2.1.3 Calcula el diferencial de la funcién: f(x)=3x sen x

(2x + 1)dx.

Resolucion

Puesto que df = f'(x)dx se tendra df = 3(sen x + x cos x)dx

2.1.4 Calcula el diferencial de la funcién:

X
x =

=5

Resolucion

Puesto que df = f'(x)dx, se tendra

2 a4y 2
af =& 21) x2(2x) e=——2F1 g
(x=—1) (x~—1)

2.1.5 Calcula el diferencial de la funcién:
fx) = e

Resolucion

Puesto que df = f'(x)dx, se tendra df = (¢>*" + 2xe™")dx
=(1+ 2x)e* 'dx.

Ejercicios 2.2

Para las siguientes funciones calcula una aproximacion lineal alre-
dedor del punto dado.

221 f(x)=3x+lenx=1
Resolucion

Puesto que la aproximacién lineal solicitada se puede escribir
y = f(x,) + f(x))(x = x,), resulta con f(x,)= f(1)=4y f'(1)=3,
sustituyendo y =4 + 3(x — 1) =3x + 1; es decir, para una funcién
lineal jsu aproximacién lineal es ella misma! Y, por supuesto, es
exacta.

222 f(x)=yx*+x—Tlenx=2

Resolucion

En este caso, la aproximacién lineal solicitada se escribe
y = f(x,)+ f(x))(x = x,) y si se toma:

1 5 V5
@)= @)= =

Por ultimo, la aproximacion lineal deseada resulta:

oD

Productos

> No son necesarios, aunque se espera
que el estudiante intente la solucion
de los ejercicios antes de ver su solu-
cion. Aun asi, puesto que algun ejer-
cicio puede representar una situacion
novedosa, se incluye la solucién para
que el estudiante la repase, la analice
con cuidado y plantee sus dudas.

Desempenos
> Participacion en la clase.

Criterios de calidad

I. Presentacion de preguntas de in-
terés grupal o individual, respec-
to de la solucion de los ejercicios.

ii. Conjeturas adecuadas sobre va-
riantes en los ejercicios.

iii. Presentacion en clase o con los
compafieros de ejercicios toma-
dos de otras fuentes.

Caracteristicas del producto

b Extension: libre.

b Individual 0  Equipo I
) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo [

Sugerencias

b Actividad de revision obligatoria ex-
traclase, sin manifestacion de pro-
ductos o desemperios.

) Planear, al menos, una sesion en la
clase para preguntas acerca de los
ejercicios.

) Propiciar el aprendizaje colaborativo.




y=£+§<x—2>
223 f(x)=3xsenxenx=m/4

Resolucion

Nuevamente, si se toma:

y=f(x,)* f(x,)(x —x,), se tiene con f'(x)=3(sen x + x cos x)
que la aproximacion lineal deseada resulta:

=3—7Tsenz+3 sen T+ Zeos T |l x — T . bi
YTy 4 4 4 g |y OB

anle (o)1)

8 2 4

X 1
224 f(x)= en x =——

fl=—"— .
Resolucion

Ahora, con y = f(x,) + f'(x,)(x — x,) obtenemos la aproximacion
lineal deseada:

x*+1 _2 2 1
] A e

225 f(x) *lenx=0

Resolucion

Al igual que en los casos anteriores, con y = f(x,) + f'(x,)(x — x,)
obtenemos la aproximacion lineal deseada:

yzxezx_1 (x—0) = yzf

x=0 e

+(1+ Zx)eZ"_1

x=0

Comenta tus hallazgos con tus compafieros y con tu facilitador.

Ejercicios 2.3

En cada uno de los siguientes casos calcula:

1. El cambio exacto de la funcién para el valor de x dado si se
tiene el incremento Ax.

2. El cambio de la funcién empleando diferenciales.

3. El error que se genera entre el célculo exacto y el encontrado
empleando diferenciales.

231 f(x)=2x—-5,x=2,Ax=05

Resolucion

1 fQ)=-1, f25)=0 = Af=0-(-1)=1

CapiTuLo 2 Diferenciales
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2. df = fi(x)dx = df =2(05)=1

3. El error de la aproximacion es: & = ‘Af - df‘ = ‘1 - 1‘ =0; el error
en toda funcién lineal debe ser cero, porque la aproximacién
lineal a la curva es ella misma.

232 f(x)=+/x*—1,x=5,Ax=0.01 y = (x'2-1"(1/2); ~1.000000 <= x <= 6.000000

° 2 80T
Resolucion

701

1 f(5)=25-1=1/24, ol
£(5.01) = {/5.01> — 1 = 4.90918 2 ity *r

= Af =4.90918 — /24 = 0.01020578 *1

301

201

2x
2% -1 10{

~ 5 0.01=00102062 7

V24
] ) Ficura 2.8 El error es despreciable
3. El error de la aproximacién es: &= ‘Af —df ‘ =| 0.010205782  alrededor de x = 5, para la funcion del

—0.0102062 ‘ =0.000000417. Este error planteado es engafioso, ejercicio 2.3.2.
ya que depende de cifras no significativas que pueden provenir

del error funcional en las calculadoras y, desde luego, depen-

de de la cantidad de cifras significativas tomadas; de cualquier

manera, observemos que debido a la pequefia magnitud que

representa Ax, el error resulta despreciable para propésitos

précticos, y es la forma del diferencial en general mas rapida y

atil para incrementos muy cercanos al cero (véase figura 2.8).

2.3.3 f(x)=2xcos2x,x =m/3, Ax = /200

2. df = f'(x)dx = df=

Resolucion
1. f(m /3)=—1.047197551, f(m /3 + m/200)= f(1.062905514)
=—-1120208442 = Af =-0.073010891 y = 2x*cos (2x); -3.141593 <= x <= 3.141593
2.df = f'(x)dx = df =(2cos2x —4xsen 2x)‘x:77/3 dx 40\
=(2cos2x — 4xsen 236)’%:77/3 7 /200 = —0.07269015 307

. . 201
3. El error de la aproximacion es:

& =|Af — df| =[~0.073010891 + 0.7269015 = 0.00032074.

Al igual que en el caso anterior, el error es engafioso debido a 2 2] 3
los errores de célculo que se pueden generar dentro de la calcu- B
ladora (véase figura 2.9). 201
2 il
x°+3 -30
234 f(x)=———,x=02,Ax=-01
x -40 1
Resolucion Ficura 2.9 El error es despreciable al-

3 ”
Puesto que la funcién puede ser reescrita como f(x)=1+—, se rededor dex = /3 para la funcion del

tiene: x ejercicio 2.3.3.



1. £(0.2)=76, f(0.2 —0.1)= f(0.1) =
2.df = f'(x)dx = df——63 dxz—63
X =02 X =02

3. En este caso, el error es enorme debido a que la
funcién se acerca a una region asintética en cero
y el valor de Ax es muy grande para este propdsi-

toe= |Af - df‘ = ‘ 225-75 ‘ =150, como se puede
observar en la figura 2.10.

2.3.5 f(x)=3xe >, x =0, Ax =0.001

Resolucion

1. Af = 0.002994005
£(0)=0, £(0.001)

2. df = f'(x)dx =3(e™

~ 3(672)( 72)5)

=0.002994005 =
dx
x=0

0.001 =0.003

x=0

—2xe” )

— 2xe

3. El error de la aproximacién es & = ’Af —df |

=\ 0.002994005 — 0.003 ] =0.000005994; que, al

igual que en los casos anteriores, se puede deber
en gran medida a los errores de calculo internos en
la calculadora. La figura 2.11 muestra la gréfica
de la funcién y su tangente.

Comenta tus hallazgos con tus compaferos y con tu
facilitador.

Ejercicios 2.4
Resuelve los siguientes problemas:

2.4.1 Un terreno mide el doble de largo que de ancho.
(Cuénto varia su area si al delimitarlo se comete un
pequefio error idéntico en ambas magnitudes?

Resolucion

Sea x el ancho del terreno y 2x su largo, de tal forma
que su area es A = 2x? Resulta que se comete un pe-
quefio error en x; es decir, el error es dx. luego, se tiene
que la variacion del area es dA = 4xdx, "desde luego, si
la delimitacion es por exceso dx > 0 y el area crece. En
caso contrario, si el error es por defecto se tiene que
dx <0y dA< O; es decir, el area decrece como es de
esperarse. Por ejemplo, si el ancho midiera 1000 m,

y el error fuera de 5 cm, el error seria dA = 4(1000)(0.05) =

que no es tan despreciable como se creeria.

(—0.1)=
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301 = Af=301-76=225

75

y=X"2+3/x"2

200.0 \\
100.0 |

-100.0 -

FiGura 2.10 Observa la causa del error tan grande para
la funcion del ejercicio 2.3.4. (Dénde pasa la tangente al
punto x = 2?

-3.141590 <= x <= 3.141590

y = 3x¥exp(-2x);

Ficura 2.11 Error muy pequeiio en la cercania de x = 0,
pero crece con rapidez si nos alejamos para la funcion
del ejercicio 2.3.5.

200 m?
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2.4.2 Se va a construir un cubo de cartén; sin embargo, al realizar
los cortes sobre el material se comete el mismo pequefio error en la
longitud de todas sus aristas. En términos de ese error:

1. ;Cuéanto cambia la suma de la longitud de todas sus aristas?
2. ;Cuanto cambia su area?

3. ;Cuanto cambia su volumen?

Resolucion

Sea x la longitud de la arista del cubo, el error cometido es dx.

1. La suma de las longitudes de sus aristas es L = 12x, donde la
variacion de dicha longitud es dL = 12dx, dx > 0, L crece; pero,
en caso contrario, si dx <0 se tiene que L decrece.

2. El 4rea del cubo A = 6x%; luego, debido al error dx cometido
se tiene que dA = 12xdx; en las mismas condiciones, si dx <0,
entonces dA < 0, mientras que si dx > 0 se tiene que dA > 0.

3. El volumen del cubo es V = x2, con el error cometido, la varia-
cién del volumen es dV = 3x2dx, en donde resulta obvio que si
dx <0 el volumen decrece, mientras que si dx > 0, entonces el
volumen crece.

Aunque no es solicitado, se debe hacer notar que en este caso
dx <dL <dA <dV, debido a los factores de x presentes. En ge-
neral, esto siempre es valido. Es decir, las longitudes son menos
sensibles al error que las areas, y lo més sensible es el volumen.

2.4.3 Se construye un cilindro sin tapas mediante una hoja rectan-
gular de papel aluminio que debe tener el triple de largo que de
alto. Si al cortar la hoja se comete un pequefio error en el largo de la
hoja, ;cuanto varia el volumen que encierra el cilindro construido
si se emplea el alto de la hoja como altura del cilindro?

Resolucion

Sean h el alto de la hoja de papel correspondiente a la altura del ci-
lindro y L el largo de la hoja; sabemos que L =3/, pero el volumen
del cilindro se da en términos del radio de la base, esto es V = 7rr?h.
La circunferencia de la base es L = 27rr, luego v =L/(27).

Ahora, V =m(L/(2m))*h =L*h/(4m). Como el error que se co-
mete es dL se tiene:

2
v=Lh g2
T 4ar

Por altimo, como L = 3h resulta:

2
av="g1
2T
2.4.4 La via del tren entre dos ciudades mide M kilémetros y el
area de su seccién es A cm?, si el coeficiente de dilatacion volumé-

trico del acero es v (1/°C).



1. ;Cuanto varia el volumen si se da una pequena variacion de la
temperatura uniforme a lo largo de toda la via?

2. ;Coémo cambia el planteamiento si la variacién de la tempera-
tura no fuese uniforme a lo largo de toda la via?

Resolucion

1.Sea V = MA(10°) cm® el volumen de la via, entonces, pues-
to que el volumen cambia v (cm® por cada °C) se tiene que:
dV = MA(10°)odT cm?®.

2. Si la temperatura no cambia de manera uniforme supén que
se tienen 1 segmentos de via de longitud M, cada uno, y va-
riacion de temperatura ATi en cada segmento, luego se tendra
AVi= MiA(105)vATZ. cm?; por dltimo, al sumar todos esos in-
crementos se tendra que la variacion total de volumen en la via
es:

AV =Y MA(10°)0AT, = Av10° Y MAT,
i=1 i=1
2.4.5 Se construye un tanque mediante un cilindro de radio r y
altura h, sellado en sus extremos mediante dos semiesferas. ; Cudl

error es mas critico: equivocarse ligeramente en la altura 7 o en el
radio »?

Resolucion

Puesto que las tapas del cilindro son semiesferas, juntas represen-
tan una esfera completa cuyo volumen es Ve = Adwr®/3, mientras
que el volumen del cilindro es Vc = mr*h, el volumen total del tan-
que es V =4mr’/3+ 7r’h. Si el error se comete en la altura h se
tiene dV, = ar’dh, pero si el error se comete en el radio se tiene
dV = (4mr? + 2mrh)dr. Si suponemos que los errores en la altura h
o el radio r son del mismo orden, es decir dr = dh se tiene:
AV, (4mr® +2mrh)dr  4r* + 2rh 2h

—g44
av, ar’dh r? r

En general, es comdn que h > r, aunque esto no afecta la conclu-
sion. Luego, continuamos y, puesto que 2i/r > 0, tenemos:

v 2h
r=4+ >4 = 4V >4dV,

d v, r

Se concluye que para el tanque resulta mas critico un error en el
radio que en la altura. Si ambos errores son por exceso, se satisface
la desigualdad mostrada. En caso de que ambos errores sean por
defecto, tomamos sus valores absolutos (ya que ambas variaciones
de volumen serian negativas) y se concluye lo mismo.

CapiTuLo 2 Diferenciales
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Ejercicios 2.5

Resuelve los siguientes problemas:

2.5.1 El encargado de control de calidad de una empresa produc-
tora de envases de vidrio ha notado que el espesor de la pared
del envase a mayor presion de la linea de aire comprimido es mas
delgada; por tal motivo, ha colocado un manémetro digital en la
linea. De manera experimental, concluye que la operacién 6ptima
se logra cuando la presién en la linea es de 4.2 kg/cm?, y de acuer-
do con las mediciones que ha efectuado cuando la presion baja 0.1
kg/cm?, el espesor de la pared se incrementa en 0.03 milimetros.
Si la pared estandar debe medir 2.7 mm, ;entre qué presiones debe
manejar su maquina, de tal forma que la pared de la botella no
varie mas de 10% respecto del estandar?

Resolucion

Sea E el espesor de la pared del envase y p la presion en la linea,
entonces se tiene que E, = 2.7 mm, mientras que p, = 4.2 kg/ cm?.
Ademas, se conoce quesidp = 0.1 kg/cm? se tiene que dE = 0.03 mm
y se pide que ’AE| =0.1(2.7) =0.27 mm.

Como E = f(p), entonces dE/dp =0.03/0.1
=0.3 [mm cm?/kg]. Ahora, AE = (dE/dp)Ap por lo que al
despejar Ap, resulta Ap = AE/(dE/dp) =0.27 [mm]/0.3
[mm cm?/kg]=0.9 kg/cm?, de donde la presiéon de la maquina
debe estar en el rango:

42-09=p=42+09o0bien33=p=51kg/cm’

Como se desconoce la naturaleza exacta de E = f(p), y debido a
las condiciones de error que genera el calculo por diferenciales, se
sugiere, por razones de seguridad, disminuir el rango de presiéon
3.3=p=5.1kg/cm?* de manera practica.

2.5.2 Una troqueladora corta arandelas con las di-
mensiones mostradas en la figura 2.12. Conforme el
troquel trabaja el filo se pierde y comienza a hacer las
arandelas cada vez con mayor didmetro en el exterior
y menor didmetro en la perforacion. Si las arandelas
se venden por kilogramos y en condiciones normales,
un kilogramo representa 572 arandelas, ;hasta qué
momento se puede soportar el desgaste del troquel si
el kilogramo de arandelas no debe contener menos de
550 piezas? Supoén que el espesor de la lamina de la

8 mm

cual se cortan las arandelas permanece constante. Ficura 2.12 Dimensiones de la arandela del ejercicio.

Resolucion

Sea W el peso de cada arandela W = yV, donde v es el peso espe-
cifico del material y V su volumen. El volumen de la arandela es
V = 7h(R* — r?),donde Ry =8 mmyr,= 4 mmsonrespectivamente
elradio exterior einterior de laarandela. Luego, W = ywh(R* —r?),



puesto que un kilogramo de arandelas contiene 572 piezas y cada
pieza pesa 1/572 kg = 0.001748251748 kg = ym(1)(8> — 47); enton-
ces:

y =0.000011593454 kg / mm®

Conforme se va dando el desgaste del troquel, las arandelas tienen
un R mayor y simultdneamente un » menor; puesto que el desgaste
se da en todo el filo del troquel, se puede suponer que esto impli-
ca dR =dr. Si R varia, se tiene dWR = 2ymhRdR, mientras que si r
lo hace se provoca dW = —2ymhr(—dr) = 2ymhrdr (dr es negativo
porque r disminuye). Luego, el nuevo peso de la arandela com-
prende ambos incrementos de peso, el producido por R y el de 7,
ya que ocurren al mismo tiempo. Entonces:

W =W, +dW = yah(RZ = 12) + (2ymhRdR + 2ymhrdr)

=1/572+2ymh(R +r)dr <1 /550, puesto que no puede haber
menos de 550 arandelas en un kilogramo.

Por altimo, al despejar y sustituir los valores conocidos resulta:
dr <(1/550 —1/572) / [ 2ymh(R + r)] = 0.08 mm

Que es el maximo error permitido para el desgaste de la herra-
mienta de corte.

2.5.3 En una empresa se producen balines (esferas de acero) para
rodamientos. ;Con qué precision se debe medir el didmetro del
balin si su peso teérico no puede exceder mas de 5% de la norma?

Resolucion

Sea W el peso; entonces, W=yV, donde y es el peso espe-
cifico del material y V su volumen. Para la esfera V = 471’ /3,
de donde W = y4wr®/3=vy4wD®/24, con el didmetro r=D/2.
Para una pequefia variacién de D, se tiene dW = yrD*dD/2 y
ésta es la variacion que no puede exceder de (5%)W, por lo que
se tiene dW <5W/100=W /20 que corresponde a ymD*dD/2
< (y477'D3 /24)/20; o bien dD < D/60. Es decir, el error de mediciéon
del didmetro no puede exceder D/60 = 0.016666D; o sea =1.6666%.

2.5.4 Un fusible mecanico estd formado por un alambre que se di-
sefa para que se reviente si la carga soportada por un mecanismo
rebasa un maximo de 1250 kg. El didmetro nominal del cable es de
0.02 mm, para reventarse muy cerca (por encima) de los 1250 kg. Si
las caracteristicas adicionales del cable se mantienen invariantes,
(con qué precision se debe producir el didmetro del cable si la car-
ga de ruptura debe estar en el rango de 1240 a 1300 kg?

Resolucion

Sea S el esfuerzo soportado por el cable fusible, luego S=F/A,
donde F es la carga soportada por el cable y A su &rea de sec-
cién. Para el circulo A==7D?/4, de donde F = S(wD?/4). Con
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F, = 1250 kg y D, = 0.02 mm, se tiene el esfuerzo nominal F,
= 1250(4)/(70.02%)[kg/mm?], ahora dF = S;7DdD/2 de donde
dD = 2dF /(S,mD), pero de acuerdo con las condiciones limitantes
dF_ = 1240 — 1250 = —10 kg, mientras dF, = 1300. Puesto que
dF_ = —10 kg representa la condicién mas critica de exactitud, se
tiene: dD = 2dF/(SymD) = 2(—10)70.02* /[1250(4)70.02] = 0.00008.
Es decir, el error de medicién no debe exceder a (0.00008/
0.02)100 = =0.4%, que es la precisién deseada.

2.5.,5 En cierto momento, una laguna tiene una superficie de 17.2
km?, medida sobre el espejo del agua. Un dia llueve y se observa
que en una lata cilindrica de 5 cm de didmetro el agua alcanz6 una
altura de 1.3 cm en los 23 minutos que dur6 la lluvia.

1. ;Cudnto se espera que la presa haya incrementado su volumen
de agua si se sabe que retine el agua de 122 km? de superficie y
llovié con esa intensidad en cerca de 85% de ese terreno?

2. ;Cuanto se habré elevado el nivel del espejo del agua?

3. Si se calcula que el volumen contenido por la presa antes de esa
lluvia era de 247 km® de agua, ;qué porcentaje de su volumen
se increment6 por cada minuto de lluvia?

Resolucion

1. Sea A el drea del espejo de la presa en un momento dado, en-
tonces el volumen de la laguna después de un momento de
lluvia es V =V, + Adh, donde dh es el incremento en la altura
del espejo del agua debido a la lluvia.

Puesto que la altura se increment6 en 1.3 cm en 23 minutos de
lluvia, se tiene que dh/dt = 1.3 /23 [cm/min]; o bien, dh = (1.3/
23)dt [cm]. Es necesario notar que si en la lata el nivel del agua
subi6 1.3 cm también lo hizo de igual forma en cualquier otro
lugar del terreno en que haya llovido.

Ahora, la cantidad total de lluvia que cay6 en todo el terreno
que capta la presa (directamente en ésta y los arroyos que ret-
nen el agua del area circundante) es:

dV, = A, dh = 122(0.85)[km2]1.3[cm](1075)[1<m/cm]
=134.81(10°)[km?]

2. Ahora, considerando tinicamente el 4rea de la presa, ya que el
agua se vertio en ella, se tiene:

dV, =dV = Adh
De donde:
dh=dV/A =134.81(10"°)[km’]/17.2 [km?]
=7.7003428571(10°) [km](10°)[cm/km]
=7.7003428571 cm

3. Puesto que dV = Adh, al dividir entre dt: se tiene:
dv/dt = Adh/dt

AUTOEVALUACION 2.1-2.5

EVALUACION POR CONOCIMIENTO,
ACTIVIDAD DE ENTRENAMIENTO
INDIVIDUAL Y GRUPAL.
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> Interés en la abstraccion.

> Interés por la solucion de situaciones
novedosas.

» Compromiso ético.
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> No son necesarios, aunque se espera
que el estudiante, de manera indivi-
dual o en equipo, intente la solucion
de cada autoevaluacion.

> Es muy importante que se compren-
da como los procesos de variacion se
representan mediante diferenciales,
y c6mo estos se pueden aproximar
mediante incrementos. Esto es til
sobre todo en situaciones en las que
se desconocen las expresiones ana-
liticas de los fendmenos en estudio.

Desempenos
» No son necesarios.

Criterios de calidad

Presentacion de preguntas de
interés grupal o individual, res-
pecto de la solucion de los cues-
tionamientos.

I. Presentacion en clase o con los

compafieros de
otras fuentes.
Conjeturas  adecuadas  sobre
variantes o implicaciones de los
cuestionamientos.

gjercicios de

Sugerencias

b Actividad de revision obligatoria ex-
traclase, sin manifestacion de pro-
ductos o desempefos.

b Planear al menos una sesion en la
clase para discusion grupal.

> Propiciar el trabajo en equipo.




=17.2[km?*17.7003428571[cm](10~°)[km/cm]/23[min]
=5.758517267(10 °) km? /min
Por altimo, el porcentaje deseado es:

(dV/dt)100/ V, = 5.758517267(10 °)(100)/247
= 0.000023313%,/ min

Autoevaluacion 2.1
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Resuelve los siguientes cuestionamientos:

2.1.1 Encuentra el diferencial df de la funcién en términos de x:
f(u) =1’ + sen(2 + 3u), si se sabe que u(x) =3xcosx.
2.1.2 Calcula una aproximacion lineal alrededor del punto x =3,
para la funcion f(x) = 5x° cos(x — 7).
2.1.3 De acuerdo con la segunda ley de Newton, la fuerza depende
de la masa y la aceleracion. ;Cuénto variard la fuerza si simulta-
neamente varfan una cantidad infinitesimal la masa y la acelera-
cion?

x+4x*+1
2.1.4 Para la funcién f(x) = T , tomando x =—1
x

y Ax =0.001, calcula:

1. El cambio exacto de la funcién para el valor de x dado, si se
tiene el incremento Ax.

2. El cambio de la funcién empleando diferenciales.

3. El error que se genera entre el célculo exacto y el encontrado
empleando diferenciales.

Solucion a la autoevaluacion 2.1

2.1.1 df =[(81x*cos’x — 81x’cosxsen x
+ 27cos(2 + 9x cos x)(9 cos x — 9xsen x)]dx

2.1.2 Como, f'(x) =—10xcosx + 5x%sen x, se tiene:
f(x)=—63.60 + 36.05 x
2.1.3 Como F = ma, se tiene: dF = mda + adm
214

1. Af = f[-1+0.001] — f[-1] = 0.00153908

2. df =0.00153553

3. El error es —3.54727 X 10~°

Autoevaluacion 2.2

Resuelve los siguientes cuestionamientos:

2.2.1 Encuentra el diferencial df de la funcién en términos de x:
f(u) =3uv + 4(u + 20)?, si se sabe que u(x) = 3e* y v(x)="5cosx.

AUTOEVALUACION 2.1

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

b En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

Extension: libre.

Individual O Equipo O

Fecha de entrega:

Obligatorio 0  Optativo [

v v v Vv

AUTOEVALUACION 2.2

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
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ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto
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Individual O Equipo I
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2.2.2 Calcula una aproximacién lineal alrededor del punto x =2
para la funcion: f(x) = 5x* In(x + 1).
2.2.3 De acuerdo con la ley de la gravitacion, la fuerza gravitacio-
nal se calcula mediante:
oM
r
donde G es una constante, M y m la masa de dos cuerpos que se

atraen mutuamente y r la distancia entre el centro de masa de los
dos cuerpos. Considerando la segunda ley de Newton F = ma.

1. ;La aceleracién de la gravedad es constante?
2. Si una persona se sube a una mesa de 1 m de altura, ;cudnto
cambi6 la gravedad para esa persona?

2
+
2.2.4 Parala funcion f(x) = X Tsenx

calcula:

, tomando x =3y Ax = 0.001,
x +

1. El cambio exacto de la funcién para el valor de x dado, si se
tiene el incremento Ax.

2. El cambio de la funcién empleando diferenciales.

3. El error que se genera entre el célculo exacto y el encontrado
empleando diferenciales.

Solucion a la autoevaluacion 2.2
2.2.1 df =3(udv + vdu) + 8(u + 2v)(du + 2dv)

Como du =3e*dx y dv =—5sen xdx:
df =[45e"(—senx + cosx) + 8(3e* +10cosx)(3e* — 10 sen x)]dx

2

2.2.2 Como f'(x) =10xIn(x +1) + S:C_ T f(x)=—35.308 + 28.64 x
X
2.2.3 M M
1. Como F =ma = G—Zm =9= G—2 no es constante.

r r

2. El cambio en la gravedad es: dg= —ZGMBdr ~ —2GM3Ar
r

B
=-2G M3, donde My r son la masa y el radio de la Tierra, res-
r

pectivamente.
224
1. Af = f[3 +0.001] — f[3] = 0.000681243
2. df =0.00068181
3. El error es —5.66 X 107".

Autoevaluacion 2.3

Resuelve los siguientes cuestionamientos:

2.3.1 Encuentra el diferencial df de la funcién en términos de x:
f(uw)=u/v + ", si se sabe que u(x) =3tanx y v(x) =2x> —x + 1.



2.3.2 Calcula una aproximacion lineal alrededor del punto x =2,
para la funcién f(x)=2xe* ™.

2.3.3 Un cono circular recto tiene radio en su base de 5 cm y altura
de 12 cm. ;Cuanto crece aproximadamente su volumen si su gene-
ratriz crece 1 por ciento?

Solucion a la autoevaluacion 2.3

2.3.1
vdu — udv

df = .
du = 3sec” xdx; dv = (4x — 1)dx

af = [(2x2 — x + 1)(3sec” x) — 3 tan x(4x — 1)
(2x* —x + 1)
422 (3 500? x 4 Ay — 1)]dx

2.3.2 Como f'(x)=2(2x + 1)e***":
f(x)=—2374.61+ 1484.13x

2.3.3 Tomando r como el radio, i como la altura y g la generatriz,
se tiene, de acuerdo con la figura 2.13:

2
V= hﬂ; con r =4/ ¢> —h* de donde:

deghﬂ-rdr+lrr r’dh
3 3

+e""(du + dv)

hdh rdr
dg = 2, 2 * 2, 2
\/h +r \/h +r

O bien:

gdg = hdh + rdr

Con dg = 0.01=,/144 + 25(0.01), si tnicamente varia el radio
dh =0, luego dV =42.47; al contrario, si tnicamente varfa la al-
tura dr =0 y se tiene dV =3.687. Entonces, la variaciéon del ra-
dio es mas critica y la variacién del volumen se da en el intervalo
3.687 <dV < 42.74, en caso de que varien ambos de manera simul-
tanea se logra un méximo 0.01g, tal como se indica.

Autoevaluacion 2.4
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AUTOEVALUACION 2.3

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

b En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

) Extension: libre.

b Individual O Equipo OJ

) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo CI

FiGura 2.13 Dimensiones del cono del
ejercicio 2.1.4.

AUTOEVALUACION 2.4

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Resuelve los siguientes cuestionamientos:

24.1 La empresa Fluid, S.A., presenta su ecuacién de precios de
venta (en pesos) F(x)=3.21xP(x)+ 17.21Q(x) — 3.4P(x)/Q(x) con
base en los precios unitarios de dos de sus proveedores a quienes
les compra la misma cantidad x en kilogramos (kg). Si los precios
unitarios de los proveedores son respectivamente P(x) =3x — 4/x,

x>100y Q(x) = \/; +1223/x” (en pesos) y Fluid, S.A., comprara

Caracteristicas del producto

) En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

) Extension: libre.

b Individual O  Equipo OJ

) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo CI
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500 articulos para satisfacer un pedido por la misma cantidad. En-
cuentra para Fluid, S. A., cudnto variard su precio de venta si su
pedido aumentara o disminuyera pequefias cantidades alrededor
de las 500 unidades solicitadas.

2.4.2 Calcula una aproximacion lineal alrededor del punto dado
x =a —1.72, para la funcién f(x)=x + tan(x + 1).

2.4.3 Una lata de aluminio cilindrica para liquidos mide 3.18 cm
de radio y 15.8 cm de alto, mientras el espesor de la lamina con
que esta hecha es de 0.64 milimetros (mm). Si en forma simultanea
se provocara un error maximo en radio, altura y espesor del k% de
incremento en cada magnitud:

1. ;Cuanto varia en porcentaje el peso de la lata?

2. ;Cuanto varia en porcentaje la cantidad de lamina empleada
para construir la lata?

3. ;Cuanto varia en porcentaje el volumen que puede contener la
lata?

4. En cada caso, ;qué magnitud al variar resulta més critica: la
altura, el radio o el espesor de la lata?

5. iQué valor maximo puede tener k si ninguna de las magnitu-
des mencionadas en los incisos 1, 2 y 3 debe modificar su valor
mas de un 2 por ciento?

Solucion a la autoevaluacion 2.4

2.4.1 La expresion solicitada es:
AF =[3.21(P(x) + xP'(x)) + 17.21Q'(x)
34 P,(X)Q(X) — P(X)Q,(x)]Ax

Qx)*
Donde:
P(x)=3x —4/x,x>100y P'(x) =3+ 4/x*, x > 100
1 2446
Q(x)=x +1223/4y Q(x) = —— — =
(%) y Q%) N

De donde la ecuacién solicitada es: AF = 9630.12Ax
2.4.2 Como f'(x)=1—sec*(x +1): f(x)~1.638 —0.7692x
2.4.3 Tomando r como el radio, & como la altura, t como el espesor
de la lamina, W el peso de la lata vacia, A el drea de la laminay V
su volumen, se tiene:
1. W =2m(hr + ")ty
AW = 2m(hr + r*Yydt + 2 rtydh + 2 (h + 2r)tydr
Ahora, dr = rk/100, dt = tk/100 y dh = hk /100 resulta en:

AW = ((hr + r*)t + rth + (h + 2r)tr)2my k /100

AN /W = 3(h + r)2aryrtk /100

100 = 3k%
2ayr(h +r)t
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2. A=27 (hr +1?)
dA =2ar(h + 2r)dr + 2arrdh = 27 ((h + 2r)r + rh)k /100
47r(h + r)rk /100
2m(h+r)r

dA/A = 100 = 2k%

3. Existen dos posibilidades, la primera por analizar es que el es-
pesor de la ldmina crezca hacia el exterior, por lo que el volu-
men de la lata no dependera del espesor de la ldmina, sino solo
de la variacién en radio y altura:

V =har v%; dV = 2mvhrdr + wv2dh;
(2r + 1)7T1’2hk/100

av/v= 5 100 =7.36k%

wr°h
En caso de que el espesor de la lata afectara al volumen, se
tendra dr = dh = — tk /100, por lo que con las variaciones simul-

taneas se tiene:

dV = (2r + 1)mr’hk /100 — (2 rhr + 7r?)tk /100
((2r + 1)h — (2h + 1)t)7r*k /100
27r’h
4. La magnitud que varia més criticamente, de acuerdo con las

condiciones indicadas, es el espesor de la lata en el caso 1,
mientras que en los otros dos es el radio de la lata.

av/v = 100 = 3.646k%

5. Para el peso 0.667%, para el drea 1% y para el volumen, segtin
los dos casos 0.272% y 0.549%, respectivamente; de donde se
concluye que la condicién més critica es 0.272%.
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El éxito es la acumulacion de los pequerios triunfos cotidianos,
el fracaso es una forma de vida siempre decreciente.

3.1 INTEGRAL INDEFINIDA ®

< Las pequeinas variaciones

Con el limite y la derivada logramos observar los detalles mas pe-
quefios de las funciones, asi como desentrafar los secretos de lo in-
finitamente pequefio y localizar sus variaciones instantaneas. Pero,
(qué ocurre con esas pequefas variaciones?

¢Coémo calculamos la acumulacién?

El mundo esta compuesto de grandes y pequefias cosas -obje-
tos fisicos o virtuales- que nos envian una constelacion de estimu-
los, los cuales, a veces, son imperceptibles por su infima magnitud;
sin embargo, esas pequefas variaciones impactan de manera per-
manente a los objetos y los modifican, y solo son percibidos cuan-
do se han “acumulado de manera suficiente”... Entonces, ;como
calculamos esa acumulacién?

1. Todos hemos experimentado el crecimiento del cabello. Descri-
be un experimento que te permita calcular el crecimiento acu-
mulado del cabello a lo largo del tiempo.

2. Explica como podrias calcular la acumulaciéon de agua en el
tinaco de tu casa.

3. Explica cémo calcular la acumulacién del salario de una perso-
na a lo largo de cinco afios.

4. Explica como puedes calcular el area de un mapa de México
dibujado en una hoja tamafio carta, como se muestra en la
figura 3.2.

5. Si a principios de afio, una persona tiene una cantidad $P en
el banco y el interés i que le dan por su depdsito cambia todos
los dias, explica como sugieres que se calcule lo que tendra en
el banco al final del afio.

6. Si por la mafiana dejas un vaso lleno de agua expuesto a los
rayos del Sol, podrés observar que a lo largo del dia el liquido
se evapora. ;Como sugieres que se calcule la cantidad de agua
evaporada en cierto momento del dia?

7. El grifo del lavabo de tu casa ha goteado durante cinco horas.
Sugiere como puedes calcular cuénta agua se ha tirado.

8. Un costal de cal tiene un hoyo y empieza a tirar su contenido.
Si durante los primeros cinco minutos se tira a razén de 5.4 g/s
y después cada segundo se tira un gramo mas que en el ante-
rior, ;como calculas la cal que se ha tirado en 15 minutos?

Ficura 3.1 {Puedes sugerir qué cosas
se han acumulado en los objetos de la
fotografia y como calcular cuanto se
acumulé?

http://cuentame.inegi.org.mx/mapas/pdf/nacional/
div_territorial/nacionalestados_sn.pdf
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Ficura 3.2 {Como calculas el drea del mapa de México? Fuente: http://cuentame.
inegi.org.mx/mapas/pdf/nacional/div_territorial/nacionalestados_sn.pdf

9. Una lata de refresco en la maquina llenadora de la fabrica se
llena a razén de 5 ml por segundo hasta que alcanza 0.75% de
su contenido. Después de ese momento, la cantidad que entra a
la lata disminuye 5% cada segundo. ; Cémo calculas el tiempo
en que se llena la lata?

10. Un cepillo desbasta el espesor de una placa de acero que mide
22 X 44 cm®y 3 cm de espesor a razén de t/100 mm/s. ;Cémo
calculas cuanto acero se ha desbastado después de 10 segun-
dos (s)?

Comenta tus respuestas con tus compafieros o con tu facilita-
dor por medio de los recursos en uso.

En muchos otros casos, esas variaciones se acumulan y logran
los enormes cambios que observamos a nuestro alrededor. Lo im-
portante es identificar métodos de célculo o predicciéon de dicha
acumulacion.

Actividad 3.1.1

El proceso de exhausion

Los objetos fisicos poseen cualidades dimensionales en términos
del espacio que ocupan; por eso, desde la antigiiedad el hombre
se preocup6 por medirlos. Los ntimeros reales positivos permiten
tener una forma de medida para la longitud. El &rea se considera
una medida compuesta y delimitada entre figuras geométricas ce-
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APLICACION 3.1.1

ACTIVIDAD PARA REFLEXIONAR Y
COMENTAR CON COMPANEROS
Y FACILITADOR.

Actitudes

> Gusto por el andlisis de situaciones
reales.

> Respeto por las ideas de otros.

> Gusto por la reflexion de propuestas
heuristicas.

> Interés por proponer conjeturas en el
analisis de problemass.

Desempenos

> Propuesta de conjeturas de célculo
a las diez situaciones propuestas sin
mads informacion que la aportada.

Productos
> No son necesarios.

Criterios de calidad

i. Conjeturas adecuadas sobre la
naturaleza de los procesos de
acumulacion ocultos en los fend-
menos sefialados.

ii. Originalidad en las propuestas.

iii. Trazo y andlisis de gréficas para
reforzar sus conjeturas.

Caracteristicas del producto

) Extension: una cuartilla.

b Individual O  Equipo I
) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0 Optativo I

Sugerencias

b Es claro que una respuesta general a
los cuestionamientos es: “integran-
do, pero cémo lo hacemos si atin no
sabemos integracidn”, por ello la res-
puesta es de tipo heuristico.

> Inducir la discusion sobre como re-
solver las diferentes situaciones de
célculo de acumulacién, empleando
sumas, algebra, graficas, etcétera.

) Discutir sobre la exactitud de calculo
propuesto.
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rradas que poseen un interior, y para su medicién
la geometria aporta su herramental, al igual que
sucede con el volumen.

ACTIVIDAD 3.1.1

ACTIVIDAD PARA REFLEXIONAR Y COMENTAR
CON COMPANEROS Y FACILITADOR.

Pero, ;cémo calcular el area de figuras no per-  aditudes
fectas, como las establecidas de manera ideal por
la geometria?

> Interés por el andlisis de situaciones reales.

» Observacion de los hechos cotidianos y propuesta de conje-
En la antigtiedad, esta pregunta fue planteada turas sobre conceptos nuevos.

por los griegos, quienes comenzaron a emplear » Gusto por la experimentacion y el cdlculo.

métodos exhaustivos, pensando que con estos Productos

siempre podrian aproximar el area deseada. Inclu- . gncayq con las reflexiones, gréficas y respuesta a cada una de

so, en ocasiones lograron calcular con exactitud el las doce situaciones propuestas.

area de superficies irregulares, cubriéndolas en su

totalidad con figuras geométricas, tales como cua- o _ _

drados, rectangulos y, sobre todo, triangulos. Esto I. Claridad y congruencia en la redaccion.

es lo que se llama proceso de exhausion. i, Respgesya atodosy cada_ uno de los cuestionamientos.
iii. En ninglin caso es considerada como correcta una res-

Criterios de calidad

La figura 3.3 muestra una forma irregular en puesta simple del tipo “no, si, nunca, siempre, etc.”.
un proceso de exhausién a base de triangulos. iv. Manifestacion de las propias ideas y, en caso de defini-
Calcular el 4rea de estos tridngulos es tarea fécil, ciones de textos, cita de las fuentes.
ya que, como se observa, al sumarlos van aproxi- v. Originalidad. _ o
mando el 4rea de la figura poco a poco. vi. Uso de dibujos, gréficas, animaciones, esquemas 0 ma-

] ] pas conceptuales para clarificar las ideas.
El proceso de exhausion se afina cuando se

logra encontrar una propiedad comin entre las
figuras geométricas que forman la figura princi- > Extension: una cuartilla.

pal; por ejemplo, cuadrados del mismo tamafio, ~ * Indvidual O Equipo O “
rectangulos de un ancho o un alto fijo, tridngulos

semejantes, etcétera.

Caracteristicas del producto

Realiza las siguientes actividades:

1. En una hoja de papel cuadriculado traza una forma irregular
cerrada. ;Cual es la forma mas facil de calcular aproximada-
mente su area? (Puedes emplear el antifaz de la figura 3.4).

N

Observa que es posible aproximar al area de dos maneras: por
exceso o por defecto. El exceso implica tomar los cuadros que
contienen un pedacito de la superficie, aunque sea muy poco;
mientras que por defecto solo se toman los cuadritos que estan
cubiertos en su totalidad por la superficie buscada. ; Tomar el
promedio entre ambos aproximard mejor al area?

S

(Qué dimensiones tenia el papel cuadriculado que usaste? Re-
cuerda que hay cuadro chico (5 mm) y cuadro grande (7 mm), o
mas finamente papel milimétrico (1 mm). Si quisieras calcular
el drea con la mayor exactitud posible, ;cual cuadricula em-
plearias y por qué?

4. ;Reducir el tamafio de las figuras del proceso de exhausién

mejora la exactitud del calculo del area? Ficura 3.3 Figura irregular, aproximan-

do su area mediante triangulos que la
5. Investiga quién invent6 el método de exhausion y qué resulta-  cubren exhaustivamente, paso a paso,
dos obtuvo. ;Cuando lo hizo? con triangulos més pequeiios.
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) Fecha de entrega: “
) Obligatorio 0  Optativo I
Sugerencias
) Producto obligatorio para realizarse en equipo de tres per-
s0Nas.

b En la clase pedir a los estudiantes que propongan anélisis con
diferentes formas y tamafios de dreas para las preguntas seis
a nueve.

b {Qué pasa si la superficie no es plana, por ejemplo una es-
fera?

FiGura 3.4 Calcula el drea del antifaz por exceso y por defecto.

6. Si tienes una figura de area A y otra de area B, y las juntas sin
empalmarlas, ;cudl serd el area total de la nueva figura que
surge al unirlas?

7. Si tienes una figura de area A y le haces un “hoyo” de area B,
(cudl serd el area de la nueva figura?

8. Si tienes 20 figuras de drea A cada una y las juntas sin empal-
marlas, jcudl serd el drea total de la nueva figura que surge al
unirlas?

9. Si tienes dos figuras de drea A 'y B, respectivamente, y las juntas
ipero una parte de ambas se empalmal!, ;qué puedes decir del
area de la nueva figura?

10. ;Coémo podrias resumir las propiedades del 4rea descrita en las
altimas cuatro preguntas?

11. ;Crees que existan areas negativas? Discute con tus comparie-
ros este punto.

12. ;Reconoces en el método de exhausién por exceso y por defec-
to procesos de calculo de limites? ; Por qué?

Comenta tus puntos de vista con tus companeros o con tu faci-
litador por medio de los recursos en uso.

En conclusion, el método de exhausioén tiene como objetivo
calcular la acumulacién de pequefios elementos de drea de formas
complejas mediante formas geométricas sim-
ples, como tridngulos, rectdngulos, o de aquellas
formas de drea conocida o de facil calculo que
mas convengan.

Aplicacion 3.1.2

iEs el producto de dos variables!

El calculo de &reas es un problema fisico muy co-
mun que inicié en la antigiiedad, en el seno de
la cultura griega, para el uso de la agrimensura;
es decir, la medida de los terrenos. Esta presenta  Ficura 3.5 (Se puede calcular la cantidad de grano en el ca-
muchas formas equivalentes que parten de una mion como el producto de dos variables?
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figura geométrica muy simple: el rectdngulo, para
el cual su area se define como el producto de su
base por su altura o algebraicamente A = bh.

<> ¢Cambiaria en algo la expresion si en lugar
de llamarle A, b y h; los llamé&ramos C = pg o
r = st; o cualesquier tres diferentes variables?

Del razonamiento previo se puede concluir que
el area es un concepto abstracto que se identifica
por el producto de dos variables; asi, otros casos
de dreas no geométricas son:

1. C = np, en donde p es el precio de un produc-
to, n es el naimero de productos que deseas
comprar, ;y qué representa C?

2. F = Pi, en donde P es una cantidad de dinero
depositada en el banco e i el interés que paga
el banco cada mes. ;Qué es F?

3. L =nr, donde r es la cantidad que crece por
dia el cabello y n el nimero de dias que han
transcurrido. ;Qué es L?

4. C=nv, donde v es el valor asignado a cada
pregunta en un examen y # es el niumero de
preguntas correctas. ;Qué es C?

5. dy = f'(x)dx, donde f’(x) es la razon de cam-
bio instantanea en un fenémeno y dx es el
cambio infinitesimal de la variable indepen-
diente. ;Qué es dy? ;Qué unidades tiene cada
término?

6. V = RI, también conocida como ley de Ohm,
donde V es el voltaje, R es la resistencia e I
la intensidad de la corriente. ;Qué unidades
tiene cada variable?

APLICACION 3.1.2

ACTIVIDAD PARA REFLEXIONAR Y COMENTAR
CON COMPANEROS Y FACILITADOR.

Actitudes

» Gusto por la abstraccion de situaciones reales.

» Respeto por las ideas de otros.

» Interés por la reflexion y propuesta de conjeturas para situa-
ciones que se reducen al calculo de un producto de dos va-
riables.

Desempenos
» Propuesta de conjeturas de diferentes casos que se reducen
al cdlculo de un drea.
Productos
» No son necesarios.

Criterios de calidad
i. Conjeturas adecuadas sobre la posible abstraccion de un

problema a cdlculo de drea de un rectangulo.
ii. Originalidad en la propuesta de ejemplos.

Caracteristicas del producto

» Extension: una cuartilla.

» Individual O  Equipo OI
» Fecha de entrega:
» Obligatorio 0  Optativo [J

Sugerencias

» Producto optativo en equipo.

> Para realizarse en equipos de tres personas.

» Propiciar en la clase la graficacion de las diferentes situacio-
nes de cdlculo de producto de dos variables y el analisis de
significado como drea.

7. F = ma, también conocida como segunda ley de Newton. ;Qué

significan sus componentes?

Muchos problemas de volumen también se pueden simplificar a
situaciones de célculo de areas. La geometria indica que el volu-
men de un prisma es V =hA (compara esta expresiéon con las an-
teriores; jes el producto de dos variables!, pero también es posible
otro caso... continda...), donde / es la altura y A el drea de la base;
entonces, si /1 es conocido y fijo, el volumen dependera exclusiva-

mente de A. Por ejemplo:

1. El peso de una placa de acero de 1/2" de espesor.

2. La cantidad de aluminio que se requiere para hacer una lata.

3. La cantidad de plastico necesaria para hacer una botella de re-

fresco de espesor de pared fijo.
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Plantea al menos cinco casos de “areas no geométricas” y tres
casos de volimenes que se pueden reducir al cdlculo de areas.

De la actividad 3.2.1 se desprende que el drea de una figura
geométrica de forma compleja se calcula mediante pequefias areas
de figuras simples, como triangulos o rectangulos. En cada caso,
el area de esa figura se puede calcular como el producto de dos
longitudes: largo y ancho o base y altura. Pero, ;qué significa alge-

braicamente este proceso?

Actividad 3.1.2

Antiderivada

Ya has analizado la derivaciéon mediante proce-
dimientos algebraicos y empleaste tablas de “de-
rivadas”, como los teoremas que se muestran,
donde u y v son funciones de x, mientras n y ¢

ACTIVIDAD 3.1.2

ACTIVIDAD PARA REFLEXIONAR Y COMENTAR
CON COMPANEROS Y FACILITADOR.

Actitudes

> Interés por la abstraccion.
» Gusto por la lectura técnica.
» Manifestacion de interés por los desarrollos algebraicos.

Productos

» Ensayo con las reflexiones y los desarrollos algebraicos que
permiten la conversidn y el andlisis de las expresiones de de-
rivacion para escribirlas como antiderivadas.

Criterios de calidad

i. Claridad y congruencia en la redaccion.

ii. Respuesta a todos y cada uno de los cuestionamientos.

iii. En ningln caso es considerada como correcta una res-
puesta simple del tipo “no, si, nunca, siempre, etc.”.

iv. Manifestacion de las propias ideas y en caso de definicio-
nes de textos, cita de las fuentes.

v. Originalidad.

vi. Uso de dibujos, gréficas, animaciones, esquemas 0 ma-
pas conceptuales para clarificar las ideas.

Caracteristicas del producto

) Extension: una cuartilla.

b Individual O  Equipo CJ
) Fecha de entrega:
) Obligatorio 0  Optativo

Sugerencias

) Producto obligatorio en equipo de tres personas.

) En la clase pedir a los estudiantes que localicen tablas de in-
tegracion de otras fuentes y comparen la nomenclatura y los
resultados.

) Explicar con claridad a los estudiantes que si no se coloca la
constante de integracidn, la resolucion de una integral indefi-
nida estd incompleta.
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Asi, por ejemplo, para la expresién f(x) =5x?, al derivar aplicaste
los teoremas T3.1 y T3.7 para obtener f’(x) = 10x, obviamente, por
la propia notacién, llamamos a 10x la derivada de 5x° y, a la in-
versa, llamamos a 5x? la antiderivada de 10x. De esta forma, una
tabla de derivadas también se puede entender como una tabla
de antiderivadas. Por ejemplo, en el teorema T3.12 se expresa:
—senuu’ como la derivada de cosu, por lo que de nuevo, a la in-
versa, cosu serd la antiderivada de —senuu’'.

Pero, tenemos una dificultad debido al teorema T.3.1, ya que
éste sefiala ¢’ =0, de donde 5x + 3, 0 en general, para 5x% 4+ ¢ se
obtiene la misma 10x; ahora, ;cual es entonces la antiderivada
de 10x7? jLa respuesta es que tiene muchas antiderivadas!, mismas
que se pueden resumir como una familia, ya que tnicamente difie-
ren en la constante ¢ que las acompafa y su forma general 5x°> + c.

La antiderivada es tan importante que se utiliza una notacién
especial para ella. Observa la forma general de las expresiones en
la tabla. Se puede expresar asi:

d ! !

=) = d(f)= f

Esta es una relacion entre diferenciales, de donde para recuperar la
antiderivada solamente nos falta decir como convertir el diferen-
cial df en la funcién original. Eso lo definiremos asi:

Jd(fey =] fde=fx)+e

Es decir, para indicar la obtencién de la antiderivada se emplea el
simbolo:

[ (yx

Al que también llamamos integral indefinida respecto de x. Ob-
serva que es un simbolo que tiene dos componentes que no se
pueden separar y antiderivan lo que estd entre ellos, que llamamos
integrando de la integral:



Jd(f) = f(x) +c

Esta expresion indica que para poder obtener la antiderivada, la
integral requiere que exista el diferencial de una funcién completo
a la derecha del simbolo de la integral; por ello, si a los teoremas
T3.1 a T3.22 les agregamos el simbolo de integral a ambos lados,
observamos que representan diferenciales completos y resulta cla-
ra la obtencién de la funcién original previa a la derivacién, més la
constante que identifica a la familia, resultado de la desaparicion
de las constantes al derivar segtin el T3.1. De hecho, la tinica for-
ma de obtener antiderivadas es llegar a esta forma final de diferen-
ciales completos.

Por ejemplo, retomando la expresién del teorema T3.18, con
base en la expresion del lado derecho, que surge de aplicar la deri-
vada, la escribimos asi:

J%;z dx = cos ' (u

Donde, de manera general, a ¢ la llamamos constante de integra-
cion. De esta expresion se puede extraer que la siguiente igualdad
es verdadera:

)+c

—3x?

ﬁdx = cos"

. . 2 . 2
Ya que si se hace u = x°, se consigue que u* = x° y ademas u' = 3x”.
(Estas de acuerdo?

") +c

También se puede expresar como:

a2
Jd S =cos '(x*) +¢
1-x°

Donde se muestra con claridad que al integrarse el diferencial, nos
regresa la familia de la funcién original.

Por eso, para encontrar antiderivadas o integrales indefini-
das se debe buscar qué estructura de los teoremas T3.1 a T3.22
se cumple y confirmar que tenga todos los elementos que pide la
expresion, tratando de recuperar aquellos que se pudieron haber
eliminado mediante simplificaciones algebraicas.

1. Escribe las expresiones T3.7 a T3.22 como antiderivadas.

2. Muchos textos presentan “tablas de férmulas de integracién”;
comparalas con tus resultados del cuestionamiento previo. ; Hay
diferencias? ;No encontraste alguna? ;Existen muchas mas en
las tablas? ;Por qué crees que ocurre lo que has detectado?

3. En particular, la expresion del teorema T3.7 suele mostrarse
diferente. Analiza con mucho cuidado y explica si existe una
equivalencia entre ambas tablas.

CapiTuLo 3 Integral indefinida
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4. Aplica tus conclusiones de la pregunta previa para resolver:

dx

4x?
Recuerda que siempre existe una forma muy simple de verifi-
car si has resuelto de manera correcta una antiderivada: simplemen-

te derivala. ;Y qué vas a encontrar como resultado?... No olvides
esto, ya que siempre te serd de gran utilidad.

Comenta tus conclusiones con tus compafieros o con tu facili-
tador por medio de los recursos en uso.

La antiderivada es el proceso inverso de la derivada y tiene que
ver con el calculo de dreas. Estudiaremos ahora ese significado.

Actividad 3.1.3

El rea bajo la curva

Partir del método de exhausién es posible empleando rectangulos
para aproximar cualquier area. Llamamos &rea bajo la curva en un
intervalo f(x + Ax)= f(x)+ f'(x)Ax ala superficie limitada por la
curva, el eje x y lasrectasx =ay x = b.

1. Traza una curva cualquiera (por arriba del eje x) y dos rectas
verticales identificadas como a y b (véase figura 3.6).

2. Traza tantas rectas verticales como quieras entre x = ay x = b.
Entre cada dos rectas se ha limitado una pequena superficie
que esta cerrada por abajo con el eje x y arriba por la funcion.
Traza una recta horizontal aproximadamente en el minimo del
pequeno segmento de la curva, entre cada dos rectas; habras
formado una serie de rectdngulos parecidos a la figura 3.6.

3. ;La suma del &rea de los rectangulos trazados en la figura 3.6
es una aproximacion al area bajo la curva? ;La aproximacion se
hace por exceso o por defecto?

4. ;Coémo puedes mejorar la exactitud de la aproximacion al 4rea
bajo la curva?

5. Traza de nuevo la figura, pero ahora dibuja la recta horizon-
tal superior aproximadamente en el maximo del pequefo seg-
mento de curva. Habras obtenido una figura similar a la 3.7.

6. ;La suma del drea de los rectangulos trazados en la figura 3.7
es una aproximacion al area bajo la curva? ;Esa aproximacion
se hace por exceso o por defecto?

7. ;Se podra decir que el area bajo la curva es mayor que la limi-
tada por los rectangulos de la figura 3.6, pero menor que los de
la figura 3.7? ;Por qué?

8. ;Se puede mejorar la exactitud de la aproximacion al area bajo la
curva mediante la forma empleada en la figura 3.7? ; Es la misma
propuesta que hiciste en el cuestionamiento 4? ; Por qué?

ACTIVIDAD 3.1.3

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

> Interés por la abstraccion.

» Gusto por la lectura técnica.

> Manifestacion de interés por el anali-
sis de los desarrollos algebraicos y su
representacion gréfica.

Productos

> Ensayo con las reflexiones y desarro-
llos algebraicos y andlisis graficos que
permiten concluir los desarrollos en
el limite.

Criterios de calidad

I. Claridad y congruencia en la re-
daccion.

ii. Respuesta a todos y cada uno de
los cuestionamientos.

iii. En ninglin caso es considerada
como correcta una respuesta
simple del tipo “no, si, nunca,
siempre, etc."”.

iv. Manifestacion de las propias
ideas y, en caso de definiciones
de textos, cita de las fuentes.

v. Originalidad.

vi. Uso de dibujos, gréficas, anima-
ciones, esquemas 0 mapas con-
ceptuales para clarificar las ideas.

Caracteristicas del producto

) Extension: una cuartilla.

b Individual O  Equipo OJ
b Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo CI

Sugerencias

) Producto obligatorio para realizarse
en equipo de tres personas.

b En la case, pedir a los estudiantes
que tracen diferentes graficas con
ordenadas positivas.

) Por ahora, evitar curvas con segmen-
tos por debajo del eje x.
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Ficura 3.6 Curva que delimita un drea entre las rectas x = g,
x =byelejex.

9.

10.

11.

12.

valos.

Sin duda, tu respuesta al cuestionamiento 4 fue que se hagan
mas rectangulos, jcierto? Y con seguridad, diste la misma res-
puesta para el cuestionamiento 8. Pero, hay una segunda parte
muy importante que debes considerar: si se deben hacer mas
rectangulos, pero la longitud de sus bases también debe hacerse cada
vez mds pequeria simultineamente. De nada serviria hacer mas rec-
tangulos con el mismo ancho. Si # es el nimero de rectdngulos
considerados y P es la dimension de la base del rectdngulo mas
ancho considerado: ;qué efecto tiene sobre los dibujos que si-
multdneamente n — ooy P — 0"?

Llama A al area exacta bajo la curva entre a y b, S,(n, P) (suma
inferior) a la aproximacién calculada mediante la figura 3.6
y S.(n,P) (suma superior) a la aproximacién calculada me-
diante la figura 3.7. ;Es verdadera la siguiente afirmacion
S,(n,P)=A =S (n, P)? ;Por qué se coloco la igualdad?

¢ Qué crees que ocurra si se calcula

lim |S.(n, P)=A=S (n, P)]? ¢ Qué significa esto?

s
P—0" ,n—00

El proceso indicado en el cuestionamiento 11 tiene un final feliz
y se denomina integral definida entre a y b, y se afirma que:

b
[fedx= lim S(n,P)=A= lim S(n,P)

P—0" 100 P—0",n—>00
a

¢ Qué significa esta igualdad? ;A qué se le llama con exactitud
integral definida?

Discute las situaciones planteadas con tus compafieros y con

tu facilitador.

Ficura 3.7 Curva que delimita un drea entre las rectas x = g,
x = by el eje x, trazo de rectangulos en el maximo de los inter-
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Actividad 3.1.4

El método de Euler

La integral definida cuyo concepto se estructur6 alrededor de las
sumas superior e inferior de Riemman tiene aplicaciones inmedia-
tas, como se muestra en la actividad 3.1.3, a pesar de que no se
calculen los limites:

1. Si tienes tabulados solamente datos experimentales de un pro-
ceso o fendmeno y surge la necesidad de calcular la integral,
(como aproximas dicha integral? En este caso no es necesario
conocer la grafica, jya tienes los rectangulos en la propia tabla!
¢Coémo calculas entonces la suma superior y la suma inferior?
(Sera una buena aproximacion el promedio de estas sumas?

2. Con los valores tabulados del comportamiento de la variaciéon
y los intervalos en que se mantiene esa variacion, se tiene:

flx+Ax)= f(x)+ f'(x)Ax
(Qué estds haciendo al aplicar sucesivamente esta expresion?
Esta aplicaciéon se denomina método de Euler y permite en-
contrar una antiderivada numéricamente a partir del compor-
tamiento de la derivada y un punto de inicio. Investiga este
método.

3. Observa que con el método de Euler estas recuperando f a par-
tir de f'. Traza este método gréficamente para, al menos, tres
ejemplos.

Comparte tus conclusiones y hallazgos con tus compaferos vy, si
tienes dudas, hazlo con tu facilitador.

3.2 ANTIDERIVADA E INTEGRAL
INDEFINIDA ®

Hasta ahora, con los conocimientos acerca de la derivada se ha
podido observar lo que ocurre con las pequefias variaciones y la
sensibilidad a esos cambios. Sin embargo, como ya hemos visto, en
muchos fenémenos esas pequefias variaciones se acumulan. ;Es
posible calcular dicha acumulacién? El objetivo de esta seccion es
darte elementos para realizar ese computo.

% Antiderivadas

Definicion: Una funcién F(x) eslaantiderivada def(x) si F'(x) = f(x)
para todas las x en el dominio de f. El conjunto de todas las antide-
rivadas de f(x) se designa como la integral indefinida de f respecto
de x y se escribe:

[ Fx)dx

ACTIVIDAD 3.1.4

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

> Interés por las técnicas numéricas.

» Gusto por la investigacion.

» Manifestacion de interés por el anali-
sis de los desarrollos algebraicos y su
representacion gréfica.

Productos

> Ensayo con las reflexiones y desarro-
llos de integrales a partir de tablas y
del método de Euler.

Criterios de calidad

I. Claridad y congruencia en la re-
daccion.

Il Respuesta a todos y cada uno de
los cuestionamientos.

iii. En ningln caso es considerada
como correcta una respuesta
simple del tipo “no, si, nunca,
siempre, etc."”.

iv. Manifestacion de las propias ideas
y, en caso de definiciones de tex-
tos, cita de las fuentes.

v. Originalidad.

vi. Uso de dibujos, graficas, anima-
ciones, esquemas 0 Mapas con-
ceptuales para clarificar las ideas.

Caracteristicas del producto

b Extension: una cuartilla.

b Individual O  Equipo OJ
) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo [J

Sugerencias

b Producto optativo a realizarse en
equipo de tres personas.

b En la clase explicar el trazo y la tabla
resultante del método de Euler.

) Realiza presentaciones en el aula me-
diante Winplot®.




El simbolo empleado originalmente fue una S alargada, la cual in-
dica que se refiere a una suma y se denomina signo de integral.
La funcioén f(x) es el integrando de la integral y x es la variable

de integracién. En realidad, los simbolos J. y dx dentro de J(...)dx

son uno solo e identifican la accién latente de integrar. Cuando la
integral se resuelve, ambos simbolos desaparecen, dando paso a
la integral indefinida (y resulta) F(x) + c. La naturaleza de ¢, que
diferencia a cada una de las antiderivadas o primitivas de f(x), se
denomina constante de integracion y proviene del teorema T3.1
() =0y (F(x) +c) = F'(x). De esta manera, la resolucién de la in-
tegral indefinida arroja:

[ fx)dx = F(x) +c

Como F(x) + c identifica una familia de curvas paralelas, la locali-
zacion del valor adecuado de c en una situacion particular depen-
dera de la ubicacién de un punto conocido de la curva. A esto se le
suele llamar condiciones iniciales y dado el punto (x,, y,) se podra
calcular c simplemente a partir de y, = F(x,) + c.

Con estos elementos, los teoremas de derivadas adquieren una
vision diferente y permiten enunciar los siguientes teoremas:

+1
xn

m Jx" dx = i1 +c,n # —1, n racional
m J.dx =x+¢ casocon n=0 del T.3.23
EEETN [ o ()dx = f(x)ax

EEETN £+ g()]dx =[ flx)dx +] g(x)dx

n+1
i +c¢;n #—1, nracional

m Je“du=e“ +c

m JcosuduzsenLH—c
m Isenudu=—cosu+c
m Iseczudu=tanu+c
m Isecutanuduzsecu+c
m Icsczuduz—ctgu-l-c
m '[cscuctgudu=—cscu+c

CapiTuLo 3 Integral indefinida
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m jd%=senlu+c
1—u?
m J‘—%:Coslu-{-C
1—u
(13,35 [ TP

1+ u?

1+u

m J‘ujﬁz sec 'u+tc
m I—idu = csc'u + ¢
u«/uZ -1

< Integracion por sustitucion

De la derivada de la composiciéon de (f o g)'(x) = f'(g(x))g'(x), me-
jor conocida como regla de la cadena, se desprende la técnica de in-
tegracion denominada integracién por sustitucion, la cual implica:

m Integracién, sustitucion o cambio de variable:
[ F(8eNg () dx = [ f1@w)du = Fu) + ¢ = F(g(x)) +c

Donde se indica cémo emplear los teoremas T3.23 a T3.42, de modo
que el proceso general para resolver una antiderivada consiste en

los siguientes pasos:

Procedimiento 3.1

1. De acuerdo con la expresion del T3.42, revisa la estructura de

la integral para localizar la que més se le parezca (cudl teorema
elegir), donde el operador central es el que te invita a esa elec-
cion.

. Separa la expresion en dos partes, una satisface la estructura
del teorema y corresponderd a f'(u), donde has agrupado todos
los términos o factores que permitan “comprimir” la expresion
para que coincida con la estructura. La otra parte correspon-
de a du, que debe ser equivalente a derivar lo que has elegido
Como u.

. En la eleccién de u y localizacién de du, quiza te falte algu-
na constante como factor. Si es asi, la multiplicas por 1=k / k,
donde k es el factor y asi aplicas el teorema T3.42. Esto es equi-
valente a derivar lo que supones es 1, de modo que te resulte
alguna expresion como: du = k(...)dx.



4. Por ultimo, aplica la estructura del teorema para encontrar la
solucion y si hiciste alguna sustitucién en la expresion, deberas
regresar a la variable original.

Revisa el siguiente ejemplo en el que se aplica el procedimiento 3.1.

Resuelve la antiderivada:

3x
[
5x° +4

1. Por estructura, un cociente puede provenir de los teorema
T3.27, T3.28 o T3.38, mejor conocidos como de potencias, del
logaritmo o de la tangente inversa.

. Separamos la expresion en dos partes, para revisar la estruc-
tura y comparar con los teoremas. En general, se descarta el
T3.27, porque al agrupar toda la expresiéon del denominador
5x> + 4 como u, tendra exponente 1 = —1 yaqueestd en el de-
nominador y el T3.27 afirma que no se aplica en ese caso. Si
suponemos ahora que se trata de un logaritmo, la estructura
sefiala que en el denominador debe estar el diferencial comple-
to de u. Por tanto, la separacion de la expresion sera:

1 - 1
| (5x2—+4J(3xdx) =3[ (—sz " 4)(xdx)

. Con esa separacion du = (5x* + 4)'dx que difiere de x dx en una
constante, por lo que du =10xdx = kxdx, de donde se observa

CapiTuLo 3 Integral indefinida ¢ 51

que k =10, xdx = du/10.

4. Por altimo, al aplicar el T3.28 resulta:
J- 3x gy = 3 J‘(ledx) 3

5x2+4 1095214 10

Donde se observa que 3/10 fue extraido de la integral,
por ser una constante que multiplica al resto de la ex-
presion, de acuerdo con el teorema T3.25. De mane-
ra practica, cuando falta una constante, se procede a
multiplicar por 1 = k/k, aplicar k dentro de du y fac-
torizar 1/k.

< El campo de pendientes

En la actividad 3.1.4 se te pidi6 investigar el método
de Euler, el cual indica que a partir de un punto dado
se traza una curva integral o problema de valor ini-
cial, segin se muestra para dos puntos sucesivos en
la figura 3.8.

En general, si se tiene el problema dy = f'(x)dx,
que puede ser evaluado en cualquier punto (x, y) de
plano, sobre el cual f'(x) exista, se tendra el valor de

=—In(5x* +4)+c

Puntos
dela curva
Tangentes R
ala curva e
- -
T y > (X5 )
)\\\&/// . yy)
/ e
! 7
;//
o Yo)

fix + Ax) = f(x) + ' (x)Ax

Ficura 3.8 Tres puntos del método de Euler, en los cua-
les se traza la curva integral.
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la pendiente de la recta tangente en cada punto evaluado. Ahora
bien, si en cada punto evaluado trazamos una pequefia recta con
dicha inclinacion, habremos generado el “campo de pendientes”,
para dy = f'(x)dx. Por ejemplo, en la figura 3.9 se muestra el campo
(x~y)
Xy

El campo de pendientes se trazé6 en Winplot®, en el mend
Ecua>Ecua dif>dy/dx y en el cuadro de didlogo se colocaron los
datos mostrados en la figura 3.10.

de pendientes para y’' = trazado en Winplot®.

Como se senal6 en la figura 3.9, para encontrar la curva integral
se hace una curva suave que toque tangencialmente a las peque-
fias rectas del campo de pendientes. Este trazo también se puede
realizar con Winplot®, selecciona el ment Una>dy/dx y obtendrés
el cuadro de dialogo de la figura 3.11. Con ese cuadro de didlo-
go abierto, da clic con el botén izquierdo del mouse (normalmente
configurado de manera previa en el ment Btns) sobre el campo de
pendientes en el punto deseado y en automatico se trazard la cur-
va integral mediante el método seleccionado (Euler en este caso).
De igual manera, traza tantas
curvas (pvi problemas de valor
inicial) como necesites. Revisa y
experimenta con los datos que
se pueden modificar en el ment.

pvis para sinnombre2.wp2

X=-3.7923729

y=-1.1811441

tamario de paso | 0.1000000
ecuacion diferencial

ancho de lapiz | 1

dy/dx = « Euler (" mod Euler (" Runge-Kutta
campo: ninguno (¢ pendientes dibujar mirar | retrazo 400
longitudes (pct del ancho de ventana) ' 1.0
color filas horizontales | 40 (-2.4364407,0.7574153) pasos 0.100000
ancho de lapiz |1 < >
v limite de ventana
color tabla pasos | 40
ok cancelar ayuda
borrar borrar todos cerrar

dy/dx = (x=y)/xy

NN

Ficura 3.9 Campo de pendientes para

=y

y
Xy

dy/dx = (x-y)/xy

Ficura 3.11 Ment en Winplot® para
problemas de valor inicial.

Ficura 3.10 Cuadro de didlogo ecuacion
diferencial en Winplot®.

Ejercicios 3.1

Encuentra la antiderivada de:
2

1—x
X

311 f(x)=

Resolucion

Al desarrollar la potencia y el cociente, se aplica el teorema T3.26,
para separar la suma; después, se aplica el teorema T3.25, para ex-

Ficura 3.12 Trazo de curvas integrales

en Winplot®.



traer las constantes de las integrales y, finalmente, se aplica el teo-
rema de potencias de x, T3.23 y se obtiene:

—xY (l1—-2x+x
1 2
[ dr—2[E +[dx =[x 2dx —2[Z +[ax
led 2]‘1 jd j 24 2jd; jd
x
x1

—me+x+c=—l—2mx+x+c
1 X

312 f(x)

2f

Resolucion

Al aplicar en forma directa el teorema T3.25, para extraer la cons-
tante de la integral, y después el teorema T3.23, se concluye:

1
1 2 1
.[ 1fx 2tJlx=1x—+c=x2+c
2Jx 2 21
2
Y
3.1.3 Resuelve la integral J(z ) dx.

3X\/;

Resolucion

Realizada el algebra, se reescribe como una suma de integrales por
el T3.26 y se aplican en los tres casos los teoremas T3.25 y las po-
tencias en T3.23, lo que resulta:

J-(Z—x)d __J-4 4x-|—xdx

3x\/_

X2

= % 4Jx;dx - 4.[ x%dx + J.x;de

1 13
2 2 2
Y DT S Sl
3l 1 1 3
2 2 2
1

SJZJF(]

%\

314 j‘/Sx —1dx

Resolucion

Se elige u=5x—1, du=>5xdx y se aplica el teorema T3.27, de
modo que resulta:

CapiTuLo 3 Integral indefinida
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J.w/5x—1dx——‘|. 5x—1 % =%w+c

3
_2 —OBx—-1)2+c
15

3.1.5 IZx sen(3x* + 1)dx

Resolucion

J2x sen(3x* + 1)dx

Sea u=3x*+1, luego du / dx = 6x de donde dx = du / 6x; luego,
se sustituye en la integral y se aphca el teorema T3.31, por lo que
resulta:

J.2xsen(3x2 + 1)dx ZZJ.xsenu du :lj-senudu=lcosu +c
6x) 3 3

= —%cos(3x2 +1)+c

3.1.6 J‘ﬂdx
1—3cosx

Resolucion

Sea u =1—3cosx; luego du /dx =3 sen x donde, dx =du /3senx.
Al sustituir, resulta:

J' sen x :J-senx du :1 du

1—3cosx u  3senx 5 u

=%lnu+c=%ln(1—3cosx)+c

3.1.7 I7x2 sec”(4x> — 9)dx

Resolucion

Seau =4x° —9,luego du / dx = 12x2, donde dx = du / 12x*. Al sus-
tituir resulta:

J7x sec®(4x® — 9)dx = 7Jx sec’u du__ 7 fseczudu=
12x2 12

= ltanu +c =1tan(4x3 -9+c
12 12

Observa que se aplic6 el teorema T.3.32.

3.1.8 Emplea el método de Euler para encontrar una aproximaciéon

de f(3) para f'(x)= 2x_;1/_ si se sabe que f(0)=4.Usa Ax=0.2.
sec2x



Resolucion

TaLA 3.1 Célculo de la curva integral x = 3.

x | £(x) | f (x) |+ Ay
0 4 1 4.2

0.2 4.2 1.289485392 4457897078
0.4 4457897078 1.254072077 4708711494
0.6 4708711494 0.79718706 4868148906
0.8 4868148906 —0.075918758 4852965154
1 4852965154 —1.24844051 4603277052
1.2 4603277052 —2.507138633 4.101849326
1.4 4.101849326 —3.580444895 3.385760347
1.6 3.385760347 —4.192838058 2547192735
1.8 2.547192735 —4.125088715 1.722174992
2 1.722174992 —3.268218104 1.068531371
2.2 1.068531371 —1.659597498 0.736611872
2.4 0.736611872 0.507494104 0.838110692
2.6 0.838110692 2.904803362 1.419071365
2.8 1.419071365 5.118734798 2442818324
3 2.442818324

Empleando el método de Euler, en la primera columna de la tabla
3.1 se muestran los valores de x, a partir de x = 0, y se concluye en
x =3 con Ax =0.2. Enla segunda columna se calcula el valor de f(x),
que es una copia del valor previo de la cuarta columna calculada
segun la expresion f(x + Ax) = f(x) + f'(x)Ax, y la tercera colum-
na corresponde al valor de la derivada en la x de la misma fila. Por
altimo, el valor solicitado es f(3) = 2.442818, en donde la exactitud
mejora si Ax < (0.2 (véase figura 3.13)

3.1.9 Traza el
3x?

f'(x)= ﬁ y la curva integral para f(1) = 2.
x

Resolucion

campo de pendientes para la derivada

Empleando Winplot® y la informacién dada, resulta la figura 3.14,
donde se muestra el campo de pendientes y el pvi para f(1) = 2.

Se debe aclarar que Winplot® no puede dibujar “hacia atras”,
asi que se trazo la pvi solicitada pero solo se graficé para x = 1;
después, se trazaron aproximadamente otras pvi, a partir del ter-

CapiTuLo 3 Integral indefinida
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6 dy/dx = 3xx/sqrt(5xx+7)
5

— \
4 N

3 A\

2 \\ ) |
1 \_| /

0 -+

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35
Ficura 3.13 Grafica de la curva integral del ejercicio 3.19 correspondiente a las FiGura 3.14 Campo de pendientes y curva
dos primeras columnas de la tabla 3.1. integral del ejercicio 3.1.9.

cer cuadrante, hasta que coincidi6é con la trazada, que iniciaba en
f(1) =2 (véase figura 3.14).

Ejercicios 3.2

_ 4x
1+ x*

3.2.1 Encuentra la antiderivada f(x)

Resolucion

Como es un cociente y el numerador no corresponde a la derivada
del denominador, no son aplicables potencias ni logaritmos (teo-
remas T3.27, T3.28). De los teoremas restantes, solo hay cocientes
sin radicales en los teoremas T3.38 y T3.39. Por el signo, probemos
T3.38 u = x2, du = 2xdx.

J. N ixx4dx :J. 71(42_3;;?;2 =tan 'x? +¢
3.2.2 Encuentra la antiderivada de:
B 7x
(@ —1)dx—17 -1

(%)

Resolucion

7x
(4x — 1)y/(4x — 1> -1

expresion (4x — 1), que al derivar nos resulta (4x — 1)’ =4, por lo
que podemos rescribir:

Al analizar J. dx se observa la presencia de la

7x 7 1
dx=" (4d
J(4x—1)\/(4x—1)2—1 ! 4j(4x—1)\/(4x—1)2—1\ K
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. 2 . .
que es un cociente con u\/u” —1 en el denominador. Si observa-
mos los teoremas, corresponde exactamente con T3.40, por lo que
resulta:

ZJ ! (4dx) = Zsec_l(4x —-1+c
(4x — 1)y/(4x —1)* -1 4

3.2.3 J—sec(lnx + 2)tan(ln x + 2) x

Resolucion
. . dx
La presencia repetida de u =Inx + 2, du = — y la estructura de-
x

finida por la tangente y la secante invita directamente a aplicar el
teorema 13.33:

Ejsec(lnx +2)tan(nx +2) %% = Jec(iny +2) +
4 x 4

3.2.4 Resuelve

1
="

La expresion implica un radical en el denominador que puede pro-
venir de una forma u" o de funciones trigonométricas inversas, pero

Resolucion

1

: : : 1 5

no tiene argumento en x*; sin embargo, la presencia de T =x 2
x

1

2
hace recordar que (\/ x )' = %x 2, ademas (\/ x) = x, por lo que se
N _1
toma u” =8x .. u=+/8x =2v2+/x, y derivando du = 222 x 2

se sustituye en la expresi(’)n original:

\/7x de 1 .

dx=—=sen V8x +c

EA =t
J2 (@) J2

7

325 [(9x%e™" 7 + 1)dx

Resolucion

Primero, separamos de acuerdo con la suma y aplicamos el teore-
ma T13.26.

J(9x3 23 1)dx = 9j 2% 3 dx + jdx

Para la primera 1ntegra1 con el exponenc1a1 tomemos u =2x* —3;
luego, du / dx = 8x°, donde dx = du / 8x” y al sustituir en la integral

resulta:

%jezx4_3(8x3 dx) + .[dx = %eths +x+c

*
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Donde finalmente se aplico el teorema T3.29.

4
sen —

326 [—*dx
X

Resolucién
Sea u=4/x;luego, du/dx=-8/ x?, de donde dx = —x%du /8. Al
sustituir y aplicar al final el teorema T3.31 resulta:

4
sen —

J xzx dx ij—lzsenu(— x28duJ=—%Jsenudu

1 1 4
=—cosu+c=—cos—+c
8 X

e’ +1
xInx

327 | csc?(In(ln x))dx

Resolucion

La presencia de In(In x) en el argumento de la cosecante sugiere
1

du 5 1 _

u=In(Inx), luego — =—=—=——, donde dx = xInxdu. Al sus-
o dx Inx xlnx

tituir resulta:

2

I ¢ 1;: ! csc?(In(In x))dx = (e* + 1)J

xmx

csc” u(x In x du)
xInx

(e* + 1)_[ csc” udu=—(e* + 1) ctgu +c = —(e* + 1) ctg (In(In x)) + ¢
Donde se aplicé el teorema T3.34.

3.2.8 Emplea el método de Euler para encontrar una aproximacion
1-2x

de f(g) para f'(x) = %; si se sabe que f(_%) R
UsaAx=0.1
Resolucion

. 3
TaBLA 3.2 Célculo de la curva integral x = >

x| ) W | fo+ A
—-0.5 —3.141592654 1.57322087 —2.984270567
—-0.4 —2.984270567 1.556286047 —2.828641962
—-0.3 —2.828641962 1.524092607 —2.676232701
—-0.2 —2.676232701 1.47906165 —2.528326536




. 3
TaBLA 3.2 Célculo de la curva integral x = >

x| f(x) | f (x) f(x + AX)

—0.1 —2.528326536 1.423408432 —2.385985693
0 —2.385985693 1.359140914 —2.250071602
0.1 —2.250071602 1.288060706 —2.121265531
0.2 —2.121265531 1.211765712 —2.00008896
0.3 —2.00008896 1.131653789 —1.886923581
0.4 —1.886923581 1.048926596 —1.782030921
0.5 —1.782030921 0.964592691 —1.685571652
0.6 —1.685571652 0.87946861 —1.597624791
0.7 —1.597624791 0.794176125 —1.518207179
0.8 —1.518207179 0.709132914 —1.447293887
0.9 —1.447293887 0.624532054 —1.384840682
1 —1.384840682 0.540302306 —1.330810451
1.1 —1.330810451 0.456034159 —1.285207035
1.2 —1.285207035 0.370841797 —1.248122856
1.3 —1.248122856 0.283097152 —1.219813141
1.4 —1.219813141 0.189887305 —1.20082441
1.5 —1.20082441

Empleando el método de Euler, en la primera columna de la tabla
3.2 se muestran los valores de x, a partir de x = —0.5 y se concluye
enx = 3/2con Ax = 0.1. Por su parte, en la segunda columna se cal-
cula el valor de f(x), que es una copia del valor previo de la cuarta
columna calculada segtin la expresion f(x + Ax) = f(x) + f'(x)Ax;
en tanto, la tercera columna corresponde al valor de la derivada en
la x de la misma fila. Por ultimo, el valor solicitado es f(3/2)
= —1.20082441, donde la exactitud mejora si Ax << 0.1 (véase figu-
ra 3.15).

3.29 Traza el campo de derivada

. sen’(2x —1)
S = TnGx+2)

pendientes para la

y la curva integral f(0.4) =2.5.

Resolucion

Empleando Winplot® y la informacién dada resulta la figura 3.16,
donde se muestra el campo de pendientes y el pvi para f(0.4) =2.5.

CapiTuLo 3 Integral indefinida
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[ T T 0 T T T T T ] dy/dx = ((sin (2x=1))"2) / (1-1n (3x+2))

-3

-35

Ficura 3.15 Grédfica de la curva integral del ejercicio 3.2.8 correspon-

diente a las dos primeras columnas de la tabla 3.2. FiGURA 3.16 Campo de pendientes y curva integral del

ejercicio 3.2.9.
Ejercicios 3.3

3.3.1 Encuentra la antiderivada f(x)= M
sen 3x

Resolucion

Como es un cociente de funciones trigonométricas y la presencia
de la ctg 3x, sugiere una sola posibilidad: el teorema T3.35. Ade-
mas, recordemos que 1/sen x = csc x y que la expresién se puede
escribir u = 3x, du = 3dx.

J. Cthxdx = 1J‘csc?)xctg?mc(?)dx) = —lcsc3x +c
sen 3x 3 3

3.3.2 Encuentra la antiderivada de:

Resolucion

La presencia de e*, al derivarse, resulta de nuevo en la misma
expresion, por lo que la integral no estd completa y no es una
u". Otra posibilidad con radicales la representa la estructu-
ra para cosecante inversa, aunque ahora se observa la ausencia
del término u fuera del radical; pero, sigamos el intento, ahora:

u=e*, du=2e"dx . dx =du/(2¢*)y ast:
du
26236

J_de =5[22 :_éjd_u

’e4x_1 ,643(_1 2 er '6436_1

5 du 5 4 5
:_EJWZECSC M+C:§CSC

7l€2x +c
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El resultado es correcto. Observa que al notar la falta del término
¢* se pudo haber multiplicado por 1=¢*" /¢** y resolver, ya que
es exactamente lo mismo:

J_ 5 dx=—5j e* dx

Recuerda, en ocasiones el dlgebra al simplificar nos quita factores
que nos hacen falta para resolver las integrales.

+
X 1dx.
x+4

3.3.3 Resuelve la integral J

Resolucion

Es un cociente que en su forma original no corresponde a ninguno
de los teoremas, pero en este caso al realizar la division resulta:

x+1 3

x+4 x+4

Por lo que ahora la integral se puede resolver muy facilmente.

Ix+1dx=j(1— 3 )dx='[dx—3.[ dx =x—3In(x+4)+c

x+4 x+4 x+4
—3x
3.3.4 Resuelve ‘[26776dx
1+e

Resolucion

La presencia de u = " y de su cuadrado sugiere el teorema T3.38

de la tangente inversa, asi 1 + w=1+e %, du=—-3e° .

D¢ 20 -3¢ ¥dx 2 /.
——dx=- | ———=Zctg (e | +c
J.1+e_6" 30 1o 3% ( )

Que resulto ser el teorema T3.39.

3.3.5 Resuelve —J 2 sen 2x — 3 cos 3x .
cos 2x + sen 3x

Resolucion

La expresiéon implica un cociente de funciones trigonométricas.
Ninguno de los teoremas tiene una estructura similar en funciones
trigonométricas, por lo que de existir la antiderivada debe tratarse
de una forma " o un logaritmo. Como el exponente del denomina-
dor es uno, la segunda propuesta es mas factible:

u=cos2x +sen 3x = du=(—2sen 2x + 3 cos 3x)dx
Ast:
dx

2 sen 2x — 3 cos 3x —2sen 2x + 3 cos 3x
| o

cos 2x + sen 3x cos 2x —sen 3x

= In(cos 2x + sen 3x) + ¢

61
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33.6 [(3x% —2x +1)(2x° — 20" +2x + 7)dx

Resolucion

Puesto que es un producto de polinomios, si se resuelve el produc-

to se tendrd una suma de monomios que son de la #"; sin embargo,

al revisar con cuidado se tiene:
d

—(2x° —2x* +2x +7) =
x

O bien:

6x> —4dx +2 =2(3x" —2x + 1)

%j(zﬁ — 202+ 2x +7) 2 (3x% — 2x + 1)dx

= 1(2x3
4

SCOS@ gx
Jx

Resolucion

—2x* +2x+7) +c¢

3.3.7 j

Por la presencia del coseno, la posibilidad es el teorema T3.30 con

u—\/a—\/i\/i luego, du =
J‘5COS\/§

\/5 dx al sustituir:
\/,

J_ 10
\/7 JCOS \/a \/7 \/7 sen

3.3.8 Empleando el método de Euler, encuentra una aproximaciéon
sen(2x — 1)cos x

3x +c¢

de f(—1) para f'(x)= 74 ; sisesabe que f(1)=-1/2.

Usa Ax =0.1.

Resolucion

TaBLA 3.3 Célculo de la curva integral x = —1.
x| ) | f (x) |+ A
1 —-0.5 —0.139785485 —0.486021452
0.9 —0.486021452 —0.117080417 —0.47431341
0.8 —0.47431341 —0.08485572 —0.465827838
0.7 —0.465827838 —0.045046394 —0.461323198
0.6 —0.461323198 0 —0.461323198
0.5 —0.461323198 0.047652753 —0.466088474

v




TaLa 3.3 Célculo de la curva integral x = —1.
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AUTOEVALUACION 3.1-3.5

x| £(x) | orw | far s

04 —0.466088474 0.0951472 —0.475603194

0.3 —0.475603194 0.139744247 —0.489577618

0.2 —0.489577618 0.1788903 —0.507466648

0.1 —0.507466648 0.210367746 —0.528503423

0 —0.528503423 0.23242676 —0.551746099
—0.1 —0.551746099 0.243890491 —0.576135148
—-0.2 —0.576135148 0.244227401 —0.600557888
—-0.3 —0.600557888 0.233586736 —0.623916562
-04 —0.623916562 0.212795617 —0.645196124
—-0.5 —0.645196124 0.183318922 —0.663528016
—-0.6 —0.663528016 0.147185965 —0.678246612
—-0.7 —0.678246612 0.106890853 —0.688935698
—-0.8 —0.688935698 0.065276481 —0.695463346
—-0.9 —0.695463346 0.025415822 —0.698004928
=1 —0.698004928

Empleando el método de Euler, en la primera columna de la tabla
3.3 se muestran los valores de x, a partir de x = 1y se concluye en
x = —1, con Ax =-0.1, lo que resulta ser una integraciéon hacia
atras. En la segunda columna se calcula el valor de f(x), que es una
copia del valor previo de la cuarta columna calculada, segin la
expresion f(x + Ax)= f(x) + f'(x)Ax. Por su parte, la tercera co-
lumna corresponde al valor de la derivada en la x de la misma fila.
Por ultimo, el valor solicitado es f(—1) = —0.698004928, donde la
exactitud mejora si | Ax | << 0.1 (véase figura 3.17).

3.39 Traza el campo de pendientes para la derivada

_ sen(2x —T)cosx

f(x) 2
x°—4
para f(—1)=—0.698.

y varias curvas integrales, en particular

Resolucion

Empleando Winplot® y la informacién dada resulta la figura 3.18,
donde se muestra el campo de pendientes y varias curvas integra-
les. El pvi para f(—1) = —0.698 se destaca en un trazo mas grueso.

EVALUACION POR CONOCIMIENTO,
ACTIVIDAD DE ENTRENAMIENTO
INDIVIDUAL Y GRUPAL.

Actitudes

» Trabajo en equipo.
> Interés en la abstraccion.
> Interés por la solucion de situaciones

novedosas.

» Compromiso ético.

Productos
» No son necesarios, aunque se espera

que el estudiante, de manera indivi-
dual o en equipo, intente la solucidn
de cada autoevaluacion.

> Es muy importante que se muestre

la comprensién del concepto de anti-
derivada e integracion indefinida me-
diante la resolucion de los diversos
gjercicios de forma analitica, grdfica
y numérica.

Desempenos
» No son necesarios.

Criterios de calidad

i. Presentacion de preguntas de
interés grupal o individual, res-
pecto de la solucion de los cues-
tionamientos.

ii. Presentacion en clase o con los
companeros de ejercicios de otras
fuentes.

iii. Conjeturas adecuadas sobre va-
riantes o implicaciones de los cues-
tionamientos.

Sugerencias

»

»

»

Actividad de revision obligatoria extra-
clase, sin manifestacion de productos
0 desempefios, se puede optar por
seleccionar algunos de los cuestiona-
mientos para estructurar evaluaciones
de conceptos y operatividad.

Planear al menos una sesion en la
clase para discusion grupal.

Propiciar el trabajo en equipo.
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-0.8

FIGURA 3.17 Gréfica de la curva integral del ejercicio 3.3.8 correspondiente a las

dos primeras columnas de la tabla 3.3.

Autoevaluacion 3.1

3.1.1 Resuelve _[2x3e"4+1 dx.

3
3.1.2 Resuelve J(\/; — — |dx.
Jx )

3.1.3 Calcula la antiderivada f'(x) = szx_ "
3.1.4 Resuelve Jx(xz —1)* dx.

3.1.5 Resuelve J5x2 cos(x® + 2)dx.

3.1.6 Calcula la antiderivada de J%d&c.

Autoevaluacion 3.2

FiGura 3.18 Campo de pendientes y curva integral del
ejercicio 3.3.9.

AUTOEVALUACION 3.1

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

b En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

) Extension: libre.

b Individual O Equipo OJ

) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo CI

3.2.1 Resuelve J.Sx cosx? sen x%dx.

3.2.2 Resuelve —3.[ (1 + 1) sec’(x + In x)dx.
x

3.2.3 Calcula la antiderivada f'(x) = T

(5x* + \/5)5 .

2
4
3.2.4 Resuelve J-x3 (% — 1] dx.

3.2.5 Resuelve J—9x2 sec(4x’ — 3)tan(4x’ — 3)dx.

3.2.6 Calcula la antiderivada J‘ﬂ dx.

5+ sen?3x

AUTOEVALUACION 3.2

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

) En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

Extension: libre.

Individual O Equipo O

Fecha de entrega:

Obligatorio 0 Optativo O

v v v Vv
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. oy EVALUACION POR CONOCIMIENTO
3.3.1 Resuelve J._7(€ 2 —2e7? )2 dx. Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
4y GRUPAL.

3.3.2 Resuelve J. 5 [ ! )(x + Inx)° dx.

X Caracteristicas del producto

» En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

3.3.3 Calcula la antiderivada de f'(x) = —12xcsc*(5x* + J2 )-

3.3.4 Resuelve JSxSe("4_1) dx. b Extension: libre.
» Individual O  Equipo O
3.3.5 Resuelve J—llx csc(3x? — 5)cot(3x” — 5)dx. » Fecha de entrega:
. » Obligatorio 0  Optativo CI
3.3.6 Calcula la antiderivada de I—dx.
x(9 + In? 7x)

Autoevaluacion 3.4

Utiliza el método de Euler para aproximar el valor funcional f(x), AUTOEV,ALUACION 22
EVALUACION POR CONOCIMIENTO

para la derivada dada, conocido el punto de inicio f(x;) =y, em- oo o R B

pleando Ax =0.1. ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

_ ’ _ 1 2x —2x _ _
341 x,=3, fi(x)= 21° 2e 7, =2,y;=72 Caracteristicas del producto

» En caso de considerar la entrega de

1+x 3 la resolucion de la autoevaluacion
4. =10, f'(x)= + X, = ==

34.2 x, f(x) [ )(x Inx), x, =12 y, > .
» Extension: libre.

343 x,=1, f/(x)=xcsc’(5x” + J2), x,=01,y,=-3 > Individual O Equipo O
> Fecha de entrega:

344 x, =05, f/(x)= ey =—05, y=m—1 » Obligatorio O  Optativo I

1
345 x, =14, f'(x)=———— x,=02,y.=0.6
0 f1®) x(9+In*7x) /i

Autoevaluacion 3.5

Traza el campo de pendientes y la curva integral para la derivada

y el punto f(x,) indicado. AUTOEVALUACION 3.5

3 EVALUACION POR CONOCIMIENTO
351 f'(x)= Jx+-1, f(0.1)=-2 Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
Jx ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
. GRUPAL.
352 f'(x)= 32— 1 fM=0 Caracteristicas del producto

» En caso de considerar la entrega de

353 f'(x)= lx(x2 —4)?, f(-3)=2 la resolucion de la autoevaluacion
12 como producto:

1y — 2 _ > Extension: libre.
3.5.4 f (x) =x COS(x + 2), f(—2) =05 » Individual O Equipo O
5cosx > Fecha de entrega:
355 f'(x)= ,f(0.1)=-1.2 » Obligatorio 0 Optativo I

—Inx
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Solucion a la autoevaluacion 3.1

xt+1

3.1.1 J.2x3'ex4+1 dr=5—+¢

312 j(&—%)dx:6&+£+c

xdx 1 5
313j 1—g Bx"—1)+c
314I x(x* —1)% dx é(x -1 +¢

3.1.5 J5x2 cos(x® + 2)dx = gsen(x3 +2)+c

316 [ 22y = L in@ —5senx) e
2—5sen x 5

Solucion a la autoevaluacion 3.2

3.2.1 J5x cos x* sen x% dx = Zsen2 x> +c

3.2.2 —3'[(1 + 1) sec’(x + Inx)dx = —3tan(x + Inx) +c
x

323j5x +f 405x ++2)*

A 2 e 3
324 [ 1| dx==| -1 +c

5 12{ 5
3.2.5 I—9x2 sec(4x’ — 3)tan(4x’ — 3)dx = —%sec(élx3 -3)+c

3.2.6 j _cosdx .

5+ sen? 3x

icosSx
ﬁj J5

3 5(1+ %sen2 3x) 35

Solucion a la autoevaluacion 3.3

3.3.1 I—7(€2x —2e ) dx = —2(64)( —16x — e_‘“‘) +c

332 [5 (1+xj(x+lnx)5dx=§(x+]nx)6+c

3.3.3 J.—12x csc?(5x? + \/E)dx = gctg(Sx2 + \/E) +c
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Ficura 3.21 Campo de pendientes y curva integral del ejercicio 3.5.3.

FiGura 3.20 Campo de pendientes y curva integral del ejercicio
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x*cos(x +2), f(—=2)=0.5

354 f/(x)
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FiGura 3.22 Campo de pendien
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METODOS
DE INTEGRACION

El alumno es competente si para resolver una integral indefinida selecciona y aplica de manera
correcta y analitica el método de integracion mas adecuado.

El alumno es competente si analiza, abstrae y propone solucion a situaciones que involucren
acumulacion como efecto del cambio de una sola variable, empleando la integracion como
herramienta fundamental.

CALENDARIO DEL PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS

Actividad 4.1.1
Ejercicios 4.1
Actividad 4.2.1
Actividad 4.2.2
Ejercicios 4.2
Actividad 4.2.3
Ejercicios 4.3
Actividad 4.2.4
Ejercicios 4.4
Actividad 4.2.5
Actividad 4.2.6
Actividad 4.2.7
Ejercicios 4.5

Actividad 4.2.8
Ejercicios 4.6
Autoevaluacion 4.1
Autoevaluacion 4.2
Autoevaluacion 4.3
Autoevaluacion 4.4
Autoevaluacion 4.5
Autoevaluacién 4.6
Autoevaluacion 4.7
Autoevaluacion 4.8

Autoevaluacion 4.9
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Minino de Cheshire, ;podrias decirme, por favor,

qué camino debo seguir para salir de aqui?

— Esto depende en gran parte del sitio al que quieras llegar
— dijo el Gato.

- No me importa mucho el sitio...

- dijo Alicia.

- Entonces tampoco importa mucho el camino que tomes
- dijo el gato.

Alicia en el pais de las maravillas. Lewis Carroll

4.1

Resolver una integral puede ayudar a:

ANTIDERIVADAS O

<> Obtener una antiderivada si la integral que se pretende resol-
ver es indefinida.

<> Encontrar un nimero si la integral es definida, concepto que se
aborda en el capitulo 5.

En el segundo caso, y de acuerdo con la forma de presentar la
informacion, es posible emplear la integracién numérica; o bien,
aplicar el Teorema fundamental del calculo, para obtener antide-
rivadas.

Este apartado se concentra, en principio, en la obtenciéon de anti-
derivadas. Por tal motivo no se incluyen aplicaciones, ya que éstas
caerian necesariamente en la categoria de ejercicios.

Actividad 4.1.1

El proceso de la antiderivada

La forma madas elemental de obtener antiderivadas consiste en

aplicar de manera inversa los teoremas de derivadas, tal como se

muestra en la actividad 3.1.2. Sin embargo, debido al constante uso

de las tablas, en este texto, al igual que en la mayoria de las obras

que abordan el tema, se incluye una tabla que muestra los teore-

mas bdsicos de antiderivadas que te resultara de gran utilidad.
Una de las expresiones mas simples, y a la vez muy ftil, es la

n—=1_r

llamada u", ya que segun la tabla de derivadas (u") = nu""u

n+1
+c?

< ¢Por qué la antiderivada presenta J-u” du = 1
n

< ¢Como se veria la antiderivada si el teorema se hubiera presen-
tado de la siguiente manera?

i un+l _ un d_u
dxln+1 dx

<> ¢(Cudl de las dos formas es la mas comtn en las expresiones?

ACTIVIDAD 4.1.1

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

> Interés por la abstraccion.

» Gusto por el andlisis de expresiones
analiticas.

» Gusto por la reflexion.

» Respeto por el orden.

Productos

> Ensayo con las reflexiones y los ana-
lisis del procedimiento 4.1 en tres
ejemplos diferentes.

Criterios de calidad

I. Claridad y congruencia en la re-
daccion.

il Respuesta a todos y cada uno de
los cuestionamientos.

iii. En ninglin caso es considerada
como correcta una respuesta
simple del tipo “no, i, nunca,
siempre, etc."”.

iv. Manifestacion de las propias
ideas y, en caso de definiciones
de textos, cita de las fuentes.

v. Originalidad.

vi. Uso de dibujos, animaciones,
esquemas 0 mapas conceptuales
para clarificar las ideas.

Caracteristicas del producto

) Extension: una cuartilla.

b Individual O Equipo OJ
) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo CI

Sugerencias

) Producto obligatorio para realizarse
en equipo de tres personas.

b En la case, pedir a los estudiantes
que propongan nuevos ejemplos
que incluyan antiderivadas.

> Alentar a los estudiantes para analizar
las expresiones presentadas en cada
uno de los ocho pasos del procedi-
miento 4.1.




CAPiTULO 4 Métodos de integracion

Encontrar una antiderivada es un proceso ordenado en el cual lo
mas importante es verificar que todos los elementos de la estructu-
ra estén presentes, asi como identificar la eleccion mas adecuada u.
Para eso se sugiere el siguiente esquema.

Procedimiento 4.1

1. Detecta si existen simplificaciones algebraicas que generen un
integrando mas simple.

2. Si existen sumas o restas como expresion central, debes separar
el integrando en varias integrales; recuerda, solo sumas y res-
tas. Si hay alguna constante multiplicando a todo el integran-
do escribela fuera de la integral.

3. Analiza la estructura del integrando y busca en los teoremas
aquel que més se le parezca. Si tiene cocientes, busca cocientes;
si tiene radicales, busca radicales; si tiene una funcién trigo-
nomeétrica, busca la del mismo tipo.

4. No te sorprendas por la aparente complejidad; al seleccionar
una u adecuada, pueden ocurrir simplificaciones importantes.
Selecciona la parte del integrando que consideras que es u, 1, 4,
o cualquier otro término o variable que la estructura sefale.

5. El paso més delicado es probar que du esta completo. Puedes
adivinarlo en muchos casos, pero sé cuidadoso (aqui es don-
de la mayoria se equivoca) si seleccionaste una expresion g(x)
como u, y ya que la integral por resolver suele tener dx, deriva-

du

8'(%)

6. Sustituye la g(x) elegida por u y dx por la expresiéon obtenida.
Simplifica lo que resulte necesario y escribe fuera de la integral
las constantes que multipliquen a todo el integrando. La inte-
gral obtenida en este punto debe ser del todo igual a la de la
tabla de integrales, excepto por las constantes que estan fuera.
Sino es asi, es que no elegiste de modo correcto u o que el teo-
rema no es el adecuado, en cuyo caso tendras que seleccionar
de nuevo. A veces, el proceso se basa en prueba y error, mien-
tras se adquiere experiencia. Asimismo, también cabe la posi-
bilidad de que la expresién no tenga una solucién analitica, ya
que no todas las expresiones poseen una antiderivada.

la y obtendras Z—u =g'(x)..dx=
x

7. Si las estructuras fueron iguales en el paso anterior, la integral
estd resuelta; asi que solo se escribe el resultado.

8. Ahora, regresa el resultado a las variables originales y sustitu-
ye las u que encuentres por la g(x) seleccionada. Simplifica, si
es necesario, y no olvides colocar la constante de integracion.

Ejemplo de aplicacion del procedimiento 4.1

3xcosx?dx

Resuelve: J- m

*
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1. En apariencia, no hay simplificaciones.
2. Hay una constante que multiplica a todo el integrando que se
2
. xcosx” dx
extrae de la integral: 3‘[722
(5+senx”)
3. Es un cociente, pero el cuadrado del denominador invita a

reescribir as: 3J(5 +sen x°)?x cos x” dx

Aqui es posible considerar una forma u". Avancemos en esta
posibilidad.

4. Si u" es la estructura elegida n=—2y u =5+ sen x°.

5. Al derivar d_u =2xcosx? .. dx= d—uZ
dx 2x cos x

6. Se sustituye todo lo encontrado y se consigue:

3-[(5 +sen x%) *x cos x* dx

_3".}6/2}@/'[

Salvo las constantes, la expresion es idéntica a lo que expresa
el teorema T3.27.

u" du

7. La antiderivada, segtin el teorema T3.27, es:

E unJr 3 u*2+1 31/{*1 _ 3
2n+1 2( 2+1) -2 2u
8. Por ultimo, —i = —% y
2u 2(5 +sen x%)
J' 3x cos x2 dx 3
=— +c

(5 + sen x?)? 2(5 + sen x?)
que es el resultado encontrado con éxito.

Discute con tus compafieros acerca de cada uno de los pasos de la
resolucién en al menos tres ejercicios diferentes. Presenta el repor-
te ordenado de la aplicacion del procedimiento 4.1 en cada caso.
Comparte tus hallazgos con tus compafieros y, si tienes dudas,
apoOyate en tu facilitador.

4.2 METODOS
DE INTEGRACION o

De la regla de cadena (f o g)'(x) = f'(g(x))g'(x) se desprende la téc-
nica de integracion denominada integracion por sustitucion que
implica el teorema T3.42:

[ F(8()g'(x)dx = [ f(w)du = F(u) +c = F(g(x)) +c
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Sin embargo, no siempre es posible resolver una integral emplean-
do los teoremas basicos o el teorema de sustituciéon. Cuando esto
ocurre, se dispone de diferentes técnicas para resolver integrales
cuya aplicaciéon depende, en especifico, de la estructura de la inte-
gral por resolver.

< Integracion por sustitucion directa

Para hacer coincidir una estructura con las férmulas bésicas es ne-
cesario seleccionar, de manera adecuada, los elementos u, du, ay n,
de acuerdo con la estructura elegida. Debido a la propia simplifi-
cacion, algunos elementos algebraicos desaparecen o se visualizan
en apariencia de modo diferente. Para ello, se deben emplear algu-
nos procedimientos practicos que permitan recobrar los elementos
perdidos para completar bien la estructura elegida. Dentro de es-
tos procedimientos se sugiere probar:

Procedimiento 4.2

i. Simplificar de manera algebraica el integrando.

ii. Separar el integrando en sumandos y separar las integra-
les.

iii. Hacer una sustitucion directa de una expresion como u
para simplificar; se ve en forma directa u y du.

iv. Completar los cuadrados para lograr cubrir formas u” + a?,
u> —a’o (u—a)
v. Usar una identidad trigonométrica y simplificar, lo cual

resulta Gtil cuando se presentan funciones trigonomé-
tricas.

vi. Eliminar una raiz cuadrada. Esto suele presentarse des-
pués de completar un cuadrado o una sustitucién trigo-
nométrica.

vii. Reducir una fraccién impropia.

viii. Separar los elementos del numerador de una fraccién en-
tre el denominador de la fraccion.

ix. Multiplicar por una forma unitaria g(x)/g(x), que al mul-
tiplicar por el integrando f(x) permita modificar de modo

adecuado [ £(x)g(x)]/$(x).
x. Probar sustituir f(x) por 1/(1/f(x)).
El procedimiento resulta adecuado si después de la u, du, la es-

tructura de la integral es idéntica a los teoremas bésicos y se aplica
en forma directa la antiderivacion.

Estas sugerencias son validas para todas las técnicas de integra-
cion.

*
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Ejercicios 4.1

Resuelve los siguientes ejercicios:

4.1.1 Encuentra una resolver

_[ dx ‘

1+4x+1

sustitucion adecuada para

Resolucion

De acuerdo con la sugerencia del inciso vi del procedimiento 4.2,
se prueba eliminar la raiz cuadrada, la tnica posibilidad es hacer
2=x+1..2zdz =dx:

d 2zd 2zd 1
A e
=2<z—ln(z+1))+c=2(\/x+1—]11(1+ +1))+c

Donde, segtn el inciso vii, se redujo una fraccién impropia al reali-

zar la division para z / (1 + z).
1+1In
[t
x

4.1.2 Mediante la sustituciéon adecuada, resuelve

Resolucion

No parece ser algiin teorema especifico, pero el cociente y el radical
podrian sugerir una forma logaritmica o una potencia. Si supone-
mos que sea una forma u", se tendria u =1+ Inx .. du = dx / x, que
se simplifica directamente en:

3

3
jmdx_J’\/—du__Z+C:§(1+]nx)2+c

2
2x dx

e

El radical del denominador sugiere una forma u", pero el nume-
rador no es su diferencial, se propone z* =¢* +1..4z° dz =" dx,
que, segtn el inciso vi del procedimiento 4.2, resulta en:

e

4.1.3 Resuelve J

Resolucion

e** dx Je *47% dz J~ —142 dz

7 .3
—J. —1)4z° dz—4J.z —2z%)dz = 4(Z——Z—J+c

7

4 4 j
=—(e" +1)*
7( )

(e + 1)

W |

5dx
e+ 8

4.1.4 Resuelve J

EJERCICIOS 4.1

ACTIVIDAD DE ENTRENAMIENTO
INDIVIDUAL Y GRUPAL.

Actitudes

> Trabajo en equipo.

> Interés en la abstraccion.

> Interés por los desarrollos matema-
ticos.

> Interés por la resolucion de situacio-
nes novedosas.

» Compromiso ético.

Productos

> No son necesarios, aunque se espera
que el estudiante intente la solucion
de los ejercicios antes de ver su re-
solucidn. Aun asi, puesto que algun
gjercicio puede representar una si-
tuacion novedosa, se incluye la reso-
lucion para que el lector la estudie, la
analice y plantee sus dudas.

Desempenos
> Participacion en la clase.

Criterios de calidad

I. Presentacion de preguntas de in-
terés grupal o individual respecto
de la resolucién de los ejercicios.

ii. Conjeturas adecuadas sobre va-
riantes en los ejercicios.

iii. Presentacion en clase o con los
comparieros de ejercicios toma-
dos de otras fuentes.

Caracteristicas del producto

) Extension: libre.

b Individual O  Equipo OJ
) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo [J

Sugerencias

b Actividad de revision obligatoria ex-
traclase, sin manifestacion de pro-
ductos o desemperios.

) Planear al menos una sesion en la
clase para plantear preguntas sobre
los ejercicios.

> Propiciar el aprendizaje colaborativo.
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Resolucion

Es un cociente que puede ser considerado una suma de cuadra-
dos, por lo que desde esta 6ptica podria tratarse de una funcién
trigonomeétrica inversa; sin embargo, eso implica u = e* y du =e” dx,
donde el factor ¢* no esta presente, por lo que el intento no es via-
ble. Probemos la factorizacién, como se propone en el inciso i del
procedimiento 4.2:

—2x
J25dx _ J' : dx - :5-" e dj;
er +8 e (1+8e ") (1+8 )

Ahora, tenemos una forma logaritmica con u =1+ 8¢ **, de donde
du=—16e ** dx y:

_ —2x
I ddx _ 5 16e Tdx 7dx = —iln(l + 8372") +c
e +8 1679 1+8e 16
4.1.5 Resuelve J’L
x2—2x+2

Resolucion

No es una forma u", pues el denominador tendria exponente 1; en
todo caso, serfa una forma logaritmica, pero su diferencial no esta
completo en el numerador, por lo que también se excluye. Otros
cocientes estdn representados por los teoremas de funciones tri-
gonométricas inversas T3.38 y T3.39, pero son cuadrados. Sigue
la sugerencia del inciso iv del procedimiento 4.2 y prueba com-
pletar el cuadrado. Toma x> —2x como los dos primeros térmi-
nos de un trinomio cuadrado al que le falta un 1 para completar
x* —2x +1=(x —1)% lo cual nos lleva a:

J . 3dx =3J- . dx :3'[ dx2
x°—2x+2 (x*—=2x+1)+1 (x—1)"+1

Con u =x —1, du =dx se aplica en forma directa el teorema T3.38
y resulta:

J 5 Sax =3J dx2 =3tan '(x — 1)+
x°—2x+2 (x—1)"+1

Comenta tus hallazgos con tus compafieros y con tu facilitador.

Integrales que no son antiderivadas directas

Debido tanto a la naturaleza de las aplicaciones como de los ejer-
cicios o de los problemas de practica, surgen integrales que no
pueden ser resueltas en forma directa por los teoremas basicos de
antiderivadas, asi que se requieren métodos que permiten resol-
ver este tipo de integrales. Dentro de estos métodos, por lo comin
denominados técnicas de integracién o métodos de integracion, se
tienen los siguientes:

1. Integracion por partes.

*
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2. Integrales trigonométricas.

3. Integracion por sustitucion de variable trigonométrica.
4. Integracion por fracciones parciales.

5. Integracion por sustituciones diversas.

6. Uso de tablas de integracion.

Actividad 4.2.1

La integracion por partes

Una integral por partes se denomina asi porque el método emplea-
do divide a la integral en dos nuevas integrales, las cuales deben
tener ciertas caracteristicas.

Del teorema de derivaciéon de un producto ya estudiado
(uv) =uv'+vu’, se obtiene el teorema T2.4 para diferenciales
d(uv) = udv + vdu. Al integrar en ambos lados de la igualdad re-
sulta:

m uv=judv +Jvdu:>'[udv=uv—Jvdu

Que es el teorema de la integracién por partes y que enuncia lo
siguiente:

<> Al derivar el producto de dos funciones, debido a la manipula-
cion algebraica que algtin problema requiera, es posible perder
alguno de los dos términos de la suma que genero su derivada.
¢Se puede recuperar el producto original?

< El teorema afirma lo anterior, jy ademas asegura que te permite
resolver la integral incompleta si eliges de manera adecuada
las partes u y dv!

En principio, se trabaja ast:

Procedimiento 4.3

1. Supongamos que debes resolver una integral y no lo consigues
al emplear los teoremas béasicos. Pero, si observas con cuidado
veras que el integrando es un producto y entonces la integral

estd compuesta por factores, digamos .[ f(x)g(x)h(x)dx. jPo-

drian ser muchos més, pero al menos son dos! El teorema T4.1
te indica que elijas algunos factores dentro del integrando, que
van a componer u, incluso algunos podrian ser 1.

2. Una vez elegida una combinaciéon adecuada de factores a los
cuales llamaras u, el resto que incluye a dx lo llamaras dv. Por
ejemplo, para el producto f(x)g(x)h(x)dx se tienen siete posi-
bilidades, las cuales podrian ser:

{u=1,dv= f(x)g(x)h(x)dx}
{u= f(x), do = g(x)h(x)dx}

ACTIVIDAD 4.2.1

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

> Interés por la abstraccion.

> Gusto por el andlisis de expresiones
analiticas.

> Gusto por la reflexion.

> Respeto por el orden.

> Seguimiento de procedimiento.

Productos

» Ensayo con las reflexiones del primer
ejemplo y andlisis del procedimiento
4.3 en el ejemplo propuesto y 5 adi-
cionales.

Criterios de calidad

i. Claridad y congruencia en la re-
daccion.

ii. Respuesta a todos y cada uno de
los cuestionamientos.

iii. En ningun caso es considerada
como correcta una respuesta sim-
ple del tipo “no, si, nunca, siem-
pre, etc.”.

iv. Manifestacion de las propias ideas
y, en caso de definiciones de tex-
tos, cita de las fuentes.

v. Originalidad.

vi. Uso de dibujos, animaciones,
esquemas 0 mapas conceptuales
para clarificar las ideas.

Caracteristicas del producto

) Extension: una cuartilla.

b Individual O  Equipo I

) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo I

Sugerencias

) Producto obligatorio para realizarse
en equipo de tres personas.

b En la clase, pedir a los estudiantes
que propongan nuevos ejemplos a
resolver por integracion de partes.

b Alentar a los estudiantes para analizar
las expresiones presentadas en cada
uno de los ocho pasos del procedi-
miento 4.3.
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e elige la que ofrezca mas posibilidades; si ocurre lo siguiente:
a) Idv = v suele ser facilmente integrable.

b) Al calcular du se estructura la nueva integral Jvdu, que
debe ser mas simple que la integral original y, dé preferen-
cia, debe resolverse en forma inmediata. Quiza también sea
posible resolverla por partes, pero se observa que es mas
simple, mas sencilla; por ejemplo, han disminuido los ex-
ponentes o desaparecido algunas expresiones que la hacian
ver mas complicada.

4. Al resolver J.dv = v, se omite la constante de integracion. Si esta

integral resulta mas complicada que la original, entonces se de-
duce que la eleccion fue incorrecta y se debe seleccionar otra
opcion.

5. Se estructura Jv du y se resuelve.

6. Al final, se sustituyen los elementos de la solucién con
uv—J.vdu.

Ejemplos de aplicacion del procedimiento 4.3

Ejemplo 1: Considera jln xdx y aplica el procedimiento 4.3.

1. No existe antiderivada directa que permita resolverla y se ob-
serva que estd compuesta solo por dos factores {In x, dx}.

2. Las combinaciones son tnicas u = In x, dv = dx.

3. Al ser tnica, se calcula du = dx / x.

4. Resuelve la J.dv =p dela cual v = x, como se sefial6, se omite la

constante de integracion.

5. Se estructura y resuelve Jvdu: Ivdu = J-xd?x = de = X.

6. Llegaste a la solucién, que es: Jln xdx=xInx—x+c.
;Estas de acuerdo?

Ejemplo 2: Resuelve J.xze3x dx aplicando el procedimiento 4.3.

1. No existe antiderivada directa que permita resolverla y se ob-
serva que estd compuesta por cuatro factores: {x, x,e’",dx}.

*
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2. ;Cuantas y cudles son las combinaciones de factores posibles
para tener: {u,dv}?

3. ;Cual consideras la mas adecuada para su elecciéon y por qué?

4. Resuelve la Jdv = v elegida. Esta debe ser mas simple que la

original. ;Qué te resulto?

5. Estructura Jvdu y resuelve. Lo més factible en este ejercicio
es que esta integral también se resuelva por partes, pero es
mas simple. De hecho, debe ser algo asi: Jxe3x dx. En efecto,

es mas simple, aunque de nuevo resulté ser por partes, asi que
deberés resolverla por este mismo método. Deja pendiente tu
resolucion previa y reinicia el proceso con esta nueva integral.
Al concluirla, regresa a este punto con ese resultado interme-
dio y continda.

6. Al final, debiste haber encontrado la solucién. ;Cual es?

Propoén cinco ejemplos adicionales. Aplica y reflexiona acerca del
procedimiento elegido. Comparte tus hallazgos con tus compare-
ros y, si tienes dudas, apdyate en tu facilitador.

Actividad 4.2.2

Integrales ciclicas

En ciertos casos, la integraciéon por partes se vuelve ciclica y, en lo
general, indica una mala seleccion de u y dv en integracién por par-
tes sucesiva. Se dird que la integral es ciclica si después de diferentes
pasos jvuelves a llegar a la expresion original! O sea que no resolvis-
te nada y tendras que volver a intentarlo con otras selecciones.

Pero, en otras situaciones se llega a una integraciéon en apa-
riencia ciclica; en este caso, no te preocupes, porque la solucién
ya esta ahi. Esto ocurre si después de uno o varios pasos resulta
que tu integral original vuelve a aparecer, pero con un coeficiente
k diferente de 1, esto es:

[udo=g(x)— k[udo= (1+ k)| udo=g(x) .. [udo =%

(Por qué k debe ser diferente de cero?

1. Considera el ejercicio Je“ sen 2x dx y observa que es “en
apariencia ciclica”, ya que después de aplicar la técnica de in-

tegracion por partes regresas a la integral original, pero su coe-
ficiente no es uno.

2. Un caso adicional sera Isec3x dx, que por ahora esperara.

Resolucién del ejemplo Je“ sen 2x dx

Sea u = %, du = 3¢>*dx y dv=sen 2x dx, v = —%COS 2x.

ACTIVIDAD 4.2.2

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

> Interés por la abstraccion.

> Gusto por el andlisis de expresiones
analiticas.

> Gusto por la reflexion.

> Respeto por el orden.

> Seguimiento de procedimiento.

Productos

» Ensayo con las reflexiones del primer
ejemplo y andlisis y solucion del pro-
cedimiento en los cuatro ejemplos
propuestos.

Criterios de calidad

i. Claridad y congruencia en la re-
daccion.

ii. Respuesta a todos y cada uno de
los cuestionamientos.

iii. En ningun caso es considerada
como correcta una respuesta sim-
ple del tipo “no, si, nunca, siem-
pre, etc.”.

iv. Manifestacion de las propias ideas
y en caso de definiciones de tex-
tos, cita de las fuentes.

v. Originalidad.

vi. Uso de dibujos, animaciones, es-
quemas o0 mapas conceptuales
para clarificar las ideas.

Caracteristicas del producto

) Extension: una cuartilla.

b Individual O  Equipo OJ
) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo [J

Sugerencias

b Producto obligatorio para realizarse
en equipo de tres personas.

b En la clase, pedir a los estudiantes
que propongan nuevos ejemplos a
resolver por integracion por partes
que resulten en integrales ciclicas.

> Mostrar en clase como una mala se-
leccién de v y dv lleva, en ocasiones,
a una apariencia ciclica por error.
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Cuapro 4.1 Un error en la seleccion de
Uy dv, en alguna parte de la integracion
por partes.

je3x sen2xdx = —1€3x cos2x —j—gng cos2xdx
2 2

. 3
Para esta nueva integral sea, de nuevo, u =%, du =3¢ dx y

1 y
dv = cos2 xdx, v = = sen 2x; por tanto, Para observar como una r'nala' seleccion
2 de u y dv, puede en apariencia generar

una integracion ciclica, considera el ejem-

—f —§e3x cos 2x = g(egx 1sen 2x —Jlsen 2x 3¢ dxj pla
2 2 2 2 Resolver sz senxd.

2263’( sen 2x—zje3x sen 2x dx Sea u=x* = du=2xdx

. o dv =senxdx = v =—cos X
Sustituyendo en la original: X ,
Jx senxdx = —x"cosx + 2Ixcosxdx

1 3 9
3x _ 3x 3x _ 3x
Je sen 2x dx = Ee cos 2x + Ze sen 2x Zje sen 2x dx En la nueva integral sea:

. . . e U =C0sX = du=—senxdx
Se observa que la integral original es igual a la Gltima encontrada, ,

pero multiplicada por una constante k = —9 / 4; ahora, despejamos | gy = xdy —v =2
tal integral y resulta: _
Se sigue que:

2

9 3 1 5 3 3
1+=||e’" sen2x dx =——¢"" cos 2x + —¢e”* sen 2x _X X
( 4).[ 2 4 J.)(cosxd)(——2 os X +j—2 senx dx

4 1 3 Sustituyendo:
Jeg" sen 2x dx = —| —=¢* cos 2x + —¢°* sen 2x : ,
13\ 2 4 Jx senxdx =—xcosx +
3x 1 . s 3x x? x*
Je sen 2x dx:ﬁ(3e sen 2x — 2¢”* cos 2x) + ¢ 2 oS X +J'7senxdx
Aplica el procedimiento descrito en esta actividad en los siguientes | = —x?cosx + (x2 0s X +J x?sen de)
cuatro ejercicios: '
O bien:
1. je sen(2 szsenxdx =szsenxdx
iNo lograste nada!
{Es ciclica?

{En donde esta el error?

5 X
sen(Z\/; )dx

e
> J n
72 lnx +4)

4. .[ cos(3Inx + 1)dx

Comparte tus hallazgos con tus compafieros y, si tienes dudas,
apoyate en tu facilitador.

< Integracion por partes

Como ya se dijo antes, resolver una integral no siempre es posible
empleando los teoremas basicos o el teorema de sustituciéon T3.42:

[ F(8()8'(x)dx = [ f(w)du = F(u) + c = F(g(x)) + ¢
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Para esos casos, se dispone de diferentes técnicas para resolver in-
tegrales, cuya aplicacion depende en especifico de la estructura de
la integral por resolver.

En particular, dentro de la actividad 4.2.1 se ha concluido, a
partir del teorema de derivacién de un producto (uv) = uv' + vu’,
el teorema T2.4 para diferenciales d(uv) = udv + vdu, e integrando
en ambos lados de la igualdad, se demostro el teorema de integra-
cion por partes:

J.udv =uyv —Ivdu

Este tipo de integrales se identifica cuando no es posible locali-
zar una sustitucion adecuada u, para la cual du corresponda a la
estructura supuesta. En estas condiciones, result6 claro que la so-
lucién de la integral depende de la identificacion de los diferentes
factores que componen el integrando del conjunto adecuado iden-
tificado como u, mientras que al resto de los factores, incluyendo
el diferencial, lo denominamos dv. Con estas partes identificadas,
aplicamos el teorema T4.1 para resolver la integral. Resulta claro
que en muchas integrales propuestas tampoco existe una seleccion
posible para u y do, por lo que se aplicardn otros métodos atn por
discutir.

Ejercicios 4.2

Resuelve los siguientes ejercicios:

421 [x(x+1)dx

Resolucion
Aunque esta integral se puede resolver sin integrar por partes, al
desarrollar el polinomio se tiene:

3 2

+Dde= (2 +x)dr =2+ 4
Jx(x )dx j(x x)dx 3 75 c

Pero, también es posible resolver esta integral por partes:
x2
Seau=x+1.'.du=dxydvzxdx.'.v=7:>
2 2 2 3
x x x° x
J‘X(x+1)dx—(x+1)?_‘,‘7dx— (x+1)7_z+C

(Por qué los resultados se ven diferentes? Con un poco de algebra
se demuestra que son iguales:

X Ot X0 P
x+l)———+c=—7—+———+c=—+—+c¢
2 6 2 2 6 3 2

422 j 2In x2dx
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Resolucion

Al simplificar previamente por propiedades de logaritmos tene-
mos:

JZInxz dx =4Jlnxdx

Seau=Inx..du=dx/x,dv=dx..v=x,dedonde:
4J1nxdx=4(xlnx—jxd—x)=4(xh1x—x)+c
X

423 [(2x +3)In(2x + 3)dx

Resolucion
2dx 1 By
Sea u=In(2x +3)..du= , dv=2x +3)dx ..v =—(2x + 3)7,
. 2x +3 4
de donde:

[ @x +3)In2x +3)dx = %ln(Zx +3)(2x + 3)?

_ Ji(zx Y —

e

[ @x +3)In(2x + 3)dx = %ln(Zx +3)(2x +3)2 — %(2x +3)2 +c

424 j 3xy/2x + 5 dx

Resolucion

3

Seau=x..du=dx,dv=2x+5dx..v= %(Zx +5)2, se sigue que:

3

3 3
[axyax +5dx = 3{%(% +5)2 —J%(Zx +5)2 dx] — x(2x + 5)?

5
1(2x +5)?
25

2

3

— [ (2x +5)2 dx = x(2x + 5)3 -

3 3
= > 2 +
— x(2x +5)2 —é(Zx +5)2 =(2x+5)2(x— 2 5)

Q1

5
3
2

Z%(2x+5) Bx—1)+c

4.2.5 I tan x dx

Resolucion

Sea u=tan ' x..du= ydvo=dx..v=x

x2+1

83
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X dx
x2+1

Itan_lx dx=xtan ' x —J =xtan ' x—In (x> +1x + ¢

4.2.6 Jx tan x dx

Resolucion
- dx x?
Seau=tan " x..du=— ydvo=xdx. . v=—
x+1 2
2 2
J.x tan 'x dx = x—’can_1 x — Ll dx
2 2 ¥2+1
2
Zx—tarflx—1 1—- 1 dx
2 2 x2+1

2

_ X _ 1 _
than 1xdxz?tan 1x+5tan !

X
xX——+c¢
2

2
4.2.7 Ixtan xdx

Resolucion
2

Seau=tan2x.'.du=2tar1xseczxdx,dv:xdx.‘.v=%

2 2
X X
than2xdx Z?tan2x —J72tanxsec2xdx

2
x

jx’cam2 xdx = ?’can2 X — fxz sec x(sec x tan x) dx

En la nueva integral u = x* .. du = 2x dx,

_sec’ x
2

X2 SeC2 X

dv = secx(secx tan x)dx .. v

sz sec x(sec x tan x)dx = —Jx sec® x dx

Ahora, u=x..du=dxy dv= sec’xdx..v=tanx
sen x

steczxdxzxtanx—Jtanxdx=xtanx—J dx

Cos X
= xtan x + In(cos x)

Sustituyendo:
2

j x* sec x(sec x tan x)dx = 2 sec’x —xtanx — In(cos x)

2 2
x x
J.xtan2 xdx = 5 tan® x — > sec” x + xtan x + In(cos x)

N

— _x_(sec2 x — tan” x) + x tan x + In(cos x)

N

x2

thanzxdx R + xtan x + In(cosx) + ¢
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En donde se aplicé la identidad sec® x — tan® x = 1.
4.28 JxZe_" dx

Resolucion

—-X

Seau=x" . du=2xdxydv=edx. . v=—¢"=
J.xze_" dx =—x%" —f —e " 2x dx

En la nueva integral u = x .. du = dx y la misma v:
ije_" dx=—x" + 2(—xe‘x —J(—e_" dx))
=—x% " —2xe " —2¢ " +c

429 [In(x* +1)dx

Resolucion

No hay mas posibilidad que:

uzln(xz+1).'.du=xzzildxydUde.'.vzx:
Iln(xz +1)dx = xIn(x* + 1) —J §x2 dx
x°+1
:xln(x2+1)—2j[1— ! ]dx
x°+1

=xIn(x* +1) —2x +2tan ' x +¢
4.2.10 Je”x cosnx dx

Resolucion

1
Sea u=e" . du=ae"dxy dv=cosnxdx ...v=—sen nx

n
Para la nueva integral con el seno se hace una selecciéon similar
1 .
u="_r.du=ae"dxy dv=sennxdx..v=——cosnx, sesigue:
n
ax 1 ax a ax
e™ sen nx dx = ——e" cos nx +| —e™ cos nx dx
n n

Al sustituir lo anterior resulta la siguiente integral ciclica:

1 a 1 . a
Je“" cos nx dx = —e™ sen nx ——| —=e™ cosnx + —Je”" cosnxdx
n n\ n n

2
a ’ 1 a
(1 + —zjje”* cos nx dx = —e™ sen nx + —ze”x COS 1x;
n n n

ne™ sen nx + ae™ cos nx

n? +a®

Je“" cos nx dx =

*
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< Integrales trigonométricas

Se dice que una integral es trigonomeétrica si el integrando se com-
pone bésicamente de funciones trascendentes de este tipo y hay dos
cosas dentro de las integrales: funciones trigonométricas y constan-
tes. De manera comun, se deben aplicar identidades trigonométricas
para resolverlas, por eso es muy importante tenerlas a la mano.

Para su resolucion, todos los teoremas de integracién son vali-

dos, pero, sobre todo, se deben tener siempre presentes los teore-
mas T3.30 al T3.35.

m Icosuduzsenu+c
m Jsenuduz—cosu+c
m Iseczuduztanu+c
m Jsecutanudu=secu+c
m jcsczuduz—ctgu+c
m Jcscuctgudu=—cscu+c

En general, después de aplicar las diferentes sugerencias dadas en
el procedimiento 4.2, se debe tener especial interés en las altimas
seis:
v. Usar una identidad trigonométrica y simplificar resulta
atil cuando se presentan funciones trigonométricas.

vi. Eliminar una raiz cuadrada. Suele presentarse después de
completar un cuadrado o una sustitucion trigonométrica.
vii. Reducir una fraccién impropia.

viii. Separar los elementos del numerador de una fraccién en-
tre el denominador de la fraccion.

ix. Multiplicar por una forma unitaria g(x) / g(x) que al mul-
tiplicar por el integrando f(x) permita modificar de modo

adecuado [ f(x)g(x)]/ g(x).
x. Probar sustituir f(x) por 1/(1/ f(x)).

Es necesario tener siempre a la mano una tabla de identidades
trigonomeétricas, la cual encontrarés en la actividad 4.2.3; si susti-
tuyes de manera adecuada, llegaras a las formulas bésicas de inte-
gracion.

En especial, cuando ademas de los términos trigonométricos
existen factores polinémicos o exponenciales, es més seguro que la
integral propuesta deba ser resuelta por partes.

Actividad 4.2.3

Las integrales trigonométricas tienen en su integrando funciones
trascendentes de este tipo y para su resolucién se deben considerar

ACTIVIDAD 4.2.3

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

> Interés por la abstraccion.

» Gusto por el andlisis de expresiones
analiticas.

» Gusto por la reflexion.

> Respeto por el orden.

> Seguimiento de procedimiento.

Productos

> Ensayo con las reflexiones sobre las
identidades trigonométricas propues-
tas y andlisis y solucién de los tres
gjercicios propuestos.

> Preparacion de una tabla que incluya
todas las identidades y teoremas de
esta actividad.

Criterios de calidad

I. Claridad y congruencia en la re-
daccion.

ii. Respuesta a todos y cada uno de
los cuestionamientos.

iii. En ninglin caso es considerada
COMO correcta una respuesta sim-
ple del tipo “no, si, nunca, siem-
pre, etc.”.

iv. Manifestacion de las propias ideas
y, en caso de definiciones de tex-
tos, cita de las fuentes.

v. Originalidad.

vi. Uso de dibujos, animaciones, es-
quemas o mapas conceptuales
para clarificar las ideas.

Caracteristicas del producto

) Extension: una cuartilla.

b Individual O Equipo OJ
) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo CI

Sugerencias

) Producto obligatorio para realizarse
en equipo de tres personas.

b Enla clase pedir a los estudiantes que
propongan nuevos ejemplos de inte-
grales trigonométricas.

) Enfatizar en la clase como se aplican
las identidades.
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sustituciones basadas en identidades trigonométricas. Las identi-
dades o funciones que se emplean de manera mas comun son:

1. Funciones reciprocas
1.1 senxcscx =1
1.2 cosxsecx =1
1.3 tanx cotx =1

2. Funciones pares e impares
2.1 sen(—x) = —sen x
2.2 cos(—x) = cosx
2.3 tan(—x) = —tanx

3. Translaciones
3.1 sen(m/2 — x) = cosx
3.2 cos(m/2 — x)=sen x
3.3 tan(w/2 — x) = ctg x
3.4 sen(m — x) =sen x
3.5 cos(m — x) = —cosx
3.6 tan(m — x) = —tanx

4. Cocientes de funciones

sen x
4.1 tanx =
CcOS X
COS X
4.2 cotx =
sen x

5. Funciones que de acuerdo con el teorema de Pitdgoras suman
una constante

5.1 sen’x + cos* x =1
5.2 sec®x =1+ tan” x
5.3 csc’x =1+ cot® x
6. Identidades del &ngulo doble y otros multiplos

6.1 sen’x = 1 cos2x
2
+
6.2 cos’x = %

6.3 sen 2x =2 sen x cos x

6.4 cos2x = cos® x — sen’x

X 1—cosx
=
2 2

6.6 Cos£ = iJM
2 2

6.5 sen
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6.7 tan2x = — 220X
1—tan’ x
7. Identidades de adiciones de argumentos
7.1 sen(x * y) =sen x cos y = cos x sen y
7.2 cos(x = y) =cos x cos y + sen x sen y
73 tan(x £ y) = —onx>tany
1+tanxtany
7.4 2sen x cos y =sen(x — y) + sen(x + y)
7.5 2 sen x sen y = cos(x — y) —cos(x + v)
7.6 2cosx cosy = cos(x —y) + cos(x + v)
8. Teoremas relacionados con tridngulos (véase figura 4.1)
b c

senA senB senC

8.1 Ley de senos

8.2 Ley de cosenos ¢ =a* +b> — 2 ab cos C

tan%(A + B)

a
8.3 Ley de tangentes = -
a—>b 1 FiGura 4.1 En los teoremas de triangulos, a cada

tanE(A — B)

angulo A, By C, se opone suladoa, by c.
9. Funciones que estdn relacionadas mediante derivadas

9.1 (senx)" = cosx

9.2 (cos x)' = —sen x

9.3 (tan x)' = sec” x

9.4 (cotx)' = —csc” x

9.5 (secx) =secx tan x
9.6 (cscx)' = —cscxcot x

Cada integral exige de tu creatividad, por ejemplo:

1. J.Ssem2 gcos2 gdx emplea el angulo doble y tendrés las susti-

tuciones que te permiten resolverla. ; Cual es su solucién?

2. Jtan3 7xdx como tan’7x =sec’7x — 1 queda una tangente li-
bre; realiza los productos y tendras dos integrales de soluciéon
directa. ;Cual es la solucién?

3. Jtan3 5x sec* 5x dx, como hay una potencia impar de la tangen-

te, elige los términos tan 5x sec 5x dx como diferencial y luego
convierte todo a términos de sec5x, asi tendras dos integrales
muy simples de la forma u".

Es muy importante que tengas tus identidades siempre a la
mano para poder aplicar esta técnica de integracion. jAdelante!

Comparte tus hallazgos con tus comparieros vy, si tienes dudas,
apOyate en tu facilitador.



Ejercicios 4.3
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Resuelve los siguientes ejercicios:

4.3.1 J 3tan bx dx

Resolucion
3Jtan5xdx=3jsen5x __Jsen5x
cosbx cosbx
_ _EJ- (—sen5x5dx) _ —éln(cos 51) +
5 cosbx 5

4.3.2 J—S cos® 4x sen 4x dx

Resolucion

J —3cos’ 4xsen 4xdx = % J cos’ 4x(—sen 4x 4 dx)

4
_gcos dx =" cos*4x +¢
4 4
133 IMW
cos*x/2
Resolucion

J sen” (x/2) dx :j tanz(x/Z)dx :Itanz(x/Z) sec®(x/2)dx
cos

cos®(x/2)
=2 tan?(x/2)(sec? (x/2)(dx/2)

?(x/2)cos*(x/2)

2
thang’(x/Z) +
434 j cos2x
4 - 3sen? 2x
Resolucion
J- cost2 En :J cos2x I
\/4 3sen” 2x 2\/1—Zsen22x
Tomando

u’ = %sen2 2x,u = 735en2x,du = \/gc052xdx =

Ccos2x I

J = \1/__‘. du 2= j_senlu%—c
2\/1—%sen22x 23 \/1—u 23

Por altimo,

cos2x

J. dx = 1 sen”! ﬁsean +c
\/4 3sen’2x 2\/5 2

EJERCICIOS 4.3

ACTIVIDAD DE ENTRENAMIENTO
INDIVIDUAL Y GRUPAL.

Actitudes

» Trabajo en equipo.

> Interés en la abstraccion.

> Interés por los desarrollos algebrai-
€os.

> Interés por la resolucion de situacio-
nes novedosas.

» Compromiso ético.

Productos

> No son necesarios, aunque se espera
que el estudiante intente la solucidn
de los ejercicios antes de ver su re-
solucidn. Aun asi, puesto que algin
gjercicio puede representar una si-
tuacion novedosa, se incluye la reso-
lucién para que el lector la estudie, la
analice y plantee sus dudas.

Desempenos
> Participacion en la clase.

Criterios de calidad

i. Presentacion de preguntas de in-
terés grupal o individual respecto
de la resolucién de los ejercicios.

ii. Conjeturas adecuadas sobre va-
riantes en los ejercicios.

iii. Presentacion en clase o con los
compafieros de ejercicios toma-
dos de otras fuentes.

Caracteristicas del producto

> Extension: libre.

» Individual 0  Equipo OJ

) Fecha de entrega:

» Obligatorio 0  Optativo [J

Sugerencias

> Actividad de revision obligatoria ex-
traclase, sin manifestacion de pro-
ductos o desempenos.

> Destinar, al menos, una sesion en la
clase para plantear preguntas sobre
los ejercicios.

> Propiciar el aprendizaje colaborativo.




90 ¢ CALCULO INTEGRAL EN COMPETENCIAS

sec3x tan 3x

\/5+25ec3x

Resolucion

435 j

Seau=5+2sec3x..du=6sec3x tan 3x dx =

J‘sec3xtan3xd :1J6sec3xtan3xdx

A5+ 2sec3x \/5+25ec3x
\/D+2sec3
—%¥+c Z%\/5+2sec3x +c
2

4.3.6 Jcos4 2xsen’ 2xdx

Resolucion

Sea sen”2x = %(1 — cos4x) y cos” 2x =%(1 + cos4x)
4 2 1 2 1
. Jcos 2x sen” 2x dx ZJZ(l + cos 4x) 5(1 — cos 4x)dx

=%J(1 — cos” 4x)(1 + cos 4x)dx =%J.(1 — cos” 4x)dx

~I—%J.(1—cosz 4x) cos 4x dx Z%J.dx —%J%(l + cos 8x)dx

+1Jcos 4x dx —ljcos2 4x cos 4x dx le
8 8 8

—1—16j(1 + cos 8x)dx +%ICOS 4x dx —%f(l —sen® 4x) cos 4x dx

1x —ix —Lsen 8x Jrij‘sen2 4x cos 4x 4dx + ¢
8 16 128 32

Zix —isen 8x -l-isen?’ 4dx +c¢
16 128 96

4.3.7 JsenS 2x cos® 2x dx

Resolucion

jsen3 2x cos® 2x dx :j sen” 2x cos® 2x sen 2x dx
Zj(l — cos” 2x) cos® 2x sen 2x dx

=J cos? 2x sen 2x dx —J cos? 2x sen 2x dx

Considerando u = cos 2x, du = —2 sen 2x dx

3 5 3 5
=_lcos 2x+1cos 2x _ _cos 2x+cos 2x+c
2 3 2 5 6 10
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sen x dx

43.8 j :

Resolucion

1— cos x)?

Al hacer u =1 — cos x, du = sen x dx resulta:
J~ sen x dx :Jd_u: 1 1

— ="+
(1— cos x) u? u 1—cosx

4.3.9 I cot*xdx
Resolucion
J.C0t4 x dx =J cot” x cot? x dx =J.(CSC2 x —1)cot® x dx

cot® x

:J cot® x csc? x dx — Icotz xdx=— —J(Csc2 x—1)dx

Habiendo tomado la primera integral u = cotx y du = —csc® x dx
resulta:

cot® x

Jcot4xdx =—

vtan x
——dx

sen x cos x

+cotx+x+c

4.3.10 j

Resolucion

1 \tanx
/—tanx 5 v tan x 5
J‘ dx:J‘ Ccos” x dx=J. cos"X g

sen x cosx 1 senx cosx
2 sen x cosx —

cos” x cos” x
1
_J- tan?2 xsec” x dx

1
= Itan 2 ysec? xdx =24/tanx +¢

tan x

Donde se tomé u = tan x, du = sec® xdx. La estrategia que se em-
pled fue tratar de convertir todos los términos a funciones de la
tangente y su derivada.

4.3.11 Jtan3 xsec® x dx

Resolucion

J tan® xsec® x dx :.[ sec” x tan? x(sec x tan x dx)
:J sec’ x(sec” x — 1)(sec x tan x dx)

:J (sec” x — sec’ x)(sec x tan x dx)

8 1 6
=—sec"x ——sec x+tc
8 6

*
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4.3.12 I 2 cosbxsen 4xdx

Resolucion

Como 2sen xcosy =sen(x — y) + sen(x + y) se tiene:

JZ sen 4x cos 5x dx =_[ (sen(4x — 5x) +sen(4x + 5x))dx
—J (sen(—x) + sen 9x)dx J.(—sen x + sen 9x)dx

1
=Cosx —§cos9x +c

4.3.13 Jcsc2 0/ cot w6 d6
Resolucion

J-c:sc2 6./ cot mh dO = — 1 J cot% 0 csc? <—7Td9)
T

3
=——cot?mh +c

3
4.3.14 J‘Jl + cscx dx

Resolucion

La estrategia de algunas integrales, como ésta, consiste en tratar de
llevar todos los términos a expresiones en senos y cosenos:

Jw/1+cscxdx J,/1+ p—— dx = J,/1+% p—

Donde se hizo u =senx, du = cosxdx y

cosxz\/l—senzx =\/1—u2

—JF e —JE
[ ~ = [—2—
S e

Luego, se complement6 el cuadrado dentro del radical. Factorizan-

do 1/4 del radical, resulta:
1-4u—-1/27=1-2°u—-1/2*=1—-(Qu—1)*

O bien:
J‘ 2du

e T

=sen '(Qu—1)+c

ACTIVIDAD 4.2.4

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

> Interés por la abstraccion.

> Gusto por el andlisis de expresiones
analiticas.

> Gusto por la reflexion.

> Respeto por el orden.

> Seguimiento de procedimiento.

Productos

» Ensayo con las reflexiones sobre ex-
presiones cuadréticas bajo radicales
que corresponden a expresiones
trigonométricas, demostracion de la
formula propuesta y respuestas a las
cuatro preguntas.

v
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Donde al final se aplic6 el teorema T3.36:

J1+cscxdx=sen '(2senx —1)+c

De manera equivalente, también se puede actuar ast:

+
1+cscxdx=J. 1+ 1 dx=J- Mdx
sen x sen x

Haciendo:
cosxdx _ \/1—sen’ x _yi-u' "
2u

2\/ sen x

u=./senx,du=

Y continda:

J.,/1+cscxdx '[“u 1 Zudu

—2
=
=2sen 'u=2 sen_lwlsenx +c

Las expresiones resultantes aparentan ser diferentes, pero al calcu-
lar su derivada se muestra que son idénticas.

Actividad 4.2.4

Integrales por sustitucion a variable trigonométrica

En muchas tablas de integracion se puede encontrar el teorema:

¢ Como se encontr6 esa antiderivada?

—sen 1—+C

El razonamiento que se sigue en expresiones que contienen ra-
dicales y sumas de cuadrados estd fundamentado en el teorema de
Pitdgoras. Para observar la relacién en estudio, se traza un trian-
gulo rectangulo y se ubican las componentes de manera adecuada.

Por ejemplo, en este caso al hacer z =/a> — u” resulta la figura
4.2,

< Enla figura 4.2 se observa que se satisface el teorema de Pitago-
ras con esta seleccion y que, a su vez, coincide con el radical en
el integrando; luego, senw = u / a. ;Estas de acuerdo?

< De donde u =asenw y du = acosw dw, ;cierto?

Al sustituir en la integral por resolver se obtiene una integral tri-
gonométrica:

J“ du—J—d J 4cosw acosw dw

(asenw)

Criterios de calidad °
i. Claridad y congruencia en la re-
daccion.

il. Respuesta a todos y cada uno de
los cuestionamientos.

iii. En ningun caso es considerada
Como correcta una respuesta sim-
ple del tipo “no, si, nunca, siem-
pre, etc.”.

iv. Manifestacion de las propias ideas
y, en caso de definiciones de tex-
tos, cita de las fuentes.

v. Originalidad.

vi. Uso de dibujos, animaciones, es-
quemas 0 mapas conceptuales
para clarificar las ideas.

Caracteristicas del producto

) Extension: una cuartilla.

b Individual O  Equipo OI
) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo [J

Sugerencias

) Producto obligatorio para realizarse
en equipo de tres personas.

> En la clase pedir a los estudiantes
que propongan nuevos ejemplos y
enfatizar cdmo se aplica en integrales
la sustitucion por variable trigonomé-
trica.

z

FiGura 4.2 Tridngulo rectangulo que

satisface la relacion z = /a® — u?.
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_J- cos® w

SEl’I2 w

\/a2 —u?
J—Zdu =—cotw —w
u

De nuevo, al analizar el tridngulo de la figura 4.2 se observa que
se cumplen las razones trigonométricas siguientes: tanw =u /z y
cotw =z /u y, por otro lado, desde senw =u /a se tiene que al
despejar w = sen”'(u / a). O bien, también escrito w = arcsen(u / a),
asi que se sustituye:

a2 =2 . L 22— 2
[l
u

dw = Jcot2 wdw = I(CSCZ w —1)dw

U
—Z —gsen'Z=—Y"  — _—gen T +4¢
u a u a

Esto es lo que se queria probar.
1. Si encontraras términos a* + u?, (como sera tu triangulo?

. . . 2 2 L . . . .
2. Si localizas expresiones u” — a“, ;qué sustitucion a variable tri-
gonométrica sugieres?

3. En una tabla de integrales se localiz6 el siguiente teorema:

J- uduzzgm+§mu+m

—a

+c

Demuestra que es verdadero.

4.Si encuentras expresiones a’ —bzuzl ¢qué sustitucion trigo-
nomeétrica sugieres?

Comparte tus hallazgos con tus compaferos y, si tienes dudas,
apoyate en tu facilitador.

< Integrales por sustitucion a variable
trigonométrica
Se dice que hay una sustitucién a variable trigonométrica cuando

la variable de integracién se cambia por una funcién trigonométri-
ca con todos los ajustes que ello implica.

Las identidades trigonométricas a emplear son las del punto
5 de la actividad 4.2.3, especificamente la 5.1 y la 5.2, que ahora
podemos escribir para referencia como:

m senx=1-cos’x
m sec’x=1+tan’x

Estas identidades trigonométricas se han clasificado como teorema
de Pitagoras porque nacen directamente de dividir dicho teorema,

tan®x =sec’x — 1
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2=a®+ b2’ entre el cuadrado de la hipotenusa, el cateto adyacen-
te o el opuesto, respectivamente. Desde las expresiones resultantes
en los teoremas T4.2 a T4.4, al despejar la funcién trigonométri-
ca adecuada, éstas permiten transformar sumas o diferencias de
cuadrados a un solo elemento cuadratico, lo que facilita realizar
cambios de variable en expresiones que cuenten con términos de
la forma a® + u%, a*> — u? o u® — 4%, asi como llevar la integral resul-
tante a una forma trigonométrica. Para elegir la variable adecuada,
solo tienes que observar que si en las expresiones previas a fuera
1 resultan 1+ 1% 1—u? o u*> — 1; entonces, eliges la identidad que
tenga esa posicion para el 1, el signo entre los términos y listo, eli-

ges la funcién trigonométrica que quede del otro lado de la igual-
dad.

Una vez que se ha hecho la sustitucion, tendras una integral
trigonométrica, para la cual se debe aplicar la técnica para integra-
les trigonométricas.

Analiza el siguiente ejemplo.

J' dx
(x2 _ 1)3/2
Resolucion

La integral solicitada tiene un radical en el denominador con radi-
cando x* — 1.

Selocalizala construccién geométricaque correspondaalasuma
de cuadrados encontrada; en los teoremas T4.2 a T4.4, la posicién
del 1y su signo corresponde al teorema T4.4, tan” x = sec” x — 1. En
este caso, para la integral, la seleccién es x = sec z = hipotenusa/
cateto opuesto, de dx = sec z tan zdz; al sustituir, resulta la figura 4.3.

J- dx __[ secztan zdz _Jsecztanzdz
(x* —1)*? (sec’ z — 1)*? (tan* z)*/2
_Jseczdz __[ cos’zdz _ coszdz
tan” z coszsen’ z sen’ z
1 x
=- tc= —¢ecz+tec =——F—"+¢C
sen z _— -1

calcular del tridngulo

De este ejemplo, se desprende el siguiente procedimiento.

Procedimiento 4.4

Método de integracidn por sustitucion a variable trigonométrica

1. Si dentro de la integral por resolver se presenta una expresion
de la forma a® + u?, a* —u® o u* —a® se sugiere continuar con
este procedimiento. Si no es el caso, es posible que la integral se
resuelva mediante otra técnica.

1

* 95

FiGura 4.3 Triangulo rectangulo que

satisface la relacion /x> —1.
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2. Considerando temporalmente a = 1, compara la expresion pre-
sentecon 1+u% 1—u?o u®> —1.
3. Por la posicion y el signo del 1, elige el teorema adecuado, esto
es:
a) Si elegiste 1+ u?, corresponde el T4.3 sec® x =1+ tan” x.

b) Si elegiste 1 — u?, corresponde el T4.2 sen” x =1 — cos” x.
¢) Sielegiste u> — 1, corresponde el T4.4 tan” x = sec” x — 1.

4. Factoriza a en su expresion original:

2
a) a®> + u*=a* 1+(E)

a
2
b) a*> —u*=a’ 1—(E]
a
2
) u* —a’>=a’ (EJ -1
a

5. De los pasos 3 y 4 se desprende la variable a funcién trigo-
nométrica a sustituir.

u
a) a* + u* = tanz=—
a
u
b) a* —u®> = cosz=—
a
u
¢) u* —a® = secz=—
a

6. Calcula el diferencial correspondiente a la sustitucion elegida.
7. Sustituye en la integral las expresiones resultantes del paso 5

y 6.
8. Resuelve la integral en la nueva variable, con el método de in-
tegrales trigonométricas.

9. Al concluir la resolucién y volver a la variable original, traza el
triangulo representativo de la situacién:

a) a* +u’ = tanz= %, (véase figura 4.4).
u=cateto opuesto a=cateto adyacente
b) a> —u® = cosz= %, (véase figura 4.5).
a=hipotenusa u=cateto adyacente
¢) u* —a* = secz= %, (véase figura 4.6)

u=hipotenusa a=cateto adyacente

a +u

a

Ficura 4.4 Tridngulo rectangulo que
satisface la relacion tan z = u/a.

a

u

—-u

Ficura 4.5 Triangulo rectangulo que
satisface la relacion cos z = u/a.

u

a

—a

FiGura 4.6 Tridngulo rectangulo que
satisface la relacion secz = u/a.
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10. De la figura adecuada al punto 9, construye los elementos de
su solucion.

11. Simplifica, de ser necesario.

Ejemplo de aplicacion del procedimiento 4.4

Los siguientes ejercicios muestran la aplicacion de este procedi-
miento 4.4.

Ejercicios 4.4

Resuelve los siguientes ejercicios:

441 | ——
'[ 4x* -9
Resolucion

Apliquemos el procedimiento 4.4 del método de integraciéon por
sustitucion a variable trigonométrica.

1. Aparece el término 4x*> — 9, que es de la forma u*> — a?, por lo

que el procedimiento continda.

2. Al considerar de manera temporal a = 1, tenemos la expresion
2
u” — 1

3. Por la posicion y el signo del 1 se elige c), tan> x =sec’ x — 1,
teorema T4.4.

4. Factoriza a en su expresion original:

2
45> —9=9 éxz—l =9 gx -1
9 3

2 ) u 2
5.u“"—a° = secz=—;estosecz=§x.
a

6. secz =§x s.secztanzdz =§dx.

J' secztan zdz

\/9sec z—1)

J secztanzdz

&, tan’ z

sec z(tan z + sec z)

Z%Jseczdz

dz

8. 1 Jseczdz ——J
2 tanz + secz

1 ¢sec’ z + secztan z 1
=—I dz =—In(tanz +secz) + ¢
tanz + secz 2
Donde se observa que el numerador es el diferencial del deno-
minador y previamente se aplicé la sugerencia del inciso ix del
procedimiento 4.2.

EJERCICIOS 4.4

ACTIVIDAD DE ENTRENAMIENTO
INDIVIDUAL Y GRUPAL.

Actitudes

> Trabajo en equipo.

> Interés en la abstraccion.

» Gusto por los desarrollos algebraicos.

> Interés por la resolucion de situacio-
nes novedosas.

» Compromiso ético.

Productos

> No son necesarios, aunque se espera
que el estudiante intente la solucion
de los ejercicios antes de ver su re-
solucién. Aun asi, puesto que algun
gjercicio puede representar una si-
tuacion novedosa, se incluye la reso-
lucion para que el lector la estudie, la
analice y plantee sus dudas.

Desempenos
> Participacion en la clase.

Criterios de calidad

I. Presentacion de preguntas de in-
terés grupal o individual respecto
de la resolucién de los ejercicios.

ii. Conjeturas adecuadas sobre va-
riantes en los ejercicios.

iii. Presentacion en clase o con los
companeros de ejercicios toma-
dos de otras fuentes.

Caracteristicas del producto

) Extension: libre.

b Individual O  Equipo OJ
) Fecha de entrega:

) Obligatorio O  Optativo CI

Sugerencias

b Actividad de revision obligatoria ex-
traclase, sin manifestacion de pro-
ductos o desempefos.

b Planear al menos una sesion en la
clase para plantear preguntas sobre
los ejercicios.

» Propiciar el aprendizaje colaborativo.
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L 2 .
9. De acuerdo con la sustitucién secz = 3 x, se traza la figura 4.7.

J4x? =9

10. De la figura 4.7 se construye: tan z = E-a— secz = %x.

Jax* =9
%lm(tanz+secz)+c=1 x7+2_3x +c

In
3

11. Que si se considera, simplifica en:

J.dix = 1In(«/élxz -9+ Zx) +c,

J4x* =9 2
ya que la constante absorbe el (—In3) /2, que resulta de facto-
rizar el denominador.

142 [—2—
BN P |

Resolucion
Resumiendo el procedimiento 4.4, la construccion sugerida por

x> +1ysec’ x =1+ tan” x (teorema T4.3) con x = tan z, se mues-
tra en la figura 4.8.

De donde sec” zdz = dx y se aplica en la integral:

dx B sec’ zdz _ sec’ zdz
'[xz\/x2+1_'[tanzz\/tanzz+1 '[

_J-seczdz

tan’ zsecz

cz
seczdz
secz

Jx2+1
=Jcotzcsczdz =—csczte=—Y"___ " 4,
x

—f cot? zseczdz —J cot z
tan” z

Resolucion

La integral presenta una forma 1 — u?>=1-9x% sin embargo, ob-
serva que con v =1 —9x? . dv = —18xdx, de donde:

JW 18"-\/_% 18J-(1 ') 2 (-18va)

Una forma u" con solucién:

d 1
fi,%:g\/l—%cz +c

2
x Vax*-9

3

FiGura 4.7 Triangulo rectangulo que
satisface la relacion sec z =2x/3 del ejer-
cicio 4.4.1.

X +1

1

FiGura 4.8 Triangulo rectangulo que
satisface la relacion tan z = x del ejercicio
442.
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Vemos que no fue necesaria la sustitucion a variable trigonométri-
ca.
x” dx !
4.4.4 _[— V1-9¢
1-9x?
z
Resolucion

3x

La integral es similar a la del ejercicio 4.4.3, pero ahora el nu-
merador no corresponde con el diferencial. De nuevo, la integral
presenta una forma 1— u>=1-9x2%, para la cual consideramos
sen’x =1— cos” x y cosz = 3x .. —sen zdz = 3dx =

FiGura 4.9 Tridngulo rectangulo que
satisface la relacion cos z = 3x del ejer-
Cicio 4.4.4.

_[ x? dx JCOS zZ( senzdz) cos? zdz
A1 —9x2 T 27 \/1 cos® z 7
:—i l(l—i—cosZz)dz 1 z+lsen22 +c
2772 54 2

(véase figura 4.9).

_ -1 P
Como cosz =3x, z=cos 3x; ademas, sen2z =2senzcosz, de la

J1-9x?
figura 4.9 se obtiene sen2z = 2%% =6xy1—9x* ..
d
J\/% 5%(C0513x+3x\/1—9x2)+c
445 j,/4x — xdx

Resolucion

Al completar el cuadrado se tiene 4x — x> =—4+4x —x* +4 =
4 — (x —2)* y la integral se escribe:

I\/mdx=jmdxzzj 1_(95;2 2

2 2
que corresponde al teorema sen”x=1—cos”x, para el cual

x—2 dx
CoSZ=——y derivando —sen zdz = —, sustituyendo:

j\/ X=X dx—ZJ‘\/ — cos? z —2senzdz)= —4jsen zdz

= —4J.— — Cos22 dz = —2[2 — —SEI’IZZJ
2
=—2z+2coszsenz +c¢

=—2cos_1(xT_2J+x;2 4—(x—2)7 +c

= —2cosl(x;2)+%(x —2uJ4x —x* +c¢
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Donde el término 2 cos z sen z se ha construido calculando los va-
lores de las funciones trigonométricas de la figura 4.10 y simplifi-
cando.

44.6 j4x,/4x2 —1dx

Resolucion

Es verdad que la integral tiene un término cuadratico que invita
a tan” x = sec” x — 1, pero el término fuera del radical contiene al
diferencial del radicando, asi con u = 4x> — 1, du = 8xdx y:

J-4x\/4x2 —1dx=%‘[u;du=%u; +c :%(43(2 —1); +c

en donde no fue necesaria la sustitucion trigonométrica.
V46> =9
447 | L

Resolucion

La forma 46> — 9 es equiparable al teorema T4.4 o tan” x = sec” x

—1, de donde secz = %0 ~osecztanzdz = %d& y al sustituir:

"-\[40022—9616:‘[\[9&%22—93 43 J-tan2zdz

—secztanzdz=—-——=3
9 , 2 92 secz
~sec” z
4
sec’z—1
= ZI ——dz= 2J(secz —cosz)dz

secz

dz—2senz+c

B _[ sec z(tan z + sec z)
tanz +secz

=2In(tan z + secz) —2sen z + ¢ (véase figura 4.11).
=2In 11/é02—1+30 —2i,/ée2—1+c
3V9 3 20V 9
=21n(%«/402—9 +§e)—%w/492—9 +e
1-— 2
148 [V Pay
Yy
Resolucion

y=cosz..dy =—senzdz.

Sustituyendo:

=
2

X—2

Ficura 4.10 Triangulo rectangulo que
satisface la relacion cos z = (x — 2)/2
del ejercicio 4.4.5.

20
292 1
\ 9
V4
3

FiGura 4.11 Tridngulo recténgulo que
satisface la relacion sec z =26/3 del
ejercicio 4.4.7.

y

FiGura 4.12 Triangulo rectangulo que
satisface la relacion cos z = y del ejerci-
Ci0 4.4.8.
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4 4

J‘\/l:]ﬁ d}/ZJ sen z (—senzdz)z—J senzzdz
y

cos” y cos” z
3
1-— y2 2
= —J.tan2 zsec? zdz = —ltam3 z+c= —u +c
3 3y3
(véase figura 4.12).
Actividad 4.2.5

Naturaleza de las fracciones parciales

Cuando realizas una suma entre fracciones, la fraccién resultante
posee en su denominador el rastro de las fracciones que intervinie-
ron, ya que corresponde al minimo comdan mdaltiplo (mcm) de los
denominadores de las fracciones participantes.

Asi, por ejemplo, si se desea recobrar los coeficientes que tenian
originalmente estas fracciones para generar el resultado, se tendra:
a 101
a b c_ 10
3 4 5 3-4-5
En la fraccion presentada no se ha desarrollado la suma de fraccio-

nes, de tal forma que al realizarla se encuentra a(4)> +3b(i)55+ c(3)4
= 3.4.5 121 5/ que por la igualdad de los denominadores corresponde

a a(4)5+ b(3)5 + c(3)4 = 101. Esta expresion es una ecuacion lineal
que tiene infinitas soluciones; entonces, para conocer los valores que
realizan la suma correcta tendrds muchas posibilidades. Por ejem-
plo,cona =0, b =0 resulta c =101 /12, o bien a =1, b =3 obtie-
nes ¢ = 3, entre otras infinitas posibilidades.

Sin embargo, si te pregunto cudl es la cifra representante de las
centésimas en el namero 0.123 podrés responder que “2” y ésta
también es una suma de fracciones, ;cierto?

En efecto:
a L LC a(100) + b(10) + ¢ — 0123
10 100 1000 1000

¢Por qué si la igualdad es, en esencia, la misma ahora si se puede
responder?

La respuesta es: porque en realidad 0.123 es un polinomio de
la forma:

1/10 +2,/100 + 3/1000 = [1(100) + 2(10) + 3]/1000

y directamente se puede conocer cudles son los valores dea, by c.
Ademas, sabes que todas las fracciones son propias porque su nu-
merador nunca es mayor que el denominador, que los valores de g,
by c no son mayores que 9 y son enteros positivos. Pero, lo mas im-
portante es que el valor que le des a cada una no afecta a las demas.

ACTIVIDAD 4.2.5

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

» Interés por la abstraccion.

» Gusto por el andlisis de expresiones
analiticas.

» Gusto por la reflexion.

» Respeto por el orden.

» Seguimiento de procedimiento.

Productos

> Ensayo con las reflexiones y respues-
tas a los siete cuestionamientos que
implican la presentacion de siete
gjercicios resueltos seglin los puntos
6y7

Criterios de calidad

i. Claridad y congruencia en la re-
daccion.

il. Respuesta a todos y cada uno de
los cuestionamientos.

iil. En ningln caso es considerada
como correcta una respuesta sim-
ple del tipo “no, si, nunca, siem-
pre, etc.”.

iv. Manifestacion de las propias ideas
y, en caso de definiciones de tex-
tos, cita de las fuentes.

v. Originalidad.

vi. Uso de dibujos, animaciones, es-
quemas o mapas conceptuales
para clarificar las ideas.

Caracteristicas del producto

) Extension: una cuartilla.

» Individual O Equipo OI

b Fechadeentrega:
» Obligatorio 0  Optativo CI

Sugerencias

» Producto obligatorio para realizarse
en equipo de tres personas.

> Recordary enfatizar que los ejercicios
que se propongan corresponden a
fracciones propias; es decir, el grado
del denominador siempre es mayor
que el del numerador.

> Propiciar el trabajo colaborativo.
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Asi, en los polinomios, si tienes ax* + bx + ¢, y se te pregunta cuéles
son los valores de las variables para que el polinomio resultante sea
x* 4+ 2x + 3, no tiene ningtin grado de dificultad, porque los coefi-
cientes de un término no afectan a los otros. Esta propiedad, junto
con la cualidad de las fracciones propias y los factores primos, es la
esencia de la recuperacion de los coeficientes de las fracciones que
intervienen en una suma, si solo se conoce su resultado.

1. ;Qué es una fraccioén propia?
2. ;Qué son los factores primos?

Iniciemos de nuevo nuestro cuestionamiento. ;Cudles seran los
valores de los coeficientes para que la siguiente igualdad sea ver-
dadera?

a b c X +2x+3

x+1 x x—l_x(x+1)(x—1)

3. Resuelve la suma de fracciones planteada en el lado izquierdo
de la expresion. ;Qué resulta?

4. Desde luego, los denominadores son idénticos. ;Qué puedes
decir de los numeradores? ;Resulté un polinomio cuadratico
cuyos coeficientes dependen de a, by c?

5. ;Cémo deben ser los coeficientes de ambos polinomios y por
qué? ;Qué implican esas tres igualdades?

6. Resuelve el sistema de tres ecuaciones lineales con las tres in-
cognitas resultantes. ;Qué obtuviste?

7. ;Lo que encontraste quiere decir esto?

1 3 3 x2+2x+3

x+1 x x—lzx(x+1)(x—1)

8. Entonces, si la fraccion proviene de intentar resolver la inte-

gral:
J x?+2x+3
X

ST —7 % 4
(x+1)(x—1)

(Serd lo mismo que se resuelva la siguiente integral? ;Por qué?

1 3 3
J —-—+ dx
x+1 x x-1
jEn eso consiste la técnica que estudiaremos enseguida y que se
denomina: método de fracciones parciales!

Comparte tus hallazgos con tus comparieros vy, si tienes dudas,
apOyate en tu facilitador.

Actividad 4.2.6

Polinomios—funciones

En la actividad 4.2.5 se plante¢ el problema: ; Cuales serdn los valo-
res de los coeficientes para que la siguiente igualdad sea verdadera?

ACTIVIDAD 4.2.6

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

> Interés por la abstraccion.

» Gusto por el andlisis de expresiones
analiticas.

» Gusto por la reflexion.

» Respeto por el orden.

» Seguimiento de procedimiento.

Productos

> Ensayo con las reflexiones y respues-
tas a los siete cuestionamientos que
implican la presentacion de siete
gjercicios resueltos segtin los puntos
6y7

Criterios de calidad

I. Claridad y congruencia en la re-
daccion.

Il Respuesta a todos y cada uno de
los cuestionamientos.

iii. En ninglin caso es considerada
como correcta una respuesta sim-
ple del tipo “no, si, nunca, siem-
pre, etc.”.

iv. Manifestacion de las propias ideas
y, en caso de definiciones de tex-
tos, cita de las fuentes.

v. Originalidad.

vi. Uso de dibujos, animaciones, es-
quemas 0 mapas conceptuales
para clarificar las ideas.

Caracteristicas del producto

) Extension: una cuartilla.

b Individual O Equipo O
b Fecha de entrega:

) Obligatorio O  Optativo CI

Sugerencias

) Producto obligatorio para realizarse
en equipo de tres personas.

) Recordary enfatizar que los ejercicios
que se propongan corresponden a
fracciones propias; es decir, el grado
del denominador siempre es mayor
que el del numerador.

) Propiciar el trabajo colaborativo.
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a b c x> +2x+3

x+1 x x—1 x(x+1)(x—1)

Al seguir el razonamiento y realizar la suma de fracciones se lle-
go a la siguiente igualdad: ax(x — 1) +b(x + 1)(x = 1) + cx(x + 1) =
x* 4 2x + 3. Después, realizaste los productos y la igualacién de
coeficientes te llevo a un sistema lineal que resolviste de manera
satisfactoria para encontrar a =1, b =3 y ¢ = 3. ;Estamos de acuer-
do en todo?

iPero, un momento! Lo que tenemos es una igualdad entre po-
linomios y los polinomios son funciones ;cierto? Entonces, si los
polinomios son iguales, sus graficas también lo son. ;Y si evalua-
mos a ambos en algin punto en particular deben valer lo mismo?

1. Observa con atencién la igualdad, toma un valor de x y eva-
lta sobre él. El valor que elijas es indistinto, obtendras una
ecuacion con tres incégnitas. Simplemente, evalta tres veces
en diferentes puntos y te ahorras todas las multiplicaciones de
polinomios.

2. Pero existen valores de x que simplifican en extremo el trabajo.
En efecto, para el ejemplo mostradoson x =0, x=1 y x=-1.
(Por qué?

3.Evalta en x=0, x=1 y x=-1 la ecuaciéon ax(x —1)
+b(x + 1)(x — 1) +cx(x + 1) = x> + 2x + 3 y obtendras de mane-
ra independiente en cada caso b=-3, c=3 y a=1. ;Es co-
rrecto?

4. ;Qué puedes concluir de este procedimiento?

5. No en todos los casos es posible obtener valores de x que den
solucién directa a algtin coeficiente, pero por este método lo-
grards encontrar los més posibles y luego evaluar en otros
valores para sustituir los coeficientes conocidos. jResultan ex-
celentes simplificaciones!

6. Propon a tus compafieros cuatro ejercicios similares al que se
resolvid y entrega su resolucion.

7. Plantea tres expresiones de sumas de fracciones en las que el
numerador sea una constante y el denominador un polinomio
de primer grado; realiza la suma y simplifica. Aplica la técnica
discutida en esta actividad y muestra como se recuperan las
fracciones parciales.

Comparte tus hallazgos con tus comparieros vy, si tienes dudas,
apOyate en tu facilitador. Cualquier comentario o discusion se pue-
de realizar con tus compaferos o con tu facilitador por medio de
los recursos en uso.

*
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Actividad 4.2.7

Casos en las fracciones parciales

La localizacién de las fracciones parciales que pueden sustituir de
manera adecuada el argumento de una integral depende practica-
mente de una correcta factorizaciéon del denominador de la expre-
sion.

En general, existen solo cuatro casos basicos que se pueden
presentar y para los cuales se sugiere actuar de la siguiente forma:

1. Factorizaciéon que genera factores lineales diferentes.

Como los factores son de la forma (x — r), se plantean tantas
fracciones como factores diferentes haya. Por ejemplo, si la fac-
torizacion de un polinomio result6 (x — 4)(x + 2)(x — 1). Enton-
ces, las fracciones propuestas seran:

a b c
+ +
x—4 x+2 x-1
2. Factorizacion que genera factores lineales repetidos.

Esto quiere decir que si se encontré un factor lineal (x — ) repe-
tido n veces, aparece el término (x — r)", por lo que se plantean
tantas fracciones como sea el valor de 1, pero con potencias
crecientes hasta dicho valor.

Por ejemplo, sise encontré (2x — 1)(x + 3)°, el factor (x + 3) esta
repetido tres veces, por lo que las fracciones propuestas serdn:

a b c . d
2x+1 x+3  (x+3)% (x+3)°

3. Factores cuadraticos irreductibles diferentes.

Para este caso, los factores son de la forma a1x2 +b,x +c, irre-
ductibles; es decir, no tienen raices reales. Para esto, se plantea
una fraccién para cada factor y, en particular, sus numeradores
son lineales de la forma ax + b, donde a y b son las incégnitas por
localizar.

Por ejemplo, si se encuentran los factores (x + 5)(x* + 4)
(x*> + x + 1), tiene dos factores cuadraticos irreductibles dife-
rentes para los que se puede probar que no tienen raices reales.
Asi, las fracciones propuestas seran:

a bx +c¢ dx +e
x+5 x?+4 x*P4+x+1

4. Si los factores cuadraticos son repetidos, al igual que con los
factores lineales multiples, se plantean tantas fracciones como
repeticion del factor haya, pero con potencias crecientes hasta
el valor de n. Por ejemplo, si se encuentra cuatro veces el factor
irreductible (x* + 1) se tendra presente el factor (x* +1)* y se
proponen las siguientes fracciones:

ACTIVIDAD 4.2.7

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

> Interés por la abstraccion.

» Gusto por el andlisis de expresiones
analiticas.

» Gusto por la reflexion.

» Respeto por el orden.

» Seguimiento de procedimiento.

Productos

> Ensayo con reflexiones sobre los
cuatro casos de fracciones parciales
y propuestas de cinco integrales por
fracciones parciales en su formato
original y con el planteamiento des-
pués de convertir el argumento a
fracciones parciales.

Criterios de calidad

Claridad y congruencia en la re-
daccion.

Respuesta a todos y cada uno de
los cuestionamientos.

En ninglin caso es considerada
como correcta una respuesta sim-
ple del tipo “no, si, nunca, siem-
pre, etc.”.

. Manifestacion de las propias ideas

y, en caso de definiciones de tex-
tos, cita de las fuentes.

. Originalidad.
Vi.

Uso de dibujos, animaciones, es-
quemas 0 mapas conceptuales
para clarificar las ideas.

Caracteristicas del producto
) Extension: una cuartilla.
b Individual O  Equipo OJ
) Fecha de entrega:
) Obligatorio 0  Optativo [J

Sugerencias

) Producto obligatorio para realizarse
en equipo de tres personas.

b Proponer que los cinco ejercicios
propuestos comprendan, al menos,
uno de cada tipo de caso y que existe
una puntuacion mas alta si se resuel-
ven las integrales.
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ux+b+ cx+d N ex+ f N gx+h
A1 (P 1) P+ (P 1)

Desde luego, todos los casos pueden coexistir de manera simulta-
nea.

Desde aqui se infiere que el método de fracciones parciales se

aplica en integrales de la forma J%dx en las que p(x) y g(x) son
q(x

polinomios y, en particular, el grado p(x) es menor que el grado
g(x); si éste no es el caso se tendrad que realizar previamente la di-
. . . r(x
visién de polinomios, con lo que se obtendra J|:c(x) + %:|dx, en
q(x
donde c(x) es el cociente de la division y r(x) su residuo. Una vez
que la fraccion se ha llevado a esta forma podemos estar seguros
de que r(x)/g(x) es una fraccion propia, a la cual es posible aplicar
la descomposicion estudiada.

a) Propén a tus companeros cinco ejemplos de este tipo de in-
tegrales, en los cuales se presenten los dos formatos: la in-
tegral con el cociente original p(x)/q(x) y la integral con las
fracciones parciales encontradas. No es obligatorio resolver
las integrales.

Comparte tus hallazgos con tus comparieros vy, si tienes dudas,
apOyate en tu facilitador.

< Integrales por fracciones parciales

Cuando en el integrando de una integral se presentan cocientes
entre polinomios, se tiene la oportunidad de poder encontrar un
conjunto de integrales més simples equivalentes a la integral bajo
analisis. A esta técnica de integracién se le denomina integracion
por fracciones parciales.

Cuando se encuentra un integrando de la forma p(x)/q(x) don-
de ambos p(x) y q(x) son polinomios y el grado de p(x) es me-
nor que el de g(x) (si no fuera asi, haz la divisién previamente),
estds ante un posible caso de fracciones parciales. Las fracciones
parciales son aquellas que debieron generar a p(x)/g(x) al sumar-
se y tienen la cualidad de que sus denominadores son lineales o
cuadrético irreductibles. Asi, en general, las fracciones simples re-
sultantes se integran con facilidad aplicando los teoremas T3.27,
T3.28, T3.38 y T3.39.

+1

J-u" du = :;l:_ 1 +c;n# —1, nracional.
mj%ﬂnm
(13,35 [ AP

1+ u?

*
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M | o

1+u

Procedimiento 4.5

Célculo de los coeficientes de las fracciones por igualdad
de polinomios

1. Sea la fraccién propia p(x)/q(x) que se ha descompuesto en sus
propuestas de fracciones parciales de la forma:

P R L pE  p)

7,(x)  3,(%) 7,(x) (%)
Realiza la suma e iguala los numeradores

ril4,9; 9,1+ .99, 9,1+ +pl9.49,q,,]1=p)

2. Realiza todos los productos indicados.

3. Reduce y factoriza términos semejantes. Ambos lados de la
ecuacion representan al mismo polinomio p(x).

4. Establece un sistema de ecuaciones con base en una ecuacién
por cada coeficiente de p(x).

5. Resuelve el sistema de ecuaciones para encontrar los coeficien-
tes de los g,(x) buscados.

6. Establece las fracciones parciales.

Ejemplo de aplicacion del procedimiento 4.5

2x+1
(x — (x> +1)

Calcula las fracciones parciales de

1. 2x+1 __a bx +c
(x—DE*+1) x+1 x*+1

. 2x+1 :a(x2+1)+(bx+c)(x—1)$
(x = )(x* +1) (x = 1)(x* + 1)

a(x* + 1)+ (bx +c)(x —1)=2x+1

3.ax’ +a+bx® +ex—bx—c=2x+1
(a+bx*+(c—bx+a—c=2x+1

4.Para x*:a+b=0, para x:c—b=2 y para las constantes
a—c=1.

5. Trabajando por sustitucion de a+b=0..a=-b y de
c—b=2..c=2+b,sesustituyeena—c=1..-b—2—-b=1.
Entonces b=—-3/2,a=3/2yc=1/2.

3 3 .1
2x+1  _ 2 2%

(x—1(2+1) x+1  x2+1

6.
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Procedimiento 4.6

Célculo de los coeficientes por evaluacion de polinomios

1. Sea la fraccién propia p(x)/q(x) que se ha descompuesto en sus
propuestas de fracciones parciales de la forma:

) P P p(x)

q,(x)  q,(x) 7,(x)  q(x)

2. Escribe la igualdad de los numeradores. Observa que cada tér-
mino tiene todos los factores, excepto su propio denominador.

pila,9,q9,1+p,l9.9, 91+ +p.l9.9, q,,1=p)

3. Evaltda la expresion del paso 2 en tantos valores de x como
coeficientes desconocidos haya. De preferencia utiliza los valo-
res de x en los que los factores g,(x) se hacen cero y otros si le
hacen falta. Obtendras un sistema de ecuaciones lineales.

4. Resuelve el sistema lineal del paso 3.

5. Establece las fracciones parciales.

Ejemplo de aplicacion del procedimiento 4.6

Calcula las fracciones parciales de

45 —x+1
(x+3)(x-l—2)(x—1)2
4 —x +1 a b c d
+ - -

D17 243 x+2 x-1 (x-1)

2. a(x + 2)(x — 1) + b(x + 3)(x — 1)* + c(x + 3)(x + 2)(x — 1)
+d(x +3)(x +2)=4x* —x+1

3.Evaluando para x=-3; luego, a(—1)(—4)>=36+3+1
s.a=-5/2; para x=—2.. b=19/9. Como puedes observar,
hasta este punto, evaluar en esos valores que hacen cero a los de-
nominadores permite evaluar directamente una incognita. Sin
embargo, con x =1 hay dos términos y solo se podra encontrar
el del exponente més alto: d(4)(3)=4—-1+1..d=1/3.

4. Para encontrar la incégnita restante utiliza cualquier otro valor
que no se haya usado, entre mas simple mejor; por ejemplo,
x=0;2a+3b+6c+6d=1 = 2(=5/2)+3(19/9)

+6c + 6(1/3) = 1. Finalmente ¢ = —7/18.

5 19 7 1
+ - +
2x+3) 9(x+2) 18(x—1) 3(x—1)

*
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Procedimiento 4.7

¢ CALCULO INTEGRAL EN COMPETENCIAS

Célculo de los coeficientes por método mixto: coeficientes
del polinomio y evaluacion de polinomios.

1.

Sea la fraccion propia p(x)/q(x) que se ha descompuesto en sus
propuestas de fracciones parciales de la forma:

pl(x)+p2(x)+...+pﬂ_(x)=w

q,(x)  q,(x) q7,(x)  q(x)

. Escribe la igualdad de los numeradores. Observa que cada tér-

mino tiene todos los factores, excepto su propio denominador.

pila,95 a1+ p.la9, --q,1+ +p,l9.4; - q,.,]1=p()

. Evalta la expresién del paso 2 en tantos valores de x como

coeficientes desconocidos haya y se puedan encontrar directa-
mente mediante el procedimiento 4.6, utilizando los valores de
x en los que los factores g,(x) se hacen cero y otros si le hacen
falta. Asi, obtendras un sistema de ecuaciones lineales en com-
binacién con lo que encontrards en el paso 4.

. Realiza mentalmente los coeficientes de las potencias més altas

0 mas bajas (o las que te interesen) e iguala al coeficiente del
numerador original. Este paso se puede intercambiar en el or-
den con el 3, segin convenga.

5. Resuelve el sistema de ecuaciones obtenido en el paso 4.

Ejemplo de aplicacion del procedimiento 4.7

. Establece las fracciones parciales.

Calcula las fracciones parciales de:

3.
4.

4x* +1
(x + 1)(x — 2)(x* + 4)

p(x) a_ . b +cx+d

glx) x+1 x-2 x*+4

ca(x —2)(x* + 4) + b(x + 1)(x* + 4)

Hex +d)(x +1)(x —2)=4x" +1
x=-1,a=-1/5,x=2,b=17/192

Para x°, que es la potencia mas alta de todos los productos y
su coeficiente, es: a +b + ¢ = 0. De donde ¢ = 107/960. Por ul-
timo, con x = 0 que son los coeficientes de todas las constantes
—8a+4b —7d =1, resulta d = 229/96.

107,22
p(x) 117 90" 9%
g(x) 5x+1) 192(x —2) x?+4
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Procedimiento 4.8

Calculo de los coeficientes en el limite

1. Sea la fraccién propia p(x)/g(x) que se ha descompuesto en sus
propuestas de fracciones parciales de la forma:

pe  p® L P p)
0,(x)  q,(x) q,(x) q(x)

2. Realiza mentalmente el proceso de multiplicar toda la expre-
sion por el divisor de p, (x) (la primera fraccion), de esto resulta:

(m+m+...+MJ (@) =22 g 0

q
7,(x)  q,(x) 9,(x) q(x)
Observa que g,(r) =0, entonces en el limite cuando x — r to-
dos los términos se hacen cero, a excepcién de p, (r) = % q,(r),
q(r

donde en el lado derecho también aparece el limg,(x)/q,(x) = 1.

Evalta directamente el cociente de la derecha y tendras el
coeficiente de la izquierda para cada caso. Repite este proceso
para cada término.

3. Las incégnitas que no se puedan calcular en el limite, se locali-
zan con alguno de los procedimientos 4.5, 4.6 0 4.7.

4. Establece las fracciones parciales.

Nota: Para los procedimientos 4.5 a 4.8, los valores de x que se pue-
den emplear pueden ser reales, imaginarios o complejos, con lo
cual los procedimientos son mas eficientes.

Ejemplo de aplicacion del procedimiento 4.8

Calcula las fracciones parciales de:

3x° —1
(x +1)(x —1)(x* +1)
1 3x% -1 a b cx+d
. + +

Qx+1)(x -2 +1) 2x+1 x-1 2241
2. Para x - —1/2 que es la raiz del primer denominador:
3x° —1 a

el (x - (x> +1)  Ze<d

3(-1/2°-1 11

(-1/2-1)(1/4+1) 15

Para x > 1
3x% -1 b

r+)E<)(*+1) <4

1
3
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. L. . . 2 . .
Para x — i, que es la raiz imaginaria de x~ + 1 =0 (si no tienes
dominio en los nimeros complejos aplica tu dlgebra y cada vez

que aparezca i* sustituye i* = —1.
3x° —1 _ox+d
Ex+ D -DED) 2
3i° —1 Citd— 3i(i*)—1 _ —3i—-1 _1+3i
i+1)(i—1) 21 +i—-2i—1 —2—-i—1 3+i

(1+3i)(3—i):3+9i—i—3i2:3+8i+3
(B+i)(B—1) 9+3i—3i—i> 9+1
3+8i+3 6 8. .
=————=—+—i=ci+d
9+1 10 10
Al final, por igualdad de coeficientes ¢=8/10=4/5 y
d=6/10=3/5.

3. Si no quieres utilizar el dlgebra de los complejos, observa que c
y d se encuentran evaluando en otros dos posibles valores de x,
x =0 te da directamente d.

11 1 4x +3
4. + +

152x+1) 3(x—1) 5(x*+1)

Ejercicios 4.5

Resuelve los siguientes ejercicios:

4A1j__iﬁi__
(x+1)(2x +1)

Resolucion

Al analizar el integrando se observa que es una fraccion propia, que

de acuerdo con la actividad 4.1.8 se escribe de la siguiente manera:
x a b

(x+D(2x+1) x+1 2x+1

que corresponde al caso de factores lineales diferentes y, al realizar

la suma, la expresioén resulta:
x __a b a2x+1)+b(x +1)

(x+1)(2x+1) x+1 2x+1 (x+1)(2x +1)

Al considerar la igualdad de denominadores, segtin el procedi-
miento 4.5, resulta la igualdad de numeradores.

a2x+1)+b(x +1)=x
2ax +a+bx+b=Q2a+bx+(a+b)=x

Luego, se igualan los coeficientes
2a+b=1, a+b=0..a=-b = -2b+b=1
b=-1, a=1, por lo que la integral se escribe:

EJERCICIOS 4.5

ACTIVIDAD DE ENTRENAMIENTO
INDIVIDUAL Y GRUPAL.

Actitudes

> Trabajo en equipo.

> Interés en la abstraccion.

» Gusto por los desarrollos algebraicos.

> Interés por la resolucion de situacio-
nes novedosas.

» Compromiso ético.

Productos

> No son necesarios, aunque se espera
que el estudiante intente la solucion
de los ejercicios antes de ver su re-
solucién. Aun asi, puesto que algun
gjercicio puede representar una si-
tuacion novedosa, se incluye la reso-
lucion para que el lector la estudie, la
analice y plantee sus dudas.

Desempenos
> Participacion en la clase.

Criterios de calidad

I. Presentacion de preguntas de in-
terés grupal o individual respecto
de la resolucién de los ejercicios.

ii. Conjeturas adecuadas sobre va-
riantes en los ejercicios.

iii. Presentacion en clase o con los
companeros de ejercicios toma-
dos de otras fuentes.

Caracteristicas del producto

) Extension: libre.

> Individual O Equipo O
) Fecha de entrega:

) Obligatorio O  Optativo CI

Sugerencias

b Actividad de revision obligatoria ex-
traclase, sin manifestacion de pro-
ductos o desempefos.

b Planear al menos una sesion en la
clase para plantear preguntas sobre
los ejercicios.

» Propiciar el aprendizaje colaborativo.
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xdx 1 1
J‘ =J — dx
(x+1)(2x + 1) (x+1 2x+1J
x+1

=1n(x+1)—%1n(2x+1)+c=1n7+c

A2x +1

Para simplificar se aplicaron las propiedades del logaritmo para
potencias y diferencias.

440 dex

x° —4x
Resolucion

Se analiza el integrando y se observa que es una fraccién impropia.
Al realizar la division resulta el cociente x> + x + 4 con residuo
4x* +16x — 8, por lo que la integral se escribe:

Jx5+x4—8

x> —4x

2+ _
. clxzj[x2+x+4+M dx
x° —4x

Analicemos la fraccion:

4x* +16x — 8 _a b L ¢
x(x+2)(x—2) x x+2 x-—2
Se aplica el procedimiento 4.8:
2 —_—
x—0, A+ 16x 8 -2 . a=2
Kx+2)(x-2) X
4x* +16x — 8 b
x— -2, = b=-3
xM(x —2) M

4x% +16x —

De donde la mtegral a resolver es:

54 4
Jx—deZJ[x2+x+4+g— SA )dx

2

x> —4x x x+2 x—2

3 2
=%+%+4x+21nx—31n(x+2)+51n(x—2)+c
443 j#
xt—3x2+2
Resolucion

Al realizar la factorizacion del denominador se encuentra

(x— J2 )(x + J2 )(x + 1)(x — 1), de donde se proponen las fracciones

*
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parciales y resulta la igualdad de numeradores del procedimiento

4.6:
X a b c d

x4—w3+2:x_JE+x+JE+x—1+x+1
a(x +~2)(x + 1)(x — 1) +b(x — V2)(x + 1)(x — 1)
+cx—\/_ x+x/_ J(x—1 +dx—x/§)(x+\/5)(x+1)=x

Evaluando para —\/E, \/E, —lylresultaa=b=1/2, c=d=-1/2.

Se resuelve y simplifica para encontrar:

i (SR S S B Y
2x +42) 2(x—+2) 20x-1) 2x+1)

J- xdx lln
xt=3x24+2 2 x?2-1

xdx
=1

444j

Resolucion
Las fracciones simples propuestas son:
a bx +c¢ X
T -3
x—1 x*+x+1 x°—-1

Y del procedimiento 4.7:
a(x> +x+ 1)+ (bx +c)(x —1)=x

Con x=1,a=1/3, para la potencia més alta x* los coeficientes
sona+b=0. b——1/3yparalasconstantesa—c—0 .c=1/3.

1 1 -1
J‘ xdx :_J* dx ___[ x I
=1 37x—1 3Jx*+x+1
In(x — 1 -1
_ In(x )_lj‘ 2x I
3 3/ x +x+1
Veamos por separado la nueva integral:
2x -2 2x+1)—2-1
At e 1 B D2,
x“+x+1 x> +x+1 X’ +x+1
=1J- 2x +1 dx
2 1

3
x2+x+1 21[

EITRNIE )
4 4

S P T B
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Z%ln(x2+x+1)—

N | W

In(¥® + x +1) ———tan [ﬂ]

N W

Por altimo, se sustituye en la original:

J- xdx :ln(x—l)_ln(x2+x+1)+ 1 tanl(2x+1J+c

1
2

x° -1 3 6 J3 J3
2
145 [ dx
1—x*
Resolucion
2
Como —* —=_% b M d , al aplicar el procedimiento
1-x* 1-x 1+x 1+
4.8 resulta:

x—>1,a=1/4,x—>—-1,b=-1/4y para

i’ -1 1

X =1, =c+d=—r.¢c=0,d=—
1— 4> 2 2
2
jxdx=l.|-1—1—2dx
1— x4 43{1—-x 1+x 1+ x2
zi(—ln(l—x)—ln(1+x)—2tan_1x)+c
2
4.4.6j X dx
(x-l—2)2(x+4)2
Resolucion

Las fracciones son:

x2 _a b c d
(x+2)%(x+4)* x+2 (x+2)7 x+4 (x+4)°

Que del procedimiento 4.8 con x - —2,b=1y x — —4,d =4, adi-
. a 1 ¢ 1
cionalmentecon x=0,0=—+—-+—+— .20 +c=-2.
2 4 4 4
Y de x =—1, —4 =3a + ¢, después de resolver las simultdneas

2a+c=—-2,-4=3a+c,a=-2,c=2.

Por dltimo:

5 > =2In(x +2)——— F2In(x +4) - ———+c
x+2)7(x+4) x+2 x+4

=21nx+4_ 1 4 L
x+2 x+2 x+4

x% dx 1 4
J.(

*
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447]m

Resolucion

El denominador contiene un factor término cuadratico que sugiere
sec’x =1+ tan? x, de donde x = tan z, dx = sec? zdz.

O bien:
dx _ sec’zdz _ 6
J.(14—x2)4 _J- sec® z _J.COS 2z

Esto se resuelve como integral trigonométrica, si se pretende apli-
car fracciones parciales:

1 Zax+b+ cx+d N ex+ f N gx+h
1+x%)* 1+x* (1+2°)?* (1+x°)° (1+x%)*

Para x »>1i,gi+h=1..¢g=0,h=1 se aplica el procedimiento 4.8,
que indica que el cuarto término es el mismo que el integrando
original. De manera directa, todos los demas términos son cero.
Por altimo, se aplica el método correcto:

4 2
I( dx _ x(15x™ +40x~ + 33) N itanfl(x) ‘e

1+2%)' 481+ x%) 16
44.8 j
x(x® + 1)
Resolucion

1 _a bx +c dx +e
x(1+x%)? x (1+x%) (1+x%)?

Se aplica el procedimiento 4.8: x - 0,a=1,
x—)i,1,=di+e=i2
1 i
1 1  2bi+c 2i

p— + p—

=2, ————— =
2i(1+4i%) 20 1+4i* (1+4i%)?

=—i.,.e=0,d=-1

= (1+ 4i%)® + (2bi + c)2i(1 + 4i%) — 4i°
=(1—4)> +(—4b + 2ic)(1—4) + 4
—12 =—3(—4b + 2ic) ..c=0,b=—1

x
J x(1+ x?) _J( (1+ x> _(1+x2)2]dx

=lnx—lln(1+x2)+1 ! +c
2 2 2

1
1

1+ x
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Actividad 4.2.8

{Qué técnica de integracion aplico?

¢Qué técnica de integracion debo aplicar al tener la oportunidad
de resolver una integral?

1. Primero es importante preguntarse cudl es el motivo que impli-
ca resolver la integral.

2. Si el objetivo de resolver la integral es parte de un proyecto de
investigacion en el cual lo que importa es el modelo que repre-
senta la antiderivada, emplea las tablas de integracién, ya que
en éstas se presenta una gama muy amplia de estructuras y lo
tnico que habras de hacer es comparar las estructuras y apli-
carlas. Desde luego, en caso de que la estructura del integrando
no esté presente en las tablas, tendras que seleccionar la técnica
de integracion adecuada y resolverla de manera analitica. Un
buen recurso es aplicar software de matematicas que resuel-
va las integrales analiticamente como Wolfram Mathematica®,
Derive®, Mathlab® y otros.

3. Si el objetivo de resolver la integral es practicar y adquirir ex-
periencia en este tipo de concepto, janimo! Ten la paciencia
para buscar y aplicar la técnica de integracién adecuada. Sabes
que siempre podrds comprobar si la antiderivada encontrada
es correcta. jSimplemente deriva el resultado y encontraras el
integrando después de la simplificacion necesaria! No se des-
echa la posibilidad de emplear tablas de integracion, ya que
reconocer las estructuras también requiere préactica.

4. Si el objetivo tiene un significado eminentemente practico, lo
que interesa es la rapidez y suele tratarse de integrales defini-
das que estudiaremos en el capitulo 5. Para ello, dispones de
la integracion numérica como una buena opcién. jClaro que
es mejor encontrar la antiderivada, pues tus resultados seran
exactos! No olvides un recurso importante: el software mate-
matico.

5. Cualquiera que sea el objetivo que tengas para resolver una
integral, lo mas importante es que has detectado una situacion
en la que el concepto de integracion es dtil, jadelante, las in-
tegrales estan presentes en las cosas de todos los dias! Si dis-
pones de una herramienta para facilitarte el trabajo, no dudes
en emplearla, ya sean tablas, integracion numérica, programas
computacionales de solucién analitica o alguna técnica de inte-
gracion especifica.

* Medita acerca de lo que te motivé a resolver integrales y
lo que has encontrado alrededor de la integral hasta este
momento. Discttelo con tus compatieros.

Comparte tus hallazgos y reflexiones con tus compaferos y, si tie-
nes dudas, ap6yate en tu facilitador.

ACTIVIDAD 4.2.8

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

> Interés por la abstraccion.
» Gusto por el andlisis.
» Gusto por la reflexion.

Productos
» No requiere ningtin producto. Es una

actividad de reflexion individual y gru-
pal.

Criterios de calidad

I. Manifestacion de las propias
ideas.
ii. Originalidad.

Caracteristicas del producto

4
4
4
4

Extension: una cuartilla.
Individual 0 Equipo I
Fecha de entrega:
Obligatorio I Optativo [

Sugerencias

»

»

»

Se sugiere la reflexion grupal en cla-
se.

Preparate para las preguntas: {Se apli-
can las integrales en la actividad profe-
sional? ¢En qué las aplica un ingeniero
en o un licen-
ciado en ?
Reflexiona de acuerdo con tu espe-
cialidad, analiza textos de tus futuras
materias y localiza las integrales pre-
sentes.

Se sugiere invitar a un andlisis del
software de matematicas o de méto-
dos numéricos disponibles en la ins-
titucion. Revisen los comandos mds
Utiles y resuelvan integrales mediante
ellos.

Propicia el espiritu investigador.
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< Integrales mediante el uso de tablas

Las tablas de integrales son teoremas probados que enuncian anti-
derivadas para muchos tipos de estructuras del integrando. Suelen
agruparse con base en un elemento caracteristico del integrando;
por ejemplo, las que contienen ¢*, o las que incluyen u* — a?, etcé-
tera, de tal forma que es comun que las antiderivadas de muchas
de las integrales que se resuelven por las técnicas previas aparez-
can en las tablas. Entonces, cuando se desea ser préctico y resolver
la integral, ésta resulta ser la mejor técnica junto con el uso del
software. Sin embargo, si tu integral no esta presente en la tabla,
es probable que las técnicas descritas previamente te ayuden a en-
contrar la solucion. Para aplicar los teoremas de las tablas, no hay
mejor recomendacién que justamente la que se te da en el procedi-
miento 4.2 para el tema de sustitucién: hay que elegir bien u, v, n,
a, b o cualquier otro elemento que se especifique en la estructura
elegida.

Debido a la propia simplificacién, algunos elementos algebrai-
cos desaparecen o se visualizan en apariencia de manera diferente.
Para ello se deben emplear algunos procedimientos précticos que
permitan recobrar los elementos perdidos para completar de modo
adecuado la estructura elegida y si ésta no estd presente en nues-
tras tablas, quiza se trate de alguna integral que se pueda resolver
por alguna de las técnicas ya descritas; recuerda las sugerencias
del procedimiento 4.2.

El procedimiento resulta adecuado si después de la sustitucion
u, du la estructura de tu integral es idéntica a la presente en el teo-
rema de la tabla (con excepcion de las constantes factorizadas). Por
altimo, se aplica la antiderivada sefialada.

Aunque la emocién de resolver integrales nos lleve a resolver
muchas integrales, debes recordar que en toda funcién puedes res-
ponder si su derivada existe o no y, en su caso, encontrarla; pero, a
la inversa, no toda expresion es integrable por técnicas analiticas
como las que hemos estudiado e incluso se les dan nombres como
funciones especiales. En otros casos existen soluciones mediante
una técnica adicional denominada método de series, al que nos
acercaremos en el capitulo 7. Podemos estar seguros de que exis-
ten integrales que atin no podrés resolver o que no tienen solucién
analitica en funciones simples dentro de las que podemos ejempli-
ficar entre una infinidad:

Je"2 dx, I se; s dx, Jsen%dx, J.cos(e")dx

Ejercicios 4.6

Resuelve los siguientes ejercicios empleando las tablas de integra-
cién del anexo 1.
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r2dr
4.6.1 j

4—¢?
Resolucion

En la tabla del anexo 1 se busca una estructura parecida que con-
tenga y/a’ — u* en el denominador, y se encuentra el teorema TA.17

2
J u? du g,/cﬂ —u® + %serf1E + ¢ que resulta en:
/ a
J- rdr 4—12 +2sen 'L+

462j dt

544 sen 2t

Resolucion

En la tabla del anexo 1 se busca una estructura parecida, y se loca-
liza el teorema TA.96

J‘ du B 2
p+gsenau a /pz +q2

y se aplica directo para obtener:

_1]0’canax/2+q_l_C

VP +q

dt 4| 5 4
tan tant+—|+c
-.-5+4sen2t 2\/7 |:\/7 \/E:|
4.6.3 J-tan Tx i
Resolucion

Se localiza el teorema TA.85

B 1 B n+1d
Ju"tan Yudu= " tan 1u—.[u Zt
n+1 1+u

y se aplica para obtener:

tan ' x

+Inx —1ln(1+ x*)+c
x 2

4.6.4 J sen 2x cos3x dx

Resolucion

Se localiza el teorema TA.57 y se aplica directo:

EJERCICIOS 4.6

ACTIVIDAD DE ENTRENAMIENTO
INDIVIDUAL Y GRUPAL.

Actitudes

» Trabajo en equipo.

> Interés en la abstraccion.

» Gusto por los desarrollos algebraicos.

> Interés por la resolucion de situacio-
nes novedosas.

» Compromiso ético.

Productos

> No son necesarios, aunque se espera
que el estudiante intente la solucidn
de los ejercicios antes de ver su re-
solucidn. Aun asi, puesto que algin
gjercicio puede representar una si-
tuacion novedosa, se incluye la reso-
lucién para que el lector la estudie, la
analice y plantee sus dudas.

Desempenos
> Participacion en la clase.

Criterios de calidad

i. Presentacion de preguntas de in-
terés grupal o individual respecto
de la resolucion de los ejercicios.

ii. Conjeturas adecuadas sobre va-
riantes en los ejercicios.

iii. Presentacion en clase o con los
compafieros de ejercicios toma-
dos de otras fuentes.

Caracteristicas del producto

> Extension: libre.

» Individual 0  Equipo OJ

) Fecha de entrega:

» Obligatorio 0  Optativo [J

Sugerencias

> Actividad de revision obligatoria ex-
traclase, sin manifestacion de pro-
ductos o desempenos.

» Planear al menos una sesion en la
clase para plantear preguntas sobre
los ejercicios.

> Propiciar el aprendizaje colaborativo.
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- +
jsen a1t cosbudu = — cos(a —b)u  cos(a+b)u
2(a —D) 2(a+Db)
J' cosbx  cos(—x) cosx cosbx
sen2xcosx3xdx = — - tc=———-——+c
10 -2 2 10
4.6.5 Jp2\/25 —p*dp

Resolucion

Se localiza el teorema TA.13 y se aplica directo:

4
J 2Ja* —u* du :% u* —a*Wa® —u* + 8senlz+c
J.PZ\/25—p2dp=§(2p2 —25)4/25 —p* +%sen_1(g)+c

dx
3x+1
Resolucion
J9x% +6x+5 \/9x2+6x+1+4
j dx=_[ X
3x+1 3x+1
J‘\I 3x+1
3x+1

Se localiza el teorema TA .4 y se aplica directo:

/2 2 [ 2 2

u- +a a+i\u" +a

J.idu=w/u2 +a% —aln—— | +
u u

c

%j "”2; i =%«/9x +6x+5—

4.6.7 I 7 sen” 3x In(sen 3x) cos 3x dx

3x+1

Resolucion

Sea u =sen3x, du = 3cos3xdx

J. 7 sen” 3x In(sen 3x) cos 3x dx = g J u” In(u)du =

n+1
Ju" Inu duzu—z[(n +DInu—1]+c,n#-1
(n+1)
—Iu Inu du 7sen 3x[3lnsen3x—1]+c

'[ 7 sen” 3x In(sen 3x) cos 3x dx = % sen”’ 3x [ln sen3x — %:| +c

2+J9x2 - 6x+5|
|

+c

AUTOEVALUACION 4.1-4.9

EVALUACION POR CONOCIMIENTO,
ACTIVIDAD DE ENTRENAMIENTO
INDIVIDUAL Y GRUPAL.

Actitudes

> Trabajo en equipo.

> Interés en la abstraccion.

> Interés por la solucidn de situaciones
novedosas.

» Compromiso ético.

Productos

» No son necesarios, aunque se espera
que el estudiante, de manera indivi-
dual o en equipo, intente la solucion
de cada autoevaluacion.

» Es muy importante que se muestre
el dominio de los métodos de inte-
gracion mediante la resolucion de los
diversos ejercicios de forma andlitica
y con uso de tablas.

Desempenos
> Observable en el producto.

Criterios de calidad

Presentacion de preguntas de
interés grupal o individual, res-
pecto de la solucién de los cues-
tionamientos.

I. Presentacion en clase o con los

companeros de ejercicios de
otras fuentes.

Conjeturas  adecuadas  sobre
variantes o implicaciones de los

cuestionamientos.

Sugerencias

b Actividad de revision obligatoria extra-
clase, sin manifestacion de productos
o0 desempefios, se puede optar por
seleccionar algunos de los cuestiona-
mientos para estructurar evaluaciones
de conceptos y operatividad.

b Planear al menos una sesion en la
clase para discusion grupal.

) Propiciar el trabajo en equipo.
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2dx
xInx(3 + 41In x)?

4.6.8 j

Resolucion

Seau=Inx,du=dx/x

2dx _ du
J =2
xInx(3 + 4Inx) u(3 + 4u)

Lo anterior corresponde al teorema TA.35 con lo que se concluye
facilmente:

du 1 1. la+bu
J 2 ) te
u(a+bu) a(a+bu) a u
4.6.9
J. —2x _ 4
Resolucion
Seau=e *,du=—e “dx = J.M:—?)J. du 5
4 u*—2
que corresponde al teorema TA.21:
1 - -
J 2du2__ u—a :_3-[ du :_Elnei 2 c
u*—a®> 20 |uta w—a® 4 et +2
Autoevaluacion 4.1

Resuelve las siguientes integrales aplicando el método adecuado y
comprueba su resultado mediante tablas.

411 [tInt +1)dt

412_’. 2xdx

xezx dx
(2x + 1)

414 J.xsen (2x)dx

413 j

415 Jln (tan x)dx

sen x cos x

Autoevaluacion 4.2

Resuelve las siguientes integrales aplicando el método adecuado y
comprueba su resultado mediante tablas.

421 | ———
J-Cosx—semx

422]" x -1
x—x

AUTOEVALUACION 4.1

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

b En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

b Extension: libre.

b Individual O  Equipo OJ

) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo [J

AUTOEVALUACION 4.2

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

) En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

Extension: libre.

Individual O Equipo O

Fecha de entrega:

Obligatorio 0 Optativo O

v v v Vv
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Autoevaluacion 4.3

Resuelve las siguientes integrales aplicando el método adecuadoy
comprueba su resultado mediante tablas.

2x—3
(x —1)?
x—1
43.2 j ;Y
x*(x+1)

431 j dx

4.3.3 jx3x dx

4.34 J«/l + cos? x sen 2x cos 2x dx
135 Jd_x
o x\/xz - 25

Autoevaluacion 4.4

Resuelve las siguientes integrales aplicando el método adecuado y
comprueba su resultado mediante tablas.

4.4.1 Jsen%/; dx
4
442 jl(x_l) dx
8lx+1

dx
4.4.3
J. (sen x + cos x)

144 [« (x + %) dx

445 "‘23636"4+1 dx

Autoevaluacion 4.5

Resuelve las siguientes integrales aplicando el método adecuado y
comprueba su resultado mediante tablas.
3
x” dx
4.5.1 J—z
4—x

AUTOEVALUACION 4.3

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

b En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

b Extension: libre.

b Individual O Equipo OO

) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo I

AUTOEVALUACION 4.4

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

) En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

b Extension: libre.

b Individual O  Equipo OJ

) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo [J

AUTOEVALUACION 4.5

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

) En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

Extension: libre.

Individual O Equipo O

Fecha de entrega:

Obligatorio 0 Optativo O

v v v Vv
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sen xdx
(1-x%°

Autoevaluacion 4.6

AUTOEVALUACION 4.6

Resuelve las siguientes integrales aplicando el método adecuado y

comprueba su resultado mediante tablas. B LLETL el el

Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y

461 J' 3¢ +x+3 dx GRUPAL.
) (x +1) Caracteristicas del producto
462 b En caso de considerar la entrega de
.[ tan x cos 2x la resolucion de la autoevaluacion

como producto:

4.6.3 J. 5sen’xe*™ * cos x dx » Extension: libre.
b Individual O Equipo OJ
) Fecha de entrega:
4.6.4 I(\/ 7x — %jdx ) Obligatorio 0  Optativo OI
5x
465 J‘ 4xdx
3x% -8
Autoevaluacion 4.7

Resuelve las siguientes integrales aplicando el método adecuado y
comprueba su resultado mediante tablas.

171 j sen ‘xdx
o J1—x AUTOEVALUACION 4.7
p EVALUACION POR CONOCIMIENTO
470 J' . ax Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
fe \/; n %/; ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y

GRUPAL.

JO—x%) Caracteristicas del producto
4.7.3 J ———dx
x6

) En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion

2 -1
x“tan  xdx como producto:
474 J 1+ 12 » Extension: libre.
b Individual O  Equipo OJ
%2 dx » Fecha de entrega:
4.7.5 J‘i » Obligatorio 0 Optativo [J

(x* = 1)
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Autoevaluacion 4.8

Resuelve las siguientes integrales aplicando el método adecuado y
comprueba su resultado mediante tablas.

81 J. —sen X

4.8.2 Jx(xz — 1) dx
x*dx
9 — 4x*
4.8.4 J cos(In x)dx
x+1

2

Autoevaluacion 4.9

485 j

Resuelve las siguientes integrales aplicando el método adecuado y
comprueba su resultado mediante tablas.

49.1 fx2\/4 —9x% dx

492 Jtan “1ox?dx
(1+ 4x*)
Sx +1
\/sen 2x
494'[ sen’x
195 | 32" +1 dx
T =D +2)(x - 3)

Solucion a la autoevaluacion 4.1

4.1.1 jtln(t +1)dt = %((2 — )+ 2(t* — DIn(t + 1)) + ¢

110 J- 1n(232c)dx __1+1In(2x) iy
x

X

2x

xe**dx e

41.3 j Y
(x+1)*  4(2x+1)

4.1.4 J xsen(2x)dx = — % xcos2x + %sen 2x +c¢

Intan x)dx _ 1 In(tan x)* + ¢

41.5
jsenxcosx 2

AUTOEVALUACION 4.8

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

b En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

b Extension: libre.

b Individual O Equipo OO

) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo I

AUTOEVALUACION 4.9

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

b En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

Extension: libre.

Individual O Equipo O

Fecha de entrega:

Obligatorio 0  Optativo O

v v vV




CAPiTULO 4 Métodos de integracion

Solucion a la autoevaluacion 4.2

421 Jm—\/_tanh ([[Htan(;)nw

dr=2+Inx —lln(Zx —1) —iln(Zx +1)+c
4 16 16

422 j4x —

423 [ dv=20"(x 1) +c

424J. X dx 1x«/9—xz+gsen_l£—|-c
lg — 2 2 3

425 jxiﬂdlen(xw)w
x°+4x+3

Solucion a la autoevaluacion 4.3

4.3.1 f 2x 1;’ dx = 11+21n(x—1)+c
L

432 J.idx=1+2]nx—21n(x+1)+c
(x+1) X

43.3 ijxdx=3" b X
n’3 In3

1
[ 2 - /
4.34 .[ 1+ cos” x sen2xcos2xdx = 10\/5 [2 C0Ss2x4/3 + cos2x

+ 11(\/5 —\/3+c052x) +\/3 + cos2x Cos4x:|+c

dx _ 1 5
4.3.5 Jix m 5 tan [m} +c

Solucion a la autoevaluacion 4.4

441 jsen%/;dx = —-3(x*° -2) cos(xl/S)J+ 6x°sen'® +c

4
1(x—1
442 jg(xﬂ) dx

16 16 24

443 j dx —__senxr L.

(senx + cosx)*  cosx +senx

=—(x— + - —8]11(x+1)]+c
8 3x+1)° (x+1)7?* (x+1)

*

123
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5/2 4
4.4.4 Ixz(x +ijdx = dx +xz +c

Ix 5

445 j29c3ex4+1 dx =%

i+

+c

Solucion a la autoevaluacion 4.5

451 [~ a1 4— 228+ %) +c
[4 — 52 3
452 J-lnxdx 1 _lnx+c

4x*  2x?

453]\/ix3 —%«/ 3(2a° + %)
x(x* —9)

454 =—
J \/(x2 —9P  9J(x> -9y
sen 'xdx (x* —1)(2xsen ' x + {1 — x> In(x* — 1)

m__ 2J(1— 22

Solucion a la autoevaluacion 4.6

+c

+c

455 j

3x*+x+3 . 7 3 tan~' x
461J dx =— > +
1)°(x* + 1) 4x—1)" 2x—1) 4

+Zln(x - 1)—gln(x2 +1)+c

4.6.2 j— = —llnCOSZx +Insenx +¢
tan x cos2x 2

- 5 _
4.6.3 ISsen3 xe*" % cos xdx = Zese“4" +c

4 8 27

4.64 N7x —— dxz——\/;+—x3/2+c
J( m) J5 3

4x dx _ 2

gln[sz —8]+c

465j

Solucion a la autoevaluacion 4.7

1—xsen 'x+c

171 J-sen_lxdx :_4\/1—36\/11—362 _y
Y —

— —4¥x +2x + 41+ ¥x) + ¢
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x° 45x°
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2 -1 =1 .\2
4.7.4 J-sztanflx—m—lln(l+x2)+c
1+ x2 2 2
2 2
475 jix de XY - ) S + 1)+
12 2 4(x*-1) 8 8

Solucion a la autoevaluacion 4.8

4.8.1 J.i %(\/Etanl[\/atanx]+2tanx) +c

1—sen™x

482 [x(x* —1)Pde="- -+ +c
2 2 6
x* dx 2| _27x x*) 243 (2x
483 —Jo—ax? |22 2 Xy
j/9 e ( 128 16] 256" (3) ‘

1 1
484 Jcos(lnx)dx szcoslnx +§xsenlnx +c

485 _[xj:%d v =2x—2 +/2tan” 1[\/\/_TJ+C

Solucion a la autoevaluacion 4.9

491J- 24 —9x2 dx = x4 — 9x( ] Esen 13?3(41

-1 2 -1 2
4.9.2 J.ta? 2x fx _ fan 22x —l(tan_12x2)2
x°(1+ 4x%) 2x 2
+21nx—%1n(1+4x4)+c
493 j 3 +12dx=— sz 1) L 1y 4o
1) x* =1 2 2

494 _[ “sen 2x = gcotxcsc x\/sen 2x +c¢

Sen X
2
195 [— XL M) Zime-)
P DE -3 5 3

+Eln(x +2)+c
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INTEGRAL DEFINIDA

El alumno es competente si interpreta y resuelve integrales definidas de manera numérica y

analitica empleando los teoremas adecuados.

El alumno es competente si analiza, abstrae y propone solucion a situaciones que involucren
acumulacion como efecto del cambio de una sola variable, empleando la integracion como

herramienta fundamental.

CALENDARIO DEL PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS

Actividad 5.1.1
Actividad 5.1.2
Aplicacién 5.1.1
Actividad 5.1.3
Aplicacién 5.1.2
Actividad 5.2.1
Actividad 5.2.2
Aplicacion 5.2.1
Aplicacién 5.2.2
Actividad 5.2.3
Ejercicios 5.1
Autoevaluacién 5.1
Autoevaluacion 5.2

Autoevaluacién 5.3
Autoevaluacion 5.4
Actividad 5.3.1
Actividad 5.3.2
Aplicacién 5.3.1
Actividad 5.3.3
Aplicacién 5.3.2
Ejercicios 5.2
Autoevaluacion 5.5
Autoevaluacién 5.6

Autoevaluacion 5.7






128 ¢ CALCULO INTEGRAL EN COMPETENCIAS

El éxito depende no simplemente de hacer muy bien aquello
que te gusta, sino de qué tanto emperio e interés le pongas
a lo que no te gusta y debes hacer.

INTRODUCCION O

Ya desde la actividad 3.1.3 se definen las sumas de Riemann que,
para una particién dada en un intervalo [a, b], nos llevan a una
suma que en el limite corresponde al ntimero:

I = lim Zf

Esta seleccion se muestra en la figura 5.1.
Por su importancia, el namero I se representa por:

b

1= [ f(x)dx

a

Y se lee integral de f de x desde a hasta b.

Este ntimero I, denominado integral definida entre
ay b, es un nimero real asociado al area bajo la cur-

va; sin embargo, integral y area no son exactamente Xo=a

X

Xy X3 X,

X5

X

n-

1 X,=b

n

lo mismo; la integral resulta ser una herramienta para
calcular el area bajo la curva, existe de manera indepen-

diente, como objeto abstracto. suma/.

Sin embargo, decir que el nimero I estd asociado al area bajo
una curva no implica que sean lo mismo, de otra forma seria re-
dundar en concepto. ;En qué consiste esa diferencia?

5.1 SUMAS DE RIEMANN O

Sea una funcién f continua en el intervalo [a,b] y una parti-
cion P arbitraria del intervalo en n intervalos limitados por los
puntos a=x,, x,,x,,X;,..,x,_,,x =b con la tnica condicion
de que: a=x,<x <x,<--<x _, < x =b; asi, al conjunto
P={x, x,x,,%;,..,x,_,,x }1o1llamamos particién de [a, b].

P define n subintervalos cerrados determinados por [x,, x,],
[x,, x,],....[x,_,, x ] en el que lalongitud de cada subintervalo sera
Ax, = x, —x,_,, para los valores adecuadosde k=1, 2, 3, ..., n.Si en
cada subintervalo se selecciona un punto ¢, y se construye un rec-
tangulo con el intervalo como base y de altura f(c,), el area del
rectangulo seréd f(c, )Ax,. Esta seleccion se muestra en la figura 5.1.

Como se tienen n rectangulos, se suman todas las areas, si
f(c,) <0 el producto f(c, )Ax, <0.Luego, se suman todos los pro-
ductos y se obtiene:

Ficura 5.1 Seleccion de los puntos x, y ¢, para la



k=1

Esta suma, que depende de P y de las selecciones de los ¢, se
denomina suma de Riemann para f en [a, b].

La norma de una particiéon P se define como la longitud del
intervalo mas largo de la particion, la cual se escribe H PH

Definicion 5.1. La integral definida de una funcién en un intervalo
[a, b] es el namero I que satisface la condicion:

para cualesquier eleccién de ntimeros c, en las subdivisiones de la
particion P.

El ntimero I se representa por:

b

1= [ f(x)dx

a

y se lee integral de f de x desde a hasta b.

Cuando la selecciéon de los ¢, de cada intervalo corresponde al
maximo de fen el intervalo, se dice que se tiene una suma superior
de Riemann y se representa por U, porque depende de la participa-
cién P. De igual forma, si la seleccién se hace sobre los minimos de
cada subintervalo, se obtiene una suma inferior de Riemann, escrita
L,. En el limite se tendrd que:

Iim U, =

P[0+ P

lim L, = [ f(x)dx

P[0+ P

Debido a que, en general:

u, =

P

flc,)Ax, =L
k=1

P

Una funcién para la que el limite existe se dice que es Riemann
integrable o de manera més general integrable en [a, b].

Actividad 5.1.1

iAreas con signo?

La definicion previa de la integral definida empleada en el aparta-
do 5.1 parti6 del concepto de &rea bajo la curva y depende de las
alturas de los rectangulos que son valores de f(x) para diversas x.
Sin embargo, ;qué pasa si la curva esta bajo el eje x?

Observa la figura 5.2.
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ACTIVIDAD 5.1.1

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

> Interés por el andlisis de situaciones
reales.

» Observacion de los hechos cotidia-
nos y propuesta de conjeturas sobre
conceptos nuevos.

» Gusto por la experimentacion.

Productos

» Ensayo con reflexiones y respuesta
a cada una de las cinco situaciones
propuestas.

Criterios de calidad

i. Claridad y congruencia en la re-
daccion.

ii. Respuesta a todos y cada uno de
los cuestionamientos.

iii. En ningun caso es considerada
como correcta una respuesta sim-
ple del tipo “no, sf, nunca, siem-
pre, etc.”.

iv. Manifestacion de las propias ideas
y, en caso de definiciones de tex-
tos, cita de las fuentes.

v. Originalidad.

vi. Uso de dibujos, animaciones, es-
quemas 0 mapas conceptuales
para clarificar las ideas.

Caracteristicas del producto

) Extension: una cuartilla.

b Individual O  Equipo CJ
) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo (1

Sugerencias

) Producto obligatorio para realizar en
equipo de tres personas.

b Enla clase pedir a los estudiantes que
propongan nuevos ejemplos obser-
vados en el entorno.

b Alentar a los estudiantes para propo-
ner conjeturas acerca del tamafo de
los incrementos de la variable en cada
fendémeno.
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En efecto, f(x) <0 enlas zonas marcadas como A y C, de donde
el ;jarea? de los rectdngulos jserd negativa! Y coincide con las super-
ficies A y C. Pero, espera, una interpretacion para la integral indica
jdrea con signo!, ya que el area jsiempre es positiva! En efecto, A, B,

Cy D son positivas, ya que representan un area entre curvas. \

Asi, el area entre la curvayelejexes A + B+ C + D, y al re-

solver la integral resulta:

1.
2.

b
[fydx=-A+B-C+D

a

FIGURA 5.2

Esta integral es un ntimero que se obtiene por medio de las
areas con signo, pero no es el area. Desde luego, el area y la inte-
gral si coincidirdn en valor siempre que f(x) sea positiva en todo
el intervalo, y éste es el caso desde el que se inici6
el andlisis.

(Cémo puedes verificar este resultado?

(Qué haras si se te pide calcular el drea entre
el eje x y la curva de la funcion f(x)=(x + 1)
(x —2)(x — 4) en el intervalo [-2, 5]?

. (Qué haras si tienes que calcular la integral

de f(x)=(x+1)(x —2)(x —4) en el intervalo
[—2,5]?

. ¢Los resultados coinciden con las apreciacio-

nes previas?

. Muestra, mediante cuatro ejemplos con grafi-

cas desarrolladas en Winplot® o cualquier otro
paquete gréfico, que el valor de la integral no
coincide con el valor del drea cuando la fun-
cion tiene partes de su dominio con valor
funcional negativo.

Después de haber notado que, a pesar de que

area e integral no son lo mismo, si es posible in-
terpretarla como tal, cuando el problema lo ame-
rite. Ademas, comprender las propiedades de la
integral definida est4 relacionado con las propie-
dades de las areas.

Actividad 5.1.2

Propiedades del area, herencia para la integral

Muchas propiedades del namero denominado
integral parten de las cualidades de las areas por
ser niimeros con una relacién muy estrecha:

1.

¢Cual sera el area entre un punto y el eje x?
(Es posible trazar, al menos, un rectangulo

ACTIVIDAD 5.1.2

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

> Interés por el andlisis de situaciones reales.

> Observacion de los hechos cotidianos y propuesta de conje-
turas sobre conceptos nuevos.

» Gusto por la abstraccion.

> Interés por la graficacion.

Productos

> Ensayo con las reflexiones y respuesta a cada una de las siete
preguntas planteadas y cinco gréficas de la pregunta 7.

Criterios de calidad

. Claridad y congruencia en la redaccién.
i. Respuesta a todos y cada uno de los cuestionamientos.
iii. En ningln caso es considerada como correcta una res-
puesta simple del tipo “no, si, nunca, siempre, etc.”.
iv. Manifestacion de las propias ideas y, en caso de definicio-
nes de textos, cita de las fuentes.

v. Originalidad.

vi. Uso de dibujos, animaciones, esquemas 0 mapas con-
ceptuales para clarificar las ideas.

Caracteristicas del producto

) Extension: una cuartilla.

b Individual 0  Equipo I
) Fecha de entrega:
) Obligatorio 0 Optativo I

Sugerencias

) Producto obligatorio a realizarse en equipo de tres personas.

b En la clase pedir a los estudiantes que presenten sus gréficas
ejemplo.

b Invitar a los alumnos a que calculen aproximadamente el drea
empleando particiones.




bajo el punto? Una conclusiéon importante de este analisis es
que si una funcién tiene discontinuidades salvables, la integral
existe. ;Qué diferencia hay entre calcular una integral en (a, b)

y en [a, b]?

2. El recorrido de la curva al calcular la integral se hizo de a ha-
cia b. ;Cambiara el resultado si el recorrido se hace en sentido
contrario? ;Cuadl seria el signo de las bases de los rectdngulos?

¢Qué signo tendra la suma final?

3. Es posible que puedas resolver la integral desde a hacia b; pero,
(como procederias? ;La partirias en dos en el punto ¢p ;Una
desde a hacia c y otra desde c hasta b? ;Y luego sumarias los

resultados? ;Es necesario que c esté entre ay b?

4. Si has calculado la integral para f(x) entre ay b, ahora es nece-
sario calcular la integral de 5 f(x). ;Sera suficiente multiplicar
por 5 la integral previamente obtenida? ;Es correcto este resul-

tado para cualquier valor constante k, sin importar su signo?

5. Si has calculado previamente las integrales de f(x)y de g(x) en
el intervalo [a, b] y decides sumarlas después, ;serd lo mismo
haber calculado la integral de [ f(x) + g(x)] en el mismo inter-
valo? ;La respuesta que propones es valida también para la
diferencia de las funciones, si decides restarlas en lugar de su-

marlas?

6. Relaciona la expresion que identifica cada afirmacién previa.

6.1 j.kf(x)dx = kj. f(x)dx

b b b
62 [[f(x) = g(x)ldx = [ f(x)dx + [ g(x)dx

a

6.4 } fx)dx =~ f(x)dx

b

6.5 -b[f(x)dx = jf(x)dx + _b[f(x)dx

7. Establece la relacion que se discute en cada caso, del 6.1 al 6.5,
e iltstrala mediante graficas para destacar el motivo de tu se-

leccién.

Comenta tus hallazgos con tus compafieros y, si tienes dudas,

apoyate en tu facilitador.

Cualquier comentario o discusién se puede realizar con tus
compafieros o con tu facilitador por medio de los recursos en uso.

CapiTuLo 5 Integral definida
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Aplicacion 5.1.1

El concepto de integral definida tiene infinidad de aplicaciones y
todas ellas estan asociadas a la modelaciéon de procesos de acumu-
laciéon. ;Qué se acumula? jDiferenciales!

Un ejemplo de lo anterior lo tenemos en el volumen de envases.

Como ya habrés observado, el proceso de integraciéon no se encuen-
tra restringido al calculo de areas, sino que se aplica de manera mas
completa en todos los procesos de acumulacion, en los que la va-
riaciéon del fendmeno suele manifestarse de manera imperceptible.
En un primer acercamiento, la integral definida se estructura bajo el
analisis de superficies planas descritas en coordenadas cartesianas;
sin embargo, la integral definida se puede aplicar de manera gene-
ral al calculo de superficies curvas, longitudes de arcos, volamenes
y a cualesquier situacion anédloga a las ya mencionadas.

1. En la figura 5.3 se muestran envases para reciclar de metal y
cristal. ;Podremos saber cuanto material emplea cada envase

desde su disefio?

Ficura 5.3 Envases de metal y vidrio.

2. Enla figura 5.4, en tanto, se observa el disefio de un frasco para
aceite. jPodremos saber desde su disenio cual sera el volumen
de su contenido? ;Cudanto plastico se empleard para su fabrica-

cion?

APLICACION 5.1.1

ACTIVIDAD PARA REFLEXIONAR Y
COMENTAR CON COMPANEROS
Y FACILITADOR.

Actitudes

» Gusto por la observacion de situacio-
nes reales.

» Respeto por las ideas de otros.

> Reflexion sobre la importancia de la
ciencia y la tecnologia.

> Interés por las aplicaciones practicas
de los conceptos.

Desempenos

> Propuesta de conjeturas sobre dise-
fio, fabricacion y célculo de envases
y contenedores, asi como de su re-
lacion con el proceso de integracion
definida.

Productos
» No es necesario.

Criterios de calidad

i. Conjeturas adecuadas sobre la
naturaleza de los procesos de
acumulacién ocultos en los obje-
tos estudiados.

ii. Originalidad en la propuesta de
ejemplos.

Caracteristicas del producto

) Extension: una cuartilla.

b Individual O  Equipo I
) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo [

Sugerencias

) Producto optativo para realizarse en
equipo de tres personas, de conside-
rarse obligatorio aplicar los criterios
de calidad de la Actividad 5.1.1.

> Discutir sobre la posible respuesta a:
{Por qué la mayoria de los envases
son sélidos de revolucion?

) Propiciar el trabajo en equipo.

Ficura 5.4 Disefio de un envase para aceite.



3. La figura 5.5 muestra un juego de contenedores de cristal. Son
solidos de revolucién. ;A qué se refiere este concepto?

4. ;Es necesario que un envase sea un solido de revolucién para
poder calcular su volumen mediante integrales? Observa la fi-
gura 5.6.

5. Otro tipo de envases son los realizados por termoformado. ;A
qué se refiere dicho proceso? Observa los envases de la figura
5.7. iEs posible calcular el volumen que encierran mediante in-
tegracion?

6. Desde otro aspecto, ;como son las maquinas que producen
envases? jPara qué servird la integral en el proceso de disefio
y construccién de moldes? Observa la figura 5.8. Son moldes
para hacer envases de cristal.

Dos situaciones esenciales pueden ser resueltas mediante inte-
gracion:

a) ;Cuéanto material emplea cada envase?

b) ;Qué volumen puede contener el envase?

Cualquier comentario o discusién se puede realizar con tus
compafieros o con tu facilitador por medio de los recursos en uso.

Ficura 5.6 Envases de cristal: normalmente son
fabricados en diferentes formas de acuerdo con
la condicion estética y utilitaria que el cliente
requiera, ya que la mercadotecnia determina que
un envase puede ser mas atractivo y caracteristico
del producto en cuanto a su forma y color. ¢Re-
cuerdas alguna bebida por la forma de su enva-
se?, o un perfume? Si bien la forma es un asunto
de mercadotecnia, la fabricacion y el volumen

CapiTuLO 5 Integral definida ¢ 133

Ficura 5.7 Contenedores
de plastico.

que contendra, es un asunto de ingenieria. Ficura 5.8 Moldes para envases de cristal.
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Actividad 5.1.3

Muchas veces hemos escuchado afirmaciones
como ésta: “El conductor llevé su auto a un pro-
medio de 214 km/h y con ello recorrié los 1000
km de la carrera”. ;Qué significado tienen con-
ceptos como velocidad y promedio? ;Conoces
algunos otros conceptos similares?

+ Teorema del valor medio
para integrales

En tus estudios previos, siempre se te asigné un
promedio, el cual se calculé sumando las califica-
ciones y, al final, se dividio este resultado entre el
namero de éstas.

En general, cuando hay calificaciones repeti-
das es posible modificar el calculo y hacerlo asi:

Donde ¢; corresponde a cada una de las cali-
ficaciones y 1, al numero de veces que se repite
cada calificacion, N es el numero de calificaciones
que se presentan y p sera el promedio. La suma
del denominador no serd otra cosa mas que el
namero de materias, ;0 no? Por lo comtn, esta
expresion se denomina promedio ponderado.

Veamos la misma expresién, pero ahora los
n; serdn numeros reales y no enteros, como en
la férmula. Analicemos de nuevo la expresion y
reescribamosla teniendo en cuenta la notacién de
la figura 5.9.

ACTIVIDAD 5.1.3

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

> Interés por el andlisis de situaciones reales.

» Observacion de los hechos cotidianos y propuesta de conje-
turas sobre conceptos nuevos.

» Gusto por la abstraccion.

» Interés por la graficacion.

Productos

» Ensayo con las reflexiones de la actividad y respuesta justifica-
da a cada una de las siete preguntas planteadas y en especifi-
co a la siete planteadas.

Criterios de calidad

i. Claridad y congruencia en la redaccion.

ii. Respuesta a todos y cada uno de los cuestionamientos.

iii. En ninglin caso es considerada como correcta una res-
puesta simple del tipo “no, si, nunca, siempre, etc.”.

iv. Manifestacion de las propias ideas y, en caso de definicio-
nes de textos, cita de las fuentes.

v. Originalidad.

vi. Uso de dibujos, gréficas, animaciones, esquemas 0 ma-
pas conceptuales para clarificar las ideas.

Caracteristicas del producto

» Extension: una cuartilla.

» Individual O  Equipo OI
» Fecha de entrega:
» Obligatorio 0  Optativo 1

Sugerencias

» Producto obligatorio para realizarse en equipo de tres per-
SoNas.

» En clase, pedir a los estudiantes que presenten gréficas ejem-
plo.

» Invitar a los alumnos a que calculen aproximadamente el pro-
medio empleando particiones.

De tal forma que ahora la expresion se ve ast:
T
N — |
2 4,f() 1
p= '=1N7 f"(X)i
24 3
i=1 l
(Qué significado le darias a esta expresiéon? Claro que a 4 b

también es un promedio, pero, ;jqué resultado encuentras?

Observa que la suma del denominador es la distancia en-

treay b. ;Por qué?

Ficura 5.9 Andlisis del promedio ponderado y
su relacion con la integral definida.
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Ahora, la expresion se puede simplificar asi:
1 N
d.f.
S

¢Qué pasara si el nimero de rectdngulos crece mientras
el tamafio de sus bases disminuye?

p:

Claro, eso ya lo hemos visto antes, aunque se escribi6 de
otro modo. Si N crece sin limite, la sumatoria es el drea bajo —]

la curva. O sea que:

Donde p sigue siendo un promedio, ve la ex-
presion ast:

¢Te ayuda mas si observas con detenimiento
la figura 5.10?

1. ;Qué area es obtenida por la integral?
2. ;Qué area tiene el rectangulo que se traz6?

3. ;Qué identifica la igualdad de la expresion
entre el rectangulo y la integral?

4. ;Por qué p sigue identificando un promedio?

5. ;Existe algtin valor de f(x)=p? ;De manera
general es tinico o pueden existir varios?

6. ;Como debe ser el drea que no tuvo en cuenta
el rectangulo, respecto de la que tomoé y no
estaba bajo la curva?

El razonamiento seguido arroja el teorema co-
nocido como teorema del valor medio para inte-
grales.

7. Entncialo como lo has entendido.

Comenta tus hallazgos con tus compafieros y,
si tienes dudas, apdyate en tu facilitador.

Aplicacion 5.1.2

Aplicando el teorema del valor medio

Recuerda un viaje que hayas realizado en auto-
bts o automévil; cada instante y en cada punto
del recorrido, el velocimetro indicaba la veloci-
dad instantanea. ;Cual fue la velocidad prome-

Ficura 5.10 El promedio sobre una integral.

APLICACION 5.1.2

ACTIVIDAD PARA REFLEXIONAR Y COMENTAR
CON COMPANEROS Y FACILITADOR.

Actitudes

» Gusto por la observacion de situaciones reales.

> Respeto por las ideas de otros.

> Reflexion sobre la importancia de la ciencia en la conserva-
cion del ambiente.

» Interés por las aplicaciones practicas de los conceptos.

Desempenios

» Célculo del promedio de la temperatura en la localidad y de
los diferentes contaminantes atmosféricos en la Ciudad de Mé-
xico en diferentes tiempos.

» Comentarios sobre el calentamiento global y la conservacion
del medio ambiente.

Productos
» No es necesario.

Criterios de calidad

I. Conjeturas adecuadas sobre la naturaleza de los procesos
de acumulacién presentes en la contaminacion.
ii. Originalidad en la propuesta de ejemplos.

Caracteristicas del producto

» Extension: una cuartilla.

» Individual O Equipo O
» Fecha de entrega:
» Obligatorio O  Optativo I

Sugerencias

» Producto optativo para realizarse en equipo de tres personas.

» Discutir sobre las acciones del gobierno de la Ciudad de Mé-
Xico para disminuir la contaminacion.

» Opinion sobre el programa Hoy no circula.

» Propiciar el trabajo en equipo.
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dio del recorrido si sabes que se recorrieron 80 km en un tiempo
de 1.2 horas?

En este caso, sabes que la distancia recorrida, s, estd en funcién
de la velocidad y el tiempo empleados: s = vt, de manera diferen-
cial, ds = s'(t)dt, de donde:

s= }s’(t) dt

El automévil ya se encarg6 de integrar por ti... ;Por qué? Tienes
que s =80 km y por el teorema del valor medio:
T
= ljs'(t)alt =80 _ g6 XM
T 1.2 h
En este caso, no se buscé complicar las cosas. En realidad es
algo que ya sabias, pero sirvié para mostrarte que las integrales
se ocultan a nuestra vista jy que no tienes que resolverlas muchas
veces! Solo saber que estan ahi y que la naturaleza se encargé de
hacerlo por ti (lo malo es que no siempre lo hace...; por ejemplo, en
el siguiente caso).

Visita http:/ /www.aire.df.gob.mx/default.php de la Direc-
cién de monitoreo de la calidad del aire en la Ciudad de México y
dentro de la legislacion ambiental encontraras que la norma NOM-
020-SSA1-2014 establece que para el ozono se recomiendan con-
centraciones menores a 0.095 ppm para el promedio de 1 hora, y
menores a 0.070 ppm para el promedio de 8 horas (maximo anual).

1. ;Qué se puede decir del comportamiento promedio de la con-
centracion de ozono el dia de ayer en la zona centro de la Ciu-
dad de México?

O también:

2. ;Cudl fue la temperatura promedio el dia de ayer en tu ciudad?
Puedes generar los datos para hoy y calcular lo que se pide
para manana.

Comparte tus hallazgos con tus compafieros y con tu facilita-
dor.

5.2 TEOREMA FUNDAMENTAL

DEL CALCULO @
Parte 1:

REER sifes continua en [a, b, entonces F(x) = j F(t)dt tiene

una derivada en cada punto de [a,b]y  *

Fx)= j—x[J f(t)dt] - £



Parte 2:

Si f es una funcién continua en [a,b] y
F(x) es una antiderivada cualquiera de
f(x) entonces:

[ f(x)dx = F(b) - F(a)

Segun el concepto de antiderivada, se puede
entrever la estrecha relaciéon que existe entre la
derivada y la integral. ;Qué puedes decir de esa
relacion?

Actividad 5.2.1

Teorema fundamental del calculo

Al definir la antiderivada y emplear el mismo sim-
bolo para la integral definida, ya se orienta la
direccién hacia el mismo rumbo, pero falta el ele-
mento formal que permita comprobarlo. A esto
se le llama teorema fundamental del calculo. Vea-
moslo en accién. Considera la figura 5.11.

En la figura 5.11 se observa un area delimi-
tada por la funcién f(x), el eje x y las rectas ver-
ticales a y x. Por la definicién de la integral, esta
area depende de donde se coloque la recta x v,
por tanto, si se llama F(x) a esa 4rea bajo la curva
se tendra:

X

F(x)= [ f(Hyat

a
Ademas, si se considera un pequefio incre-
mento también se tendra:

x+Ax

Fr+av)= [ f(dt

La diferencia entre estas dos areas es el pequefio rectan-
gulo ubicado en x de altura f(x) y ancho Ax, donde se des-
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ACTIVIDAD 5.2.1

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

> Interés por el andlisis de demostraciones.
» Gusto por la abstraccion.
> Interés por la interpretacion de conceptos abstractos.

Productos

> Ensayo con las reflexiones de la actividad y respuesta justifi-
cada a cada una de las cinco preguntas planteadas y muy en
especifico a la 5.

Criterios de calidad

I. Claridad y congruencia en la redaccion.
ii. Respuesta a todos y cada uno de los cuestionamientos.
iii. En ningln caso es considerada como correcta una res-
puesta simple del tipo “no, si, nunca, siempre, etc.”.
iv. Manifestacion de las propias ideas y, en caso de definicio-
nes de textos, cita de las fuentes.

v. Originalidad.

vi. Uso de dibujos, animaciones, esquemas 0 mapas con-
ceptuales para clarificar las ideas.

Caracteristicas del producto
) Extension: una cuartilla.
b Individual O  Equipo OJ
) Fecha de entrega:
) Obligatorio 0  Optativo [J

Sugerencias

) Producto obligatorio para realizarse en equipo de tres per-
sonas.

b En la clase, pedir a los estudiantes que presenten la demos-
tracion alterna encontrada.

» Comparar ambas demostraciones.

x + Ax) — F(x) — — x

prende:
f(x)Ax = F(x + Ax) — F(x) = f(x)= F( -
) = lim ST )= P

1. Esta ultima expresion corresponde al teorema funda-
mental del calculo. Exprésalo con tus propias palabras.

FIGURA 5.11 Motivacion para la parte uno del teore-
ma fundamental del calculo.
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Este teorema, T5.1, tiene una segunda parte muy importante:
b

[ Feydx = fx)Ax, + f())Ax, + -+ f(x;)Ax,

a

Para alguna x* en la base de cada rectdngulo considerado para
aproximar la integral. Pero, precisamente de la discusién previa se
tiene que:

F(x + Ax)—F
Flay= £ Ax) (), Fa)Ax = B(x + Ax) — F(x)
X
Por lo que considerando los extremos de cada pequefio inter-
valo como a=x,, x,,x,,.., X, _,,x, =by sustituyendo resulta la
conclusién del teorema T5.2:

[ Fx)dx = =F(x,) + F(x,) = F(b) - F(a)

a

Como F(x) es una antiderivada de f(x), se concluye que el pro-
ceso de integrar de manera definida se convierte en un proceso de
antiderivacion y evaluacion en los extremos del intervalo.

2. Enuncia este teorema tal y como lo has entendido.
3. ;Para qué crees que sea ttil?

4. ;Por qué crees que a pesar de que la integral es un limite en la
ultima expresion, éste ya no se indic6?

5. Localiza en otras fuentes una forma diferente de realizar la de-
mostracion del teorema fundamental del calculo. Analiza sus
diferencias y semejanzas con relacién a la forma que se presen-
t6 en esta actividad.

Comenta tus hallazgos con tus compafieros y, si tienes dudas,
apOyate en tu facilitador.

Antes de que el propio Newton inventara el calculo como tal,
ya muchos otros pensadores habian desarrollado diversas tareas
basicas del calculo. Desde tiempo de los griegos, el problema de
calculo de areas de figuras de formas irregulares acapar¢ la aten-
ciéon de los agrimensores y, desde luego, de los propios matematicos
de su tiempo. Asi, el concepto de integral es en realidad antiguo,
al igual que el de derivada como razén de cambio, por lo que la
importancia histérica respecto del célculo radica en la conexién de
dos procesos disimbolos en apariencia, como son la derivaciéon y
la integracion, asi como en probar que éstos son procesos mutua-
mente inversos.



Actividad 5.2.2

El teorema fundamental del célculo en accion

Cuando resuelves una integral definida, de acuerdo con el teorema
fundamental, resulta:

b

= F(b) — F(a)

b
[ fxydx = F(x)|
a

Esta sustitucion, anticipada como F(x)|b y explicitada como
F(b) — F(a), debe ser atendida con cuidado enel proceso de cambio
de variable, ya que los limites superior e inferior de la integral son
x=ay x =b. jPor eso debes asegurarte que la expresion de la anti-
derivada encontrada sea una funcién de x!

Por ejemplo, en la integral analizada en la actividad 4.1.1 se
lleg6 al siguiente resultado:

J 3xcosx’dx 3
(5 +senx?)’

- +e
2(5 + sen x?)

Si deseas evaluarla en el intervalo [0, \/; ], leido de manera co-

loquial desde x =0 hasta x = \/; , se escribe y desarrolla asi:
- ‘J;

3 3

J- 3xcosx? dx _ 3 _ _
(5 + sen x?)? 2(5 + sen xz)‘0 2(5) 2(5)

0

Primero, observa que no es necesario escribir la constante de
integracion, ya que ambos términos de F(b) — F(a) lo contienen y
se elimina.

Sin embargo, retomando el andlisis, en cierto momento del
proceso se utilizé la sustitucion u =5 + sen x” y se llego a:
V7
f 3xcosx’dx 3 "’
2u|,

. (5 +senx?)’

(Es esto correcto? ;Aqui ya es posible evaluar la antiderivada?

En efecto, la expresion es incorrecta, ya que los limites de eva-
luacion estan definidos para x. jY en la expresion de la derecha la
variable es u! ;Qué se debe hacer para que esto sea correcto?

En general, si al resolver una ecuacién que en principio fue
planteada en x y se tiene que cambiar de variable, ocurre esto:

x=b u=g(b) du 8(b)
B | r@dx= [ faode= | flu)du
x=a u=g(a) g(a)

Donde u = g(x) es el cambio de variable efectuado. Recuerda
que a esto se le llama teorema del cambio de variable y al verificar
en la integral que tomamos de ejemplo tendremos:

CapituLo 5 Integral definida ¢ 139

ACTIVIDAD 5.2.2

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

> Interés por las situaciones novedosas.

» Gusto por la abstraccion.

> Interés por la interpretacion de con-
ceptos abstractos.

> Interés por el debate de ideas.

Productos

> Ensayo con las reflexiones a cada una
de las tres primeras preguntas plan-
teadas y respuesta comentada a las
preguntas 4y 5.

Criterios de calidad

. Claridad y congruencia en la re-
daccion.

il. Respuesta a todos y cada uno de
los cuestionamientos.

iii. En ningln caso es considerada
como correcta una respuesta
simple del tipo “no, i, nunca,
siempre, etc."”.

iv. Manifestacion de las propias
ideas v, en caso de definiciones
de textos, cita de las fuentes.

v. Originalidad.

vi. Uso de dibujos, animaciones,
esquemas 0 mapas conceptuales
para clarificar las ideas.

Caracteristicas del producto
) Extension: una cuartilla.
b Individual O  Equipo OJ
) Fecha de entrega:
) Obligatorio 0  Optativo [J

Sugerencias
) Producto obligatorio para realizarse
en equipo de tres personas.
) Para la integral impropia
o0
J f(x)dx
—00
revisar con cuidado la escritura de su

expansion con limites. (Se debe po-
ner M en ambos limites?
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u=g(x)=>5+senx’ = g(a) = g(0) =5 + sen(0) =5, g(b) = g(\/;)
=5+senm =5
Por lo que en este caso, la integral se escribe de manera correcta ast:

T

3xcosx? dx

'('; (5 + sen x?)*

5
3¢ -
=5 J. udu=0
5
No hay necesidad de resolverla porque sabemos que cuando
los limites de la integral son idénticos..., jqué ocurre?

1. En ocasiones g(a) o g(b) no existe, por lo que se podrian susti-
tuir por sus limites laterales correspondientes. ;En qué situa-
ciones crees que pueda ocurrir esto? Traza un diagrama que
ejemplifique tu afirmacion.

2. A veces no vale la pena encontrar g(a) y g(b) si vuelves a la
variable original y luego evaltas, pero anota esto de manera
correcta en tus expresiones.

3. iQué haces si te encuentras situaciones que den lugar a inte-
grales impropias? Llamamos asi a las integrales en las que uno
o ambos limites crecen en forma indefinida, como en los si-
guientes casos:

T f@)dx, | f(rdx o T F(x)dx

iNo hay problemal!, para el primer caso se resuelve ast:

M—oo M—co

T fx)dx = lim [ f(x)dx = lim [F(x)])

iEs lo mismo! Nada mas cuida los limites laterales necesarios.

4. ;Como escribiras la solucién de los otros dos casos de integra-
les impropias mostrados en el punto tres?

5. Como ejemplo, ;qué pasara si tienes lo siguiente?
5

dx
ey

0
iEl infinito anda oculto! Resuélvela.

Comenta tus hallazgos con tus compafieros y, si tienes dudas,
apOyate en tu facilitador.

Los procesos del limite son esenciales para poder conformar
interpretaciones adecuadas de fenémenos acumulativos o simple-
mente de variacion, por lo que descubrir en un proceso cémo se
dan los incrementos y después llevar al limite esas propuestas re-
presenta una fuente inagotable de interpretaciones de la integral y,
por tanto, de su aplicacion.

Ver a la integral en accién es muy simple. Como hemos comen-
tado antes, al analizar un instante de la situacion bajo estudio, tal



vez la visualizacién de los elementos diferenciales
sea complicada debido a infima magnitud. En con-
traparte, si se analizan las consecuencias de cuales-
quier proceso acumulativo después de un tiempo
prudente, éstas serdn del todo visibles.

De la misma forma, y teniendo en cuenta que la
acumulacién representa una suma, siempre es posi-
ble aproximar de manera numérica el cilculo de la
integral definida. Ademas, el teorema fundamental
del célculo en su primera parte aporta la potencia
necesaria para que se convierta en un proceso ana-
litico-algebraico, para después aplicarlo a situacio-
nes especificas cuando se usa la segunda parte del
mismo teorema.

Aplicacion 5.2.1

Aplicando la integral en la probabilidad

Una aplicaciéon muy importante que se da en mu-
chas areas del conocimiento se ubica en la probabi-
lidad y la estadistica. Por ejemplo, si realizas una
encuesta acerca de las estaturas de los que fueron
tus compaferos de grupo en el bachillerato y agru-
pas estos valores en clases, podras obtener un his-
tograma, que no es mas que un grafico de barras.

1. ;Qué significa en el histograma el drea de cada
barra?

Aqui se desprende que el drea de cada barra es
proporcional a la cantidad de elementos con esa ca-
racteristica comun llamada clase. Si esa area n se
divide entre el namero total de entrevistados N, la
grafica solo cambiarad de escala, pero no cambiara
su forma, ;estas de acuerdo? Sin embargo, ahora su
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APLICACION 5.2.1

ACTIVIDAD PARA REFLEXIONAR Y COMENTAR
CON COMPANEROS Y FACILITADOR.

Actitudes

» Gusto por la observacion de situaciones reales.

» Respeto por las ideas de otros.

» Reflexion sobre la importancia de los conceptos para resol-
ver situaciones reales.

» Interés por las aplicaciones practicas de los conceptos.

Desempenos

> Respuestas y conjeturas meditadas para cada una de las
nueve preguntas planteadas y de la investigacion de la pre-
gunta 10.

Productos

» No son necesarios.

Criterios de calidad

i. Conjeturas adecuadas sobre la naturaleza de la proba-
bilidad.
ii. Originalidad en la propuesta de ejemplos.

Caracteristicas del producto

» Extension: una cuartilla.

» Individual OO  Equipo OI
» Fecha de entrega:
» Obligatorio 0  Optativo [J

Sugerencias

» Producto optativo para realizarse en equipo de cinco per-
Sonas.

» Discutir sobre el comportamiento de variables estadisticas.

» Como puedes responder a la pregunta: {Qué probabilidad
hay de que el equipo A le gane al equipo B, si A es tu equi-
po favorito?

» Propiciar la reflexion en equipo vy el debate de ideas.

area serd n/N y representara la proporcion de la poblacién que
cumple con la caracteristica de la clase. Por ejemplo, tomemos la
estatura entre 155 y 160 cm; esa proporcion se define como la pro-
babilidad, p, de que en una seleccién al azar se encuentre a una

persona con estatura en ese rango.

(Qué pasara si la poblacién es enorme? Mds atn, si N — oo,
habria tantos elementos en cada clase que resultard conveniente re-
ducir el ancho de la clase y, en el limite, la clase es infinitesimal y el
histograma representard una grafica continua que podra adquirir
diferentes formas, dependiendo del fenémeno bajo estudio. Sin/N
se define como la probabilidad de la clase, jahora qué ocurrira con

este naumero? (Véase figura 5.12.)
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Las clases estrictamente desaparecen porque son
infinitesimales, pero al observar la figura 5.12 se des-
prende que la probabilidad de encontrar un objeto con
la caracteristica x dentro del intervalo [a, b] resulta ser:

Donde a f(x) se le llama funcién de probabilidad y a b

a la integral F(x) se le denomina funcién de distribucion — tuncion de orobabilidad
de probabilidad. Ficura 5.12 Ejemplo de una funcién de probabilidad.

2. En particular, el drea total bajo la curva de una funcién de pro-
babilidad siempre vale uno. ;Por qué?

La figura 5.13 muestra, de manera esquematica, tres funciones
de probabilidad; la curva a la izquierda representa a una varia-
ble como “la hora de llegada a clases”, ya que la mayoria de los
estudiantes llega muy cerca de la hora de inicio y pocos lo hacen
después. La curva del centro ejemplifica fendmenos centrados al-
rededor de un valor, por ejemplo las estaturas de las personas y,
finalmente, la de la derecha representa el comportamiento de una
variable como el tiempo en que las personas pagan una deuda,
ya que muy pocos lo hacen con mucha antelaciéon, muchos mas
lo hacen conforme se acerca la fecha limite y, desde luego, otros
lo hacen tarde. Estos comportamientos se observan porque en las
partes més altas cada pequeno rectingulo que se trace en un in-
tervalo representa un drea que es equivalente a una probabilidad
alta; si recordamos el punto de partida de la discusién, entonces
representa a més personas u objetos en esa clase.

Un ejemplo muy concreto del uso de la probabilidad, como la
que estamos estudiando, son las agencias de seguros que basan
sus tarifas en este tipo de curvas. Asi, si la probabilidad de que
te puedas accidentar o morir es alta, te cobrardn mucho dinero, y
poco en caso contrario.

3. iPor qué crees que para los seguros de mortandad las tarifas
para las mujeres en comparacion con las de los hombres de la
misma edad son menores?

a b a b a b

Ficura 5.13 Tres ejemplos de funciones de probabilidad.



(Coémo crees que se comporte la funcién de
probabilidad para las siguientes variables? Expli-
ca en cada caso el porqué de tu propuesta.

4. La edad de fallecimiento.

. La fecha de nacimiento.

. Las calificaciones en matematicas.
. La edad para el matrimonio.

. El salario que ganan las personas.

O 00 3 & U

. Que tu equipo preferido de futbol anote un
gol a lo largo de cada partido.

Investiga:

10. ;Qué significa una tabla normalizada de la
distribucién normal? Puedes consultarla en
cualquier libro de probabilidad y estadistica.

Comparte tus hallazgos con tus compafieros
y con tu facilitador.

Aplicacion 5.2.2

iLa integral en accién!

Es importante saber que la integral definida,
siempre que no se trate de una integral impropia,
jsiempre tiene solucién! Entonces, jpara qué se
requiere la integral indefinida?

Como todo el lenguaje matematico, la inte-
gral forma parte de él y resulta ser una forma
de expresar modelos que representan a nuestra
realidad con el propésito de predecir, calcular y
controlar.

Que error grave cometeria un industrial si an-
tes de iniciar la produccién de cierto tipo de enva-
se, como el que se comenta en la aplicacién 5.1.1,
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APLICACION 5.2.2

ACTIVIDAD PARA REFLEXIONAR Y COMENTAR
CON COMPANEROS Y FACILITADOR.

Actitudes

» Gusto por la observacion de situaciones reales.

» Respeto por las ideas de otros.

» Reflexion sobre la importancia de los conceptos para resolver
situaciones reales.

» Interés por las aplicaciones practicas de los conceptos.

Desempenos
> Reflexiones y conjeturas meditadas de acuerdo con el proce-
so de diseno, fabricacion y operacion de un avién.
Productos
» No son necesarios.

Criterios de calidad
i. Conjeturas adecuadas sobre la naturaleza de los modelos

tedricos.
ii. Originalidad en la propuesta de ejemplos.

Caracteristicas del producto

» Extension: una cuartilla.

» Individual O  Equipo OI
» Fecha de entrega:
» Obligatorio 0  Optativo [J

Sugerencias

» Producto optativo en equipo de tres personas.

» Descarga la revista Frontiers, de la pagina de la compaiiia
Boeing, y revisa cudntos temas interesantes relacionados con
lo que estamos estudiando se presentan.

» (Se comportan igual las alas de un avién que las aspas de la
hélice de un helicoptero?

» Propiciar la reflexion en equipo y la investigacion de temas
de interés.

no supiera con exactitud el volumen que debe contener el envase y
la cantidad de los materiales que se empleara en la produccién, da-
tos que le permitirian conocer si es costeable en comparacién con lo
que ya existe en el mercado. De esta manera, la integral se aplica en
la fase de disefio, evaluacion y, finalmente, en la produccién. Desde
luego, estas integrales no necesariamente se resuelven de manera
analitica.

Por ejemplo, no es un pasatiempo matematico indatil el estu-
dio tedrico de la vibracion de una viga en voladizo, fenémeno que
en su estudio aplica la integracién en la generacion de un modelo
que lo represente, de tal forma que la integral indefinida permite
expresar qué pasard en situaciones que el propio modelo delimite.
Ese modelo, relativamente simple, que podras encontrar en libros
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FiGUrRA 5.14 Avion Boeing.

sobre el tema, resulta mas complejo cuando nos acercamos a la rea-
lidad de una viga mas compleja que soporta dicho fenémeno: las
alas de los aviones (véase figura 5.14).

(Crees que para que estos aviones se produjeran haya interve-
nido alguna integral?

Sugiere algunas que crees se aplicaron y comparte tus hallaz-
gos con tus compafieros y con tu facilitador.

Hasta este acercamiento, las propiedades de la integral pro-
vienen béasicamente de la definicién de &rea; sin embargo, existen
propiedades adicionales que se desprenden directamente de las
cualidades de las funciones y otras desde el propio objeto matema-
tico que se ha definido; por ello, un mejor manejo de la integracion
ocurre si esas propiedades se analizan.

< Propiedades de la integral definida

De las cualidades de la suma de Riemann se desprenden las si-
guientes propiedades para la integral definida:

}kf(x)dx = kj. F(x)dx

| 15.6 _i[[f(x) + g(x)]dx =Z[f(x)dx i_l[ 8(x)dx
[ fo=0

158 if(X) e =~ fde

b

B | s = | fe+ [ fayax
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Teorema del valor medio para integrales (analizado en la actividad

5.1.3):
m Si f(x) es continua en [a, b], entonces existe c en [a, b],
tal que:
10
fo=g ] fo
Actividad 5.2.3

Propiedades adicionales de la integral definida

Al resolver una integral definida, debe quedar claro que se debe
hacer de acuerdo con los diversos teoremas que hemos estudiado
hasta este momento; pero, recordar algunas caracteristicas de las
funciones puede ayudarnos mucho mas a mejorar nuestro rendi-
miento.
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1. ACTIVIDAD 5.2.3

' » . _ EVALUACION POR PRODUCTO.
m Si la funcién considerada en el integran-

do es par se cumple: Actitudes
» Interés por las situaciones novedosas.

a a .
» Gusto por la abstraccion.
J fx)dx = 2_[ f(x)dx > Interés por la interpretacién de conceptos abstractos.
—a 0 » Interés por el debate de ideas.
Explica por qué. Productos

m Si la funcién considerada en el integran-

. tas planteadas y respuesta justificada.
do es impar se cumple:

Criterios de calidad
J' F(x)dx =0 i. Claridad y congruencia en la redaccion.

» Ensayo con las reflexiones a cada una de las cuatro pregun-

ii. Respuesta a todos y cada uno de los cuestionamientos.

iii. En ninguin caso es considerada como correcta una res-
Explica por qué. puesta simple del tipo “no, si, nunca, siempre, etc.”.

iv. Manifestacion de las propias ideasy, en caso de defini-

m Si la funcién considerada es periédica y ciones de textos, cita de las fuentes.
se desea calcular: v. Originalidad.
vi. Uso de dibujos, animaciones, esquemas 0 mapas con-
nlta ceptuales para clarificar las ideas.
| flax _
0 Caracteristicas del producto

» Extension: una cuartilla.
donde T es la longitud del periodo de la » Individual O Equipo O

funcién, se tiene que: b Fecha de entrega:
» Obligatorio 0  Optativo I

nT+a T a
| fydx=n] fxydx+ [ f(x)dx Sugerencias
0 0 0 » Producto obligatorio en equipo de tres personas.
> Investigar en otras fuentes y proponer alguna otra propie-
Explica por qué. dad de la integral definida que se haya encontrado.

2. Indica la diferencia que hay entre: » Propiciar el trabajo colaborativo.
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b b
J[F@lax y |] f)ax

Traza un dibujo que permita observar tu afirmacién.

3.Si f(x) = g(x) para todo x € (a, b), indica la relacién que se esta-

blece entre
b

[ Fyaxy [ g(xdx

Explica por qué.

4. Explica con tus palabras y emplea graficas para ilustrar los teo-
remas desde el T5.5 hasta el T5.9.

Comenta tus hallazgos con tus compafieros y, si tienes dudas,
apOyate en tu facilitador.

Ejercicios 5.1

2
5.1.1 Aproxima, mediante sumas, el valor J(x2 —1)dx.

1
Resolucion

Considera h = (b — a) / 10 = 0.1 para aproximar la integral median-
te 10 barras de igual ancho; luego:

J@? = 1dx= > fh=hY, f(x) = 013, f(x)

=0.1(11.85) = 1.185.

Debido a que se tomo x; como el extremo izquierdo del interva-
lo se tiene el valor de la sumatoria:

FA)+ FAD+ F12) + -+ £(1.9) =(1—1) + (1.12-1)
+(122 1)+ +(1.92 - 1) = 11.85

Si se hubiera partido en 100 en lugar de 10 y al calcular en un
software como Excel® se obtiene: 1.31835, que es una mejor aproxi-
macién, como se muestra en la figura 5.15.

Ademads, podemos visualizar la gréfica de la aproximacién con
el software Winplot®. Por su parte, en la figura 5.16 se observa la
aproximacion 1.185 para 10 intervalos, tomando el punto izquier-
do para evaluar la altura del rectdngulo; analiza las opciones que
permite el ment. Después de definir tu funcién, selecciona el ment
Una>integracion. La figura 5.17 muestra la aproximacién para 50
intervalos, tomando el punto medio para el calculo.

La figura 5.18 corresponde al cuadro de resultados de Winplot®
del mentd Una>integracién, en el que se observan diferentes se-
lecciones para la posicién del punto de evaluaciéon y para la forma
de la aproximacion a la funciéon mediante secantes (aproximaciéon

ACTIVIDAD DE ENTRENAMIENTO
INDIVIDUAL Y GRUPAL.

Actitudes

> Trabajo en equipo.

> Interés en la abstraccion.

» Gusto por los desarrollos algebraicos.

> Interés por la resolucion de situacio-
nes novedosas.

» Compromiso ético.

Productos

> No son necesarios, aunque se espera
que el estudiante intente la solucidn
de los ejercicios antes de ver su re-
solucidn. Aun asi, puesto que algin
gjercicio puede representar una Si-
tuacion novedosa, se incluye la reso-
lucion para que el lector la estudie, la
analice y plantee sus dudas.

Desempenos
> Participacion en la clase.

Criterios de calidad

I. Presentacion de preguntas de
interés grupal o individual, res-
pecto de la resolucion de los
ejercicios.

ii. Conjeturas adecuadas sobre va-
riantes en los ejercicios.

iii. Presentacion en clase o con los
comparieros de ejercicios toma-
dos de otras fuentes.

Caracteristicas del producto

b Extension: libre.

b Individual O  Equipo OJ
) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo [J

Sugerencias

b Actividad de revision obligatoria ex-
traclase, sin manifestacion de pro-
ductos o desemperios.

b Planear, al menos, una sesién en la
clase para preguntas sobre los ejer-
cicios.

) Propiciar el aprendizaje colaborativo.




B101 | £ ][ =001*suma@1B100 [
A B C D integracien Z

1 1 0 e

2 01 00201

3 102 0.0404

4 103 0.0609

5 104 00816 Z

6 105 0.1025

7 106 01236

8 07 0.1449

9 108 0.1664

10 109 0.1881

9 194 27636

% 195 28025

o7 1.96 28416

%8 197 2.8809

% 198 29208

100 1.99 2.9601

101 131835

102 /
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FiGura 5.16 Aproximacion en Winplot®
para 10 intervalos, del ejercicio 5.1.1.

Ficura 5.15 Corrida en Excel del ejerci-
o 5.1.1.

por trapecios) o parabolas. La aproximaciéon tomando el punto iz-
quierdo corresponde, en este caso, a una suma inferior de Riemann,
mientras la selecciéon del lado derecho es una suma superior de
Riemann; el valor exacto de la integral analiticamente es 4/3.

5.1.2 Calcula el valor aproximado In9.

Resolucion
t du 9

Comoj—=lnu‘ =In9-In1=In9
1 Y !

Al realizar el calculo manual para n = 10, la suma da como
resultado In 9 = 2.6027193.

Para mejorar la aproximacion, nos apoyamos en la tecnologia.
Consideremos h =0.01; es decir, n =800 y calculamos la suma en
Excel® para:

800
1

9
du
— =0.01
Jomoms

En la figura 5.19 se presenta un segmento de la tabla de Excel
empleada, mientras que en la figura 5.20 se muestra la aproxima-
cién en Winplot® para 30 intervalos, en suma superior de Riemann
de valor 2.4449 e inferior de 2.1749. El valor del In9 = 2.197224577
segun la calculadora. ;Qué algoritmo crees que aplica tu calcula-
dora para el calculo del logaritmo natural?

—=10.01(220.167725) = 2.201677252
u

5.1.3 Aproxima el valor de = empleando:
J‘% = 1tan_IE +c
a- +u a a
Resolucion

Como tan (1) = / 4 (esto es 45°) tan ' (0) =0, haciendo a =1 se
tiene:

Ficura 5.17 Aproximacién en Winplot™

para 50 intervalos, del ejercicio 5.1.1.

integracion

y=xx-1; -3.000000 <=~
limite inferior | 1

limite superior | 2

subintervalos | 200 + -
1.3258375
1.3333312
1.3408375
1.3333375
1.3333333
1.3332004

pto final izq:
pto medio:

pto final der:

NENENES

trapezoide:

parabolico:

<

aleatorio:

<

v cubierta color

definida indefinida cerrar

FiGura 5.18 Aproximacién numérica

en Winplot® para 200 intervalos para el

ejercicio 5.1.1.

[ 8800 | t || =1/a800

A B C
1 1 1
2 1.01 0.99009901
3 1.02] 0980392157
4 1.03] 0970873786
5 1.04]  0.961538462
6 1.05]  0.952380952
796 895 0.111731844
797 896| 0.111607143
708 8.97 0.11148272
799 898| 0.111358575
800) 899|  0.111234705
801 2201677252

Ficura 5.19 Aproximacion numeérica en
Excel para 800 intervalos para el ejercicio

5.1.2.
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du 200 1
=4 ! T 4(0.005); P 3.14658848

El cual, como se observa, ain requiere valores me-
nores de /i para que la aproximacién sea mas justa. En

la figura 5.21 se observa un segmento de la tabla en
Excel empleada para calcular la integral con 1000 in-

tervalos, mientras la figura 5.22 muestra la aproxima-
cién con Winplot® en 50 intervalos, que aproxima a
(4)0.7853679 = 3.1414716 por el método parabolico. ;A
qué crees que se deba la mayor exactitud de Winplot® con 50 inter-
valos, en comparacién con los mil intervalos de Excel®?

Ademas, al emplear directamente la tangente inversa en la
calculadora, el célculo resulta:

4tan"'(1)) = 4(0.785398163) = 3.141592654

(Qué algoritmo crees que emplea la calculadora que resulté
mas cercano al valor de 7 conocido?

1
514 [ (1+2x—3x% +x7)dx.
-1

Resolucion

4 1

1
J.(1+2x—3x2+x3)dx: x+x2—x3+xz

-1 -1

|
o

1+1-1+ 5| [—1+141+1
4 4

La graficacion en Winplot® muestra que el drea negativa es igual

al area positiva, por eso la integral es cero. La figura 5.23 muestra
este hecho.

w

5.1.5 Calcula J sen? 2x cos 2x dx.

0
Resolucion

Con u =sen2x se tiene du =2 cos2xdx, de donde, al modificar los
limites de integraciéon de manera adecuada se tiene: u, = sen 27 = 0;
u, =sen0=0

T 1 0
Jsenz 2xcos2xdx = EJ.”Z du=0

0 0

FiGura 5.20 Aproximacion numérica en Winplot® para
30 intervalos en suma superior para el ejercicio 5.1.2.

‘B'IOO'I ‘ ‘ fie H =4*0.001*SUMA(B1:81000

A B C D

13 0.012 0.999856021

14 0.013 0.999831029

15 0.014 0.999804038

16 0.015 0.999775051

17 0.016 0.999744066

18 0.017 0.999711083

998 0.997 0.50150225

999 0.998 0.501001

1000 0.999 0.50050025

1001 3.142592487

1002

Ficura 5.21 Aproximacion numérica en
Excel para 1000 intervalos en suma su-
perior para el ejercicio 5.1.3.

Ficura 5.22 Aproximacion numérica
en Winplot® para 50 intervalos en suma
superior para el ejercicio 5.1.3.



1

dx
5.1.6 Calcula J -
y1—e
Resolucion
N e
2x
oe o o 2 o U
uZ(zZ"—1,(Jlu=262"(zlx;ul=¢32—1,uz=eo—1=O=1nuZ_l

1
Zm@h—DhZMQZ—D—GnU%—uﬂ=+m

En realidad, debi6 ser notorio al inicio que ¢" —1=0, de donde

la funcion es asintética y lim

=07 —
1

impropia y se debe escribir lim
M—0

—- — o0, por lo que la integral es

—, que al final nos lleva al
sl—e ™

mismo resultado. En la figura 5.24 se muestra cémo el &rea crece
sin limite a la izquierda.

5.1.7 Calcula el promedio de f(x) = sen(x) en el intervalo [0, 7].
Resolucion

De acuerdo con el teorema del valor medio para integrales:

o

f(x) Z% senxdx =—

m — T

cosx|7T _(cosm —cos0) _ 2

0 ! m

Los valores en que ocurre tal altura en la gréfica correspon-
den a senx=2/x..x=sen '2/; o bien, x =0.690107 = 30.54°
y x = 2.4505226 ~ 149.46°. La figura 5.25 muestra este promedio.

5.1.8 Calcula el promedio de g(x) = (x — 1)* en el intervalo [1, 4].

Resolucion

De acuerdo con el teorema del valor medio, para integrales se
tiene:
_ 1

S = Jr =1y dx=

Véase figura 5.26.

5.1.9 Sea el area entre la recta y = 1.1 y la funcion y =3/x +1 enel
intervalo [1, 3], ;cuédl drea es mas grande, la que esta por encima de
la recta o la que esta por debajo?

: 1x—-17" 1
T Yo7 g)=3
3 3 9

Resolucion

De acuerdo con el teorema del valor medio se tiene:
4
A 4
1 313 _ 3(23)
3—-1

=0.945

]72

= e,
w
=
|
—_
[
=
I
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%\

o finalizg: 0.1525000
edio:  0.0012500

inal der: 01475000

ide: 00025000

lico: 00000000

| aleatorio:  0.0175615

 cubierta  color

FiGura 5.23 Aproximacion numérica
en Winplot® para 40 intervalos en apro-
ximacion parabdlica es cero, ejercicio
5.14.

Ficura 5.24 Crecimiento del area sin
limite por la izquierda, ejercicio 5.1.6.

AN

Ficura 5.25 Valor medio para media
onda del sen x, ejercicio 5.1.7.
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\ :

FiGura 5.26 El teorema del valor medio  FiGura 5.27 El drea entre la recta media y la curva de la funcién definen éreas iguales
también afirma que el rea por debajo entre ellas, por eso el area delimitada por una recta més arriba de la media determina
del promedio es igual a la que esta por areas mayores por debajo de la misma, ejercicio 5.1.9.

encima del mismo, dentro del intervalo
estudiado, ejercicio 5.1.8.

Por lo que el &rea méas grande esta por debajo de larectay =1.1.
La figura 5.27 muestra este hecho.

51.10 Muestra mediante una grafica, qué identifica la
2

_[ x(senx — cos2x)dx.
-3

Resolucion

Empleamos Winplot® para observar la gréfica y en ésta el trazo de
una particién, por lo que la integral planteada representa la suma
de las &reas con signo que corresponde a 5.59382, como muestra la
figura 5.28.

Observa que el area delimitada entre el eje x y la curva se pue-
de representar mediante la integral:

2
J ‘x(sen X — COS 2x)‘ dx
-3

Esta integral, mostrada en la figura 5.29, tiene un valor de 5.7042;

la diferencia entre las dos integrales corresponde al doble de la pe-
queha area negativa del intervalo [0, 0.5236] (; por qué el doble?).

5.1.11 Del desarrollo de un experimento se obtuvo la tabla 5.1, si el
resultado que se desea entregar corresponde a:

If(x)dx

Calcula la aproximacion de la integral con los datos de la tabla
5.1.

/]

Fiura 5.28 Suma de éreas con signo
calculadas para el ejercicio 5.1.10 me-
diante la integral:

2

J x(sen x —cos2x)dx =5.59382

=5

FiGurA 5.29 Suma de dreas con signo
calculadas para el ejercicio 5.1.10 me-
diante la integral:

2

J. |x(sen x — cos2x)| dx = 5.7042

=5



TaBLA 5.1 Tabla de experimento del ejercicio 5.1.11.
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‘ D27 ‘ ‘ fe H =SUMA(D2:D26
X | f (X) ‘ X f (X) ; o.g 0.1444782 0.2 0.02889566
3 0.4 0.1229153 0.2 0.02458306
0.0000000 0.0000000 2.6000000 0.1221602 +] 06| _oms| 02| oomrmis
5 0.8 0.5972445 0.2 0.1194489
0.2000000 0.1444783 2.8000000 1.2336176 ] 321 Sasas
8 14 2.6987409 0.2 0.53974818
0.4000000 0.1229153 3.0000000 24571508 5| 16| s 02| ocwsies
10 1.8 3.3670909 0.2 0.67341818
0.6000000 0.1213708 3.2000000 33649890 Dy 2 sses  o2) oessies
13 2:4 1 :41 11141 0:2 0:28222282
0.8000000 0.5972445 3.4000000 3.8247912 W] 26| ormeos] 02| ooauss
15 28 1.2336176 0.2 0.24672352
1.0000000 1.2576178 3.6000000 3.7831383 o] sl aevsts] o2l assiasots
1.2000000 2.0033194 3.8000000 3.2798474 ol sl ormnml osl orssenes
20 38 3.2798474 0.2 0.65596948
1.4000000 2.6987409 40000000 2.4452098 ol ol el o2l odsmaie
1.6000000 3.1965894 4.2000000 1.4796059 ot et I Ay
1.8000000 33670909 4.4000000 0.6182399 | 5| asseaew| oz| oaioesan
27 8.77019762
2.0000000 3.1258821 4.6000000 0.0866980 2
22000000 24548244 4.8000000 0.0550884 Ficura 5.30 Imagen de la tabla de Excel
calculando la integral del experimento
2.4000000 1.4111141 5.0000000 0.5992637 del ejercicio 5.1.11.
Resolucion

Al aplicar a los datos la suma de Riemann, tomamos el lado dere-
cho de cada intervalo como x* y se tiene:

I fx)dx ~ i(xl- —x,_)f (x,*) = 8.77019762

Nota en la figura 5.30, que es un recorte de una tabla Excel, que
la columna C identifica la diferencia entre las celdas correspon-
dientes a las columnas B y A; y como los datos fueron tomados en
idénticos intervalos. Esa diferencia tiene un valor constante de 0.2.
La columna D fue calculada por el producto de las celdas corres-
pondientes B y C; y, finalmente, la celda D27 calcula la suma de la
columna D, desde la celda dos a la 26, que corresponde al valor
aproximado de la integral deseada.

Autoevaluacion 5.1

5
5.1.1 Resuelve: J(S +3x) ' dx.

0
1

5.1.2 Aproxima la integral J.e" dx mediante sumas.
0

5.1.3 Calcula el valor medio de la funcién f(x)=e" en el intervalo
[0, 2].

AUTOEVALUACION 5.1-5.4

EVALUACION POR CONOCIMIENTO,
ACTIVIDAD DE ENTRENAMIENTO
INDIVIDUAL Y GRUPAL.

Actitudes

> Trabajo en equipo.

> Interés por la abstraccion.

> Interés por la resolucion de situacio-
nes novedosas.

» Compromiso ético.

Productos

> No son necesarios, aunque se espera
que el estudiante, de manera indivi-
dual o en equipo, intente la solucion
de cada autoevaluacion.

» Es muy importante que se muestre el
dominio de la solucién de integrales
definidas de manera numérica, ana-
litica, e incluso con uso de tablas de
datos.

Desempenos
> Observable en el producto.
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2
5.1.4 Aproxima la integral Jexz dx mediante sumas.
1
5

4
5.1.5 Resuelve: J (14 sen®x)dx.

m
4

Autoevaluacion 5.2

5.2.1 Calcula el valor medio de la funcién y = ax” en el intervalo

[a, b].

52 xdx
5.2.2 Resuelve J. .
12 14 x2
3

5.2.3 Mediante sumas, aproxima la integral J 1+e" dx.

1
6

1.5
5.2.4 Aproxima la integral I% - de mediante sumas.

0
X

5.2.5 Calcula el valor medio de la funcién f(x) = en el in-

tervalo [2, 4]. 1+2e

Autoevaluacion 5.3

2
5.3.1 Aproxima la integral Jd—x mediante sumas.
x
1
5.3.2 Calcula el valor medio de f(x)=tanx en el intervalo
[0, 7 / 4].

In x dx .
mediante sumas.

2
5.3.3 Aproxima la integral J
x

1

5.3.4 Calcula el valor medio de la funcién y = x°, en el intervalo
[—1,1].

5.3.5 Aproxima, mediante sumas, el valor medio de la funcién
f(x)=2sen2xcos3x en el intervalo [—4w / 3, 47 / 3].

Autoevaluacion 5.4

2

5.4.1 Resuelve Jxexz dx

1

5.4.2 Calcula el valor medio de f(x)= xcosx en el intervalo [0, 7].

1
5.4.3 Calcula el valor medio de f(x) =—=—— enelintervalo[2, 5].
3 x+1 ol
5.4.4 Calcula .[— dx.

2 (2 +4)(x +2)

oD

Criterios de calidad

I. Presentacion de preguntas de
interés grupal o individual, res-
pecto de la resoluciéon de los
cuestionamientos.

ii. Presentacion en clase o con los
comparieros de ejercicios de
otras fuentes.

iii. Conjeturas adecuadas sobre
variantes o implicaciones de los
cuestionamientos.

Sugerencias

»

»

»

Actividad de revisidn obligatoria ex-
traclase, sin manifestacion de pro-
ductos o desempenos, se puede
optar por seleccionar algunos de los
cuestionamientos para  estructurar
evaluaciones de conceptos y opera-
tividad.

Planear, al menos, una sesion en la
clase para discusion grupal.

Propiciar el trabajo en equipo.

AUTOEVALUACION 5.1

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

4

v v vV

En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

Extension: libre.

Individual 0 Equipo O

Fecha de entrega:

Obligatorio 0  Optativo O




5.4.5 Aproxima, mediante sumas,

sen x

f(x)=———————enelintervalo [7 /4, 7 / 2].

cos2x + cos3x

Solucion a la autoevaluacion 5.1
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AUTOEVALUACION 5.2

5
511 [(5+3x) ' dx = %(111 20 — In 5) = 0.46209812
0

1
51.2 jex dx ~1.71828
0

2
51.3 1jex dx = 3.19453
2

0

2
5.1.4 J.e’“z dx ~ 14.989976
1

3

51.5 | (1+sen’x)dx = >

ol — |

Solucion a la autoevaluacion 5.2

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

b En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

) Extension: libre.

b Individual O Equipo OJ

) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo CI

AUTOEVALUACION 5.3

b

521 " [x?dv =" (a> + ab +b?)
—a 3
o2 xdx
5.2.2 j = 0.8789289
X +1

3
5.2.3 j 1+¢* dx ~34.38718
1

: x5 x6
5.2.4 j— ~ X =0
)7 6

4 x
525 L [ €dx
4—221+2e"

=0.48591

Solucion a la autoevaluacion 5.3

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

» En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

b Extension: libre.

» Individual O  Equipo O

> Fecha de entrega:

» Obligatorio 0  Optativo CI

AUTOEVALUACION 5.4

2
5.3.1 j 94X _ 0.693147
X
1

/4

532 & j tanxdx = 22 _ 441071
ar 0 a
2

5.3.3 j Inxdx 540007
1 X

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

) En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

Extension: libre.

Individual O Equipo O

Fecha de entrega:

Obligatorio 0 Optativo O

v v v Vv
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1 1
534 — j Pdx =0
2 -1
47/3
535 — 2sen2xcos3xdx =0

7T —41/3

Solucion a la autoevaluacion 5.4

2
5.4.1 J-xexz dx = 25.9399

54.2 lchosxdx -7
T 2
1} dx 2
543 — j e
5-29 Jx—1 3
3
544 Jx—ﬂdx — 0.0764746
5 (7 +4)(x +2)
4 /2 sen x
545 — j Y~ —0.680325
T 4 cos2x + cos3x
5.3 INTEGRAL IMPROPIA o

(Tienes problemas en los limites de la integral? Pero, espera, me
refiero a que no sepas qué poner como limites de la integral. En
realidad, a veces las integrales nos imponen situaciones en las que
los limites de integracion no estdn muy claros. Observa, por ejem-
plo, la figura 5.31.

Aplicando el software Winplot® para el calculo del area bajo la

curva para la funcién f(x)=

(x =

, en el [1, 4], equivalente a

la integral:
4

dx
e

se obtiene el detalle mostrado en el cuadro de la figura 5.32, don-
de se observa una gran discrepancia entre las diferentes sumas es-
timadas. ;Esta calculada el area bajo la curva de manera correcta?
(Representa la figura 5.31 el area limitada por las rectas x =—1,
x =4, y =0y la funciéon? Con mayor cuidado se observa que en la
gréfica hay una asintota vertical en x =2. ;Es responsable la asin-
tota de la discrepancia tan grande entre las diferentes sumas de
Riemann calculadas alrededor de x =27

Ficura 5.31 Gréfica y calculo del area en
[1, 4] con Winplot® para la funcién

f(x)=

1
(x—2)*

integracion

y=1/(x-2)"2 v

limite inferior 1

limite superior | 4

subintervalos | 1000 + -
pto final izq:  4384.9919682
13157.9725356
4384.9897182
4384.9908432
10233.6453048

pto medio:
pto final der:

trapezoide:

NENENENES

parabolico:

aleatorio:

v cubierta color

definida indefinida cerrar

Ficura 5.32 Detalle del célculo del rea
en [1, 4] con Winplot® para la funcion de
la figura 5.31

f(x)=

(x=2"



Actividad 5.3.1

Problemas potenciales en el dominio de la funcién

De nuestro curso de cédlculo diferencial, recordamos que el domi-
nio de la funcién, de acuerdo con el criterio o regla de méximo
dominio, queda definido por el conjunto de todos los valores po-
sibles x, para los cuales la expresién tiene sentido; o bien, por las
restricciones que el usuario o disehador de la funcién le otorgue.

Asi, la funcion:
1
x e —
0=

define su dominio en todos los reales, con excepcién de {—2, 2}.

Por otro lado, la funcién:

x,x<l1

x:
8(x) 2;x>1

queda definida bajo restricciones del usuario a todos los reales con
excepcion de x = 1.

Ambas funciones presentan discontinuidades, en los valores
de x para los cuales no fueron definidos, como se muestra en sus
graficas respectivas (véase figuras 5.33 y 5.34).

De acuerdo con las aplicaciones de la integral:
1. ;Cual seré el area bajo la curva en [0, 3] en ambas funciones?
2. ;Se puede calcular? ;Por qué?

3. ;Qué problemas especificos presenta cada funcién en la region
que se desea integrar?

4. ;Qué significado le otorgas a los siguientes planteamientos y
cuéles crees que son validos para las funciones mostradas y por

qué?
5 5 ;
4 !
1
3 l
5 -3 2 - 1 2 3
-1
1
-2
-3 -2 -1 1 2 3

FiGUraA 5.34 Grdfica de
1 X x<l
g(x)=

(X2_4)2' 2;x>1

FiGura 5.33 Grdfica de
f(x)=
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ACTIVIDAD 5.3.1

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

> Interés por las situaciones novedosas.

» Gusto por la abstraccion.

> Interés por la interpretacion de con-
ceptos abstractos.

> Interés por el debate de ideas.

Productos

> Ensayo con las reflexiones a cada una
de las cuatro preguntas planteadas y
respuesta justificada.

Criterios de calidad

i. Claridad y congruencia en la re-
daccion.

il. Respuesta a todos y cada uno de
los cuestionamientos.

iii. En ningln caso es considerada
como correcta una respuesta
simple del tipo “no, si, nunca,
siempre, etc."”.

iv. Manifestacion de las propias
ideas v, en caso de definiciones
de textos, cita de las fuentes.

v. Originalidad.

vi. Uso de dibujos, animaciones,
esquemas 0 mapas conceptuales
para clarificar las ideas.

Caracteristicas del producto

) Extension: una cuartilla.

b Individual O  Equipo OJ
) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo CI

Sugerencias

) Producto obligatorio para realizarse
en equipo de tres personas.

b Investigar en otras fuentes y propo-
ner definiciones para convergencia y
divergencia de una integral impropia.

> Propiciar el trabajo colaborativo.
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T
4.1 dx
_([(x2 _ 4)2
2 3
1 1
4.2 dx + dx
{(ﬁ — 4y’ !(f —4)
a 3
a—2* 0 (x — 4) a—2" . (x — 4)
3
44 jg(x)dx
0
1 3
45 jxdx +2jdx
0 1
a 3
46 lim |xdx + lim | 2dx
a—1" 0 a—1"

5. Sabemos que las dos funciones presentan valores de x para los
cuales la funcién no estd definida dentro del intervalo de inte-
gracion. ;Crees que esto se corrige con los limites mostrados en
los casos 4.3y 4.6?

5. Resuelve las integrales con los limites mostrados en 4.3 y 4.6.

7. Una propiedad de la integral definida establecida en el teore-
ma T5.7 sefiala que:

j.f(x)dx =0

7.1 ;Cuénto vale el 4rea bajo un solo punto?

. -3
7.2 Sea la funcion f(x) ==
tx— Lo .
.[ 3 dx. ;Qué tiene que ver esta integral con la pregunta
0
anterior?

7.3 Sea ahora f(x)

, traza su gréfica y calcula

5
= ’xj, traza su grafica y calcula ! ﬁdx.

(Se puede aplicar el mismo criterio que en el caso previo; es

decir, se aplica la propiedad J f(x)dx =07? ;Por qué si o por
qué no? a

Una integral en la cual uno o ambos limites se comportan de
manera asintética en algan lugar del intervalo de integracion, se de-
nomina integral impropia de 20. orden. De manera similar, si uno
o ambos limites de integracién se alejan al infinito, se dice que la
integral es impropia de primer orden. En particular, si existen dis-
continuidades salvables o de salto (no asintéticas) dentro del inter-



valo de integracion, se hablara simplemente de la
integral de una funcion discontinua y ésta puede
ser descompuesta en sumas de integrales defini-
das normales.

Se entiende, entonces, que la integral:

3

1

I — dx

o (x7—4)
es una integral impropia de segundo orden, esta
correctamente escrita y su significado con motivo
de evaluacion es:
3

—d2 X

lim #dx + lim L
2 a2t ) (x2 _ 4)

a2y (2% — 4)

Sin que la presentacién inicial cause confusion.

Sin embargo, la integral puede o no existir. Esto

depende de que los limites existan o no; es de-

cir, si el resultado de ambas integrales es finito se

dice que la integral converge y, en caso contrario,
diremos que diverge.

Comenta tus hallazgos con tus compafieros y,
si tienes dudas, apdyate en tu facilitador.

Actividad 5.3.2

Cuando alguno de los limites de una integral no
€s un numero

Hemos notado que una funcién definida a trozos
en cierto intervalo puede o no contar con su inte-
gral, dependiendo de que sus discontinuidades
no sean asintdticas, e incluso en esos casos aun
podria contar con una integral definida finita, o
mejor dicho, convergente.

Una situacion diferente se presenta en las asintotas horizonta- 2
les. Sabemos que en esta situacion la curva se acerca cada vez mas
a una recta horizontal, de tal manera que si te alejas mucho del
origen la curva se confunde realmente con ese tipo de recta. 1

Por ejemplo, observa la grafica de la figura 5.35. ;Se puede
calcular el area bajo la curva en todo su dominio, si la funcién

1

f(x)=ex*1 —1?

., P . . 1t 2 2
Para tal funcion, el area solicitada se escribira: .[ (ex 1 —1)dx.

De acuerdo con el titulo en esta actividad, co y —co son las tni-
cas ideas que se encuentran dentro de la recta de los reales jque no

son numeros!
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ACTIVIDAD 5.3.2

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

» Interés por las situaciones novedosas.

» Gusto por la abstraccion.

» Interés por la interpretacion de conceptos abstractos.
» Interés por el debate de ideas.

> Interés por expresar las ideas de manera grafica.

Productos

» Ensayo con las reflexiones a cada una de las seis preguntas
planteadas y solucion justificada de los ejercicios de la pre-
gunta 5.

Criterios de calidad

I. Claridad y congruencia en la redaccion.

1. Respuesta a todos y cada uno de los cuestionamientos.

iil. En ninglin caso es considerada como correcta una res-
puesta simple del tipo “no, Si, nunca, siempre, etc.”.

iv. Manifestacion de las propias ideas y, en caso de definicio-
nes de textos, cita de las fuentes.

v. Originalidad.

vi. Uso de dibujos, animaciones, esquemas o0 mapas concep-
tuales para clarificar las ideas.

Caracteristicas del producto
) Extension: una cuartilla.
» Individual O  Equipo O
» Fecha de entrega:
» Obligatorio 0  Optativo [J

Sugerencias

» Producto obligatorio para realizarse en equipo de tres personas.

» Investigar otros ejemplos de integrales doblemente impropias
y proponerlos en clase.

» Propiciar el trabajo colaborativo.

—00

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 45

1

FiGura 5.35 Gréfica de
1

f(x)=ex’+1—1
de acuerdo con la regla de maximo do-
minio X € (—oo,00).
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Quiza por el titulo lograste imaginar una integral definida
como:

¥
[ @x+1ax

t

1. ;Son ntmeros sus limites de integracién?

La referencia no es a integrales con limites como la anterior,
ya que aunque los limites de integracién sean funciones, estos
representan ntimeros de una forma mas general.

Por ejemplo, analiza los siguientes casos:

1.1 Tldx
1

1.5 T x® dx

—00

2. Grafica la funcién del integrando y sefiala qué area crees que
representa la integral en cada caso.

3. Basandote en las ideas de indicar los limites de la integral como
funciones limite, tal como se sefial6 en la actividad 5.3.1, expre-
sa de nuevo las integrales indicadas en su forma de evaluacién.

En general, las integrales que se han presentado son inte-
grales impropias y de nuevo es posible clasificarlas en integra-
les impropias de primer o segundo orden, dependiendo de si
los limites son al infinito o en algtn punto asintético dentro
de su dominio. La integral existird o no, esto dependera de la
posible existencia de los limites calculados; es importante tener
cuidado en integrales de la forma:

(o8]

[ F)dx

—0Q

Pues, para éstas resulta conveniente, siempre que no haya
discontinuidades asintotas en el dominio, descomponer en dos
integrales impropias de primer orden y algtn valor especifico
a de la siguiente forma:
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J 1o dx‘A}LmJ P+ Jim | @y

Desde luego que la integral originalmente planteada con-
verge solo si ambas integrales convergen. En caso contrario, se
dice que la integral diverge.

4. Explica qué crees que sea la convergencia y la divergencia en I {d.Xa - ER]

este caso. ACTIVIDAD PARA REFLEXIONAR Y
5. En los siguientes ejemplos, calcula y afirma si las integrales 5‘;’/‘1‘;’;‘}3\23""" COMPANEROS
planteadas convergen o divergen: -
Actitudes

0 ;x=-1 » Gusto por la observacion de situacio-
& . nes reales.
51 _[ f(x)dx, st f(x) ’ x‘ ;ml<x<1 > Respeto por las ideas de otros.
- 0 :x=1 > Reflexion sobre la importancia de los
. conceptos para resolver situaciones
. reales.
5.2 _[ e’ dx > Interés por las aplicaciones practicas
—oo de los conceptos.

Desempenos

> Reflexiones y conjeturas adecuadas al
concepto de probabilidad de variable

53 J ede, partiendo del hecho que el s una funcion par.

—00

T continua.

Y x Productos

. » No son necesarios.

X

5.5 I ;dx Criterios de calidad

o i. Conjeturas adecuadas sobre la

6. Observa que algunas integrales pueden ser doblemente impro- ~ naturaleza de la probabilidad.
pias de primer o segundo orden. ;Cuales puedes citar dentro Il O_rlgmfhdad en la propuesta de
ejemplos.

de los ejemplos 5.1 a 5.5?

Comenta tus hallazgos con tus compafieros y, si tienes dudas, Caracteristicas del producto

apOyate en tu facilitador. » Extension: una cuartilla.

— . L b Individual O  Equipo OJ
Son muchas las aplicaciones para las integrales con limites al b Fecha de entrega:

infinito. Algunos conceptos estan asociados a la fisica y otros a di- » Obligatorio O Optativo O
ferentes aspectos de las matematicas que en su momento se ten-

. . . Sugerencias
dran que analizar en cursos posteriores. 8

) Producto optativo para realizarse en
equipo de tres personas.

Aplicacion 5.3.1 » Revisa un libro de probabilidad y
. analiza como se aplica este concepto.
Nuevamente la probabilidad » iCOmo Crees que se encuentra una

funcién de probabilidad? Si es nece-
sario, analiza nuevamente la aplica-
aoén5.2.1.

1. ;Qué es para ti la probabilidad? > Propiciar la reflexion en equipo y la
investigacion de funciones de proba-
bilidad de interés.

Ya en la aplicacion 5.2.1 nos acercamos a la probabilidad, un area
de las matematicas muy importante. Veamos ahora otros detalles.

La probabilidad valora la posible ocurrencia de eventos y,
con base en esa posibilidad, le asigna un ntimero a cada even-
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to x, dicho ntimero se denomina la probabilidad del evento x y
en notaciéon de funciones lo escribiremos p(x).

Si los eventos que pueden ocurrir en ciertas condicio-
nes son finitos, se dice que la variable analizada es discreta
y se tiene que si todos los posibles resultados del evento son
{x,,x,,..., x }; entonces, la funcién de probabilidad presenta
las siguientes condiciones:

i. 0=p(xi)=1, paratodax, , 1=i=n.
ii. Y px)=1
i=1

Observa que el punto i indica que cada evento tiene una
probabilidad asignada y el punto ii establece que la probabili-
dad de que alguno de los eventos ocurra es la certeza denotada
por 1. Una vez que el hecho ocurre, alguno de los x; es el que se
cumplié. Por ejemplo, si se lanza un dado, ;cual es la probabi-
lidad de que caiga un 6? Observa que los eventos que pueden
ocurrir son {1, 2, 3, 4, 5, 6} y puesto que no hay diferencia entre
cada caso se tiene p(1) = p(2) =---=p(6) =1/6 (se cumplen los
puntos iy ii) y la probabilidad solicitada es p(6) = 1/6.

Sin embargo, no son los casos discretos los que nos intere-
san por ahora, sino las variables continuas; por ejemplo, ;cudl
es la probabilidad de que la siguiente persona que veas tenga
una estatura entre 1.75 y 1.80 m?

En este caso, la estatura es una variable continua; es decir,
la estatura puede tomar cualquier valor en cierto rango y la
funcién de probabilidad serd similar a la de la figura 5.36 con
ecuacion semejante a:

f(x)= 0'31/; e(xg'g. ]

En el caso de una variable continua, la funcién de probabi-
lidad satisface las siguientes condiciones:

i, pla<x<b)=[ f(x)dx

iii. p(—oo<x<o0)= T f(x)ydx=1

Observa que el punto i establece que la probabilidad de
que el evento de una cantidad especifica ocurra es cero; es de-
cir, es improbable que la siguiente persona que te encuentres
en tu camino mida con exactitud 1.75 m (p(1.75) = 0).

1 2

Ficura 5.36 Gréfica de una funcién de
probabilidad sobre la variable estatura
con media en 1.70 metros. En la que se
ha marcado

p(1.75 < x < 1.80) ~ 0.0882.



El punto ii identifica la probabilidad de que un objeto en-
contrado esté en cierto rango; por ejemplo, la probabilidad de
que la persona que te encuentres mida entre 1.75 y 1.80 m sera:

1.80 (x—1.7
e

1 v
6253??11 03 ) dx ~ 0.0882

.75

p(1.75 < x < 1.80) =

El punto iii establece que todos los valores posibles son la
certeza expresada por 1.

Mediante software como Winplot®, plantea y responde:

2. ;Cudl es la probabilidad de que la siguiente persona que te en-
cuentres sea més alta que ta?

3. iCudl es la probabilidad de que la siguiente persona que veas
mida menos de 1.50 m o sea mas alta que ta?

4. ;Cual es la probabilidad de que la siguiente persona que te en-
cuentres mida lo mismo que ta?

5. Interpreta y calcula p(x <1.5) + p(1.8 < x).

6. Calcula las integrales que has planteado en cada punto median-
te Winplot® o algtin otro software matematico que conozcas.

7. Muestra, mediante Winplot® (o algtn otro software matemati-
o), que se cumple la condicion iii: p(—co < x < oo) = 1.
Comenta tus hallazgos con tus compafieros y, si tienes dudas,

apOyate en tu facilitador.

No toda integral que se plantea con limites al infinito o con
problemas en los mismos tiene una solucién finita. En realidad,
nos interesan sobre todo aquellos resultados que son finitos, pero
tendremos que aprender a rechazar las situaciones que crecen sin
limite.

Actividad 5.3.3

Integrales convergentes y divergentes

El concepto de convergencia es antagonico al de divergencia y son
equivalentes a lograr un resultado finito o, en caso contrario, que
la condicién bajo estudio crece sin limite.

Considera la siguiente integral impropia de segundo orden:

-3

J

-5

dx
x> -9

Se observa que en x = —3 es una asintota vertical. Si resolve-
mos la integral en la forma propuesta resulta:

x_3‘—ln4)=oo
x+3

-3

]

-5

dx 1
> =—In
x*—9 6

x—=37° 1
=—| lim In
x+3|-5 6| xs-3
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ACTIVIDAD 5.3.3

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

» Interés por las situaciones novedosas.

» Gusto por la abstraccion.

» Interés por la interpretacién de con-
ceptos abstractos.

» Interés por expresar las ideas de ma-
nera grafica.

Productos

» Ensayo con las reflexiones a cada una
de las cuatro preguntas planteadas y
solucién justificada de los ejercicios
solicitados en las mismas.

Criterios de calidad

I. Claridad y congruencia en la re-
daccion.

1. Respuesta a todos y cada uno de
los cuestionamientos.

iii. En ninglin caso es considerada
como correcta una respuesta
simple del tipo “no, si, nunca,
siempre, etc.”.

iv. Manifestacion de las propias
ideas y, en caso de definiciones
de textos, cita de las fuentes.

v. Originalidad.

vi. Uso de dibujos, animaciones,
esquemas 0 mapas conceptuales
para clarificar las ideas.

Caracteristicas del producto

» Extension: una cuartilla.

» Individual O Equipo O

» Fecha de entrega:

» Obligatorio 0  Optativo I

Sugerencias

» Producto obligatorio para realizarse en
equipo de tres personas.

» Tener cuidado al colocar los limites
de las integrales en el software gra-
fico, recuerden que f(a)— oo 0
a— oo. {COMo se aproximan?

) Propiciar el trabajo colaborativo.
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La figura 5.37 muestra esta integral que no tiene un
valor finito y, por tanto, se dice que es divergente.

Ahora, consideremos la misma funcién, pero modifi-
cando los limites de la integral.

-5
X3 =11n4— lim lnM_3
x+3M 6 M—o- M+3

-5

j LS PR
x2—9 M—)—OO6

—00

_ It _ 0.23149
6
La integral mostrada en la figura 5.38 tiene un valor

finito, por lo que la integral es convergente.

Observa ambas figuras, 5.37 y 5.38, y analiza el 4rea
que se pretende calcular. Observa los resultados arroja- af
dos por Winplot® y comparalos con los que se encuen-
tran de manera analitica. FiGura 5.37 Grdfica de una integral divergente, el

Responde los siguientes requerimientos:

1. Plantea cinco integrales impropias divergentes y
muestra su gréfica sombreada similar a la que aqui
se presenta y que fue realizada en Winplot®.

2. Resuelve las integrales y muestra que, en efecto, son
divergentes.

3. Plantea cinco integrales impropias convergentes y

darea cercana a —3 crece sin limite.

0.05

muestra su gréfica sombreada similar a la que aqui

se presenta.

Ficura 5.38 Gréfica de una integral convergente, el

4. Resuelve las integrales y muestra que en efecto, son  3rea del intervalo (—oo, —5).

convergentes.

Comenta tus hallazgos con tus comparieros y, si tienes dudas,
apOyate en tu facilitador.

Aplicacion 5.3.2

Convergencia de series

Dentro de las aplicaciones previstas se encuentra el criterio de la
integral previsto en el tema de series infinitas del capitulo 7. Ade-
lantemos algunos puntos.

Un problema asociado a muchas situaciones matematicas im-
plica el calculo de series infinitas (véase figura 5.39); por ejemplo,
consideremos la siguiente suma:

11 1 2120‘1_55835135
0 n—1

141+ ty 4L =222 _ 359773965714368
23 2 n 15519504

Conforme la cantidad de términos de la suma aumenta, no pa-
rece tan impresionante su crecimiento como muestran las siguien-
tes sumas:




1000

1

Z — =7.84547086055034
n

n=1

10000 1

Z — =9.787606036044382
n

n=1

iYa se han sumado 10000 términos y atn la
cantidad no impresiona!

Entonces, ;serd una suma finita para cual-
quier cantidad de términos; es decir, converge la
suma infinita?

o0
n=1

Es muy divertido porque al sumar 100 000 tér-
minos con aritmética exacta, result6é en 71 paginas
de digitos, lo que en realidad es impresionante,
pero es aproximadamente: 12.090146129863427.

Es impractico seguir calculando, pero en apa-
riencia no crece mucho. Se podra pensar que esa
suma parece ser finita, pero veamos esto con mas
cuidado:

S| =

De acuerdo con la figura 5.41, resulta eviden-
te que el drea bajo los rectangulos de la figura 5.40
siempre estd por encima del area bajo la curva
f(x) =1/ x. Esta afirmacion se escribe:

z l — Jd_x >(
e X
Pero observa la implicacion de esto:
z 1 > dx _ Iim Inx N
n 1

X N—-ooo

=I£im InN—-In1=c0
1 1 —00

y y
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APLICACION 5.3.2

ACTIVIDAD PARA REFLEXIONAR Y COMENTAR
CON COMPANEROS Y FACILITADOR.

Actitudes

» Gusto por la abstraccion.

> Respeto por las ideas de otros.

> Reflexion sobre laimportancia de los conceptos para resolver
situaciones reales.

> Interés por las aplicaciones practicas de los conceptos.

Desempenos
> Reflexiones y conjeturas adecuadas al concepto de sumas de
infinitos términos denominadas series.
Productos
» No son necesarios.

Criterios de calidad

i. Conjeturas adecuadas sobre la naturaleza de la probabili-
dad.
ii. Originalidad en la propuesta de ejemplos.

Caracteristicas del producto
> Extension: una cuartilla.
» Individual OO  Equipo I
> Fecha de entrega:
» Obligatorio 0  Optativo [J

Sugerencias

» Producto optativo para realizarse en equipo de tres personas.

» Analiza que nuestro sistema de numeracion tiene muchas
series, por ejemplo: 0.3 + 0.03 + 0.003 + --- conoces el
limite, de hecho todo niimero decimal periddico es una serie.

> La probabilidad también da series, por ejemplo: cudl es la
probabilidad de que se lance una moneda mil veces y toda la
sucesion sean caras? Aproximala como una integral.

> Propiciar la reflexion en equipo.

X
X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

2 3 456 7 8 910

FiGura 5.39 Puntos de la sucesion

111 11
L=, =~ sumal+—+—+—+-.-.,
4 2 3 4

2'3

Ficura 5.40 Area que representa a la

Fiura 5.41 Area que representa a la

a5 L |2
iferencia z]{n -!. )(
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Luego, la engafiosa suma es divergente porque la integral me-
nor que ella es divergente.

Este mismo procedimiento se aplica a muchas sucesiones y con
ellas se muestra la convergencia o divergencia de algunas series
infinitas.

Observa, por ejemplo, la siguiente integral impropia:

=—1imi+1=1

M-

J.izdx=— lim lM
X

M-
1 X

Traza la grafica de esa funcién y los rectangulos comenzando
en cero bajo las alturas de {1,1/4,1/9, ...} y observa que se cum-
ple la siguiente desigualdad:

1 1 — 1 T1
T+=+=+=Y — <1+ |—=dx=2
4 9 nzzan '!xz

Cuando se han sumado 10 000 términos de esta suma el resul-
tado es 1.6448340718480599, pero ahora si estamos seguros de que
esa suma nunca alcanzara 2.

(Crees que converja la suma de los reciprocos de los cubos de
los nameros enteros positivos? Comprueba tu conjetura.

Comenta tus hallazgos con tus comparieros y, si tienes dudas,
apOyate en tu facilitador.

5.4 TOPICOS ADICIONALES SOBRE
INTEGRALES IMPROPIAS ®

Las integrales impropias no son en realidad una nueva forma de in-
tegrales, sino una extensioén natural a las propiedades de la integral
y un replanteamiento de nuestro concepto de area bajo la curva.

Sea el intervalo abierto (a, b), de manera formal escribir una
integral con los limites en los extremos de ese intervalo resulta en
la siguiente expresion:

[ Fx)dx

Desde luego, en términos del dominio de la funcién, no es co-
rrecto escribir la expresion sin antes revisar nuestros conceptos.

De las propiedades de la integral definida sabemos que para

un punto en el dominio de la funcién f(x), se tiene J f(x)dx =0.

Si se pudiera hacer una extension del dominio de f(x) para
contener a sus extremos, sin obtener una integral impropia, se ten-



b
dria que para [a, b], la integral J f(x)dx estaria definida de manera

a
adecuada, pero como el area bajo un punto en el dominio es nula,
entonces el drea en el intervalo (a, b) es idéntica al 4rea en [a, ],
por lo que nos permite hacer la siguiente definicion sin considerar
la posible extension de dominio:

Definicion 5.2. Sea el intervalo [a,b), luego se entiende que

t—b~

t
Jf(x)dx=lim.[f(x)dx; de igual manera, para (a,b] se tiene

[ fx dx_hmjf

La definicién previa es vélida en funciones que son continuas
en [a, b) y (a, b], respectivamente; sin embargo, esas definiciones se
pueden generalizar aun a funciones discontinuas en los extremos.

Definicioén 5.3. Sea el intervalo [a, b) en el cual f(x) es continua,
b
pero discontinua en b, luego la integral '[ f(x)dx = lim .[ f(x)dx, si
t—=b"
el limite existe. De la misma manera, para f(x) continua en (a,b],
b

pero discontinua en g, se tiene que I f(x)dx = hm J f(x)dx, si dicho
limite existe. a -

Las integrales de la definicion 5.3 se denominan integrales im-
propias de primer orden, al igual que el siguiente caso:

Definicion 5.4. Sea f(x) una funcién discontinua en ¢ dentro del
intervalo (a, b) pero continua en todos los demas puntos de (a, b),
se tiene que siempre que converjan las dos integrales impropias
del lado derecho:

j.f(x)dx = tlimj.f(x)dx + tlirr}j‘f(x)dx

En estas condiciones J f(x)dx es también una integral impro-

a
pia, pero ahora de segundo orden.

Definicion 5.5. Sea f(x) una funcion continua en (a, b) pero dis-
continua en a y b, se sigue que para cualquier c en (g, b) se tiene la
integral impropia de segundo orden:

b c

[ fx j x)dx + lim j F(x)dx

a t

La integral impropia de segundo orden converge solo silo hacen
las integrales impropias de primer orden del término derecho de la
igualdad. Si no causa confusion es posible escribir esta integral asi:

CapiTuLo 5 Integral definida
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e o | i s |

Otro caso de integrales impropias ocurre cuando el limite de

la integracién no es un namero; es decir, uno o los dos limites de la m

integracion tienden al infinito.
ACTIVIDAD DE ENTRENAMIENTO

Definicion 5.6. Sea f(x) continua en el intervalo [a, 00), luego se ~ INDIVIDUAL Y GRUPAL.
Actitudes

» Trabajo en equipo.
» Interés en la abstraccion.

sigue que J f(x)dx = hmj f(x)dx. De igual manera, para una fun-

a

cién continua en (—oo, b] se tiene J- f(x)dx = tE{T;OJ.f x)dx, dichas  » Gusto por los desarrollos algebraicos.
—o0 » Interés por la resolucion de situacio-
integrales impropias de primer orden se dice que convergen si nes novedosas.
existe el limite. » Compromiso ético.
Definicion 5.7. Sea f(x) una funcién continua en (—oo, 00), se si-  Productos
gue que para cualquier ¢ en (—oo, ), se tiene la integral impropia > No son necesarios, aungue se espera
de segundo orden: que el estudiante intente la solucion
o . de los ejercicios antes de ver su re-
J' f(x)dx = lim .[f(x)dx + limjf(x) dx solucién. Aun asi, puesto que algin
t——00 r—00 ejercicio puede representar una situa-
. . . . . cién novedosa, se incluye la resolucion
La integral impropia converge solo si lo hacen las integrales para que el estudiante la estudie, la
impropias de primer orden del término derecho de la igualdad. analice y plantee sus dudas.
De acuerdo con las definiciones vertidas, es posible obtener va-  pesempefios

riantes de integrales impropias de segundo orden como la siguien-

. » Participacion en la clase.
te, para la cual debe quedar claro el esquema de solucién mostrado:

Criterios de calidad

-~ i. Presentacidn de preguntas de in-

2 (x*—1)° terés grupal o individual, respecto
de la resolucion de los ejercicios.

ii. Conjeturas adecuadas sobre va-
riantes en los ejercicios.

J-oo dx 2 dx J-oo dx
L1 -1y

Esta integral impropia de segundo orden es divergente ya que
la primera integral lo es, sin importar el limite superior que se le

imponga. De manera paralela, la segunda integral del lado derecho iii. Presentacién en clase o con los
converge a 0.0586803 para el valor de 2 elegido como limite inferior, compafieros de ejercicios toma-
lo cual resulta irrelevante debido a la divergencia de la primera. dos de otras fuentes.

Desde luego, la divergencia de la integral del lado izquierdo no

. . > . Caracteristicas del producto
cambia si se elige un ntimero diferente de 2. -

» Extension: libre.

. » Individual O  Equipo O
Ejercicios 5.2 > Fecha de entrega:

» Obligatorio 0  Optativo [

Resuelve las siguientes integrales:

Sugerencias
501 '[ xdx » Actividad de revision obligatoria extra-
*+16 clase, sin manifestacion de productos
0 desempenos.
Resolucion » Planear al menos una sesion en la

clase para preguntas sobre los ejer-

M tim Ltan—! M? cicios.
~ am 8 an | =~ » Propiciar el aprendizaje colaborativo.

]-0 xdx 1 [ x?
——— = 1lim —tan | —
] x*+16 M-8 4
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0.10
—l’carf1 1 le—ltalrf1 1 =0.1657
8 4 82 8 4

0 7
5.2.2 J' x Sdx 0.5

4
Resolucion
00 72 0
[ sde=-—"4| =1lim - 2 =1.4358729
) S|t M Mol

x ;0<x<5

5.2.3 j f(x)dx donde f(%) ={

2 ;5<x<8 oo

-0.95

-0.90

.. -0.85
Resolucion %
-0.70

8 5 8 5 5 By
. x . x . :0.55
If(x)dxzjxdx+‘|.2dx=11m——11m—+11m 2x 0%
x—5" x—0" x—8" o3

25 2020
—lim2x=—+4+16—-10=18.5 Fas

x—5" -005

Ficura 5.42 Area de la integral impropia conver-
gente del ejercicio 5.2.1.

Puesto que no hay asintotas, es equivalente a resolver

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

dos integrales como si los intervalos fueran cerrados, sim-  Ficura 5.43 Area de la integral impropia conver-
plemente de manera equivalente: gente del ejercicio 5.2.2.

5 2

:[f(x)dx = [ xax +:[2dx = %

0

8
—2x
0

8
=18.5

5

5.24 Txex dx
0

Resolucion
J.xefx dx=—e "(1+x)
0

0 M-

:—(lim e*M(1+M)—1)=1

Después de aplicar la Regla de L"Hopital al limite indetermi-
nado que resulta

+ !
lim e (1 + M) = lim a+My_ Iim L =0
M- M- (eM )’ M- €M
5.2.5 j xe ™ dx
Resolucion
%) 0 %)
I xe ™ dx = j xe ™ dx + J-Jce”2 dx =
—00 —00 0
2|0 oM
lim —$—| — lim S
M——oc0 M——0o0 2 2 2
M 0

N Wb~ U

Ficura 5.44 Area de la integral con dis-
continuidades del ejercicio 5.2.3.

0.4
0.3
0.2

X

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Ficura 5.45 Area de la integral impropia
convergente del ejercicio 5.2.4.
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506 T dx 04
B R 03
Resolucion
0.2
La integral diverge, como se puede observar:
T odx 0 3 - 1T 2 3
| =In(x—5). = limIn(x - 5) - lim In(x — 5) = o0
L X 5 5 X—00 x—5" -0.
T dx -0
527 | ——
33X —3 0.4
Resolucion FiGura 5.46 Area de la integral impropia

La integral diverge debido a que la primera integral lo hace, conun ~ convergente del ejercicio 5.2.5.

pequefio cambio de notacién que ya es facil comprender.

T dx 3 3 ’
39
J.izhm—(x—?))Z/S—11m—(x—3)2/3=oo ®
S Yx—3 o2 3" 2 i
s
29
00 %
5.2.8 J 3sen x dx 4
%
—00 1.8
16
15
Resolucion 1"
La integral diverge debido a que el limite indicado no existe: o8
04
00 0 oo gi
— 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n 12 13 14
I 3senxdx=3j senxdx+3jsenxdx S
—00 —00 0 -
0 . FiGura 5.47 Area de la integral impropia
=—3cosx| =3—3cosx ‘ . 4 divergente en ambos extremos del ejer-
. . Cicio 5.2.6.
Ya que lim cosx no existe.
X—00
y
3.9
38
3.6
34
33
3.2
30 2
29
27
26 1
24
22
2.1
20 -14 -13-12-1-10 9 8 -7 6 -5\ -4 -3 -2/ 1 112 3 45 6 7 9 10 11 12 131
1.8
1.6
1.5 -1
14
1.2
1.1
0.9 -2
0.8
0.6
0.4 -3
03
0.2
X
-0.2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 M 12 13 14
-03

Ficura 5.49 Area de la integral impropia divergente en ambos
Ficura 5.48 Area de la integral impropia divergente a la extremos, ejercicio 5.2.8. Es indeterminado en donde para la os-
derecha, ejercicio 5.2.7. cilacion en el infinito, por eso el limite no se puede determinar.
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5.2.9 Sean f(x)y g(x) dos funciones continuas en cierto intervalo
(a,b), si se satisface que 0 = f(x) = g(x), se tiene que:

b b
1. Si J g(x)dx converge, luego J f(x)dx también lo hace.

b b
2.5i J f(x)dx diverge, luego J g(x)dx también lo hace.

1 o . 1
Utiliza los criterios previos para probar si J— dx converge o
diverge. 3 X

Resolucion 4 3 5 4 T 2 3 4

En general In(x)<x, para x =3, esto se puede saber porque
[In(x) —x]'=(1/x) —1<0 para x =3, se tiene que sus reciprocos -1

1 1 1 1
satisfacen: It > " luego al tomar f(x) = 27 g(x) = e’ se satis-

dx diverge, de acuerdo FIGURA 5.50 Area de la integral impropia

face la condicion inicial y puesto que ! Area
divergente, ejercicio 5.2.10.

W — 3
K| =

o0

1
con la segunda conclusién se concluye que J-l—dx también di-

verge. 3 X .
AUTOEVALUACION 5.5-5.7
T dx EVALUACION POR CONOCIMIENTO,
5.2.10 _[ ACTIVIDAD DE ENTRENAMIENTO
S X4 INDIVIDUAL Y GRUPAL.
Resolucién Actitudes
La funcién es par, por lo que se puede calcular la mitad derecha > Trabqjo en equipo. 5
y multiplicar por dos. Ademas, la integral es dos veces impropiay > Interésen la abstragqon. o
su planteamiento sera: > Interés por la solucidn de situaciones
) novedosas.
T dx 2]9 dx ’ _[ dx n T dx » Compromiso ético.
Oox2—4 0x2—4 0x2—4 2x2—4 Productos
) - ) . » No son necesarios, aunque se espera
-9 J dx J dx |_2 nl*= 2 x—2 que el estudiante, de manera indivi-
0 x> —4 5 x> —4 4 x+ 20 x+2|2 dual o en equipo, intente la solucion

de cada autoevaluacion.

1y, M-2 , x—2 . N-2 » Es muy importante que Se muestre

) A?f} In M+2 + }1_1)20 In x+2| N_r)r; In N +2 el dominio de los métodos de inte-

gracion mediante la resolucion de los

Los limites de M y N son divergentes, y aunque se tiene la ten- diversos ejercicios de forma analitica
tacion de eliminarlos porque parecen ser iguales en el infinito, esto y con el uso de tablas.

no es posible porque identifican que el area crece sin limite en cada Desempefios

caso. La integral es divergente (véase figura 5.50). Ol e & i

Autoevaluacion 5.5 Criterios de calidad
. . i. Presentacion de preguntas de
Resuelve las siguientes integrales: interés grupal o individual, res-
4 pecto de la resolucion de los

d
5.5.1 jL cuestionamientos.
o (x2 + 9)2 ~
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x ;0<x<1

5.5.2 _!f(x)dx donde f(x)= (x—1);1<x<2

5.5.3 Jx2e_x dx
0

X

5.5.4 j ¢ ix
Joet+1
2

5.5.5 dx
J; x> —4

Autoevaluacion 5.6
2 X

5.6.1 j dx
Y3 x? =25

5.6.2 J x? cos x dx

T ox
5.6.3 Muestra si | ———=dx converge o diverge. (Sugerencia:
'2[ Jx2+1
compérala con f(x)= 1).
x

X

0<x<1
x +

X

5.6.4 jf(x)dx donde f(x)=

yI<x<?2
x—2

13.5

5.6.5 Jf(x)dx donde f(x)= x ;0<x<1

, si se sabe que
2-x1<x<2

f(x)= f(x +2), esto significa que es periédica de periodo dos.

Autoevaluacion 5.7

/2
I tan x dx
—m/2

5.7.1

5.7.2 J x? sen 2xdx

o0 4
573 [ —Xdx

NG x®—8

oH
ii. Presentacion en clase o con los
companeros de ejercicios de
otras fuentes.
iii. Conjeturas adecuadas sobre
variantes o implicaciones de los
cuestionamientos.

Sugerencias

b Actividad de revision obligatoria ex-
traclase, sin manifestacion de pro-
ductos o desempenos, se puede
optar por seleccionar algunos de los
cuestionamientos para  estructurar
evaluaciones de conceptos y opera-
tividad.

b Planear, al menos, una sesion en la
clase para discusion grupal.

b Propiciar el trabajo en equipo.

AUTOEVALUACION 5.5

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

b En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

b Extension: libre.

b Individual O Equipo OJ

) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo CI

AUTOEVALUACION 5.6

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

) En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

Extension: libre.

Individual O Equipo I

Fecha de entrega:

Obligatorio 0 Optativo O

v v v Vv




2
5.7.4 jln xdx

5.7.5 j dx
0

Solucion a la autoevaluacion 5.5

5.5.1 j _xdx 1
(x* + 9) 50
5.5.2 j F(x)dx =
0
5.5.3 J‘xzef" dx =2
0
5.5.4 dx. Diverge.
[ e e
2
5.5.5 J dx. Diverge.
ey x> —4

Solucion a la autoevaluacion 5.6

561f

F

5.6.2 J x~ cosxdx. Diverge.
00 1 ‘
5.6.3 J.—dx Diverge.
x

2
5.6.4 J- f(x)dx. Diverge.

135

565 [ f(x)dx=6.875

Solucion a la autoevaluacion 5.7

w/2
5.7.1 J tan x dx. Diverge.
—7/2
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AUTOEVALUACION 5.7

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

» En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

Extension: libre.

Individual O Equipo OI

Fecha de entrega:

Obligatorio 0 Optativo OI

v v v Vv
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5.7.2 J x* sen 2x dx. Diverge.

0 4
5.7.3 f S Diverge.

{

2
5.7.4 jlnxdx = —0.613706
0

N

5.7.5 j‘dix
0

x‘ln(x)‘ . Diverge.






APLICACIONES
DE LA INTEGRAL

El alumno es competente si de manera adecuada abstrae del problema bajo estudio el
comportamiento de la acumulacion en una variable y propone soluciones fundamentadas con
integrales definidas y sus propiedades.

El alumno es competente si analiza, abstrae y propone solucion a situaciones que involucren

acumulacién como efecto del cambio de una sola variable, empleando como herramienta

fundamental la integracion.

CALENDARIO DEL PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS

Actividad 6.1.1
Aplicacién 6.1.1
Actividad 6.2.1
Actividad 6.3.1
Actividad 6.4.1
Aplicacién 6.4.1
Actividad 6.4.2
Aplicacién 6.5.1
Aplicacion 6.5.2
Aplicacién 6.6.1
Aplicacion 6.6.2
Actividad 6.6.1
Ejercicios 6.1

Autoevaluacion 6.1
Autoevaluacién 6.2
Autoevaluacion 6.3
Autoevaluacion 6.4

Autoevaluacion 6.5
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Lo que te hace diferente de los demds, no son rasgos extraordinarios,
Sino esas pequerias cosas que sumas a tu personalidad
y te hacen crecer todos los dias.

6.1 APLICACIONES
DE LA INTEGRAL O

De los problemas tipicos que pueden expresarse en forma directa
mediante integrales, y que son complementarios al problema basi-
co de &rea bajo la curva, destacan los siguientes:

\ Area entre curvas

\ Solidos de revolucion

\ Longitud de curvas

\ Centroides de figuras planas

\» Momentos de inercia de cuerpos planos
\ Aplicaciones diversas

El objetivo de este capitulo es estudiar cada una de esas apli-
caciones, comenzando con la mas comun, que ademas es la que
motivoé los conceptos basicos de la integral: el area bajo la curva.

Actividad 6.1.1

Area entre la curva y el eje x

Calcular el &rea bajo la curva, o mejor dicho entre la curva y un eje,
es el problema que dio origen al desarrollo del concepto de integral
definida, por lo que queda poco que agregar al respecto.

Al calcular el area, siempre se deben tener presente tres aspec-
tos importantes:

a) Las curvas delimitantes del area en realidad deben ser fun-
ciones de la variable de integracion.

b) El &rea entre la funciéon y el eje x debe estar delimitada entre
dos rectas verticales que determinan el intervalo (a, b). A
esta drea se le denomina drea bajo la curva. En contraparte,
si el area se delimita entre la funcién y el eje y, se le deno-
mina area sobre la curva, y de igual forma debe estar deli-
mitada por dos rectas horizontales que definen el intervalo
de integracion.

c) Integral y 4rea no son conceptos iguales, por lo que se debe
recordar que una integral en realidad se puede interpretar
como un area con signo.

Teniendo en cuenta lo anterior, es posible considerar que las
superficies planas que delimitan un &4rea, junto con un eje, pueden
presentarse de tres maneras:

ACTIVIDAD 6.1.1

ACTIVIDAD PARA MEDITAR Y
COMENTAR
CON COMPANEROS Y FACILITADOR.

Actitudes

> Interés por el andlisis de situaciones
nuevas.

» Gusto por debatir conjeturas sobre
conceptos nuevos.

> Gusto por la experimentacion.

Productos

» Ensayo con las reflexiones sobre las
seis preguntas, justificando sus res-
puestas y planteando ejemplos gra-
ficos.

Criterios de calidad

i. Claridad y congruencia en sus
respuestas.

il. Respuesta adecuada a cada uno
de los cuestionamientos.

iii. Planteamiento de gréficas para
clarificar sus conclusiones.

iv. En ningln caso es considerada
COMo Ccorrecta uUna respuesta
simple del tipo “no, si, nunca,
siempre, etc.".

V. Reporte de las fuentes emplea-
das.

Caracteristicas del producto

b Extension: dos cuartillas.

b Individual 0  Equipo CJ
) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo [

Sugerencias

> Producto obligatorio para realizarse
en equipo de tres personas.

b Pedir a los estudiantes que propon-
gan nuevos ejemplos graficos.

> Discutir el tema en clase y concluir de
manera adecuada.

b En el caso de la figura 6.4 detectar el
conjunto de rectas minimo que per-
mite resolver el drea mediante inte-
grales tipo | y II. Proponer graficos y
realizar el mismo ejercicio.
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i. La funcion propiamente dicha y dos rectas.

ii. La funcién que intercepta directamente al eje en uno de
sus extremos o ambos.

iii. La funcién que cruza el eje. Y sus extremos estdn delimita-
dos por rectas o tocan en forma directa al eje.

Identifica cada caso en la figura 6.1.

La forma de calcular el area en los casos i y ii que has identifi-

cado en la figura 6.1 es la misma y se calcula mediante la integral
definida:

A Zj-f(x)dx

1. ;Cémo calcularias el area si f(y) < 0 en (a, b)?

El &rea delimitada para el caso iii, identificado en la figura 6.1,
posee un sector en el que la integral genera un signo negativo en
su resultado.

2. ;En qué intervalo ocurre eso?

3. ;Cémo calcularias el 4rea en el caso iii identificado en la figura
6.1?

4. ;Como replantearias las integrales de los tres casos, si en lugar
de calcular el &rea bajo la curva te solicitaran el &rea sobre la
curva? Recuerda que se llama &rea sobre la curva a la delimita-
da por la funcién f(y), el eje y y dos rectas horizontalesy = c y
y = d. Dibuja las figuras correspondientes.

Discute con tus compafieros y tu facilitador los diferentes cues-
tionamientos planteados. Escribe en el ensayo tu andlisis y conclu-
siones.

Cualquier comentario o discusién se puede realizar con tus
compafieros o con tu facilitador por medio de los recursos en uso.

/T b

a) b

[ T~ b

a

9]

)
d) e) f)

Y

S

S

*

177

Ficura 6.1 Area delimitada entre la funcién y el eje x.
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La integral como concepto surge a partir del
calculo numérico, por lo que muchas de las inte-
grales que se nos presentan en la vida cotidiana
no son planteadas de manera analitica, ya que no
se conoce la expresion analitica que las represen-
ta. Sin embargo, eso no las hace intiles. jAl con-
trario! El potencial analitico de la integral se logra
por la simplicidad del concepto. iNo deja de ser
una suma!

En la actualidad, con el uso de las computa-
doras, es posible resolver esas sumas de manera
muy eficiente.

Aplicacion 6.1.1

Integracion numérica

Veamos una aplicacion muy particular de la inte-
gral que presenta una visién bastante amplia, ya
que permite resolver las integrales por medio del
calculo numérico, utilizando desde la calculadora
mas simple hasta la més sofisticada computadora.

En muchas situaciones en que se ha de resol-
ver una integral definida no se cuenta con la ex-
presion f(x); en lugar de eso, se tienen datos en
una tabla. O suele también ocurrir que no resulta
simple obtener una antiderivada para f(x) y apli-
car de manera directa el teorema fundamental del
calculo. En estas situaciones, se aplica el célculo
numérico que fue lo que motivé la definiciéon de
integral.

Observa la grafica de la figura 6.2 en la que en
lugar de utilizar la suma de Riemann que aproxi-
ma la curva mediante rectangulos, se han aplica-
do trapecios:

1. ;Cémo se aproxima mejor la superficie con
rectangulos o con trapecios? ;Por qué?

Por ejemplo, considera el tercer trapecio y
calcula su area.

(Bs Ay =(x; —x,)[f(x;) + f(x,)]/27? ¢ Por qué?
En la figura 6.2 se han tomado n trapecios y,
por conveniencia, se hace que todos tengan la
misma base. Si llamas & al valor de la base, ;es

—ﬂ?

cierto que h =

(Se podra representar el area de cualquier tra-
pecio como A, =h[ f(x,) + f(x,_,)]/2? ;Por qué?

APLICACION 6.1.1

ACTIVIDAD PARA REFLEXIONAR Y COMENTAR
CON COMPANEROS Y FACILITADOR.

Actitudes

» Gusto por la abstraccidn de situaciones reales.
> Respeto por las ideas de los otros.

> Reflexion sobre la importancia de la tecnologia.
> Interés por el uso eficiente de la tecnologfa.

Desempenos
> Manifestacion de la comprension del tema, al responder de
manera adecuada las preguntas planteadas y los ejercicios.
Productos
> No son necesarios.

Criterios de calidad

i. Conjeturas adecuadas sobre la naturaleza del proceso de
aproximacién numeérica, su exactitud contra su rapidez.
ii. Eleccion adecuada de situaciones en que se requiere ra-
pidez o exactitud.
iii. Originalidad en la propuesta de ejemplos.

Caracteristicas del producto

) Extension: una cuartilla.

b Individual OO  Equipo OJ
) Fecha de entrega:
) Obligatorio 0  Optativo [J

Sugerencias

> Producto optativo para realizarse en equipo; de considerarse
obligatorio, aplicar los criterios de calidad de la Actividad 6.1.1.

b Para realizarse en equipos de tres personas.

b Revisar en textos de Analisis Numérico otros algoritmos de
aproximacion de integrales.

o

FIGURA 6.2 Aproximacion de la integral mediante trapecios.
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(Elareatotales A=A +A, +A, +--+A?
Si sustituyes los valores de A; encontrados previamente obten-
dras:
h
A=S[f0) + 20 () +2f () + -+ 2f(x, ) + f(x,)]

2. ;Por qué todos los valores empleados quedaron multiplicados
por dos, excepto el primero y el tltimo?

Simplifica, asocia y sustituye; entonces, obtendras:

b

[ flxyix=a= b‘“(f(”);f(b) +':21f<xi>)

n

a
3. iQué significa la expresion previa? ;Cémo puedes aproximar
con rapidez la integral en tu calculadora? ;Lo puedes hacer en
Excel®?

4. ;De qué depende que el calculo de la integral resulte mas

exacto?
5

5. Aproxima J(xz — 1)dx mediante la aproximacién del trapecio

conn = 5,nl= 10y n = 20.
6. ;Cuales fueron tus resultados?
7. ;Qué sugieres que se haga para mejorar la exactitud?
8. iQué sugieres hacer en caso de que se pida rapidez?

Comenta tus hallazgos con tus compafieros y, si tienes dudas,
apOyate en tu facilitador.

6.2 AREA ENTRE CURVAS ®

Como ya se dijo antes, y como conclusion a la actividad 6.1.1, sabe-
mos que integral no es lo mismo que area, ya que el concepto de in-
tegral es en realidad mucho més amplio; tanto que se puede aplicar
a infinidad de situaciones novedosas. Por otro lado, al realizar las
correcciones necesarias respecto de los valores negativos que pueda
tomar una funcioén en un intervalo, comprobamos que la integral
calcula de modo perfecto el area entre un eje y una curva dada.

Pero el concepto de area se puede ampliar a espacios delimita-
dos entre diversas curvas en el plano. Estudiemos ahora esa gene-
ralizacion.

Actividad 6.2.1

Area entre curvas

El area bajo o sobre la curva es un caso particular del area entre
curvas. En el caso que nos ocupa, la superficie plana se delimita
por una curva cerrada y, por tanto, genera un area en su interior.

ACTIVIDAD 6.2.1

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

> Interés por el andlisis de situaciones
nuevas.

> Gusto por debatir conjeturas sobre
conceptos nuevos.

» Gusto por la experimentacion.

Productos

> Ensayo con las reflexiones sobre las
seis preguntas, justificando sus res-
puestas y planteando ejemplos gré-
ficos.

Criterios de calidad

I. Claridad y congruencia en sus
respuestas.

Ii. Respuesta adecuada a cada uno
de los cuestionamientos.

iii. Planteamiento de gréficas para
clarificar sus conclusiones.

iv. En ningln caso es considerada
como correcta una respuesta
simple del tipo “no, si, nunca,
siempre, etc.”.

v. Reporte de las fuentes emplea-
das.

Caracteristicas del producto

b Extension: dos cuartillas.

b Individual O Equipo OJ
) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo CI

Sugerencias

) Producto obligatorio para realizarse
en equipo de tres personas.

b Pedir a los estudiantes que propon-
gan nuevos ejemplos graficos.

b Discutir el tema en clase y concluir de
manera adecuada.

b En el caso de la figura 6.4 detectar el
conjunto de rectas minimo que per-
mite resolver el drea mediante inte-
grales tipo | y II. Proponer graficos y
realizar el mismo ejercicio.
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Para el calculo de superficie entre curvas se consideran los si-
guientes casos generales, respecto de la forma en que conviene re-
solver el cuestionamiento:

1. Superficie tipo I, mostrada en la figura 6.3. Se delimita por cur-
vas que son funciones de x, de donde el area se calcula con-
siderando rectangulos de base infinitesimal dx cuya altura es

f(x) — g(x). Entonces, el area es: A = J[ f(x) — g(x)]dx. ;Estas
de acuerdo? ;Por qué?

2. La superficie tipo II, mostrada en la figura 6.4, se delimita por
curvas que son funciones de y. Su area se calcula considerando
rectangulos de altura infinitesimal dy cuya base es f(y) — g(y),

Entonces, el drea es: A = I[. ..Jdy. (Cudl es el integrando?

c

3. La superficie tipo III, mostrada en la figura 6.5, no es del tipo
I ni II, por lo que se debe segmentar, por lo comin median-
te rectas horizontales y verticales, hasta obtener segmentos de
superficie que sean de tipo I o II, indistintamente. Se resuelve
cada integral por separado y luego se suman sus areas.

En caso de que la curva que delimita a la superficie, se cortara
a si misma, como si tomara forma de un 8; se considera el area in-
terior como las dos areas limitadas dentro de cada “ojo del ocho”.
Si existe més de una interseccion, se aplica el mismo razonamiento.
Observa que los casos a 'y e de la figura 6.1 de la actividad 6.1.1 co-
rresponden a esta situacion.

4. Si la superficie tiene hoyos, ;como calculas el area?
No olvides tener cuidado con el signo de las integrales.
5. ;Existen superficies que no sean planas? Da ejemplos.

6. ;Por qué crees que todos los razonamientos de esta seccion se
refieren a superficies planas?

Comenta tus hallazgos con tus compafieros y, si tienes dudas,
apoOyate en tu facilitador.

6.3 LONGITUD DE ARCO O

La integral representa la acumulaciéon de las pequefias variaciones
en una situaciéon dada. Ahora, considera el experimento de reco-
rrer una curva. ;Qué acumulas en el recorrido?

Replantea las siguientes interrogantes: si tienes una curva,
(como la mides?, ;cudnto mide?, ;qué son las pequefias variacio-
nes en ese caso?

f(y)

Ficura 6.3 Area delimitada entre curvas
tipo 1.

f(x)

i

gx)

| |
l l
l l
: |
a b

Ficura 6.4 Area delimitada entre curvas
tipo I1.

|
|
4
|
|
|
|
|
I

Ficura 6.5 Area delimitada entre curvas
tipo 1. Elige tantas rectas horizontales y
verticales como te convenga para dividir-
la en areas de tipo 1 y II.



Actividad 6.3.1

Longitud de una curva

Una curva por si sola no tiene area, tiene longitud
y ésta también se puede calcular como una inte-
gral. Sigue el presente razonamiento.

Traza una curva sobre el papel; por simpli-
cidad, debes considerar primero una curva que
corresponda a una funcién de x.

Delimita mediante dos rectas verticales el in-
tervalo en el que te interesa conocer la longitud
de la curva, también llamada longitud del arco.

Dibuja una secante entre dos puntos extremos
del intervalo de interés.

1. Esa secante entre los dos puntos de intersec-
cién, jes una aproximacion a la longitud del
arco? ;Qué debes hacer para que la aproxima-
cion mejore?

iMuy bien! La situacién limite que acabas de
plantear te lleva al diagrama aproximado de la
figura 6.6. jEstas de acuerdo?

Luego, dL es la hipotenusa del tridngulo in-
finitesimal. ;A qué es igual dL en términos de dx

y dy?

De acuerdo con el teorema de Pitdgoras, se
tiene que (dL)* = (dx)* + (dy)*, entonces se divide
la expresion entre:

dx = (Z—ij =1+ [Z—Z] sdL =1+ (f/(x))*dx

Por altimo, la suma de todos esos diferencia-

les es:
b
L= [J1+(f(x) dx

Al sustituir las expresiones adecuadas en la estructu-
ra que se acaba de obtener y resolver la integral construi-

da, obtienes la longitud del arco deseado.

2. Si el arco analizado no es una funcién de x sino de y,

(como resuelves ese caso?

3. ;Afecta a la expresion obtenida el hecho de que la

curva corte a los ejes?

4. ;Es posible que la integral resultante sea negativa?

(Por qué?
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ACTIVIDAD 6.3.1

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

> Interés por el andlisis de situaciones nuevas.
> Gusto por debatir conjeturas sobre conceptos nuevos.
> Gusto por la experimentacion.

Productos

» Ensayo con las reflexiones sobre las seis preguntas, justifican-
do sus respuestas y planteando ejemplos graficos.

Criterios de calidad

I. Claridad y congruencia en sus respuestas.

ii. Respuesta adecuada a cada uno de los cuestionamientos.
iii. Planteamiento de gréficas para clarificar sus conclusiones.
iv. En ninglin caso es considerada como correcta una res-

puesta simple del tipo “no, si, nunca, siempre, etc."”.

V. Reporte de las fuentes empleadas.

Caracteristicas del producto

b Extension: dos cuartillas.

b Individual O Equipo CJ
) Fecha de entrega:
) Obligatorio 0  Optativo [

Sugerencias

> Producto obligatorio para realizarse en equipo de tres per-
s0nas.

b (Qué hards si la expresion de la curva estd dada como una
funcion implicita?

) Como se calcula la longitud del arco de una circunferencia?
Prueba la formula que conoces de la geometria.

> Aproximar la longitud de un arco trazado a mano, mediante la
medicion y suma de pequefos segmentos secante de recta.

Ficura 6.6 El diferencial de la longitud del arco dL.
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5. ;En qué situaciones o para qué crees que se pueda aplicar el
célculo de la longitud del arco?

Discute los diferentes cuestionamientos planteados con tus
compafieros y con tu facilitador y redacta tu andlisis y conclusio-
nes en el ensayo.

6.4 VOLUMEN DE SOLIDOS O

Es verdad que el origen de la integracion fue el concepto geométrico
de 4rea, pero hemos concluido que en realidad es posible emplear-
la en cualquier situacion que se represente por el producto de dos
cantidades. El volumen es uno de esos casos. Veamos los siguientes

cuerpos geométricos y como la integral nos ayuda a calcularlo.

Actividad 6.4.1

Superficies y solidos de revolucion

Una superficie de revolucion se genera cuando
una curva se hace girar alrededor de un eje. En
las figuras 6.7 y 6.8 se observan dos curvas que
se han hecho girar sobre el eje i, mientras que en
las figuras 6.9 y 6.10 se muestran las superficies
generadas respectivamente.

La curva generatriz delimitara un area bajo
o sobre ella, esto dependera de la forma en que
se haga girar; como consecuencia, si la superficie
gira una vuelta completa se obtiene un sélido o
volumen de revolucion.

En las figuras 6.9 y 6.10 se observan las super-
ficies de revolucion generadas, mientras que en

30t

o)

1.0+

10 20 30 40

Ficura 6.7 Funcidn generatriz f(x) =2/ x —1,0< x <4 de
la superficie de revolucién de la figura 6.9.

ACTIVIDAD 6.4.1

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

» Interés por el andlisis de situaciones nuevas.
» Gusto por debatir conjeturas sobre conceptos nuevos.
» Gusto por la experimentacion y el trabajo manual.

Productos

» Ensayo con las reflexiones sobre los métodos de discos y cas-
quillos, respuestas a las preguntas y solucion a los dos volu-
menes solicitados.

» Desarrollo del experimento de la cartulina.

Criterios de calidad

I. Claridad y congruencia en sus respuestas.

ii. Evidencia de que se desarrollo el experimento de la car-
tulina.

iii. Respuesta adecuada a cada uno de los cuestionamientos.

iv. Planteamiento de gréficos para clarificar sus conclusiones.

v. En ninglin caso es considerada como correcta una res-
puesta simple del tipo “no, si, nunca, siempre, etc.”.

vi. Reporte de las fuentes empleadas.

Caracteristicas del producto

» Extension: dos cuartillas.

» Individual O Equipo O
» Fecha de entrega:
» Obligatorio O  Optativo I

Sugerencias

» Producto obligatorio para realizarse en equipo de tres per-
sonas.

» Reflexiones y ejemplos sobre la pregunta 5.

» Propuesta para la integral de la pregunta 5.

» Propiciar el trabajo colaborativo.
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40

1.0 t

Ficura 6.8 Funcion generatriz f(x) = xsenx, 0 < x < de la superficie de revolu-
cion de la figura 6.10.

la 6.7 y 6.8 se ven las curvas y el area considerada para la genera-
cién de los solidos de revolucion.

Una esfera, una copa, una dona, algunas ldmparas, las piezas
mecéanicas hechas en torno, entre otros, son sélidos de revolucién.

Veamos otros ejemplos de s6lidos de revolucién. Para ello, rea-
liza lo siguiente:

Toma un alambre recto de unos 30 cm, que sea tan grueso que
no se te doble.

Dobla un pedazo de cartulina a la mitad y mete el alambre jus-
to en el doblez, cuidando que una de sus puntas sobresalga apro-
ximadamente 10 centimetros.

Pega las dos partes de la cartulina de tal forma que el alambre
quede atrapado en el doblez.

Recorta la curva que quieras sobre la cartulina, de modo que el
alambre no se desprenda.

Tendras algo como lo mostrado en la figura 6.11.

Gira rapido entre tus manos la figura obtenida. Debido a la
rapidez del giro, veras el s6lido de revolucién generado.

Es posible calcular el volumen de un sélido de revolucién me-
diante alguna de las siguientes formas dependiendo de las caracte-
risticas de la superficie y del eje sobre el que se gire.

La figura 6.12 permite ver que al girar un pequefio rectdngulo
representativo sobre el eje i se formara por éste un “disco”. ;Estas
de acuerdo?

En el segundo caso, identificado por la figura 6.13, al girar el
pequefio elemento rectangular sobre el eje v una vuelta completa
se formara un tubo o cilindro hueco. ;Es correcto?

Ficura 6.9 Superficie de revolucion
con funcion generatriz

f(x)=2Jx—1,0<x <4

Ficura 6.10 Superficie de revolucion
con funcion generatriz
f(x)=xsenx,0<x <.

Ficura 6.11 La ilusion optica de obser-
var un solido de revolucion al girar la
superficie generatriz definida por el perfil
recortado.
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3.01
x=1f(y)
d
2.01 Y
1.01
‘ ‘ ‘ ‘ 1.0 2.0 3.0
1.0 2.0 3.0 4.0 dx

Ficura 6.12 Generacion de un disco de espesor diferencial al Ficura 6.13 Generacion de un cilindro hueco o casquillo de
girar un rectangulo generatriz diferencial sobre el eje y. espesor diferencial, al girar un rectdngulo generatriz diferencial

sobre el eje y.

Si observas con cuidado, tanto el método de discos como el de
casquillos se pueden aplicar en giros sobre el eje x, haciendo los
ajustes adecuados de las variables.

< Método de discos

Si por las caracteristicas del problema decides utilizar el método de
discos, considera el siguiente analisis:

¢Cual es el radio del disco?, ;y cuél es su espesor?

El radio es ¥ = x = f(y) y el espesor es dy. Por tanto, por geo-
metria sabemos que el volumen de un cilindro es V = 77* y resulta
que el volumen diferencial del pequefio disco que se forma y el
volumen total generado son:

AV =m-[fy)Pdy =V =7 [[f) dy

Selecciona a y b de manera adecuada y listo, a resolver la integral
obtenida.

1. Calcula el volumen generado en la figura 6.12. Consideraa = 0
yb=35.

< Método de cilindros o casquillos

Si las caracteristicas del problema te piden emplear el método de
cilindros, el andlisis se realiza considerando las tres preguntas base:

i. jCual es el espesor del tubo?
ii. ;Cudl es la altura del casquillo?
iii. ;Cual es el radio del cilindro?

El espesor es dx; la altura del cilindro es y = f(x) y el radio es
r=x.



Como el cilindro es muy delgado, se puede
abrir de manera vertical y extender como una
hoja de papel para formar un rectangulo. ; Cuales
son las dimensiones de ese rectangulo?

iEn efecto! El rectangulo tiene de alto y = f(x)
y su ancho es el perimetro de un circulo de diame-
tro 2x; o sea, 2mx. El espesor de la hoja es dx.

La lamina generada, al extenderla es como
una hoja de papel cuyo volumen se calcula igual
que se haria con un prisma rectangular o parale-
lepipedo, V = Ah, donde A es el area de la base
y h es la altura; por tanto, el volumen diferencial
de la hoja es:

AV = (2mx) f(x)dx

Por ultimo, al seleccionar de manera adecuada
los extremos del intervalo de integracion, el vo-
lumen total sera:

V = 2m [ xf(x)dx

2. Calcula el volumen generado en la figura
6.13.

3. ;Qué método te gusté mas y por qué?
4. ;Cambiard en algo el proceso si se gira sobre

el eje x? Expresa las relaciones resultantes en
ese caso.

5. Si la superficie generatriz es cerrada y no toca
ningan eje, ;se forma un sélido de revolucion
al girar sobre alguno de ellos? Da tres ejem-
plos.

Aplicacion 6.4.1

Solidos de seccion de forma fija y método
de rebanadas

Considera una superficie plana sobre la cual se eleva un
s6lido de seccion de forma fija y conocida. Por ejemplo, el
pan de caja es uno de estos sélidos en el que la superficie es
un rectangulo y se elevan las rebanadas del pan de seccion
cuadrada. Otro ejemplo es un medio cono cortado sobre
el didmetro de su base y llegando hasta el vértice. En este
caso, la superficie es un tridngulo isésceles y se elevan so-
bre la superficie rebanadas con seccién que es medio circu-
lo, cuyo radio crece desde cero en el vértice y hasta el radio

de la base, segtin se muestra en la figura 6.14.
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APLICACION 6.4.1

ACTIVIDAD PARA REFLEXIONAR Y COMENTAR
CON COMPANEROS Y FACILITADOR.

Actitudes
» Gusto por la abstraccidn de situaciones reales.
> Respeto por las ideas de otros.
> Reflexion sobre los costos de la tecnologia.
> Interés por el uso eficiente de la tecnologfa.

Desempenos

» Manifestacion de la comprension del tema, al responder de
manera adecuada las preguntas planteadas y los ejercicios.

Productos

» No son necesarios.

Criterios de calidad

i. Conjeturas adecuadas sobre la naturaleza del proceso de
integracion en el método de rebanadas.
il. Eleccion adecuada de los pardmetros a una situacion de
disefio.
iil. Originalidad en la propuesta de ejemplos.

Caracteristicas del producto

> Extension: una cuartilla.

» Individual O Equipo O
> Fecha de entrega:
» Obligatorio 0  Optativo CI

Sugerencias

> Producto optativo para realizarse en equipo de tres personas,
de considerarse obligatorio aplicar los criterios de calidad de
la Actividad 6.1.1.

> Realizar al menos una de las opciones de ejercicio en clase,
para andlisis y discusion del tema.

» Proponer otras formas para el terreno y plantear las integra-
les.

> Propiciar el trabajo colaborativo.

Ficura 6.14 Medio cono como un volumen gene-
rado sobre un triangulo con rebanadas elevandose
con forma semicircular.
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Otro ejemplo de volumen es el de la figura 6.16, que se genera
sobre la regién plana de la figura 6.15, limitada por y = x* /4 y

y= Jx sobre el cual se elevan triangulos equilateros alineados con
el eje y.

El volumen se calcula considerando el volumen diferencial
de una rebanada de espesor dx por el area de la rebanada; es decir,
dV = Adx, en donde el drea A varia con respecto a la posicién x. Por
altimo, el volumen total del sé6lido es:

'b[A(x) dx

a

Lo anterior se puede reconocer como el volumen de un prisma
o cilindro con drea variable en cada pequefia rebanada.

Para ejemplificar este método, vamos a resolver este ultimo
caso.

Un salén de usos multiples se construye bajo una estructura
compuesta de tridngulos equilateros elevados de manera vertical
que sostiene la techumbre sobre el terreno, el cual tiene la forma
planteada en la figura 6.15, bajo una escala 1:10. El edificio se vera
como muestra la figura 6.16. Los especialistas en aire acondicio-
nado estiman que el costo por hora de enfriamiento del salén por
metro cabico de aire serd de $0.3. Si un evento dura una hora y el
equipo se debe encender al menos 30 minutos antes, ;jcudl sera
el costo del enfriamiento en el evento?

Paso 1: Delimitar la superficie donde se levantaran las rebanadas.

La superficie estd delimitada en su parte superior y = Jx ; por
abajo, por y = x°/4, y por el intervalo x e (0, 2.52), donde este tl-
timo fue encontrado intersecando ambas curvas. La figura 6.17
muestra esta delimitacion.

Paso 2: Establecer la base de una rebanada genérica en la posicion
x. La figura 6.17 muestra la base de la rebanada genérica en la posi-
cién x con espesor dx y largo de la base h = Jx =« /4.

Paso 3: Calcular el area genérica de la seccion de la rebanada.
Puesto que el enunciado marca que se elevan tridngulos equiléte-
ros, estos quedaran como se muestra en la figura 6.18.

Paso 4: Plantear la integral del volumen total:

}A(x)dx = }h(#)%dx - ﬁ?(ﬁ —x2 /4 dx

4

Paso 5: Resolver la integral.

\/5 2.52

1 f (Vx — x* / 4)*dx = 0353502 m”

0

14

1 2 3

Ficura 6.15 Superficie limitada por

y=x/ayy=vx.

Ficura 6.16 Volumen generado sobre

la superficie limitada por y = x*/4 y

y =~/x, sobre el cual se elevan triangu-
los equilateros.

Ficura 6.17 Superficie plana sobre la
cual se elevan tridngulos equilateros, que
delimita el volumen por abajo, escala
1:10 m/m.



Paso 6: Interpretar.

Consideremos la escala 1:10. El volumen total del aire serd 1000 V,
el tiempo de trabajo del equipo es 90 minutos, por lo que el costo

de enfriamiento en el evento sera:
Costo = 1000(0.353502)90(0.3) = $9544.55

1. Resuelve el ejemplo anterior sabiendo que en el proyecto ar-
quitecténico se decidio elevar cuadrados en lugar de tridngu-

los equilateros.

2. Otra propuesta arquitectonica diferente sugiere mayor estética
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si sobre el terreno se elevan semicirculos. ;Cémo cambia el h

resultado al calculo del costo de enfriamiento por hora?

3. Plantea el mismo problema, pero considerando que el edificio

b=htan60°/2=h,[3/2

tuviera la forma del medio cono de la figura 6.14. Sugiere las  Ficura 6.18 Seccion genérica de los
ecuaciones y dimensiones que consideres prudentes de acuer- tridngulos que se elevan sobre la superfi-

do con el planteamiento.

Actividad 6.4.2

cie, calculado en relacion con su base h.

Método de discos en voltimenes de revolucion

Considera la superficie generatriz de la figura 6.19 que gira
alrededor de la recta eje y = —1, delimitada por el eje y, la
recta yy = 2y la parabola y = 4 — x°.

En la figura 6.19 se han trazado los auxiliares graficos
que identifican a la barra diferencial de ancho dx y altura
h, que al girar sobre la linea etiquetada como eje, genera
un disco de radio R pero con un hoyo de radio r, figura
geométrica a la que llamamos arandela. En términos co-
munes, ésta es un disco de radio mayor R al que se le resta
otro disco de radio menor r. De tal forma que el volumen
se evaltia, como se indica en la actividad 6.4.1, aplicando la
propiedad aditiva de la integral.

Igual que antes, el volumen del disco es V = r(radio)’
espesor, y debido a que se trata de dos discos tendremos
que restar el volumen del menor al mayor, esto de acuerdo
con la figura 6.19:

b
dV =mR dx — mr’ dx = m(R? = r*)dx - V = [w(R? = r)dx

N N
V= wj (1+ FOP —[1+2P)dx = wj (5 — ¥ —9)dx
0 0

Después de resolver la integral, resulta V = 45.02.

En este ejercicio hemos analizado la posibilidad de que
el eje de giro no corresponda directamente al eje coorde-
nado, por lo que la ecuacién del célculo de volumen debe

ACTIVIDAD 6.4.2

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

» Interés por el andlisis de situaciones nuevas.

» Gusto por debatir conjeturas sobre conceptos
nuevos.

» Gusto por los desarrollos analiticos.

Productos

» Ensayo con las reflexiones sobre los métodos de
arandelas y respuestas a las cuatro preguntas,
con la solucion a los dos casos solicitados en la
pregunta cuatro.

Criterios de calidad

I. Claridad y congruencia en sus respuestas.

il. Evidencia de que se desarrollo el experi-
mento de la cartulina.

1il. Respuesta adecuada a cada uno de los cues-
tionamientos.

Iv. Planteamiento de graficos para clarificar sus
conclusiones.

v. En ninglin caso es considerada como co-
rrecta una respuesta simple del tipo “no, si,
nunca, siempre, etc.”.

vi. Reporte de las fuentes empleadas.

Caracteristicas del producto

) Extension: dos cuartillas.
» Individual O  Equipo O
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corregirse como se mostrd y, por otro lado, cuando el disco
no esta completo y presenta un hueco con respecto al eje de
giro, se denomina método de arandelas, que es una varian-
te del método de discos. Por lo que el método de arandelas
es una simple aplicacion del método de discos junto con la
propiedad aditiva de la integral, que en este caso se aplicé
como una resta porque la arandela tiene un vacio en su
centro.

Reflexiona sobre los siguientes casos:

1. ;Puede el eje de giro atravesar la superficie generatriz?
(Por qué?

2. ;Puede una superficie abierta al infinito generar un volumen !

de revolucion? ;Por qué?

3. Si un cometa fuera esférico, ;cémo crees que seria su cauda y ! |

por qué?

4. Una esfera de 10 cm de didmetro se ata al extremo de una cuer-
da de un metro y se hace girar rapidamente, lo que ocasiona
que la cuerda se tense. La ilusién 6ptica te hace ver un soli-
do de revolucién llamado toroide o simplemente toro. jEs una
dona! Plantea cémo calcular su volumen empleando el método

de casquillo y el de arandelas. Resuelve ambos casos.

» Fecha de entrega:
» Obligatorio 0  Optativo [J

Sugerencias

» Producto obligatorio para realizarse en equipo
de tres personas.

» Reflexiones y ejemplos sobre la pregunta 4.

» Propuesta para la integral de la pregunta 4.

» Propiciar el trabajo colaborativo.

Comenta tus hallazgos con tus compafieros y, si tienes dudas, ~FIGURA 6.19 Superficie generatriz que

apOyate con tu facilitador.

rota sobre un eje y = —1, en donde se
indica el area diferencial de ancho dx y
alto h.

6.5 CENTROIDES Y MOMENTOS ————@

En los cuerpos fisicos ocurren muchos fenémenos asocia-
dos a su geometria entre los que destaca la ocurrencia de
la masa y el peso; y, por tanto, los efectos de la atraccién
gravitatoria, entre muchos otros. Estudiemos ahora dos
conceptos fisicos necesarios para el estudio de cantidades
fisicas.

Aplicacion 6.5.1

Centroides

Debido al principio fisico de la palanca, el momento o tor-
que T de una fuerza respecto de un punto se define como
el producto de la distancia comprendida entre la fuerza al
punto r y la magnitud de la fuerza F, T = rF, siempre que
Fy r sean perpendiculares. El torque resulta ser la medida
de la tendencia de giro del cuerpo sobre el eje, el cual podra
ocurrir dependiendo de si el eje opone o no la suficiente
resistencia para que el giro ocurra.

Como un caso de aplicacién, considera una placa plana
de cualquier material; cértala en pequefios rectangulos de

APLICACION 6.5.1

ACTIVIDAD PARA REFLEXIONAR Y COMENTAR
CON COMPANEROS Y FACILITADOR.

Actitudes

» Gusto por la abstraccion de situaciones reales.
» Respeto por las ideas de otros.

> Interés sobre nuevos conceptos.

> Interés por la experimentacion.

Desempenios

» Manifestacion de la comprension del tema, al
responder en forma adecuada las preguntas
planteadas y realizacion animosa de los expe-
rimentos.

Productos

» No son necesarios.

Criterios de calidad

I. Conjeturas adecuadas sobre la naturaleza
del centroide y el centro de gravedad.
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0D
ii. Evidencia de que se realizaron los experi-
mentos por comentarios informados.
iii. Originalidad en la propuesta de ejemplos.

peso dw. Cada uno de ellos provocara un pequefio momen-
to dT = rdw respecto de un eje elegido, de donde el momen-
to total sera:

T= ! rdw Caracteristicas del producto
) oo . » Extension: una cuartilla.
En la integral se indica que se realiza sobre toda el area » Individual O Equipo OJ
(véase figura 6.20). » Fecha de entrega:
En particular, si los ejes seleccionados son el x o el y,y ~ » Obligatorio 0 Optativo [

ademés el material de la placa y el espesor son homogéneos,  §ygerencias
el peso sera proporcional al drea y los momentos se pueden

> . ) Producto optativo para realizarse en equipo de
expresar en funcién de las coordenadas y y x, respectiva-

tres personas; de considerarse obligatorio, apli-

mente. Asi, omitiendo la constante de proporcionalidad, el car los criterios de calidad de la Actividad 6.1.1.
momento total sobre el eje x y y son, respectivamente: » Realizar la actividad en la clase, revisar en varios
ejemplos la naturaleza de los valores del centroi-
M = f]/ dA; M, = deA de de elemento diferencial.
A A b Sino se cumple la condicidn de homogeneidad,

Un par de preguntas que resultan fundamentales en la {qué ocurre con el centroide y el centro de gra-

. L ., ?
fisica son: ;Existira algtn valor de x en el que se pueda con- tehel
centrar toda la masa de la placa y provoque el mismo mo-
mento total? ;Se podra dar una condicién similar en y? dF = dw
Supodngase que esos valores existen, y considerando
todo el peso de la placa concentrado en ese punto a una Eje
distancia X y y de cada eje respectivamente, se cumple: dA
- J 7
Y,j= ¥A=[xdA, JA=[ydA T
A A ‘
O bien: .
Ficura 6.20 Momento o torque de un elemento dife-
Jx dA Jy dA rencial de peso dw respecto de un eje, del cual esta a
A A una distancia r.

=

jdA; y= jdA
A A

Estas coordenadas x y y definen el centroide de la superficie
en condiciones de homogeneidad de la distribucién de masa, y co- 4]
rresponde ademas al centro de masa o centro de gravedad de la
placa. 31

1. Reflexiona: ;Son estas definiciones, aplicaciones especiales del
valor medio para integrales? ;Por qué?

Como ejemplo, considera una placa homogénea en espesor y
densidad de masa, cuya superficie queda delimitada en el primer
cuadrante por encima de larecta y = x y debajo dela parabolay =
4 — x%, como se muestra en la figura 6.21. 1

La superficie es del tipo I, por lo que después de calcular la
interseccion entre las dos curvas se obtiene x =1.5616 y al consi-
derar el elemento diferencial de area de la figura 6.22 se tienen las  Ficura 6.21 Superficie limitada por
integrales: y=4—-x,y=xyeleey.

—I,,
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1.562 1.562
A=Jda= [ hax= [ (4—x"—x)dx =376
0

0

Para M, y M, es necesario localizar la ubicacion del centroide de
la barra diferencial que en la figura 6.22 se ha etiquetado como (X,
Y,), y que corresponde a X, = x; mientras que para Y, = (y; + v,)/2
(el promedio de los limites verticales de la barra diferencial), y en
este caso Y, = (4 — x* + x)/2, de donde los momentos resultan:

1.5616
M, =[X,dA= [ x(4-x*—x)dx=212113
0

1.5616
M, = [Y,dA= | %(4 — x4 x)(4 — 2% — x)dx = 7.70928

0
Por dltimo:

X =212113 / 3.76 = 0.5641
y="7.70928 /3.76 = 2.05

2. Si cortas en un cartén rigido la superficie estudiada en este ejer-
cicio y ubicas las coordenadas encontradas en éste (0.564, 2.05),
podras observar que al colocar la punta de tu lapiz bajo el pun-
to, el carton se mantiene en equilibrio. También puedes realizar
el siguiente experimento.

(Quieres ver fisicamente el centroide o centro de gravedad de
una figura plana?

Realiza el siguiente proceso:

i. Recorta la figura deseada en un cartén tan grueso que no
se doble.

ii. Con una aguja pasa un hilo cerca de la orilla de la figura y
amarralo.

iii. Sostén el hilo y deja que la figura cuelgue libremente del
hilo. Con una regla, prolonga la recta definida por el hilo
y trdzala sobre el cartén.

iv. Repite el mismo procedimiento con otro punto que no esté
sobre la recta trazada.

v. Las rectas trazadas se cortan en un punto, que es el centroi-
de.

vi. Para probarlo sostén la figura con la punta de un lapiz
ubicada en ese punto. Si lo hiciste de manera correcta el
cartén se mantendra en equilibrio horizontalmente.

3. ¢Por qué se puede encontrar el centroide mediante el proceso
descrito?

4. ;En donde quedaron las integrales en el proceso?

Ficura 6.22 Superficie limitada por
y=4—x"y=xyeleey,enel cual
se trazo el elemento diferencial de area
con coordenadas en su centroide

Xy Yo)-



5. ;En donde esta el centro de gravedad de una
escoba de tal forma que apoyada en ese pun-
to se equilibre horizontalmente? Ponla en-
cima de un dedo de cada mano apoyada en
los extremos del palo de la escoba, muévelos
rdpidamente hacia el centro del palo jno se va
a caer! Cuando juntes tus manos jahi estd el
centro de gravedad! ;Por qué funciona esto?
(En donde estan las integrales?

Comenta tus hallazgos con tus compafieros y,
si tienes dudas, apdyate con tu facilitador.

Aplicacion 6.5.2

Momentos de inercia

En el contexto de la dindmica de los cuerpos rigi-
dos, la inercia es una medida de la resistencia que
opone un cuerpo a que se produzca un cambio en
su estado de reposo o de movimiento. A mayor
inercia, mayor es la resistencia al cambio; de tal
forma que si se aplica la misma fuerza a dos cuer-
pos, el de mayor inercia sufrira el menor cambio
en su estado de movimiento, o dicho de forma co-
loquial “reaccionard en forma mas lenta”. Para el
movimiento de traslacion, la inercia es equivalen-
te a la masa, pero para el movimiento de rotacion
depende del momento de inercia.

En el caso de un sélido plano, el momento de
inercia se mide respecto del punto en que se colo-
ca el eje de rotacion (cualquiera que se quiera) y se
define para un punto de materia como I, = r’m,
donde r es la distancia del punto materia hasta el
eje de rotacion.

Para poder considerar un cuerpo completo,

se tiene que dl;, = *dm, donde r se refiere a cada

punto material.

CapiTuLO 6 Aplicaciones de la integral <+ 191

APLICACION 6.5.2

ACTIVIDAD PARA REFLEXIONAR Y COMENTAR
CON COMPANEROS Y FACILITADOR.

Actitudes

» Gusto por la abstraccion de situaciones reales.

» Respeto por las ideas de otros.

» Interés sobre nuevos conceptos.

» Gusto por hacer conjeturas sobre conceptos y realizar eviden-
cias que las apoyen.

Desempenos
» Manifestacion de la comprension del tema, al responder de
manera adecuada las preguntas planteadas y realizacion ade-
cuada de los ejercicios.

Productos
» No son necesarios.

Criterios de calidad

i. Conjeturas adecuadas sobre la naturaleza del momento
de inercia.
ii. Evidencia de que se realizaron las evidencias que apoyan
las conjeturas.
iii. Originalidad en la propuesta de ejemplos.

Caracteristicas del producto

» Extension: una cuartilla.

» Individual O  Equipo OI
» Fecha de entrega:
» Obligatorio 0  Optativo [J

Sugerencias

» Producto optativo para realizarse en equipo de tres personas;
de considerarse obligatorio, aplicar los criterios de calidad de
la Actividad 6.1.1.

» Realizar la actividad en la clase, revisar en varios ejemplos la
naturaleza de los valores de los momentos de inercia.

» Investigar qué es el radio de giro de una superficie.

Cuando la rotacién se considera sobre un punto, se define el
momento polar de la misma manera, solo que ahora r es la distan-
cia de cada punto material al punto de rotacién, de ahi el nombre

de momento polar de inercia.

Para un punto en el plano xy, el momento polar de inercia en el
origen se escribe I, y corresponde a I, en el origen, las expresiones

resultantes son:
I. =Jr2dm e IZ/ =J‘rzdm
p

eje
M M

La integral se hace sobre todo el cuerpo de masa My z identifi-
ca que el cuerpo se pretende hacer girar sobre un eje perpendicular
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a la superficie y que pasa por p. Si el cuerpo es homogéneo, el peso
se distribuye de manera igualitaria a lo largo del cuerpo y la masa
dependera del volumen y su densidad especifica p. A su vez, si el
cuerpo es de espesor constante ¢, el volumen dependera de t y del
area, por lo que al final se puede escribir:

I, =to] (* +y*)dA
A

Donde r se sustituy6 con respecto al teorema de Pitdgoras. Si
resuelves las integrales de manera adecuada, podrés identificar en
dénde conviene colocar el eje sobre un cuerpo que va a girar.

Por ultimo, si solo interesa el momento de inercia del area, no
se considera el espesor de la placa ni la densidad, y obtenemos las
expresiones:

L=[yda 1,=[+"dA I,=[(*+y?)dA
A A A

Por las propiedades de la integral se demuestra:

I=[@* +y)dA=[xdA+ [y da=1 +1,
A A A

Como ejemplo, calculemos los tres momentos de inercia para
la region limitada por el eje y, la recta y = 4, y por encima de la
parabola y = x*.

La figura 6.23 muestra la region delimitada en la que se ha
trazado un rectangulo diferencial representativo que mantiene
una distancia horizontal constante hasta el eje y. Asi, es posible
calcular I,

2 2
I,=[x?dA =[x hdx = [ (4 - %) dx = 426667
0

A 0

La figura 6.24 muestra la regién delimitada, donde se ha tra-
zado un rectdngulo diferencial representativo que mantiene una
distancia vertical constante hasta el eje x. Asi, es posible calcular I,

I,=[y*da= jyzhdy = jyzﬁdy = 365714
A 0 0

Por altimo: I, = I, + I, = 36.5714 + 4.26667 = 40.8381
Reflexionemos acerca de la expresiéon del momento de inercia:

1. ;Qué llanta tendrda un momento de inercia mayor, la de un au-
tomovil o la de un autobus? Explica por qué.

2. ;Por qué se pone el eje en el centro del circulo y no en otro lu-
gar? Explica tu conjetura y observa que se cumple al calcular
el momento polar en el centro de un circulo y, de nuevo, en un
punto diferente.

3t h

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| I
! |
| I
| |
' I
| |
! I
— :
1 X 2
! \
| \

Ficura 6.23 Superficie limitada por
y =4,y =x"yelejey,enlaquese
trazé un elemento diferencial vertical.

FiGura 6.24 Superficie limitada por
y=4,y=x"yeleey,enel cual se
trazo un elemento diferencial horizontal.
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3. La mayoria de los objetos que se hacen girar sobre un eje son
circulares, una excepcién son las levas. ;Por qué crees que sea
asi? Muestra que tu conjetura es vélida si calculas el momento
polar para una elipse.

4. ;Por qué crees que deben balancearse dindmicamente las llan-
tas de los autos?

5. i Afectard a su momento de inercia el conjunto de los hoyos de
los rines de las llantas de los autos?

Comenta tus hallazgos con tus compafieros y, si tienes dudas,
apOyate en tu facilitador.

6.6 OTRAS APLICACIONES
DE LA INTEGRAL O

Las aplicaciones de la integral son muy amplias, por lo que en
este apartado solo se presentan algunas de las mds comunes. Con
este estudio se amplia el panorama para que en nuestra visiéon de
la naturaleza observemos, en los actos que nos rodean todos los
dias, que la acumulacién es un hecho cotidiano.

Aplicacion 6.6.1

Area de superficies de revolucion

Asi como un sélido de revolucién tiene un volumen, su superficie
cuenta con un drea que también puede ser calculada mediante in-
tegracion. Para tal célculo, consideremos la figura 6.25 que comien-
za el andlisis en la curva generatriz.

Al girar una vuelta completa, esta secante diferencial genera un
cono truncado, como se muestra en la figura 6.26, el cual, por su

Ficura 6.25 Una pequena secante dife-
rencial linealiza a la curva generatriz en
la vecindad del punto (x, y).

FiGURA 6.26 Lamina cdnica truncada,
diferencial ubicada en (x, y).

APLICACION 6.6.1

ACTIVIDAD PARA REFLEXIONAR Y
COMENTAR CON COMPANEROS
Y FACILITADOR.

Actitudes

» Gusto por la abstraccién de situacio-
nes reales.

> Respeto por las ideas de otros.

> Interés sobre nuevos conceptos.

> Interés por los desarrollos analiticos.

» Gusto por participar en clase.

Desempenos

» Manifestacion de la comprension del
tema, al responder de manera ade-
cuada las preguntas planteadas en la
clase.

Productos
> No son necesarios.

Criterios de calidad

I. Conjeturas adecuadas sobre la
naturaleza de las dreas de solidos
de revolucion.

ii. Originalidad en la propuesta de
ejemplos.

Caracteristicas del producto

) Extension: una cuartilla.

» Individual O Equipo O
) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo CI

Sugerencias

) Realizar la actividad en la clase, revi-
sar en varios ejemplos el célculo del
area de la superficie.

b (Qué es una superficie de curvatura
doble?

b (Existen sélidos que no sean genera-
dos por revolucion de una generatriz?
Da algunos ejemplos localizados en el
entorno.
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pequena altura, es muy semejante a un cilindro recto de radio y,
cuya superficie se puede calcular aplicando la geometria elemental:

2
dA = 2mydL = 2my\dx® + dy* =2my,|1+ Zy—zdx
X
dA = 2my\1+(y)dx = A= [2my\1+(y)? dx
S

En caso de la rotacion sobre el eje y, se intercambian los papeles
de x y y en la ecuacién obtenida.

Ejemplo:

Una cubierta para lampara se va a producir en serie con policar-
bonato de espesor 1 mm, si su forma se obtiene desde la curva

y=20,/4—x/10.

Donde x y y estan en centimetros y 0 = x = 39 y la curva gira

sobre el eje x.

Resolucion

Como la lamina es muy delgada, se considera equivalente calcu-
lar su area y multiplicar por su espesor. La figura 6.27 muestra la
curva, en la que se ha seleccionado el elemento diferencial del arco
dS, mientras la figura 6.28 muestra la forma de la cubierta de la

lampara obtenida.
1

Se sigue que Y = ————
greate y Ja—x/10
39
10
A= [2myJ1+ @) de =2 20\/4—1 1+ d
lwy )" dx ”! 10J 202"

1

Ficura 6.27 Curva generatriz

y =20.,/4 — x /10 de la cubierta de la

lampara con elemento diferencial dS
seleccionado en (x, y).

Ficura 6.28 Cubierta de lampara con
generatriz y =20./4 — x /10 y espesor

1 mm, emplea 839.991 cm® de policarbo-

nato x € (0, 39).

APLICACION 6.6.2

ACTIVIDAD PARA REFLEXIONAR Y
COMENTAR CON COMPANEROS
Y FACILITADOR.

Actitudes

» Gusto por la abstraccion de situacio-
nes reales.

> Respeto por las ideas de otros.

> Interés sobre nuevos conceptos.

» Interés por los desarrollos analiticos.

» Gusto por participar en clase.

Desempenos

> Manifestacion de la comprension del
tema, al responder de manera ade-
cuada las preguntas planteadas en la
clase.

Productos
» No son necesarios.

Criterios de calidad

i. Conjeturas adecuadas sobre la
naturaleza de la fuerza sobre
placas sumergidas vertical u ho-
rizontalmente.

ii. Originalidad en la propuesta de
ejemplos.

Caracteristicas del producto

) Extension: una cuartilla.

b Individual O Equipo OI
) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo [J

Sugerencias

) Realizar la actividad en la clase, revi-
sar en varios ejemplos el calculo de la
presion sobre una superficie plana y
colocada verticalmente.

b Investigar como se calcula la fuerza
por presion en una superficie curva
sumergida.

b {Qué ocurre en la atmosfera con las
superficies?

) (El viento se puede considerar como
el resultado de una fuerza por pre-
sion en la inmersion en el fluido at-
mosférico? (Por qué?




Finalmente, el area es 8.3991 cm? y el volumen ocupado de

policarbonato es 839.991 cm’.

Aplicacion 6.6.2
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Superficie del fluido

Presion en un fluido sobre superficies planas verticales

Una placa plana colocada horizontalmente bajo un fluido sopor-
ta una presion, p, correspondiente al peso del liquido sobre ésta
distribuido sobre su area; es decir, si W es el peso total del liquido
sobre la placa, V el volumen del mismo, y el peso especifico en b

kg/m’y A el rea de la placa sumergida.

W _yV _ yhA k

A A A m?

] dF =y ydA

Ficura 6.29 Fuerza sobre una franja hori-
zontal a profundidad y de una placa vertical
sumergida en un fluido.

Sin embargo, una situaciéon muy diferente ocurre si la placa
plana sumergida estd colocada en forma vertical. Considera la fi-

gura 6.29, en la que observamos la placa de perfil y de frente.

Sea y la profundidad bajo el liquido de una franja de altura dy,

luego la fuerza ejercida por el fluido encima de ese nivel sera:

b
dF = yydA = yyL(y)dy = F = y[yL(y)dy

Nota que los limites de la integral estan invertidos del
sistema convencional, para evitar el signo menos previo a
la integral.

Ejemplo:

Una placa rectangular de altura 2 m y base 3 m se sumerge
verticalmente hasta que su base toca el fondo de una alber-
ca, cuyo espejo de agua estd 5 m por arriba. ;Cudl sera la
presion soportada por la placa? Se sabe que y = 9.8 kN/m”.

Resolucion

De acuerdo con la figura 6.29, en esta situacion especifica
a = —2yb= -5, por tanto:

98(3) |~

b -5
F= vf yL(y)dy = 9~8J y(3)dy = 'Ty =308.7N
a -2

-2

Actividad 6.6.1

Discute con tus compafieros acerca de cada uno de los si-
guientes seis topicos. Prepara un ensayo al respecto y des-
cribe las caracteristicas generales de las aplicaciones de la
integral.

1. Es bello mirar una tarde de lluvia mientras te resguar-
das bajo un techo, cuando se trata de la primera lluvia

ACTIVIDAD 6.6.1

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

» Interés por el andlisis de situaciones reales.

» Gusto por debatir conjeturas sobre conceptos
nuevos.

» Gusto por la abstraccion.

Productos

» Ensayo con las reflexiones sobre los seis topicos
descritos.

Criterios de calidad

i. Claridad y congruencia en sus respuestas.

il. Respuesta adecuada a cada uno de los cues-
tionamientos.

iii. Planteamiento de gréficos para clarificar sus
conclusiones.

iv. En ninglin caso es considerada como co-
rrecta una respuesta simple del tipo “no, s,
nunca, siempre, etc.”,

V. Reporte de las fuentes empleadas.

Caracteristicas del producto

> Extension: cuatro cuartillas.
» Individual O Equipo O
» Fechadeentrega:
» Obligatorio 0  Optativo [
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del afio y la tierra la espera ansiosa. Cada gota es una
pequeiiisima cantidad de agua, pero con miles de gotas
se conforman los charcos, arroyos y rios. ;Ves en este
fenémeno un proceso de acumulacion? ;Cudles serian
los diferenciales? ;El proceso de acumulacién inicia
desde cero? ;Es diferente medir el agua que cae en un
minuto, una hora, un dia? Traza una curva que muestre
este proceso de acumulacion; explica su significado. Lo
que has descrito es una funcién. ;Cudl serd su deriva-

Sugerencias

4

Producto obligatorio para realizarse en equipo
de tres personas.

Aceptar la propuesta de otros temas de acumu-
lacion que sean del interés del estudiante.
Proponer la exposicion de las conclusiones a
Varios equipos en la clase.

Proponer una exposicion sobre aplicaciones de
la integral al final del curso.

da? ;Qué significado tiene ésta?

Observa tu lapicero o boligrafo. ;Tiene todavia alguna
cantidad de grafito o de tinta —segtn sea el caso—? Escribe
una letra y di si la cantidad de tinta disminuyé. ; Las pérdidas
también se acumulan? ;Cual sera la variable que controla este
proceso? ;Crees que la cantidad consumida sea la misma para
cada milimetro de trazo que hagas? ;Como representarias este
fenémeno con una grafica?

La electricidad que se consume en tu casa se mide y con ello se
calcula lo que tendra que pagar tu familia. ;El consumo eléc-
trico se acumula? ;Cémo se mide y cudles son sus unidades?
(Cuales son los electrodomésticos que més energia consumen?
(Cuéando se dice que hay fugas de energia? ; Cémo puedes dis-
minuir el consumo? ;Cémo sera la curva del consumo? ;Cual
sera la grafica de su derivada y qué significa? ;La curva de la
cantidad que se debe pagar es similar a la del consumo? ;Qué
diferencias o semejanzas tienen?

. El consumo del gas combustible en tu hogar suele partir de un

tanque lleno. ;Cémo serd la gréfica de la cantidad de gas con-
tenida en el tanque en cada instante? ;Cémo sera la curva del
gasto de gas? ; Como se comporta la presion interna del tanque
en este proceso? ;Qué significado tendra el area bajo la curva
de cada una de estas gréficas?

Los envases comerciales para liquidos tienen formas muy va-
riadas. Toma uno de ellos y analiza. ; Como puedes estar seguro
de la cantidad de liquido que lo llena? Si el fabricante anota
en el envase el contenido total, ;hasta donde se debe encontrar
la superficie del liquido? Anota sobre el envase una escala que
permita saber su contenido con divisiones cada cinco mililitros.
¢Laseparacion entre las lineas es fija? ;Por qué? Haz una grafica
que represente la altura de la superficie del liquido a partir de
la base del envase y en el otro eje el volumen contenido. ;Qué
representa el area bajo la curva? Describe como hiciste todo el
proceso. ;Puedes disefiar un envase para el cual el volumen
crezca de manera proporcional respecto al nivel del liquido?
¢(Coémo seria ese envase si se te pide que la altura maxima del
liquido sea la misma que el envase original? ; Cémo se compor-
ta la curva en este caso? ;Como es la curva que representa la
cantidad de liquido agregada por mm de altura?
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6. Los proveedores de servicios de internet afirman que trabaja a
15 Mbs u otro valor, pero esta velocidad depende de muchos
factores. ;Es éste un valor promedio o un valor maximo? ;Por
qué? Si la transmision de datos se considera continuo, describe
una curva que represente una sesion tipica. ;Como se compor-
ta la curva de acumulacién de informacioén recibida en tu esta-
cién de trabajo? ;Cémo es la curva derivada? ;Qué representa
esta curva? Si en realidad los servicios trabajaran a la velocidad
anunciada, jcomo deberian ser las graficas resultantes? Si qui-
sieras elegir entre varios prestadores de este servicio y tuvieras
la oportunidad de hacer algunas pruebas, ;qué pruebas rea-
lizarias? Desde luego, el factor econémico pesa. ; Coémo afecta
esta variable a la decision?

Comenta tus hallazgos con tus compafieros y, si tienes dudas,
apOyate con tu facilitador.

Ejercicios 6.1
6.1.1 Calcula el area bajo la curva f(x) = ¢, en [1, 2].

Resolucion

El area corresponde a:

2 2
=e¢” —e~=4.67077

1

2
jex dx =e*
1

El 4rea esta dada en unidades cuadradas que no se indicaron
desde el inicio.

6.1.2 Calcula el 4rea entre f(x) = x° y el eje x en el intervalo [—3, 3].

Resolucion

La funcién es impar y cruza el eje en el origen. Luego, el area se
compone de dos segmentos, uno positivo y uno negativo. Lo soli-
citado es:
0 3 3 o 3
A=— jx3dx+ Jx3dx= 2J.x3dx= 2Z =
0

-3 0

81 =405

2

0

El area esta dada en unidades cuadradas, pero no se indicaron

desde el enunciado.

6.1.3 Encuentra el drea entre la curva f(x)=3sen2x,/2 —cos2x y
elejexen[—m/2,0].

Resolucion

Observa la grafica en la figura 6.30, donde se muestra que f(—m/2)
= f(0) = 0 y no hay mas ceros. Luego, el area solicitada es:
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EJERCICIOS 6.1

ACTIVIDAD DE ENTRENAMIENTO
INDIVIDUAL Y GRUPAL.

Actitudes

> Interés por el trabajo en equipo.

> Interés por la abstraccion.

» Gusto por los desarrollos algebraicos.

> Interés por la resolucion de situacio-
nes novedosas.

» Compromiso ético.

Productos

> No son necesarios, aunque se espera
que el estudiante intente la solucidn
de los ejercicios antes de ver su re-
solucidn. Aun asi, puesto que algin
gjercicio puede representar una Si-
tuacion novedosa, se incluye la reso-
lucion para que el lector la estudie, la
analice y plantee sus dudas.

Desempenos
> Participacion en la clase.

Criterios de calidad

I. Presentacion de preguntas de
interés grupal o individual, res-
pecto de la resolucion de los
ejercicios.

ii. Conjeturas adecuadas sobre va-
riantes en los ejercicios.

iii. Presentacion en clase o con los
comparieros de ejercicios toma-
dos de otras fuentes.

Caracteristicas del producto

b Extension: libre.

b Individual O  Equipo OJ
) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo [J

Sugerencias

b Actividad de revision obligatoria ex-
traclase, sin manifestacion de pro-
ductos o desemperios.

b Planear, al menos, una sesién en la
clase para preguntas sobre los ejer-
cicios.

> Propiciar el aprendizaje colaborativo.
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p 1 3/23
A=— '[ 3sen2x,/2 — cos2x dx = —%J\/;du = % 3”3
-7 >

u=2—cos2x;du=2sen2xdx
u, =2 —cos(—m)=3,u,=2—cos0=1
A =27 —1~4.19615 (unidades cuadradas)

6.1.4 Encuentra el area de la region limitada por las curvas
4x2+y=4yx4—y=1.

Resolucion

Al resolver simultaneamente las ecuaciones presentadas, se loca-

lizan los puntos de interseccion (véase figura 6.31); asi, si ambas

se suman, se obtiene x* + 4x*> — 5 =0, que es una bicuadrdtica con
.. 2 2 L. .

soluciéon en x° = —5 y x° = 1, de donde el tnico caso viable es el

segundo que resulta: x = —1, x = 1. Ademas, ¥*+1<4—-4x%en

(—=1,1) de donde:

1
A=[@-ax)— (" ~Ddx=[(5-4x" —x*)dx
-1 =l
5 1
3 X 8§ 2 = .
=5x——x" — 5 =10—§—g=6.93 (unidades cuadradas)

-1
6.1.5 Encuentra el drea limitada por el eje y y las curvas y = Jx +1
y=3—-—xyx= 2\/; .
Resolucion
La region se ve limitada segtin se muestra en la figura 6.32, donde
las coordenadas de las intersecciones son: (0, 1) entre y = \/; +1,
con el eje y, y=\/;+1, con la recta 3—x=\/;+1; 2 - x)2 =X
4 —5x+x>=0;x=4,x=1; 0 bien, 1,2,y = x2/4,conelejeyes
(0, 0). Por ultimo, entre esta parabola y la recta se tiene ¥ /4=3—x;
4 4x —12 = (x + 6)(x — 2) = 0, donde x = 2 es ttil y el punto de
interseccion es (2, 1). Por el tipo de superficie generada es necesa-
rio trazar la recta auxiliar x = 1, de donde se obtiene:

2

A=[Wx +1)—[x—)dx +j(3 — %) —("T:de

2.5 (unidades cuadradas)

4

Ficura 6.30 Area solicitada en la integral
del ejercicio 6.1.3.

y = xxxx+1

2 1 2

Ficura 6.31 Area solicitada en la integral
del ejercicio 6.1.4.

—_

Ficura 6.32 Area solicitada en la integral
del ejercicio 6.1.5.
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6.1.6 Sobre la parabola x = y* se construye un sélido elevando rec- 3
tdngulos cuya seccion tiene base sobre la parabola y su altura es
igual a la mitad de su base. ;Cual sera el volumen del sélido sise 2

limita por el plano x = 5?

Resolucion

Al aplicar el método de rebanadas, una de estas rebanadas tiene el

siguiente volumen diferencial:

AV = (ancho O)(alto O)(espesor de la rebanada)

y=sqrt(x); 0.0 <=x<=5

dV = (2y)(y)dx = 2y’dx = 2xdx -2

. . =sqrt(x);0.0<=x<=5

Luego, el volumen solicitado es: y = sartl) X
5 -3
_ _ 2
V= sz dx =x ‘ 0 25 Ficura 6.33 Superficie sobre la que se
0 elevan los rectangulos paralelos al eje y,
(unidades ctibicas, aunque no se indicaron desde el enunciado). para el ejercicio 6.1.6.

6.1.7 La base de un solido es la regién entre la curva

y =2,/sen x, en el intervalo [0, 7] en el eje x. Si la seccién per-
pendicular al plano xy esta formada por tridngulos equilate-
ros cuya base va del eje x a la curva, es decir, paralelos al eje
Yy, ;cudl es el volumen del s6lido?

Resolucion

En la figura 6.35 se muestra la superficie base en la que se
ha trazado, sobrepuesto, el triangulo de la seccién correspon-
diente que se eleva en esa posicién, para determinar sus di-
mensiones.

Con los datos obtenidos se tiene:

dV = (area A)(espesor de la rebanada) = @ dx
y =2sqrt(sin(x)); 0.0 < =x < =pi
y
y/2
1 2 3 4
y=0 h = ysen60°

Ficura 6.35 Area delimitada sobre la cual emergen los
triangulos equilateros verticales del ejercicio 6.1.7.

S

Ficura 6.34 Solido de seccion de forma fija
para el ejercicio 6.1.6.

X

Ficura 6.36 Volumen generado por la seccion
conocida del ejercicio 6.1.7.
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y=4,00<=x<=1

YE2/500<=x<=5

|
|
|
| y=1,00<=x<=4
|
|

-1 1 2 3

FIGURA 6.37 Region generatriz del solido ~ Ficura 6.38 Solido de revolucion, ejer-
de revolucion de la figura 6.38, ejercicio cicio 6.1.8.
6.1.8.

m 2 [ n A
V:Jdezﬁijdxzﬁj(z senx)zdx
0 = 4 0 4 0

= 23 (unidades ctibicas).

0

=J§jsenxdx= —\/gCOSX
0

6.1.8 Un solido se forma al hacer girar alrededor del eje y la hi-
pérbola x = 2/y limitada por las rectas y = 1y y = 4. Calcula el
volumen del sélido.

Resolucion

Al observar la figura 6.37, se puede ver un trazo adecuado de un
rectangulo diferencial para este caso, donde:

dV = (area de la arandela)(espesor)

2
=7 (1+%] -1 dy=77|:é+i2]dy=>
Yy Yy vy

4 4
V=4n| (iz + lJ dy = 4m (m y— 1) =26.8455 (unidades ctibi-
1 y y y 1

cas)

6.1.9 Sila pardbola f(x) = x> + 1 se hace girar sobre el eje x, limita-
da por las rectas x = —1 y x =1, jcudl sera el volumen del s6lido?

Resolucion

En la figura 6.39 se observa como se forma un disco con el rectan-
gulo sefialado, para el cual:

dV = (area del disco) (espesor) = (7y?)dx = m(x* + 1)*dx

De donde al ser una funcion par:

xx+1; -1 <=x<j—~1

/

I x=1
|
|
|
|
1

;
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

t /\ T
2\ -1 dx y=0

FiGura 6.39 Region generatriz del sélido
de revolucion de la figura 6.40, ejercicio
6.1.9.

Ficura 6.40 Sdlido de revolucion, ejer-
cicio 6.1.9.
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y=xx00<=x<=1.0

¥ =xxxx; 0.00<=x<=1.0

N Ldx i
/ X 1
FIGURA 6.41 Region generatriz del sélido de revolu- Ficura 6.42 Solido de revolucion del ejercicio
cion de la figura 6.42, ejercicio 6.1.10. 6.1.10.
1 1
V= [ a(? + 1 =2m [ (x* + 207 + 1)d
-1 0
X 2x° ' 1,2 56
=2r| —+—+x| =2m|-+=-+1|=—+
5 3 . 5 3 15

(unidades ctibicas).

6.1.10 La regi6n limitada por la funcién y = x* y la parabola y = x*.
Se hace girar sobre el eje x. ;Cudl es el volumen limitado por el
s6lido?

Resolucién

Considera la figura 6.41, en la que al girar se forma una arandela
cuyo volumen diferencial sera:

dV = (area O mayor — area O menor )(espesor)
dV = (mx* — mx*)dx
Como las curvas se intersecan en el punto (1, 1) = > y=x600<=x<=10

1 s N
V=7Tj(x2—x4)dx=77 X o 1 1)_ 27
0 3 5 o 3 5 15

(unidades ctibicas).

La figura 6.42 muestra el sélido de revolucion generado.

6.1.11 La region limitada por las curvas y = x% y = —x* y la recta - y

x = 1 se hace girar sobre el eje y. ;Cudl es el volumen del sé6lido X x
generado? y=-xxx00<=x<=1.0
Resolucién

Al considerar el area diferencial mostrada en la figura 6.43 y girar- ~'1

la sobre el eje y se forma un tubo que se puede extender como una
lamina. Las dimensiones de esta lamina son:

FiGuRrA 6.43 Region generatriz del sélido
de revolucion de la figura 6.44, ejercicio

dV = (alto O)(largo O)espesor = (x* + x*)(27x)dx 6.L11.



202 ¢ CALCULO INTEGRAL EN COMPETENCIAS

De donde, al integrar, se obtiene:
f xt o x® ' 57
V= 277_'.(x3 +x°)dx =27 e + riirs (unidades ctibicas)
0 0

El volumen encontrado es el correspondiente al sélido de la
figura 6.44.

6.1.12 Calcula la longitud de la curva y = (x> + 2)*?/3 desde
x = —1 hastax = 4.

Resolucion

Derivando se tiene y’ = x/x” + 2 y luego:

14 (f'(x))* dx = j‘\/l—i-(x,/xz +2)%dx

-1
4
J1+x3(x? +2)dx = J-«ll +x* + 2x%dx
-1
4 x3
JA+ 2 de= |1+ 2% )dx=| x+ =
(1+x7)"dx :[( x)x (x 3]

6.1.13 Se hace girar la curva f(x) =4/2x —x*, 0.1=x=19 sobre el
eje x. Calcula el area de la superficie generada.

h
|

— i R,

Juny

* 80
-1 3

Il
S

1

Resolucion

Se tiene f'(x) =

S=2m [ fEON1+(f/(x))? d

1.9 1_
=2770"[1w/2x—x2 1+ T_sz dx

1.9 2
1—2x+
:27TJ.\/23C_X2 1+ #)dxz
0.1

2x — x

19 19
ZWJ\/(ZX—X2)+1—23C+X2 dx = 277de=
0.1 0.1

3.6 (unidades cuadradas)

En las figuras 6.45 y 6.46 se observa la curva generatriz y la
superficie generada, respectivamente.

6.1.14 Calcula el centro de masa del area bajo la curva de f(x) =
9 — x% en la region en que f(x) > 0.

e
U b7
B L1 1 HAHLLTTTTHAARSSS,
g S,
S s
. il HH
LT ot 17T
] guil e
il | []]
a1 gl
L
L}mu‘uuLMLu iy U z‘ll,‘% [[]
¥ o
R 7/
S e,
g
SN

Ficura 6.44 Sélido de revolucion del
ejercicio 6.1.11. En este caso, se ha dejado
sin concluir el giro para poder ver su
interior.

1 2

FiGura 6.45 Arco generatriz de la su-
perficie de revolucion de la figura 6.46,
ejercicio 6.1.13.

Ficura 6.46 Superficie de revolucion del
ejercicio 6.1.13.
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Resolucion

Para el area infinitesimal elegida en la figura 6.47 se cumple:

A= J(9—x2)dx=2J(9—x2)dx=2(9x—%3J =36

0

[y, 4= j—[f()[f 1dx——j — *Px

A -3 funci6n par

3 5 3
= [(81-18x + x*)dx = (81x —62° + %J ~129.6
0

0

jx dA = jx[f Jdx = j[9—x2]dx=0
A —HW

Por dltimo:

dA x dA
__iy’” 1296 __i "

= = =36, x =

36 A

Las coordenadas del centro de gravedad son (0, 3.6).

6.1.15 Calcula el centroide de la regién limitada por un cuarto de
circulo.

Resolucion

Considera el area diferencial mostrada enla flgura 6.48, la cual esta
limitada a la derecha por el circulo x> + y* = R®. Por geometria,
sabemos que el 4rea del cuarto de circulo es A = 7R?/4, entonces:

R 3\R 3
1 2 _ .2 1 2, ¥ R
=—|(R°—y)dy==| Ry —<—| =—
2!( y)dy 2( e
Ahora
3
_[xmdA X
y=4 = 3 :ﬁ
A R27T 3
4
Por simetria de la figura tenemos:
__4R
7 37

6.1.16 Una funcion tiene f"(x) = 3x + 2 segunda derivada. Si pasa
por los puntos (2, 1) y (4, —1), ¢cuél es la funciéon?

T dx? 3

FiGurA 6.47 Barra diferencial, modelo y
localizacion del centro de gravedad CG
después de la integracion, para el ejerci-
Cio 6.1.14.

FiGura 6.48 Barra diferencial modelo y
localizacion del centro de gravedad CG
en un cuarto de circulo para el ejercicio
6.1.15.
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Resolucion

Integrando obtendremos:

f’(x)zj(3x+2)dx=% +2x+a

2 3
f(x)zj(%+2x+a)dx=%+x2+ax+b

Evaluando en los puntos:
f2)=1=4+4+2a+b..2a+b=-7
f4)=-1=32+16+4a+b.. 4a+b=—47

Resuelto el sistema lineal, resulta a = —20 vy, finalmente:

3
f(x)=%+x2—20x+33

6.1.17 Un polinomio ctibico pasa por el punto (3, 4) y tiene valores
extremosenx =2 y x = —3. ;Cuél es el polinomio?

Resolucion

Puesto que los valores extremos son los méximos y minimos de la
funcioén, y en esos valores la primera derivada vale cero, se con-
cluye que el polinomio debe tener la forma p’(x) = k(x — 2)(x + 3);
entonces:

p(x) = [ k(x = 2)(x + 3)dx = k[ (x* + x — 6)dx

3 2
p(x)=k[x—+x?—6x)+c

p(3)=k(9+%—18)+c=4.'.c=4+%k

Lo que indica que existen muchos polinomios que cubren las
condiciones impuestas.

6.1.18 Un movil se mueve sobre una linea recta y parte del punto
x =5 con una velocidad de 4 m/s y aceleracién variable segtin
(2t + 1) m/s>. ;Cual es su posicién cuando t = 3 s?

Resolucion

De acuerdo con los datos, la aceleracién es:

0 =% =2t +1

O bien:
dv = (2t + 1)dt

ENNNN

v

1098745432101 123456780910n

Ficura 6.49 Familia de polinomios.
Solucion al ejercicio 6.1.17.
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Integrando en ambos lados de la expresién tenemos:

t

—t2+t0.'.v—3:t2+t

us'—.e

3
j2t+1 dt = v
0

Observa la forma de encontrar la constante de integracién, que
también pudo ser calculada después de integrar y sustituir la con-
dicién inicial. Al integrar de nuevo:

x 3
dx _ >
0="2=p 143 [de= [ +t+3)dt
dt d 0

3

x 3 2
{ t 0:>x—5=9+§+9.'.x=27.5m

=_—+_—+3t
5 3 2

6.1.19 Un cuerpo se libera desde una altura / con velocidad inicial
cero. ;Cuadl es su posicion en el tiempo ?

Resolucion

Por la fisica se sabe que un cuerpo que parte del reposo en caida
libre tiene una aceleracién constante e igual a g = —9.81 m/s? don-
de el signo identifica su orientacion hacia el centro de la Tierra. Se
tiene que:

Ao 0 _
y(t)—E——g..dv——gdt:J;dv—.([—gdt,v——gt

y t
v= &y _ —gt o dy =—gtdt = Idy = .[ —gtdt
dt A 0
Finalmente, la posicion es:
_ 8,8t
—p=—st —h—o

Una conclusién importante es el tiempo en el que el cuerpo

llega al piso; es decir:
y=0=>t=2h/g

Ademas, la velocidad alcanzada un instante antes de chocar en
el pisoes: v=—gt = —\/@ donde el signo negativo indica que se
dirige hacia abajo. Visto a la inversa, ésta es la velocidad con que
se debe lanzar un mévil hacia arriba para que alcance una altura

h; es decir, v, = \/2gh, y tardara t =,/2h/g segundos en alcanzar

esa altura.

6.1.20 Un movil se lanza verticalmente con velocidad inicial v, des-
de una posicion vertical . ; Cudl sera su posicién en el tiempo #?

Resolucion

Por la fisica, sabemos que la aceleracién vertical es constante e
igual a —g, entonces se tiene que:

*
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dv h t
a=E=_g=>dv=_8df.'.;‘.dvz_8‘([dt' v =0, =gt
dy
UZUO_gt’ U=—t=vo—gtdy=(vo_gt)dt

Integrando de nuevo:

2

y ¢

t
Jay =@ =gty —y, = vt =5~
Yo 0

Que es la formula que conoces de la fisica:

2
— 8t
=Yy, +t ot —=—
y yo 0 2
Es importante destacar que v, y y, son las constantes de inte-
gracion del proceso. Observa, ademads, que este resultado es mas
general que el obtenido en el ejercicio 6.1.19.

6.1.21 Calcula el momento polar de inercia para una placa circular
respecto a su centro.

Resolucion

Considera la figura 6.50 en la que se ha seleccionado un
elemento diferencial de area que mantiene constante su
distancia al eje y:

-

T X"ty =R?

I--dy

1x=Jy2dA=Jy2(JR27—y2—(— Rz—yz))dy -

A

Ya que se han tomado los dos semicirculos como las
funciones limitantes derecha e izquierda, respectivamente.

f mR* 7R*
Ix=2.[y2\/R2—y2dy=2 5 = 1
“R

Observa que por simetria:

E > 12 2 mR* mR*
Iy=2JAx\/R -2t =2| T =T
-R

Por altimo, se concluye que:

4 4 4
1,=1 +I:7TR +7TR _ @R
oy 4 4 2
6.1.22 Calcula el momento polar de inercia para un cuadrado res-

pecto a uno de sus vértices.

6.1.21.

Resolucion

Sea un cuadrado de lado L, si se toma una franja diferencial re-
presentativa vertical tendra ancho diferencial dx y altura en todo
el cuadrado L, mientras se encuentra a una distancia x constante
desde el eje y; esto es x = 0, se tiene:

Ficura 6.50 Elemento diferencial de area genérico
para el calculo del momento de inercia del ejercicio
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L4

[SSRIEY

L
Iy =Jx2dA =Ix2de=ij2dx=Lx~3{ =
A A 0 3 0

Porsimetria I =1 =11 =1 +1 ==I%
x y 0 x y 3

6.1.23 Calcula el momento polar de inercia en el punto sobre el eje
y, ala altura de la interseccion de las curvas que limitan a la region
con el eje, definidas pory =4 — X’y y = x.

Resolucion

Considera la gréfica de la figura 6.51, en la que se muestra una fran-
ja genérica vertical a una distancia constante x del eje y = x = 0;
entonces:

1.5616
I,=[x*dA= | x*(4-x*—x)dx=173351
A 0

De la misma manera, en la figura 6.52 se representa una franja
genérica horizontal a una distancia constante y del eje x, que cam-
bia de limites cuando se pasa después de la altura 1.5616, por lo
que resulta:

I, 15616 = J‘yz A
A

1.5616 4
= [ (15616 - y)’xdy + [ (y-15616)xdy
0 1.5616
1.5616 4
= | (5616 —y?ydy + [ (15616 - y)*(4 - y)dy
0 1.5616
I = 3.4416

y=1.5616

Por ultimo, sumando los resultados, después de notar que los
ejesx = 0y y = 1.5616 pasan por el punto p solicitado:

I =1 _+1 =5.17511

2/(0,1.5616) y=15616

6.1.24 Un camino entre dos ciudades bordea un rio; segtn la foto-
grafia aérea, éste tiene la forma aproximada de una ctibica de ecua-
cion f(x) = x> — 4x* + 3x + 2, con x medida en kilometros (km).
Si la primera ciudad se ubica en x = —1 y la segunda en x = 4,
(cudntos kilometros de fibra dptica se requerirdn aproximadamen-
te, si se desea comunicar a las ciudades con tres lineas siguiendo
el camino?

Resolucion

La figura 6.53 muestra la forma del camino. El calculo de la longi-
tud del camino es:

L= j./1+[f'(x)]2dx = j\/1+[3x2 — 8x + 3Pdx
-1 -1

*
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Ficura 6.51 Elemento diferencial de
area genérico vertical para el calculo del
momento de inercia del ejercicio 6.1.23.

4
3 L
h
d
i y
} y =4-xx
gl |
| y=x
15616 ¢p- - ro---- ‘
v/
1T | !
Vo
1 15616

Ficura 6.52 Elemento diferencial de
area genérico horizontal para el calculo
del momento de inercia del ejercicio

6.1.23.
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Con la tabla de datos obtenida al evaluar la funcién y aplican-
do la integracién numérica presentada en la aplicacion 6.1.1, se
tendra que emplear la evaluacion del integrando como f(x) en la
expresion:

b

J ey~ b‘”(f(”)zf(b) +§f(xi>J

n

a

Sin embargo, en este caso, es mas fécil aplicar la definicion de
(dL)* = (dx)* + (dy)* obtenida en la actividad 6.3.1 y sumar em-
pleando Excel®. Asi, se obtiene la tabla de la figura 6.54 en la que
se lee la aproximacién L = 26.62 km; este mismo resultado es el ob-
tenido en Winplot®. Al final, la cantidad de fibra 6ptica requerida
serd 79.86 km.

6.1.25 Calcula el area sobre la curva de f(x) = x°/6,0 = x = 2.

Resolucion

El drea solicitada se muestra en la figura 6.55 y sabiendo que f(0) =
0, f(2) = 4/3 corresponde a:

4/3 3

4/
A=J@dy=%%y”3 =2
0 0

6.1.26 Una lamina rectangular del techo de una alberca se sumerge
por accidente hasta el fondo de la fosa de clavados de un centro
deportivo y queda recargada verticalmente sobre la pared bajo el
trampolin. Si la profundidad de la fosa es de 11 m y la lamina mide
verticalmente 4 m y su base es de 2 m, ;qué fuerza mantiene verti-
cal a la placa contra el muro?

7 6 5 4 3 2 -1

123 456 78

FIGURA 6.53

y=4/3

y=xxx/6;00<=x<=2

‘ C44 ‘ ‘ f H =RAIZ((A43-A44"2+(B43-B44)2)
2+

A B C D E

1 1 -6

2 -0.9 -4.669 1334751288

3 -0.8 -3.472 1201169846

4 -0.7 -2.403 1.073667081

5 -0.6 -1.456 0.952265194

6 -0.5 -0.625 0.836995221

7 -0.4 0.096 0.727901779 14

8 -0.3 0.713 0.625051198

44 33 4.277 0.874734817

45 34 5.264 0.992052922

46 3.5 6.375 1.115491372

47 3.6 8.993 1.24502249

48 3.7 10.512 1.380626307

49 3.8 12.179 1.5228808

50 3.9 14 1669996707

51 4 1.823743677

52 26.62475775

53

Ficura 6.54 Imagen de la tabla de evaluacion de (dL)* =
(dx)* + (dy)” del ejercicio 6.1.24.

Ficura 6.55 Area delimitada para el ejercicio 6.1.25.



Resolucion

Por el principio de presién dentro de fluidos, sabemos que:

b 11
F=y[yLy)dy =981 y(2)dy =705.6N
a 7

6.1.27 En una presa de 100 m de profundidad se pretende colocar i dy
una compuerta de ldmina en forma de parédbola y = 1 — x%/4. ;A v Y Ly N\
qué profundidad maxima debera ser ubicada sin que falle, si se
sabe que la compuerta no podré soportar mas de 80 kN? ;Serd con-

veniente colocarla?

Resolucion

Por el principio de presién dentro de fluidos sabemos
que:

b
FznyL(y)dy.'. 80kN>FseaY=h—y

De donde la ecuacion de la compuerta sera
de acuerdo con la figura 655: h — Y =1 —x*/4 y

x=LY)=*2)Y ~h+1=
80 kKN > 9.81(2) [ Y(2\/Y —h +1)dY
h—1
Hacemos el cambio de variable :
wW=Y—-h+1-.Y=u*+h—-1,dY =2udu
SiY=hu=1,Y=h—1,u=0,porloquesesigue:

1
B00% — J(u + 0~ u)au =1 + L2
981(8) 5

3

1019.17 > % -~ h<304851 m

La compuerta estd sobrada y podria soportar pro-
fundidades cercanas a los 3000 m como se encontro.

Autoevaluacion 6.1

Resuelve los siguientes ejercicios:

6.1.1 Determina el area entre las curvas y = x2+ 5,
y=x", ylasrectasx =0y x = 2.

6.1.2 Calcula la longitud del arco de la parabola y* =
2x desde el origen hasta el punto en que x = a.

6.1.3 Determina el 4rea entre las curvas y =5 — x* y
2
y=x" —8.

6.1.4 Calcula la longitud del arco de la curva y =Inx

desdexzx/gaxzx/g.

CapiTuLo 6 Aplicaciones de la integral ¢ 209

Superficie del agua

A

h

FiGura 6.56 Posicion de la compuerta
del ejercicio 6.1.27.

AUTOEVALUACION 6.1-6.5

EVALUACION POR CONOCIMIENTO, ACTIVIDAD
DE ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y GRUPAL.

Actitudes

» Trabajo en equipo.

» Interés por la abstraccion.

» Interés por la solucidn de situaciones novedosas.
» Compromiso ético.

Productos

» No son necesarios, aunque se espera que el estudiante,
de manera individual o en equipo, intente la solucion
de cada autoevaluacion.

» Es muy importante que se muestre el dominio de los
métodos de integracion mediante la resolucion de los di-
versos ejercicios de forma analitica y con el uso de tablas.

Desempenos
» Observable en el producto.

Criterios de calidad

I. Presentacion de preguntas de interés grupal o indi-
vidual, respecto de la resolucion de los cuestiona-
mientos.

il. Presentacion en clase o con los compafieros de
gjercicios de otras fuentes.

iii. Conjeturas adecuadas sobre variantes o implicacio-
nes de los cuestionamientos.

Sugerencias

» Actividad de revisién obligatoria extraclase, sin mani-
festacion de productos o desemperios, se puede optar
por seleccionar algunos de los cuestionamientos para
estructurar evaluaciones de conceptos y operatividad.

» Planear al menos una sesion en la clase para discusion
grupal.

» Propiciar el trabajo en equipo.
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6.1.5 Dos cilindros rectos de igual radio se intersecan de tal forma
que sus ejes se cruzan formando un dngulo recto. Calcula el volu-
men de la interseccion.

6.1.6 Calcula la probabilidad de que en un pastel se encuentren
mas de 80 g de pasas, si se sabe que el valor esperado de pasas en
un pastel es de 90 g y la distribucién de densidad de probabilidad
b —x/90

de esta variable aleatoria es p(a=x=0b) = J. ¢ %

6.1.7 Una placa cuadrada de lado L se sumerge verticalmente 60%
de su altura en un estanque con un liquido de densidad 14.3 N/m’.
(Cual es la fuerza del fluido sobre la placa?

Autoevaluacion 6.2

Resuelve los siguientes ejercicios:

6.2.1 Determina el area del segmento de la pardbola y = x* corta-
do por larectay = 2x + 3.

6.2.2 Una figura limitada por los arcos y = x* y > = x gira alrede-
dor del eje y. Calcula el volumen del cuerpo generado.

6.2.3 Calcula el rea bajo la parabola ctbica y = x* — 4x + 5, limi-
tada por las rectasx =3 yx = 5.

6.2.4 Encuentra y = f(x), si f'(x) = x /%, f'(4) = 2, f(0) = 0.

6.2.5 Calcula el area limitada por las funciones f(x) =1% ;
(x) _ x_z +x
g 2 *

6.2.6 En un experimento se encontr6 que la funcién de densidad
de probabilidad para la fraccién de alumnos de un grupo que ob-
tienen una calificacion aprobatoria en la asignatura A estd definida
por la expresion:

1,0=x=05

k(1-x*),05<x=1

0,sixe[0,1]

p(x) =

(Cuél es el valor de k? ;Cual es la probabilidad de que se en-
cuentre un grupo de 15 alumnos en los que mas de 60% haya acre-
ditado la asignatura A?

6.2.7 Una placa circular de radio 1 m se sumerge 80% de su diame-
tro verticalmente dentro de un tanque con aceite de peso especifico
8.7 N/m’. ;Cual sera la fuerza del fluido que recibe?

Autoevaluacion 6.3

Resuelve los siguientes ejercicios:

6.3.1 ;Con qué velocidad inicial debe ser lanzado un objeto desde
el suelo hacia arriba verticalmente, para alcanzar una altura méxi-
ma de 550 metros?

AUTOEVALUACION 6.1

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

b En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

) Extension: libre.

b Individual O Equipo OJ

) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo CI

AUTOEVALUACION 6.2

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

b En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

b Extension: libre.

b Individual O Equipo CJ

) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0 Optativo I

AUTOEVALUACION 6.3

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

) En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

Extension: libre.

Individual O Equipo I

Fecha de entrega:

Obligatorio 0 Optativo O

v v v Vv
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6.3.2 Calcula el area limitada por las dos ramas de (y — x)* = X’y
la recta x = 4.

6.3.3 Calcula el 4rea limitada por el eje y y las curvas y = tan x;
y = (2/3)cos x.

6.3.4 Calcula la longitud del arco de la curva y = In(1 — x%) en
[0,1/2].
6.3.5 Calcula el 4rea limitada por y = 2x%" y y = —x’¢".

6.3.6 Calcula la probabilidad aproximada de que la siguiente per-
sona que veas mida entre 1.70 y 1.75 m, si se sabe que la proba-
bilidad de la estatura en la regiéon estd calculada con u = 1.67 y
s = 0.1 por:

b (==’

Je 20° dz

1

o2

pla=z=b)=

6.3.7 Un envase contiene leche con peso especifico de 7.9 N/m’. Si
el envase colocado de manera vertical mide 8 X 8 X 20 cm®, (cudl
es la presion interior sobre las paredes del envase?

Autoevaluacion 6.4

Resuelve los siguientes ejercicios:

6.4.1 Calcula el area de la figura limitada por y = In x/(4x), y = x
In x.

6.4.2 Sobre el eje x se hace girar la superficie limitada por x = 0,
x =1yy=sen ' x. Calcula el volumen generado.

6.4.3 Calcula el area de la superficie de revolucion formada al girar
la parabola y2 = 8x, desde su vértice hasta x = 6, alrededor del x.

6.4.4 Una funcién y = f(x) tiene una segunda derivada f"(x) = 6(x
—1). Encuentra la funcion si su gréfica pasa por el punto (2,1) y en
ese punto es tangente a la recta3x —y — 5 = 0.

6.4.5 El area limitada en el primer cuadrante paray = xe'; x =1y
y = 0 gira sobre el eje x. Calcula el volumen del sélido generado.

6.4.6 Calcula la probabilidad aproximada de que la siguiente per-
sona que entre al supermercado pese mas de 95 kg, si se sabe que
la probabilidad del peso en las personas adultas en la region esta

calculada con u = 98 kg y o = 1.2 kg por:
b (2=
1 e 2 dz

oN2m Y,

pla=z=b)=

6.4.7 Los cables eléctricos que se colocan entre las torres de trans-
mision tienen la forma de una curva llamada catenaria, cuya ecua-

. X .
cién y =acosh—, donde a se denomina flecha y corresponde a la
a

parte mas baja del cable. Cuando las torres estdn a la misma altura
se ubica al centro de la separacién de las mismas. ; Cual sera la lon-

AUTOEVALUACION 6.4

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

» En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

Extension: libre.

Individual O Equipo OI

Fecha de entrega:

Obligatorio 0 Optativo I

v v v Vv
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gitud de un cable cuya flecha maxima es 12 m? ;A qué distancia se
encuentran las torres si éstas miden 40 m de alto? Si es necesario
X —-X X —X
e —e e te
senh=———,cosh=——
2 2

Autoevaluacion 6.5

6.5.1 Muestra si dx converge o diverge. (Sugerencia:

N — 3
N

x°+1

compdrala con f(x)= %)

6.5.2 Calcula el volumen generado por la regién del intervalo [4, o)

dela f(x) = % cuando se hace girar alrededor del eje y.
x

6.5.3 Calcula el volumen generado por la regiéon del intervalo
[3, 00) de la funcién f(x) = 1/x cuando se hace girar alrededor del
eje x.

6.5.4 Calcula la probabilidad de que la siguiente botella de tu
bebida favorita tenga mas de 2 ml de exceso, si se sabe que el
valor esperado de exceso del valor nominal es 1.2 ml y la distri-
bucién de densidad de probabilidad de esta variable aleatoria es
b omx/12

p(asxsb)zj- 5 dx

6.5.5 Una lata de refresco esta llena 95% de la altura de su didme-
tro. Si esta recostada sobre su altura, jcudl es la fuerza del liquido
sobre la tapa? Las medidas de la lata son 7 cm de didametro y 14.3
cm de altura, con un liquido de peso especifico de 9.7 N/m’.

6.5.6 Los cables de una linea de transmisién cuelgan libremente
sobre su propio peso. La flecha méxima se encuentra a 10 m del ex-
tremo mads bajo y es de 15 m. La otra torre estd a 60 m de la primera.
;Cuénto mide el cable?

6.5.7 El anélisis financiero de una compaifiia predice que sus ga-

nancias por sus inversiones creceran a razoén de 5t/ (4t° + 4t + 1)
millones de pesos por afo si sus inversiones actuales son de
124 millones. ;Cuaél es el pronodstico de sus ganancias durante los
siguientes cinco afnos si no retiran su capital?

Solucion a la autoevaluacion 6.1

2
611 [(x* +5—x")dx = %
0

V2 > o 1
612 [ 1+y dsz,/2u+1+§ln(\/Z+1/2a+1)
0

AUTOEVALUACION 6.5

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

b En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

) Extension: libre.

b Individual O Equipo OJ

) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo CI
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En realidad son dos arcos, el inferior y el superior, por lo que
también se podra considerar el doble de lo mostrado como una
respuesta correcta, ya que en la integral resuelta Gnicamente se
consider¢ el arco superior de la parabola.

2
6.1.3 j —xz—(x2—8))dx—%4

6.1.4 j /1+—dx—1202732554

16R?
3

6.1.5 SI — x%)dx =
0

00 /90
6.1.6 p(80=x)= [

80

dx =0.4111

6.1.7 F=25741*N

Solucion a la autoevaluacion 6.2

3
32
6.21 | (2x +3—x)dx="—
j(x x°)dx 3
37
6.2.2 277.[ x—x)dx=—
10

6.2.3 j(x3 —dx +5)dx =114

6.24 f(x)=—4x +3x

s
6.2.5 J — |dx =1.2374629934
x2+1 2

6.2.6 k=24

0.6
p(x>06)=05+24 [ (1 - x")dx = 0.6672

1.6
6.2.7 F= 8.7j2h,/1 — (0.6 — h)*dh = 10.3157 N
0

Solucion a la autoevaluacion 6.3

6.3.1 v(0)=103.82 m/s

632Jx+\/_ x =[x )dx = 73142857
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/6
6.3.3 J (tanx — %cos x)dx = 0.189492
0
1/2
634 [ \J1+(D, In(1—x*))? dx = 0598612
0

0
635 [ (2x%" + x%")dx = 0.436035
-2

6.3.6 p(1.7 =z =1.75) ~ 0.170233

0.2

63.7 F =79 [y(0.08)dy = 0.01264N
0

Solucion a la autoevaluacion 6.4

. 4x

1
6.4.1 j (h‘—x - xlnx)dx =0.0408

w/2

1
6.4.2 27 j y(1—seny)dy = 77'_"(se1r171 x)* dx = 1.4684
0 0

6 2
6.4.3 2wj\/§ 1+( 4 J i = 224
0

Jsx) 7

6.44 f(x)=(x—1)°

1
645 7| (xe") dx =5.018
0

6.4.6 p(z=95)=0.99379

6.4.7 La ecuacion es f(x) = 12 cos h(x/12), 40 =12cos h(x /12) ..
x =12cosh '(40 / 12) = 22.4858, de donde la separacién de las to-
rres es 44.97m y la longitud es:

224858 . 2
L= j 1+]|senh| = || dx =76.3149m
12

—22.4858

Solucion a la autoevaluacion 6.5

6.5.1 .[ = dx Diverge
2 x2 +1
T

6.5.2 j( ™) gy = T
4 X 2



653 = Sdr="T
3 X 3

6.5.4 p(x>2)=0.188876

6.65

6.5.5 F=(10"°)9.7 j Zh\/3.52 —(3.15—h)*dh = 0.00117688 N
0

50 2
6.5.6 L= j 1+ senh| || dx =220.727 m
15

=10

6.5.7 Su capital serd de 125.86101 millones de pesos.

CapiTuLo 6 Aplicaciones de la integral

*

215



SUCESIONES
Y SERIES

El alumno es competente si detecta adecuadamente la presencia de sucesiones o series en
procesos reales, las interpreta y prueba su convergencia o divergencia y adicionalmente calcula
en forma correcta la serie de Maclaurin y de Taylor para funciones.

El alumno es competente si analiza, abstrae y propone solucion a situaciones que involucren
acumulacién como efecto del cambio de una sola variable, empleando como herramienta
fundamental la integracion.

CALENDARIO DEL PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS

Actividad 7.1.1 Autoevaluacion 7.3
Actividad 7.2.1 Autoevaluacion 7.4
Aplicacion 7.2.1 Autoevaluacién 7.5

Aplicacion 7.2.2
Actividad 7.4.1
Aplicacion 7.4.1
Actividad 7.5.1
Aplicacion 7.6.1

Autoevaluacion 7.6

Aplicacién 7.6.2
Actividad 7.6.2
Ejercicios 7.1
Autoevaluacion 7.1
Autoevaluacién 7.2
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Pensar que las cosas tienen un orden preestablecido
es una limitante que te impide vislumbrar nuevos horizontes
mds prometedores.
7.1 SUCESIONES Y SERIES ®

Al llegar a un estadio de futbol a comprar boletos para un partido,
o incluso para asistir a cualquier espectaculo publico, no es extra-
fio enfrentar las molestas y largas filas; sin embargo, a pesar de lo
tedioso que éstas resultan, es innegable que representan una si-
tuacién social convencional de orden, ya que se considera correcto
que quien llega antes debe ser atendido primero.

Asi, “a,a,a5...a,” puede ser una forma de representar a los inte-
rantes de la fila, en donde 4, es la primera persona y 4, correspon-
tes de la fil donde a, es1 a;
de a la persona que ocupa la posicién i-ésima en la fila. El dltimo
elemento, por supuesto, corresponde a a,, de donde se concluye
que la fila tiene una longitud de n elementos.

Por otro lado, la fila no solo se puede estructurar en forma fi-
sica. Por ejemplo, al ingresar a algunos bancos debes tomar una
ficha, mediante la cual se te asigna un ntimero para ser atendido
cuando llegue tu turno; pero, a pesar de ello, aunque la comodidad
del cliente mejora, virtualmente la fila atn existe.

Entendemos que la fila “a,a,a5...a,” implica la atencién de los
clientes en “sucesion”; es decir, uno tras otro y en riguroso orden,
de tal forma que en determinado momento siempre es posible sa-
ber quién es el siguiente por atender, si sabes qué nimero de fi-
cha tiene quien es atendido en este momento. Esta forma de orden
funciona siempre y cuando a cada persona que llegue a la fila se le
asigne el siguiente namero ordinal disponible.

Actividad 7.1.1

Como parte de nuestras actividades cotidianas, realizamos suce-
siones de actos de manera permanente; por ejemplo, siempre da-
mos un paso tras otro, por lo que resulta imposible dar el sexto
paso antes de dar el quinto, y asi de modo sucesivo. Cabe destacar
que no llevamos un registro exacto de cada uno de nuestros pasos
para recuperar lo que ocurrié en determinado instante, pero aun
asi la sucesion de pasos se realiza en perfecto orden. Ese orden
es determinado por los nimeros naturales, por eso es posible ex-
presar la sucesion de los mismos mediante una expresién como
“a,a,a5...a,”, vista con anterioridad, mediante la cual resulta claro
que a, fue realizado antes de a,, y que entre ellos hay otros dos
elementos.

Existen muchos tipos de objetos que pueden formar parte de
una sucesion, pero lo que caracteriza a ésta, ademas de los objetos
que la forman, es el orden entre sus elementos.

ACTIVIDAD 7.1.1

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

> Interés por el andlisis del fendmeno
de las colas en los procesos.

> Observacion de los hechos cotidia-
NOS COMO SUCESiones.

> Interés por formar conjeturas sobre
conceptos nuevos.

> Gusto por la experimentacion.

Productos

» Ensayo con las reflexiones sobre los
tres experimentos definidos y res-
puesta adecuada a las preguntas co-
rrespondientes.

Criterios de calidad

i. Mostrar que los experimentos en
verdad se realizaron.

il. Respuesta adecuada a cada uno
de los cuestionamientos.

iii. Planteamiento de gréficas para
clarificar sus conclusiones.

iv. En ningln caso es considerada
como correcta una respuesta sim-
ple del tipo “no, sf, nunca, siem-
pre, etc.”.

V. Reporte de las fuentes emplea-
das.

Caracteristicas del producto

b Extension: dos cuartillas.

b Individual O  Equipo OJ
) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo [J

Sugerencias

) Producto obligatorio para realizarse
en equipo de tres personas.

b Pedir a los estudiantes que propon-
gan nuevos ejemplos observados en
el entorno.

> Alentar a los estudiantes para propo-
ner conjeturas sobre qué es la con-
vergencia y qué es la divergencia.

> Proponer ejemplos y significado de
subsucesiones.




Considera los siguientes casos:

. Se lanza una moneda de manera sucesiva en repetidas ocasio-
nesy se anota la cara obtenida; asi, en los primeros casos resul-

"z

ta lo siguiente (A = “4guilay S = “sello”):
AASASSSASSASASAASSASSSSAASASASASSS...

1.1. ;Cuéntos elementos tiene la sucesiéon?

1.2. ;Cudl es el primer elemento?

1.3.;Cuél es el ultimo elemento?

1.4. ;Existe forma de saber cual es el siguiente elemento de la
sucesion?

1.5.5i se hace una nueva sucesiéon tomando solo la informa-
cion de los lanzamientos de posiciéon par, ;qué sucesion se
forma? Esto puede ser de interés porque dos personas po-
drian haber hecho los lanzamientos de manera alternada y
se quiere obtener la sucesion de lanzamientos de la segun-
da persona.

1.6. ;La sucesion es finita o infinita?

. Dos nifios juegan a “atrapa el nimero”. En este juego, un nifio
trata de adivinar un namero (entre 0 y 100) pensado por el otro
nifo. El ganador es aquél que acierta al namero con la menor
cantidad de intentos. El juego comienza con la definicién del
namero por adivinar y los intentos sucesivos del otro nifio por
acertar; cada vez que el nifo que adivina responde con un in-
tento mas, el otro le indica si el ntimero emitido es menor o
mayor que el que se trata de adivinar y se pasa a la siguiente
propuesta, hasta que se acierta.

2.1. ;La sucesién de propuestas es finita o infinita?

2.2.Describe una estrategia que consideres ganadora en este
juego.

2.3.;Cuantos pasos como maximo crees que puede durar tu
estrategia hasta acertar? ;Por qué?

2.4.;Por qué afirmas que tu estrategia siempre converge al re-
sultado esperado?

2.5.Practica el juego con uno de tus hermanos, primos, sobri-
nos o quien quieras. Explica la estrategia que tu contrincan-
te aplica en el juego. ;Su estrategia converge o diverge?

. Dobla una hoja de papel por el centro y pértela, de tal forma
que ahora tengas dos hojas. Ahora, junta las dos hojas, déblalas
ala mitad y corta. De nuevo junta, dobla y vuelve a cortar, y asi
de manera sucesiva.

3.1. ;Cuél es la sucesion del namero de hojas (pequenas hojas)
presentes en cada fase del proceso?

3.2. ;El experimento es finito o infinito?

CapiTULO 7 Sucesiones y series
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Ficura 7.1 La funcion f(x) = x.
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3.3. Coémo se comporta la sucesion de areas de cada nueva mi-

tad de hoja que se genera? ;Es convergente o divergente?

4. Suponiendo que el 4rea total de la hoja original sea 1, realiza el

siguiente experimento:

4.1.Pega en algtin lugar una hoja completa.

4.2 Parte a la mitad otra hoja y pega una de las mitades obteni-

das junto a la hoja que ya pegaste en el paso previo.

4.3. Divide en dos partes la mitad que no pegaste y pega una

mitad junto a las que ya pegaste.

4.4. Continda tantas veces como quieras partiendo a la mitad y

pegando una de éstas, y asi de manera sucesiva.
5. Cada vez que pegabas un pedazo més, el area de papel pegado
crecia. ;COmo es la sucesion de areas que se da en este experi-

Ficura 7.2 La funcion f(n) = n.

mento?

6. ;Es convergente o divergente esa sucesion de areas? ;Por qué?

7. ;Cuantos pasos se pueden realizar en el experimento? ;Por

qué?

7.2 SUCESIONES O

Las sucesiones de niimeros son una funcion con dominio en los

nameros naturales y contradominio en el conjunto de objetos que en

realidad forman la sucesién. Asi, la imagen de cada natural i es el

elemento correspondiente 4; de la sucesion; en particular, cuando  Ficura 7.3 La funcién f(x) =
los elementos de la sucesién son nimeros, es comun expresar a la
sucesion mediante una regla de correspondencia.

(x> =1
continua y la discreta f(n) = (n* — 1)/ n.

Por ejemplo, los nimeros naturales son a su vez una sucesion:
{1,2,3,4,5, ...} y escrita como funcion se define como: f(n) = n. En
las figuras 7.1 y 7.2 se muestra la diferencia entre la sucesién y la
funcién f(x) = x.

Al observar la figura 7.1 es posible inferir a partir de la grafica

que f(x) = x es una funcién continua con dominio en todos los
reales. Por su parte, f(n) es una funcién discreta con dominio en
los nimeros naturales.

Compara de la misma forma la funcién f(x) = (x> — 1)/x con la
sucesién f(n) = (n* — 1)/n mostrada en la figura 7.3.

En general, toda sucesion f(n) tiene asociada una funciéon de
variable real f(x) de la cual se pueden inferir muchas de sus propie-
dades. Su diferencia esencial es el dominio.

Actividad 7.2.1

En la figura 7.4, del inciso a hasta el i, se presentan graficas de di- Figura 7.4 a) Convergente ( ),
ferentes sucesiones; algunas son convergentes, otras divergentes Divergente ( ) Alternante (),
y quizé algunas sean alternantes. Coloca una X dentro del parén- f(7) ()



tesis de cada gréfica, segln creas si la sucesién es convergente,
divergente o alternante.

1. De las ecuaciones 1.1 a 1.7, selecciona la que consideras es la
regla de correspondencia de cada sucesion colocando en el pa-
réntesis el numeral correspondiente:

1.1. f(n)= % 1.5. f(n) = In (ne")
1.2. f(n)zsen(ln—o} 1.6. f(n)= 231
13, fiy=""C Ly 17. fny=1

n n
14. f(n)=¢"

2. De acuerdo con tus respuestas, ;qué definicién propones para
una sucesion convergente, sucesiéon divergente y sucesion al-
ternante?

b) Convergente (), Divergente ( ) c) Convergente (), Divergente ( )
Alternante (), f(n) () Alternante (), f(n) ()
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ACTIVIDAD 7.2.1

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

> Flexibilidad para identificar situaciones
discretas y obtener conclusiones de
sus situaciones continuas asociadas.

Productos

» Clasificacion adecuada de los ejem-
plos de sucesiones y propuesta en
lenguaje natural para los nuevos con-
ceptos senalados en las tres pregun-
tas finales de la actividad.

Criterios de calidad

i. Andlisis y clasificacion de cada
sucesion en las tres clases.

ii. Seleccion adecuada de la rela-
cion gréfica-regla de correspon-
dencia con base en la experiencia
sobre funciones continuas.

iii. Planteamiento de posibles nue-
vas sucesiones o gréficas de las
mismas para clarificar ideas o
plantear nuevas situaciones.

iv. En ninglin caso es considerada
COMo correcta una respuesta
simple del tipo “no, si, nunca,
siempre, etc."”.

V. Reporte de las fuentes empleadas.

Caracteristicas del producto

) Extension: dos cuartillas.

b Individual O  Equipo OJ
) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo [J

Sugerencias

) Producto obligatorio para realizarse
en equipo de tres personas.

b Pedir a los estudiantes que propon-
gan nuevos ejemplos observados en
la bibliografia.

> Es muy importante que los estudian-
tes propongan situaciones reales que
muestren la naturaleza de la conver-
gencia y divergencia.

d) Convergente (), Divergente ( ) e) Convergente (), Divergente ( )
Alternante (), f(n) () Alternante (), f(n) ()

FIGURA 7.4 (continuacion).
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f) Convergente (
Alternante (

, Divergente ()

)
) fm) ()

g) Convergente (
Alternante (

, Divergente ()

)
) f(m) ()

3. De acuerdo con tus definiciones, jes posible que una sucesién
sea convergente y divergente a la vez?

4. ;Puede una sucesion ser divergente y alternante a la vez?

Aplicacion 7.2.1

Las sucesiones estan presentes en todas las actividades humanas,
mucho méas ahora con el auge de las tecnologias de la informa-
cion. Dia tras dia, segundo a segundo, cadenas interminables de
bits viajan codificando nuestros mensajes a lo largo y ancho del
espacio, convertidos en ondas electromagnéticas. Esas cadenas de
datos, como muestra la figura 7.5, poseen significados asociados al
orden especifico en que los pulsos son enviados, y para que pue-
dan ser decodificados y convertidos en la informacién adecuada
recuperando sus significados, deben ser interpretados en el mismo
orden en que fueron enviados.

En el caso de las computadoras, los archivos estdn almacena-
dos en un disco duro y son recuperados de manera ordenada por
el procesador de la computadora; lo mismo sucede con un CD o el
internet. De igual forma ocurre con tus mensajes hablados o escri-
tos en tu celular, en los programas de televisién o en la grabacion
musical de un CD, entre mu-
chos otros casos.

Las sucesiones magnifican
nuestra concepcion del orden,
y si éste cambia, también modi-
ficamos sus significados. Imagi-
na la melodia que mas te gusta;
ésta es una secuencia de sonidos
y silencios bien estructurada; y

10303021

11011003

w000

ese orden es lo que hace que te
fascine. Si las notas cambian de
orden, si las palabras se permu-

Ficura 7.5 Sucesion de unos y ceros
como representacion de “bits”, la unidad
base de la informacion.

h) Convergente (
Alternante (

, Divergente ()

)
) fm) ()

i) Convergente (), Divergente ( )
Alternante (), f(n) ()

FIGURA 7.4 (continuacién) Sucesiones para
la actividad 7.2.1.

APLICACION 7.2.1

ACTIVIDAD PARA REFLEXIONAR Y
COMENTAR CON COMPANEROS
Y FACILITADOR.

Actitudes

> Abstraccién de situaciones reales.

> Respeto por las ideas de otros.

> Reflexion sobre la importancia de la
ciencia y la tecnologia.

> Interés por la codificacion y decodifi-
cacion de mensajes.

Desempenos

» Localizacion de procesos que son
esencialmente sucesiones e interpre-
tacion de la importancia que tiene el
concepto de orden en ellos.

v



tan, si los silencios se olvidan, entonces habras perdido tu musica
0, tal vez, compuesto otra diferente.

Va a ser muy interesante que describas al menos tres aplicacio-
nes mas de sucesiones que hayas percibido a tu alrededor.

Aplicacion 7.2.2

Desde luego, graficar una sucesion representada también por f(n)
= {a,} es un problema mucho mas simple que graficar una funciéon
de R en R. De hecho, conocida la grafica de la funcién asociada f(x),
simplemente seleccionamos aquellos puntos que corresponden a
valores enteros de la variable x; para ello, aprovechamos software
como Winplot® para realizar las graficas. La figura 7.6 muestra la
funcién f(n) = 1/n o simplemente {1/n} trazada con Winplot®.

Supoén que solo deseamos graficar los puntos de la sucesiéon

a, = n*/(n* — 13) y no la funcién asociada, para lo cual realizamos
los siguientes pasos:

1. Iniciamos Winplot® y seleccionamos la opcién Ventana y ahi
2-dim.

2. Al concluir el paso 1, aparece la ventana grafica, de donde se
selecciona la opcién Ecua (véase figura 7.7).

3. Del mendt Ecua, de la figura 7.7, seleccionamos Puntos y apare-
ce el subment del tipo de punto, en el cual se elige Lista..., por
lo que despliega el ment puntos [nombre], como se muestra
en la figura 7.8, en la cual ahora marca ¢ en lista y un nombre
para la variable entera. En la pantalla se seleccion6é P. Ademas,
anotamos los limites de la lista, que en el ejemplo se escribié
de 1 hasta 20. Ahora, se escribe p, que indica que la sucesion
se grafica para x = p; mientras en y escribimos la expresion del
término n-ésimo en funcién de p o de la variable que hayamos
seleccionado. Para generar la sucesién {1/n} con veinte térmi-
nos, se seleccioné como se observa en la figura 7.8.

4. Damos clic en dibujar y obtendremos la gréfica de la sucesion.
En la figura 7.9 se observa una nueva seleccién para la suce-
sién {n*/(n* — 13)} para que compares con la anterior. Nota las
diferencias y analiza la grafica resultante en la figura 7.10.

[ sinnombre1

y

Archivo | Ecua | Ver Btns Una Dos Anim  Misc y
1. Explicita .. Fl

2. Paramétrica.. 7]

3. Implicita =)

3 4.Polar .. F4

Punto > ).
Recta... @

>
Segmento o

Recursion
Ecua Diferencial >
Polinémicas

Intrinsica...

Sombrear desigualdades explicitas

7 Sombrear desigualdades implicitas

Inventario crrll

FiGura 7.7 Menu Ecua y la opcion Pun-
to>Lista...

Ficura 7.6 Sucesion {1/n} trazada con
Winplot®.
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oH

> Proponer una conjetura de como se

codifican los mensajes y qué tienen
que ver con esto las sucesiones.

Productos
» No son necesarios.

Criterios de calidad
I. Conjeturas adecuadas sobre la
naturaleza del orden.
ii. Originalidad en la propuesta de
ejemplos.

Caracteristicas del producto

) Extension: una cuartilla.

b Individual O Equipo OJ
) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo CJ

Sugerencias

) Producto optativo para realizarse en
equipo de tres personas.

Peanut software gratuito. Versiones actualizadas en
http;//math.exeter.edu/rparris

APLICACION 7.2.2

ACTIVIDAD PARA REFLEXIONAR Y
COMENTAR CON COMPANEROS
Y FACILITADOR.

Actitudes
> Interés por las aplicaciones tecnolo-
gicas.
> Flexibilidad para experimentar con
las funciones del software.
> Interés por la practica.

Desempenos

> Aplicacion correcta de las funciones
de Winplot® para graficar adecuada-
mente las sucesiones.

Productos
» No son necesarios.
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puntos (sinnombre1) puntos (sinnombre2)
* solido circulo tamanol 2 e solido circulo tamano| 2
componentes componentes, /xy
o (xy) r,t) o (xy) r,t)
pegar color pegar color
o lJista P | de1 hasta 20 o lista Q | de1 hastal 10
X=p X=q
y=1/p y=q°2/972-13
dibujar cerrar dibujar cerrar

FiGura 7.9 Ventana puntos con seleccion
de vista de componentes.

Ficura 7.8 Ventana “puntos”.

El ment del inventario permite ver la tabla o borrar las y
acciones no deseadas, asi como regresar a cualquier pun- ~ °
to de la secuencia y modificar la informacién. 5
5. Realiza la gréfica de las siguientes sucesiones: 4
5.1 {In (n)/n} ’

Criterios de calidad

I. Gréficas correctas para cada su-
cesion.
il. Propuesta de nuevos ejemplos
de prdctica.
iii. Observaciones sobre la visualiza-
cion de la convergencia o diver-
gencia de las sucesiones.

Caracteristicas del producto

) Extension: una cuartilla.

b Individual O Equipo O
) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo CI

Sugerencias

) Producto optativo para realizarse en
equipo de tres personas.

52 {(1+1/n)"")

53 {(—=1)"n/(n* —1), n> 4}

Ficura 7.10 Diez términos de la sucesion {n%/(n*

— 13)} con seleccion de vista de componentes.

54 anzan_l+an_2,n>2,n1=1, n,=1 -1
1 1 -
55 a =a _, +“n72'”>2"”1 251”2 :E
7.3 DEFINICION
DE SUCESION o

Un conjunto ordenado de objetos corresponde a una sucesién. En
particular, una sucesién numérica constituye un conjunto ordena-
do de ntimeros y puesto que el orden de los términos de la sucesién
estd regido por los naimeros naturales, también es comun afirmar
que una sucesion es una funcién con dominio en los naturales (o
en los enteros positivos y el cero) y contradominio en los objetos
que se ordenan.

La forma tipica de observar una sucesion es su lista ordena-
da de términos: {a,, a,, a5, a,, ..., a,, ...}, en la que cada término se
nombra con base en su ordinal. Asi, por ejemplo, se dice que 4, es
el tercer término. El término a, es denominado “término n-ésimo”.



Como todo conjunto, se dice que la sucesién estd en forma ex-
tensiva si se listan sus primeros términos separados por comas y
seguidos por puntos suspensivos, o un subconjunto de ellos con
puntos suspensivos en ambos lados, los cuales indican que para la
sucesion, la informacion de los elementos listados permite deter-
minar cuédles son los términos sucesivos.

Por ejemplo {1, 3, 5, ...} estd en forma extensiva y se supone
que esa informacion es suficiente para comprender que el siguien-
te término es 7 y no hay términos previos al 1; es decir, se trata de
la sucesion de los impares. De igual forma, el conjunto {—100, —99,
=98, ..., 98, 99,100} es una subsucesion de los enteros (positivos y
negativos) que corresponde a los enteros entre —100 y 100. EI con-
cepto subsucesion proviene de la definicién de sucesion, que es una
funcién sobre los enteros y, por tanto, contiene infinitos términos,
de donde una subsucesion sigue siendo un conjunto ordenado, pero
no contiene a todos los términos de la sucesion, y puede tener un
namero finito o infinito de ellos.

La informacién mejora si escribimos la forma de calcular el tér-
mino n-ésimo; por ejemplo, en el caso previo {1, 3,5, ..., 2n — 1,
..}, a, = 2n — 1 es el n-ésimo término y si se quiere calcular un
término, por ejemplo, el noveno, simplemente se evalta para el n
adecuado, asi:
a,_q=ay=209) —1=17

Puesto que a, guarda la informacién bésica de la sucesién,
entonces la expresamos en forma comprensiva; esto es, simple-
mente indicando la férmula para su término n-ésimo, ast: a, o bien
{a }> , indicando el punto de inicio k, en caso de que la sucesion
no inicie desde el término con n = 1. En ocasiones, es ttil iniciar
una sucesion desde cero, a pesar de que cero no es un ordinal, o in-
cluso en los enteros negativos. Puesto que, en general, los enteros
son un conjunto ordenado, se espera que esto no cause confusion,
porque se considera algo abusivo escribir sucesiones de la forma:
{..oa_, ...,a_3a_5a_4,ay0ay,0,0a,...,4, ...}. Como ejemplo, ya se

mostré el que corresponde a: {n}}ff_mo o simplemente {n}lf)l%o.

Desde este enfoque, los siguientes son ejemplos de sucesiones
o subsucesiones expresadas en sus dos formatos:

1. {2n) = {2,4,6,8, ...}

2. {2n}>  =16,8,10,...}

3.2n}*_ ={..,—6,-4,-2,0,2,4,6,...}
4.2n—1}=1{1,3,5,...)

5. {cosnm}={-1,1,-1,1,..} ={(-1)"}
6. {5n -3}, ={7,12,17, ..., 497}

No hay ninguna regla que indique cuantos términos hay que
colocar en la forma extensiva, solo considera que se debe listar un

CapiTULO 7 Sucesiones y series

*

225



226 ¢ CALCULO INTEGRAL EN COMPETENCIAS

namero suficiente de términos, de tal forma que permitan inferir,
sin ambigiiedad, cudles son los siguientes. Si no hay indicacién del
punto de inicio de la sucesioén, siempre se supondra queesn =1,a
menos que en algin problema especifico se indique algo diferente.

Puesto que una sucesion numérica (también puede haber no
numéricas), es una funcién de los enteros a los reales, entonces
toda sucesion tiene una grafica. Sin embargo, a diferencia de las
funciones en los nameros reales que pueden tener gréficas conti-
nuas en intervalos, las sucesiones tienen graficas que son puntos
aislados, en especifico, uno para cada ntimero entero para la cual
esté definida.

De lo anterior se desprende que una sucesién es una funcién
discontinua en cada uno de los puntos de su dominio y que, por
tanto, no son diferenciables, y su integral en cualquier intervalo es
cero debido al teorema T5.7.

Las gréficas de los incisos a-f de la figura 7.11 corresponden a
las sucesiones listadas en este mismo apartado.

561 {2n} %]

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

. {1/{n} {(=1"

. X
123 45 6 7 8 9101112131415 1617 18 19

y
{n/(n+ 1)}
X
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14
(©
y
(In(n)/n)
X
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 1213 14 15 16 17 18 19 20

Ficura 7.11 Graficas de las sucesiones del apartado 7.3.



Tipos de sucesiones

Cuando en una sucesién se definen sus términos mediante algu-
na expresion que involucra términos previos, se dice que es una
sucesion recurrente o que existe una férmula de recurrencia para
la sucesion. Por ejemplo, si se definea;, = 1,2, =1ya,=a, , +
a,_, la sucesion formada es la siguiente {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...}.
Ahora bien, si la definicién de la sucesion recurrente es ¢; = 1, ¢,
=2,¢,=c,.,t+ 2c,_, entonces la sucesiéon formada sera {1, 2, 5,
12,29, ...}. Desde luego, observa que es posible aplicar la férmu-
la de recurrencia una vez que son conocidos los términos a los
que hace referencia. Asi, si se supone la relacién recurrente b, =
b,_s esta expresion no se puede aplicar si no se conocen los cinco
términos previos al término deseado, por lo que estd incompleta,
corrigiendo esto se puede tener, por ejemplo, la siguiente defini-
cion recurrente: b, =1, b, =3, b, = —1,b, =2,b; =4,b, = b,_s,
que corresponde a la siguiente sucesién {1, 3, -1, 2, 4,1, 3, -1, 2,
4, ...}. En general, las sucesiones recurrentes estan fuera de nuestro
interés en este momento, por lo que las omitiremos por el resto del
analisis.

Si se construye un subconjunto Q de una sucesién S obtenida
eligiendo términos de dicha S, sin perder su orden (posicién relati-
va), entonces se dice que Q es una subsucesion de S. Por ejemplo, si
se tiene la sucesion {n}, resulta que {2n} es una subsucesion de {n}, ya
que se forma a partir del segundo término, uno si y otro no:

o=0(,2% 4% 6% 8 ¥, .1=0246,8, .., 2.}

Observa que en esa subsucesion Q, su término n-ésimo se define
con base en su propio nuevo orden Q = {2n}.

De forma similar, P = {1,5,9,13,17, ...,4n — 3, ...} es una sub-
sucesion de {n} y también de {2n — 1}. Sin embargo {1, 3, 2, 5, 4, ...}
no es subsucesion de {n} porque ha perdido el orden, como tampoco
loes {(-1)"} = {-1,1, -1, 1, ...}, porque no puede ser obtenida
eliminando términos de {n}.

Se tiene una sucesion de términos positivos si todo a; > 0; y
es de términos no negativos si todo a; = 0. Si se satisface que todo
a; = 0 se dice que es de términos no positivos y, finalmente, sera
de términos negativos si todo a4; < 0; en particular, si dentro de la
misma sucesion existen términos positivos y términos negativos
de manera alternada se dice que es alternante.

Una sucesion es creciente si se satisface que para todo valor de
n en la cual esté definida a, = a, ;. Y sera decreciente sia, = a,_,.
Se dice que una sucesion es monétona si es creciente o decreciente.

Las sucesiones (a), (b), (c) de la figura 7.11 son crecientes y mo-
nétonas; por su parte, la (d) es decreciente y también monétona.
Por ultimo, la (e) es alternante y la ( f) no es ninguna de las ante-
riores.
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Una sucesion es acotada superiormente si existe un nimero
U tal que para toda n, a, = Uy acotada inferiormente si existe un
namero L tal que L = a,; si ambos, L y U existen, entonces L = a, =
Uy se dice que la sucesion {a,} es acotada.

En la figura 7.11, las sucesiones (a) y (b) no son acotadas, mien-
tras las (c) a la (f) si son acotadas.

< Convergencia de una sucesion

Si conforme 7 crece, los términos de la sucesiéon {a,} se “parecen
cada vez més” a un ntimero fijo L, se dice que la sucesiéon converge
a ese namero L o simplemente que es convergente. Para demostrar
la convergencia se satisface que:

lima =L

n—o00

En caso de que tal limite no exista o sea infinito, se dice que la
sucesion es divergente.

Puesto que el tinico punto de acumulaciéon que posee una suce-
sién se encuentra en el infinito, el tnico limite que se puede calcular
para la misma es cuando n — oo; por tanto, si se calcula el limite, es
posible omitir esta indicaciéon y debe quedar claro que en este caso
es idéntico escribir:

lima =L o lima, =L
n—o00

Como lim(2n) no existe, entonces {2n} es divergente, pero {1/n}
converge a cero como lo muestra lim(1/7) = 0; de la misma forma,
lim cos(n) no existe; esta sucesién alternante es divergente.

m Teorema de las sucesiones monétonas: Toda sucesion
acotada y monétona es convergente.

Como {n/(n + 1)]} satisface 1/2 < n/(n + 1) < 1, la sucesion
es acotada, ademas es monétona yaquea, =n/(n +1)=(n + 1)/
(n +2) =a,,, es creciente; por tanto, es convergente, como se
muestra en la figura 7.11(c) y:

==

lim +1=Hm = lim 1=1
n—oo 11 n—oo 1 n—o0

Ty= 1+~

n n n

La sucesion {1/n} es acotada 0 <1/n =1, y ademds monétona
por ser decreciente:

1 1
< —_—

T Ty
de donde es convergente, ya que lim(1/n) = 0, tal como se muestra
en la figura 7.6.

La sucesion {cos(nm)} diverge, pues a pesar de ser acotada en
[—1, 1] no es mondtona y, como ya se mostrd, su limite no existe.



7.4 ACERCAMIENTO
A LAS SERIES O

Las sucesiones son funciones con dominio en los naturales, pero
por su importancia, y para diferenciarlas de las funciones en los
nameros reales, en lugar de escribir f(1) convenimos en que escri-
bir la expresiéon de su regla de correspondencia o término n-ésimo
{a,} serd nuestra forma de reconocerlas. Por ejemplo {1} correspon-
de alasucesion {1, 2, 3,4, ...}; {n* a {1, 4, 9,16, ...}; como se obser-
va, solo vamos a emplear a la propia sucesion de manera explicita
(o forma extensiva) cuando no sea posible escribirla en forma com-
prensiva mediante una férmula.

De acuerdo con determinadas situaciones, en ocasiones, los
términos de una sucesién se deben sumar, veamos como ejemplo
el siguiente caso.

Considera la tasa bancaria de interés por el dinero ahorrado
a plazo. Supongamos que el banco te paga 1% mensual por cierta
cantidad depositada; al concluir el mes, no retiras capital ni inte-
rés, por lo que la nueva cantidad capitalizada se vuelve a invertir
y corre de nuevo un ciclo de inversién, y el proceso continua de
manera repetitiva.

Veamos como se expresa la situacion:

1. Al inicio del primer mes, depositas al banco P pesos a un plazo
de un mes, por lo que al finalizar el mes el banco te paga Pi,
donde i es la tasa de interés, en nuestro caso 1 por ciento. Una
vez capitalizado tu dinero, tu nuevo capital es:

P,=P+P,=P@i+1)

2. Al inicio del segundo mes queda depositado de manera auto-
matica P;. Cuando termina el mes recibes P,i y tu nuevo capital
es:

P,=P, + P, =P,(i + 1) = P(i + 1)’

3. Al inicio del tercer mes, las cosas son similares: depositas P,.

Cuando termina el mes, recibes P,i y tu nuevo capital es:

Py=P,+ Py =P, (i +1) = P(i + 1)°

4. Al continuar de la misma manera, parece que las cosas siguen

asi, de manera que cuando ha finalizado el mes 7, la cantidad

depositada que cobrarias es:

P, = P(i+1y
Asi, si tu depésito inicial fue de $10000 y han transcurrido 10
meses con i = 1%; la suma acumulada es tu capital actual:
P,, = 10000(1 + 0.01)'° = $11046.22

El proceso analizado, denominado interés compuesto, no difie-
re mucho del caso simple en el que una llave gotea en una cubeta
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y, a pesar de la pequefa cantidad que representa una gota, al dia
siguiente encontraremos que la cubeta se derrama por la cantidad
de agua acumulada.

En este caso, si cada gota tiene un pequefio volumen & cons-
tante, la sucesién de gotas serd {5}, ya que todas las gotas son igua-
les se tiene la sucesion {5, 8, §, ...}; cuando han caido n gotas, su
acumulaciénes V. =8+ 8+ 6 +--- + 6 =nd de donde entendemos
que si n es suficientemente grande, el volumen acumulado sera
muy grande, a pesar de lo pequefio que pueda ser 6.

Por su descripcion, se entiende que ambos procesos represen-
tan la suma de los términos de una sucesiéon. Dichas sumas son
parciales porque es facil observar que estos procesos estudiados
pueden continuar de manera indefinida. Cuando nos preguntamos:
“sin crece de modo indefinido, ;qué pasard?”. Estamos formulan-
do una condicién limite para la suma que puede ser expresada asi
en cada caso:

limP(H—l)n:oo lim 16 = oo
n—o00 n—o0

En ambas situaciones se observa que las sumas son infinitas,
ya que en el caso del dinero, si no hay retiros, el capital depositado
crece de manera indefinida, al igual que el volumen de agua que
se derrama por el goteo.

Entonces, ;se concluye que la suma de todos los términos de
una sucesion es infinita? Si ese fuera el caso, la pregunta es ociosa
y, por tanto, carente de sentido. Antes de obtener una conclusion al
respecto, analicemos el siguiente caso en la actividad 7.4.1.

Actividad 7.4.1

Considera el siguiente experimento.

i. Toma una hoja de papel y traza una linea que la divida en
dos, colorea una de las mitades.

ii. Sobre la parte no coloreada traza una linea que la divida
en dos y de nuevo colorea una de las mitades.

iii. Continua asi de modo sucesivo, repitiendo el paso 2 un
namero suficiente de veces.

Ahora que has realizado el experimento, responde los siguien-
tes cuestionamientos:

1. Considera el area de la hoja como la unidad. Expresa los térmi-
nos de la sucesion.

2. Conforme coloreas las partes de la hoja, ;el area crece? Expresa
el valor del area coloreada en cada paso.

3. ;Puedes expresar una férmula para la sucesion de dreas totales
coloreadas en cada paso?

4. ;El area total coloreada puede ser mayor que la hoja? ;Por qué?

ACTIVIDAD 7.4.1

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

> Flexibilidad para identificar situacio-
nes discretas con variaciones.

» Gusto por la observacion en la expe-
rimentacion.

Productos

» Descripcion detallada de la realizacion
del experimento solicitado, andlisis de
los pasos, respuesta a los cuestiona-
mientos y planteamiento de las con-
clusiones.

Criterios de calidad

i. Descripcién detallada de los pa-
sos del experimento y de las con-
jeturas que implica.

il. Respuesta adecuada a cada uno
de los cuestionamientos.

iii. Conclusiones adecuadas.

iv. Creatividad en la propuesta de
nuevos experimentos.

V. Uso de tablas, gréficas, animacio-
nes, etc; para clarificar los con-
ceptos.

Caracteristicas del producto

b Extension: dos cuartillas.

b Individual O  Equipo I

) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo [

Sugerencias

> Producto obligatorio para realizarse
en equipo de tres personas.

b Pedir a los estudiantes que propon-
gan nuevos ejemplos reales u obser-
vados en la bibliograffa.

> Es muy importante que los estudian-
tes propongan situaciones reales que
muestren la naturaleza intuitiva de la
convergencia y divergencia de las se-
ries.

b Sugerir la lectura de paradojas como
la de Aquiles y la tortuga o similares
de la matemdtica griega.




5. ;La suma de todos los términos de la sucesion
es finita o infinita? ;Puedes resolver el limite
que esta operaciéon implica?

6. ;Puedes proponer un experimento similar?

Resulta claro que, después de realizada la activi-
dad, no toda suma de los términos de una sucesion
implica un resultado infinito. Cuando esa suma po-
see un resultado, a éste lo llamamos limite o suma
de la serie. El objetivo de este apartado es estu-
diar si existen otras series, como la del ejemplo, que
tengan una suma finita. En general, a este tipo de
sumas las llamamos series, por la propia notacién,
aun sin saber si la suma existe o no.

Aplicacion 7.4.1

Es natural encontrar infinidad de sucesiones en
nuestra vida diaria, cada una presente como una ca-
dena de hechos a veces imperceptibles. Vale la pena
destacar que el hecho de considerar la sucesiéon de
las pequenas variaciones que hemos logrado anali-
zar mediante la derivada de una funcién, nos lleva
a pensar en los cambios que suceden en la natura-
leza o en los cuerpos que se encuentran en ésta. Por
ejemplo, analiza el siguiente conjunto de observa-
ciones:

1. Coloca un vaso lleno de agua en el congelador.

1.1. ;El agua del vaso tarda en congelarse el mis-
mo tiempo si haces el experimento en junio
que en enero?

1.2. ;Por qué crees que ocurre esa variacion?

1.3.Si, de manera sucesiva, medimos en dife-
rentes instantes regulares de tiempo la tem-

peratura del agua, de las figuras 7.12 o 7.13, ;cual grafica %
crees que se aproxime mads a la realidad? Si crees quenosea 31 .
alguna de éstas, dibuja la que consideras apropiada. Expli- 7

ca por qué crees que sea asi.
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APLICACION 7.4.1

ACTIVIDAD PARA MEDITAR Y COMENTAR
CON COMPANEROS Y FACILITADOR.

Actitudes

> Interés por la abstraccion de situaciones reales.

» Flexibilidad para estudiar un fendmeno como continuo
o discreto, de acuerdo con la informacion que se puede
tener de éste.

Desempenios

> Aplicacion correcta del concepto de sucesion, términos de
la sucesion y de serie como suma de los términos de la
sucesion.

Productos
» No son necesarios.

Criterios de calidad

I. Preguntas realizadas en clase acerca de la toma de da-
tos y su interpretacion como sucesiones.
ii. Conjeturas adecuadas sobre las condiciones de la con-
vergencia de la suma de los términos de la sucesion.
iii. Observaciones sobre la visualizacion de la convergen-
cia o divergencia de las series.

Caracteristicas del producto

) Extension: una cuartilla.

b Individual O Equipo OJ
) Fecha de entrega:
) Obligatorio 0  Optativo [J

Sugerencias

) Producto optativo para realizarse en equipo de tres per-
s0nas.

> Ampliar el debate sobre el uso de las mateméticas de acuer-
do con la informacion del tltimo parrafo de la actividad.

1

Y Temperatura ambiental

Temperatura en °C

1.4.Supongamos que puedes dejar el vaso de agua de manera .

indefinida en el congelador. Sabemos que el congelamiento
se da por intercambio de energia y que el agua cede parte
de su energia, por ello baja su temperatura y, al final, al se-
guir cediendo energia se congela. ;Serd la misma energiala 3
que cede en el primer minuto, que en el minuto 20 después

de iniciado el enfriamiento?

1.5.Considera la energia que se cede cada minuto si se suma.
¢Nos da el total de la energia que perdio el agua?

Tiempo en

7

6

5 .
4 . .
3 minutos
3 .

X

12 3 4 56 7 8 91011 1213 14 15 16 1718 19 20
.

3 Temperatura en el congelador .

Ficura 7.12 Una conjetura sobre dismi-
nucion de la temperatura del agua en el
congelador.
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1.6. Desde luego, la respuesta previa es afirmativa, entonces la
energia total cedida es una sumae, + e, + e; + .- = E. ;Es
una serie?

2. Cuando un bloque de madera se deja caer desde algin lugar
alto sobre un depésito de agua, primero se sumerge y luego
vuelve a la superficie y oscila hacia arriba y hacia abajo cierto
tiempo. De la fisica, sabemos que la ley de la conservacion de la
energia enuncia que EC, + EP; = EC, + EP,; entonces, una vez
que el bloque cae en el agua, intercambia su energia cinética,
EC = mv*/ 2 con energia potencial, EP = mgh, y cede parte de
su energia al agua. Por ello, al final termina por oscilar cada
vez mas de forma imperceptible.

2.1 Explica el fenémeno como una sucesion.

2.2 Explica el fenémeno como una serie. Toma como ejemplo el
caso previo, ya que la cantidad EC + EP es finita.

S

Propén otro ejemplo de un fenémeno que consideras se pueda
explicar como una serie.

Observa que en estos ejemplos se ha experimentado con la con-
dicién natural de que podemos tomar mediciones de un fenémeno
en ciertos intervalos de tiempo, las cuales, aunque provengan de
un fenémeno continuo, son por su propia naturaleza una sucesion.
La decision de estudiar el fenémeno como continuo o discreto, mu-
chas veces es parte de tu toma de decisiones.

7.5 SERIES O

Definiciéon 7.1 La suma de los términos de una sucesion {a,} arroja
una expresion de la forma: a; + a, + a; + --- + a, + --- que llama-
mos serie infinita, o simplemente serie, y que podemos escribir

CcOmo:
[ee]
S, 0 Yo,
n=1

Mientras no exista confusion, los limites pueden ser evitados,
pero si son diferentes a los establecidos, lo correcto sera emplear de
manera adecuada la primera opcién. Debe observarse que la varia-
ble 11, presente en la expresion y denominada indice, es una variable
que solo indica la posicién del ordinal y, aunque es comtn escribir-
la siempre como 1, resulta indistinto sustituirla con cualquier otra
literal alfabéticamente cerca de la n; por ejemplo, se entiende que
las siguientes sucesiones son la misma: {1/n}, {1/k} o {1/m}.

Ademds, los limites de la suma en la notacion sigma (2) depen-
den de los valores iniciales y del uso del indice; por ejemplo, los si-
guientes casos tienen corrimiento de indice y, sin embargo, tienen
el mismo significado. Lo cual se puede verificar si se sustituye de
manera secuencial el valor del indice sefialado:

2 :y Temperatura ambiental

194 Temperatura en °C

Tiempo en minutos

X

4 1 2 3 4 5 6 7 8 * 19 111213 141516 17 18 19 20

S e e 4 o W

* .
.1 Temperatura en el congelador

Fiura 7.13 Otra conjetura diferente
sobre disminucion de la temperatura
del agua en el congelador. {Cual gréfica
crees se asemeja mas a las mediciones
sobre el fenomeno de enfriamiento?
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20 19 29
Zan z n+1 2 Ao = 2%—9 Ty Ty Ty,
n=1 n= n=-1 n=10

Solo recuerda que el corrimiento de indice implica sustituir el
indice n por n + k, por lo que la suma no se altera si corriges los
limites inferior y superior simplemente restandoles el valor de k,
que se sumo¢ al indice 7 original, es decir:

N N—k
m zan - Z A =0 Ty T, T tay
n=i

n=i—k

Otras propiedades de las sumas que se deben tener presentes
son:

m Si k es una constante que no depende del indice n:
Zkun = kz a,

m Siempre que 1 < K < M, y k sea entero:

ia Za+2a

n=k+1

K 50, +8)= (30, )+ (30,

Para estudiar la serie 2 a , se analiza la sucesién de sumas parcia-

les que se genera al sumar un término a la vez:

Slza1
%=%+%
%=%+%+%

S =a ta,ta, +---+a
Si la sucesion {S,} converge se tendra:

lim(S )= hmZa =S

Luego, S es la suma de la serie. Si dicho limite no existe o es
infinito, se dice que la serie 2 a, diverge, o que es divergente.

< Serie aritmética y serie geométrica

Un ejemplo muy simple de serie, y que ya estudiamos antes, se
denomina serie aritmética. En ella se parte de a, = k, donde k es
cualquier nimero, después cada nuevo término se genera suman-
do k al previo, asi la sucesioén de las sumas S, resulta ser {nk} y la
serie:k + 2k +3k +4k+ ...+ nk+ ... =k(1+2+3+...+n+..)

*
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En particular, la n-ésima suma parcial es:
k(n + 1)n
5 kot
2
Resulta simple observar que este resultado se cumple para

cualquier valor de ky que S — oo, sin importar el valor de k, por
lo que la serie es divergente.

Otro ejemplo de serie muy qtil es la llamada serie geométrica,
la cual se construye partiendo de a, = a, y después se calcula el
término siguiente multiplicando el previo por una constante r; la
sucesion resulta {ar" !} y la serie:

atar+ar+ar+ - +a’ T+
al+r+7+7P+ - +7" 4+ )

O bien: Zar"il = aZ{r”*1

Como la suma de la serie en realidad no depende de a, para su
estudio consideramos a = 1 y calculamos su suma parcial S,;:

S,=1+r+P+7r+ -+
1S, =r+ 1+ + -+ 1
Al restar estas dos expresiones resulta:

1-ns,=1—-1"

o ;sir=1

s =177 Liims =) 1 ]
S " 1—_r;szr<1,puesr -0

De acuerdo con este resultado, observa la conclusion del si-
guiente caso, enel que r = 1/2:

1 1 1 1
1+§+—+---+ o=

4 211—1 =2

1
2

Ahora, si no consideramos el primer elemento se tiene

1 1 1

1+ -+ —~+--+——=+--|-1= 2—1, que es la respuesta es-
2 4 211 1

perada en la actividad 7.4.1.

Otra serie interesante que nos puede auxiliar en varias situa-
ciones es la denominada serie telescépica. De manera general, una
serie telescopica se estructura ast:

z (an - an+1)

Cuya expansion resulta:

Sy = —a) +(ay —ag) + -+ (2, —a,.q) =a—a,,,

2 (an - an+1) = lim(al - an+l)



Un ejemplo tipico de esta serie es:

1

101 ) . 1)
2n(n+1):z(ﬁ_nﬂ}:gﬁ(l_nﬂJ_l

La serie telescopica converge o diverge segin lo haga el
lim(a; — a,.,,).

Otra serie muy Ttil es la serie arménica definida por:

H:Zl:1+l+l+l+...+l+...
n 2 3 4 n
Curiosamente, la importancia de esta serie se da porque es di-

vergente.
1
Llamamos serie p a la serie de la forma: 2 — - De esta serie p
n

se sabe que es convergente sip > 1 y divergente sip = 1.

< Convergencia y divergencia de series

En el empleo de las series es muy importante determinar si la suma
existe o no; es decir, si son convergentes o divergentes, y para ello
empleamos una serie de teoremas y técnicas que al basarse en el
conocimiento de algunas series, como las ya presentadas, permiten
determinar la convergencia o divergencia de otras.

m Si la serie 2 a, es convergente, entonces lima, — 0.

El teorema T7.6 indica que una condicién necesaria, pero NO
SUFICIENTE, para que una serie converja es que sus términos sean
cada vez mas pequefios, de modo que cada vez aporten menos a
la suma, pero que a la vez decrezcan con suficiente rapidez y no
ocurra como la serie armonica, que a pesar de cumplir esa condi-
cion diverge. Observa que si solo sabemos que lim 4 — 0 atin no
podemos afirmar que la serie converja.

Sin embargo, a la inversa, si sabemos que lima_# 0 ya pode-
mos afirmar que la serie diverge. A esta afirmacion se le suele lla-
mar prueba de la divergencia.

Por ejemplo:

z 31”12

2n* +1
Diverge ya que lima =3 /2 # 0. Sin embargo, no podemos
afirmar nada para Z lz, aunque en este caso lim a, = 0.
n
Criterio por comparacion. Esta prueba emplea dos series, una que

se sabe converge o diverge, y una segunda de la que se desea co-
nocer la convergencia.
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m Si 2 a.y Z b, son dos series de términos positivos:

VS an converge y b, = a, para todo n, luego an también
converge.

v Si Zan diverge y a, = b, para todo n, luego an también di-
verge.

El teorema resulta evidente, pues afirma que si se conoce la
convergencia de z a,y cada término de Z b, es mas pequefo con
su correspondiente de Z a, uno a uno, con mas seguridad se pue-
de afirmar la convergencia de la segunda serie.

La segunda parte afirma con precisién lo contrario, ya que si se
sabe que 2 a, diverge y los términos de la segunda serie son mas
grandes que los de ésta, uno a uno, en definitiva Z b, crece mas ra-
pido y, por tanto, es divergente. La forma de aplicar este teorema
depende de la eleccién correcta de la serie 2 a.

Por ejemplo, para probar la divergencia o convergencia de

1 .
2 =1 se emplea el hecho de que se parece mucho a una serie
n-+
p con p = 2, que es convergente. En efecto, es notorio que 1/ (n* +

1
1) = 1/n” para cualquier valor de 1, entonces Y ——— converge.
)=1/n’p q > = g

Criterio por comparacién al limite. Esta prueba emplea también
dos series, una cuya convergencia (o divergencia) es conocida y
otra que se investiga.

m Si Z a.y z b _son dos series de términos positivos y si:
n n

7 an
Iim-2=c¢
b
n

Donde ¢ es un nimero finito y positivo, entonces ambas series
convergen o ambas divergen.

En este teorema se emplea el hecho de que el comportamien-
to de ambas series conforme # crece es similar en proporcién a la
constante c. Luego, si una converge la otra lo hace de manera pro-
porcional con c. Al igual que el criterio previo, el arte de la prueba
estriba en seleccionar de manera adecuada la serie que nos auxilie.

Utilicemos el ejemplo:
Y 3/ (n* +5)
Se desea saber la convergencia de 2 3 /(n* +5)y para ello em-

pleamos de nuevo 2 1/ n?, que se sabe es convergente por ser una

serie p con p = 2; entonces:



1
— 2
lima—”zlim 1 =limn +5=Hm l+i :1
b, 3 3n? 3 3x2) 3
n’>+5

Como sabemos que una de éstas converge, la otra también lo
hace.

Criterio de la serie alternante. Este criterio se basa en el hecho de
que los términos que se suman se ven disminuidos por los que se
restan, lo cual acelera la convergencia. Ademas, la suma oscila al-
rededor del punto de convergencia que esta necesariamente entre

Oya.

m Si z (—1)"7151” es una serie alternante con a,, > 0, ademas

a,., = a, para toda n y lim a, = 0, entonces la serie
converge.

Observa que el criterio sefiala que la serie, sin considerar el sig-
no, cumple el criterio del limite en cero del término n-ésimo y que
siempre es decreciente.

Considera como ejemplo la serie 2‘(—1)71_1 /(n+4).
Excluyendo los signos, como sefala el teorema T7.9:
a,=1/(n+4)>0

Ademads, 1/(n + 5) <1 (n + 4) que corresponde aa,,; =a,Yy,
aunado a esto: lim [/ (n + 4) = 0. Como se cumplen todos los requi-
sitos del teorema T7.9, la serie es convergente y, mds atin, su suma
Sestien0 < S<1/5.

Convergencia absoluta. Dada cualquier serie 2 a, de términos no
necesariamente positivos, se puede escribir una nueva serie:

X

Si la nueva serie Z‘an| es convergente, se dice que la serie ori-

a, Z‘ul‘ +‘a2| —|—|a3| + .-

ginal 2 a, es absolutamente convergente. En caso de que z a, sea
convergente y Z‘an’ no lo sea, se dice que la serie 2 a, es condi-
cionalmente convergente.

m Si una serie es absolutamente convergente, entonces es
convergente.

El teorema es ttil para evitar los signos que impiden aplicar
otros criterios en algunas series no necesariamente alternantes.

Por desgracia, si la serie diverge absolutamente, no nos dice
nada de la convergencia de la serie original y solo nos invita a in-
tentar probar de otra manera.

Criterio de la razén. Dada una serie Zan de términos no nece-
sariamente positivos, es posible probar la convergencia absoluta
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sin emplear otra serie mds que la que se dispone para la posible
convergencia:

. a .
m Si lim |1 = < 1, entonces la serie es absolutamente
a}’l
convergente y, por tanto, convergente. Por otro lado, si

lim |22t = > 1 (0 00), la serie z a, diverge.
a

n

Observa, en particular, el caso de indecisiéon que se da si L = 1.
De ocurrir esto, se tendra que utilizar alguna otra prueba para justi-
ficar o no la convergencia. Atin con este punto de indecision, el cri-
terio de la razén es de las pruebas de convergencia mas importantes.

Por ejemplo, considera la serie:
D v
n!

Al aplicar el criterio de la razén, resulta que es convergente, ya
que:

=
DY oot 1:2:3n
ﬂ (Tl+1)' W(”+1)
n!

=lim 1 =0<1
n+1

Criterio de la raiz. Cuando se da una serie cuyo término n-ésimo

depende de n potencias enteras positivas, el siguiente teorema es

atil.

m Dada una serie Z a,_de términos no necesariamente po-
sitivos, se satisface o no la convergencia de acuerdo con:

W Si limy/ an| =L <1, entonces z a, es absolutamente convergen-
te y, por tanto, convergente.

vV Si limy an‘ =L >1 o oo, entonces la serie 2 a, es divergente.

De nuevo, toma nota de la indecisién en el 1.

Consideremos como ejemplo la serie:
D D"
(1+mn)"
Esta serie implica potencias n-ésimas. Luego, por el criterio de
la raiz, resulta que es convergente como se muestra:

limn (1) = limL =0<1
(1+n)" 1+n



7.6 ALGO MAS SOBRE SERIES O

No siempre donde hay una sucesion existe una serie, ya que la
serie, al ser una suma, debe tener un resultado finito, pero no todas
las sumas son finitas, tal como se mostré en la seccién anterior. Por
ese motivo, de manera informal se llama serie a toda suma de una

sucesion escrita como:
o0

2

n=1

Sin embargo, solo estaremos seguros de que hablamos de una
serie cuando se muestre que existe un resultado finito L, de tal for-

ma que se cumpla:
[ee)
Sa, =L
n
n=1

Por tal motivo, gran parte del esfuerzo de la teoria que estudia
a las series se concentra en comprobar cuando una serie converge;
es decir, es una serie con resultado L. Sin embargo, las sumas par-
ciales de la forma:

para algan M conocido y finito son importantes, porque nos mues-
tran el resultado de la acumulacion de la sucesién y dicho resulta-
do también es significativo en muchas situaciones.

Por ejemplo, al recordar la cantidad que se tiene en el banco
para el depésito, discutido en el apartado “Acercamiento a las se-
ries”, nos lleva a la expresion P, = P(i + 1)", la cual siempre resul-
ta atil para calcular la cantidad depositada en cualquier periodo.
De hecho, de nada sirve el célculo de esta suma cuando n es muy
grande, pues solo suele ser til para valores pequefios del indice.

Actividad 7.6.1

Cuenta la historia que el gran Gauss, “Principe de las matemati-
cas”, no era necesariamente ddcil en la primaria, asi que un dia,
en castigo, el maestro le impuso la pena de calcular la suma de los
nameros del 1 al 1 000, esperando con esa actividad deshacerse del
nifio latoso por un buen tiempo; pero, jsorpresa, no fue asi! No ha-
bia pasado més de 10 minutos cuando el nifio encontré el resultado
y esto enloquecié atin mas al profesor.

Dicen que asi razon¢ el nifio prodigio:

i. Acomod¢ una lista parcial de los ntimeros asi: 1, 2, 3, ...,
997, 998, 999, 1 000.

ii. Observo que1 + 999 =1000,2 + 998 = 1000 ... 499 + 501
= 1000y sobran el 1000y el 500, pero 1000/2 = 500.
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ACTIVIDAD 7.6.1

EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

> Creatividad en la forma de realizar
sumas.

> Interés por las historias anecddticas
de los genios.

» Gusto por la cultura en general.

Desempenos

» Comentarios sobre anécdotas seme-
jantes de los grandes genios de la
historia.

Productos

» Prueba de que la expresion de la
suma propuesta se cumple de ma-
nera general y que se demuestra por
induccién.

Criterios de calidad

I. Muestra de la comprensién de
que probar que una serie es con-
vergente no implica que has en-
contrado su suma.

il. Muestra de la comprensién que
aun las series divergentes son
tiles en sus sumas parciales.

iii. Respuesta creativa a la pregunta:
{sabes sumar?

Caracteristicas del producto

b Extension: dos cuartillas.

b Individual O  Equipo OI
) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo [J

Sugerencias

> Producto obligatorio para realizarse
de manera individual.

b Pedir a los estudiantes que propon-
gan nuevos ejemplos de “formas de
sumar”.

> Es conocido el teorema que estable-
Ce que si un nUMero en su expan-
sion decimal es periddico, luego es
racional; con esto como base y con
la informacion del tema actual, en-
cuentren los enteros p/q, que son el
racional de los siguientes casos: 0.3,
0.1743, 0.20011 y otros.
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iii. ;Cuantos miles hay por aqui?

499(1000) + 1000 + 1000/2 = (499 +1 + 1/2)1000

=1001(1000)/2 = 1001000/2 = 500500.

Bueno, por si al maestro se le ocurria otro castigo igual, ob-
servo que esta expresion se cumple para cualquier cantidad de n

nimeros sucesivos que se quiera sumar:

14243 4. 4n="011D

Gauss, de nifio, encontré la suma de una sucesién, aunque esa

suma es divergente, ;estas de acuerdo?

1. jPuedes probar que tenia razon, sin importar que n sea
par o impar?

2. Investiga sobre la demostracién por induccién, ya que
falta probar que dicha férmula es valida para todo va-
lor de n.

Aplicacion 7.6.1

Las series no solo estan limitadas a sumas de nameros,
también se pueden considerar para una sucesién de fun-
ciones asignadas para cada valor del indice. Sus aplicacio-
nes son amplias, pero por ahora solo consideremos algunas
preguntas bésicas:

1. ;Sabes como se puede calcular ¢* sin emplear la tecla
marcada por dicha funcién en tu calculadora? En todo
nuestro trabajo escolar, la funcién f(x) = e' tiene que
calcularse para muchos valores; pero, ;cémo se calcula
en realidad?

2. Considera la sucesion:

P B R o
T T T
Toma x = 1y suma al menos seis términos. Ahora,
en la tecla correspondiente de tu calculadora calcula e'.
;Qué tan cerca estan esos valores?
3. Observa la figura 7.14 en la que se grafican de manera

o0 n
. . . . x
sucesiva las primeras sumas parciales de la serie Z —
n=0 n:
En la figura 7.15 se muestra la suma con siete términos,
6
ésta es la suma parcial Z — compadrala con la curva
~ !
f(x) = e" de la figura 7.16.
Trazalas con un graficador como Winplot® y sobre-
pon una gréfica sobre la otra. Marca la regién en la que

coinciden y observa como cada vez que se incrementa

APLICACION 7.6.1

ACTIVIDAD PARA REFLEXIONAR Y COMENTAR
CON COMPANEROS Y FACILITADOR.

Actitudes

» Interés por la abstraccidn.

» Flexibilidad para estudiar nuevas propuestas.
» Gusto por las interpretaciones gréficas.

» Gusto por el andlisis.

Desempenios

» Aplicacion correcta del concepto de sucesion en
la construccion de series de potencias y el anali-
sis de su convergencia mediante graficas.

Productos
» No son necesarios.

Criterios de calidad

I. Preguntas realizadas en clase acerca del
trazo de las gréficas de los términos de la
sucesion de sumas parciales.

il. Conjeturas adecuadas sobre las condicio-
nes de la convergencia de la suma de los
términos de la sucesion.

ili. Observaciones sobre la visualizacion de la
convergencia o divergencia de las series.

Caracteristicas del producto
» Extension: una cuartilla.
» Individual O Equipo O
» Fecha de entrega:
» Obligatorio 0  Optativo I

Sugerencias

» Producto optativo para realizarse en equipo de
tres personas.

» Ampliar el andlisis llevando a clase algunas se-
ries de Fourier resueltas para observar su con-
vergencia de manera gréfica.
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un término a la suma parcial, la convergencia cubre una regién
mayor. Grafica la suma parcial con dos términos adicionales.
¢{Mejora la convergencia? ; A qué crees que se deba eso?

4. Ahora, considera la sucesion:

(x—2) (x=2)

1, x—2, ,
2 3

yEEY]

Asi como para la funcién f(x) = ¢, haz la grafica de la sép-
tima suma parcial y comparala con las graficas previas. ;Qué
tienen de semejanza? ;En qué son diferentes?

5. Repite el proceso con el valor de a que consideres conveniente
en la sucesion:
(x—a) (x—a)
7
2 3

(x —a)’

n!

1, x—a, P e

Haz la grafica de la séptima suma parcial y comparala con
las gréficas previas. jEn qué son semejantes? ;En qué son di-
ferentes?

6. De acuerdo con los resultados, ;qué puedes concluir?

Comparte tus conclusiones con tus compafieros y si tienes du-
das consulta a tu facilitador.

< Series de potencias

Ala serie que tiene la forma:

o0

n __ 2 3
chx —co-l-clx—l-czx +c3x + ..
n=0

FiGura 7.16 Grdfica de e*.
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donde x es una variable y {c,, ¢;, ¢,, c5,. ...} son constantes, llamadas
coeficientes de la serie, la llamamos serie de potencias.

Una serie de potencias es una funcién f(x) = ¢, + ¢,x + cx°
+ ¢ + ..., que como toda serie puede ser convergente, o bien
dlvergente.

El conjunto de valores de x para los cuales la serie de potencias
converge corresponde al dominio de la funcién; dicho dominio de
la funcién suele ser un intervalo, si nos colocamos en su punto
medio x, y a partir de ahi medimos la distancia a los extremos del
intervalo, a esa distancia la llamamos radio de convergencia a par-
tir del punto x,,.

En esencia, una serie de potencias f(x) es muy similar a un po-
linomio, claro que su diferencia estriba en el nimero de términos
que la componen, por lo que podemos considerar sus derivadas
sucesivas al aplicar nuestras férmulas conocidas; asi de manera
formal:

f(x)=c¢, +cx+cx +cx +-

3 S d N
= Z =nzzocna(x ):ch”x 1

n=1
20,0 + 3,0 + 4, x

Otra forma de escribir una serie de potencias es:
00
_ no__ _ _ 2 — 3 .

ch(x x,)" =c, e (x—x,)Fo,(x —x,)" Feg(x—x,) +

n=0
En este caso, decimos que la serie de potencias estd centrada en x, 0
que se desarrolla alrededor de x,. Recuerda el tema de transforma-
ciones sobre las graficas; la sustitucién de x por (x — x;) nos indica
un simple desplazamiento a x,. Desde este mismo punto de vista,

se puede decir que la serie ZCnxn estd centrada en el origen.

Como puedes observar, las sumas parciales de una serie de po-
tencias son polinomios de grado finito; entonces, conforme el grado
crece, si la serie es convergente, el limite indica que al final la serie
converge a una grafica que representa a la funcién f(x); el dominio
de dicha funcién queda determinado por el radio de convergencia
y en dicha regién se asegura la estabilidad de la funcion; fuera de
ese dominio, la serie diverge, lo que indica que las sumas parciales
no se estabilizan en ningtn tipo de curva. Por ejemplo, considera la

serie alternante:
n 2n +1

g‘ (2n +1)!

Observa varias de sus sumas parciales en la figura 7.17. Segun
la figura, las graficas de las sumas parciales se estabilizan cada vez
mas en una vecindad del origen de radio cada vez mayor. Por ejem-



plo, la grafica marcada S; tiene una diferencia muy pequena con
la marcada para la suma S, en el intervalo [—3, 3], ratificando que
conforme se incrementa la cantidad de términos, la zona en que se
estabilizan las dltimas curvas es cada vez mas grande, pero nunca
se podra rebasar su radio de convergencia. Fuera de la zona de con-
vergencia, en este caso las curvas sucesivas se comportarian como
ocurre fuera del intervalo [—3, 3].

En este ejemplo, compara la grafica de S5 con la de la funcién
sen(x) y observa que parece que S — sen(x), como se muestra en
la figura 7.18, donde se ve la curva de sen(x) desprendiéndose por
encima de S;, aproximadamente fuera del intervalo (—, 7). Si se
contintian sumando mas términos, este intervalo de coincidencia
sigue creciendo.

< Convergencia de la serie de potencias

Debido a las caracteristicas de la serie de potencias, la forma mas
adecuada de intentar probar su convergencia es aplicando el crite-
rio de la razén, del teorema T7.11.

Como ejemplo, considera la serie previa y calcula su dominio,
0 mas en especifico, su radio de convergencia.

2n+1
Sea z ((21)7_’3_(1), al emplear el criterio de la razén tenemos:
n=0 n
(_1)n+1 x2(n+l)+l x2n+3
| | | 2n+3
o[ 201+ 1);}]. . (2n2+ ?). o 241! 2 1\
(—1)"x*"* X2 (21 +3)1| x> |
(2n + 1)! (2n +1)!
xZ
=lim
(2n +2)(2n + 3)
= lim x —0<1
n—oo (21 + 2)(2n + 3)

Como en la desigualdad resultante el limite no depende de x,
se concluye que la serie es convergente en todos los reales. Ade-
mas, ya que la serie estd centrada en el origen, su radio de con-
vergencia es infinito, lo que implica que las graficas de las sumas
parciales convergen a una gréfica estable en el limite.

En general, después de este proceso es posible que el limite del
criterio de la razén arroje una expresion que dependa de x, digamos
g(x), pero como el criterio de la razén establece que el limite encon-
trado debe ser menor que uno, entonces se resuelve g(x) < 1, cuya
solucion corresponderd al dominio de convergencia de la serie.
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FiGura 7.17 Gréficas de las primeras

cinco sumas parciales de la serie de po-
n 2n+l

&, 020t
E —senx
2n+1

D

-2

Ficura 7.18 Grafica que muestra la po-
sible convergencia de la serie de poten-
0 o ])nXZnH
—> Sen X.
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< Series de Maclaurin y Taylor
Considera la serie de potencias:
g(x) = ¢y + ox + o + e + .
Calcula sus derivadas sucesivas evaludndolas en el origen, lo

cual se resume en la tabla 7.1.

TaeLa 7.1 Derivadas sucesivas de una serie de potencias evaluadas en el cero.

n | 9" 9" (0)
gix) =co + Cx + X%+ Cex® + L S
g'(X) = ¢, + 26X + 3Cx? + 4cxC + o
g'(X) =2¢, + 2 - 3Cx + 3 - 4cx® + 4 - Beox® + . 2¢,
g'X)=2-3c;+2-3-4c,x+3-4-5cx° + ... 2 -3¢, = 3lc,

n g =2-3..(h—Dnc,+2-3...(n— Dn(n + 1), X + ...

2-3...(n— Nnc, = nlc,

Ahora, considera que se tiene una funcioén conocida f(x), que
no es un polinomio necesariamente, y queremos conocer los valo-
res de las constantes c;, de tal manera que:

)= g"(x) = (c, +cx +e,x” +ex ++)", x =0

Es decir, se requiere que f(x) y g(x) coincidan en todas sus de-
rivadas alrededor del origen, esto significa que f(x) = g(x) siempre
que x = 0 (x esté muy cercano al cero), entonces cada derivada
sucesiva de f debe coincidir con la de g; esto es, f(0) = g"(0) para
todo n € N. Esta informacion se resume en la tabla 7.2, asi se tiene:

Tasa 7.2 Calculo de los coeficientes de una serie de potencias.

Calculo de ¢, con F™(0) = g™ (0)

€ ¢, = f(0)
& ¢, = f(0)
2¢c, ¢, = 1"(0)/2
2 - 3¢5 = 3lcy c; = "(0)/3!
n | 2-3...(n— T)nc, = nlc, c, = f00)/n!

Tomando los resultados de la tabla 7.2 y reconstruyendo la serie
encontrada, se tiene:
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f(x)= f(0) + f'(0)x + f'(0)x* + f" () +...+M+m
2! 3! n!

_ S0 o (0"
_nz:; (n—1)! P nl

n=0

Que se denomina serie de Maclaurin de f(x).

En particular, si en lugar de calcular alrededor del origen, se
calcula alrededor de x,, simplemente se hace una traslacion del eje
x, de tal forma que ahora el origen coincida con x = x,, lo que equi-
vale a sustituir x por x — x, en la expresion de la funcién y resulta:

F) = )+ F ) = )+ TN SR 2 )

f(n)(xo)(x _ xo)n o i f(nfl)(xo)(x _ xo)nﬂ

n! (n—1)!

- f(n)(xo)(x B xo)n
=2

n!
n=0

La nueva serie encontrada se denomina serie de Taylor alre-
dedor de x,,.

Las series de Taylor y Maclaurin en realidad tienen el mismo
uso; sin embargo, ambas son necesarias por condiciones de con-
vergencia, ya que la convergencia més rapida se da en el punto
en el que se calcula la serie; por ello, si los puntos de interés es-
tan fuera del origen llevamos all4 la serie y empleamos la serie de
Taylor. Por otro lado, si el problema se desarrolla en algtn lugar
muy cercano al origen, lo mas conveniente es emplear la serie de
Maclaurin.

Por ejemplo:
Calcula la serie de Maclaurin de f(x) = €.

Calculando las derivadas sucesivas, como se realiz6 en la tabla
7.2, se obtiene:

f)=e" = f@)= f'x)= f"(x) == )

De donde al evaluar en cero resulta:

f(O) = eo =1= f/(o) — f//(o) _ f " (0) — .= f(n)(O)
Sustituyendo en la estructura de la serie de Maclaurin se tiene:

x2 X x"

f(x)=e"=1l+x+—+—+-+—+--
2 3! n!

Aqui se ha utilizado la definicién 0! = 1, ya que el primer tér-
mino de la serie corresponde a n = 0; ademads, al emplear el criterio
de la razon se prueba muy facil que el radio de convergencia son
todos los reales. Observa la afirmacion je* es un polinomio infinito!

*
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Por altimo, podemos escribir el resultado en notacién sigma:

Donde ambas series son equivalentes por el corrimiento de in-
dice. En caso de que no exista confusion, se puede emplear cual-
quiera de éstas.

Es momento de regresar a la aplicacién 7.6.1. Ahora, ya puedes
justificar como e” se te brinda en la calculadora y extender el comen-
tario a In(x), sen(x), cos(x), etcétera.

Por ultimo, debe quedar claro el porqué se justifica la aproxi-
macién que observaste en las gréficas de las figuras 7.15, 7.16 y,
después, en la 7.18, en cuyo caso se puede calcular y mostrar que
la serie de Maclaurin de sen(x) corresponde con exactitud a la serie
analizada.

Aplicacion 7.6.2

Generando nuevas series

Debido a que las series de potencias resultan ser funciones muy
especiales, por sus condiciones de convergencia, poseen todos los
atributos de las mismas. Asi, es factible hacer sustituciones en sus
argumentos, derivarlas, desplazarlas o integrarlas, entre otras ope-
raciones disponibles.

Por ejemplo, se obtuvo:

Otra sustitucién puede ser:
SR e
!
n=0 n: n :

Esta secuencia te invita a tener cuidado al derivar, ya que es
posible que aparezcan términos extrafos que debes prever.

d 0 x2n d 00 x2n
—e" =2xe" =—| ) —|=—|1+ ) —
dx z::‘) n! dx nz—o nl
d 00 x2n 00 d xZn 00 2nx2n—l 00 x2n—1
= — —_— = —_— :2
dx nz=1 n! Z{dx ! Z{ n! g{(n—l)'

APLICACION 7.6.2

ACTIVIDAD PARA REFLEXIONAR Y
COMENTAR CON COMPANEROS
Y FACILITADOR.

Actitudes

> Interés por la abstraccion.

> Flexibilidad para estudiar nuevas pro-
puestas.

» Gusto por las interpretaciones gréfi-
cas.

> Gusto por el andlisis.

> Interés por los desarrollos algebrai-
os novedosos.

Desempenos

» Aplicacién correcta del concepto de
series y las modificaciones necesarias
para generar nuevas series, cdlculo e
interpretacion adecuada del radio de
convergencia.

Productos
> No son necesarios.

Criterios de calidad

I. Preguntas realizadas en clase alre-
dedor de las operaciones posibles
€N Series para generar nuevas.

il. Consideraciones algebraicas ade-
cuadas para evitar la aparicion de
términos extrafnos.

iii. Observaciones sobre la visualiza-
cion de la convergencia o diver-
gencia de las series.

Caracteristicas del producto

) Extension: una cuartilla.

b Individual O Equipo OJ

) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo CI

Sugerencias

b Producto optativo para realizarse en
equipo de tres personas.

b Discutir que los términos extranos
surgen cuando la férmula del término
n-ésimo aplica operaciones que hacen
desaparecer algtin término y en la ex-
presion algebraica aparece de manera
inconsistente.




Considera una situacién mdés importante: si sabemos que

n,2n+1
(sen x)" = cos x y ademads sen x = 2 1)736, se tiene que:
— (2n+1)!

00 n.2n+1 0 n,.2n+1
cosxziZ—( D Zzi—( )

dc= (2n+1)!  “dx (2n+1)!

v D) @A xS (=)

Cos X ,12;0 2n+1)! 2

Comparte con tus compafieros los siguientes andlisis, genera la
serie y calcula el radio de convergencia para:

1. sen (2x + 1)
2. x cos (2x)

5. sem1
X

6 CcosXx —sen2x

X

Actividad 7.6.2

Integracion por series

En ocasiones, surge la necesidad de resolver integrales de funcio-
nes que no tienen una antiderivada localizable por las técnicas de
integracion comunes, como las que se analizan en el capitulo 4 y
en las cuales se puede aplicar el andlisis de las series de Maclaurin
o de Taylor, como en el siguiente ejemplo:

Jor as= [ D= 31

Cuando la funcién es expresada como una serie de potencias,
la integracion de la funcién es posible integrando su serie, siempre
que x esté dentro del radio de convergencia.

2n+1
xn

(2;1 + 1)n!

Resuelve las siguientes integrales. Si es necesario, encuentra la
serie de Maclaurin o de Taylor necesaria, asi como el radio de con-
vergencia de la serie encontrada.

1. J‘%dx

2. J\/;ezx dx
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ACTIVIDAD 7.6.2
EVALUACION POR PRODUCTO.

Actitudes

> Creatividad en la generacion de nue-
Vas series.

> Interés por los desarrollos algebrai-
os novedosos.

» Gusto por la abstraccion.

Desempenos

» Planteamiento y desarrollo correcto
de cada una de las seis integrales so-
licitadas, asi como cdlculo adecuado
del radio de convergencia correspon-
diente.

Productos

> Ensayo con el andlisis y resolucion
de las seis integrales solicitadas, asi
como cdlculo correcto de sus radios
de convergencia.

Criterios de calidad

I. Muestra de la comprension
de que probar que una serie es
convergente no implica que se ha
encontrado su suma.

ii. Aproximacion de sumas selec-

cionando la cantidad adecuada

de términos en la suma parcial.

Reporte de las fuentes emplea-

das.

. Desarrollo correcto del proceso

algebraico.

Caracteristicas del producto

b Extension: dos cuartillas.

b Individual O Equipo OJ
) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0  Optativo CI

Sugerencias

) Producto obligatorio para realizarse
en equipo de tres personas.

b Pedir a los estudiantes que propon-
gan nuevos ejemplos de integrales
por series.

b Una funcion cualquiera se puede
aproximar en la vecindad de un pun-
to, por la suma parcial de los prime-
ros n términos; n se selecciona de
acuerdo con la exactitud deseada.




248 ¢ CALCULO INTEGRAL EN COMPETENCIAS

2
cosx
3.‘!. » dx

4. j sen xdx

) x

s, [ =1),
(x —1)°

Ejercicios 7.1

En los ejercicios 7.1.1 a 7.1.5.

Lista los primeros cinco términos de las sucesiones in-

dicadas:

71.1 {2—}
n

Resolucion

Al sustituirn =1, 2, ..., 5 enla expresion de a,,:

4

N |
w| oo

{z,

16 32
/4/5/-~~

n+2

Resolucion

Al sustituirn =1, 2, ..., 5 enla expresion de a,,:

1.39 278
3" 4’5" 6’7"

7.1.3 {(5;1 - 3)i}

Resolucion

Al sustituirn =1, 2, ..., 5 en la expresion de a,;:

2,47, 402,47 42, .}

73 e 27|

ACTIVIDAD DE ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Actitudes

» Trabajo en equipo.

» Interés por la abstraccion.

» Interés por la investigacion.

» Interés por la resolucién de situaciones novedo-
sas.

» Compromiso ético.

Productos

> No son necesarios, aunque se espera que el
estudiante intente la solucion de los ejercicios
antes de ver su resolucion. Aun asi, puesto que
algun ejercicio puede representar una situacion
novedosa, se incluye la resolucion para que el
lector la estudie, la analice con cuidado y plan-
tee sus dudas en la clase al facilitador o con sus
companeros de equipo.

Desempenos
» Participacion en la clase.

Criterios de calidad

I. Presentacion de preguntas de interés grupal
o individual, respecto de la resolucion de los
ejercicios.

ii. Presentacion en clase o con los companeros
de ejercicios tomados de otras fuentes.

Caracteristicas del producto
» Extension: libre.

» Individual O Equipo O
» Fecha de entrega:
» Obligatorio 0  Optativo CJ

Sugerencias

» Actividad de revision obligatoria extraclase, sin
manifestacion de productos o desempefios.

» Planear al menos una sesion en la clase para
preguntas sobre los ejercicios.

» Propiciar el aprendizaje colaborativo.
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Resolucion

Al sustituirn =1, 2, ...,5 enla expresiéon de a,:

{sen (37), sen (3—77-), sen (3—7TJ, sen (3—77-}, sen (3—77], }
2 3 4 5

ras {22
n

Resolucion

Al sustituirn =1, 2, ..., 5 en la expresion de a,;:
{2 4t 6t 8! 10! }

En los ejercicios 7.1.6 a 7.1.10.

Encuentra una férmula para el término a, de las sucesiones lista-
das en forma extensiva:

7.1.6 {1,0,1,0, ...}

Resolucion

Se espera tu creatividad al responder a cuestionamientos de este
tipo, ya que siempre existen infinitas maneras de resolver ejerci-
cios como éste. Para ello, considera las siguientes propuestas de

respuesta:
_q\n+l
1 _1+(=0)
" 2
__q\n+t1l
5 o Z 5L+
" 10

3.a, = ‘cos[(n —Dm/ 2]‘
44 = 1 — cos(nm)
g 2
5.a, = ‘sen (nm / 2)‘
Como puedes notar, los casos 1y 2 son idénticos y resultan de
multiplicar por un factor unitario, en este caso 1 = 5/5 = k/k, lo
cual te indica las infinitas formas que se pueden construir con una

expresion ya encontrada, por lo que no debe quedar duda de que
existen infinitas maneras en todos los casos.

717 {3 2420 }
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Resolucion

En caso de cocientes, se sugiere analizar la sucesién de denomina-
dores por separado de la sucesion de numeradores, en general de
los diferentes factores que se observen en la expresion.

Para la sucesion {2, 3,4, 5, 6, ...} del numerador se tiene {n + 1},
mientras que para el denominador {1, 6, 11, 16, 21, ...} se observa
que los elementos aumentan de 5 en 5, lo que resulta {51 — 4}; en-
tonces:

n+1

a p—
" Bn—4
7.1.8 —é, 0, —E, 0, —i, 0,...
1 4 16

Resolucion

Para el numerador {—3, 0, =3, 0, ...} usando la respuesta del ejer-
cicio 7.1.6, se tiene {—3(1 +(—1)""") / 2}, mientras que para el deno-
minador {1, ?, 4, ?, 16, ?, ...}, donde se coloco “?” en los elementos
pares, ya que no importa el valor que se tenga ahi porque va a ser
multiplicado por cero del numerador. Por tanto, se puede comple-

tar como {1, 2, 4, 8, 16, ...}, que corresponde a {2(”_1)} y resulta:
3(1+ (="
o 2 (=1 -

n 27[—1 21’1

719 {2,5,4,10,6,15,8, 20,10, ...}

Resolucion

Si analizas con cuidado, puedes concluir que se observan dos sub-
sucesiones: la primera es {2, 4, 6, 8, 10, ...} y corresponde a los tér-
minos impares, mientras que para los términos pares se tiene {5,
10, 15, 20, ...}; si no fuera por su posicion, las sucesiones tendrian
los términos {2n} y {5n}, pero como no estan en sus lugares corres-
pondientes, en realidad tenemos: {2,7,4,7?,6,7?,8,?,10, ...}, que si-
guiendo lo sugerido en el ejercicio 7.1.8 se puede completar como:
{2,0(3), 4, 0(5), 6, 0(7), 8, 0(9), 10, ...}.

Por otro lado, la otra parte también se puede presentar ast:

0-5 25 0-3-5 4-5 0:-5-5 6:5 0-7-5 8-5
7 ’ ) 7 ) ’ ) s 5 ’ > , 5 ’ 5 g oo

Ahora, podemos sumar término a término las sucesiones en-
contradas y obtendremos la sucesién solicitada, con la estructura
que emplea la respuesta del ejercicio 7.1.1:

12,0,4,0,6,0,8,0,10,...} = {[Lzl)ﬂ:l(n + 1)}



+ _ n
Para la otra subsucesion que incluye {0,1,0,1,...} = % se
hace lo mismo, considerando que tiene factores constantes:
0-5 2:5 0:3:5 4-5 0:5:5 6-5 _ §(1+(—1)”)
2 27 2 727 2 7 277 2 2

Al final, se suman ambas sucesiones y se tiene la respuesta de-
seada:

{[(1 S ) (U VO <—1>”>}
2 4

1 1 1 1

7410 {-1, =, ——, —,———, ...
{ 2" 624" 120 }

Resolucion

Como 1! =1, 2! =2, 3! =6, 4! = 24, 5! = 120,... y la sucesion es

alternante se tiene:
="
n!

En los ejercicios 7.1.11 a 7.1.15.

Utilizando Winplot® u otro software y una escala adecuada, en-
cuentra la grafica de las sucesiones mostradas.

n—1
7.1.11 3(1)
4

Resolucion

Véase figura 7.19.

Resolucion

Observa que n # {1, 2}; ya que dichos valores no estan en el domi-
nio de la sucesion, su grafica se observa en la figura 7.20.

2 _
7113 {2 1
2n° +3

Resolucion

Véase figura 7.21.
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FiGura 7.19 Respuesta al ejercicio 7.1.11.

1234567 8 9101112131415

FIGURA 7.20 Respuesta al ejercicio 7.1.12.

X
9 10

1 2 3 4 5 6 7 8

FiGura 7.21 Respuesta al ejercicio 7.1.13.
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7114 sen’(3nm / 2)
o 3nm /2

Resolucion

Véase figura 7.22.

7.1.15 (— E)
n

Resolucion

Véase figura 7.23.

En los ejercicios 7.1.16 a 7.1.20.

Indica si la sucesioén dada es creciente, decreciente, mondtona, al-
ternante, acotada o ninguna de éstas. Justifica tu respuesta y com-
prueba la convergencia o divergencia de la sucesion:

7116 -
n+5

Resolucion

Considera la comparacién entre a,,, y a,; como se desconoce el
signo de la comparacion éste se ha escrito como “?”, todos los tér-
minos son positivos, asi que la desigualdad no se altera con las
operaciones:

a

n+1 ? an

n+17 n
n+6 n+b
(n+5)m+1)?nn+ 6)
n+6n+52n*+ 6n
5?0,c0m05>0:>an+1>an

Al final, la expresién “5?0” permite afirmar que la relacion es
del tipo >, de donde se desprende que la sucesion es creciente y,
por tanto, monoétona; puesto que:

La sucesioén es acotada por [1/6, 1]; al ser creciente, su menor ele-
mento es 4, y converge a 1.

1"
7.1.17 { s 1}

- X

123456 78 91011121314151617 1819 20

FiGura 7.22 Respuesta al ejercicio 7.1.14.

-2

Ficura 7.23 Respuesta al ejercicio 7.1.15.



Resolucion

La sucesion es alternante, por lo que no puede ser creciente ni de-
creciente, como:
_1 n
1,
3"+1
La sucesion converge a 0. Ademas, es acotada, ya que sus tér-

minos absolutos son decrecientes y sus dos primeros términos son
los mayores; asi, a;, = —1/4 y a, = 1/10 la acotan en [—1/4, 1/10].

lim

7.1.18 {cos (nm/2)}

Resolucion

Puesto que {cos (n/2)} corresponde a {cos 90°, cos 180° cos 270°,
cos 360°, ...}, resulta, por su periodicidad equivalente a {0, —1,0, 1,
0,-1,0,1, ...}; asi, concluimos, por observacién, que la sucesién es
acotada en [—1, 1] y divergente.

n

Resolucion
Como: lim ———— = limL = lim(n + 1) = co resuelto con ayu-
In(n+1) 1
n+1

da de la regla de L'Hopital, la sucesion es divergente al infinito; se
remarca esto altimo porque para ello la sucesion debe ser creciente
y no acotada para un valor suficientemente grande de 7.

2
7.1.20 (1 - 1)
n

Resolucion

Ya que se desconoce la relacion entre a,,, y a,, escribimos su re-
laciéon desconocida como a, ., ? 4, Como la serie es de términos
positivos, no se altera con las operaciones efectuadas, de donde:

an+l?an
1Y 1Y
1- ?211-=
n+1 n
2 2
n+1—1 ) n—1
n+1 | n
n*2n—1>n+1>=mn>—-1>=n*-2n>+1
0?—2n%+1

CapiTULO 7 Sucesiones y series

*

253



254 <+ CALCULO INTEGRAL EN COMPETENCIAS

Como 0 > —2n? + 1, 1a sucesion es creciente (por tanto, es monétona);

2
ademas, es acotada por [0, 1] y convergente con lim (1 — —] =1.
n

En los ejercicios 7.1.21 a 7.1.25.

Calcula los primeros cinco términos de la sucesién de sumas par-
ciales.

7121 Y —

n+>5
Resolucion
1
Sl=g
51,2
6 7
g 1,23
5 6 7 8
g 1,23 4
6 7 8 09
1 2 3 4 5
S.==+Z 4+ 4+ +—
> 6 7 8 9 10
="
7.1.22
251
Resolucion
5, =1
1
52:1_1
o1 1.1
4 10
s oql,1 1
4 10 28
o ly1o11
4 10 28 82

nwr
7.1.23 cos| —
Resolucion

5,=0



S, =0-1+0=—1
S,=0-1+0+1=0
S5=0-1+0+1+0=0

n
7124 Y ——
2 In(n + 1)

Resolucion
5oL
In2
G- 1.2
In2 In3
S, = 1 + 2 + 3
In2 In3 In4

1 2 3 4

S, = +
In2  In3 In4 In5

5

1 2 3+4

=——+—+ +
> In2 In3 4 In5 Iné6

7.1.25 2(1 - 1]2

n

Resolucion
5 =0

1
Szzz
s 1.4

4 9
s o1,4,9

4 9 16

1 4 9 16
So=—+—+—+_—

4 9 16 25

En los ejercicios 7.1.26 a 7.1.31.

Calcula la convergencia o divergencia. En caso de convergencia,

calcula el valor de la suma:

7&%}2%

Resolucion

La serie corresponde a 2H, el doble de la serie armoénica, y puesto
que H es divergente, también lo es 2H.

CapiTULO 7 Sucesiones y series
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1

7.1.27 —
n=0 3
Resolucion

La serie que se presenta es una serie geométricaconr = 1/3 <1,
que es convergente. SusumaesS=1/(1 —-1/3) =3/2.

nir
7.1.28 —
2( - )

Resolucion

Puesto que lim cos(n7/2) no existe, la serie es divergente.

n
7129 Y ————
z In(n +1)

Resolucion

n . .
Como lim ————— = oo, la serie es divergente.
In(n +1)

7.1.30 2 (%J
n=0

Resolucion

Esta es una serie geométrica con v = 4/5 < 1; por tanto, es conver-
gentey susumaesS =1/(1 —4/5) =5.

71312 3n _3n+3
o 2n—1 2n+1

Resolucion

Observa que si en el término 3n/(2n — 1) se sustituye n por n + 1
resulta:

3+ 1)/[2(n + 1) — 1] = 3n + 3)/(2n + 1)

Por lo que se tiene Z(an —a una serie telescoépica y, por

n+1 )’
tanto, convergente, para la cual su suma es:

3n+3 3 3
Szl, - :1/ 3— :3—_:_
1m(a1 anﬂ) 1m[ oy T 1:| > =3

En los ejercicios 7.1.32 a 7.1.37.

Prueba si las siguientes series son convergentes o divergentes:

3
71.32 ) -
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Resolucion
Considera la serie z 1/n?, que es una serie p, con p = 2y, por tan-
to, convergente; se tiene que 32 1/n* = 2 3/ n® es convergente.

Por tltimo, como 3/ (n* + 5) < 3/n* para toda n se demuestra que
se cumple el criterio de comparacién T7.7 y la serie bajo prueba es
convergente.

7.1.33 2 . i >
n=3

Resolucion

Sea la serie armoénica H = 2 1/ n que sabemos es divergente, por
el criterio de comparacion al limite T7.8 se tiene:

lim

I
Il

1im”_2=11m[1—3)=1>0

n n

n—2

Por lo que ambas series divergen, y en particular la que tene-
mos bajo prueba. Nota que la serie en prueba carece de sus dos
primeros elementos, que es una suma finita, lo cual no contradice
el resultado encontrado.

1
7134 3. Jo+ 1) +2)

Resolucion

Considera de nuevo la serie armoénica, que sabemos es divergente,
y aplica el criterio de comparacion al limite T7.8; entonces:

1
) n  Jm+D)m+2) o n*+3n+2
lim = lim =limY*+—-—rnr—
1 n \/?
Jo+ 1) +2)
—lim 142+ 2 =1>0
n n2

Se concluye que ambas series son divergentes.

2

7135 ¥ L
n!
Resolucion

Considera el criterio de la razén T7.11. Como la serie es de térmi-
nos positivos, el valor absoluto de la prueba es irrelevante, enton-
ces se tiene:

*
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(n+17
lim unJrl :limm = lim (Tl +1)2n| — lim (1’1 +1)2
g ﬁ nZ(Vl + 1)' 7’12(11 + 1)
n!
+
n n n

De donde se sigue que la serie es convergente.

71.36 ) Znsi N
n=1

Resolucion

Considera la serie 23” /2" = 2(3 /2)", que es una serie geomé-

tricaconr = 3/2 > 1, y por tanto divergente. Por el criterio de com-
paracion en el limite T7.8, se tiene:

3]’1
im—2" = tm o Y 1L =10
3 31" 2"
2" 1

Se concluye que ambas divergen.

-1)"n
7.1.37 Z(ﬁ]

Resolucion

Como la serie es alternante, aplicamos el criterio correspondiente

a este tipo de serie T7.9, el cual pide que lim‘an‘ =(; en efecto, se
tiene:

Ademas, se satisface ’an +1‘ < ‘an , como se muestra en seguida,

por lo que la serie alternante bajo estudio converge. Para probar

. R )
que ‘un +1‘ < ’an , considera la relacién incégnita ‘an +1‘ ? ‘an , para la

cual se satisface:

?
n+1‘ cla

la

n

n+1 ) n

(n+2)3"" " (n+1)3"
(n+1)*?3n(n +2)

n?+2n+123n* + 6n



CapiTULO 7 Sucesiones y series

1?22n* + 4n
1<2n®+ 4n

a a

n+1 n

‘ <

En los ejercicios 7.1.38 a 7.1.40.

Encuentra una representacion en serie de potencia para las siguien-
tes funciones y calcula el intervalo de convergencia:

7138 f(x)= 1

Resolucion

Como la serie geométrica tiene como suma S = 1/(1 — r), al hacer
r = 2x, la funcién corresponde al resultado de una serie geométrica
con tal 7; luego, expresandola de acuerdo con el desarrollo se tiene:

flx)y=1+2x+ A2 + 8% + oo 2L
Al aplicar el criterio de la razén T7.11, se tiene:

2" x"

— =linr12‘x‘<1:>‘x‘<1:>—1<x<1
2" X" 2 2

n—00 2

lim

Este corresponde con el intervalo de convergencia; de igual
forma, como la serie estd centrada en el origen, el radio de conver-
gencia es 1/2 . Una alternativa mas de solucién es calcular su serie
de Maclaurin.

X

7139 f(x)=—

Resolucion

Consideremos de nuevo la serie geométrica como modelo, por lo
que resulta:

X 1 X 1 X 1
f(x)=x+2=x x+2 :E X :E X
2 2

2 3
S F
2 2 4 8
n+l n

2 3 _q\ntl_ n 0
_X_+x__...+(1>7x+...:2<1>7x
4 8 211 n=1 211

x
2

Respecto a su intervalo de convergencia, de nuevo, por el crite-
rio de la razén T7.11, se tiene:

*
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(_1)n xn+1
2n+1
(_1)n+1 xn

211

lim =lim[@}<1:>‘x‘<2:>—2<x<2

2
7140 1| %
dx| 2 + 3x
Resolucion

Partiendo de la misma idea de la serie geométrica, se tiene:

—X
2

o d x> ) d«x? 1
f"”‘a[—ﬂsx)‘a? 71_(_3 ]

Por dltimo, el intervalo de convergencia calculado por el crite-
rio de la razén T7.11 resulta:

2
[(n + 2)3|x\J , (1 * n)?”x‘
m S N = e —

lim
+1)2
(n+1) (1+1)2
n

3
n+1 x"
(1+1)7,

3 2 2
=—M<1:——<x<—
2 3 3

En los ejercicios 7.1.41 a 7.1.45.
Calcular la serie de Taylor o Maclaurin solicitada.
7.1.41 Calcula la serie de Maclaurin para f(x) = cos x.

Resolucion

De acuerdo con la definicion, se requiere calcular las derivadas de
f(x) = cos x, lo que se muestra en la tabla 7.3.
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TaeLa 7.3 Calculo de los coeficientes de la serie de potencias de f(x) = cos x.

no | O x) | f(0)
0 COS X 1

1 —sen x 0
2 —COS X =1

3 sen x 0
4 .. se repite en ciclos

Al construir la serie resulta:

I
=
I
=
i\
-

1 1 1 1
cosx=—+0x——x>+0x° +—x* +0x° ——x° +...
0! 21 4! 6!

:1_lz+lx4__ n2n

o 217 T4 _2 2n)‘

Y se prueba muy facil que su intervalo de convergencia es
todo R.

7.1.42 Emplea el resultado del ejercicio 7.1.40 para calcular la serie
para f(x) = x cos x°.

Resolucion
Como:

B (_l)ann . (_1)n (x2)2n B (_1)n x4n+1
cosx—nzzowjxcosx —xnzo—(zn)! —;0—(2”)'

7.1.43 Encuentra la serie de Maclaurin para la funcion f(x) = sen x/

P

Resolucion

Como (cos x)' = —sen x se tiene del ejercicio 7.1.40:

_q\n..2n _q\ntl_2n-1
senx:—iconz_EZ( 1) X zzzn( 1) X
dx dx &~ (2n)! ~ (2n)!

n+1 2n—1 ( 1)n 2n+1

z x
~ 2n—1' ~ (2n+1)!

que converge para todo R.
Ahora, la serie solicitada, que también converge en todo R es:

n 2n+1 (_1)n x2n+172

senx _ _
22 2n+1 _nz_o (2n +1)!
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(_1)nx2n71
(2n + 1)!

senx
2 —Z

X n=0

7.1.44 Calcula la serie de Taylor para f(x) = ¢**, alrededor de x = 3.

Resolucion

Sabemos que la serie de Maclaurin para e* = Zx—‘ y la serie de
Taylor establece: n=0 "
F(x) n
f) =2 = (x — x,)
n=0 n
Ademas, las derivadas (¢")"” = ¢, resulta que f"(3) = ¢°, por lo
que, alrededor de 3:
3 n
X _ E_ _ o\ 3 (x — 3)
e —Z{)n!(x 3)" =e z_é—n!

Al final, la serie solicitada convergente para todo R es:

2x o n 6 2"(x - 3)"
e :20%[2@—3)] 2627(){”! )

n=0

Nota que (¢*)" = 2"¢*, luego f"(3) = 2"¢°, por lo que se llega al
mismo resultado si se aplica directamente la expresion de la serie
de Taylor.

7.1.45 Calcula la serie de Taylor alrededor de x = 2 para la funcién
f@) =1/ + x).
Resolucion

Toma la serie geométrica como modelo, entonces:

1 1 1 1

S Ty 2 —2+2)  d=((x=2)

_1 1 I _x=m2 (-2 (x-2)
4, (x-2) 4 4 42 4

4

=g =y LA

n=0

En los ejercicios 7.1.46 a 7.1.49.

Resuelve las integrales propuestas.

2e*
3 dx

7.1.46 j
X




Resolucion
sze: xzzfx_lazfl_nd :;O%an—?’dx
Al e e
o R At I

7.1.47 j Jxe? dx

Resolucion

3
1 n n n+—
2x — 2 (23() — n+5 — - x ?
J‘\/;e dx Jx Z{) ' dx 2 J- dx = 2 3
n n= n n + .
s 2
B _n xn+§ B z 2n+1
! H
“n! 1(2 7t 3) n02n+3n
2
71.48 Icosx
Resolucion

Desde luego, es mejor aproximar la integral planteada por méto-
dos numéricos; pero, por ahora, para la practica de integracién en
series, considera:

cosx , )R C | K S
.[ I Z dx = Z (2n)! Jx dx
n=0 1

D" T 2no (G D" T 2no

= X dx = X “dx + X dx
~ (2n)! -!‘ 0! -!‘ nz:{ (2n)! -[

m _ 1\ on—1 |7 1\ 2n—1 __
_ 1 N D" x :1_l+ D" 1

x, &= (2n)! 2n—1), T~ (2n)! 2n-1

j T dx ~ 052191
1 x

sen x

7149j dx

Resolucion

sen x _ n 2n+1 B (_1)n 211—1
IT x=[x 32 2n+1 x_nzzo(2n+1)!J.x i
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AUTOEVALUACION 7.1-7.5

EVALUACION POR CONOCIMIENTO,
ACTIVIDAD DE ENTRENAMIENTO
INDIVIDUAL Y GRUPAL.

Actitudes

> Trabajo en equipo.

> Interés en la abstraccion.

> Interés por la resolucion de situacio-
nes novedosas.

» Compromiso ético.

Productos

> No son necesarios, aunque se espera
que el estudiante, de manera indivi-
dual o en equipo, intente la solucién
de cada autoevaluacion.

> Es muy importante que se muestre
el dominio de los métodos de inte-
gracion mediante la resolucion de los
diversos ejercicios en forma analitica
y con el uso de tablas.

Desempenos
> Observable en el producto.

Criterios de calidad

I. Presentacion de preguntas de
interés grupal o individual, res-
pecto de la resolucién de los
cuestionamientos.

ii. Presentacion en clase o con los
compafieros de ejercicios de
otras fuentes.

iii. Conjeturas adecuadas sobre
variantes o implicaciones de los
cuestionamientos.

Sugerencias

b Actividad de revision obligatoria extra-
clase, sin manifestacion de productos
o desempefios, se puede optar por
seleccionar algunos de los cuestiona-
mientos para estructurar evaluaciones
de conceptos y operatividad.

b Planear, al menos, una sesion en la
clase para discusion grupal.

b Propiciar el trabajo en equipo.
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2

2n+=

B G VY T O < G VA S
_Z(2n+1)'jx 3dx_2(2n+1)' 2
n=0 : n=0 : 2n+ =

3

211-*—g

senx , 3 —D"x 3
ng/} dx_EnE_O(3n+1)(2n+1)!

Autoevaluacion 7.1

Resuelve los siguientes planteamientos:

7.1.1 Escribe los primeros términos de la sucesién y determina si
es convergente o no:

en

2"

7.1.2 Determina si la sucesién dada es convergente o divergente:

{(_1)" n j— 1}

7.1.3 Determina una férmula para la sucesion:

L2 345
13/ 5/71 91"'

7.1.4 Determina una férmula para la sucesion:

{1_1 1 11 11 11 1 }
o

4 SN A A T
2°'2 33 44 55
7.1.5 Determina una férmula no recurrente para la sucesion recu-
a .
rrente: a = -, a, = 1. Demuestra si es convergente.
n

Autoevaluacion 7.2

Resuelve los siguientes planteamientos.

Determina si la serie converge o diverge. En caso de que con-
verja encuentra su suma:

< (1Y 1Y
7.2.1 2| 2| +3[=
>3] ()

722 3 L_i}
n=1

n+1?> n®

Determina si la serie dada es convergente o no, indica el crite-
rio que usaste:

AUTOEVALUACION 7.1

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

b En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

Extension: libre.

Individual 0 Equipo O

Fecha de entrega:

Obligatorio 0  Optativo O

v v vV

AUTOEVALUACION 7.2

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

) En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

Extension: libre.

Individual O Equipo I

Fecha de entrega:

Obligatorio 0 Optativo O

v v v Vv




“n®—4n® +1

o) n n
7.2.4 Z( }

—=\3n+2

7.2.5 Un resultado muy importante es que:

lim (1 + 1] =e
n—00 n

Con ese resultado conocido, prueba la convergencia o diver-
gencia de la serie:

Autoevaluacion 7.3

Resuelve los siguientes planteamientos:

7.3.1 Expresa en series de potencias la funcion:

3( 1
-3 575)

7.3.2 Construye una serie de potencias en x = 2 para la funcién:

f) =22

:2+x
7.3.3 Encuentra la serie de Maclaurin para: f(x)= mxcos(27 / x)

et +e

7.3.4 Sabiendo que cosh(x) = , encuentra la serie de Mac-

laurin correspondiente.

7.3.5 Calculala serie de Maclaurin para tan”" x y tisala para aproxi-
mar el valor de 7 hasta seis decimales.

Autoevaluacion 7.4
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SUGERENCIA EVALUACIONES

EVALUACION POR CONOCIMIENTO,
ACTIVIDAD DE ENTRENAMIENTO
INDIVIDUAL Y GRUPAL.

> En caso de que el facilitador o los
propios estudiantes consideren la ne-
cesidad de realizar alguna evaluacion
por conocimientos, se puede disefar
un examen que emplee una combi-
nacién de cuestionamientos incluidos
en estas autoevaluaciones, adiciones
de otras fuentes y, sobre todo, pro-
puestas de su propia creacion.

AUTOEVALUACION 7.3

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

b En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

b Extension: libre.

b Individual O Equipo OJ

) Fecha de entrega:

) Obligatorio 0 Optativo [J

AUTOEVALUACION 7.4

7.4.1 Calcula una férmula para la sucesion:
{2,0,6,0,10,0,14,0, ...}
7.4.2 Demuestra si es convergente la sucesion:
e ™

7.4.3 Escribe la quinta suma parcial de la serie:

i cos(2nmrx)
~ 4n’n

7.4.4 Escribe una serie de potencias para:

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

) En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

Extension: libre.

Individual O Equipo O

Fecha de entrega:

Obligatorio 0 Optativo O

v v v Vv




266 ¢ CALCULO INTEGRAL EN COMPETENCIAS

x
4dx -3

flx)=

7.4.5 Calcula una aproximacion polinémica de tercer grado alre-

dedor de x = 7 para la funcién:

Autoevaluacion 7.5

7.5.1 Demuestra la convergencia o divergencia de la serie:

Y

7.5.2 Calcula una aproximacion para la serie en x = 1.1.

()

|
n=1 n:

7.5.3 Calcula una serie para:

! sen(mx)

fx)=

7.5.4 Calcula el radio de convergencia para la serie de ¢**°

7.5.5 Resuelve _[ In(x +2) dx sabiendo que

T
00 1)n+1
Z‘ n + 1 '

Autoevaluacion 7.6

AUTOEVALUACION 7.5

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

b En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

Extension: libre.

Individual O Equipo O

Fecha de entrega:

Obligatorio 0  Optativo [

v v v Vv

7.6.1 Demuestra la convergencia o divergencia de la serie:

i (_1)nx2n+l
- 2n+1
7.6.2 Aproxima el valor de In(1.3) con la serie:
x (—1)'(x — 1)+
ln(x)z%—( )1i+1 )
7.6.3 Calcula una serie para:
f(x)y=(x+2)Inx

7.6.4 Resuelve J%/; tan~" xdx, sabiendo que

00 ¢ q\h .2n+1l
tan71x=27( 1)"x .
= 2n+1

AUTOEVALUACION 7.6

EVALUACION POR CONOCIMIENTO
Y DESEMPENO, ACTIVIDAD DE
ENTRENAMIENTO INDIVIDUAL Y
GRUPAL.

Caracteristicas del producto

) En caso de considerar la entrega de
la resolucion de la autoevaluacion
como producto:

Extension: libre.

Individual O Equipo I

Fecha de entrega:

Obligatorio 0 Optativo O

v v v Vv




7.6.5 Resuelve J.J 3x +11In(3x + 2)dx, sabiendo que

1)n+1

-3 U

=0 n+1

Solucion a la autoevaluacion 7.1

2 3 n
7.1.1 E,e—,e—,... , es divergente lime—=oo.
2°4° 8

n—oo QM

7.1.2 La sucesion es divergente, su limite no existe.

7.1.3 {(_1),1”}
2n—1

7.1.4 11
n n+l
7.1.5 Alaplicarlaférmulademanerasucesiva, setiene:a,=1, a, = 1

1
1 1 1 1 1
a, = /t14: ,a5= ...an= =
2-3 2-3-4 2:3-4--(n—1) (n—1)!

4

32

L. . ) 1
Como su limite existe, es convergente: lim ( D =0
n—1)!

Solucion a la autoevaluacion 7.2

7.2.1 Se tiene la suma de dos series geométricas con razones me-
nores que uno, entonces la serie es convergente y su suma 33/5.

7.2.2 La serie es una serie telescopica, por lo que es convergente y
su suma es 3.

7.2.3 Considera la serie p, con p = 2, que es convergente y al em-
plear el criterio de comparacioén al limite, se encuentra que ambas

a
convergen: lim -+ =4>0

n—o00

7.2.4 Al emplear el criterio de la raiz, se prueba que la serie es con-
vergente.

7.2.5 Al emplear el criterio de la razén, se prueba que el limite es
1/e <1, por lo que la serie es convergente.

Solucion a la autoevaluacion 7.3

7.3.1 Considera la secuencia de operaciones que permite construir
una serie geométrica para al final obtener:

00 3n+1 B
- g ( 2n+1 1}

CapiTULO 7 Sucesiones y series
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7.3.2 Al realizar una secuencia algebraica se logra la construccion
de una serie geométrica:

3—x :i( 1)71 i n+1 2)n+1
2 + x —- 4n+1 — 4n+1
7.3.3 f(x)=mxcos(2m/x) = 2 n)
x2n
7.3.4 coshx = Z
— (2n)!

Se obtiene una serie como la de cos x, pero sin ser alternante.
n 2n+1

7.35 tan 'x =
o 2:4 2n +1

Para aproximar el valor de 7 hasta 6 decimales, utiliza el hecho
de que tan"'1 = 7 / 4, de donde al evaluar la serie en 1 y multipli-
car por 4 se debe tener la aproximacién deseada, sumando tantos
términos como convenga.

Solucion a la autoevaluacion 7.4
7.4.1 {2,0,6,0,10,0,14,0, ...}, a, = n(1 —(—1)"
7.4.2 Convergente six > 0.

743 5, = {052 , cos(4mx) , cos(6mx)
+ cos(8mx) N cos(107x)
16 25
1 (4)
744 f(x)=——3|2 _3
) 32(3J

n=1

7.4.5 Al derivar, como indica la serie de Taylor, se obtienen los
coeficientes:

¢, = f(m) =237 —4)7"?
¢, = fl(m)=—3(3m —4)

2

c,=f"(m)= 3?(377 — 472

4
3 7/2

c, = f"(m)= Z5(37‘r 4)"

c

fx) = ¢y +ey(x =)+ (x — ) 42

é’(x — )’



Solucion a la autoevaluacion 7.5

7.5.1 Alemplear la serie H y el criterio de comparacion en el limite,
arroja un resultado de J3 que indica que ambas son divergentes.

Zn
7.5.2 Z( J = 270439

2n+1 + 2n+1
1 sen 7Tx 2 (x 1)
"2 (2n +1)!

7.5.4 Los reales.

753 >

In(x+2), _ zi (-1)"(x + 1"

[y +1 — (n+1)(2n+3)

Solucion la autoevaluacion 7.6

755 j

7.6.1 La serie converge si ‘x‘ <1, de acuerdo con el criterio de la
razon.

S (—1)"(1.3 — 1)

7.6.2 In(1.3) = ~ (.262364
(1.3) nz::‘) n+1
00 (_1)n(x _ 1)n+1

763 (x +2))y —F——F—

(x )Z_“ n+1

nx2n+7/3

7.6.4 t dx=3

J\/_an T Z2n+1 (6n+7)

23 (—1)"(Bx +1)"/2
7.65 [J3x+1In(3x +2)d
[+ 1in (@ +2)de = Z:; (n+1)(2n +5)
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