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Este libro es la continuacion de Célculo 1, publicado por primera vez hace mas
de diez afos. En ese tiempo he tratado de reunir mis experiencias como profesora /
de la materia en el nivel terciario y universitario, para compiletar los temas del célculo
diferencial e integral con un enfoque elemental que, al mismo tiempo, pretende ser
riguroso y actualizado.

En Caélculo 2 analizo, en su mayor parte, cuestiones relacionadas con funciones

-de dos y tres variables reales. También presento, aungue de manera menos detalla-
da, funciones vectoriales, campos vectoriales y una introduccion al tema de las
ecuaciones diferenciales.

He utilizado una notacion que busca simplificar la escritura. En efecto, la mayo-
ria de los libros de Calculo emplean simbolos en “negrita” para indicar funciones
vectoriales ¢ campos vectoriales. Esto no resulta practico, en absoluto, ni para el
profesor ni para los alumnos. Por eso, como algo trivial pero tal vez novedoso, he
propuesto la siguiente notacién para funciones: f si es funcién escalar, F si es campo
escalar (con dominio incluido en R" para n = 2), T si es funcién vectorial (con recorri-
do incluido en R" paran=2) y F para campo vectorial (con dominio incluido
en R" para n = 2y recorrido incluido en R™ param = 2).

Cuando he considerado que alguna demostracion puede obviarse, por ser de-
masiado extensa o presentar ciertas dificultades, he antepuesto, igual que en el
primer volumen, el simbolo ¢. :

No quiero concluir estas lineas sin agradecer profundamente a la profesora
Asuncion Lépez Henriquez sus valiosos comentarios'y sugerencias al leer los origi-
nales y a la profesora Maria Teresa Figueroa su revision de los trabajos practicos.
También mi reconocimiento a la Editorial “El Ateneo” por haberme brindado un apo-
yc calido y eficiente.

Finalmente, quiero expresar mi deseo sincero de que este libro pueda ser util, de
alguna forma, a quien lo lea. Ese fue el motivo que me llevo a escribirlo.

HEBE T. RABUFFETT!I

.



1. ESPACIO METRICO

Es necesario extender al plano, al espacio y al espacio n-dimensional las no-
ciones de intervalo, entorno, punto de acumulacién, punto interior, etc., dadas con
referencia a la recta real. Para poder hacerlo, debemos definir, en primer lugar, una
distancia entre puntos de un mismo espacio, asi como en la recta real se define
distancia entre dos puntos de la misma. _

;;Todo conjunto no vacio, o espacio, entre cuyos elementos (llamados puntos)
se define una distancia, se denomina espacio métrico, A partir de la definicién de
distancia, puede darse, en cualquier espacio métrico, I& nocién de entorno y, de in-
mediato, la de punto de acumulacion, punto interior, conjunto cerrado, conjunto abier-
to, etcétera.

I. Distancia

Es usual definir una distancia en cualquier espacio no vacio E, como una fun-
cion de E x E en el conjunto de los nimeros reales, sujeta a determinadas exigen-.
cias o axiomas. Al referirnos a una funcién de E2 en R, indicamos que a cada par
de puntos de E le corresponde un Gnico nimero real, llamado distancia entre ambos.
De las nociones -de geometria elemental surge que la distancia debe ser siempre un
ndmero positivo si los puntos son distintos.

Definiciéon

La funcion d: E X E — R es una distancia en el conjunto E si y s6lo si veri-
fica los siguientes axiomas:

1) vVaVb: (a€E A beE = d(a;b)=0).

2) Vavb: [a€E A beE= (d(ajb) = 0 < a =b)].

3) Vavb: (a€E A beE = d(a;b) = d(b;a)).

4) VavbVc: (a€E A beE A ceE = d(ac)=d(a;b) + d(b;c)).

El axioma 1 indica que la distancia entre cualquier par de puntos del espacio
es un numero real no negativo. El axioma 2 afirma que la distancia solamente es
nula cuando los dos puntos coinciden. O sea, si los puntos no coinciden la distancia
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es siempre un numero real positivo. El axioma 3 da la condicién de simetria, es de-
cir, que la distancia del punto a al punto b coincide con la distancia del punto b al
punto a. Por ello, suele hablarse simplemente de la distancia entre los puntos a y b.
El axioma 4 es conocido como la desigualdad triangular.
Es usual designar la distancia entre a y b de la siguiente manera: d(a;b) = |a—b).
Del axioma 4 puede probarse, por induccién completa:

Va,Va,..Va,: (a,€E A a,€E n... 1 a,€E = d(a,;a ) =d(a,;a,)+...+d(a, :a,)).
n

0 sea, d(a, ;an)sz d(a_,;a), generaliiaci()n de la propiedad triangular a n puntos
i=2
del espacio.

El conjunto no vacio E y la funcién distancia d forman el espacio métrico (E,d).
Veremos a continuacion algunos ejemplos de espacios métricos.

Ejemplo 1

El conjunto R de los numeros reales y la distancia, definida como el valor ab-
soluto o modulo de la diferencia entre dos nimeros reales, es un espacio métrico.

O sea, (R,d) espacio métrico si VaeRVbeR: d(ajb) = |a—b|.
Para verificarlo debemos probar que la funcién d: R2 — R definida por la regla

d(a;b) = |a—b| satisface los axiomas de distancia. Para ello recordamos primero la
definicion de valor absoluto de un nimero real x:

(Xt = x si x=0) A (x| = —x six<0).
Por lo tanto, (jla-b| = a—b si a=b) A (Ja—b| = b—a si a<b).
Los axiomas de distancia corresponden a propiedades demostradas en su opor-
tunidad para el valor absoluto de un nimero real (Célculo 1 - cap. 1). Los axiomas

1y 2 son consecuencias del Teorema 1: Va: (a#0 = |a|>0). El axioma 3 se verifica
por el Teorema 2: |a|=|~-al. El axioma 4 corresponde al Teorema 7: |a+b|<|a|+|b|.

Ejemplo 2

También el conjunto de los nimeros racionales con la distancia definida como
el valor absoluto de la diferencia entre los nimeros, es un espacio métrico.

O sea, (Q,d) espacio métrico si d(a;b) = |a—b).
Ejemplo 3

Consideremos ahora el conjunto R" formado por todas las n-uplas de nimeros
reales. '

R" = {J/X = (X, X,;...X) A Vi: (ieN A i=n = x.eR)}

Definimos como distancia en R" a la funcién d: R" x R"— R, dada por fa



regla siguiente: VaeR"VbeR": d(a =[2{a b) } , donde a=(a,a,.a,) Yy
b = (b,:b,;--ib,)-

Es decir, d(&b) = V(a,—b,?+(a,—b,?+..+(a,~b ).
Esta funcion, para la cual puede demostrarse que verifica los axiomas, es una

distancia en R" llamada distancia euclidea. El espacio métrico (R", d) correspondien-

te, es el espacio métrico euclideo n-dimensional.

En particular, si n = 1 es d(a;b) =\/(a—b)? = [a—b|, 0 sea, es el espacio mé-
trico ya considerado en el ejemplo 1.

Sin=2a=(a;a,) b =(b,b,) es d(@b) =Via,~b,?+(@,~b,’.

En este caso, (R2,d) es el espacio métrico euclideo de dos dimensiones, y cada
uno de los elementos del espacio, que es un par ordenado de numeros reales, pue- -
de considerarse como punto del plano. La propiedad triangular corresponde a la pro-
piedad geométrica conocida: “En todo tridngulo, la longitud de un lado es menor
que la suma de las longitudes de los otros dos”.

La expresion d(ab) = V(a,—b,)?+(a,~b,)* es la formula geométrica que da
la distancia entre dos puntos por aplncacuon del teorema de Pltégoras

..Consgideraciones analogas pueden hacerse para la distancia euclidea en‘ei es-
paC|o R /cuya representacion geomeétrica es el espacio tridimensional.

La distancia euclidea, a pesar de ser la mas utilizada, no es la tnica funcién
que transforma a R" en un espacio métrico, como lo indican los ejempios siguientes.

Ejemplo 4

-En R" se define d(a;b) = max {la,—b/ieN A i=n}-

O sea, la distancia propuesta es el mayor entre los numeros la,~b,|.la,~b i
la,—b,|- Puede verificarse que esta funcion satisface los axiomas de distancia (dIS-
tancia de Minkowski).

Ejemplo 5

En R" se define la funcion caracteristica y puede verificarse que es una dis-
tancia:



(d(@b) = 1 si a#b) A (d(a;b) = 0 si a=b).
. El espacio métrico se llama discreto.
Ejemplo 6

-Sea C 0.1 €l conjunto de todas las funciones escalares continuas definidas en
el intervalo cerrado [0;1].
Es decir, C[O;,] ={/f:[0,1] - RAf continua}.
La distancia puede darse mediante una integral definida:
1 -
erC[oﬂ]VgeC[o;,] :d(f;g) :X [f(x)—g(x)|dx
0
Puede verificarse que se satisfacen los axiomas Y, por lo tanto, se confiere una
métrica al espacio de funciones continuas elegido. :

Finalmente, puede observarse que cualguier subconjunto no vacio de un con-
junto E es espacio métrico para la misma distancia que conforma el espacio métri-
co (E,d).

EJERCICIOS
1) Probar que d:(ab) — {

si
s

i t:) es una distancia en R2.

O—A
Q1 QO

2) Probar que d: (é;_')—> |a1—b1] + |a2—b2[ + laa—b3| es una distancia en R? si
a=(a;aa,) y b= (b,;b,b,).

3) En C[O;,] se define: erC[O;,]VgeC[m]: d(f;g) = sup {|f(x)—g(x)|/x€[0;1]}. Verificar
que d es una distancia. ‘

ll. Entorno y entorno reducido

La definicion dada para entorno de centro a y radio positivo r en el conjunto de
los nimeros reales puede extenderse simplemente a otros espacios.

Asi como se hizo en R, consideramos a R" como espacio métrico euclideo, o
sea, con la distancia euclidea. ' .

Recordemos la definicion estudiada en el conjunto R de los nimeros reales: -

E(a,r) = {x/xeR A [x—al<r}.

O sea, entorno de centro a y radio r es el intervalo abierto (a—r; a + r).

En R?, dado el nimero positivo r, entorno de centro a = (a,;a,) y radio r es el
conjunto de puntos x = (x;y) interiores al circulo de centro (a,;a,) y radio r..

Es decir, E(a;r) = {x/d(x;a)<r}.
Al considerar, como se ha indicado, la distancia euclidea, es d(x;a) = [x—a| =

=V(x—a,)?+(y-a,)? donde x = (xy) y a = (a,;a,). Por lo tanto,
E(&r) = {x/[x-a|<r} o bien E((a,a,).r)= {(x;y)/\/(x—a1)2+(y—a2)2<r}.



E@rCR?

Obsérvese que, al indicar puntos del espacio R?, lo hacemos colocando un guion
sobre 1a letra mindscula que designa al punto. En general, haremos lo mismo al in-
dicar puntos de R" sin > 1.

La definicién de entorno se extiende, sin ninguna dificultad, a R®, donde esta
representado por el conjunto de los puntos interiores a una esfera.
Si a = (a,;a,a,), es

E@r) = f/x-al<rt = {(xy2)/(x—a,)2+(y—a,)? +(z—a,)*<r}

E@nchrs

Es similar la definicién de entorno en R" para cualquier nGmero natural n > 3
pero, en este caso, no admite representacion geométrica.

Si el centro no pertenece al entorno, se obtiene la definicién de entorno reduci-
do, analoga a la definicién sobre la recta. '
En R se define entorno reducido de centro a y radio positivo r, de la siguiente

© manera:

E'(ay) = {x/xeR A 0<[x—a|<r},
que significa E’(a,r) = E(a,r)—{a}.

En R2: E'(ar) = {x/xeR? A 0<[x—a|<r} = E(&,n)—{a}.
Si x=1(xyy) y a=(a,;a,), es



E'((a,,2,)r) = {(xy)/0<V(x-a,P+(y—a,)?<r}.

En R E'(ar) = {x/%eR® A O<[x—&|<r}.
Si x=(xy;z) y a=(a, a,,a,), es

E'((a,;a,8,).r) = {(x;y;2)/0<V/(x~a,)2 +(y—a,)2+(z—a,)?<r}.
Finalmente, en R" vale la misma definicién:

E'(ar) = {x/xeR" A 0<|x—al<r}. —

Hl. Intervalos

Aunque en R", para n = 2, se utilizan casi generalmente los entornos (o esferas
abiertas), puede recurrirse también a esferas cerradas y a intervalos abiertos o ce-
rrados n-dimensionales, extendiendo en forma Idgica las definiciones conocidas'
en R.

Sea a = (a,;a,;-;a,) ¥ b= (b,;b,:....b,) con a#b. Ademas, VkeN: (1<k=n = -
= a<b)y x=(x, XaieeeiXp).

Intervalo abierto .(é;b_) = {x/a,<x,<b, si 1. <k=n}.

Intervalo cerrado [a;b] = {x/a =x =b, si 1=k=n}.

En Ff para @ = (a,;a,), b = (b,;b,) con a,<b, y a,<b,, es

(a;6) = {(xiy)/a,<x<b, A a,<y<b,}.
[a:b] = {(x;y)/a,=x=b, A a,=<y=b,}.

Graficamente, (a;b) es el interior de un rectangulo y [a;b] es el rectangulo, in-
cluyendo los lados.

y y
T c:V/_//-QB b - b -
N 277 Ny — | }
! : i l ;
a b, x a, b, X
(@) [25]
Obsérvese que un rectangulo abierto o cerrado es un intervalo, y se lo debe -

designar con extremos en el vértice inferior izquierdo y en el vértice superior derecho.
Por ejemplo, si queremos anotar como intervalo al conjunto A = {(x;y)/3<x<6 A
A —2<y<O0}, para a=(3;—-2) y b = (6:0), es A = (&).

En R®, ef intervalo corresponde a un paralelepipedo, incluyendo o no las caras,
segun sea abierto o cerrado.
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(3;b) = {(x;y;2)/a,<x<b, A a,<y<b, A 8,<2<bg}.
[a:b] = {(xy:2)/a,=x=b, A a,<ysb, A a;=z=b;}.

IV. Conjunto acotado

El conjunto C, incluido en R", esta acotado si y sélo si existe un nimero real
positivo k tal que Vx: (xeC = [X|<k).

Obsérvese que |%| = [x—0] = VX¢+x2+...+X2.

Es decir, un conjunto en R" esta acotado si y s6lo si puede incluirse en un en-
torno con centro en el origen.

De la definicién surge de inmediato que cualquier conjunto acotado puede in-
cluirse también en un entorno cerrado y en algun intervalo abierto o cerrado.

Definicién

Diametro de un conjunto acotado C, incluido en R", es el supremo del conjunto
formado con todas las distancias entre pares de puntos pertenecientes a C.

Ejempio 1

Consideremos el entorno plano de centro (2;2) y radio 1.

Y
a— —
~
I
2——/4— |\
RNV 7\
S+
i \
S | 1
2 4 X

Se trata de un conjunto acotado pues esta incluido, por ejemplo, en el entorno

centrado en el origen y radio 4.



Por o tanto, k = 4 es una cota del conjunto pues Vx: (x€E((2;2),1) = [x|<4).

El entorno de centro en el origen y radio 1 + \/8 es el entorno de menor radio,
centrado en el origen, que lo incluye.

El diametro es el nimero 2, que es el supremo del conjunto de todas las dis-
tancias entre pares de puntos del mismo, pero no es su maximo ya que, al no per-
tenecer al entorno los puntos de la circunferencia, no existe una distancia maxima
entre pares de puntos del entorno.

Ejemplo 2
Sea A = {(x;y)/—1=x=4 A —1=y=3}.

Y

=3 7777 X

-1

El conjunto esta acotado y puede incluirse en cualquier entorno centrado en el

origen y radio mayor que 5. Obsérvese que el entorno de centro (0;0) y radio 5 no »

incluye al conjunto pues el punto (4;3) € Ay no pertenece al entorno.

En este caso, no existe ningiin entorno con radio minimo entre todos los que
incluyen al conjunto A. o :

El diametro del conjunto es el numero /52+42 = \/41 que es el supremo del
conjunto de todas las distancias entre pares de puntos del mismo. También es el
maximo pues es la distancia entre dos vértices opuestos del rectangulo dado.

Ejemplo 3
B= {(x;y)/0<\/x2+y2<z v (x;y) = (4,00}

~,
7
/
/

=
Z

El conjunto esta acotado y una cota, por ejemplo, es el nimero 5, pues B esta
incluido en el entorno de centro (0;0) y radio 5. No existe un entorno con radio mi-
nimo entre todas los que lo incluyen. Su diametro es 6.

8
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EJERCICIOS

1) Caracterizar los siguientes conjuntos:

/////?r//{/f//rnms ‘ 0'):////%);1 .
/.C,/////////// : 02

2) Para cada uno de los conjuntos del ejercicio anterior ver si son acotados. Si lo
son, dar el didmetro. -

3) Graficar en R? el conjunto A = {(x;y)/0<V/x?+y?<2v (x;y) = (4;1)}. Hallar su dia-
metro. .

4) Para cada uno de los siguientes conjuntos, dar un entorno con centro en el ori-
gen, que lo incluya. Indicar en cada caso, si existe alguno de ellos con radio
minimo.

A = {(x;y)/(x—2)2+(y—4)°<1}.

B={(X§Y)/X=—n——i—/\ y =-—1——_/\neN/\meN}.
n m2

C = {(x;y;2)/0<V/ 2 +y2+22<3}.

V. Punto de acumulacion

La definicién de punto de acumulacion se extiende de inmediato de R a R"(n=2)
considerando, en cada espacio, las definiciones de punto y de entorno reducido co-
rrespondientes.



Sea CCR". El punto & = (a,;a,;...;a,), que puede o no pertenecer a C, es punto
de acumulacién de C si y sélo si a todo entorno reducido, de centro a, pertenece,
por lo menos. un punto del conjunto C.

O sea, a punto de acumulacion de C ‘& Ve>03xeC: xeCNE'(3,€).

Puede probarse, con la misma demostracién dada en R, que en cualquier en-
torno de un punto de acumulacion hay infinitos puntos del conjunto y que un conjun-
to finito no puede tener puntos de acumulacion. .

E! conjunto formado por todos los puntos de acumulacién del conjunto C es el
conjunto derivado C'.

Un conjunto es cerrado si y sélo si le pertenecen todos sus puntos de acumu-
facion. Es decir, C cerrado < C’'CC (ver Calculo 1 - cap. 2).

Ejemplc 1

Sea C = {(x;y)/|x}]<1 A |y|=2}. Representarlo graficamente. indicar si es acotado
y, en tal caso, hallar su didmetro. Hallar C’ e indicar si el conjunto C es cerrado.

pry

N
Y

C es un conjunto acotado pues, por ejemplo, CCE(0,3). Su didmetro es 2v/5.

C’ = {{(x;y)/|x|=1 A ly|=2}. C no'es cerrado pues, por ejemplo, (1;0) €C’ A (1 ;0)#0.

Ejemplo 2
B = {(x;y)/0<V/ (x—1)2+(y—2)2<1}.

Se trata de un entorno reducido B = E’((1;2),1). Est4 acotado y su diémetré
es 2. .
B’ = {{(x;y)/V{x=1)2+(y—2)2=<1}. B no es cerrado pues, por ejemplo,
(1;2)eB’ A (1;2)¢B.

Ejemplo 3

C = {(xyy/x = 1, y= -rl-n A neN A meN}.

3
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1

C es un conjunto acotado y su didmetro es V2.
C ={xy)/{x=0ny= —-:ﬁ AmMeN)v(y=0nx= % A neN) v (xy) = (0;0)}.
C no es cerrado pues (0;0)eC’ A (0;0)¢C.

Ejemplo 4
Veamos el caso similar al anterior, en el espacio tridimensional.
A={(X'y'z)/x=l A y=-1—/\ z=—1— A neN A meN A seN}
7 n m S ’

A esta acotado y su diametro es \/3. El punto (0;0;0), por ejemplo, es punto de
acumulacién de A y no pertenece al conjunto. Por lo tanto, A no es cerrado. También
son puntos de acumulacion los puntos cuyas coordenadas son del tipo siguiente:

(00:1), 0750), (:00), (hirm:0), (+:0r), Oy

70 ), con neN A meN A seN.

Observemos, por ejemplo, el punto (0;0;1) que no pertenece al conjunto A. Con-

. . . . 1
sideremos un entorno reducido con centro en dicho punto y radio € T A

dicho entorno pertenecen los puntos del conjunto (—i;Jn—qn)con n>100y m>100.
Para cualquier radio '€, basta tomar n>% y m>—€—. Luego, (0;0;1) es punto de

acumulacion de A. Lo mismo sucede con los demas puntos indicados.

EJERCICIOS

1) Probar que la unién de dos conjuntos cerrados es un conjunto cerrado. idem para
la interseccién.

2) Para cada uno de los conjuntos siguientes, hallar e! conjunto derivado y verificar
si el conjunto inicial es cerrado o no lo es. Previamente graficarlos, si es posible.

A = {(xy)/9x?+4y?<16} B = {(x;y)/|x—y|=2}
C = {{xy;2)/x2+y?+22<9} D = {(x;y)/x>0 A y =2} v
E = {{(x;y)/(x|>2 Alyl=3)v(xy) = (0;0)}  F = {{x;y)/xy=0;

1"



= {(x;y)/0<V/(x=1)2+(y+3)2<5}

={(xy)/(x—1]=2 A y+2|<5) v (x;y) = (4;2)}

VI. Punto interior

Sea CCR". El punto a € C es interior al conjunto C si y sélo si existe un entorno
con centro en a, totalmente incluido en C.

Es decir, a interior a C {<, 3E(a): E(a)CC.

Al conjunto de los puntos interiores al conjunto C, o designamos C.
Un conjunto es abierto si y solo si todos sus puntos son interiores.
C abierto «< |C, = C (ver Célculo 1 - - cap. 2).

- Ejemplo 1
A = {(x;y)/xy>0}

A esta formado por el primer y tercer cuadrantes, excluyendo ambos ejes coor-
denados. A, = Ay A es un conjunto abierto.

Ejemplo 2

A neN A meN}.

= fx v /x =+ Ay 1
C—{(x,y)/x—nAy -

Ningun punto de C es interior al conjunto, pues, considerando cualquiera de
sus puntos, en todo entorno del mismo hay siempre algin punto que no pertenece
al conjunto. .

Ejemplo 3
B = {(x;y)/4<x®+y?=9}

B, = {(x;y)74<x®+y?<9}.

B¢Bi. En efecto, el punto (3;0), por gjemplo, pertenece al conjunto y no es inte-
rior al mismo.

12



Ejemplo 4

D = E’((2;4;3),1). D es el entorno reducido, incluido en R3, cuyo centro es
(2;4;3) y cuyo radio es 1.

D, como todo entorno, es un conjunto abierto pues todos sus puntos son inte-
riores.

Demostraremos esta propiedad.

Teorema

" Un entorno es un conjunto abierto.
El teorema, vélido en R" para cualquier valor natural de n, sera demostrado
para n = 2. Recurrimos, para su clarificacion, a un gréfico en el plano.

4 Demostracion

Consideramos E(a,r), es decir, un entorno de centro & y radio r>0. Por definicion,
es E(a,r) = {x/|x—a|<r}.

Para probar que es un conjunto abierto debemos probar que cualquier punto del
conjunto es interior al mismo. O sea, si X, es un punto cualquiera que pertenece al
entorno, hay que demostrar que existe E(x,)CE(&,r).

Como x,€E(a,r) es: [x,—a|<r.

Sea [x,—a| = €. Probaremos que el entorno de centro X, y radio r—e esta inciui-
doen el entorno dado.

En efecto, si X€E(x,,r - €), segun la propiedad triangular, es: [x—a|=[X— xo|+|x -a|.

Como [x—%,|<r—€ y [%,—a| = €, resulta [x—&|<(r—€)+€ =r.

O sea, [Xx—a|<r y entonces X€E(ar).

Luego, Wx: (XeE(x,, r—€) = X€E(a,r)).

-Por lo tanto, queda probado que existe E(x,, r—€) incluido en E(&,r), y X, es in-
terior al conjunto E(a,r). Como X, es un punto cualquiera del conjunto, este es un
conjunto abierto.

(En el gréfico puede observarse que cualquier entorno de centro X, y radio po-
sitivo s<r—¢€, también esta inciuido en el conjunto.)

EJERCICIOS

1) Demostrar que la union de dos conjuntos abiertos es un con;unto abierto. idem
para la interseccion.

13



2) Graficar cada uno de los siguientes conjuntos y hallar sus puntos interiofes. In-
dicar si el conjunto inicial es abierto o no lo es.

A ={(xy)/[2x~y|=5}. B ={(xy)/|x+3y]>1}.
C = {(xy)/(x|<2 A y|>1) v (xy) = (0;0)}.
D = {(x;y)/x®+y?—6x+4y = 12}.

Vil. Punto aislado, exterior, frontera
Punto aislado

Sea CCR". El puntdfa?(?}és aislado si y sélo si existe un entorno reducido de
a al cual no pertenece ningtri punto de C.

O sea, & aislado en C < aeC A 3E'(a)/E'(a)NC = ¢-
En el conjunto A = {(x;y)/x = —r1r—1 AYy= % A meN A neN}, todos sus puntos
son aislados. -

Punto exterior

Sea CCR". Un punto & es exterior al conjunto C si y s6lo si existe un entorno
de a al cual no pertenece ningln punto de C. O sea, existe un entorno de a incluido
totaimente en el complemento de C. '

Es. decir, & exterior a C < 3IE(a)/E(@)NC = ¢.

Al conjunto de todos Ios puntos exteriores al conjunto C, lo designamos C..
Punto frontera

Sea CCR". Un punto a es frontera del conjunto C si y s6lo si a no es interior
ni exterior al mismo. :

Por lo tanto, en todo entorno de un punto frontera hay puntos que pertenecen
al conjunto y también puntos que no le pertenecen.

La frontera de un conjunto es el conjunto ai cual pertenecen todos sus puntos
frontera. La designamos o

Ejemplo 1
Haliar puntos aislados y exteriores del conjunto A. Dar también su frontera.

A = {(xy)/ x2+y2<1}
y

Z

4

,_.
iy
x

\ NE
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El conjunto de puntos exteriores es A, = {(x;y)/xe+y?>1}.
El conjunto A no tiene puntos aislados.
La frontera de A es la circunferencia con centro en el origen y radio 1.

A = {(Gy)/ 2 +y? = 1}

Ejemplo 2

Analizar el conjunto siguiente:
B = {(x;y)/([x=2]<1 A ly—1]=2) vX = 4 v (xy) = (5:2)}

El conjunto B no est4 acotado. B’ = {(x;y)/(1=x=3 A —1=<y=3)yx = 4}.

Obsérvese que los puntos de la recta x = 4 son puntos de acumulacién del con-
junto B en R? pues verifican la definicién.

B no es cerrado pues B’¢B. Por ejemplo, (1;0)€B’ A (1;0)%8.

N

-

B //A/Z

-_~—1V/2 /i 3

op————t

El conjunto de puntos interiores es B, = {(x;y)/1<x<3 A —1<y < 3. Bnoes
abierto pues, por ejemplo, los puntos de la recta de ecuacion x = 4 pertenecen al

conjunto pero no son interiores al mismo.
B, = {xy)/ (x—2[>1v ly=1[>2) A x#4 A (xy)#(5:2)}

E! punto (5;2) es un punto aislado.
La frontera

B, = {(xy)/(x=1A —1=y=s8)v(x =3 A —1sy=3)v(y=-11 1=x=3)v
vy =3 A 1=x=3)vx =4v (xy) = (52}

Obsérvese que un punto aislado es siempre frontera pues no es interior ni ex-

terior al conjunto. .
Obsérvese también que a un conjunto abierto no puede pertenecerle ningin

punto frontera. En cambio, un conjunto cerrado siempre incluye a su frontera. En-
tonces, si a un conjunto le pertenecen algunos de sus puntos frontera, pero no to-
dos, no es abierto ni cerrado.

15



Conjunto compacto

Un conjunto es compacto si y sélo si es cerrado y acotado.

Conjunto denso en si

Un conjunto es denso en si, si y sélo si todos sus puntos son de acumulacion.

Conjunto perfecto

Un conjunto es perfecto si y sélo si es cerrado y denso en si.

El conjunto A del ejemplo 1 (pag. 14) no es compacto pues, aunque esta aco-
tado, no es cerrado. Es denso en si pues todos sus puntos son de acumulacion.
El conjunto B, del ejemplo 2, no es compacto pues no es cerrado ni esta aco-

tado. Tampoco es denso en si pues el punto (5;2) le pertenece y no es de acumu- -

lacién.

EJERCICIOS

1) Dados los siguientes conjuntos en R2: a) graficarlos; b) hallar el conjunto deri-
vado y el de sus puntos interiores; c) clasificar los conjuntos iniciales en abiertos
0 cerrados; d) hallar su frontera.
A = {(xy)/[x—y|=4 A y—4|<2}.
B = {(x;y)/x2+y2>8y—15 A y2—8y=<—12-x2}.
C ={(xy)/x®+2x<y +3 A |x+2|=<2}.
D = {(x;y)/y?<2x+4 A 2x+y2<4}.

2) Graficar los siguientes conjuntos en R2. Hallar puntos de acumulacién, interiores,
exteriores y frontera. Indicar si los conjuntos iniciales son cerrados, abiertos, com-
pactos, perfectos o densos en si.

A = {{xy)/x2+y2=1}. B= {ocy)/x2+y?>1}.

C ={(xy)/x2+y?<4} — {(x;y)/x=0 Ay = O}.

D ={(xy)/x+yl=2}.  E={(xy)/(®+y2—4)- (x2+y?—9)>0}.
F = {(x;y)/0<x=1 A O<y<1 A x#y}.

H = {(cy)/(X|<2 A x>y) v (xy) = (3;1)}.

3) idem en R® para:
A = {(xy;2)/x3+y?+2°=1}. B = {(x;y;2)/x2+y?+9z2<1}.
C = {(xy;2)/|x|<2 A ly|=1 A |2|=2}.

4) Analizar los siguientes conjuntos en R2:
A = {(xy)/[x+2y|>3 v [x~y| = 0}.
B = {(x;y)/[x+2y|>3 v [x+2y| = 0}.
C=E((23)4) D=E((-41).2)

16



VIil. Algunas propiedades

Pueden probarse, adecuando las demostraciones ya vistas en R, propiedades
de conjuntos cerrados o abiertos en R".

La unién de dos conjuntos cerrados en R" es un conjunto cerrado y también lo
es su interseccion. La propiedad puede extenderse a la unién de una familia finita
de conjuntos cerrados en R" y a la interseccién de una familia cualquiera de con-
juntos cerrados.

La union de dos conjuntos abiertos en R" es un conjunto abierto y también lo
es su interseccién. La propledad se extiende a la interseccion de una familia finita
de conjuntos abiertos y a la unién de cualquier famlha de conjuntos abiertos.

Obsérvese que la propiedad de la union de una familia de conjuntos cerrados,
asi como la interseccién de abiertos, se refiere exclusivamente a familias finitas. Si
la familia es infinita, la unién no es necesariamente un conjunto cerrado ni la inter-
seccién abierto.

Un ejemplo simple puede darse en R con la siguiente familia de conjuntos
abiertos.

A, = (-15), A2=(—%;—;-)...An=(— ).

—1—) es un conjunto abierto.

VheN: A, = (~ %; !

Consideremos la interseccion de los infinitos intervalos.

o0
Es ﬂ A, = {0} y {0} no es un conjunto abierto.
h=1

Demostraremos algunas propiedades que utilizaremos en R2.

Teorema

Sea (A,) una sucesion de intervalos cerrados bidimensionales (rectangulos ce-
rrados de Iados paralelios a los ejes). Si cada uno de ellos esta incluido en el anterior
y las longitudes de sus lados tienden simultaneamente a cero, entonces la intersec-
cién de los infinitos rectangulos es un Gnico punto.

(Este teorema corresponde al de intervalos encajados en R — Calculo 1, cap.
9)

El rectangulo A, es el intervalo cerrado bidimensional [31;61].

Si a, = (a,;a}) y b, = (b,:b}), el rectangulo A, es el conjunto
A, = {(xyy)/a,=x=b, A a|=y=bl}.

Anélogamente A, = {(x;y)/a,=x=b, A aésysbé}.

17
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La proyeccién sobre el eje x del rectangulo A, es el intervalo cerrado [a,:b.], la
del rectangulo A,es [a ;b ] etc. O sea, fa;b,], [a, b} fa,;b,}... forman una suce-
sion de mtervalos enca;ados sobre el eje x, cuyas Iongntudes tienden a cero. De
acuerdo con el teorema en una dimension, su intersecciéon es un Unico nimero
real x,.

Considerando las proyecciones de los rectangulos sobre el eje y, obtenemos otro
encaje de intervalos cuyas longitudes tienden a cero:

[a};bi], [az,b . -[a;;b]..., que determinan, como interseccion, un Unico nime-
rorealy,.

El punto & = (x,;y,) verifica la tesis del teorema.
En primer tugar, pertenece a todos los rectangulos, pues

o«

Xp = n [a,bp] A Y, = n fap:by].

Ademas, ambos son Unicos por el tecrema de intervalos encajados en R.
Luego, & = (x,;y,) es el tinico punto que pertenece a todos Ios rectangulos.

Teorema de Bolzano-Weierstrass (en R?)

Todo conjunto infinito y acotado tiene un punto de acumulacién. (Ei enunciado -
es el mismo que en una dimensién y la demostracion que daremos puede extender-
se a cualquier dimension.)

Consideramos un conjunto A tal que ACR? y A infinito y acotado. Como es un
conjunto acotado, se lo puede incluir en un entorno de radio k>0 y centro en el
origen. Este entorno, a su vez, puede incluirse en un rectangulo cerrado, de lado
2k, centrado en el origen.

18



Subdividiendo este cuadrado A en cuatro cuadrados, a uno de estos cuadrados
pertenecen infinitos elementos del conjunto A. Sea éste A,. (Si cada uno de ios cua-
tro cuadrados tuviese solamente un numero finito de elementos de A, su unién, o
sea, el cuadrado inicial A, tendria solamente un numero finito de elementos de A.)

Por lo tanto, A, es un cuadrado, cuya longitud de lado es k, al cual le pertene-
cen infinitos elementos del conjunto A.

Subdividiendo A, de la misma manera, sea A, el cuadrado que tiene infinitos

elementos de A y la longitud de su lado es —;— Andlogamente, para A, la lon-
gitud de su lado es —;—2 y asi sucesivamente A es el cuadrado cuyo lado tiene

longitud E':: que contiene infinitos elementos del conjunto A.

Se ha formado, entonces, una sucesion de rectangulos encajados, cuyos lados
tienen longitudes que tienden a cero. Sea a la interseccion de esos infinitcs rectan-
gulos, segun el teorema anterior. Probaremos que a es punto de acumulacién del
conjunto A.

Consideremos un entorno cualquiera de centrc & y radio €>0. En ese entorno
puede incluirse un cuadrado A, de la sucesion. Basta para ello que su diagonal sea
menor que 2€ y ello es posible porque las longitudes de las diagonales tienden a
cero con las de los lados. .

P
e n S
/ \

/ J AN
\

4 i

a i

m
N\

/7
7

A ese cuadrado A, pertenecen infinitos puntos de A, y por lo tanto, hay algin
punto X+2 tal que XeA y XeE(a;€). Luego, a es punto de acumulacion de A.

¢ Propiedad de Borel

El teorema de Borel también es valido en R". Definimos primero cubrimiento
abierto de un conjunto A.
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~ La familia F de conjuntos es un cubrimiento abierto de A si y sélo si:
1°9) F={F } y VneN: F. es un conjunto abierto;

29) cada uno de los puntos del conjunto A pertenece, por lo menos, a uno de los
conjuntos F . O sea, Vx€ATF, €F tal que XeF,. -

El cubrimiento es infinito si la familia F esta formada por infinitos conjuntos y
finito en caso contrario.
Teorema

Sea ACR". Si A es un conjunto cerrado y acotado (compacto), y F es un cu-
brimiento abierto de A, entonces existe un subconjunto finito de F que también re- hang
cubre a A. (La demostracién es analoga a la vista en Calculo 1 - cap. 2.)

RESPUESTAS A EJERCICIOS

CAPITULO 1

Seccién IV

1) A = {(x;y)/|x|=y} B = {(x;y)/x?b%+y?a’<a®b? A x2+y2>b2}.
C = {(x;y)/2x+5y<10}. D = {(x;y)/0=x<2 A 0=y<2 A x#y A X#2—Y}.

2) diam.B = 2a diam. D = 2/2 3) diam. A = 2+/17

4) ACE((0;0),10). El entorno centrado en el origen y radio r = 1+2/5 es el de radio
minimo que incluye a A.
BCE((0:0).5)  CCE((0;0;0),10). El mismo conjunto C es el de radio minimo.y
centro en el origen que incluye al conjunto.

Seccion V

L2 A=A A es cerrado B'=B B es cerrado.
C' ={(xyy;2)/x*+y?+2z?=8}.  C no es cerrado.
D" = {(x;y)/x=0 n y <2}. D no es cerrado.
E' = {(x;y)/|[x|=2 A ly|=8}. E no es cerrado.
F'=F F cerrado G’ = {(x;y)/(x—1)2+(y+3)?<25}. G no es cerrado.
H = {(xy)/[x—1|=2 A [y+2]=5}. H no es cerrado.

Secciéon VI

2) A = {(xy)/|2x-y|<5}. A no es abierto.
B, =B B es abierto.
C, ={(xy)/Ix|<2 A ly[>1}. C no es abierto.
D, =¢ D no es abierto.
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Secciéon Vil
1) A" = {(xy)/|x—y|=<4 A y—4/=2} A no es cerrado.
A = {xy)/x—yl<4 A ly—4|<2} A no es abierto.
A= {(xy)/(y =2 A —2=x=6) v (y = 6 A 2=x=10) v (y = x—4 A 2<y=6) v
v(y = x+4 A 2=y=<6)}.

V7 /4

I
£ i
/1 6 10
/.f.xb‘ o . X
4 /ib‘
<

B' = {(xy)/x®+(y—4)’=1 A x*+(y—4)?=4} B no es cerrado.
B, = {(x;y)/x?+(y—4)*>1 A X®+(y—4)°<4} B no es abierto.
B; = {(xy)/x®+(y—4)? = 1vX2+(y—4)* = 4}.

Y
6
A
12

C' = {{x;y)/y=x2+2x~-3 n —4=x=0} C no es cerrado.

Ci = {(x;y)/y>x2+2x—3 A —4<x<0}  C no es abierto.

C; = {xy)/(y = 5 A —4=x=0)v (x =0 A —3=sy=5)v(y = (x+1)2-4 A
A —4=x=0)}.
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2)

1
D' = {(X;Y)/%yz—stsz— Eyz}. D no es cerrado.
D=D D es abierto.

Dy = {(xy)/(x = %y2~2 A —2=y=2)y (x = 2— % y2 A —2<y=2)}.

A"=A A cerrado A ={(xyy)/x®+y2<1} A no es abierto.

A, = Hxy)/e+y?>1} A ={(xy)/x2+y? =1} A es compacto, denso en si y
perfecto.

B' = {(x;y)/x?+y?=1} Bnoescerrado . B, =B B es abierto.

B, = {(x;y)/x®+y2<1}. B; = {(x;y)/x2+y? = 1}

B no es compacto ni perfecto. B es denso en si.

C’' = {(x;y)/x®+y?<4}  C no es cerrado.

C,=C  C es abierto. -
C, = {xy)/x®+y?>4}  C, = {(x;y)/x2+y? = 4} U {(xy)/y = O A O=x=2}.

C no es compacto. Es denso en si. No es perfecto.

- D’ = {(x;y)/|x+y|=2} D es cerrado.

22

D, = {(x;y)/|x+y|<2} D no es abierto.
D, = {(ay)/x+y[>2} D, = {(xy)/[x+y| = 2},
D no es compacto. D es denso en si y perfecto.



E' = {(xy)/(@+y?—4) (x3+y?—9)=0} Enoes cerrado.

E,=E E es abierto E, = {(xy)/ (x2+y?—4) (C+y?—9)<0}.
E, = {(xy)/ (@+y?—4) (¢ +y*-9) = O}

E no es compacto ni perfecto. Es denso en si.

Yﬂv

Ay,

7 0
Yy

F' = {(x;y)/0=sx=1 A Osy=1} F no es cerrado.

F = F-{xy)/x=1 Fnoes abierto.

F, = {(xy)/(0=x=1ry=0)v(0=xstry= 1)v{x=0nA0=y=1)v
vix=1nA0sys1)v(x=y A 0<x<1)}.

F no es compacto ni perfecto. Es denso en si.

!
-—TOL
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H' = {(x;y)/|x]=<2 A x=y}  H es cerrado.
“H, = H-{(3;1)} H no es abierto.
Hy = {6y)/y>xv (X>2 A (xy)#(3;1))}-
(3;1) es un punto aislado.
H; = {xy)/ (X = 2 A xz=y) v (X[<2 A x = y)} U {(3;1)}
H no es compacto ni denso en si. No es perfecto.

B
“7‘/575’.
o///} 3

t

v

7/

3) A=A Aescerrado A = {(xy;z)/x+y?+22>1} A no es abierto.
A, = {(xy2)/x2+y2+22<1} A = {(xy;2)/ P +y2+22 = 1.
A es denso en si y perfecto. No es compacto.

B’ = {(x;y;z)/x?+y?+9z?<1} B no es cerrado.
B, =B Besabierto B_ = {(xy;z)/x®+y*+9z%>1}.
B, = {(x;y;z)/x®+y2+9z = 1} B no es compacto ni perfecto. Es denso en si.

C’ = {(x;y;z)/|x|=2 A ly|=1 A |z]=2}  C no es cerrado.

C, = {(xy;2)/x|<2 A ly]<1 A |2|<2}  C no es abierto.

C, ={xy:2)/x>2v ly|>1v [z]>2}.

Ci={xy2)/(xl =2 nlyl=1 A fZI=2)v(XI=2 A ly| = 1 A |2Z=2) v (x}=2 A
A =1 A J2] = 2))

Es denso en si. No es perfecto ni compacto.

4) A’ ={(x;y)/|x+2y|=3vx =y} A no es cerrado.
A = {(x;y)/|x+2y|>3} A no es abierto.
A = {(x;y)7|x+2y|<3 A X#Y}
As={(xy)/|[x+2y| = 3v(x =y A —1<x<1)}.
A no es compacto ni perfecto. Es denso en si.
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B’ = {(x;y)/Ix+2y|=3vx= -2y} B no es cerrado.
B, = {(x;y)/{x+2y|>3} B no es abierto.

B, = {(x;y)/|x+2y|<3 A x#—2y}.

B, = {(xy)/|x+2y} = Bvx = -2y}

B no es compacto ni perfecto. Es denso en si.

C’ = {(xy)/(x—2)2+(y—3)2=<16}'  C no es cerrado.
. C=C Cesabierto  C, = {(x;y)/(x—2)?+(y—3)2>16}.
C; = {(xy)/(x-2?+(y-3)2 =16}  C no es compacto ni perfecto. Es denso
en si. :
D’ = {(x;y)/(x+4)>+(y—1)2<4} D no es cerrado.
D,=D Desabierto © D, = {(x;y)/(x+4)2+(y—1)2>4}.
Dy = {(xy)/ (x+4)2+(y—1)? = 4} U {(-4;1)}:
Es denso en si. No es compacto ni perfecto.
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2. VECTORES

El material de este capitulo no corresponde, de manera directa, al calculo. Ge-
neralmente los alumnos ya lo conocen, por haberlo estudiado, en forma mucho mas
completa, en algebra lineal o en geometria analitica.

He ubicado en este capitulo definiciones y propiedades que seran usadas en el
libro, en especial para el estudio de funciones vectoriales y campos vectoriales.

Si el estudiante las tiene presentes, puede obviar la lectura de este capitulo y
recurrir a él cuando necesite recordar algunas nociones vectoriales o de geometria
analitica que se utilizaran mas adelante.

. Espacio vectorial

Consideramos primero la definicion de la estructura de espacio vectorial para
cualquier conjunto V, no vacio, respecto de un cuerpo conmutativo (K, +, -). -
Sean @ y O dos operaciones.
(V, ®, K, O) es espacio vectorial si y sélo si se verifica:
1) (V, @) es grupo conmutativo.
2) O es una ley de composicion externa con operadores o escalares en K.
O sea: O:KxV— V/VaeKVVeV: alIVeV.
3) ia ley externa satisface la asociatividad, enunciada asi:’ b

VaeKVBeKVVEV: (o .B)01V = ap(BOV).

4) ia ley externa es distributiva respecto de la adicién en K. Propiedad enun-
ciada asi:

Va€KVBeKVIEV: (a+B)V = (2m?)B(BY).

5) la ley externa es distributiva respecto de la adicion en V. Propiedad que se
indica:

VaeKYXeVVYEV: aO(*@Y) = (anX)@(aay).

6) la unidad del cuerpo es elemento neutro para la Iey externa.
O sea: WeV: 10V = ¥, donde 1 es la unidad en el cuerpo (K, +, *).
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El conjunto K recibe el nombre de conjunto de escalares y cada uno de sus
elementos es un escalar. El conjunto V es el conjunto de vectores y cada uno de sus
elementos es un vector.

+ Yy - son las leyes internas en el cuerpo y se llaman adicion y multiplicacion
de escalares. La ley interna @, definida en V, es la adicién de vectores, y la ey ex-
terna O es la multiplicacion de escalar por vector.

Obsérvese que la ley externa se define como funcién de KxV en V, y como el
producto cartesiano no es conmutativo, no tiene sentido cambiar el orden y multi-
plicar vector por escalar. .

El producto de un escalar por un vector es, como ya se ha indicado, un vector.
El neutro para la adicion en V es el vector nulo, que se designa 0.

~ He usado simbolos diferentes para designar las operaciones en Ky en V, con
el objeto de clarificar las nociones iniciales que caracterizan la estructura abstracta
de espacio vectorial. Si bien los simbolos diferentes permiten aclarar dichas nocio-
nes, en el uso repetido complican y hacen muy tediosa la notacién. Por €s0, una vez
comprendido su significado, prescindiremos de ellos al trabajar con el Gnico modelo
que nos interesa en este texto, que es R" con escalares en R. Es decir, al vector
x®y lo designamos simplemente X+, al vector ai0v lo indicamos av, etcétera.

Comenzamos con un modelo simple de espacio vectorial, considerando como
conjunto de vectores al conjunto R? y como conjunto de escalares al conjunto R de
los nameros reales.

Para verificar que (R?, @, R, () es espacio vectorial, definimos las dos leyes
de composicion:

1) la adicion de vectores es (a;b)®(c;d) = (a+c;b+d).

Obsérvese que la adicién en el primer miembro es @ (en R?) y la que aparece
en el segundo miembro es + (en R).

Puede verificarse de inmediato que R?, con @, adquiere estructura de grupo
conmutativo donde el vector nulo es (0;0).

2) la multiplicacion de un escalar por un vector es al(ab) = (a-a,a-b).

Puede probarse ahora, en forma muy sencilla, que se satisfacen los restantes
axiomas de espacio vectorial.

Para simplificar la notacion, como hemos anticipado, nos referimos al espacio
vectorial R? con escalares en R.

Por lo tanto, un elemento perteneciente a R? es un vector. Si el vector es
V = (a;b), a es la primera componente y b ia segunda y puede representarse en el
plano por el punto de abscisa a y ordenada b. El vector nulo corresponde al origen.

y

En geometria y en fisica es usual representar un vector mediante una flecha
con extremo inicial en el origen de coordenadas y.extremo final en el punto indicado
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en el plano. La recta determinada es la direccion del vector y los extremos dan el
sentido. La suma de dos vectores es un vector cuyas componentes son ordenada-
mente las sumas de las componentes respectivas. El vector.opuesto es un vector
cuyas componentes son los numeros opuestos de las componentes iniciales.

Geométricamente, la suma de vectores se obtiene utilizando la conocida “regla
del paralelogramo’.

Otro ejemplo de espacio vectorial que utilizaremos ‘es el de R3 con escalares
en R. Todo elemento de R® puede representarse mediante un punto del espacio
tridimensional o un vector con tres componentes.

Utilizaremos la terna dextrogira o derecha. (Si colocamos el dedo pulgar de la
mano derecha en la direccion positiva del eje x, y el indice en el sentido positivo del
eje y. el dedo central indica naturalmente la direccion positiva del eje z.)

z z
ch
\\\
~,
»j(a;b:c)
1
] b
S i 7 y X
Sl L7
[ A — N4
(asb)
X terna dextrogira v terna levogira

En general, el conjunto R" también adquiere estructura de espacio vectorial
para cualduier n>3, con escalares en R. Para ello se definen la ley interna y la ley
- externa en forma analoga a la realizada en R* y R®.

igualdad de vectores en R"

Considerando la igualdad de n-uplas, dos vectores son iguales si y soélo si sus
componentes son respectivamente iguales.
Es decir: X =y < Vii (x, =y, A 1=i=n » neN).
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Esto permite considerar siempre vectores cuyo origen coincide con el origen de
coordenadas.

En R?, por ejemplo, sea
a=(a,a,) A b=(b,—x,b,~x,).
a=bea =b,—x ra,=b,—x,

Norma de un vector en R"

Si consideramos la métrica euclidea, la distancia de un punto al origen se de-

nomina norma, longitud o médulo del vector correspondiente.
et——— 1/2
Six = (X;X.X,) es X = VXe+x2+..+x2 o sea, [X| = 2x€)
=

En R: |x| = /%2, propiedad ya vista para médulo de un nimero real.
En R2: [%| = V/x2+y?, etcétera.
Un vector es unitario si y solo si su norma es 1. Se lo denomina versor.

l. Dependencia lineal
Definicion 1

En R" el vector a es combinacidn lineal de los vectores 2 1,52,...,55 si y solo si
S

existen escalares a 00 tales que & zz oA,

", .
. i=1
Definicién 2 A
Un conjunto {a,,3,...a.} de s vectores de R" es linealmente independiente si
y solo si la Unica combinacion lineal de los mismos que da el vector nulo tiene todos
los escalares nulos.
En simbolos:
) s
{a,,a,,...a,} linealmente indep. en R" & Eaiéi =0 = Viiq, = 0.
i=1
Por ejemplo, en R? los vectores T = (1;0) y j = (0;1) forman un conjunto lineal-
mente independiente.
Analogamente, en R® los vectores coordenados unitarios:
" 1=(1;0,0), j=(0;1,0)y k = (0;0;1) forman un conjunto lineaimente independiente.
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Si un conjunto de vectores de un mismo espacio no es lineaimente indep_en-
diente, se denomina linealmente dependiente. Puede probarse de manera muy sim-
ple que un conjunto de vectores es linealmente dependiente si y sélo si uno de ellos
es combinacion lineal de los demas. ‘

Por ejemplo, sean a, y a, dos vectores ge R? que forman un conjunto lineal-
mente dependiente. Por definicion, i tal que 2 @& =0 A o,#0. Suponiendo a, #0

i=1
es a,8,+a,d, =0 A a,#0.
[s3

= 2 - - ~
Luego, &, = ( - —a—-) a, y los vectores a, y &, resultan paralelos en el plano.
1

La dependencia lineal, entonces, significa geométricamente en R? que los vec-
tores estan incluidos en rectas paralelas. Considerados a partir del origen (vectores
libres) se ubican sobre la misma recta.

De manera similar puede verificarse en R® que si tres vectores forman yn con-

junto linealmente dependiente, entonces existe un plano al cual los tres vectores re-
sultan paralelos.

Base de un espacio vectorial
Definicion

El conjunto {x, %,,....X,} s una base del espacio R" si y sélo si se verifica:
1) el conjunto es linealmente independiente.

2) todo vector del espacio puede expresarse como combinacion lineal de los
mismos.

Tienen especial importancia en R" los siguientes vectores unitarios:
" G, = (1:0:0;...0), U, = (0;1;0;....0),..., U_= (0,0;...;1),

llarhados vectores coordenados unitarios o versores principales.
Es usual la siguiente notacién para dichos versores:

enR2: (1,0) =1, (0;1) =]
en R3: (1;0;0) =1, (0;1;0) =], (0;0;1) = k
Puede probarse faciimente la siguiente propiedad en R":
a=(a;;a,..a) < a=a/l +a,d,+..+a .

Puede demostrarse también que el conjunto {i,j} es una base en R? y {i,j,k} lo
es en R, Lo mismo sucede con {,,0,,..,0 } en R". Cada una de estas bases recibe
el nombre de base candnica del espacio correspondiente.

n
Sia= E al, entonces a,.a,,...a, son ias componentes de & respecto de la
i=1 .

base candnica o simplemente las componentes de a.

A a .
Si a#0, entonces ——ﬂ— €s un vector unitario o versor.
a

3 a a, a
En efecto, —— = {——..;— )
laf lal lal
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Su norma:

é_z\/ B S

|a] a?+al+..+a? a?+al+..+a? a?+al+..+a?
n 1/2

] > @)

2 o= =1

lal i

(@)
i=1

La division de un vector por su moédulo suele llamarse “normalizacién” del vector.
Por ejemplo, siendo a = 2i+5j es [a| = \/29.

a __:2 psjy_é_: 4 .25
lal V29 /29 El 29 29

ll. Algebra vectorial

Ademés de las operaciones ya definidas: adicién de vectores y multiplicacion
de escalar por vector, pueden darse otras leyes de composicién con referencia a
vectores. .

La definicion de sustraccién es inmediata y se apoya en la existencia del vec-
tor opuesto para cada vector.

Es d=a-b & d=a+(-b).

Interesan, en especial, dos tipos particulares de multiplicacion.

a) Producto escalar

Definimos en R" el producto escalar o producto interno de dos vectores de la
siguiente manera:
. siendo X = (x,;xz;...xn), y= (y1;y2;...yn) 8S X ¥ = XY XY, +..4X Y .
n

Oseax.y= inyi .
i=1

De acuerdo con esta definicion, el producto escalar de dos vectores de un mis-
mo espacio es el nimero real que se obtiene como suma de los productos de las
respectivas componentes.

Pueden probarse las siguientes propiedades del producto escalar:

1) propiedad conmutativa: a.b = b.a.

2) propiedad distributiva respecto de la adicién de vectores:

a-(b+&) = (a-b)+(a-g)
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3) propiedad “asociativa”: (aa)-b = a(a-b).
4) propiedad del modulo: a.a = |af?
5) desigualdad de Cauchy-Schwarz:

a.b

=<|al|b|. .

4 Probaremos la Gltima propiedad

a) sia = Ovb = 0, entonces los dos miembros de la desigualdad indicada dan
el numero real 0 y se satisface la igualdad.
O sea a=0 a.b| = 0 A |a|lp| = 0= |a-b| = |a|jb| = |a-b|=|a|lb].

b) suponemos a#0 A b#0.
Considerando que « es un nimero real cualquiera, definimos la funcion escalar
f de la siguiente manera:

fR — R/f(a) = [aa+b}]?

Observemos que el recorrido de f esta formado por numeros no negativos.

Por la propiedad 4, es f(a) = (aa+b)+(ad+b).

Aplicando las propiedades 1, 2 y 3, resulta: —
f(a) = a?|a]2+2aa « b+|p|2

Completamos un cuadrado en el segundo miembro, de la siguiente manera:

3.b a.p \2 _ -
fa) = |5|2[a2+2a-—§——b—+ (25 ]+|b,2_ 3.y

ap £l &
A, el 2 _ _
Luego, f(a) = a2 (a-!— _a_t;_) +L[|é|2|b|2—(é-b)2}. -
laf? laf? ;
Elegimos el valor de «a que anula al primer término de la suma. Para ello basta
hacer a = — ab
- lap

Como los valores de f no son negativos, es Va: f(a)=0, y por lo tanto:

@b ) _ 1 | eppe_@ne | =
f(- P ) - 2 [1a| Ibl2—(a-B) J_o

Luego |a]?|bj?=(a-b)2.
Por tratarse de nimeros no negativos, extraemos raiz cuadrada en cada miem-

bro y resulta |a-b|<[a||b|, que es la tesis.
Otra forma de expresar la desigualdad de Cauchy-Schwarz es:

Utilizando dlrectamente la definicion de producto escalar, puede probarse en R®:

n

- (i l)1/2 (Ebiz)1/2 -

Ni=
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El producto escalar tiene en R? y en R® una importante interpretacion geomé-
trica.

Sean a y b dos vectores del espacio R® y « el angulo que forman (0<a<). En
el plano de ambos vectores queda determinado un tridnguio al cual podemos apli-
carle el teorema del coseno de trigonometria plana.

Los lados del triangulo determinado por O,ay b tienen las siguientes longitudes:
[l bl y lb—al.
Por el teorema del coseno es:

|b—a[2 = |a]2+|bj2—2|a||bjcosa - (1)
Por propiedad del producto escalar, es también:
lb—aj2 = |b]2+|a2-2a-b (2)
" De (1) y (2), resulta @ + b = |a||b| cos a, expresién que suele darse en R?y R® co-

mo definicidbn geométrica del producto escalar, y que se verifica también si
a=0va=m.

De esta férmula podemos sacar algunas conclusiones. En primer lugar, como
|al y |b| son numeros positivos si ninguno de los vectores es el vector nulo, el signo
del producto escalar es el signo del coseno del angulo que forman los vectores.
Por lo tanto, el nimero a+b es negativo si y sélo si cos a es negativo, o sea, si

v . P = .
) <a=m. Ademas, si a y b son vectores no nulos, el producto escalar es nulo si

. w N
cos a = 0. Esto sucede si o = > en cuyo caso los vectores son perpendiculares

u ortogonales.

Luego,a-b=0e>a=0vb=0valb.

Por otra parte, si el producto escalar no es nulo, la definicion geométrica perrhite
calcular el angulo que forman entre si dos vectores dados, si se conocen las com-
ponentes de dichos vectores.

1
.
o

En efecto, si |a] |b|+#0 es cosa =

o

o
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a,b,+a,b,+a,b,

2 2 2 2 2 2
Va?+ai+al Vbi+bi+b]

Si a=(a;asa;) b=(b;bb) cosa=

La férmula geométrica indica también que, para hallar el producto escalar de

dos vectares, se puede multiplicar la longitud de uno de ellos por la longitud de ia
proyeccion del otro sobre él.

o

(=]

TEoosa

(|13 cos a)jb] = a-b

b) Producto vectorial

Este producto, a diferencia del escalar que se define analiticamente en cualquier

dimension, sélo se define en R3.

Dados en R® los vectores a = (a, 18,:8,5) Y b= {b,:b,:b,), el producto vectorial de

a por b es el vector

(]

A b= (ab,~azb,a;b,—a,bya b,—ab),

o bien, a A b =(a,b,—a,b,)i+(a;b,—a,b,)j+(a,b,~ab,)k

Para recordar la definicién anterior, es usual darle al segundo miembro la “for-

ma” de un determinante:

DX

an
>
o
il
w

1 2

T N —

a
b

o
w

1 2
Pueden probarse las siguientes propiedades del producto vectorial:

1) anb=-(bna).

-2) aa(b+d)=(aADb)+(@nd).

3) a(@a A b) = (c@) A b =2 A (ab).
4 a-(@anb)=b-(@Aby=0
5)ana=0.

6)ini=k jak=1 kal=]
7) la A b = |a]?b)?—(a - b)*

al vector a y al vector b.

Demostraremos ahora que |a A b| = |a||b| sen «. Esta formula permite definir

geomeétricamente al producto vectorial.
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Por defnmcnon de producto vectonai y de mdédulo de un vector, es
- |a A bR =(ab,—a, b ,)2+(a,b,—a,b;)?+(a,b,—a,b )P
.Luego, |a A b2 = a2b2+a2b2+a2b?+a?b2+a2b?+a3b?-2a,b,a,b,—2a,b,ab,
-2a b ab, (1)

1717272
Por otra parte, |a2|b]2 sen? a = |a]2|b|?(1— cos? a) =

= [aP?[bj*—[a[/b[? cos? = |a?lbl* ~(a + b)* =
= (a?+a2+a?)(b?+b2+b2)—(a,b, +a,b,+a,b,)? =
= a?b2+a2b2+a2b?+a3bl+alb?+aZbi—2a,b,a,b,~2a b a;b,—2a,b,a,b, (2).
De la iguaidad entre (1) y (2) surge: l
la A bj2 = |a]?|bf?sen?

y por lo tanto, |a A b| = [a|jb]isen al.
Finalmente, como sen a=0 pues 0=<a=4, obtenemos

|a A b| = |a|ib| sen o

Esta férmula indica que la longitud del vector a A b es el area del paralelogramo
que determinan los vectores dados.

/777’
lalib| sen//.'%t/
E/

Ahora bien, hemos hallado la direccién del vector resultado, que es perpendi-
cular al plano determinado por & y b, y su longitud que es el area del paralelogramo
que los tiene por lados. Falta dar su sentido.

El sentido depende de la posicion relativa de los ejes coordenados. Si el sistema

- de coordenadas esta dado en el espacio por una terna dextrdgira, el sentido de & A b
también viene dado por la terna derecha. Es decir, suponiendo que el vector a gira
hacia b, si los dedos de la mano derecha siguen esa rotacién, el sentido de a A b
esta senalado por el dedo pulgar.

35



Si bien, al dar la definicion geométrica, el sentido debe exigirse por definicion,
la expresion analitica lleva también a un vector con el sentido indicado. Para veri-
ficarlo, basta recordar la propiedad 6 (pag. 34) donde se ha probado i A j = k. Al va-
riar las componentes de los vectores dy b, el sentido se mantiene pues, considerado
como funcién, @ A b es continuo respecto de a y b.

De la expresion geométrica surge de inmediato que, si los vectores son para-
lelos, su producto vectorial es nulo pues sen « = 0. Reciprocamente, si el producto
vectorial es nulo y los vectores no lo son, entonces resultan paralelos.

¢) Producto mixto

El producto escalar y el producto vectorial pueden combinarse, formando el pro-
ducto mixto.

En R® sean a = (a,;a,:a,), b = (b,:b,b,), & = (¢,iC,iC,); @+ b A € es el nume-
ro que se obtiene del producto escalar entre los vectores ay b A ¢.

Utilizando las definiciones conocidas, se prueba de inmediato que

i a, a, &,
a-bac= | b, b, b,
C, € C

_Tambien puede probarse, utilizando propiedades de los determinantes, que
abanc=¢&+-anb=>b-C A a, oseaque se pueden permutar ciclicamente los vec-
tores sin que altere el producto mixto.

Finalmente se demuestra también que pueden intercambiarse las operaciones
sin que altere el resultado final: a:b A &=a A b-&. ,

El valor absoluto del producto mixto coincide con el volumen del paralelepipedo
que tiene a los vectores dados como aristas.

En efecto, a A b tiene por médulo el area del paralelogramo correspondiente
y es perpendicular al plano del mismo. Si 8 es el angulo que forman entresia A byg,
su producto escalar es |a » b |¢| cos By [Cllcos B! corresponde a la altura del para-
lelepipedo indicado.

Si el angulo ,8<%, el producto a A b +& es positivo, y negativo si B>%- Por ello,

el producto mixto & A b & es positivo si a A b y € estan en el mismo semiespacio
respecto del plano determinado por a y b.
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EJERCICIOS

1) Considerar en R® los siguientes vectores: & = (1;-3;4), b =(2;,-1;5), € = (—2;0;3).
Hallar a) a+b+¢, b)a-¢+b, c) a+46-3b, d) a-c, e)ja, f b, gbact
h) a+b A &.

2) Siendo a = 4i-2j+4k y b = —3i+2j-7k verificar la desigualdad de Cauchy-
Schwarz.

3) Hallar el moduio del vector con origen en A = (5;2;3) que une A con P = (x;y;z).

4) Hallar un vector unitario con la direccién y sentido de v = —5i+3j—4k.

5) Hallar un versor paralelo a a+b si a = 1+2j+5k, b = 4i+3j—6k.

6) Demostrar que & = i+j+5k, b = 2i+3j—k y & = 16i—11j—k forman un conjunto
ortogonal de vectores (perpendiculares dos a dos).

' d
IV. Angulos y cosenos directores
1) En R?

Consideremos en el plano un vector v = (a;b). Como ya hemos indicado, ay b
son las componentes del vector y son las longitudes de las proyecciones de V, res:
pectivamente, sobre cada uno de los ejes coordenados. Interesan los angulos que
forman cada uno de los semiejes positivos con el vector, llamados angulos directo-

res del vector, y sus cosenos, llamados cosenos directores. Los-angulos varian entre
- 0y 7 y sus cosenos, por lo tanto, pueden ser positivos o negativos.

ay B angulos directores de v

2) En R?
Las mismas definiciones anteriores se repiten en el espacio.

v = {(abic)
a, Byy @ngulos directores de v

37



Los cosenos directores de los &ngulos son proporcionales a las componentes
respectivas. '
En efecto, es

oS o = — cos 8 S cos y = (1)
oo ¥
con v = \/a?+b2+c2. Estas igualdades permiten calcular las componentes si se co-
nocen los cosenos directores y la longitud del vector.

‘Por otra parte, los cosenos directores estan relacionados por la siguiente ex-
presion: cos? a+cos2 8+cos2 y = 1, que se obtiene elevando al cuadrado primero y
sumando luego las tres igualdades (1).

De las igualdades (1) se deduce también que las componentes de un vector
unitario coinciden con sus cosenos directores. En efecto, si [v| = 1 resulta cos a =
=ancosB=bnacosy=c

Al vector nulo no se le adjudican &ngulos directores.

Vectores paraielos en R®

Si dos vectores no nulos a = (a;a,a,) y b= (b,:b,;b,) son paralelos y del mis-
mo sentido, tienen los mismos cosenos directores:

a, b, a, b, a, b,
COSa = ———=——AC SB=—-_——=-—_,—-/\COS’)'=—_"~='%
a b a ol . lal Ib|
a, a, a, &

y, por lo tanto, = e = e = —— §i b,#0 A b,#0 A b,#0.

Si los vectores son paralelos pero tienen sentido contrario, los cosenos tienen
valores opuestos.

Osea SL__ 2 % _ b & b
la| bl ] bl 1al Iof
a a a 5
y resulta ——’=—g~=,—3= -—EL.
b, -b, b, Io|

En ambas situaciones, las componentes de vectores paralelos son proporcio-
nales. ‘

Reciprocamente, puede demostrarse: si las componentes de dos vectores son

proporcionales, entonces los vectores resuitan paralelos.
Es decir,

Si las razones son positivas, los vectores tienen igual direccion y sentido. Si las
razones son negativas, los vectores tienen igual direccion y sentidos opuestos.
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EJERCICIOS
1) Haliar los cosenos directores de a = (—3;5;4).

2) |v| = 4y sus cosenos directores son, respectlvamente. y —-, Hallar v.

9’ 9
3) Cosenos directores del vector con extremo inicial en (2;,—1.3) y extremo final en
(4:5,-7).

. 3w
4) Sj 3

— son dos de los angulos directores de un vector, calcular el tercero.

V. Nociones de geometria analitica en R

Ya hemos visto que existe una biyeccion entre puntos y vectores del espacio
tndlmenSIonaI que permite utilizarlos indistintamente. Por lo tanto, al considerar el

punto P = (x;y;z), nos referimos de igual forma- al vector OP = xu+y;+zk En-

tonces, usaremos indistintamente las expresiones vector P, punto P o vector OP. Si
en algln caso es necesario distinguir entre punto y vector, surgira de la indole del
problema.

Rectas en R3
a) Una recta en el espacio puede determinarse mediante uno de sus puntos y
un vector paralelo a ella.

Sea P = (X3¥0:2,) UN punto que pertenece a la recta £ y a= (a1 ;8,;8,) un vec-
tor paralelo af.

SiP= (x;y;z) es un punto cualquiera de la recta ¢, et vector posicion OP puede
considerarse como suma de los vectores OP, y P P donde P P = t a para un nime-
ro real t.

Hesulté P= _FTOHé, ecuacion vectorial de la recta ¢, paralela al vector a por el
punto P
Recordando la igualdad de vectores, puede llevarse la ecuacion anterior a su

forma cartesiana
P= F’_;Hé & (XY:2) = (Xg1¥giZ,) H1(a,:8,:85)-
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Obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:
X = X,tta, ny =y,+ta, n z= 2z +t a,, ecuaciones paramétricas de la recta con-
siderada.

Si los nameros a,,a, y a, no son nulos, puede hallarse el valor comun t en las
tres ecuaciones paramétricas y obtener:

0 . .z
= = a , ecuaciones simétricas de la recta.
3

Como las componentes del vector @ son proporcionales a sus cosenos directo-
res, las ecuaciones simétricas pueden darse también asi:

XXy Y=Y -z, ,
= = siendo cos «, cos B Y cos vy los cosenos di-
cos a cos B cosy

rectores (no nulos) de & que se laman también cosenos directores de la recta.

b) Una recta en el espacio también puede determinarse por dos puntos que le
pertenecen.
Hallemos, por ejemplo, la ecuacién de la recta a la cual pertenecen los puntos

P, = (x,¥yi2,) ¥ P, = (%y,12,).

Obsérvese que el vector 5,32 da la direccion de la recta y corresponde al vector
adel caso anterior.
Luego, es P =P, +(P,—P,), expresion que también puede escribirse

P=(1-HP,+tP, (1).

Si O=t=1, entonces el punto P pertenece al segmento P,P,. Los demas puntos
de la recta se obtienen dando a t valores reales mayores que 1 o valores negativos.
De (1) podemos obtener, igual que en el caso anterior, las ecuaciones paramé-
tricas: x = X, +t(X,—x,) A Yy =Y, +ty,—y,) A 2 =2,+1(z,~2,))
s XX, Y=y, z-z,
y las.simétricas: = = (,#X, A Yo %Y, A 2,#2,).
Xz—X, Y27Y4 2,7,
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Ejemplo
a) Ecuacion de la recta a la que pertenece 5; = (3;1;,—4)y es paralela al
vector (2;5;—3).
Ecuacién vectorial: (x;y;2) = (3;1;—4)+1(2;5;—3).
Ecuaciones paramétricas: x = 3+2t Ay =1+5t A z = —4-3t.
. foa o X—3 _ y—1 _ z+4
Ecuaciones simétricas: > 3 3
b) Ecuacidn de la recta determinada por (3;6;—2) y (—1;7;4).
x—3 y—6 z+2

Ecuaciones simétricas: 2 = 3 = 5

Planos en R?

a) Un plano queda determinado si le pertenece el punto FO = (X,3¥g:Zo) Y €S per-
pendicular (normal) a un vector no nulo & = (a,;a,;a,).
- La condicién necesaria y suficiente para que un punto P= (x;y;z) pertenezca a
dicho plano es que el vector E—Fo sea perpendicular ai vector a.

z

El producto escalar a - (P—P;) es nulo. Luego,
a- (P-P,) =0 es la ecuacion vectorial del plano.

La definicion de producto escalar permite escribir la ecuacién anterior en forma
cartesiana: a,(x—xy)+a,(y—y,)+as(z—z;) = 0.

O bien a,x+ayy+a,z = a,x;+a,y,+a,z,, que puede expresarse

a,x+ay+a,z =d siendo d = a x,+ta,y,+a,z,

Luego, la ecuacion de un piano en R2 es lineal en x,y,z.

b) Un plano también queda determinado por dos rectas que se cortan en un
punto P, )

Sean a y b dos vectores no paralelos, cuyas direcciones coinciden con las de
las rectas.
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X

Como el vector a A b es perpendicular al plano, si Pesun punto cualquiera del
mismo, resulta (P—P,) « (& A b) = 0, ecuacién vectorial de! plano.
En forma cartesiana, utilizando la definicién del producto mixto, es

X—X Y=Y, 2-Z,

) c) Un pléno puede determinarse también por tres puntos no alineados. Sean
Py = (Xgi¥0iZo) Py = (x;3¥5:2)) ¥ Py = (X,1,:2,) diehos puntos:

Es el mismo caso anterior haciendo, por ejemplo, 2 = E —FO yb= P,—-P,.
Luego, es (F~Py)«(P,—P) r (P,—P ) =0.

X—X, Y=Y, z
17 % Yi Y
X Ya™Y

0

-z
X z,-z, |=0 es, entonces, la ecuacion dei plano al cual
X Z,~2

2 (1]

pertenecen los tres puntos no alineados T’;Fl y T’;
" Ejemplo 1

Ecuacién del plano al que pertenece el punto (1;6;—4) y es perpendicular al
vector (9;-3;7). :
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La ecuacion vectorial es (P P 0ca=>0.
Luego, (x—1;y—6;z+4) *(9; 37)—

9(x—1)—-3(y—6)+7(z+4) =
9x—3y+7z = —-37.

Ejemplo 2
Ecuacion del plano determinado por (2;0;5), (—1;3;6) y (—2;—4;0).
x-2 y 2z-5
3 -8 -1 |= 0 —-11x-19y+24z = 98 .
-4 -4 -5

EJERCICIOS

1) Hallar las intersecciones del plano de ecuacion 2x+y—2z+8 = 0 con los ejes
coordenados y también con los planos coordenados. Dar un vector unltano per-
pendicular al piano.

2) Ecuacion del plano al que pertenecen los puntos (3;—1;2), (4;0,—3) y (~1;5;1).

3) Ecuacién del plano al que pertenece P = (2;5;—1) y es perpendicular al vector
a = (2:4:5).

4) Ecuacion del plano perpendicular al vector v = 2i—-3j+4k en el punto (3;—1;-2).

5) Ecuacion del plano que pasa por el origen y esta determmado por los vectores
a=(213) y b=(-12,-4).

6) Dar un vector perpendicular al plano determinado por los vectores & = 2i— j+5k
y b =i+2j—3k.

7) Ecuacién de la recta perpendicular al plano de ecuacion 2x+4y—z =3 en el
punto (5;—1;7).

VI. Representaciones graficas en R®

Para el estudio de algunas funciones de dos variables, puede resultar conve-
niente, a veces, recurrir a su representacién gréfica en el espacio tridimensional.
También para el célculo de integrales dobles y sus aplicaciones, ayuda un grafico
mas o menos aproximado de algunas superficies, aun cuando ellas no correspondan
al gréfico de funciones.

Consideramos, a continuacion, algunos recursos para interpretar graficamente
ecuaciones asociadas a superficies en el espacio de tres dimensiones.

Planos.

Ya hemos visto que a todo plano del espacio tridimensional le corresponde una
ecuacion del tipo ax+by+cz = d (a2+b?+c2#0), y toda ecuacién de este tipo co-
rresponde a un plano, donde a, b y ¢ son nimeros reales no simultaneamente nulos.

Si uno de los tres nimeros reales a, b ¢ ¢, es cero, o dos de ellos lo son, el plano
tiene caracteristicas especiales que facilitan su gréfico.
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a) Si uno de los tres nimeros reales a, b, o ¢, es cero, el plano es paralelo al

eje correspondiente a la coordenada cuyo coeficiente es nulo.
Por ejemplo, el plano de ecuacion ax+by = d (a#0 A b#0 A d#0) es paralelo

al eje z. —
Si el término independiente es cero, entonces el plano contiene a dicho eje. Es

decir, el plano de ecuacion ax+by = 0 (a#0 A b#0) incluye al eje z.

N
N

! 3x+5y =2 2x-y =20
|
1
{
1
|
i
2/5
o _ -
213l y Y
/ =
L/_/—/_ X ¥ —

Andlogamente, el plano by+cz = d (b#0 A c#0) es paralelo al eje x y el plano
ax+cz = d (a#0 A c#0) es paralelo al eje y.

b) Si dos de ios coeficientes son nulos, el plano resulta paralelo al plano que
forman los dos ejes para los cuales los coeficientes de sus coordenadas son-nulos.

Por ejemplo, el plano de ecuacién cz = d (¢#0 A d+0) es paralelo al plano coor-
denado xy. Si d=0, se obtiene la ecuacién de dicho plano coordenado z=0.

Andlogamente x = 0 es la ecuacién del plano coordenado yz e y = 0 la del pla-
no xz. .

X

c) Para el caso en que a#0 A b#0 A c#0 puede dibujarse el plano ubicando
previamente tres puntos no alineados que pertenezcan al mismo. La manera mas
sencilla de obtenerlos es anular dos de las coordenadas.

Sea ax+by+cz =d (a#0 A b#0 A c#0 A d+0)

(%;0;0), (0;%;0) y (0;0;%) son tres puntos del plano, intersecciones del mismo con
los tres ejes coordenados.
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I
-

d

Basta considerar —+—dL
b

olo.lN

a

I
-

Por ejemplo: x+3y+4z =9 < —;—+%+

-hl(OIN

La traza del plano anterior sobre el plano coordenado z=0 es la recta de ecua-
cién x+3y = 9, etcétera.

Superficies cilindricas

Consideremos una curva plana C y una recta ¢ que corta a la curva en el punto
M. Por los puntos de la curva C se trazan rectas paralelas a ¢. Estas rectas generan
una superficie cilindrica y la curva C es la directriz de la misma.

Si la recta ¢ es perpendicular al plano de la curva, la superficie es recta. Si la
curva es una circunferencia, por ejemplo, la superficie es una superficie cilindrica
circular recta. '

Si la curva directriz se encuentra en el plano coordenado xy, y las generatrices
son paralelas al eje z, en la ecuacién de la superficie cilindrica correspondiente, no
aparece la coordenada z.

En general, una ecuacion en sdlo dos de las tres coordenadas corresponde a

. una superficie cilindrica. '
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Si x no aparece, las generatrices son paralelas al eje x, etcétera.

Por ejemplo, la ecuacion y = 4x? oorresponde a una superficie cilindrica parabo-
lica con generatrices paralelas al eje z.

La ecuacion 3x? = —(z-3) corresponde a un cilindro parabélico con genera-
trices paralelas al eje y.

Anélogamente, la ecuacion 4z = 12-3y? se representa mediante una su-
perficie cilindrica parabdlica con generatrices paralelas al eje x.
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Luego, si F(x;y) = 0 es la ecuacién de una curva C en el plano xy (geometria
plana), esa misma ecuacion en el espacio tridimensional es la ecuacién de una su-
perficie cilindrica de directriz C y generatrices paralelas al eje z.

Andlogamente para G(x;z) = 0 y M(y;2) = 0.

Otros ejemplos
N ‘ z
Az
2
[ f
& a 3
Wi A Yo N .
y b y
a
X Superficie cilindrica hiperbdlica de
Superficie_cilinqiricg circular ;ecta X curva directriz X2 ____y2 =1
de curva directriz x° + (z~1)° =1 a2 b2
y generatrices paralelas al eje y. y generatrices paralelas al eje z.

Superficies cuadricas

Después de los planos y las superficies cilindricas, las superficies mas simples
en el espacio son las definidas por ecuaciones de segundo grado en coordenadas
cartesianas ortogonales, del tipo:

ax?+by?+c2z?+2dxy+2eyz+2fxz+gx+hy+mz+k = 0 (a#0 v b#¥0 v c#0).

Las superficies cilindricas, que ya hemos considerado, son casos particulares
de la ecuacion anterior donde no aparece una de las coordenadas.

En general, una seccion plana de una cuadrica es una cénica o una forma de-
generada o limite de ésta (pares de rectas).

Por rotaciones y traslaciones de ejes, la ecuacion de una cuadrica puede lle-
varse a una de las dos formas siguientes:

ax®+by?+cz2=d (1) v  ax?+by?+cz=0 (2

1) Las ecuaciones del primer tipo pueden corresponder a uno de los tres casos -
siguientes:
2 2 2
X
a) +-Y 4 Z _ 1 (%0 A b#0 A c#0).
a2 b2 c?
Su representacion es un elipsoide con centro (0;0;0), o una superficie esférica
centrada en el origensia=b =c. ‘
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2 2 2
X z
by X+ X L 4
a? b? c?
La cuadrica recibe el nombre de hiperboloide de una hoja.
En este caso, las secciones con planos paralelos a los planos coordenados
y=0, x=0, son hipérbolas. Las secciones con planos paralelos a z=0 son elipses.

z

a2 b2 C2

La cuéadrica asociada a esta ecuacion recibe el nombre de hiperboloide de dos
hojas. Las secciones con planos paralelos a los planos coordenados z = 0, x=0 son
hipérbolas. Las secciones paralelas al plano y=0 son elipses, también pueden ser
un punto 0 no existir.
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IN

x2 3 y2 z2 x2 y2 22

— =1, - 2—-2 4+ = =1

a2 b? c? a? b? c?

2) Las ecuaciones del segundo tipo corresponden a cuédricas sin centro.

x2 y2
+ -b—2 (a#0 A b#0 A c#0).

z
a) —=
c a2
El gréfico es un paraboloide eliptico, o circular si a = b.
En el primer caso, las intersecciones con planos paralelos al plano coordenado
z=0 son elipses, un punto o no existen. Si ¢>0, entonces toda la superficie se en-
cuentra ubicada por encima del plano z=0, y debajo de él si ¢<O0.

X

Similares son los gréficos correspondientes a las ecuaciones

2 2 2 2
x Y .,z Y_x .z
a p? 2 b g c?
b) z_¥y %
c b? a?
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Corresponde a un paraboloide hiperbdlico.

X

Las intersecciones con planos paralelos a z=0 son hipérbolas. Las secciones
con planos paralelos a los planos y=0, x=0, son parabolas cuyas concavidades tie-
nen sentidos opuestos. La interseccién con el plano z=0 es un par de rectas.

Representaciones andlogas corresponden a las ecuaciones:

2 2
X z

- , — = y _ , etcétera.
a? b? a b? c?

Se pueden considerar también casos particulares de las ecuaciones (1) y (2)
de la péagina 47.

Si en (1), por ejemplo, es d=0y a,b,c no son nulos, la ecuacién puede corres-
ponder a una superficie conica.

En general, la ecuacion de la superficie conica admite una expresion del tipo

2
Lo x2 . S .
siguiente: z2 = —t —yT Si a=b se trata de una superficie conica circular recta
a
Cuyo eje es z y cuyo vértice es el origen.

x2 y?

Z
c

<Y
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Las notas presentadas sobre cuédricas no son rigurosas ni completas. Estan
destinadas exclusivamente a obtener una guia minima para poder visualizar en el
espacio algunas superficies. ,

Al estudiar funciones de dos variables, o dominios para funciones de tres varia-
bles, se notara, de inmediato, que las representaciones en R? resuttan muy compli-
cadas y, por ello, no es posible recurrir asiduamente a los gréficos para explicar con-
ceptos o propiedades, como podia hacerse para funciones escalares.

Veremos, a continuacién, algunos ejemplos de representaciones. Previamente
anotamos una sintesis de los casos mencionados hasta aqui:

1. Planos

(@a#0 A b#0 A c#0 A d#0)

ax+by+cz =d < cora a los tres ejes coordenados
ax+by+cz = 0 <« le pertenece el origen
by+cz =d < paralelo al eje x
by+cz =0 < incluye al eje x
cz =d <> paralelo al plano xy
z=0 <« plano xy

2. Superficies cilindricas (generatrices paralelas a un eje coordenado)

Corresponden a ecuaciones en dos de las tres coordenadas. La forma se revela
estudiando la curva en el plano correspondiente a las dos coordenadas que apare-
cen en la ecuacion y ubicando generatrices paralelas al eje de la coordenada que
falta. .

En R? la superficie dada por F(x;y) = 0 es una superficie cilindrica cuya direc-
triz es la curva F(x;y) = 0 en el plano z = 0 y generatrices paralelas al eje z.

3. Superficies cuadricas (no degeneradas)

x2 y2 Z2
+ + =1 elipsoide o superficie esférica
a? b? c? _
x2 . y2 ZZ . . .
+ - =1 hiperboloide de una hoja
a? b? c?
x2 2 22
. =1 hiperboloide de dos hojas
a? b? c?
x2 y? o .
Z=— paraboloide eliptico o circular
a? b?
X2 y2
Z=— - —— paraboloide hiperbdlico
a? b2
x2 y2
= 2 superficie conica eliptica o circular
a2 bz
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Ejemplo 1

x2+y?+2z2 = 16 corresponde a una superficie esférica con centro en el origen
y radio 4.

Ejemplo 2
X?+y2+22—-6x+4y—8z = 7. También corresponde a una superficie esférica,
pero su centro no es el origen. Una forma sencilla de efectuar la traslacién es utilizar
el método conocido de “completar el cuadrado” (Calculo 1 - cap. 3).
(x2—6x+9)+(y2+4y+4)+(22—82+16) = 7+9+4+16
(x—3)2+(y+2)2+(z—4)? = 36.

La esfera tiene radio 6 y su centro es el punto (3;—-2;4).

Ejemplo 3
2x2+3y?+2%—8x+6y—4z—3 = 0. Corresponde a un elipsoide cuyo centro de-
terminamos completando los cuadrados. '
2(x2—4x+4)+3(y?+2y+1)+(z2—4z+4) = 3+8+3+4
2(x—2)24+3(y+1)2+(z—2)*> = 18
—n\2 2 )2
(o ) N o)
9 6 18

1

Elipsoide con semiejes a=3, b=1/6, ¢ =32 y centro (2;-1;2).

Ejerﬁplo 4

x2

¥ e
Z= 9 4.

Corresponde a un paraboloide hiperbélico.
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Buscamos intersecciones con algunos planos:

2 2
z=1 yT - L4- =1 hipérbola
y2
x=0 z=—3" parabola de concavidad positiva
y=0 7= — __.’;2_ parabola de concavidad negativa
Ejemplo 5

y2+22 = 4x. Paraboloide circular con eje x.

Y

La interseccién con el plano de ecuacién x=4 es la circunferencia de ecuacion

y2+22 = 16.

EJERCICIOS

1)

2)

Para cada una de las siguientes circunferencias, elipses o hipérbolas, ubicar el
centro completando el cuadrado. idem para hallar el vértice de cada parabola.
Hacer el gréafico en R? indicando radio, ejes, etcétera.

a) x2—3x—y+—% =0. b) x—3y*—6y =0.
c) x2+y?—8x+10y—12=0. d) 2x2+2y?>~x = 0.
e) 9x2+16y2—36x+96y+36 = 0. f) 4x2+9y2—48x+72y+144 = 0.

g) 9x2—16y2—18x—64y—199 = 0.

Graficar las_siguientes superficies cilindricas en R?, ubicando primero la curva
directriz en el plano correspondiente.

a) x2+z-4=0. b) z+3y2—6y—1=0. c) y2 = 4x. d) xy = 9.
Representar los siguientes planos hallando las intersecciones con los ejes y las
trazas en los planos coordenados.

a) 3x+2y = 12. b) z=-2. c) 2x—4z = 1. d) 3x+7y+2z = 9.
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4) Hallar el vértice del paraboloide de ecuacién:
2x2+422—4x—24z~y+36 = 0.

5) Indicar el tipo de cada una de las siguientes superficies:
a) x2-3y2—2z2 =1.  b) x¥+3y2-2z22=1. ) x+y2+z2 = 9.
d) 5x2+y2+222-3x+y—8z = 17.  e) 2x2+4z2-y2 = 0.
) x2+3x+y2+22-22=15. @) 9x2+y2 =36z. h) z2-5z-2y = 1.

Vil. Sistemas de coordenadas

1. Coordenadas polares (en R?)

Para ubicar un punto en el plano se elige un punto O llamado polo, y un eje po-
lar que es la semirrecta coincidente con el semieje positivo de abscisas del sistema
cartesiano ortogonal.

A cada punto P del plano se le asignan coordenadas r y t, la primera llamada
radio vector y la segunda argumento.

o

r es la fongitud del segmento OP y t es el angulo que forma el eje polar con el
segmento OP, medido en radianes.

Obsérvese que el par de coordenadas polares que se asigna a un punto P no es
unico, pues le corresponden también los infinitos pares (r;t+2ks) con keZ.

Para que exista una biyeccion entre los puntos del plano y los pares correspon-
dientes a sus coordenadas polares, pueden darse distintas convenciones. Es usual
hacer corresponder al origen exclusivamente el par (0;0) y a cualquier otro punto del
plano el par (r;t) con r>0y 0=<t<2s.

Las férmulas de pasaje entre el sistema polar y el cartesiano ortogonal son las
siguientes:

X = r cos t r=Vx2+y2
y=rsent t=arc tg_Y_ (x#0) A t = arc sen e
X \/x2+y2

2. Coordenadas cilindricas (en R?)

Las coordenadas cilindricas se obtienen mediante un sistema de coordenadas
polares en un plano y un eje perpendicular al mismo en el polo. El plano polar coin-
cide con el cartesiano z = 0 y el eje vertical con el eje z.

Cualquier punto P del espacio se ubica mediante una terna de nimeros reales
(r;t;z) donde r y t son las coordenadas polares de la proyeccion de P sobre el plano
xy. z es la coordenada cartesiana.
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r Y
! Q
X
Las férmulas de pasaje son:
X =rcost r=vx2+y2
y=rsent t= arctg—y—(x#O) At=arcsen—-y——
. X \/x2+y2

En coordenadas cilindricas, el grafico correspondiente a la ecuacién r = k (k
constante) es una superficie cilindrica recta de radio k y eje z.

o

I
]
P
- l \\
X/ !
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Finalmente, el grafico de z = k es un plano paralelo al xy.

4

X

3. Coordenadas esféricas (en R?)

Un punto cualquiera P de R® se ubica mediante una terna de nimeros reales
(pite).

———4---=~u

p es la longitud del segmento OP, t es el angulo polar correspondiente a la pro-
yeccidn de P sobre el plano z = 0y ¢ es la medida en radianes del angulo que forma
el semieje positivo z con OP. Al origen le asignamos exclusivamente la terna (0;0;0).

Para cualquier otro punto de R® es p>0, 0=<t<2n y Os¢=n (p = 0 para puntos
ubicados en el semieje positivo z y ¢ = & para los puntos del semieje negativo z).

Las formulas de pasaje pueden hallarse facilmente teniendo en cuenta que
r=psenep, X = rcost, y=rsent.

Resulta:
X = psen ¢ cost p = Vxe+y?+2?
y=psengsent t = arc cos /\t=arcsen———y——
h! x2+y2 \/X2+y2
z \/x2+y2
Z=pCOS ¢ ¢ =arc oS ——————— N p = arc sen ————
L VX2 +y?+2? Vx2+y?+22

En coordenadas esféricas, el grafico para la ecuacién p = k (k constante) es
una superficie esférica centrada en el origen y radio k.

56



El gréfico para t = k (O=<k<2w) es un semiplano limitado por el eje z.
Finalmente, el grafico correspondiente a ¢ = k (0<k<) es una superficie coni-
ca de abertura k, eje z y vértice en el origen.

RESPUESTAS A EJERCICIOS
CAPITULO 2
Seccion il

1) a)(1,-4;12) _b)(5-46) ¢)(~13;0;1) d)10 e)V26 1) 30
g) 3|—1e; 2k h) 37.
a|lb| = 6162 = 47,22,

3) \/(x—5)2+(y—2)2+(z—3)2 4 v = --\-/2—2—1+ 3{ i %x/ﬁk

5 . 5 - 1 . oo
5) — i+ - —Kk 6) a‘b=b+c=¢-a=0
V51 \/51J V51 )
Seccién v
§ 32 VZ 22 2)(32_-_i- 16)
10 ° 2 5 9’ 9’ 9
9 3 -5 T 2x
3 ( —; ; 4) — 0 ——.
) V35 /35 /35 ) 3 3
Seccién V

1) (-400), ©:-80) y 00:4) =27+

2) 29x+21y+10z = 86.  3) 2x+4y+5z =19.  4) 2x—3y+4z = 1.

5) 2x~y-z=0. 6) v=-7i+11j+5k. 7 ’25 = "11 - 2_17

Seccion VI

1) a) parabola eje x=% V=( %) b) parab. eje y = —1V =(-3;-1).

njw

c) circ. centro (4,—5) r=+/53 d) circ. centro (~1—;O) r= %
e) elipse centro (2,—-3) a=4, b = 3. f) elipse centro (6;—4) a=6, b = 4.
g) hipérbola centro (1;-2) a=4 b= 3.
2) a) directriz z = 4—x2 parabola en plano y = 0.
b) z= -3(y—1)2+4 parabola en plano x = 0.
) -parabola en plano z = 0. d) hipérbola equitatera en plano z = 0.
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3) &) @00), (080).  b) 00-2.  ©) (3:00) (00~ )

am 020 002
d) (3;0;0), (0; = :0), (0:0; > ).
4) (1,-2;3).
5) a) hiperboloide dos hojas eje x. b) hiperboloide una hoja eje z.
¢) paraboloide circular eje x. d) elipsoide.
e) sup. cénica eje y. f) sup. esférica. g) paraboloide eliptico eje z.
h) sup. cilindrica parabdlica.
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3. CAMPOS ESCALARES

Recordemos, en primer lugar, la definicién general de relacion funcional o fun-
cién de A en B (Célculo 1 - cap. 2).

R CAXB es funcion <>D, = A A ¥xVyVa:((xy)eR A (x;2)€R = y = a).

Es decir, todo elemento del primer conjunto debe tener imagen Unica.

Nos interesa ahora, especialmente, el caso en que ACR" y BCR.

Si n = 1, se trata del caso ya estudiado de funciones escalares.

Sin = 2, o sea, si ACR?, entonces F:A— R es una funcién de dos variables.
Su dominio, por estar incluido en R2, puede representarse en el plano. El gréfico de
la funcion es una superficie en el espacio de tres dimensiones. Usamos la notacion
z = F(x;y) para designar al ntimero real z como imagen del par ordenado (x;y).

Resulta, gréfico de F = {(x;y;z)/z = F(x;y)}.

Si n =3, o sea, si ACR?, entonces F:A — R es funcién de tres variables y su
dominio puede representarse por una superficie en el espacio. El gréfico de la fun-
cion no puede interpretarse geométricamente.

En todos los casos, para n = 2, la funcién de n variables se denomina funcién
de vector o campo escalar.

Igual que sucede con las funciones escalares, es comun dar una o varias reglas
para determinar la funcion, en cuyo caso, se le asigna el dominio mas conveniente.

l. Funcion de dos variables

X+5
1) Sea F:xyy) — —;Lz A su dominio no le puede pertenecer el origen.
x2+y ’
Es decir, D = R2-{(0;0)}.
. x+7y—3 L . . .
2) SiF:ixy) — RV su dominio no puede incluir a la recta de ecuacion
y=x

7 7
/¢ D, = Rz - {(xy)/y = x}
4

vi.
/]

!

/
/
s/
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ey 1
8) FooY) = =y 3y

a) Para que la imagen de cada par ordenado sea un numero real, debe ser

x+y—3>0.
b) Para que el denominador no sea nulo, debe ser x+y—3#1 pues In1=0.
Luego, por a) y>3-x y por b) y # 4—x.

m,ﬂQHﬁ

Y. ——————— :
= D = {(x;y)/y>3-X A Yy #4—X}.

arc sen (y—x?)

4) F:(xyy) — \/-2——_|X|—

En este caso, debemos tener en cuenta los valores de la funcién trigonométrica
seno, ademas del denominador.

a) y—x=1 & —1=sy—-x?=1 & y=x2-1 Ay =x2+1.
—x[>0 & [x|<2 & —2<x<2.
Por tratarse de un radicando, no puede ser negativo para que el resultado sea
un numero real. Como, ademas, es un denominador, tampoco puede ser cero.

D = {(xy)/x2—1=y=x2+1 A —2<x<2}.

3

De los ejemplos presentados surge que es importante tener en cuenta las si-
guientes condiciones:

1) deben eliminarse del primer conjunto todos los pares ( ;y) cuyas componentes
anulen al denominador.

N 1 .
z= oy exige |x|#lyl.
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2) si intervienen raices de indice par, deben eliminarse los pares cuyas compo-
nentes transforman al radicando en un ntimero negativo.

para z =+/3-x2+y debe ser 3—x2+y=0.

3) si aparece una expresion logaritmica, sélo pueden pertenecer al dominio los
pares que transforman al argumento en un nimero positivo.

para z = In(x*+2y—5) debe ser x2+2y—5>0.

4) finalmente deben tenerse en cuenta valores adecuados para las funciones
trigonométricas.

para z = arc cos (2x—3y) debe ser [2x—3y|=1.
Ejemplo 1

In(x+y) In(4—x—y)
N

Sea F:(xy) — . Hallar un dominio adecuado y hacer un

gréfico del mismo.
Debe cumplirse:

X+y>0 A 4-x-y>0 A 16-x2-y2>0

D = {(x;y)/y>=x A y <4—x A x2+y2<16}

Fixy) — A a2
’ 3y?+4x—12

Para (f|ue el radicando sea positivo y el denominador no nulo, debe cumplirse
una de las dos posibilidades siguientes:

Ejemplo 2

a) 2x+2-|y|=0 n 3y2+4x—12>0 v b) 2x+2~|y|<0 A By?+4x—12<0
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a) (2x+2—ly|=0 e ly|=2x+2 &> —2x—2=<y=2x+2)
A

(By?+4x—~12>0 > 4x>12-3y? & x>3~ %Yz)

b) (2x+2-y|<0 e ly|=2x+2 & y=2x+2v y=—-2x—2)

A
(By2+4x—12<0 < 4x<12-3y? = x<3- %yz)

EJERCICIOS
1) Siendo F:R?—R/F(x;y) = 3x®y—2xy hallar a) F(0;0) b) F(—1;3) c) F(ay)

1.1
F(x; — =}
0 Fxd o F(3iT)
2) Siendo F:R? — R/F(x;y) = 3x?—4y? hallar a) F(V2,-V?2) b) F(a+h;b+k)
c) F(—a;—y).
3) Siendo F:(x;y) — 3xy—2* hallar a) dominio adecuado b)F(2;—1) c)F(0;—1)
d)} F(1;0).

.
— <
Xy xy<0

4) Siendo F:(xy)— hallar  a) dominio adecuado  b) F(—1,2)
3xy xy>0

0 F-4-3 9 F(—V/2N/3).

In(x+y+2) si lyj=x
5) Sea F:A— R tal que F(xy) =
2x+y si xy>0 A x<0

a) hallar y graficar A b) F(—1;2) c) F(1;—1) d) F(-2;-2).
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x2—-y si (x;y)#(0;0)
6) Siendo F:(x;y) —
4 si (xy) = (0;0)
hallar a) F(-3;4) b) F(-2;a) c) F(0;0) d) F(a;0).

7) Hallar dominio adecuado para cada una de las siguientes funciones y hacer un
grafico del mismo en cada caso:

a) F:(xyy) — Vx2+4y2-1 b) F:(x;y) — In{(x+3)(y—2)]
—_— 2_ —y2 g2
O Fibxy) > D gy gy, XYY
In(5—x2+y) cos (my)
In(3x—6) 2x+y )
e) Fi(X; e ———— f) F:i{x; arc sen (
) V16—x%-16y? ) Fiay) = y?
8) idem para:
2 2 _ —y?
a) Fi(xy)— arc cos (x°+y*—3) b) Fi(xy) — |n(f3 X*+y)
x2+y?2—4 V1-x3-y
c) Fix;y)— |n[(x+2y—4) 1- *—’i - iz—] d) F'(X'y)—a——1——
W : 16 4 e cos (3x—2y+1)

ll. Curvas y superficies de nivel
Curvas de nivel

La representacion grafica de funciones escalares resulta casi siempre bastante
simple por tratarse de curvas planas. En cambio, representar las superficies asocia-
. das a funciones de dos variables es, en la mayoria de los casos, excesivamente
" complicado. Por ello, es usual, para determinadas funciones, recurrir a curvas pla-

nas, llamadas de nivel.

Si, por ejemplo, una funcién F de dos variables esta dada por la expresion
z = F(x;y) y se considera F(x;y) = ¢, esta ecuacion corresponde a los puntos de la
superficie que se obtienen seccionandola con el plano de ecuacion z = ¢, paralelo al
plano coordenado z = 0, o sea, al determinado por los ejes x e y.

Para diferentes valores de ¢ se obtienen distintas curvas planas que forman
una familia de curvas de nivel.

Definicion

Dado un campo escalar de dos variables por la expresién z = F(x;y), curva de
nivel ¢ es el conjunto de puntos (x;y) del dominio para los cuales es F(xy) = c.
O sea, la curva de nivel ¢ es el conjunto {(x;y)/F(x;y) = c}.

Ejemplo 1
Sea Fi(xy)— X*+y?.
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En este caso, la representacion geométrica en el espacio tridimensional es un

paraboloide circular, con vértice en el origen y eje z.
- Las curvas de nivel, que se obtienen dandole a F valores positivos, son circun-

ferencias concéntricas.

Para c = 1, la curva de nivel 1 es la circunferencia de ecuacion x2+y? = 1.

Analogamente,
para ¢ = 4, la curva de nivel 4 es la circunferencia de ecuacion x*>+y? = 4,
para ¢ = 7, la curva de nivel 7 es la circunferencia de ecuacion x2+y? = 7, etcétera.

Las tres circunferencias elegidas estan centradas en el origen. La primera tiene
radio 1, la segunda 2 y la tercera \/7.

Ejemplo 2
Sea F:(x;y) — 4x2—y2.
Dandole a F algunos valores positivos, obtenemos:

‘ 2
Z=cac=1:14x°-y? =1 ~@XT_y2=1

4

2 :
C=4:4¢3-y’ =4 & x2—y7=1

. 2 2
c=15:t—y2 =15 2 - L _q
“ Ty 15 15

4

Si damos a F valores negativos, resuita:

x2

para ¢ = —1 42—y = -1 = y2— =1

1
4
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c=-9 4x2—y2 = — & e - =1
XZ -y 9 9 9
4
2 2

= 17 AxP—v2 = —1 LA SE
c X<~y 7 & 17 17
4

Para c =0 es 4x*~y* =0 = 4% = y* & [2x|=y|.

Para valores positivos de ¢, las curvas de nivel son hipérbolas con centro en el
origen y con eje en el de abscisas. Para valores negativos de c resultan hipérbolas
con eje en el de ordenadas. Para ¢ = 0 corresponden dos rectas, las de ecuaciones
y = 2x e y = —2x, es decir, las asintotas de las hipérbolas haliadas.

La superficie es un paraboloide hiperbdlico.

Superficie de nivel

Si F es una funcién de tres variables, cuyos valores se obtienen mediante la
férmula u = F(x;y;z), la funcidén no tiene representacion grafica usual, pero pueden
hallarse sus superficies de nivel.
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Definicion

Dado un campo escalar de tres variables por la expresion u = F(x;y;z), super-
ficie de nivel ¢ es el conjunto de puntos (x;y;z), para los cuales es F(x;y;z) = ¢.

O sea, la superficie de nivel ¢ es el conjunto {(x;y;z)/F(X;y;z) = c}.
Ejemplo

Sea Fixy;z) — x2+y?+22
Las superficies de nivel son superficies esféricas centradas en el origen.

EJERCICIOS

1) Hallar curvas de nivel para cada una de las siguientes funciones. En cada caso
considerar, segun el recorrido, los valores que pueden asignarse a z.

~a) Fixyy)—

1 e 243y (- Yy
By b) Fi{xjy) — x*+3y°+1 c) F.(x,y)f 13

v

2) idem para: v
a) F:(x;y) — 4x+y-5 b) F:(xyy)— 4—[x|—ly] ) Fi(xyy)— x2+y—2

3) Hallar superficies de nivel para:
x? z2
a) F:(x;y;z)->—4-+y2+-——9—— b) Fi(xy;z) = x2+y?—2°

o) Filxyz) > x-y?~2* d) Fixyiz) — 102472+

lll. Limite funcional doble (simultaneo)

Sea F:D — R una funcién de dos variables (DCR?) y & = (x,;y,) un punto de
acumulacion de su dominio.

El concepto de limite doble para un campo escalar de dos variables es analogo
al de limite simple para una funcion egcalar de una variable. Tampoco acé interesa
si el punto (x,;y,) pertenece o no al dominio de la funcién considerada, pero si exi-
gimos que sea punto de acumulacién del mismo.

Definicion

El nimero real ¢ es el limite de la funcion F en el punto a = (x,y,) de acumula-
cion de su dominio, si y solo si, para cualquier nimero positivo €, existe un nimero
positivo & (en general dependiente de €) tal que, para todo punto {(xjy), que perte-
nece simultaneamente al dominio de F y al entorno reducido de centro a y radio 8,
el valor F(x;y) pertenece al entorno de centro ¢ y radio € prefijado.

Siendo X = (X;y) y @ = (X,3Y,), la definicion dada puede esquematizarse asi:

lim,F(x;y) = € <> Ve>035(€)>0VX : (xeD. A O |x—&|<d = [F(x)—¢|<€).

66



O bien:
Ve>035>0V(xy):((x:y)€Dp A 0<V(x—x,)2+(y—Y,)?<8 = [F(xy)—¢|<e€).

Graflcamente elegido un entorno cualquiera de centro ¢ y radio €, es posmle
hallar un entorno reducido de centro a y radio 8, tal que si (x;y)eD, NE'(a,5), enton-
ces F(x;y)eE(¢,€).

En el espacio, la idea anterior significa que la porcion de superficie correspon-
diente a los valores de F para los puntos del entorno reducido hallado, se encuen-
tra ubicada entre los planos de ecuaciones z = {—€ y z = £+€.

Obsérvese gue, igual que en una variable, el 8 encontrado no es unico, pues
cualquier otro nimero positivo menor que & también satisface la definicion.

Debe entenderse que el Unico método que permite asegurar {a existencia de Ii-
mite finito para una funcién, es demostrar que se cumple la definicién. Ello no es sim-
ple, salvo para funciones determinadas por reglas sencillas. Daremos aigunos ejem-
plos de este tipo.

En general, usamos la notacmn Ilrn F( ;y) =£. Si en la expresion aparecen

otras letras, a fin de evitar confusnones sobre cudles son las variables, puede recu-

rrirse a hm F(x;
xy>(X0:¥0) (xiy) =
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Ejemplo 1
Probar I(ig;)(xﬁ—y) =5

Para ello, debe verificarse:
Ve>035>0V(x;y)eD.:(0<V/ (x—3)%+(y—2)2°<8 = |x+y—5|<€).

Observamos primero que |x+y—5| = [x—3+y—-2|<|x-3|+ly—-2] ().
Ademas, siendo x e y nimeros reales, es:

=3|=V(x=3P+(y-2F (2) A ly-2l<Vx=3+(y-27 (3).
Si V(x—3)2+(y—2)2<3, entonces [x—3|+|y—2|<28 por (2) y (3).

Eligiendo 0<8s§, resulta:

Ve>035 = %/0<\/(x—3)2+(y—2)2<8 = \/(x—3)2+(y—2)2<§ =

= 2V(x—3)2+(y—2)2<€ = V(x—32+(y—22+V (x—3)2+(y—2)2<€.

Por (2) y (3) es |x—3|+|y—2|<e€y por (1) [x+y—5|<e.
Queda asi demostrado Igg) (x+y) = 5.

Ejemplo 2
Consideramos un caso andlogo al anterior, probando que
lim (3x+4y) = 11.
Debe verificarse:
Ve>035>0:(0<V/(x—1)2+(y—2)2<8 = [|3x-+4y—11|<e).
Sabemos que |x—1|=\/(x—1)2+(y—2)2 (1) A [y—2|=V/(x—1)2+(y—2)2 (2).
Célculos-auxiliares: '
|3x+4y—11| ; €
|3x—3-+4y—8| Ze
[B(x—1)+4(y—2)| 2 €
3x—1|+4ly-2| < €
Estqs célculos indican que basta elegir 6 tal que 0<65—;— para que se cumpla la
definicion.
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En efecto, Ve>0 sea O<8s—§:
0<Vi—1P+(y=27<8 = k—1[<8 n ly-2/<8 = 3x-1|<35 A dly—2|<dd =
y
= 3x—1|+4ly—2|<75 = 3|x—1|+4|y—2|<7§ = 3lx—1]+4ly-2|<e

Por la propiedad triangular: [3(x—1)+4(y—2)| = 3{x—1|+4|y—2|.

Luego, si 3|x—1|+4Jy—2|<e, entonces también’ [3(x—1)+4(y—2)|<e.

Es decir, [3x+4y—11]<€ si 0<V/(x—1)?+({y—2)?<8.

Entiéndase que en los calculos auxiliares colocamos signos de interrogacion
pues las implicaciones que utilizamos en la demostracién son reciprocas de las que
corresponden alli y, por lo tanto, no tienen necesariamente el mismo valor de verdad.

Ejemplo 3
Siendo F:(x;y) — x2+xy, probar que lim )F(x;y) =6.
@3-

Intentamos previamente algunos calculos auxiliares que nos permitan encon-
trar 6 para cada €. Estos célculos son similares a los efectuados en los ejemplos an-
teriores y dan un procedimiento general, aplicable a funciones polinémicas.

Para ello, como el consecuente de la definicién de limite para este ¢aso es
[x2+xy—6|<€, tratamos de acotar |x2+xy—6| utilizando |x—3| y |y+1].

Podemos anotar:

[x2+xy—6] = |[(x—3)2+6x—9+(x—3)(y+1)+3y+3-x—6| =
= |[(x—3)2+(x—3)(y+1)+5x+3y—12| =
= |(x—8)2+ (x—3)(y+1)+5(x—3)+3(y+1)|.
Por consideraciones anteriores sabemos que
[x—3|=V(x—3)2+(y+1)2<8 A ly+ 1=V (x—3)2+(y+1)?<3

Exigimos, para simplificar, 0<é=<1.
Luego, [x—3|=1 A ly+1|=1.

Obtenemos:
- pExy—8| = [(x—3)(x—3)+(x—3)(y+1)+5(x—3)+3(y+1)|=
=<[x—3| - 1+|x—3] - 1+5x—3|+3ly+1|.

Por io tanto, |x2+xy—6|<108.

Luego, basta elegir & tal que 0<85——1%- A 8=1, 0 sea, pard cada €, 5 es el
menor entre los numeros positivos 1 y —fé—;
Resuita entonces, Ve>036/0<65——1€o A 8=1:0<V(x—3)2+(y+1)°<d =
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= 10V (x—3)2+(y+1)2<108 = |x—3|jx—3|+|x—3|ly+1|+5x—3|+3ly+1|<€ =
= |(x=3)2+(x—3)(y+1)+5(x—3)+3(y+1)|<e = [x®+xy—6|<e.

Ejemplo 4
Probar que I(i:g)(x2+2y) =5,

En este caso procedemos de una manera ligeramente distinta, partiendo direc-
tamente del antecedente de la definicion de limite.

0<V(x—1)2+(y—2)°<6 = |x—1|<d A [y—2/<6 =
= 1-8<x<T+8 A 2--8<y<2+6 =

= (1-8)2<P<(1+8)? A 2(2—8)<2y<2(2+8) =
= 1-25+82<x2<14+28+8% A 4-25<2y<4+25 =
=

sumando
5-48+82<x2+2y<5+45+8% = —48+82<x?+2y—5<45+8°.
Si 0<d=1 es 82=<§ y siempre —8<8?
Luego, para 0<8=1:-58<x®+2y—5<58 = |x®+2y—5|<58 = €.

Por lo tanto, para todo €>0 es 0<8§ =< minimo (1‘,—;-).

Ejemplo 5
x2y2
Probaremos lim —2— = 0.
(00) y2 +y2
X2y2
Debemos demostrar: V€>038>0:(0<\/x2+y2<8 = — -0 <e).
X“+y

Si x e y son numeros reales, es x?=x2+y? A y?=x?+y2.
X2y2
X2+y

Como x2+y? = |2, basta elegir 0<8=V€.

En efecto, V€>035 = Ve tal que (xy)eD, n 0<V/x2+y?<d =
X2y2
x2+y?

Luego, x2y?=(x2+y?)(x2+y?) y también = x2+y? (1) si x*+y?#0.

= V+yi<v€ = x2+y?<e = =x2+y2<e por (1) =

= |F(x;y)—0l<e.

¢ Ejemplo 6
. Xy 1
Demostraremos que lim ——— = —
x4y 2
Efectuamos algunos calculos auxiliares previos a la demostracién, considerando '
el consecuente de la definicion de limite para el ejemplo elegido.
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BN

x2+y2 2 < € @

' 2xy—x2—y? 2 €

2(x2+y?)
|2xy—x?—y?| 2 c
1

R(x— 1)y~ 1)+ [~ (x— 1]+ [~ (y— 1] < €

2(x—1)(y— D] +x—12+y=112 < €
2x—1] - 1+x—1] - 1+jy—-1| -1 Z € (1)

Pensando en obtener una cadena de implicaciones que partiendo de (1) lle-
gue a (2), exigimos las siguientes condiciones, que deben cumplirse simuitanea-
mente: '

0<55% A 2(x2+y2)21 A |X—1[<1 A |y—1l<1
(a) (b) (c) (d)

Consideremos primero las condiciones (c) y (d), que también significan [x—1 2+
+ly—12<2, o sea, que los puntos (x;y) deben ser interiores a un circulo centrado

en (1;1) y radio V2.

Por lo tanto, de las condiciones a, ¢ y d, puede pensarse que 8 sea el minimo
entre % y V2.

Veamos qué sucede si se cumple también la condicion b.

Obsérvese que la cbndicién b: x2+y22% exige que los puntos (x;y) del do-
minio no sean interiores al circulo centrado en el origen de radio —-2—2 Para

2
- que esto se verifique, basta elegir 0<8s—2—.
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Luego, la conjuncién de las proposiciones a, b, ¢ y d, nos permite elegir
8 = minimo (—E— f—)
4 2 7

Verifiquemos ahora que este §, elegido para cada €>0, satisface la definicién
de limite:

Ve>036 = min (r4£ g)/0<\/(x—1)2+(y—1)2<6 =

= (x—1)2+(y—1)2<%=> )2+ (y—1)2<e =

= 2v/(x—1)2+H{y—1)2+\/(x—1)2+{y—1)2+V/(x—1)2+(y—1)2<€ =

= 2x—1+x-1|+y-1|<e€ = 2x—1] - 1+x—1| - 1+ly-1|-1<e =

= %lx—1||y—1}+|x—1||x—1|+|y—1||y—1|<e = 2x—1lly—1]+(x—1)2+(y-1)°<e =
porcy

= 2x-1ly-1+]|-x-1)?+|-(y—-1)%<e = Rx—D)y—)-(x-17—(y-1)*|<e =

-2 _x2_ 2 oy — 2 __ 2
o [xy-x—yil<e = —2Y XV B o N PN
porb 202 +y?)| 20 +y?)
= | —Y— - 1l<e
x2+y?
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Propiedades del limite doble finito

Las propiedades demostradas para limite finito de funciones escalares (Célcu-
lo 1 - cap. 4) subsisten, con demostraciones analogas, para limite finito de campos
escalares. La Unica diferencia esta en la interpretacion de la expresion |x—a.

1) Si I:’rr;)F(x;y) = ¢, entonces existe un entorno del punto (a;b) donde la funcién F
a;
esta acotada. (Ver pag. 85.)
2) Si I:Q))F(x;y) ={, (Im G(x;y) = ¢' y D, = Dy entonces
l(l’rrl)[F(x;y)+G(X:y)] ={+L.
aj

Propiedades similares pueden probarse para la resta y el producto. También para
el cociente si el limite del divisor no es nulo.

3) lim [F(xy)| = |lim Fx;y)l-

) lim [Fecy)| = flim Fx:y)l

4) Si I:’n&)F(x;y) = ¢ n ¢>0, entonces existe un entorno reducido del punto (a;b) don-
a;

de los valores de la funcién son positivos para los puntos de ese entorno. Sucede
algo analogo si £<0. '

5) Si para todo (x;y): F(x;y)>0, entonces I:’nl)F(x;y)zo.
a;

6) Toda funcion es igual a su limite méas un infinitésimo en el punto.
O sea, si l:’nl)F(x;y) = ¢, entonces F(x;y) = ¢+ M(x;y) con I:’ng)M(x;y) =0.
aj a;

Estas propiedades se extienden a funciones de n variables con n>2.

lgual que para funciones de una variable, el célculo directo de limite doble se
apoya en las propiedades anteriores. Para el caso en que el limite resulte indetermi-
nado: cociente de infinitésimos, cociente de infinitos, etc. (Célculo 1 - cap. 4), pue-
de recurrirse a simplificaciones o artificios previos. El célculo directo se ‘apoya tam-
bién en la continuidad de la gran mayoria de las funciones que se utilizan.

Ejemplos
-5 3 -3 2
1) lim —> Y _ 87
@n  2x2+y3 9

x>+2y2-1 si (xy) # (—1;2)
2) Sea F:(xy) — {

lm ;Z)F(x;y) =6

7 si (xy) =(-1;2)

3) lim CTY)senx [(3+y2) _3.

sen X
m | ——————
(0:0) X (0:0) }
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Generalizacion del concepto de limite /

lim  F(xy) = o Y e>036>0V(x;y):((x;y)eDe A 0<V (X—Xg2+(y—yp)? <8 =

bovo = [F(xy)[>€).
Analogamente pueden definirse:

lim F(xy) = +» &> Ye>035>0V(xy):(xy)eDe A 0<V(X—%0)*+(y—y,) <8 =

(x0¥0) = F(xy)>e).
lim F(xy) = — @ & Ve>035>0V(xy):((xy)eDp A 0<V (X=X, +Hy—Y,)*<8 =
ool = F(xy)<—€).
Ejemplo
Probar que lim - - +oc,
(0:0) x2+y2
Ve>0 sea 0<8s——1——-.
€
0<VRBTE<E = 0<V/XETy<—m = <t = — ' _>e,
Ve € x4y

También pueden darse definiciones adecuadas para las siguientes expresiones:
I:’gjx)F(X;y) =¢, I:’Qx)F(x;y) =, ngx)F(x;y) =4,y Ijgji)F(x;y) = -

El dltimo caso, por ejemplo, significa:

gir;r;)F(x;y) = -x & VE>038>0V(x;y):((x;y)eDF A VXEY2>8 = F(xy)<-—€).

Es decir, para cualquier nimero positivo prefijado €, es posible hallar un circulo

centrado en el origen y radio 8, tal que todos los puntos (x;y) del dominio. de F, ex-
teriores a dicho circulo, tienen su imagen F(x;y)<—e.

EJERCICIOS

1) Probar la existencia de los siguientes limites hallando &(¢€) en cada caso:

a) l:’mz)(7x~2y) =11 b) Igr‘nm(SxZ—xy) =4

c) I:’?_1)(5x—-2y2+x2) =12 d) Iim2:1)(?<2—3xy+5) =15
2) Hallar 5(€) para demostrar:
a) lim ———— = +o lim ! = 4

©0) \/xC+y2 (12 x2+y2—-2x—4y+5

3) Calcular, si es posible:

. 3 —2)
| B ( T ) y sen (x
3 :%)[Y(X 319 x—3 ] b) I:;.'}» x2—4

74



n -x?+
¢) lim _3sen (xy) d) lim Xy_x"+3 e) lim [y sen (f—)]
(0:0) X 1  x2+y? (0:0) X

IV. Limites sucesivos o reiterados

A veces conviene considerar intuitivamente la idea de limite doble y compararla
con la de limite simple. ]

Al buscar un limite-simple se observa a qué nhimero se aproximan los valores
f(x) cuando x se “acerca’’, por derechay por izquierda, al punto de acumulacion ele-
gido. La misma idea en el plano significa aproximarse al punto por “cualquier camino
que se elija”. Es decir, pueden elegirse rectas paralelas a los ejes (limites sucesi-
vos), rectas cualesquiera que pasen por el punto (limites radiales), y también curvas
planas, de cualquier tipo, incluidas en el dominio, a las cuales pertenezca el punto.
Por supuesto, la posibilidad de elegir un camino diferente no se agota nunca.

Esta idea es muy Util para probar que una funcién carece de limite doble, pues,
si una funcion tiene, por ejemplo, limites radiales distintos, entonces no puede tener
limite doble. En efecto, la unicidad del limite asegura que los valores de la funcién
tienen que aproximarse al mismo numero, a lo largo de cualquier curva que pase
por el punto. _

Calcular limites sucesivos significa fijar primero una de las variables y calcular
limite simple para la otra. Este limite define, a su vez, una nueva funcion para la pri-
mera variable, cuyo limite simple se calcula finaimente.

Consideramos, en primer lugar, algunos ejemplos que aclaren esta idea de li-
mites sucesivos o reiterados.

Ejemplo 1
Sea F:(xiy) — 4—x2—y? cuyo dominio es R? y calculamos limites sucesivos en

3
1=).
el punto ( ,2)
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Fijamos primero la variable y. Es decir, tomamos un valor fijo de y, al cual lla-
mamos y,. En el plano de ecuacion y = Y, consideramos la funcién de una variable
X, dada por la férmula F(x;y,) = 4-x2—y2 y buscamos su limite en x = 1.

O sea, )I(iT1(4—x2—y§) =3-y2

En nuestro caso, lo mismo sucede para cualquier otro valor fijo de y, es decir,
queda definida una nueva funcion g, de una variable y, siendo g(y) = 3—y2.

Puede buscarse ahora el limite en y =—2—.

Es lim g(y) = lim (3-y?) = =
3 3 ) _4

Y*E Y=z

3/2p~—~~

1T

<
B I

Resumiendo, los dos limites que hemos calculado sucesivamente:

€ =lim [lim (4-x2-y2) | =2,
x—1 4

Y-’E

En forma analoga, podemos considerar primero valores fijos de x y determinar,
en cada uno de los planos correspondientes, funciones de una sola variable y.

Es lim (4-x2—y?) = L — x2 = h(x)
8 . -7 . 4

\andrs

2
i =tlim(Z — 2) -3
Luego, I:(T1h(x) |)I(T1( 7 % Y
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x—1

Queda, finalmente, ¢,, = lim [hm (4— x2—y2)] =%

y—’_

2

h(x) = < - x2

——
-~—
——
-~
—-—

372

|

.
—_
J—
——

[ T -

<\

Hemos encontrado, entonces, los dos limites sucesivos.

En el primer caso, la notacién ¢, significa que la primer variable que actua en
el limite es la variable 1 0 sea x, y en segundo término la variable 2, o sea y.

¢,, indica que se calcula primero el limite para y, luego para x.

Ejemplo 2

Sea F:(x;y) — 5x2y—xy2. Buscamos ambos limites sucesivos en (3;1).
¢, =lim [n'm F(x;y)] = lim (45y—3y?) =
y—>1] x-3 y—i
= 1 i h = fi 2—— —_— 4 .
- 'LTs[';T1F(X’Y)] lim (5x X) = 42

En general, consideremos F:A— R tal que z = F(x;y) con ACR? y (a;b) punto
de acumulacion (superficial) de su dominio.

Tal como hicimos en los dos casos particulares, fijlamos y = y, buscando el li-
mite en a de la funcion de variable x. Si este limite de una variable x existe, depende
del valor y, siendo I)i(maF(x;yo) = gly,). Obsérvese que g(y,) es el limite en a de

F(x;¥,): ¥ no es necesariamente igual a F(ayy,)- (En los ejemplos dados resultd
g(yo) = F(ajy,) por ser F continua en ambos casos.)

Si hacemos variar ahora y,, es decir, si consideramos distintos valores fijos de
y, queda definida la funcién g, de una variable y, de la siguiente manera:

gy — lim F(xyy).
X—a
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X

Buscamos ahora hm g(y) Si existe, resulta lim [hm F(x;y)] = ¢

y--bl x—a

En forma analoga, se puede considerar el otro orden en los limites sucesivos.

lim Pim F(x;y)] = ¢
x—aly—b

# Para calcular limites sucesivos en un punto (a;b), no basta exigir que sea
de acumulacion del dominio. Tampoco basta que el conjunio sea denso en si.

En efecto, sea F:A— R con ACR? A A = {(x;y)/y = 2}. Si se trata de calcular
- limite doble en (1;2), por ejemplo, este punto es de acumulacién del dominio. Por
otra parte, también A es denso en si, pues todos sus puntos son de acumulacion.
Sin embargo, no tiene sentido pensar en limites sucesivos.
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Consideremos ¢,, = lim [lim 2F(x;y)]. Para calcular lim F(x;y), observamos que
x—1 y— y-—>2 .

2, en el caso propuesto, no es punto de acumulacion para el dominio de ninguna
funcién de variable y (fig. 1). Por lo tanto, no se cumple ia condicion de punto de
acumuiacion que exige la definicion de limite en una variable, y no es posible cal-
cularlo.

Lo mismo sucede en ¢, para calcular lim 1F(x;y) siy # 2 (fig. 2).

En realidad, para calcular ¢,,, es necesario exigir que, en cualquier paralela al
eje y, existan infinitos puntos del dominio y que la interseccién de cada paralela con
la recta y = 2 sea punto de acumulacién del dominio. Para ¢,, debe suceder lo mis-
mo con las paralelas al eje x.

Para simpilificar, aunque la exigencia es mayor, pedimos, para calcular limites
sucesivos y, mas adelante, radiales, que el punto sea de acumulacion “superficial”.
Esto significa que, en todo entorno reducido del punto, la interseccion de dos rec-
tas cualesquiera es punto de acumulacion del dominio. Esto no se verifica para (1;2)
en el caso presentado, pues es de acumulacion sélo sobre una recta y no sobre una
superficie.

Estudiaremos ahora la relacién qué existe entre los limites sucesivos y el fimite
doble.

Si el limite doble existe en un punto, dicho limite es unico. Por lo tanto, para que
pueda verificarse la definicion de limite doble ¢, si existen limites sucesivos, deben
coincidir con el nimero ¢. Luego, si los limites sucesivos existen, perc no son iguales,
no existe limite doble.

Ejemplo
3x%+y? L -
Sea. F:(x;y) =y (0;0) punto de acumulacién (superficial) de su do-
X2 +y
minio.
24y2
€. = lim (Iim 3"—1—)=n'm 1=1
2y Lo\x—0 X24y2 y—0
24y2
¢, =lim (h’m i"——y—>=|im 3=3
21 Xx—->0\y—0 X2+y2 x>0

¢,, # {,, asegura que no existe limite doble en el origen.
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Téngase en cuenta que la desigualdad de los limites sucesivos asegura que no
existe limite doble, pero su igualdad no informa sobre la existencia del limite doble.

Teorema 1

Sea F:A — R con ACR? y (a;b) punto de acumulacién (superficial) de su domi-
nio. Si existe lim F(x;y) = ¢ y existe ¢, = lim ( lim F(x;y)), entonces ambos son
iguales. ab) y—bl xa
Demogstracion

Por definicion de limite doble ¢: ‘
Ve>035>0V(x;y) : ((x;y)eD_ A 0<V/(x—a)2+(y—b)2<d = [F(x;y)—¢]<€).

O sea, ¢—e<F(xy)<¢+e€ si (x;y)eE'((a;b),s).
Considerando exclusivamente la variable x, por propiedades. de! limite simple,
es ¢—e=<lim F(x;y)=¢+e€ ya que, por hipdtesis, existe lim F(x;y).
X—a X—a

Como, también por hipétesis, existe lim (Iim F(x;y)), es:
y—>

X—a

l—€ = lim (Iim F(x;y)) < ¢re

y—=b\ x-—a
Luego, Ve>0: {—e=¢ <f+€ en E'((ab).).
O sea, Ve>0: |¢,,—f|=<€. Por ser ., ¥ € nameros reales, resulta ¢=¢, .
En forma anéloga, si existe ¢ y existe ¢,,, puede probarse ¢ = ¢,,.
Puede darse el caso en que exista limite doble y no existan los limites sucesivos.

Ejemplds

1) F:i(x;y) = xsen % Puede probarse ¢ = ¢,, = 0. No existe €o-

2) F:(xy) > ysen % ¢ = ¢, =0. Noexiste £,,.

3) F:(x;y) - (x+y)(sen —;(75 + sen —;1)

Puede probarse ¢ = 0. No existen ni ¢, ni ¢,,.

¢ Teorema 2

Sea F:A— R con ACR? y (a;b) un punto de acumulacion (superficial) de su
dominio. Si existe limite doble ¢ en (a;b) y existe, en un entorno reducido de b (sobre
la recta de ecuacion x = a) la funcion g, tal que g(y) = lim. F(x;y), entonces también

X—a

existe ¢, = lim (Il’m F(x;y)) y coincide con ¢.

y—=b\x—a
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Demostracién

" Por definicion de limite doble, Ve>035>0 tal que:

(xy)eE (a:p).3) = [Foy)—¢I<5-

O sea, £ — %<F(x;y)<€+-§ si (x;y)€E’'((a;b),8).

Fijancio y, buscamos lim .

X—a
Resulta:
¢ - %slim F(x;y)sm% si- (x;y)€E’((a;b),5).
X—a

También ¢—e<lim F{xy)<f+¢€, 0 sea: £{—e<g(y)<f+¢, relacion que se veri-
X—a

fica si y es la ordenada de un punto del dominio que pertenece a la recta de ecua-
cién x = a y al entorno reducido.

Luego, Ve>035>0: (0<ly—bl<é = |g(y)—¢|<€).
O sea, 3lim bg(y) = £
y—)

Por lo tanto ¢,, = ¢.

Consecuencia

Si F es infinitésimo en (a;b) y |I'£n F(x;y) = 0, entonces existe
: L a

y—=b\ix—a

"m (Iim F(X,Y)) = €12 y €s {12 =0.

En algunos casos conviene considerar, para negar la existencia del limite doble,
limites radiales. Estos son limites simples para restricciones de la funcion sobre con-
juntos -unidimensionales. ‘
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Ejempio 1

Sea F:(xy)— Txy_é_ y (0;0) punto de acumulacién (superficial).
X2 +y

Podemos calcular ¢,, = ¢, = 0.

Consideremos ahora, en R?, las infinitas rectas que pasan por el origen, cual-
quiera de ellas con ecuacién y = mx.

Los valores de F sobre una de esas rectas estan dados por

mx?
Fxyy) = Fix;mx) = ——————.
x2+m?3x2
m
Para x # 0 es F(x;mx) = .
1+m?

Por ejemplo, sobre la recta de ecuacién y =x es F(xyy) = -;—

sobre la recta de ecuacion y = 2x es F(xyy) = %

n

9 2
, etcétera.
0

sobre la recta de ecuacion y = 3x es F(xyy) =

Es decir, F es constante a lo largo de cualquier recta que pasa por el origen
y la constante es distinta para rectas distintas. Por lo tanto, en ningtin entorno redu-
cido del origen los valores de F se acercan a un nimero ¢ y F no tiene limite en el
origen.

Cada una de las constantes halladas es el lim OF(x;mx), es decir, de una res-

X -
triccion de F al conjunto C_ = {{x;y)/y = mx}. Cada uno de estos limites es un limite
radial.

Si el punto donde se calcula el limite es (a;b), los limites radiales corresponden
alas rectas que pasan por dicho punto, cuyas ecuaciones son del tipo y = m(x—a)-+b.
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Ejemplo 2

. 3xy? - ‘ )

Consideremos F:(x;y) —»—-—2—!—-4— y busquemos limites sucesivos y radiales en
X2 +y

el origen.

Es ¢,, = ¢, = ¢, = 0,0sea, todos coinciden, lo cual no informa sobre la exis-

tencia de limite doble.
Sea A = {(x;y)/y? = x}. La restriccién de F sobre A esta dada por F(xyy) =
= F(y2;y). Calculemos su limite en el origen, que es punto de acumulacion de A.

4

. 3
iim F(y2y) = lim ==
m (y*y) Mooy 2
Como este limite es distinto de los anteriores, afirmamos que F no tiene limite
doble en el origen.

Ejemplo 3

. xy—1
Calcular lim .
(1) xc"—y2

El limite propuesto es indeterminadc. Buscamos limites radiales y consideramos
la restriccion al conjunto A = {(x;y)/x = 1} que corresponde a la recta de ecuacion
x = 1, que pasa por el punto (1;1).

] y—-1 —1 1
fim lim = ——
y-—1 1_._y2 y—1 1+y 2
Sobre B = {(x;y)/y = 1} es lim X1 lim 1 . 1.
x—=1 x3—1 x—1 x2px+1 3

-

Por lo tanto, no existe limite doble en (1;1).
Podriamos haber considerado la recta de ecuacion y = 3x—2, que también pasa
por el punto. O sea, la restriccion de F a C = {(x;y)/y = 3x—-2}.

2_oy_
Es lim F.(xyy) = lim 3 -2x1
x—1 ¢

—— e = — f'—, distinto de los anteriores.
x—1 x3_gx2+12x—4 3

Para funciones de n variables se extiende la definicion de limite doble a limite
multiple utilizando entornos n-dimensionales.
s
EJERCICIOS

1) Verificar que no existe limite doble en el origen, mediante limites sucesivos

- X—y 6x%-5y?
a) Fi(xy) — b}y F:(xy) > ——m.
) Flay) = = ) Fiby) =~
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2xy? . . .
2) Sea F:(xyy) — _2y_3 Calcular limite en el origen para sus restricciones a los
X +y

siguientes conjuntos: A = {(x;y)/y = 3x}, B = {(x;y)/y = x2}, C = {(y)/y2 = x}.
¢ Se obtiene alguna conclusién?

3) idem para F:(xyy) — 3x+2y

— () — = vy = — 2
W sobre A = {(x;y)/y = 4x}, B = {(x;y)/y x}.

2

. Ox—y—
4) Idem para F:(xyy) — —)% en (1;1) sobre A = {(x;y)/y = —x2+2},
X“—y
B = {(xyy)/y = 2x—1}.

x2—y
————en(1;1) sobre A= {(xy)/y = x},

5) idem para F:(x;y) —
B = {(xy)y = 2-x3}.

. —y2—1
6) ldem para F:(x;y) — _)5_2y_4_ en (2;1) sobre A= {(x;y)/y = 2x-3},
x°—4y .
B = {(x;y)/y = x2-8}.

7) investigar si existe limite doble en el origen para:

3x%y xy?

a) F:i(xyy)» —————— b) F:(xy) > ———
x*+2x2y+y? ) Fibey y*+x2
X2 +y?

-€) F:(xyy)—
.C) 0:y) Py

8) Investigar si existe limite dobie en (1;1) para

. 1—xy . x2+xy—2
a) F'(X’Y)HTyS b) F.(x,y)—>—1_7y—

V. Continuidad

La funcién de vector F es continua en el punto & de acumulacion de su dominio
si y sblo si se verifican las tres condiciones siguientes:

1) 3AF@).
2) 3 lim,F(x).
3) lim,F(x) = F(a).

Si el punto a es aislado, F es continua en a si existe F(a).
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En R2 la definicién puede precisarse asi:
F continua en (a;b) <> Ve>035>0V(x.y): ((x;y)eDF A V(x—a)+(y—b)’<s =
= [F(xy)-F(ab)l<e).

Si existe limite doble pero la funcion no es continua, la discontinuidad se deno-
mina evitable. Si no existe limite doble, la discontinuidad es esencial.

Funcién de vector acotada

Una funcién de vector, igual que una funcion escalar, esta acotada si su reco-
rrido es un conjunto acotado. Como el recorrido de una funcion de vector, o campo
escalar, es un conjunto de nimeros reales, al estar acotado y no ser vacio, tiene su-
premo Y tiene infimo. El supremo del recorrido es, por definicion, el supremo de la
funcién. Lo mismo sucede para el infimo.

Sea F:A— R con ACR2.
F esta acotada si y solo si existe un nimero real y positivo k, tal que

Y(xy): ((xy)eD; = |F(xiy)|=k).

Por ejemplo, F:A— R con A = {(x;y)/x*+y?<4} A F(xy) = 3+x°+y?  esta
acotada pues V(xy): ((x;y)eA = [F(x;y)|=10).

3 es el infimo y 7 el supremo.

En cambio, F:R2—> R con F(x;y) = 3+x3+y? no estd acotada.
Solamente esta acotada inferiormente y su infimo es 3.

Extremos absolutos y locales

E! nimero real F(a;b) es el maximo absoluto de F en el conjunto A, incluido en
R?, si y solo si:

V(xy): (xy)eA = F(xy)=<F(ab)).
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Anélogamente, F(a;b) es el minimo absoluto de F en el conjunto A, incluido en
R?, si y solo si:

V(xy): (xy)eA = F(xy)=F(ab)).
Pueden definirse también extremos locales o relativos.
F(a;b) es maximo local de F si y sélo si, en primer lugar, (a;b) es interior a su

dominio, y existe un entorno de (a;b) tal que

V(xy): ((x;y)eE(a;b) = F(x;y)<F(a;b)).

F(a;b) es maximo absoluto y local. F no tiene minimo absoluto ni local en A.

Como puede observarse, ias definiciones son andlogas a las conocidas para
funciones de una variable y pueden extenderse a cualquier nimero de variables.

También pueden probarse todas las propiedades de funciones continuas, ya de-
mostradas para funciones escalares.

Por ejemplo:

1) si F es continua en el punto a de acumulacién de su dominio, entonces existe
un entorno de a en el cual la funcion esta acotada.

2) si F es continua en el punto a de acumulacién de su dominio y F(a) es un
ndmero positivo, entonces existe un entorno del punto & donde los vaiores de la fun-
cién también son positivos. (Lo mismo sucede para valores negativos.)

3) si F y G estan definidas en el mismo conjunto y ambas son continuas en el
punto &, entonces F+G, F—G y FG son continuas en dicho punto. También lo es

% si G(a) # 0, etcétera.

Continuidad en un conjunto

Una funcién de vector F es continua en un conjunto A si lo es en cada uno de
Sus puntos.

Teoremas ‘de Weierstrass
Sea F:A— R con ACR%
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Primer teorema

Si F es continua en un conjunto cerrado y acotado (compacto), entonces F esta
acotada en dicho conjunto.

Demostracion

Sea A un conjunto cerrado y acotado. Por estar acotado, se lo puede incluir en
un circulo con centro en el origen y radio 8, y éste a su vez puede incluirse en un
cuadrado cerrado B de lado 23.

Suponemos, para demostrarlo por el absurdo, que F no esté acotadaen Ay,
por lo tanto, no lo esté en su interseccidn con el cuadrado. Es decir, F no esta aco-
tada en ANB.

Si subdividimos B en cuatro cuadrados, en ia interseccion de A con uno de ellos,
por lo menos, la funcién no esté acotada.

En efecto, si estuviese acotada en cada una de las intersecciones de A con
cada uno de los cuatro cuadrados, también lo estaria en el conjunto inicial A. Liama-
mos B, al segundo cuadrado cerrado, asf elegido. Subdividiendo B,, elegimos de la
misma forma, B,, etcétera. ‘

=2

v

Definimos entonces una sucesion (B ) de rectangulos cerrados, cada uno inclui-
do en el anterior, cuyas dimensiones tienden a cero. La interseccién de esos infini-
tos rectangulos es un tnico punto (a;b) (pag. 17).

En cualquier entorno de (a;b) puede incluirse uno de los cuadrados B, de la su-
cesion y F no esta acotada en ANB,.

Tal como ha sido hallado (a;b), este punto no puede ser exterior al conjunto A,
pues en todo entorno de (a;b) puede incluirse, como se ha visto, uno de los cuadra-
dos de Ia sucesién (B,). Por lo tanto, (a;b) debe ser interior a A o punto frontera del
mismo. Si es interior, (a;b)€A. Si es frontera y es aislado, también pertenece a A. Si
es frontera y es punto de acumulacion, pertenece al conjunto A porque éste es ce-
rrado.
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En todas las situaciones, (a;b)€A. Luego, F es continua en (a;b), por hipétesis.

Ahora bien, por propiedad de las funciones continuas, existe un entorno de (a;b)
donde F esta acotada. Por lo tanto, en la interseccién de este entorno con ANB, F
esta acotada y no lo estd. Con esta contradiccion, el teorema queda probado.

Segundo teorema

Si F es continua en un conjunto cerrado y acotado, entonces F alcanza maximo
y minimo absolutos en dicho conjunto.

La demostracion es analoga a la del teorema para funciones escalares. (Célcu-
lo1-cap.5)

Sea F:A — R con ACR?. Por el primer teorema F esta acotada en A. Sea M su
supremo.

Por definicion de supremo V(x;y): ((x;y)eA = F(xy)=M).

El namero real M puede o no pertenecer al recorrido de F. Si pertenece, se trata
del maximo absoluto. Es decir, debe probarse que 3(x,:Y,) €A tal que F(x,y,) = M

Por el absurdo, suponemos que no existe dicho punto, es decir -
V(xy): Fix;y)<M

Luego, V(x;y): M—F(x;y)>0.
Consideremos una funcion auxiliar G, definida en A de la siguiente manera:

o 1
G.(X,y) —-)m.

G es continua y todos, sus valores son positivos. Por el primer teorema,

1

< — =k
- 3k>0 tal que 0 M—F(xy) =

"~ Resulta Y(x;y): F(x;y)=M — —1k— <M. Esto es absurdo pues M — -'1? es una cota

superior menor que el supremo.

Este absurdo-provino de suponer V(x;y) : F(x;y)<M. Luego, Ax,y,)€A tal
que F(x,;y,) =M maximo absoluto de F.

Considerando el infimo, en lugar del supremo, se demuestra la existencia de
minimo absoluto.

También se extienden a campos escalares las definiciones de continuidad uni-

forme y el teorema de Heine para conjuntos compactos en R" (Calculo 1 - cap. 5).
Para un campo escalar F de dos variables, la continuidad uniforme se define ast:
F uniformemente continua en A =

= VE>035>0V(x, 5y, )V0GY,)  ((X,:y,)€A A (XY, )€A A VX, —X,)2H(y, —Y,)P<b =
= [F(x,iy,) = F(x,y,)/<€).
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El teorema de Heine, para dos variables, demuestra:

Si F:A— R (con ACR?) es continua y A es un conjunto compacto, entonces F
es uniformemente continua en A.

EJERCICIOS

1) Estudiar continuidad en el origen para cada una de las siguientes funciones. Si
es discontinua, clasificarla.

2¢+y?
——-——X2+y); si (x;y) # (0;0)
a) F:(xyy)—
-0 si(xy) = (0,0
2 _y2
b) F:poy)—>  ———
x2+y?
3 2_ 2
L si (xy) # (0:0)
o) F:(xy)— Ty

| 0 si (x;y) = (0;0)

xsen& siy#0
d) F:(xy)—> 1

0 siy=0
r 5 2
2 i (xy) # (0,0)
x*+3y?

e) F:(xyy)—

5 si (xjy) = (0;0)

2
2) Estudiar continuidad en (2;1) para F: (x;y)—>x—2y——l—.
: X“—4dy.

RESPUESTAS A EJERCICIOS

CAPITULO 3
Seccion |
1) a0 b) -3 ) 3a%-3ay d) 6x°-4x e) __155__

2) ay —2  b) 3(a+h)2-4(b+k?  c) 3a2-dy2.
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3)ayR2  b) -10 ¢ -1 d) -2

4) a) R2—{(x;y)/x=0vy=0} b) - % o)

NN

- b) no 3 c)in2 d) —6.

d) no se puede hallar.

y
Ve
7) a) /%% D = {(x;y)/x2+4y?=1}.
—'1%7—//} )

Y

Vit
b) % ‘ 4 ) D = {(x;y)/(x+3) (y—2)>0}.

IA

N | =

D = {(x;y)/y X2 A y>x2—5 A

Cmlw

AY £ x2—4}.
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e)

fy D= ¢.

IVJ//Zp/ ] 5
. / D = {ay) @+ (y=1P<t Ay 2 ny# )
X

T 2

D = {(x;y)/2=x%+y?<4}.

-

D = {{(x;y)/y>x2—3 A y<1-x2}.
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y
2oy | 1 X2 Y
c) I Y\ D = {{(x;y)/y>2— —xXx » + =<1}
Y\h\* : 27" 16 4
a X
y
j“/v
/ / /7~ /

Seccion I
1) a) haz de rectas paralelas de pendiente - %(z + 0).

"b) elipses concéntricas en el origen. z=1 (el origen es la curva de nivel 1).
c) haz de parabolas de eje y para z # 0. Eje x paray = 0.

2) a) haz de rectas paralelas de pendiente —4.
b) z = 0: cuadrado de vértices (—4:0). (0;—4), (4:0). y (0:4).
z = 3: cuadrado de vértices (—1;0), (0;~1), (1;0) y (0:1), etcétera. z=4.
¢) haz de parabolas de eje y con concavidad negativa.

L
\]

elipsoides concéntricos en el origen. u=0.

o o
= - = =

hiperboloides de una hoja si u>0, de dos hojas si u<O0.
hiperboloides de dos hojas si u>0, de una hoja si u<0.
esferas concéntricas en el origen y radio \log u. u=1.

o
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Seccion il

1) a) ,o<ays§ b) 0<s=< min (—f?;a) ¢) 0<é= min (=51

., €
d) 0<é= "Tm (7’ 1).
. 1 1
) a) 0<d=— b) 0<é<—0ro
& , € Ve

3)a)0 b) 0 c) 0 d) 3 e) 0.

Secciéon IV

10)a) ¢,=-1 ¢

21

-1, b) €1Z=—% ¢, =

2) £,=0; ¢g=0; ¢,=0. Ninguna conclusion.

3) 4 16° B 33"

4) £y=2 ¢£,=0. Noexiste limite doble.

o
~
i
|
Y

5 = -—‘_:'7 No existe limite doble.

A= %; = —172— No existe limite doble.

16

—— = 4 No existe limite doble.

7) a) no existe ¢ b) no existe ¢ C) no existe ¢.

8)_.a) no existe ¢ b) no existe ¢.

Seccién V

1) a) discontinuidad esencial; b) disc. esencial;
d) continua; e) discont. esencial.

2) discontinuidad esencial.

¢) discont. esencial;

93



4. DERIVADAS

El problema de la derivacion para campos escalares no cambia respecto de lo
ya visto para funciones escalares. Es decir, siempre se efectia la derivacion segun
una sola de las variables que intervienen, dejando fijas las demés. Por ello, se trata
de una derivacién parcial. Subsisten, por lo tanto, todas las reglas para derivar fun-
ciones de una variable.

I. Derivadas parciales

Sea F:A— R (ACR?) y (a;b) un punto interior al dominio.
Si fijamos una de las variables, por ejemplo y = b, F depende exclusivamente
de la variable x. Resulta F(x;b) = g(x). Si g es derivable en a, su derivada es, por

definicion, g'(a) = lim _9_(1‘_)_:%"1_
X—a X—a

Luego, definimos “derivada parcial de F, respecto de x, en el punto (a;b)”, al
siguiente limite simple, si existe:

im0 ZF@D) gy

x—a X—a x
Se utiliza también la notacion —‘?;— (a;b), F (a;b), F,(a;b) o D, (a:b).

El gréfico de g es una curva en el plano de ecuacion y = b, interseccion de la
superficie definida por F y el plano mencionado. Por definicion, g'(a) es la pendiente
de la recta tangente a esa curva en el punto (a;9(a)).

Por lo tanto, la derivada parcial F,(ab) es la pendiente de la recta tangente,
en el punto A = (a;b;F(a;b)), ala curva plana, interseccién de la superficie corres-
pondiente a z = F(x;y) con el plano de ecuacion y = b.
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Analogamente, puede definirse e interpretarse geométricamente la derivada par-
cial de F respecto de y:

F(ayy) — F(a;b)

FI B = |
y(a,b) I;nlb y—b

tggB = Fy'(a;b)

Tambien pueden utilizarse las siguientes definiciones, equivalentes a las ante-
riores:

F(a+h:b) — F(a:b) .. _ . F(ab+k) — F(a)
h Fy@b) =lim K ‘

F.(a;b) = I:‘rio
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Para un campo escalar de n variables, se define:

F(a,;ay...x;..;a,) — F(a;;a,...;a;...a,)

F’(a;;a,;...;a;..;a ) = lim
xi( 172 i n) Xj~ xi_ai

Ejemplo 1

Calcular, aplicando la definicion, las derivadas parciales de F en (2;—1) si
F:(x;y) = X2+y.

. Fx—1)-F2-1) _ . x*-1-3
Fr2-1) =1 = = =4
{21 2 x—2 _ l;'m»z x—2 |LT>2(X+2) 4
F'(2;—1) = lim F@y) -F@=1) oy, 43
y— -1 y+1 y—=-1  y+1
Ejemplo 2
Calcular, por definicion, F;,(O;O) siendo F(x;y) = e*seny
'(0:0) = i F(Oy) — F(O; ;
Fy0:0) = tim _FON “FOO _ 0 seny _
y y y—o0 Y :
Ejemplo 3 _
Calcular, por definicién, F/(2;1) si F(xiy) = x*+e¥
oy 1 F(x;1) - F(2;1) x+e*—8-g?
R = |!<n—]>2 x—2 B lxl(rﬂz X—2 )

Como se trata de un cociente entre infinitésimos podemos aplicar la regla de
L’Hopital (Calculo 1 - cap. 7). ’

3x2+e*

=12+¢e?
3 e

F/(2;1) = lim

X( ) X—>2
Cualquiera de los resultados de los ejemplos anteriores pueden verificarse cal-

culando previamente la funcién derivada parcial, utilizando las reglas de derivacién

para la variable respecto de la cual se deriva y considerando a la otra variable co-
mo una constante. N

Por ejemplo, para F(x;y) = x3+e¥
Fixy) = 3x+ye¥ = F)(2;1) = 12+e?
F)’,(x;y) =xe¥ = F;(2;1) =2 e2,
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Ejempio 4

Consideramos una funcion de tres variables independientes y calculamos direc-
tamente sus tres derivadas parciales.

F:(x;y;2) = InV/x2+y2+22,

Al derivar respecto de x, las otras dos variables permanecen constantes.

1 1 : X
Luego, F (xy;z) = . ‘2x = Fl(xy;2) = ————
* VY2422 2V +ye+22 X X2 +y2+22
Andlogamente: F'(x;y;z) = y A Fixy;2) = _z
y X2 +y24-72 X2+y2+72

Teorema del valor medio (del célculo diferencial)

Sea F:A— R (ACR?2) una funcién con derivadas parciales finitas en un entor-
no del punto (a;b), interior al dominio. Si el punto (a+h;b+k) pertenece a dicho
entorno, entonces es

- F(a+h;b+k)~F(a;b) = h F(a+c,hb) + k F;(a+h;b+czk)

con 0<c,<1 A 0<c,<1. (Por lo tanto, a+c h estd entre a y a+h, y b+ck entre
byb+k.)

El teorema es una aplicacion reiterada del teorema del valor medio del calculo
diferencial de funciones escalares (Célculo 1 - cap. 7). Recordemos que el teo-
rema en una variable tiene como tesis para el intervalo [a;b] : f(b)—f(a) = (b—a)f'(c)
concentreayb.

También puede expresarse: f(b)—f(a) = (b—a)f’(a+c,(b—a)) con O<c,<1.

Si el intervalo es [a;a+h] es: f(a+h)—f(a) = hf’(a+c1h).

Demostracion

i (a+hib+K)
b+k
(a+h;b+c,k)

(a+h;b)
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En el plano de ecuacién y = b, F depende exclusivamente de x, y puede apli-
carse el teorema de una variable: '

F(a+hib)—F(ab) = h Fi(a+c,hib) (1) 0<c,<1.

En el plano de ecuacion x = a+h, F depende exclusivamente de y.

Luego, F(a+h;b+k)—F(a+h;b) = k F;(a+h;b+c2k) 2 0<c,<1.
Sumando (1) y (2) queda la tesis.

Obsérvese que, si en lugar de elegir la poligonal de la figura anterior, se toma

la poligonal determinada por los puntos (a;b), (a;ib+k) y (a+h;b+k) se obtiene una
tesis similar, con diferentes puntos intermedios.

y
(ab+k) (a+d,h;b+k)
btk —=mm o= (a+hib+k
(ab+d k) !
| I ] |
(ab); :
! !
a a+h X

La tesis es:
F(a+hb+k)—F(ab) = kF/(ab+d k) + h F(a+d,hib+k) 0<d, <1 A,0<d,<1.

El valor F(a+h;b+k)—F(a;b) suele indicarse AF en (a;b) respecto de h y k, 0
rpés simpiemente Az.

Aplicacion

Hallar los puntos intermedios del teorema anterior para F:(x;y) — 3x?+2y? entre
(2;1) y (2,01;1,02). :

F(2+h;1+k)—F(2;1) = 3(2+h)2+2(1+k)?-14 =
= 12+12h+3h?+2+4k+2k2—14 =
= 12h+3h2+4k+2k2 (1)
F.(x;y) = 6x = F(2+c,h;1) = 6(2+c,h) = 12+6c;h
F (xy) = 4y = Fi(2+h;1+c,K) = 4(1+Ck) = 4+4ck
hFj(2+¢,h;1)+KF;(2+h;1+c,k) = 12h+6c,h?+ak+4ac ke (2)
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' De (1) y (2), por el teorema:

12h+3h?+4k+2k? = 12h+6¢,h?+4k+4c,k>
3h%+2k? = 6c,h?+4c,k?
: 1 1
Por lo tanto, 3 =6c, A 2=4c, = c, =S AG=g
Luego, {a+c,h;b) = (2,005;1) ya que h = 0,01
(a+hb+c,k) = (2,01;1,01) ya que k = 0,02.

Si bien el teorema asegura la existencia de los puntos intermedios, su caiculo,
en general, no es simple.

Conjunto conexo (en R?)

Un conjunto es conexo si y sélo si todo par de puntos rue pertenecen al mismo
puede ser unido por una poligonal incluida en él. Puede demostrarse que la unién de
dos conjuntos no vacios y disjuntos no es-conexo. También que la poligonal, si exis-
te, puede elegirse con lados paralelos a los ejes coordenados.

43 @@

conjunto conexo conjunto no conexo

Conjunto simplemente conexo (en R?)

Un conjunto plano es simplemente conexo si y sélo si es conexo y el poligono
determinado por cualquier poligonal cerrada esta incluido en el conjunto.

conjunto simplemente conexo conjunto conexo y
no simplemente conexo

Propiedad

Si una funcién de dos variables tiene derivadas parciales nulas en todos los
puntos de un recinto conexo y ableno, entonces la funcion es constante en dicho
recinto.
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Elegidos dos puntos cualesquiera del recinto (x_;y DY (xz;ya), siempre existe
una poligonal de lados paralelos a los ejes que une dichos puntos en el plano.

Yy

Por el teorema del valor medio:
V(x,5y,) VX,53y,) t Fxy,) —Fx,iy,) = 0.(x,—x )+0.(y,~y,) = 0
0] sea, V(x oY 1) ‘v’(xz;yz) : F(x1;y1) = F(xz;yz) y F es constante.
Si los dos puntos pueden unirse, como en la figura, mediante una poligonal de
dos lados, basta aplicar el teorema una sola vez. Si la poligonal tiene n lados, el

teorema se aplica reiteradas veces a vértices eonsecutivos.

Obsérvese que si el dominio no es conexo, la propiedad no se verifica nece-
sariamente.

2 si 4<x®+y?<9
Por ejemplo, para F: (x;y) —
: 5 si 0<x®+y?<i

En este caso, las derivadas parciales son ambas nulas en el dominio y la fun-
cién no es constante pues el recinto no es conexo.

Dominio de 'F, abierto y no conexo
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EJERCICIOS

1) Aplicando la definicién, calcular derivadas parciales en el origen para
F:(x;y)—>ysenx —cosy + ev.

2} Por definicion calcular F)’((S;—Z) si F(x;y) = xy—y>2.
3) Por definicién calcular F {—1;2) y F;(—2;—3) si F(xyy) = x?y.

4) Derivadas parciales, por definicion, en el origen, si existen, para
F:(xy) = Vx3+y2.

5) idem para F:(xy) — 3x3+y3.
6) idem para F:(xy)— V/x2+y2.

3x3

7) idem para Fi(xy)— x2+y?
-0 si (xy) = (0,0)

si (xy) # (0;0)

8) Calcular, por definicion, F (—3;1) si Fi(xy)— 2);2:)( . Verificar el resultado
utilizando formulas de derivacion. x'y

9) Calcular derivadas parciales de:
a) F:(x;y) — cos (x3—3y2x) b) Fi(xyy) — In(x2—2 seny)
c) F:(x;)}) — arc tg (xy) d) F:(x;y) — 3¥—In(x3y)

e) F:(xyy) — sen [tg(4x—2y)] ) Fixy) — VInE+y?)
g) F:(x;y)— x3y+e("Y2)—359"("Y) h) Fix;y)— ytgx — arctg Xy
x2+y?
10) Derivadas parciales de a) F:(x,y,z) — (xy)* b) F:(xy,z) — x**.

11) Derivadas parciales de a) F:(xy,z) — x¥+y*+2*

1 z
F: — (XY, 2y _ Ly
B) Filxy.2) = In(xy+yz+2zx) ¢) Filxy.z)=x x T2
X, X,
12) Hallar F)'(1 y F)’(4 para. F:(x,,x,x,x,) — arc g —
3 4

13) Hallar los puntos correspondientes al teorema del valor medio para
F:(x;y) = 2x2+5y? entre (3;1) y (3,01;1,03).

14) idem para F:(x;y) — x2—y para (a;b) = (1;2), h = 0,02, k = 0,03.
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Il. Derivadas parciales sucesivas

Pueden considerarse, a partir de una funcion inicial de dos o mas variables,
nuevas funciones definidas mediante las derivadas parciales primeras. Estas funcio-
nes pueden admitir, a su vez, nuevas derivadas parciales, definidas de la misma
manera.

F.: (xy) = F.(xy)
Fi(x;y) = F(xy) , ,
Fi: (xy) = Fi(xy)
F.(x;b)-F (ab)

—a si existe, es la derivada segunda de F respecto

Flab) = Iinl .
de x dos veces.

F.(a;y)-F, (ab)

F,’(;(a;b) = lim . s si existe, es la derivada segunda de F respecto
y— - :
de x y luego respecto de y, etcétera.
Analogamente:
F!(x;b)—F(a;b) F(ayy)—F (ab)
Fi(ab) =lm ——2——  F/(ab) = lim ——l—
n(@0) o a x—a w(@b) ;T»b y—b
L . P #F 9°F ]
También puede utilizarse la notacion F,/ = = , etcétera.

Ix2 ayox

Obsérvese que en la (itima notacion, atribuida a Leibniz, el orden de derivacién
se indica de derecha a izquierda, contrariamente a lo que sucede con F;; donde el
orden es de izquierda a derecha.

&F

axdy indica que primero se deriva F respecto de vy, y

Analogamente F/| =

luego F; respecto de x.

Pueden definirse en forma similar F 1, F. ", F/'/, etcétera.

xxx? xyx’

Ejemplo 1

Siendo F:(x;y) — x cosy + y cos x, hailar las derivadas parciales de orden dos.
Previamente:
F,(xy) = cosy — y sen x F;(x;y) = COS X — X sen y '
F(xy) = — ycosx, F;; (x;y) = —seny — 3§n X,
' F;,;(x;y) = —senx — seny, F;;,(x;y) = — x€os Yy

En este caso, V(x;y) es F;;(x;y) = F)’,;(x;y).
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Ejemplo 2

Fixjy) — x¥—e¥

Frixy) =yx'-ye¥ Fi(xy) = X Inx—xe
Frlay) =y (y= 1) "2 —y?e, Fly(Gy) = ¥~ +yx!~"In x—e —yxe™,
Fxy) =y X nx-+xY 1 —e9 —yxe®, Frxy) = XVIn2x— x2eXY.

También resulta F;;(x;y) = F",;(x;y) en cualquier punto.
Sin embargo, la igualdad de las derivadas mixtas Fy ¥ F,x no se cumple ne-
cesariamente si no se exigen ciertas condiciones.

Consideremos la funcién definida en R?, asi:

_x3y— xy?

F:(x;y) — { X2 +y?
0 si(xy) =(0:0)

si (x;y) # (0;0)

y calculemos sus derivadas mixtas en el origen.

Primero buscamos F, en cualquier punto (x;y) # (0;0) utilizando las reglas de
derivacion.
(Bx%y—y3)(x2+y?) —2x(yx® —xy?)
(x2+y2)2

Es F (xy) = si (xyy) # (0;0).

FL(0:y)—F}(0:0)

Como F,’Q’,(O;O) = Iim0 7 , hallamos F,(0;y) y F.(0;0)
y-—b

F(x;0)—F(0;0)
X

5
Fi(0) = - ~—)yr, =-y@#0  F00) =lm -0,

@) = lim Y — _
Luego ny(0,0) I:,"l " 1 (1).

(x®=3y?x)(x? +y?) - 2y(yx® —xy°)

Andlogamente F’(xyy) =
9 y y (x2+y2)2

si {x;y) # (0;0).

F1(x:0)~F}(00)

= buscamos F;(x;0) y F,(0;0)

Como F’’(0;0) = lim
yx x>0

5 .
Fi(x0) = <— = x (x # 0) F/(0:0) =tim _FOY-FO0 _
x4 y y—0 y '
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11 (MY T _)'(_ = 3
Luego FYX(O,O) = I;rE 0 X 1 (2).

De (1) y (2) F;;(O;O) =-1 A F;)’((O;O) =1.
Las condiciones para la igualdad de las derivadas mixtas quedan fijadas por el

siguiente teorema:

Teorema de Schwarz

Si F:A— R (ACR?) tiene derivadas parciales F)’(,F'F”, continuas en un entor-
no del punto (a;b), interior al dominio, entonces existe FZ;;(a;b) y es igual a F;;(a;b).

¢ Demostracion

Consideremos un punto (a+h;b+k), interior al entorno de la hipdtesis, y defi-
namos una funcién auxiliar g, de variable x, en el intervaio [a;a+h]:

ag(x) = F(x;b+k)—F(x;b).
Por hipétesis g es derivable y se le puede aplicar, en el intervalo [a;a+h], el

teorema del valor medio para funciones escalares.
Resulta g(a+h)—-g(a) = g'(a+t,h) h con 0<t,<1.

Reemplazando g y @', es:

F(a.+h;b‘+k)—F(a+h;b)—F(a;b+k)+F(a;b) = [F;(a+f1h;b+k)—F;(a+t1h;b)] h

Si dividimos por k # 0 y buscamos i:’(m o queda:

lim F(a+h;b+k)—F(a+h;b) Flajb+k)-F(ab) |
K—0 k - k =
i F.(a+t,h;b+k)—F (a+t h;b)

k—0 -k

Luego, F;(a+h;b)-F;(a;b) = F)’q’,(a+t1h;b) h, ya que estas derivadas existen por
hipotesis. :
Si ahora dividimos por h # 0 y buscamos I'i1m K obtenemos:

F;(a+h;b)—F;(a;b)
lim

h—o0 h

= IEQO F)’(;(a+t1h;b). .
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Como F,/ es continua por hipotesis, el limite en el segundo miembro existe y

es F)'q’,(a;b).

F;(a+ h;b) — F;(a;b)
h

Luego, I:\rﬂ . = F;;(a;b).

Pero el primer miembro es F)’p'((a;b)A

Finalmente, entonces F;;(a;b) = F;;(a;b)A

La conmutatividad en el orden de derivacion se extiende a las derivadas par-
ciales superiores, siempre que se verifique la continuidad de las derivadas corres-

pondientes. Por ejemplo, para las derivadas terceras, resulta F, ;' = F/' = F//|, et-
cétera.

EJERCICIOS

1) Calcular por definicion las cuatro derivadas parciales segundas de:
F:(x;y) — 2x+y? en (—1;2).

2) Derivadas parciales segundas para F:(xyy) = X’ G:(x;y;z) — 28+3%.

3) Siéndo F:(x;y) — arc tg (xy) hallar F;;;(1;—1).

4) Calcular por definicién F;/(0;1) si F:(xy) — e*y-+e'x.
3yx2—2xy?

5) Caloular F2/(0,0) y F//(0:0) si F: (xy)— x+y
0 si (x;y) = (0;0)

si (x;y) # (0;0)

Ill. Derivada direccional

Veremos ahora otro tipo de derivacion, que incluye a la derivacién parcial como
caso particular.

Consideremos un punto (a;b), interior al dominio de una funcién F de dos va-
riables y un vector v de componentes hy k: v = hi+Kj.

Sea a el angulo que forma el semieje positivo x con el vector V.

Definimos como derivada de F en (a;b), en la direccién y el sentido dados
por el vector v (o por el dngulo ) al limite del siguiente cociente incremental:

F(a+h;bik)_—F(a;b) cuando el modulo del vector v tiende a cero.
Vh2+k?

- F(a+h;b+k)—F(a;b
Osea F!(ab) = lim (a _L_ (a:b) .
Vh2+k2 -0 Vh24+k?
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bk} e — e
O=sa<2n
Bl e e a

Obsérvese que Vh?+k2 — 0 implica que h y k tienden simultdneamente a
cero. Sin embargo, no se trata de un limite doble pues k = hm, ya que la direccién
y el sentido son fijos en el plano y m = tg a si h # 0. Por lo tanto, las derivadas
direccionales se calculan mediante limites simples.

Ejemplo 1

Utilizando la definicién, calcular la derivada de F en (1,2) en la direccién y sen-
tido dados por un angulo de 135° si F:(x;y) — x2-2y,

F(1+h2+k)-F(12)

F, (1;2) = lim
'3% Vh2+k2_, 0 VhZ¥i2
— lim (1+h)?—2(2+k)—(-3) = lim h2+2h—2k
VhZik2 0 VhZ+k? VhZaZ o \/hZ1kE
]
k<l o
! \135
h

Para la direccion y el sentido elegidos, es k = —h.
Por lo tanto:

Vh2+k? -0 &= V2h? >0 e |h| > 0 < h— 0.

Luego, F. (1;2) = lim h?+2h+2h B h2+4h h(h+4)
’ LR h—0 > =1lim =M ~——
4 V2h h-o JhV2  h-o |hn/2
Como h<O0, es fh| = —h. '
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Finaimente, F’ (12) =lim _—(h+4) _

4 P
Y R R

Ejemplo 2
Calcular por definicion F!(1;1) si a = —%—7— y Fi(x;y) = 3x2-2y?

. F(1+h;1+k)—F(1;1)
F! 1,1) = lim - =
2—;( Vh2+k2 o0 Vh2+k?

_lim 3(+hpP—2(1+k2-1 3h2+6h—4k—2k?
Vhik2 -0 Vh2+k2 VhZik2 -0 Vhi+k? .
N | 2r
i3 |
|
Lh, k= ~h\/3 A h<0 A k>0
, _ 3h2+6h—4(—m/3)—2(~h\/3)2 —3h?+6h+4h\/3
F,,. (1;1) = lim = lim =
A h=0 Vn?+3h2 h—0 2|
ey N-Bh+6+ay /3) -V
ho O —2h

Luego, F, (1;1) = -3 - 2V3.
N

Férmula para el calculo de la derivada direccional

Para relacionar las derivadas direccionales en un punto, con las derivadas par-
ciales en el mismo, utilizamos el teorema del valor medio, suponiendo que la funcién
F tiene derivadas parciales continuas en un entorno del punto (a;b), interior al do-
minio de F.

F.(a+c hb)h+ F;(a+h;b+c2k)k

F' (ab)-hm A 0<c, <t A O<g,<1.
Vh2eik2 -0 VhZ+ke ! 2
h
F’'(a;b) = lim [F’ a+c hb) ———— + F'(a+h b+¢,K) —=—— }
A ) s . (a+c,hb) ey ) —=— r—-—
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h

k
Pero ———= =cosa A ———= =sena.
: h?+k? Vh?+k?
Luego, F/(ab) = I|m2 . F.(a+c,h;b) cos a+F;(a+h;b+c2k) sen a].
he+k¢—0

Finalmente, F!(a;b) = F,(a;b) cos a + F;(a;b) sen a pues las derivadas parcia-
les son continuas.

Si @ = 0, la derivada en la direccidon y sentido del semieje x positivo es la derivada
parcial F (a;b). Andlogamente, para « = % en la direccién y sentido del semieje

y positivo, obtenemos la derivada parcial F;(a;b).

Ejemplo 1
Calcular F,_(1;1) si F:(x;y) — 3x?—2y?, aplicando la férmula.
3
L (151) = Fi(1;1) cos 271 F! (1) sen 27 — 6(— —) - (———)
3 3 3

Luego, F’ (1;1) = -3- 2\/_ 3, resultado ya obtenido en la péglna anterior, apli-

cando la defummon

Ejemplo 2

XZ_yZ
2

en la direccion hacia el punto (3;4).
X2 +y?

Derivada en (2;2) de F:(xy) —

4xy?

’ - -_— ’ - =__1_
) = e = @A =7
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—4yx? :

Fy(X§Y) = W = Fi22) = - >
COSa-=—1— A SenNa =—2—
' ‘ V5

Ejemplo 3 -

Calcular la derivada en (2;5) para F:(x;y) — x2—5yx en la direccion y el sentido
del vector v = 3i-3j.

F.(xyy) = 2x—5y = Fi(25)=-21 A F;(x;y) = —bx = F;(2;5) = -10.

y
o= 1T
4
5|~ “#--(2;5)
t
ol — NV
i |
i ]
2’ 5 X

Los cosenos directores dei vector v son:

1 1
cosag=——=nCOSB=S8eNa=———.

1 1 11 11
Fr2s5) = —21 —— —10(- —=)= - —== - —~-V2
' (2:5) 7 1( \/E) > V2.

Variacién de la derivada direccional

Recordemos la férmula para derivada direccional en R2:
F’(a;b) = Fy(a;b) cos a+F(ab) sen a.
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Conoacido el punto (a;b) y calculadas las derivadas parciales de F en ese punto,
la expresion anterior define una funcién con la tnica variable real «, es decir, una
funcién escalar g, dada por

g(a) = F,(aib} cos a+F (a;b) sen a.

Por ejemplo, si F:(x;y) = x3-3y A (ajb) = (1;1), la funcion g esta dada por
gle) =3cosa — 3sena pues Fy(1;1) =3 A F(1;1) = -3.
Calculemos algunos valores (aproximados) para esta funcion.

Resulta: g(0) = 3, g(-’el) ~ 1,10, g(g)z ~1,10, g(%) - -3,
9(37") ~ 4,24, g(m) = -3, g(————) 0, g(517 ) ~ 4,10,

17
g( 5 )—4,10,

Entre los valores calculados para la derivada direccional de F en (1;1), en fun-
cion del angulo «, hemos encontrado un valor méximo y un valor minimo. Queremos
averiguar si, entre todos los valores existentes, hay un maximo absoluto y un mini-
mo absoluto.

Para ello, buscamos primero, si existen, los extremos locales de g, que es una
funcion escalar derivable,

Hallamos, previamente, los puntos criticos donde se anula su derivada primera
g'le) = ~3sena—3cosa
glaj=0sitga=—1

3

Luego, a, = = Yy a, = son los puntos criticos buscados.

7w
4
Para saber si corresponden a maximo o minimo local, buscamos el signo de g’
en dichos puntos:

9''(a) = —3cosa+3sena
g,,(3_:'_) = _3(—— + == 3\/— >0 = g(%’—) minimo local

gn(7‘" ) V2 + \/-)<o g( ) méximo local

Ademas puede verificarse que g (—) es minimo absolutoy g ( L

2 )es ma-

ximo absoluto.
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Luego, la derivada direccional de F en (1;1) es maxima en la direccién y sentido
dados por un &ngulo de 315°, a partir del semieje positivo de abscisas. '
El valor de la méxima derivada direccional en (1;1) para F es, entonces

7T - Fy (11) = 3008 T ~gsen 2 s Y2 (- M)
g(-z—)_r=_,4L(1,1)-3cosT 3sen 1T =3%" - 3(- 5 )= 3v2

Analogamente, el valor de la minima derivada direccional en (1;1) es
3 ) 37 31r

] -1 j— .
g(——4 —Fi:_(t )—3oos—4 —.’3sen—4 = -3V2.

Hemos verificado, entonces, que una vez dados F y (a;b), los valores de las de-
rivadas varian segun la direccién y el sentido del vector elegido. En R?, dicha va-
riacion depende exclusivamente del angulo a. Para hallar los extremos utilizamos
la condicion necesaria para existencia de extremos locales en una funcién escalar
derivable, calculando la derivada primera respecto de a y luego igualandola a cero
para hallar los puntos criticos.

Siendo g(a) = F (ab) cos a + F;(a;b) sena

g'(e) = —F (ab)sena + F;(a;b) cos «

g'(a) =0 si —F (ab)sena + F;(a;b) cosa=0.

o} t F;(a;b) i Fl(ajb) # 0.
sea ga—F—),((a—;b—) Si x(a,) 2

Se. ( F.(ab) ) : ( F.(a:b) ) N
an «, = arctg m)— A a, =arctg F(ab) cona, = a,+
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Si g'’(e;)<0 entonces g(a,) es maximo local de g.
Si g''(a,)>0 entonces g(a,) es minimo local de g.
(o bien g"'(a,)>0 A g''(a,)<0) ...

Puede verificarse, haciendo un grafico de g en su dominio D = [0:27) que,
ademas, son extremos absolutos.

El método aplicado sélo puede utilizarse para funciones de dos variables, pues
para tres variables no puede expresarse la derivada direccional como funcién de un
solo anguilo.

Presentamos ahora un método més general y mas simple, que sirve en dos y en
tres dimensiones.

Derivada direccional como producto escalar

Recordemos nuevamente la férmuia
F'(a;b) = F (a;b) cos a + F;(a;b) sen a.

Si consideramos un vector cualquiera v en la direccién y sentido dados por el
angulo «, « es su primer angulo director y, si llamamos B al segundo angulo direc-
tor, en cualquier cuadrante es sen a = cos 8.

Luego F'(a b) = F,(a;b) cos a + F! Jab)cosg (1)

<i
™

En particular, para v =cos a1+ cos B ], este vector tiene la misma direccion
y sentido elegidos y su médulo es 1 pues [V| = \/ cos2a + cos? B8 =1
Por lo tanto, la expresion (1) es el producto escalar de dos vectores, vy resuita

Fi(aib) = [Fi(asb)i + F,(aib)i] - [cos a T + cos B ]].

El primer vector tiene por componentes las derivadas parciales y recibe el nom-
bre de gradiente de F en (a;b).

O sea, grad F(a;b) = F;(a;b)T+F;,(a;b)j.
Por lo tanto, si V es un vector unitario, es F’ (@b) = grad F(a;b) « V, y la derivada
direccional puede hallarse, en todos los casos, como el producto escalar del vector

gradiente en el punto por un versor en la direccién y sentido elegidos.
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Ejemplo 1
Caloular Fi(~3;1) i Fi{xiy) — 3xFy-y’x, ¥ = i ——\fi.

(=3;1) = =19 A F/(~3;1) = 36 = grad F(—3;1) = —19i+36]

F.(-3;
" . 1\2 V32
Verificamos que [V| = \ (E +(-—5) =

Luego, Fi(~3i1) = (- 191+36)) - (—. _,_\/2_@])
Fi(-31) = - T - 18V/3.
Ejemplo 2
! - H . - x N7 —— 11 H
Calcular F(2;-2) si Fi(xyy) X7y v =3i-].

Fr(2; 2)—7AF(2 ~2)=1 = grad F2i-2) = ¢ Tiv
Como el vector dado no es unitario, lo dividimos por su modulo, para obtener

un versor en la misma direccion y sentido

o 3 . 1 -
V= I — -
V10 V10
7. 3 1
Luego, F'(2;-2) = (—- ) (——1— 1)
v 4 Vvio /10
17V10°
"(2-— —
Fi(2;-2) 20
Ejemplo 3
Aplicando producto escalar, hallar F'_  (1;,—1) si F:(x;y)——>3x3y—2y
76 .
; = —0i+j

Fi(1i-1) = =9 A F)(1;-1) =1 = grad F(1;~1)

Buscamos un vector unitario en la direccion y sentido dados por el angulo

S5
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V3 1 3. 1:
= e e— = = —_— Y = — e——J—i
COs o > A Sena cos B > \ 2 2]
9V3+1
Fe (1,-1)= >

6

Obsérvese nuevamente que, para poder calcular la derivada direccional median-
te un producto escalar, el vector en la direccién y sentido elegidos debe ser unitario.

Recordemos ahora la propiedad geométrica del producto escalar:
X+ ¥ = Xy cos e
donde o es el anguio comprendido entre los vectores X e y.

Resulta F(ab) = |grad F(a;b)| V| cos w, donde w es el 4ngulo que forma el
vector gradiente con el versor V.

Como V| = 1, queda: F/(a;b) = |grad F(a;b)] cos w.

En esta Uitima expresion observamos que el valor de la derivada direccional
depende del dnguio que forma el versor con el gradiente.

Si o = 0, entonces cos w = 1 y el producto indicado alcanza su valor maxi-
mo. Es decir, la derivada direccional es méaxima en la direccién y sentido del vector
gradiente. Ademas, el valor de la maxima derivada direccional en un punto es el
maddulo del vector gradiente en dicho punto.

La minima derivada direccional se obtiene para cos w = —1, es decir, para
o = 7. Corresponde a la direccién del gradiente y al sentido opuesto. Su valor es
el numero opuesto al mddulo del gradiente.

Por otra parte, la derivada direccional es nula en la direccion perpendicular a

la del gradiente, pues cos w = 0 para o = % 0 bien o = >
Y \
v
L AMA _
\ ger. 0T —
@) & ~
ab) & :
o ————~ _/_’) > g(adﬂam
anad_ — e
/¢e\' m\/m - :\W
— i\
- a \\ 3

Si analizamos nuevamente el ejercicio resuelto en la pag. 111, obtenemos:
grad F(1;1) = 3i-3j. Luego, [3i—3j| = /18 =3V2
es la derivada direccional maxima. El nimero opuesto —3+/2 es la derivada minima.
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Aplicacion
Calcular derivada direccional maxima y minima en (-2;3)
para F: (x;y) —x3—3xy?
F.(—2;3) = ~15 A F;(—2;3) =36 = grad F(~2;3) = —15i+36j
|-15i+36j| = /1521 = 39.

Luego, la derivada maxima es 39 y la minima —39.

Derivada segun una curva orientada

En problemas de aplicacion, por ejemplo en fisica, interesa a veces la variacion
de los valores de una funcién a lo largo de una curva plana orientada. Para ello, se
define como derivada de una funcién en un punto, segin una curva orientada que
pasa por el mismo, a !a derivada en la direccién y sentido del versor tangente a la
misma en dicho punto. (Ver pag. 305.)

Derivada direccional en R®

Para una funcién F de tres variables y un versor en el espacio, podemos defi-
nir derivada en la direccién y sentido dados por dicho versor en un punto (a;b;c) in-
terior al dominio, donde F admite derivadas parciales continuas.

Por un camino totaimente analogo al aplicado en R2, se demuestra que:

F.(a;bic) = F (aibic) cos a + F;,(a;b;c) cos B8 + F (ajbic) cos y
siendo V = cos a1+ cos B} + cos vy k.

También, Fi(a;b;c) = grad F(a;bic) -V, y subsisten las propiedades demostra-
das en R,

Ejemplo
Fix;y;z) — x2y—xz+y?z

a) calcular F(1;2,—1)siv = 3i—4j+5k
b) hallar la derivada direccional méaxima y minima en dicho punto
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Fi(1,2,=1) =5 A F (1:2,-1) = =3 A F{1,2,-1) = 1 = grad F(1;2;-1)

M=v50=5V2 = y=——= V2, 2V, V2,

v 0 5 T2
- 2. 22, .
Fi(1,2,—1) = (51-3j+k) -(%1 - —5—\/———j+—\§k)

14001y _ 16 !
Fy(1:2i-1) = -2

b) |grad F(1;2;,—1)|=+/35.
Derivada direccional maxima: \/35.
Derivada direccional minima: —\/35.

EJERCICIOS

1) Calcular por definicion F’(3;—1) si a = i:— A F:(xy) — x+3y2.

2) Calcular por definicion F’(3;-2) si o = % A Fixy) — xy+3y2.

3) Calcular por definicién F’(—1;4) si o = 3—: A Fi(xy) = x2—2x+y.

2
4) Calculara) F!(—2;~1) si a = ——2577— A F:(x;y)—>—3§— — In(xy).

b) Fi(3;—1) si V=2I—3j A Fi(x;y) = 5y°x—x3y.

5) Calcular F/(3;4) si v est4 dado en la direccion y sentido de (3;4) hacia (—2;1) A

2
A Fixy) — x4y+% —1.

6) F:(x;y)— x2—3xy. Observar la variacion de F'(2;,—1) para los siguientes valores

de a0 T T T 37 - 57 5= 117
e 3 Ta ™ 2 3§
Hallar la derivada méaxima y la minima.

us
4 6’

7) idem para Fifxy) = x°~3* en (2i1) & 2, I, 7

8) Derivada maxima y minima en (0;1) para F:(x;y) — e*y.
9) Derivada direccional minima en (1;1) para F:(x;y) — x3—3y.
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~ 10) Sea F: (x;y) > V4—x2—y2 Hallar: a) derivada en (1;—1) hacia (4;,—3),
b) derivada méxima y minima en (1;—1).

11) Derivada direccional maxima por dos métodos para F:(x;y) — x—3y? en (3;1).

12) ¢En qué direccion es nula F!(—1;—1) para Fi(xy)— x2y—x?

2
13) Derivada direccional minima en (1;0) para F:(x;y) — 2x2 + y11 Calcularla
por dos métodos.
; . - . X+y
14) ldem para la derivada méxima en (3;4) si F:(x;y) — .
x2+y?
15) Derivada direccional maxima y minima en (1;1) si Fi(x;y) = 2+In(7x)— 3—3—M

16) Siendo F:(x;y;z) — x*+yx3—2x2z+2°, hallar Fi(1;2,-2) si v = 4i+2j—3k.

2 3
17). Fi(x;y;2) = -g - -—ZZ— —y?z. Calcular la derivada en (0;1;—3) hacia (5;—2;4).

18) Hallar la derivada en la direccion que forma angulos iguales con los tres ejes
coordenados para F:(x;y;z) — xyz en (1;2;3).

IV. Funcién diferenciable

Al considerar funciones escalares o de una variable real, se demuestra que si
una funcién tiene derivada finita en un punto, entonces es continua en dicho punto.
O sea que, en una variable, derivabilidad implica continuidad, aunque el reciproco
es falso. '

En dos o més variables, el concepto de derivada parcial es mucho mas débil.
" La_ existencia de derivadas parciales finitas en un punto no asegura la continuidad
en dicho punto, como tampoco la asegura la existencia de derivada en cualquier di-
reccion y sentido. :

Ejemplo 1

Consideremos la funcion definida por la regla siguiente:

3y

22 si (xiy) # (0;0)
Xty

F: (x;yy) >
0 si (x;y) = (0;0)
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F esta definida en el origen pero no tiene limite doble en el mismo. Por lo tanto,
presenta una discontinuidad esencial en el origen.
Sin embargo, F admite derivadas parciales en (0;0).

En efecto,

OO = ki F(x,0)-F(0:,0) _ v e FOY)—F(0,0)
OO =im, s S0 R0 = Im = o
Ejemplo 2

2
2 si ) # 00)
Elegimos ahora F: (x;y) — x2+y*
0 si(xy) =(0,0)
;0)—F(0; F(0;y)—F(0;0
F(00) = lim —&AFOO _ o rro0) = jm SOV=FOO _
x—0 X Y y—0 y
Si buscamos derivadas direccionales en el origen, es:
. F(0+h;0+k) — F(0;
F(00) = I (O+hi0+k) — FI0.0) k = mh (m # 0).
h2+k2 0 Vh2+k?
Queda,
. 3h - m?h? . 3hm?
F’(0;0) = lim = lim .
* h—0 (h2+m*h*)Vh2+m2h?  h-0 (1+m*h?)hj\/1+m?
Este limite existe para cualquier direccion y sentido, pues:

. 3m? . —3m?

si h > 0 entonces F’(0;0) = ————— A si h<0 entonces F'(0:0) = ——n
N 0=

(h>0 = o<a<l£-v3—2‘”<a<2w) A (h<0 &= Z<a<nmy 'n'<oz<3—277)

Luego, F tiene derivada en cualquier direccion y sentido, y sin embargo, no es
continua en (0;0) pues no tiene limite doble en el punto (pag. 83).
Obsérvese que en este ejemplo no es posible hallar F! mediante la férmula
' F.(0,0) cos a + F)’,(O;O) sena pues F, y F; no son continuas en el origen.
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Por otra parte, es logico esperar, pensando en forma intuitiva, que el concepto
de derivada parcial e incluso el de derivada en cualquier direccion, sea menos fuer-
te que el de derivada en una variable que es una derivada “total”. Sucede algo si-
milar cuando se compara limite doble en un punto, con limite simple.

Por ello, se busca, para campos escalares, un concepto mas fuerte que el de
derivada direccional, que asegure la continuidad y sea equivalente a una derivacion
“total”. Ese concepto es el de funcion diferenciable.

Definicion
Sea F una funcidn de dos variables y (a;b) un punto interior a su dominio. F es

diferenciable en (a;b), respecto de los nimeros reaies h y k, si existen dos nimeros
reales A y B tales que:

F(a+h;b+k) — F(a;b) = Ah+Bk+G(h:k)Vh2+k2 A lzhm) o G(hk) = 0.
1k} — (0:0)

Obsérvese que h y k son dos nimeros reales cualesquiera, con la Unica con-
dicion de que el punto (a+h;b+k) pertenezca al entorno de (a;b) en que la funcién
esté definida, por ser (a;b) interior al dominio.

Es decir, que F es funcién de las dos variables x e y, y ademas existen otras dos
variabies independientes h y k.

Para comprender mejor esta definicién recordaremos diferencial para funcion de
una variable.
Si f es funcidn escalar, derivable en a, por propiedad del limite finito, es

flath)—f(a) ]‘
mo | f@=0
_ fath) - (@) - (@ h

Si hacemos g(h) -

es I:’,m 0g(h) =0 o sea, g es infinitésimo en 0.
Por lo tanto, f(a+h) —f(a) =f(a)h + g(h)h A le og(h) =0.

La definicién dada para funcién diferenciable en dos variables generaliza esta
dltima expresion, pues probaremos que los nimeros A y B son las derivadas par-
ciales en (a;b).

Teorema 1

Si F es diferenciable en (a;b), interior a su dominio, entonces F tiene derivadas
parciales en (a;b).
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Demostracion

Por definicidén existen nimeros A y B, tales que:

|
i

F(a+h;b+k) — F(a;b) = Ah+Bk+G(h;k)vVh2+k2 A I{m) o O)G(h;k) =

Probaremos que A = Fi(ab) A B = F;(ab).
Si consideramos k = 0 y dividimos por h # 0, resulta:

F(a+hpb) — F(ajb) ~ Vh
- = A+ G(hi0) ——.

Buscamos limite para h— 0:

lim F(a+h;b) — F(a;b)

. ~ i ]
h—0 h _A+I:1n_1>o [G(h’O)T ’

Por la definicion de funcion diferenciable, G es infinitésimo si h y k tienden si-*

||
multdneamente a cero. Ademas “ es una funcion acotada.

In|

Luego, l'i1m o [G(h;O)—h—] =0 y queda F (ab) = A.

Analogamente se demuestra que F;(a;b) =B.
Entonces, para F diferenciable:

(1) F(a+hib+k)-F(ab) = Fi(aib)h+F(aib)k+G(hiky/h?+Kk2 A im _ G(hik) =o0.

Aplicacion
Utilizando la definicién probar c;ue F:(x;y) — x?+2xy es diferenciable en cual-
quier punto ‘(a;b)elf(z.
(Fi(x;y) = 2x+2y = Fi(ab) = 2a+2b) A (F;(x;y) =2x = Fi(ab) = 2a).
Reemplazando valores en la formula (1) anterior, queda:
F(a+h:b+k)—F(ab) = (2a+2b)h+2ak+G(h:K)V/N2 1 K2.

Debemos probar que lim G(h;k) = 0.
(hik) — (0:0)

(0;
Reemplazando los valores del primer miembro, queda:
(a+h)?+2(a+h)(b+k)—(a?+2ab) = 2ah+2bh-+2ak+G(h;k)\/h?+ k2.
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Cancelando convenientemente: h2+2hk = G(h;k)\/h2+k2.

|G(h;k)| = P20k para Vh?+k? # 0.
' Vh2+k2

Por la propiedad triangular:

] Ih|
G(h;k)|<lh + .
(Gl =+ 2K e
Como ——lh—l—-—st es |G(h:k)|=<|h|+2Jk|.
Vh2+k2
Luego, Im) (O'O)G(h;k) =0 vy queda probado que F es diferenciable en R?.

Diferencial total

Es comun llamar AF o Az a la diferencia F(a+h;b+k)—F(a;b). Ademas, se de-
fine como “diferencial totai” de F en (a;b), respecto de h y k, a la suma de los dos
primeros términos del segundo miembro, o sea, la parte lineal del incremento.

dF((ab).(h:k)) = F (ab)h+F;(ab)k.

En notacién vectorial, el diferencial total puede definirse como el producto es-
calar del vector gradiente por el vector de componentes h y k.

O sea, dF((a;b),(h;k)) = (F;(a;b)i+F;(a‘;b)]) « (hi+Kj).
Igual que en una variable, es usual llamar Ax al nimero h y llamar Ay al nGme-

ro k.
También puede demostrarse que Ax =dx y Ay = dy.

En efecto, para F(x;y) = x, F es diferenciable siendo dx = 1Ax+0Ay.

O sea, Ax = dx.
Analogamente, para F(x;y) =y se demuestra que Ay = dy.
Obtenemos, entonces, la siguiente expresion para el diferencial total:

dF(a;b) = F,(a;b)dx+ F;(a;b)dy.

La notacién usual para el célculo del diferencial total de una funcién en un punto
cualquiera es:

dz =z dx+z, dy

0 bien, dz=£dx+£dy.
ax y
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Al admitir esta notacién, debe tenerse claro que dx y dy son dos valores arbi-
trarios, independientes ambos de las respectivas variables x e y. Ademas, se en-
tiende que el diferencial de la funcién dada por la expresion z = F(xyy) se calcula
en un punto cualquiera (x;y), las derivadas parciales se calculan en el mismo punto
(x;y) y la férmula tiene sentido solamente si la funcién es diferenciable.

El diferencial de una funcién en un punto da una aproximacién conveniente para
el incremento de la funcién al pasar del punto (a;b) al punto (a+h;b+k).

Al definir plano tangente a una superficie, veremos la interpretacion geomeétrica
del diferencial total.

Aplicacién

F:(x;y) = 3xy—x2 Hallar Az y dz en el punto (1;2) respecto de los valores
dx = 0,01  dy = 0,02,

Az: F(1,01;2,02)—F(1;2) = 5,1005—5 = 0,1005
dz: dF(1;2) ='F (1;2)dx+ F;(1 ;2)dy
dF(1;2) = 4.0,01+3. 0,02 = 0,1000

Teorema 2

e

Si F es diferenciable en (a;b), interior a su dominio, entonces F es continua en
(a;b).

Para demostrarlo, debemos probar: I:’m) ( b)F(x;y) = F(ajb).
(Xy) — (&l

Haciendo h = x—a, k = y—b, en la expresion de una funcién diferenciable, ob-
tenemos:

F(xyy)-F(ab) = F(ab)(x—a)+F,(aib)(y—b)+G(x—ayy—b)V(x—a)*+(y—b)?
siendo lim . G(x—a;y—b)=0.
{x:y) — (ab) :
Ademéé, como [x—a|=V/(x—a)?+(y—b)? resulta:
Ve>035 = € tal que 0<V/(x—a)’+(y—b)2<é = |x—a|<e.
Por lo tanto, lim (x—a) = 0.
(x;y) — (ab)
Anéalogamente, es lim (y-b)=0.
(xy) = (ab)

Luego, I:’m) ( t’)[F(x;y)—F(a;b)] = 0, y el teorema queda probado.
X;y) — (&
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Teorema 3

Si F es diferenciable en (a;b), interior a su dominio, entonces F tiene derivada
en cualquier direccién y sentido, en dicho punto.
Demostracion

Consideramos, en el piano, el vector (h:k), que forma un angulo « con el semieje
positivo de abscisas.
Por ser F diferenciable sabemos que:

F(a+h;b+k)—F(a;b) = F)’((a;b)h+F)’,(a;b)k+G(h;k)\/ h%+k% A

A lim G(hik) = 0.
(hik) — (0;0)

Dividiendo por vh2+kZ £ 0, es

F(a+h;b+k)—F(a;b) h k
=F’ a;b —_— + F’ a;b ———+Gh;k.
— (@) — = + Fifab) — e + Gl

F(a+h;b+k)—F(a;b)

O bien,
VR

= F (a;b) cos a + F;(a;b) sen a + G(hk).

Si calculamos el limite para v/h2+k2 — 0, resulta:
F;(a;b) = F/(ab) cos a + F;(a;b) sen a.

Luego, Va:3F!(a;b) y se ha vuelto a obtener la férmula ya conocida por apli-
cacion del teorema del valor medio.

Sabemos ahora que una funcién diferenciable es continua y admite derivada en
cualquier direccion y sentido. Las propiedades reciprocas son falsas. Es decir, una
funcidn puede tener derivada en cualquier direccion y sentido y no ser diferenciable,
ni siquiera continua (ver pag. 118).

Buscamos, entonces, una condicion més fuerte que la existencia de derivadas
parciales o direccionales, que asegure la diferenciabilidad en el punto. Esta con-
dicién consiste en exigir que la funcion tenga derivadas parciales continuas en un
entorno del punto elegido. '

Teorema 4

Si F tiene derivadas parciales continuas en un entorno del punto (a;b), interior
al dominio, entonces F es diferenciable en (a;b).
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Demostracion

Por el teorema del valor medio (pag. 97):
F(a+h;b+k)—F(ab) = F,’((a+t1h;b)h+F;(a+h;b+t2k)k A O<t, <1 0<t<1.
Como F, y F; son continuas en el entorno considerado, es
Fi(a+t,h;b) = F (ab)+M(hk) A lg’r‘?()_)(o;o)M(h;k) =0 ™)
F;(a+h;b+t2k) = F(ab)+N(h:k) A Im)_)(o;o)N(h;k) =0

pues toda funcién continua es igual a su limite mas un infinitésimo en el punto
(pag. 73).
Luego, F(a+h;b+k)—F(a;b)=F;(a;b)h+F;(a;b)k+M(h;k)h+N(h;k)k.

Para vVh2+k2 # 0, es:

. Yy i M(h;k)h+N(h;k)k)

F(a+h;b+k)—F(ab) = Fx(a,b)h+Fy(a,b)k+( — NGy
M(h;k ;

(hith+ N(hakk y debemos probar que

Vh2+k2.

lim G(hk) = 0.
(h;k) — (0;0)

Por lo tanto, G(hk) =

Ahora bien, |h|=Vh2+k? A [k|=Vh2+k? =

h
- i =1 A K =1 =
Vh2+k2 Vhe+i2
h K
=l—== """~ ®
h2+k h?+k

. h k
Sabemos que lim G(h;k) = lim [M h;k) ——==—=+N(hk ———}
q (h;k) — (0;0) ( ) h;k) — (0;0) ( ) A /h2+k2 ( ) | /hz +k2

-

h L
Pero, lim [M hik ——-———] = 0 por tratarse del producto de un infi-
(hik) — (0:0) (hik) Vh2+k2 P P

nitésimo por una funcion acotada, segdn (1) y (2).
Andlogamente, lim [N(h'k) K __ ] =0
"k - (00) " Vh2+k?
L , hk) = i i ;b).
uego Im)_) (O;O)G( k) = 0 y F es diferenciable en (a;b)
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El reciproco de este teorema es falso, pues existen funciones diferenciables cu-
yas derivadas parciales no son continuas.
Por ejemplo,

(x3+y?) sen (——1—

Zi) 8 o # 00

F:(x;y) —
0 si (x;y) =(0:0)

Puede probarse que F es diferenciable en (0;0), pero sus derivadas parciales
son discontinuas en (0;0).

Generalizacion

La definicion de diferencial total y la de funcién diferenciable pueden extenderse
a cualquier dimension.

- Si F:D— R (DCR?®) es diferenciable, entonces su diferencial total en (a;b;c),
interior al dominio, es:

dF(a;b;c) = F)’((a;b;c)dx+F)’,(a;b;c)dyfF;(a;b;c)dz
Analogamente, para una funciéon de n variables: x XgreenX , €8

dF(a,;a,;...;a)) = F)’q(a1 ;az;...;an)dx1+F)'(2(a1 @ysesay)dx, +. . +F (858,558, Jdx

n
O sea, dF(a,;a,:...;a,) = EF;i (a,;8,:-.;a,)dx..
i=1

Diferenciales sucesivos

Si la funcién F:D— R con DCR?, tiene derivadas parciales continuas de or-
den superior, considerando h y k constantes, puede obtenerse el diferencial segun-
do de la siguiente manera:

GF(xy) = d(dF0y)) = ——(F,anih+Fyy)kIh +—(F oy + oy

d?F(xy) = [FL(xy)h+F (xy)klh+[F (x;y)h+F, (x;y)klk.

Como las derivadas parciales son continuas, queda:

- d?F(x;y) = F)’o'((x;y)hz+2F)’(;(x;y)hk+F}',)’,(x;y)k2.

Este diferencial segundo puede anotarse simbdlicamente:

ey — [0 3 )<2)F,
6 pay) = (k) Ry,
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expresion que se interpreta asi: se desarrolla el paréntesis segun la férmula del cua-
drado de un binomio y luego se considera que el exponente, aplicado a una deri-
vada, indica el orden de la derivacion. Las derivadas se calculan para la funcién F
en el punto (x;y).

0 @ oy 92 R )
0 sea,(h 2 +k-—) Fixy) -—(h 2 ohk axay = Fxy) =
2 B 2 . 2 .
—_ h2 (9 F(X'Y) +2hk a F(xvy) +k2 a F(va} —
ax? oaxdy ay?

- = th)’(;(x;y)+2hkF)'(;(x;y) +k2F);;(x;y).

Si consideramos el operador vectorial* nabla: V = (—Q——ﬁ——)
ax  ay

el binomio (h%""k—aav) puede escribirse como el producto escalar

(hik) - (—a"’—y) — (hK)+ V.

Luego, d?F = ((hik)+.V)®F(xy).
Haciendo h = dx, k = dy, suele indicarse:

d?F = F;)’((dx)2+2F;;dx dy+F;y'(dy)2.

De la misma forma se demuestra que:

3 3 rer 2 rrr 2 ey 3 _a. i )
d°F = F . (dx)°+3F (dx)*dy+3F,  dx(dy)"+F/ /(dy) —(dx x +dy ay) F.

Anélogamente, por induccidn, resulta:
dF = (dx d_ 4y )("’F
h ax ay ’

La férmula del diferencial primero es iguaimente vélida cuando x e y no son va-
riables independientes. No pasa lo mismo con los diferenciales de orden superior.

* En general, un operador es solamente un simbolo para indicar que deben efectuarse ciertas opera-

ciones. El operador vectorial V indica que debe derivarse. Por ejemplo, aplicado a la funcion F en el punto
(a;b) da como resultado el vector gradiente en dicho punto.

O sea: VF(ab) = (— —)F(a b) = (Fy(a:b);Fy(ab)) = grad F(ab).
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EJERCICIOS
1) Probar que F es diferenciable en (2;1) si F:(x;y) = 5xy—y?.
2) Probar que F es diferenciable en (a;b)eR? si F:(x;y) — y2—xy.
3) idem para F:(xy) — 3x2y+x—y.

4) Hallar diferencial total para cada una de las siguientes funciones:

y X X—y

Fix;y) —— + — G:(x;y) > arc tg ——>—
y) Xy (xy) 9 Pty
Hix;y) = y tg x — 3*2v M:(x;y) — xY— arc tg %

1

5} Hallar dz' si z = sen (5x2—1) +
Iny

6) Hallar dF(2;—1) si Fi{x;y) = xPy—2x2y2+y3.
X+y
VR

8) Calcular Az y dz siendo z = F(x;y) con F(xy) = x%y+2xy2+3 en (—1;1) para
dx =dy = 10-2,

7) Hallar dz en (3;4) si z=

9) idem para F(x;y) = xzy—s% en (1,-2), Ax = 10-3, Ay = '10*2.

10) idem para F(xy) = x2y-3y? en (2;—1), Ax = 1072, Ay = 10-3,
11) Hallar d?F en (1;2) si F:(xyy) — x%y2—5x2y3.
12) Hallar d?z si z = (3x2—y3)2.

13) Hallar d®z si z = y*x?+4y2x4.

V. Plano tangente y recta normal a una superficie

Recordemos, en primer lugar, que el grafico de una funcién F de dos variables
es el conjunto {(x;y:z)/z = F(x;y)}, que determina una superficie en R3.

Si P,= (Xo:¥:Z,) €S un punto que pertenece a dicha superficie y F tiene deri-
vadas parciales continuas en (x4:¥,). queremos definir plano tangente a la superficie
en PO. Para ello, nos apoyamos en la idea geométrica de que el plano tangente a
una superficie en un punto de la misma, es el lugar geométrico de las rectas tangen-
tes a todas las curvas que pasan por el punto y estan en la superficie.
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Sabemos que F tiene derivadas parciales en (x,;y,). Por lo tanto, F(x,y,) es

la pendiente de la recta tangente en P a la curva interseccion de la superficie con el
- plano de ecuacién y = Yo Y lo mismo sucede para F;(xogyo) en el plano x = x,

(pag. 94).

Llamaremos plano tangente al determinado por esas dos rectas.

Para encontrar su ecuacion, podemos considerar, en primer lugar, el vector
v | = (1 ;O;F)’((xo;yo)). Dicho vector tiene la direccion de la recta tangente mencionada,
en el plano y =y,.

:} Fi(Xo:¥o)

Analogamente, V, = (0;1;F;(x0;y0)) tiene la direccidon de la recta tangente, en
el plano de ecuacion x = x,,.

Por lo tanto, la ecuacion del plano tangente puede obtenerse como la de un pla-
no que pasa por PO y es paralelo a los vectores v, y V,, no paralelos.

Su ecuacién es (pag. 42):

X=X Y=Y z,~F(xy:¥,)
1 0 Filxg¥e) | =0
0 1 F;(xo;yo)

O bien, z,—F(x,y,) = F)'((xo;yo)(x—xo)+F;(x0;yo)(y—yo).
(En esta ecuacion z, = T(x;y) es la altura para un punto ubicado en el plano
tangente.)

Observacion

La ecuacion del plano tangente puede obtenerse también sin recurrir a las ex-
presiones vectoriales que hemos usado.

Para ello, recordemos que la ecuacion de un plano al que pertenece el punto
Py = (Xy3¥g:2,) es del tipo:

a(x—x,)+b(y—y,)+c(z—z,) = 0.
. . a b
Si c#0 es: 22, = — —(X=X;) = y~Yo)-

O sea z—z, = A(X—X,)+B(y—Y,)-
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Si se trata del plano tangente buscamos el valor de las constantes A y B.
La recta interseccion del plano tangente con el plano de ecuacion y = Y, tiene
. z-z
‘s U0 ey

ecuacion ——————x_xo = F{xg:¥,)-

Luego, para y = Y, €8 2~z = =F (xo,y Yx— xo, y, por lo tanto, resulita:
A =F(xY,):

Analogamente, para x = x, se obtiene B = F;(xo;yo).

Entonces, la ecuacién del plano tangente a la superficie dada por z = F(x;y)
en el punto (x,:y,:Z,) es

Z—z, = F,'((XO;YO)(X_XO)‘*'F;(XOWO)(Y_YO)-

4 Ahora bien, asi como se dio una interpretacién geométrica a cada derivada
parcial, también puede darse una interpretacién similar para derivada direccional.

Para ello, consideremos un plano perpendicular al plano xy, cuya traza, orien-
tada positivamente, forme un dngulo « con el semieje positivo de abscisas y cuya
interseccion con la superficie es la curva C.

Definimos como recta tangente a la curva C en el punto P, a la recta, incluida
en dicho plano, cuya pendiente es F_(x,y,)-

Demostraremos que esta recta esta incluida en el plano tangente a la superficie
en P, = (X;:¥5:Z0)- -
Para ello, observemos en primer lugar, que el vector:

v, = (cos a; sen o; F/(x¥,)),

con origen en P, esta incluido en la recta tangente a la curva C en P,

En efecto, v = (cos «; sen a) es un vector unitario. Si lo pensamos con origen
en P, y punto final Q, la pendiente de la recta tangente mencionada es la distancia
vertical entre el punto Q y dicha recta, o sea, F/(x;y,)-
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Necesitamos probar, entonces, que el vector v es coplanar con v, y ¥, que
determinaron dicho-plano.
Ello se verifica si el producto mixto v_« (v, A ¥,) =0 (pag. 42).

cos o sen F' (X4:¥q)
V, o (v, AV) = 1 0 Fllxgyo) | =
0 1 Fl(x.¥o) |

= F,(Xg¥o) = FilXg:¥,) COS & - F(Xy1y,) sen o
Como las derivadas parciales son continuas, queda:
VoV, A V) =FL(xgY,) — Flixgy,) = 0.

Por lo tanto, el plano tangente, de ecuacion
TGY)=F(Xg:¥o) = FrlXg:¥o) (X=X + F X,y ) (Y~ o)

contiene a todas las rectas tangentes en P, a las curvas de la superficie que pasan
por dicho punto.

Interpretacion geométrica del diferencial total

Recordemos la definicion de diferencial total para un campo escalar de dos va-
riables en el punto (x,7¥,) respecto de los incrementos Ax = X—x, Ay = y—y:

dF(X,Y,) = FL Xy (X=X o)+ F Xy )y =Y,)-

Vemos que su expresién coincide con el segundo miembro de la ecuacion ha-
llada para el plano tangente a la superficie en (x,y,:Z,)-

Es decir, resulta dF(x,y,) = T(Xiy) — F(x,y,).
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Luego, en un entorno del punto (x,y,); si se aproxima el incremento de la fun-
cion mediante el diferencial, se considera la altura hasta el plano tangente, en lugar
de hacerlo hasta la superficie.

La interpretacidon geométrica es andéloga a la vista para funciones de una varia-
ble, donde el diferencial indica el incremento hasta la recta tangente en lugar de
hacerlo hasta la curva.

Por definicion de funcion diferenciable, la diferencia Az-dz es infinitésimo para
(;y) = (Xo:¥,)-
Aplicacion
Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie dada por
F:(x;y) — 3x2—2xy en (—2;3;F(—2;3))
F (xy) = 6x—2y = F(-2;3) = —18
Fixy) = —2x = F(-23)=4

Ademads, F(—-2;3) = 24.
Luego, ia ecuacién del plano tangente en (—2;3,24), es

z,~24 = —18(x+2)+4(y—3).

Osea 18x—4y+z = —24.

Recta normal
Si la superficie correspondiente a la funcién F admite plano tangente en P, en-

tonces definimos como recta normal a la superficie en P, a ia recta perpendicular
al plano tangente en dicho punto.
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Podemos escribir de la siguiente manera la ecuacién del plano tangente:
FelXo:¥o) (X —=X0) +F1 (X0y )y —Yo) + (= D(T(xiy) —F(xy¥,)) = O,
expresion que corresponde al producto escalar:
(Frlxgi¥o); FyXg3¥o)s =1) = (x=%5; Y=Y TOGY)=F(x5y,)) = 0.

Pero si el producto escalar de dos vectores es nuio, ambos vectores, si no
son nulos, tienen direcciones perpendiculares entre si. Ahora bien, el vector
V= (X Xof y— yO! ( iy) F(x01YQ))

es un vector cualquiera incluido en el plano tangente. Por lo tanto, el vector
(FL(x¥o); Fy%0¥o); —1)
es perpendicular a dicho plano y su direccion es la de la recta normal a la superficie
en P,.
0

¥ = (X=XY Yo T;Y) —F(Xq3¥,))

> 1P, = (% YoiF (Xp:¥o)

Recordemos que la ecuacion de una recta en el espacio, que pasa por el punto
(%4:¥0: F(X4¥)) s de la forma:

donde a ; @,y a;son numeros no nulos tales que la recta es paralela al vector
(a,:a,3,)
Luego, la ecuacion de la recta normal en P, paralela al vector
(Fy(x3¥o); Fy%p3¥); —1), es:

X—Xq : Y=Yy z, —F(xy:¥,)

Fixo¥o)  Fiixgye) 1

si ambas derivadas parciales no se anulan en (x,y,).
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Aplicacion
Hallar la ecuacion de la recta normal a la superficie determinada por F:(xy) —

: a%— 3x2y3 en el punto (1;—-2;22).

Verificamos primero si el punto pertenece a la superficie, o sea F(1;,-2) = 22.
F.(1;-2) = 50 A Fi(1,-2) = —35.

; x—1 . Y+2 _ zn—22
Luego, n: T

EJERCICIOS

1) Ecuaciones del plano tangente y de la recta normai en (3;—1;-33) a la superficie
determinada por F:(x;y) — x3y—2y3x.

2) idem para F:(x;y)— x3—3x2y+y? en (1;,—2;F(1;-2)).
3) idem para F:(x;y) — e¥cosy en (0;m;1).

4) idem para F:(xy)— x*—3x2y+y?x en (—1;2;—11).

RESPUESTAS A EJERCICIOS
CAPITULO 4
Seccion |

1) F(0:0)=0  F(0,0)=0 2) F(3;-2) = -2
3) F(—1;2)=-4 F(-2-3)=4 4) F(00)=0  F/(0;0) no existe
5) Fi(0;0)=1  F(0;0) =1 6) no existe

) FO0=3 FO0=0 8 F(-31=—

9) a) F (xyy) = [sen (x®—3y2x)1(3y>—3x3) F;(x;y) = 6xy sen (x3—3y?x)

b) E'(xy) = 2x i) = —200SY
b) F0Y) = = 5 sen y By =5 cen y—X
y X
c) Fl{xy) = ——— F'(x;y) =
(%:y) Y yO5y) Y
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en —_ [ 2 e _— 1
d) Fbxy) =yind 3~ =< Fixy) =xin3 3 - =

e) F.(x;y) = 4 cos[tg(4x—2y)] sec? (4x—2y)
F(x;y) = —2 cos [tg(4x—2y)] sec? (4x—2y)

f) Fixy) = F qy) =

X y
0 +y?)VIn(x?+y?) (+y?)VIn(x2+y?)
g) Fi(xy) = 3x?y+y2e¥?—y3sen n3 cos (xy)
F(xy) = x3+e9%2xy—x3%" i3 cos (xy)
y2—x2+2xy
O +y2)2-+ (x—y)?

h) Fi(x;y) = ysec? x —

x2—y?+2xy
(P +y2)+(x—y)?
10) a) Fixyiz) = zy(xy)* ™" F(xyiz) = 2x(xy)* ' Fi(xiy:z) = (xy)2In(xy)
b) F (xy;z) = yz x*~! Fcyz) =zx%Inx  F(xy;z) =y x%Inx

1) a) Fi(xy:z) =yx"+2%Inz  F)(xy;2) = X'Inx + zy*""

Flocy) =tgx +

F;(x;y;z) =yiny + x zx!

b) Fixyiz) = _+a)
(xy+yz+2zx)In?(xy +yz+2x)

Fiixyz) = —(x+2)
(xy+yz+2zx)In?(xy+yz+2zx)

Fi(xy:z) = mthe)
(xy +yz+2x)In?(xy+yz+zx)

c) Fi{xyz) =2y x» 1 + ——Z;- +yz9nz
X

F;(x;y;z) =2x¥InXx + xz%n z Fl(xy;z) = — —)1(—,+ xyz¥y 1

X, =X,

12) F7 (X,3%,0%5X,) =
Xy V127 (xs—x4)2+(X1+X2)2

F x1 +X2

X4 (X1 Xg5Xg ;X4) =

(X3 =X,)2+ (X, +X,)?

13) (3,005;1) y (3,01,1,015) 14) t, = — cualquier t,/0<t,<1

1

N -
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Seccion 1l

DFEU-12)=0  FU-12)=F (-12)=0  F(-12)=2
2) Fobay) =yly—1xr 2 Fi(xy) = F(xy) = x/ "+yx’ 'Inx
I . — 2

Fw(x.y) XY In2x

G;;(X.y,Z) = y2|n23 3 G;;(X;Y;Z) = G;,;(X;y;Z) = 3%|n 3+yx 3xy|n23
G(6y:z) = Glxyiz) =0 Gl (xy:2) = G(xy:2) = 0
G, (xyiz) = x?In?33Y  Gl(xy;z) = 62

tre . 1
3) F'(1,-1) = —

xyx 2 4) F(0;1)=0 5) F,(0:0)= -2 F(0:0) =3
Seccion il
1) %\/E(h =k<0) 2) i‘zﬂ—g k=hv3>0) 3) -—2—\/§(h = —k A h<0)
_o5_
4 a) 22V3 by — _108V13 5 _ 21619
4 13 N34
6) Fo(2—-1)=7, F_ (2,-1)=3,06, F (2,—1)=-1,69,
G 3
Fl.o@2-1)=-6 F,_ (2-1)=-919, F/(2-1)=-7,
2 “a S
Fi. (-1)=-071, F, (2-1)=869,
4 T3 .
Fi,, (2,-1)=9,06 der. max. =/85=9,22, der. min.= —V/85=—9,22
5
7) Fp (1) =—V2 F (21)=-8, F’ @1)=-5V2,  F (1) = -4,
4 2
Fr, (21)=3-2v38,  F, (21)=6
6 . 2
8) V2y —VZ2 9) -3v2  10) a) —:52—— ;26 by 1y -1  11) 6V2
44\/29
12) 2y IT gy s ) 15 VB y —vE 1)
4 25
221/83 11V3 11V3
17) -—=5>— 18 3 3
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Seccion IV

y2—x2+2xy y2—x2—2xy

G = dx + d
Ry P +x—yE vy Y

dH = (y sec?x—3"2%In 3) dx + (tg x — 32%In 2) dy

dM = (yxy~t+ -—y——) dx + (xInx — —2——) dy
x2+y? x2+y?
5) dz = 10x cos (5x2~1) dx — S dy
y In?y
6) dz = —20dx-+27dy 7) dz ———— dx — —o—d
y ~325 125 & -

8) Az = —-0,029897 dz = —0,030000

9) Az=-0,0539 dz=-0054 10) Az=-0,030063 dz = —0,030000
11) —56(dx)2—216 dx dy — 56(dy)?

12) (108x2-12y°)(dx)2 — 72xy%dx dy + (~36yx? + 30y*)(dy)?

13) 96y2x(dx)®+(24y>+288yx?)(dx)2dy +(72y2x+ 96x%)dx(dy)> +24yx2(dy)?

Seccién V
- +
1) 29x-30y+z, = 93 - -{—3%- =27 +33
X_1 y+2 Zn_11
—7y—2z =1 = =
2) 15x—7y—-z, =18 1 — =3
3) 3x+z,-1=0 %=zn—1 Ay=m

4) 19x-7y-2,+22 =0 = =
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5. FUNCIONES COMPUESTAS

La idea de funcién en una o mas variables puede generaiizarse considerando
funciones cuyo recorrido es un conjunto de vectores n-dimensionales. :

I. Generalizacion del concepto de funcion

Recordemos, en primer lugar, los tipos de funciones que ya hemos utilizado:

1) funciéon escalar

La funcién f es escalar, o de una variable, siy sélo si :A—> R A ACR.

2) campo escalar

La funcion F es campo escalar, o funcién de vector, o funcién de n variables, si
y solo si F:A— R A ACR" A n=2.

Agregamos ahora la siguiente clasificacion:

3) funcion vectorial

La funcién f es funcion vectorial si y solo si A— R" A ACR A n=2.

Por lo tanto, una funcion vectorial es un conjunto de pares ordenados, cuya pri-
mera componente es un ndmero real y cuya segunda componente es un vector
n-dimensional. .
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Como la imagen de cada numero real t, perteneciente al dominio, es un vector,
dar la imagen significa dar las componentes de dicho vector. Cada componente del
vector imagen se obtiene mediante una funcidn escalar de variable t y. por lo tanto,
la funcién vectorial es una n-upla de funciones escalares.

t= (fify.f,) significa x, = £,() A X, = f,() A o n x_ =1 (1)

Estas vltimas n ecuaciones son las ecuaciones paramétricas que pueden aso-
ciarse a la funcion vectorial.
Por ejemplo,

ft— (Gy;z)/x =12—1 Ay =2t+3 A 2 = 33,

define una funcion vectorial de R en R®.
Puede indicarse también:

f(t) = (-1;2t+3:3-31) o H1) = (- 1)i+(2t+3)j+ (- 3t)k.

La variable t se denomina parametro y es usual que el dominio sea un intervalo
cerrado [a;b]. Es decir, a<t=b, donde [a;b] es el intervalo paramétrico. Si la funcién
es continua, segun definicién que veremos mas adelante, el recorrido se llama curva.

4) campo vectorial

La funcién F es campo vectorial, o funcién vectorial de vector si y sélo si
F:A— RM A ACR" A m=2 A n=2.

En este caso, la funcion es un conjunto de pares ordenados cuya primera com-
ponente es un vector n-dimensional y cuya segunda componente es un vector m-di-
mensional. '

El campo vectorial se define, entonces, mediante una n-upla de campos esca-
lares.

Por ejemplo,

Fi(x;y) — (5x2+y)i+3xyj+(4x—y)k
es un campo vectorial de R2 en R3. Esta dado por tres funciones de dos variables:

Fi(xy) = 5x%+y A F,(xy) = 3xy A F (xy) = 4x—y

Luego, F = (FsFiF,).
En general:

Y, = F1(x1;x2;...;xn) ANY, = Fz(x,;xz;...‘;xn) Ao A Y = FLX%0 X))
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Funciones compuestas

. Las funciones generalizadas, o sus restricciones, solamente pueden componer-
se si el recorrido de la primera funcién que se aplica esta incluido en el dominio de
la segunda. Condicion de existencia andloga a la que se exige para funciones es-
calares (Calculo 1 - cap. 3).

El caso mas simple, luego de la composicién de dos funciones escalares, se
presenta cuando se aplica primero una funcion vectorial de R en R? y luego un cam-
po escalar de R? en R. La funcién compuesta es una funcién escalar:

fR->R2 FRE->R FofR—R talque

vteR: h(t) = (F o H)(t) = F[f(t)] si f(tyeD,

En forma similar, para FR*—>R"y G:R™— R, si se dan las condiciones
de existencia, es G o F:R" — R® tal que

(E-‘; o E)(x, Kgseri X)) = E[E(x‘ XaieeeiXo)]

donde la fundén compuesta de dos campos vectoriales es también un campo vec-
torial.

Ejempio 1

Fi{xyy) = x+y, §z— (z-1;2z+5;2°-4). HallargoF

D.=R2AD,=R

RZ
9o F:IR? - R® es un campo vectorial obtenido asi:
H= go Fix;y) = (Uviw)/u = g,(2) A Vv =g,(2) A W=0,(2) A Z=F(xy)
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O sea Hixy) = §(2) = §(x+y) = (g, (x+y)ig,(x+Y)ig,(x+y)) =
= (X+y—1;2(x+y)+5;(x+y)2~4) = (x+y—1)i+(2x+2y+5)j+ (2+2xy+y2 —4)k

Por ejemplo, H(2;~3) = —2i+3]-3k donde z=F(2;-3)= -1 g(-1)=
= (-2;3;-3).

La composicién anterior suele presentarse, sobre todo en aplicaciones, de la
siguiente manera:

U=2-1AVv=2Z+5 AwW=22—4 5 2z = Xx+Y.
Se indica, en este caso, que x e y son las variables independientes, z es la va-
riable intermedia.
Ejemplo 2
Formalizar la composicion de funciones dada por las férmulas
Z=x2+2y AX =5t ny =t3+1.

Observamos que z=F(x;y) A x=g{t) Ay = h(t) donde finalmente es z = f(t).

tR— R2 FIR2—R. Luego, FofR— R

ft— (Bt8+1), Fixy) = x2+2y, f=Foft— (512+2(2+1).

Resulta f(t) = 2512 +2t3+2,

La funcién compuesta es una funcién escalar. En la composicion, t es la variable
independiente, x e y las intermedias.

Ejemplo 3

Hallar dominios adecuados y formalizar la composicién de funciones dada por:

U=3X—Y+ZAX=V-WAY=VWAZ=

s|<
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A = {(viw)/veR A weR*} B=R?

F:(v;w) - (v—w;vw; %) Gix;y;z) = 3x—y+z

Luego, H(v;w)_ = (G o F)(v;w) = G[F(v;w)] = G(v—w;vw; %) = 3(v-w)—vw + —\\’I—v

Por ejemplo, H(—4;1) = —15 siendo F(~4;1) = (—5;—4;,-4) A G(-5;-4;-4) = —15

Ejemplo 4

Es bastante comun la situacion siguiente que se presenta, usualmente, con fun-
ciones definidas en forma implicita.

Sea u = x5+y3+2? donde z = 7x-+y.

Puede considerarse u = F(x;y;z) con z = M(xy).
Si se quiere formalizar la composicion de funciones correspondiente, puede ob-
servarse que la funcién compuesta permite obtener

u = F(xy:M(xyy)) = T(x:y)-
Luego, es:

= (x;y;2)

(x:y)

Resulta T=FolL donde L es un campo vectorial cuyo dominio esta incluido
en R? y cuyo recorrido esta incluido en R®.

- P(x;y) = x
Es L = (P;Q;M) siendo { Q(xiy) =y
M(xy) =z
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Obsérvese que P no depende de y. Q no depende de x. Suele decirse que la
funcién compuesta tiene variables independientes x e y, con variables intermedias
X,y,z, donde x no depende de y, y no depende de x, pero z depende de x y de y.

X=X
En el ejemplo dado, es: F(xy;z) = x5+y3+22 con y=y
z = Tx+y

EJERCICIOS
1) Siendo ft— (% In t), F: (x;y) = x+2y—1, hallar F ¢ f indicando el dominio.

X
y—-2

2) Siendo l_::(x;y;z) - (x2-2zy; +2), F:(u;v) — u2-3v, hallar Fo F indicando

el dominio.
3) Formalizar la siguiente composicién de funciones:

X=U-tgtAay=u+3t Au=vi+w—z A t=w +2v.

4) idem parah = x2+y3+ -;- AX=U+V AYy=Uuv Az=2u-3v. Indicar dominio
adecuado para la funcion compuesta.

5) idem para u=x242y-z A x=v—tay=5'Az= v+t

6) idem para z = u®~ 3 /\u=x2+y/\v=2x+l+1.
v—1 y

7) idem para u = x2+3x A x = y3+222+ St

8) idem para u = x2-

_ =
y+2 y2 2 e M e

ll. Derivacién de funciones compuestas
Generalizaremos ahora la regla de la cadena.v

1) Consideramos primero el casb mas simple.

Sea tR— R? una func.ién vectorial tal que T = (g;¢).

Es x=g(t) Ay = €(t). con g y ¢ derivables en t

Sea F:R?— R un campo escalar con derivadas parciales continuas en (xy,)-
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Podemos hallar la funcion compuesta F o f: R— R, que es una funcion escalar
s=Fof.
Demostraremos que s es derivable en t, y que

§'(ty) = F(xg1¥o)g' (t)+Fy (Xg¥o)€' (t):

Como s es funcién escalar, aplicamos la definicion de derivada en t:

s(t)—s(ty)
—

s'(t,) = lim
(0) t—1tg

- FOGy)—F(xg1y,)
Luego, s'(t,) = lim YT Yol
t—ty | t"to

Utilizamos el teorema del valor medio para una funcién de dos variables, con
la notacién x—x,=h, y-y, =k (pag. 97). '
Fxy)—F(xgo) = (% +m (X =Xg)yoJX—Xo)+F (Xiyo + Moy —=Yo) Xy —Yo)
0<m, <1 A 0<m,<1

Luego, s'(t) = lim F;(xo+nm(x—x(,);yo)[g(t)—g(t;,)]Jrt Fr (xiyo+myly—Yo) L€ - €(t,)]
t=tg T

Como g y ¢ son continuas por ser funciones escalares derivables, si t—t,, en-

tonces x— X, y—>Y, Ademas, como F, y F, son continuas por hipétesis, re-
sulta:

lim mF;(xo+m1(x—x°);yo) = lim F2 (%o + M, (Xx—Xg)i¥,) = FilXgio)
i, By (cyg +maly=y) = Iim _ F(yo+my(y=yy)) = Fixy)

g(t)-glt,) €()—€(t)
Luego, s'(t) = Fr(X:Yo) lim _— F/(xg:¥,) fim —_—
totg t—1 y t=tg  t— 1

Finaimente, s'(t)) = F;(xo;yo)g’(to)+F;(x0;yo)€'(to).
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Si considergmos que grad F(x,y,) = F;(xo;yo)HFy'(xo;yo)} Yy, como veremos
mas adelante, '(t,) = g'(t,)i+¢'(t,)j, es s'(t,) = (Fof)'(t,)= grad F(x,y,) * T'(t,),
que expresa la derivada de la funcién compuesta como producto escalar.

La férmula hallada puede indicarse también de la siguiente manera, haciendo
z=F(xy), x =g(t), y = €(t):

dy

ot (o

dz _OF o dx aF
T(to)—  Xoi¥o) pm (t°)+—6y (Xg:¥,)

Para calcular la funcion derivada, resulta la expresion tradicional

dz oz dx oz dy

dt ax dt gy dt’

donde las letras x, y, 2, representan los valores de las funciones correspondientes.

. . . X
Esta formula es simple para recordar si se usa el esquema z<y>t

¢ 2) Consideramos ahora un caso mas general en que la funcién compuesta
€es un campo escalar.

Sea T:R? — R2 un campo vectorial, tal que T = (G;H), teniendo G y H deriva-
das parciales continuas en (ugive)- .

Sea F:R2-> IR un campo escalar con derivadas parciales continuas en
(Xg:¥o) = T(ug:vy). _

La funcion compuesta M = F o T es un campo escalar, para el cual demostrare-
mos que tiene derivadas parciales en (Ugivy):

Mi(ugivy) = Fi(xyi¥,) G (uyv,) + F}',(xo;yo) H, (u,:v,)
N
Mi(Uove) = FilXgi¥o) Gifugive) + Fl(xgy ) Hi(ugvy)

Y= M(u;v)
Fix,y,) = M(uvy)
F(XoYgl = M(ugVo)

Obsérvese que ?(u;vo) = (X,;y,) pues x experimenta una variacién correspon-
diente al incremento Au = u—u, pero también y experimenta variacién relativa a
dicho incremento. Es decir, T(uvp) = (X33y,) con x, = G(uvy) Ay, = H(uv,).
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_— , . M(u;v,) —M(ug;v,)
Por definicion de derivada parcial, es M, (u,:v,) = lim
u-—>ug u—u,

M(usv,) = F(G(u;vo); H(u;vo)) = F(x,:y,) con X, = G(u;vo) y, = H(u;v,)
M(ugiv,) = F(G(uo;vo); H(uo;vo)) = F(x,y,) con x, = G(uo:vo) Y, = H{ugiv,)

, . F(x,5y,)—FX5¥o)
Es M/(uyv,) = ILrE ’ TR .

Aplicando el teorem‘a del valor medio, resulta:
F(X1 ;Y1)_F(Xo;yo) = F;(X0+m1 (X1 _Xo);yO)(x1 "xo) + F;,(X1 ;Yo+m2(y1 —yO))(y1 _yo)
0<m, <1 A O0<m,<1

Ademas u—u; = X, =X, A Y, =Y,

Como F, y F; son continuas, queda:

G(uvy)—Glugiv,) H(u;v,)—Hugv,)

! - j— ’ B {i ’ - H
My (U3vg) = Fi(Xgiyo) Iim " V=T + F(Xgyo) lim " T

Finalmente,
Mi(ugive) = FrlXgi¥o) Gylugive) + Fixgiye) Hi(Ugivy)
Analogamente se obtiene M;(u,;v,).

Esquematizando, para calcular las funciones correspondientes a las derivadas
parciales, es:

Y oz _ oz ox oz oy

/ v u X  du dy du

z

\y/u 6z _ 9z ox . 9z oy
T~v av X oV ay ov

‘En forma vectorial, para T= (G;H) podemos indicar:

R
W = GuI+HuJ N _—87- = GVH'HV]

oM aT M
Luego, T gradF TR grad F « v
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Para todas las situaciones en que la funcién compuesta es un campo escalar,
se obtienen férmulas analogas.

Por ejemplo, si
G:R*> RY/G = (G;:G,:Gy) con x = G (uviw) A Y = Gy(uviw) A 2 = Gy(u;v;w)
F:R3 — R/h = F(x;y;z). Si se dan las condiciones de existencia, es H = F oG tal

que H(uv;w) = (F oa)(u;v;w), resultando la siguiente derivada parcial, si existe,
para la funcién compuesta H:

aH aF  ax oF oy oF oz

au X du ay du 9z 8u

o eH P G
0 bien, — = Fe—— donde — = —j+ —"j+ —=
Py grad Py PR i+ i+ k

oH oH
Andlogamente, — =grad F +—— A —— =grad F - 9
av ov aw ow

En general, sean

G:R"— R"/G = (G,;G,....G o) con x, = G(t;it,;..t) para i=1,2..m
F:R™— R/z = F(x, ,xz,.‘.,xm)
Osea, G: (¢t ) — (G, (t,:t et): Gyt 5 it Gttt )
NV xz——' —X
N

F: (X XgreeiX ) —> F(X,Xp500% )

Si se dan las condiciones de existencia:

H=FoG

Si las funciones que intervienen son derivables con continuidad, resultan las
siguientes derivadas parciales para la funcién compuesta, que es un campo esca-
lar en n variables:
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t.b,..t, son las variables independientes

Xy Xgseres Xy, SON las variables intermedias

También puede indicarse cada derivada como un producto escalar:

oH G
—_— = grad F. ._a_
r?tj atl.

Hemos considerado la generalizacion de la regla de la cadena solamente para
los casos en que la funcién compuesta es funcion escalar o campo escalar. Los
graficos y las demostraciones fueron hechos para campos escalares 0 vectoriales
con dominio R" 0 R™ para clarificar las ideas. Nada cambia si se consideran res-
tricciones a conjuntos abiertos incluidos en R" o R™ respectivamente.

La regla de la cadena puede extenderse también si la funcion compuesta es un
campo vectorial, preferentemente usando matrices.

Ejemplo 1

Haliar —%:— si u=x3-2xy A X = —? Ay =t2-1

du _ du dx . éu dy
dt ax dt gy dt

du ., 3
T = (3X —2y)(— —t'z—)-*QX 2t
du = — 9x2 + by — 4xt
dt t2 {2

Utilizamos la siguiente notacion:

au . .
i u,  para derivada parcial
dx .
e = x'(t) para derivada total
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Ejemplo 2
Siendo u = X*+5y2+32% A x = psen p COSt Ay = pSen g sent A z = p cos o
! ! ’
. hallar u, u,y uy

dau aXx au 9 ou 0z
Es ':-—-—_.__. __..._y —

e X dp ay dp éz dp
Luego, u, =2xsengcost+ 10y sen ¢ sent + 6z Cos ¢.

Anélogamente,
’u;=2x;>cossocost+ 10y pcospsent —6zpseny

u = —2xpsengsent + 10y p sen ¢ cos t

Ejemplo 3

Sea u=x%+y3+2z? con z=7x+y (ver pag. 141).
Hallar derivadas parciales de u respecto de las variables independientes x e y.
Si reemplazamos z en la primera expresion, obtenemos:

u = x5+y3+(7x+y)2

a
Luego, —g:— = 5x*-+98x+14y, —% = 3y2+14x+2y.

Si queremos derivar mediante la regla de la cadena, debemos considerar la si-
guiente composicion de funciones:

X =X
Fix;y;z) = x5+y3+22 con { y=y
z = 7x+y.

Osea,esT=Fo L con L = (P;Q;M) siendo
< POy) =x A Q(xy) =y A M(xy) = 7x+y

_ (x;y;2)

aT 1 ? ! ? ’ ’
= = FPERQEM,
i_T = Bx4-1+3y2-0+2z2-7
X
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o

= 5x*+98x+14y
ax
Anal t LI F'P’ + F'Q + FM
nalogamente, a_y»_ P+ EQ + F M
-
—§L=5x4~0+3y2-1 +2z-1
ay
T
—aa—y——=3y2+22=3y2+14x+2y
Aqui, la notacion tradicional debe usarse con cuidado pues puede resultar equi-
voca:
du _ du ox oy 3y  ou 9z
X X  9x y  ox 9z ox
R -

mn @

(1) indica la derivada respecto de x de la funcion compuesta, designada anterior-
mente T.

(2) en cambio, es la derivada respecto de x de la funcién exterior F.
También suele anotarse asi:
ou au

oau X u , . ay N
™ (x:y) x (xy;2) X + 3y (x;y;2) o oz (x;y;2) =

notacién ambigua pues u no representa la misma funcion, ya que

ou au
. — ! » YL — FI ; ; .
o (Gy) = T (xy) A v (x;y;z) = F (xy;2)

EJERCICIOS

0z
1) Hallar v siz= sen% AX=gY¢ ay=2"Y

dz . _ _ u 1 _
2) Hallar e si z=sen (In v)/\u———\/t_ AV =3t+1.

3) Hallar ax si x=arctgl+322/\y=0052t/\z= £
dt y 2

4) Hallar z; si z=arctg-%/\ u=eYy av=x.
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du . 3y 1 — a2x

5) Hallar ™ si u= 7 Ay—lnx/\z—s.

6) Hallar _g_)z(_ si z =Im/ul+y? A u=arc tg% AY = VX
il

7) Hallar —-a%— siu=e>*VAx= % Ay =3"+2v,
i i = _Y_ = v = y3u

8) Hallar " si z=arctg-Ax=u AY =V

9) Calcular —%f— para t=1 si z=x%y-3y? A x = —\1/__'[— Ay=arcigt

10) Hallar z, y z| si z=arctg%/\ u=eY Av=y~

11) Hallar u) y u/ si u=e V% AX=8tAy=—tpz=Vv2-t

Ill. Funciones definidas implicitamente

Ya hemos considerado, en Calculo 1, algunas funciones escalares definidas en
forma implicita.

Recordemos que la funcion f, de una variable x, esté definida implicitamente por
F(x;y) = 0 siysélosi ¥x: F(x;f(x)) = 0. Analogamente, F(x;y) = O define implicita-
mente a la funcién g, de una variable y, si y solo si Vy: F(g(y);y) = 0.

En ocasiones, se puede pasar a la expresién explicita de la funcion escalar.
Sin embargo, aunque elio no sea posible, se logra calcular su derivada (Calculo 1 -
cap. 6). ’

Por lo tanto, dada la ecuacién F(x;y) = 0, interesan dos problemas. Uno, dar
condiciones para que esa expresion en dos variables defina, en cierto conjunto, una
funcion de una variable. En segundo lugar, calcular su derivada sin llevarla a la for-
ma explicita. Estos dos problemas los resuelve el importante tecrema que demostra-

mos a continuacion. Luego, se extenderan sus conclusiones a funciones de varias
variables.

4 Teorema de existencia y derivabilidad para una
funcion definida en forma implicita

Si F:D— R(DCR?) es una funcién continua que cumple las siguientes condi-
ciones: 1) 3(a;b) interior al dominio tal que F(a;b) = 0; 2) F'y F' existen y son
continuas en un entorno de (a;b); 3) F'(a;b) # 0, entonces, con centro en (a;b) exis-
te un rectangulo abierto A = {(x;y)/a—h<x<a+h A b—k<y<b+k} tal que, para ca-
da xe(a—h;a+h), la ecuacion F(x;y) = 0 tiene solucion UGnica y = f(x) con
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ye(b—k;b+k). Ademas esta funcién f es continua y derivable en el intervalo -
(a—h;a+h).

Geométricamente, la existencia de la funcion f indica que, en un entorno del
punto (a;b), existe la curva de nivel cero para la superficie correspondiente a
z = F(x;y). O sea, que el gréafico de f es la interseccién de dicha superficie con el
plano de ecuacién z = 0.

Existencia

Sin perder generalidad, como F’(a;b) # 0, suponemos F’(a;b)<0. Como F; es
continua, mantiene su signo en un entorno de (a;b).

Sifijamos x = a, la funcién escalar g, dada por gfy) = F(a;y) es decreciente en
un entorno de b. Elegimos en dicho entorno el intervalo [b—k;b+k] incluido también
en E(ab).

Luego, es F(ajb—k)>0 A F(a;b+k)<0.

Como F es continua, existe un entorno del punto (a;b—k) donde F(xy)>0, y
un entorno del punto (a;b+k) donde F(x;y)<O.

Sea (a—h;a+h) un intervalo cuyos puntos tienen una abscisa que satisface
ambas condiciones.
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Por ejemplo, x,e(a—h;a+h) A F(x;;0—k)>0 A F(x,;b+k)<0. Si aplicamos el
teorema del valor intermedio para funciones continuas a F, con respecto a la varia-
ble y (Célculo 1 - cap. §), resulta que existe y,€(b—kb+k) tal que F(x,iy,) = 0.
Esto sucede para cualquier x que pertenece al intervalo (a—h:a+h).

Por lo tanto, Vxe(a—h;a+h)3ye(b—k;b+k) tal que F(xyy) = 0. Para que los pa-
res (x;y), obtenidos de esta forma, determinen una funcién f, debe verificarse quey
es Unico para cada x. Para probarlo, suponemos que existe Y,#Y,/F(xy,) = 0 A
~ F(x;y,) = 0. Por el teorema de Rolle, existe ¢ entre Y, ey, tal que F;(x;c) = 0.
Esto es absurdo pues F;, no se anula en el entorno elegido.

Luego, los pares obtenidos determinan una funcién f tal que

y = f(x) A F(x;f(x)) = 0 con xe(a—h;a+h) A ye(b—k:b+k).

Continuidad

Elegido cualquier €>0, en la demostracién anterior tomamos k/O<k=e. Por
el procedimiento seguido, encontramos h tal que
[x—a|<h = [f(x)—f(a)|<e

pues, para todo x, si x€(a—h;a+h), entonces ye(b—k;b+k).
" Luego, f es continua en a. La misma demostracion se verifica para cualquier x
del intervalo (a—h;a+h).

Derivabilidad
Para cualquier punto (x;y) del dominio de F, interior al rectangulo hallado, es
F(x;y) = 0. Ademas es F(a;b) = 0.

Por el teorema del valor medio para funciones de dos variables, es:

F(x;y)—F(a;b) = F)’((a+t1(x—a);b)(x—a)+F;(x;b+t2(y—b))(y—b) =0
0<t,<1 A O<t,<1
Como F y F; son continuas, resulta:
F/(a+t (x—a)b) = F'(asb)+M(xy) ~_lim M(x;y) = 0
A S X (aib)

F,(xb+t,(y—b)) = F)(@b)+N(xy) A lim N(xiy) = 0
(@b)

Luego, [Fi(ab)+M(xy)l(x—a)~+[F (a;b)+N(xy)lly—b) = 0.
Si tomamos x#a, queda:

y-b _ F(ab)+Mixy) . _
X—a F)’,(a;b)+N(x;y) (para_Fy(a,b)+N(x,y)¢O)
) fx)-fa)  F(@b)+Mixy)
e T e
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Buscando limite para x— a, es

Fy(a;b)

f(a) = — "W,

ya que, al ser f continua, si x— a entonces y—b, y es
lim M(xy) =0 A lim N{x;y) = 0.
X—a X—a
La misma demostracion se adapta a cualquier punto del intervalo (a—h;a+h).

Para obtener la férmula que da la derivada, puede recurrirse también al diferen-
cial total de la funcién F, que se anula en los puntos del rectangulo:

dF = F)’(dx+F)’,dy = 0.

, F, ‘
Si F)’, #0, es %ﬁ— = - —F—’,( que coincide con la expresion hallada.
y
Ejemplo
2,
Siendo x®—2xy+5 = 0 hallar S y gy
dx 7 dx?
dy Fiixy)
= - F!(x;y)#0
dx F;(x;y) St Y(x y)
dy = 3x*-2y  3x2-2y
dx -2x  2x

Calculamos también ahora la derivada segunda:

d?  (6x—2y')2x—2(3x2—2y)
dx? 4x2?

{Obsérvese en esta derivacion
que y depende de x)

Reemplazando y’, resuita:

3x2-2
(6x—2 —xz)(-—y—)Zx—Gx2+4y

dy

dx? 4x2

d?y 12x2—6x2+4y—6x2+4y .
dx? 4x2
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2,
Finalmente, dy = -—2~¥—
dx? x?

El teorema de existencia y derivabilidad se extiende a campos escalares defi-
nidos implicitamente.

Por ejemplo, la ecuacién F(x;y;z) = 0 define implicitamente al campo escalar
de dos variables G tal que z = G(x;y) si se verifica:

1) F(xy;G(xyy)) =0 2) F,, F,, F, existen y son continuas 3) F, # 0.

Puede demostrarse, por un teorema analogo al anterior, que G es continua y tiene
derivadas parciales. La expresion para el cdlculo de estas derivadas parciales puede
hallarse aplicando el teorema del valor medio para tres variables, o de manera mas
simple, diferenciando:

dF = F;(x;y;z)dx+F;(x;y;z)dy+F;(x;y;z)dz =0.

Fay;z) Fyay;z)
Luego, dz = — —. dx — —~
9 F(xy;2) F (xy:z)

Como es dz = Z,(xy) dx+z)’,(x;y) dy, con x e y variables independientes, re-
sulta:

Fu(xy:2) F,(xy:2)

BN = = ey AN T ey

Anélogamente, F(x;y;z) = 0 puede definir implicitamente H tal que y = H(x;z).

FI F’

Con condiciones similares, queda: y, = — —F—’f— AYL=— Ff '
' y Y
: F F

También, si x = M(y;z) es: X, = == A X, = ——=
F/ F/

En general, si F(x,;X,;....x,) = 0 define implicitamente al campo escalar F, tal
que X, = F, (XX X,) y ademés F # 0, cumpliéndose condiciones adecuadas
de continuidad y derivabilidad, resulta:

ox, Fro X, Fra X, Frn

= — — A = - — N A = - "
X, F, ; X,y F,(1 ax F, .

Ejemplo 1

- Siendo e¥—2 sen y+xz+22+3z+ —2— x = 0, verificar condiciones de existencia

para una funcion de dos variables, definida implicitamente, en un entorno del punto
(2;0;,-1).
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Para ver si existe G tal que z = G(x;y) comprobamos primero si F(2;0;—1) se
anula.

F(2,0,-1) = 1-2+1-3+3=0
F.(xyz) = yev+z+ % A F;(x;y;z) =xe¥-2cosy A F(xy2) = x+22+3.

Las tres derivadas son continuas y, ademas, F;(2;O;—1) =3#0.

) ”o F/(2,0;—1) U n o Fi(2,0;-1)
uego, z,(2,0)= - ——m— = — — (20 =~ —e—— =
90 220 = - =559 6 30 = - )

Ejempio 2

Si z8-2xy+zx+5 =0 define implicitamente la funcién G tal qde z = G(xyy),
calcular z,/.

g = Fe _ —2y+z y = 2y-z
X F, 322+x O 83224x

Derivando el cociente anterior respecto de x, y recordando que z = G(x;y), es

—2,(32%+x)- (622, +1)(2y-2)

X (322+x)2

LX —

~32%z) —xz]— 12yzz) +62%2, -2y +2

ZII =
X © (322+x)?
2y~z
Reemplazando z, = ————, queda:
322+x

2xz - 4xy—-24y?z+12yz2
xx (822+x)3

[ -

Ecuaciones del plano tangente y de la recta normal
Si una superficie esta dada implicitamente por la ecuacion F(x;y;z) = 0, ade-
mas F(abic) = 0, y las tres derivadas parciales de F no se anulan en el punto
(a;b;c), entonces la ecuacion del plano tangente a la superficie en dicho punto es:
F;(a;b;c)tx—a)+F;(a;b;c)(y——b)+F;(a;b;C)(Zt—C.) =0.
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Para justificar esta expresion, recordamos la ecuacion del plano tangente en el
punto (a;b;c) a la superficie asociada a la funcion definida explicitamente por
z = G(x;y) (pag. 128).

z,~G(ab) = z;(ab)(x—a)+z(a:b)(y—b).

F:(a;bsc) F;(a;b;c)

— Z'(ab) = - se obtiene la
F!(abic) ZV( ) F (a;bic)

Reemplazando z,(ab) = —

ecuacién propuesta.

Anélogamente, para la recta normal a la superficie en (a;b;c) es:

z—C

b
F'(a;b;c) F;(a;b;c) B F;(a;b;c)'

Ejemplo

Ecuacion del plano tangente y de la recta normal a la superficie definida por
x2yz—2y2x+2z5—4=0 enelpunto (—2;1,0)

F.(xy;z) = 2xyz—2y? A F;(x;y;z) = x2z—4yx A F(xy;z) = x?y+52*
F(=21,0) = -2 F;(~2;1;0) =8 A F/(-2,10) = 4.

Plano tangente: —2(x+2)+8(y—1)+4z =0
x—4y—221+6 = 0.

ox+2 _y-t %,
Recta normal: T ST T T
EJERCICIOS
1) Hallar —:-i— si yx—3+y = 0.
d2
2) Hallar —:i— y —d—)—i— en X, =1 si 2xy—x2+y3+x = 0.

3) Ecuaciones del plano tangente y recta normal a la superficie definida por
x2yz3-2xz+4zy—-7 =0 en (1;,—1;-1).

4) idem para 3x%y—2xyz+z2x-2=0 en (1:1;1).
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5) x3y—2z3y2—zx—3 = 0. Condiciones de existencia en (1;—2;—1) para las funcio-
nes que define implicitamente y hallar las derivadas.

6) Hallar z)’(; si z3-xy2+7 = 0 define implicitamente z = G(x;y).

¢ IV. Funciones definidas implicitamente
- por sistemas de ecuaciones

Asi como una superficie puede estar definida en forma implicita por una ecua-
cién, también una curva en el espacio puede estar definida implicitamente por un
sistema de dos ecuaciones.

Por ejemplo, si dos superficies estan definidas respectivamente por las ecua-

ciones F(x;y;z) = 0 A G(x;y;z) = 0, si existe un punto P, = (Xy¥yiZ,) Que perte-
nece a ambas, entonces puede existir, si se cumplen ciertas condiciones, una curva
comun a ambas superficies, definida en un entorno de P_, por dos funciones f y g
tales que y = f(x) A z = g(x) A F(x;f(x);g(x)) = 0. En esta situacion decimos que el
sistema de dos ecuaciones define implicitamente a dos de las variables como fun-
ciones de la restante.

O sea, y=1(x), z=g(x), estan definidas implicitamente por el sistema:

{, F(x;y;z) =0
G(x;y;z) =0

Las condiciones de existencia son similares a las que exige el teorema para
definicion implicita de una sola funcién y las enunciaremos, en forma general, me-
diante el teorema de Cauchy-Dini. También pueden calcularse las derivadas de f y g,
si existeri, utilizando un determinante funcional llamado jacobiano. .

Para ello, en el caso considerado, si F(xiy:z) = 0 A G(x;y;z) = 0 definen impli-
citamente f y g, tales que y = f(x) A z = g(x), entonces si F y G son diferencia-
bles, es:

dF = Fidx+Fidy+Fdz = 0

dG = G;dx+G;dy+G‘;dz =0

{ F'dy+F/dz = —F’dx
Luego, y z x
G;dy+G;dz = —Gldx
, dy , dz
Fy———dx +F, Fva Fr
Siendo dx # 0, queda:
dy dz
r 7 + = ]
GY dx GZ dx GX

El determinante del sistema se llama jacobiano de F y G respecto de las varia-
blesy, z. .
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. F! Fl

Se lo designa: M——= ¢ :
aly;2) e o

Z

¥

Si este jacobiano no se anula, el sistema tiene solucion Unica para Jas incégnitas

% = f'(x), —3;2(—- = g'(x), que pueden hallarse aplicando la regla de Cramer.
FoF FFoF
X z y X
. dy G G dz G @
Resuita: = — = = =— - x
esulta ax = = o F Fr
y z y z
G @G G @&
Y z y z

Si usamos una notacién analoga a la ya vista, para cada jacobiano, obtenemos:

o(F,G) 3(F;G)
dy 8(x;z) dz a(y;x)
dx  aFQ) ax  a(FG)
a(y:z) o(y;z)
Aplicacién :
. - - . . dy dz
Suponiendo que se verifican condiciones de existencia, calcular e y v

para las funciones definidas implicitamente por el sistema
x3+2y3-5z+1 =0
X—-y+z3-4=0

El jacobiano que figura en el denominador, para las variables elegidas, es:

3(F:G) _ F; F; 6y? -5

= = 18y2z2-5 # 0
ay;z)
G’ -1 322

FF'ooF 2 -5

X z
dy G G| | 3z2|  Ox222+5
dx: 18y2z2-5 18y272-5 5-—18y2z2

FF By2  3x2
dz |G G| -1 1| ey2+8x2
dx 18y2z2-5 18y2z2-5 5-18y2z2
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También, bajo ciertas condiciones, las dos ecuaciones
Fiy;uv) = 0 A G(x;y;uzv) = 0

pueden definir implicitamente dos funciones de dos variables independientes, por
ejemplo, las correspondientes a u = H(x;y) A v = M(x;y).

Podemos hallar las derivadas parciales de H y M mediante las derivadas par-
ciales de F y G.
Diferenciando F y G, obtenemos:
{ dF = F/dx+F/dy+F/du+F/dv = 0
dG = G)’(dx+G;dy+Gl"du+G\’/dv =0

F du+Fdv = —Fldx-F'dy
G'du+G/dv = —G’'dx—G’dy
u v X y

ke B R

El jacobiano del sistema es - #0
. au;v) GL G‘,/
F'dx+F'dy F FoF FF
X y v X v v
G'dx+G'dy G’ G @G G G
Luego, du = — —= Y e Y dx — et = dy.
FooF FFF FF
G, G G, G G,
a(F;G) 3(F;G)
___9xwv) _ 8y
O sea, du = SFG) dx 3FG) d
a(u;v) a(u;v)
Como, ademds,
au au . . .
du = o dx + W dy, resulta, para x e y variables independientes:
3(F;G) A(FG)
u a(x;v) u ayv)
ax aFG) " Tay (F:G)
» a(u;v) a(u;v)
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Analogamente, al calcular dv, se obtienen

3(F;G) 3(F;G)
v a(u;x) v auyy)
x RGN Tay T a(FG)
a(u;v) a(u;v)

En general, entonces, dadas n ecuaciones en n+h variables, el sisiema puede de-
finir implicitamente n funciones de h variables independientes, de acuerdo con el
enunciado del teorema siguiente:

Teorema de Cauchy-Dini

Consideremos n campos escalares de A en R, con ACRn*h, es decir, n fun-
ciones de n+h variables, con

A= {(x1;x2;...;xn;y1;y2;...yh)/BFi(x1;x2;...;xn;y1;y2;..‘yh) A ieN A 1<i=n}.
Si se verifica:
1) EIP0 = (a1;a

preid Db )/P €A A VIF(P ) = 0.

2) Vi Fi tiene derivadas parciales continuas en un entorno de P .

a(F F i F ) ] o
—= (P # 0, entonces el sistema define implicitamen-
A(X, X p5eiX ) 0 -

te n funciones de h variables independientes:

3) el jacobiano

Hi(1sisn)/Fi(H1(y1;...;yh);HZ(y1;...;yh);...Hn(y1;...yh);y1;y2;...;yh) =0.

Estas funciones son continuas, tienen derivadas parciales en el punto corres-
pondiente a Po y las derivadas parciales estan dadas por las formulas:

aF ;F;...;F
1 2 n) (P)
AT 9%, oy XX) O
T B I O
1 1 PEAIP YL (P)
a(x1;x2;...;xn) 0
a(F ;F,-iF ) ) e
1 (b ‘b b ) x1 (b b b ) _ a(yz;xz;---;xn) 0
dy, RN gy, R aF iFiniF ) o)
B(X};xz;...;xn) 0



a(F ;F .. 5F )

n P)
e bborb) == b b W) O
Ty, (01 = (0,000 = - oF FyF)
a(x1;x2;...;xn) ( 0)
Analogamente,
aF ;F nsF )
— =P
H2 b b . b . axz b b . b —_ a(x1’y1,...,xn)
3y, 0,0y h)__ar( 11gib) = a(F ;F,..0F )
e oy (P
(X ,X5e3X )

Finalmente, abreviando la notacién, es

5(F1?F2?---?Fn)
ay, S o(F iF . F )
a(x1;x2;...;xn)

Todas las formulas pueden deducirse diferenciando las n funciones F.

Ejemplo 1

x3—uy+z-v+4 =0
Consideremos las ecuaciones{ y supongamos que se
xv+y—2zu2+1 =0
verifican las condiciones para que existan u y v como funciones de x,y,z.

Se pide deducir la férmula para hallar —Z—)L:— y calcularla.
Sea: F(x;y;z;uv) =0 A G(xy;z;uv) = 0.
Si F y G son diferenciables, es

{ dF = F dx+F/dy+F,dz+F/du+F/dv =0
dG = G'dx+G'dy+G’dz+G’'du+G’dv = 0
X y z u v
F'du+F'dv = —F’dx—F’dy—F'dz
u v X y z
G’du+G’dv = ~G’'dx—G'dy—G’dz
u v X y z

. F’ F’

Si ———(’,(F’G) =" “| #0, es
a(u;v) G G
u v
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F’ F’ FF F FF
¥ v y v z v
du G”‘ "’ dx — G;' G‘,' dy — G; G‘I’ dz

8(F,G) a(F;G) - 4(F;G)

a(u;v) a(u;v) a(u;v)
a(F,G)

ou a(x.v) .
Luego, —2-= 8(F:G)

a(u;v)

. F F X -1
F.G
En nuestro caso, ——df(—)— = = = 3x3+v
a(x;v) G G v X
v

oEe) (R NV TN
d(uv) G G —4zu X
u v
) ot
Por lo tanto, ?u = 3ty .
aX xy+4uz

Ejemplo 2 —
Xyv—yu2+x3-2 =0
Siendo {
4v2+u2-xy+1 =20
au J 3 3
a) calcular —— vy -—(,iv— b) calcular _g_x_ y ——?L .
ax ay au av

a) En este caso, para F(x;y;u;v) = 0 A G{xiy;uv) =0 és u = Hx;y) A v =M(xy)

4(F:G)
ou __ axy) o 8(FiG)
ax a(F;G) a(u;v)
a(u;v) _
yv+3x2  xy
d - 8 8yv2+24x2v+xy?
Luego, ¢'1u - y v| _ 8y X2v+Xy
IX —2yu  xy —16yuv—2uxy
2u 8v
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au  Byv2+24x2v+xy?

ax 16yuv+2uxy

a(F;G) -2yu  xv-u?

Analogamente, —v— = — fa(u;y) S X
ay a(F;G) —16yuv —2uxy
a(uyv)

v 2xyu—2xuv+2ud

ay 16yuv+2uxy

b) Ahora es x = L{u;v) A y = N(u;v)

3(F;G) —oyu xv-u?
X auwy) 12 -X 2yux—2uxv+2u3
ou a(F:G) yV+3x2 xv—-u2 a 3x3+u?y
a(xy) -y -x
5(F:G) !W+3x2 xy
ay —W _ -y 8v 8v2y+24x2y+xy?2
v a(F,G) —3x3-uzy 3x3+uzy
a(xyy)

EJERCICIOS

Xu—xzv+y—-3 =0 ’ .
1) Siendo { , deducir las formulas para calcular
yz+xu—5xv+v =0

U au u v ov oV
—, —, ~—— Yy ——, ——, —— y hallarlas.
ox = oy oz ax ' ey oz

2) Si xy,z,t estan relacionadas por las ecuaciones
xty—zt3+zx—1 = 0 A 2x2+y3z—tz2+4 = 0, hallar
ax 9y ox ay dz 9z 4t at

’ 3 y b s y ] .
9z’ 9z’ ot ot ) ax ' a9y’ ox’ ay

a)
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3) Analizar condiciones de existencia en un entorno de P para u,v, como funciones
de variables independientes x,y, relacionadas por las ecuaciones

ud+v3+x3—-3y = 0 A uS—v5+4x+ux—y2—-2 = 0, siendo
P, = (UgVveXy,) = (=1,0;1,0).
4) Las superficies definidas por las ecuaciones
x3—2y4-525—~1 = 0 A x2-y2+32—6 = 0,
tienen en comun el punto (2;—1;1). Ver si tienen alguna curva comun.

V. Funciones homogéneas

Definicion

El campo escalar F: A— R con ACR" es una funcién homogénea de grado
m si y sélo si
YteR: F(tx1;tx2;...;txn) = th(x1;x2;...;x ).

n

Los casos mas simples de funciones homogéneas los constituyen los polinomios
“homogéneos”.

Por ejemplo, F:(x;y;z) — x4+x2y2+zy3 es homogénea de grado 4, pues,
VteR, es:

F(tx;ty;tz) = t4x4+t2x2t2y2+tzt3y3 = t4(x4+x2y2+2y3) = t4F(xy;2).

También es homogénea la funcién G: (x;y) — arctg

Xy
5tx

, pues resulta

G(tx;ty) = arc tg = t9G(x;y). EIl grado de homogeneidad es cero.

Una funcién es positivamente homogénea si la definicion se verifica para t nu-
mero real positivo.

Por ejemplo, F:(x;y;z) — Vx+y+z es positivamente homogénea de grado %
pues si t>0, entonces F(tx;ty;tz) = Vi F(xy;z).

Teorema de Euler (directo)

Si F: A— R(ACR") es homogénea de grado m y es diferenciable en el con-
junto abierto A, entonces se verifica:
x’F)’q( .;xn)+x2F;2(x1;x2;...;xn)+...+an;n(x1;x2;...;xn) = mME(X X,00X ).

La igualdad anterior se conoce como la identidad de Euler.
Para facilitar la notacion, lo demostramos para una funcion de tres variables.

Sea F:A— R con ACRS3/Vt: F(tx;ty;tz) = t™F(x;y;z)(1). Ademas, A es un con-
junto abierto y F es diferenciable en él.
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Consideramos a F como funcion compuesta con variables intermedias u = tx,
v =ty, w = tz y variable independiente t.
Si derivamos (1) respecto de t, obtenemos:

ety _GU g otsy QY Firetotoy AW e
Fu(tx,ty,tz)—a-—+ Fv(tx,ty,tz) m + Fw(tx,ty,tz) i m tm= F(xy;2).
du dv dw
= = = =z
0 % T e Y e

Luego, xF;(tx;ty;tz)+yF\’,(tx;ty;tz)+zF"~(tx;ty;tz) =mtm-1 F(xy;z).
Como esta expresion se verifica para cualquier valor de t, elegimos t = 1. En
ese caso, U =x, v=y, w=2, y por lo tanto,
xF (ayiz)+yF (xyiz)+2F (xy;z) = mF(xy;2),

que es la identidad de Euler para una funcién homogénea de tres variables.

Para n variables la demostracion es completamente analoga.

Aplicacion
Veriﬁcar la identidad de Euler para F: (x;y) — 3x2+5xy—y?2.
F(tx;ty) = t2F(x;y) = F es homogénea de grado 2.
Fi(xiy) = 6x+5y A F/(xy) = 5x—2y
xF)’((x;y)+yF;(x;y) = x(6x+5y)+y(5x—2y) = 6x2+10xy—2y2.
Luego, xF)’(().(;y)+yF;(x;y) = 2(3x2+5xy—y?) = 2F(x;y).

Si la funcién es positivamente homogénéa, la identidad de Euler es condicion
necesaria y suficiente de homogeneidad.

4 Teorema de Euler (reciproco)

Si un campo escalar diferenciable verifica la identidad de Euler, entonces es una
funcién positivamente homogénea.

Lo demostramos también para tres variables, para simplificar notaciones.
Si F:‘A—> R(ACR3) es diferenciable en el conjunto abierto A, y se verifica:
xF (xy2)+yF (xy:z) +2F (xyiz) = m Fxy2),
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entonces F es positivamente homogénea de grado m, o sea:
Vt>0: F(txity;tz) = tvF(xyy;z) si (ixtytz)eA.
Demostracion

Consideramos f(t) = F(tx;ty;tz) donde f es funcion compuesta de variable inde-
pendiente t y variables intermedias u =tx, v=ty, w = tz.

f'it) = F;(tx;ty;tz)x+F;(tx;ty;tz)y+ F;v(tx;ty;tz)z.

Multiplicamos ambos miembros de la igualdad anterior por 0.
Queda:

tf't) = thl'J(tx;ty;tz)+tyF\’,(tx;ty;tz)+tzF"~(tx;ty;tz)
o bien,
1) = uF;(u;v;w)+vF;(u;v;w)+wF;v(u;v;w).
Aplicando ia hipétesis al segundo miembro, es:
uF;(u;v;w)+vF"I(u;v;w)+wF;(u;v;w) = mF{u;v;w).
Luego, tf'(t) = mF(txity;tz).
También tf'(t) = mi(t),
o bien, t¥{)—mf{t)=0 (1).
Segln esta Gltima expresion, la funcion g tal que g(t) = t-m(t) esta definida
para t>0 y tiene derivada constantemente nula.
En efecto, g'(t) =t-mf'(t) — mt-m-1f(t)
g'(t) = t=m-1(t f'(t) — mi())
g=0 por (1)
Luego, existe una constante k tal que g(t) = k.
Por lo tanto, t-mf(t) = k o bien, fit) =ktm (2).
Para t=1 es f(1) = k. Pero f(1) = F(xy;z) = k.
Reemplazando en (2), queda: f(t) = t"F(x;y;z).
-Finaimente: F(ix;ty;tz) = t"F(x;y;2).

EJERCICIOS

1) Verificar si las siguientes funciones son homogéneas:

. fre 3% v e 1 X—y
F: {(x;y) — e3y G: (x;y) — Y sen Ty
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x5—-y5+2z5

H-Gayviz) = oy —az

2) Verificar que las siguientes funciones son positivamente homogéneas:

F: (xy:z) = M G: (xyy) = _In_x_:_lu_
3x Vx+y

3) Para cada una de las funciones homogéneas anteriores, verificar la identidad de
Euler.

4) Demostrar que el cociente de dos funciones homogéneas de igual grado es una
funcion homogénea de grado cero.

RESPUESTAS A EJERCICIOS

CAPITULO 5
Seccion |
1) FIi] = ++2Int=1 D ;= {U/teR A t>0}

-3z D.: = {0qy;z)y # 2}

2) FF(xy:z)] = x4—2x2zy+2z2y2 — y3_x2

3) F-R®> R?, G:R2—>R2, GoF:R®—> R¥/

E(\i;w;z) = (V2+W—2Z;W+2V) A a(u;t) = (u—tg t;u2+3t).
I o

4) F(uy) = (xy;2) A GlGyiz) = h A Dz = R2= {(uv)/u = %v}.
5) F(vit) = (xyi2) A G(xy;2) = u A Dz = R2
6) F(xy) = (Uv) A GUN) =2 A Dz = (XY #0 Ay * - —2—1)(—}.

7) Fly;z;t) = xnAf(x)=uAn D'oF; {ly;z;t)/y # O}.

8) F(t:z) = (xy) A G(xiy) = (V) A Dgz={(t2/t# 1 At# -1 nz#0n2Z#
# —2t2--2), '

167



Seccioén I

v u u
eUcos%——ln22 vVcos y

1)z =- —.
ux2 xv2 X

2) ?;=-cos(ln%)( L +3).

autvt Vv
3) x(t) =—23N2 31210332,
1+y2
4) z' = Yy (vexy—uxy-).
* u2+v2
| .« 32x
5) up) = — —o I3 3%
zx In2x z2
6) z’ -1 (yvxlnv——uy———).
o u24y2 x2+v2

7) u= - o2y (—ZL +3tin 3).
t2 '

T ‘ 1 3u — -1
8) zu————x2+y2 (BxInvvdu —yvuv-t)

wzm=%—m

10) z = —-;;—E—VT(V e - uy*liny), z; =

X

T2rvz (vew —uyx1).
u2+v

1) uj=exy+Z @viv-t + X —2), u/ =exv*23tvint - —:— + 4v).
t2

Seccion 1l

L e 2%, 5 %=
3) 4x—5y-9z = 18 ";1 - y_*; - 2'5;1.
4 Bxry =9 ";1 =y-1nz =1.
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5 3 5
5 IZ e ——— = - P e
) Z, 13 5T %73
g8 a__18 . __ 18
y 13 z 5 J: 3
B6yz3—4xy3
6) z’ S Lot A si z# 0.
4 9z5
Seccién IV
, _  U—5xu—zv+uxz . xz2+1-5x , 5x2v--xv-+Xyz
1) Ux = U = — Uus—m————
5x2—x—x2z Y Bx2-x-x2z z 5x2—x—x22
, _ ZvX—5vx . XZ—X , Xy+Xx2v
v, = V= — vV = —
5x2—x—-x2z Y Bx2—x—x2z . Bx2-x—x2z

—3y2t3z+3y2zx—y3xt+2t2xz 3xy3z—9t2y2z2+xtz?

2) a) x' = - X =
z 4x2t—3y3tz—3y2z2 4x2t—3y3tz—3y?22z?
, _ yM+zy3-2yz-2tz2+4t3x - 4x? y = —tyz2-2z3—-4x2y+1212xz
z 4x2t—3y3tz—3y?z? O 4x2t—3ydtz—3y2z2
b) 2’ = —tyz2—z3+12zt2x—4x2y 2 = —xtz2+9t2z2y2—3xy3z
X xy4+xz2-3t2zy3—2tzxy+5t322 Y xy4+xz2—3t2zy3—2tzxy+5t3z2

b — 22yz+ 2172+ 4x2 - 43x —zy3 -y 4

X

—By2t3z+3y2zx—y3xt+2t2xz
Xy4—xz2—3t2zy3—2tzxy+ 71322 Y xy4—xz2—3t2zy3-2tzxy+ 71322

tI_

F; ' i e
3) 1((113)) (P,) = 0. Luego, no se puede aplicar el teorema de Cauchy-Dini.
) 3(F;G) o ,
Y Sgm - 470 Luegolas superficies tienen una curva comun.
Seccion V

1) F grado cero, G no es homogénea H grado cuatro

1 1
2) F grado o) G grado T
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6. MAXIMOS Y MiINIMOS

l. Férmula de Taylor

Sea F: D— R con DCR? una funcion con derivadas parciales continuas has-
ta el orden enésimo y (a;b) un punto interior al conjunto D con E(ap)CD. Si
(a+hb+k) es un punto que pertenece al entorno, entonces la férmula de Taylor
para dos variables permite hallar valores aproximados para F(a+h;b+k), canoci-
dos los valores de F y de sus derivadas parciales sucesivas en el punto (a;b).

La férmula que demostraremos es:

1 (X .
F(a+h;b+k) = F(a;b)+hF;(a;b)+kF;(a;b)+T(h2F;;(a;b)+2hkF;;(a;b)+kZFW(a;b))+

XXX

1 ey . VI;.’ . rry o rre . : )
+—(heF (a,b)+3h2kFxxy(a,b)+3hk2r§xw(a,b)+kaFm(a,b))+ ...... +T .

Tn es el término complementario o resto, donde las derivadas parciales enési-
mas se calculan en un punto del entorno, ubicado entre (a;b) y (a+h;b+k).

Para sintetizar la fdrmula, recordamos las definiciones de diferenciales sucesi-
vos y la forma de anotarlos (pag. 126):

dF ((@b):(hik)) = hF:(aib)+KF(aib) =(h—%+k—5"7)t=(a;b)

ol - . — 1z o 1 | o 1! . —— a a \‘2) a
d2F((a;b);(h;k)) = h2Fxx(a,b)+2hkny(a,b)+k2FW(a,b) = (hWJFk—ay—), F(a;b)

@ (b)) = (ki) F ().

Luego, la férmula puede anotarse:

n-1

. _ 1 9 3\, . 1 3 9\ )
Fla+hib+k) = §=; -—i—!-(hg;-'rka—y) F(a,b)+m(h-(3—)(-+ka—y) F(a-+ch;b-+ck)

con 0<c<1.
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3 \!

. 3 0) \
d ( e 4K ) F b) = F ;b).
Se entiende que (h ™ oy (a;b) (a;b)

Para demostrar la férmula, recordamos la de Mac Laurin para una funcion es-
calar (Célculo 1 - cap. 8), con variable independiente t:

t2 J—f"'(O) t3 -+ +f(l‘l) (C)—EL 0< <t
2! T 3! T s n! A c g

f(t) = £(0)+F(0)t+f'(0)

Para el segmento determinado por (a;b) y (a'+h;b+k), cualquier punto del mis-
mo tiene coordenadas dadas por las ecuaciones siguientes:

x = a+th A y = b+tk A Ost=1.
{(a+h;b+k)
(xy)

(ab)

Por lo tanto, la funcién F de dos variables puede considerarse como funcion
compuesta de variables intermedias x e y, con variable independiente t, es decir:

F(x;y) = F(a+th;b+tk) = f(t) con te[0;1].

Si aplicamos la formula de Mac Laurin para t = 1, obtenemos:
i e (n)
L0 + LG ot e

f(1) = f(0)+(0)+ o 5

(*)con 0<c<t.

En primer lugar, es f(1) = F(a+h;b+k) y f(0) = F(a;b).

Calcularemos ahora las derivadas sucesivas de f, mediante la regla de la ca-
dena, siendo

f(t) = F(x;y) con x = g(t) A y = s(t).
Es f(t) = F (xy) g')+F (xy) s'(t)
, d , d
con g'(t) = e (a+th)y =h A s'(t) = T(bﬂk) =k
Luego, f'(t) =hF (xy)+kF (xy) (1.
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Recordando que F; y F; también son funciones compuestas de variables in-
termedias x e y, con variable independiente t, resulta:

rer d ’ -
/() =h—— (F (xy)) + k=g (Fy(xiy)
ft) = h(F;;(x;y)h+F;;(x;y)k)+k(F;;(x;y)h+F;;(x;y)k)

') = h2F)’o’((x;y)+2F)’(;(x;y)hk+k2F;;(x;y) (2) ya que, al ser continuas las deri-
vadas parciales, es F;)’/ = F;)’(.

Anélogamente,
P70 = h3F L (xy) +3h2kF ) (xiy) +3hkeF, () +k3F! (xy)  (3), etcétera.

Luego,

| d d
de (1): f(0) = hF'(a;b)+kF'(a;b) = S .
e (1): 1(0) = hF(ai) +kF (ab) = (h—- ke JFlad)
d 9 @
de (2): f'(0) = h2F')’((a;b)+2hkF"(a;b)+k2F"(a;b) = (h—+k———) F(a;b)
X Xy v ax ay

e (3):1(0) = (n—:x +kaiy‘) “Fab)

Finalmente,

' (
fn(c) = (h—;;wkk—?‘;—) K F(a+ch;b+ck) con 0<c<1.

Reemplazando en (*), obtenemos la férmula propuesta.

Haciendo h = x—a, k = y-b, se obtiene la notacién mas usual:
Fxy) = F(aib)+(x—a)F(ab)+(y—b)F (ab) + % [(x—2)2F"(asb)+

+2(x—a)(y—b)F)’()’,(a;b)+(y—b)2F;;(a;b)]+ T

n—1

. 1 0 a \o
o bien, F(xy) = ,—(x—a——+ -b —-—) F(ab)+T
(y)g;”()ax (y=b)—-) Flab)+T,
Aplicaciones

La férmula de Taylor para dos variables permite, igual que la de una variable,

aproximar funciones mediante polinomios. El error que se comete en dicha aproxn—
macién esta dado por el término complementario.
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Ejemplo 1

Desarrollar  F: (x;y) — x% segun formula de Taylor para (ab) = (1;1) con
T =T
n 3

F(1;1) =1
F.(xy) = 2y x&~! = F(1)=2
Fl(xy) = 2x2¥In x = F/(;1)=0
Fxy) = 2y(2y—1)x®-2 = F(11)=2
F)’(;(x;y) =2x¥ 1 +H4yx¥-inx = F;;(1;1) =2
11 g —_ 2 2 rrf4. —_
Fyy(x,y) 4x%In2 x = Fyy(1,1) 0

Luego,
X% = 1+2(x—1)+0(y—1)+ % (2(x—1)2+4(x—1)(y—1)+0(y—1)3)+ T,
X = 14+2(x—1)+(x—=1)2+2(x—1)(y—1)+T,

Para hallar T3 se buscan las derivadas parciales de orden tres y su valor debe
calcularse en un punto ubicado entre (1;1) y (x;y). Elegido el punto (x;y), se puede
acotar el valor del término complementario.

Ejemplo 2

Si se aplica la formula de Taylor a una funcién polindmica de grado n, se la
puede expresar segun potencias de (x—a) e (y—b). El término complementario T .

1
es nulo.

Queremos desarrollar F: (x;y) — x3—-3x2y+1 segun potencias de (x+2) e
(y—1). Para ello, aplicamos la férmula de Taylor en el punto (—2;1).

F(-2;1) = —-19
Fii) = 3e—6xy = F(-2;1) = 24
Ficy) = =3¢ . = F(-21)=-12
Fr(xy)=6x -6y = F/(-21)=-18
Faxy) = —6x = Fr(-2i1)=12
Faby) =0 = F/(-21)=0
FaXy) =6 = F/(-21)=6
Fr(xy) = -6 = F(-2i1) = -6
FapV) =0 = F(-21)=0
Flyxy) =0 = Fr-2i1) =0
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x3=3x2y+1 = —19+24(x+2)—-12(y— 1) —9(x+2)2+ 12(x+2)(y— 1)+
+(x+2)3-3(x+2)2(y—1).
Si en la formula de Taylor hacemos (a;b) = (0;0), obtenemos la férmula de
Mac Laurin: :

n-1

1 9 d_\0 1 3 3 \™
Fixyy) = F(0;0)+ 21—”- (X Y —5;-) F(0:0) + —— (x—(; R ) F(cx;cy)
con 0<c<1,

Ambas formulas, de Taylor y Mac Laurin, pueden generalizarse a n variables.

Ejemplo 3

Aplicando la formula de Mac Laurin, desarrollar  F: (x;y) — e2+y con Tn =T,

F(0;0) = 1
Fi(xy) = 2627 = F(00) =2
Fixy) = ey = Fi(00)= 1
Fulxy) = 462y = F(0,0) =4
Foxy) = 262y = F (00) =2
Faixy) =e>w = Fl(0,0) =1
Fraliy) =8e2y = F.(0:0)=8
Pyl = 4627 = F(00) =4
Fpliy) = 2627 = F1(00) = 2
FiyXiy) = ey = F1(0,0) = 1

ey = 1+42x+y+ %— (4x2+4xy+y2) + —31—|— (8x3'+12x2y+6xy2+y3)+T4

y> 4 y®
ex+y = 1+2x+y+2x2+2xy+ e + §x3+2x2y+xy2+ 6 +T

4

EJERCICIOS

1) Desarrollar segun férmula de Taylor F: (x;y)— x¥ en un entorno de (1;2).
T =T,
n 4

2) idem para F: (x»;y) —> arc tg % en un entorno de (1;1). T,1 = Ta.
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3) idem para F:(x;y) —> X cos y en un entorno de (0;0). Indicar T .

4) ‘idem para F: (x;y) — y2In x en un entorno de (1;0). T =T,

5) idem para F:(x;y) — cos (xy) en un entorno de (0;0). T =T,

6) Desarrollar F: (x;y) — x3—2y3+3xy segun potencias de (x—1) e (y—2).
7) Desarrollar F: (x;y) — x3—3xy+y2x—7 en potencias de (x—1) e (y+2).
8) Desarrollar F:(x;y) — senxseny segin Mac Laurinpara T =T,

9) idempara F:(xy)—>exseny con T =T,

2 2
10) Aproximar F(0,9;1,1) si F: (x;y)-»ln-l‘y—+ In ‘; :

11) Utilizar la formula de Mac Laurin para aproximar F( 30" ;; ) s

F: (x;y) — cos x cos y.

ll. Extremos de un campo escalar

Ya se han definido extremos locales y extremos absolutos para funciones de
dos variables (pag. 85). Tratamos ahora de encontrarlos. Todas las consideraciones
hechas para funciones escalares pueden repetirse aqui, adaptando el problema del
plano al espacio.

En general, si la funcion es diferenciable, los extremos locales se encuentran
buscando primero los puntos de ia superficie que admiten plano tangente horizontal.
El punto correspondiente es un punto critico de la funcién, interior a su dominio, don-
de se anulan ambas derivadas parciales.

La anulacién de las denvadas no es suficiente para la existencia de extremos
relativos o locales. Para ello, hay que recurrir a las derivadas parciales segundas.

El problema se complica bastante cuando es necesario detectar extremos ab-
solutos, por la imposibilidad, en la mayoria de los casos, de graficar las superficies
para estudiar su comportamiento. Es conveniente, a veces, estudiar los valores de
la funcién en la frontera del dominio y también investigar los puntos criticos en que
la funcion no tiene plano tangente.

Definimos previamente “punto de ensilladura” que es el correspondiente, en el
espacio, al punto de inflexién en el plano. ‘

Definicion

El punto P = (a;b;F(a;b)) es de ensilladura en la superficie asociada a la fun-
cién diferenciable F si y solo si el plano tangente atraviesa a la superficie en dicho
punto, siendo (a;b) un punto interior al dominio.
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Es decir, se verifica en todo entorno de (a;b) que existe un punto (x v, ) del
dominio para el cual es F(x 4Y,) > F(ab) y un punto (x 2, Ppara el cual es

F(x,y,) < F(ab).
D, K

P punto de ensilladura
Condicion necesaria para existencia de extremos locales

Si F:D— R, con DCR?, tiene derivadas parciales en (a;b), interior al do-
minio, y F(a;b) es maximo (o minimo) local de F en D, entonces:

Fl(ab) =0 A F/(asb) = 0

r4
Flab)h
\\\\
\\\\
\
! ]
I i
i 3 i
i i
] -3 b b+8 y
4 h o r,’ //’ ,/,
a—98.7 SN / v
Vit st S S s
aL, ___.,v /:;} 7 X=a
7
a+d L] ____V///
X s\//

Sea F(a;b) un méximo local y consideremos el entorno de centro (a; b) y ra-
dio 8, para el que se verifica la definicion de maximo local.

En el plano de ecuacién y = b, obtenemos una funcion escalar f de variable x
tal que fix— F(x;b). -

En el intervalo (a—3&;a+8), a es un punto interior al dominio de f, y (a) es ma-
ximo local para esa funcion de una variable. Luego, por la condicién necesaria para
existencia de extremo local en funciones de una variable, es f'(a) = 0 con f'(a) =
= F'(a;b).

xAnélogamente, en el plano de ecuaciéon x = a, queda definida la funcion
g:y— F(a;y) con g(b) méaximo local y, por lo tanto, g'(b) = F;(a;b) =0

Luego, queda probada la condicién necesaria.
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Veremos ahora que, anulandose las derivadas primeras, puede presentarse
cualquier situacién. Es decir, no es una condicion suficiente para garantizar la exis-
tencia de valores extremos como lo prueba el ejemplo 3.

Ejemplo 1
Sea F:(xyy)— 9—x2-y2

Fxy) = —2x A Fi(xy) = —2y.

(0;0) es el unico punto critico donde se anulan simultaneamente ambas deri-
vadas.

Estudiando los valores de F en R?, resulta V(x;y): F(x;y)<9 y F(0;0) =9 es
maximo local (y absoluto) de F en R2.

Ejemplo 2
Sea F:(x;y) — 9+x2+y2,

F'(0;0) =0 A F;(O;O) =0.
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En este caso, V(xy): F(x;y)=9 y F(0;0) =9 es minimo local (y absoluto) de
F en R2

Ejemplo 3

Sea F:(x;y) — 9—x2+y2,

"\_ ;

~

/
También (0;0) es el Unico punto critico. Sin embargo, en el plano de ecuacién
y =0, F(0;0) es méximo local para la funcién de variable x, y en el plano de ecua-

cion x = 0, F(0;0) es minimo local para la funcién de variable y.
La superficie presenta en (0;0;9) un punto de ensilladura.’

Por lo tanto, deben completarse condiciones para localizar los extremos rela-
tivos.

En casos sencillos, como los tres ejemplos presentados, ello puede hacerse di-
rectamente estudiando el comportamiento de los valores de la funcién en un entor-
no del punto critico. En otras situaciones, recurrimos a las derivadas parciales se-
gundas, mediante aplicacion de la férmula de Taylor.

Condicién suficiente para existencia de extremos locales

Como hemos indicado, daremos una condicién suficiente con intervencién de
las derivadas de segundo orden.

Para ello, definimos previamente un determinante de orden dos, formado con
ellas, que recibe el nombre de hessiano.
Definicion

Si F es una funcién con derivadas continuas de segundo orden, llamamos
hessiano de F en el punto (a;b) al siguiente determinante:
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F''(a;b) F''(a;b)
H(ab) = * v
F(ab) F.(@by

Si el hessiano es positivo en el punto (a;b), puede asegurarse que F(ab) es
un-extremo local, segun lo demostraremos en el teorema siguiente.

Teorema

Sea F:D— R, con DCR2, una funcién con derivadas parciales segundas
continuas y (a;b) un punto interior al dominio, donde se anulan las derivadas par-
ciales primeras. O sea, F)’((a;b) :F;(a;b) = 0 y consideramos que no se anulan en
(a;b) todas las derivadas segundas. Por ejemplo, F..(aib) # 0.

1) Si H(a;b)>0 A F.(a;b)>0, entonces F(a;b) es minimo local.
2) Si H(a;b)>0 A F'(a;b)<0, entonces F(ab) es maximo local.
3) Si H(a;b)<0, entonces (a;b;F(a;b)) es punto de ensilladura.
Si H(ab) = 0 no puede anticiparse el resuitado.

¢ Demostracion

Consideramos en primer lugar H(a;b)>0.
Como las derivadas segundas son continuas, la funcién H, determmada por el
hessiano, también es continua.

oY) Frxy)
O sea, H:(xy)— es continua en (ab).
Fo Xy FL )

Como toda funcion continua en un punto interior a un conjunto, mantiene su sig-
no en un entorno del punto (pag. 86). Lo mismo sucede con la funcién F,. enun en-
torno conveniente de (a;b). En ia mterseccnon de ambos entornos, entonces Hy
F;' mantienen su signo.

Sea E(a;b) dicho entorno, donde (a+h;b+k) representa un punto cualquie-
ra del mismo.

Escribimos ahora la formula de Taylor con término complementario de orden
dos, recordando que se anulan los términos de primer orden:

F(a+hb+k)—F(a;b) = —12- [F)’O’((a+ch;b+ck)h2+2F;;(a+ch;b+ck)hk+

+F;;(a+0h;b+ck)k2] con O<c<1.

Nos interesa averiguar el signo del primer miembro, en el entorno E(a;b).
Para ello, el recurso es completar un cuadrado. Para simplificar la notacion,
anotamos:
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2Az = F;;h2+2F”(’hk+ F'’k2 donde cada derivada se considera calculada en el
punto ' (a+ch;b+ck).
Como F)’(; # 0 en el entorno, podemos anotar:

1

2Az = F)’(; (h2+2hk —Y—) + F”k2
XX
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