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Tabla de transformadas de Laplace

Esta tabla resume las propiedades generales de las transformadas de Laplace y las transformadas de Laplace de
funciones particulares obtenidas en el capitulo 7.
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Tabla de integrales

FORMAS ELEMENTALES
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PREFACIO

a evolucion en sucesivas ediciones del presente texto se funda en la experiencia

de ensenanza del curso introductorio de ecuaciones diferenciales, con énfasis
en ideas conceptuales y uso de aplicaciones y proyectos que involucran a los estu-
diantes en experiencias activas de solucion de problemas. Ambientes de céalculo
técnicos como Maple, Mathematica y MATLAB estan ampliamente disponibles y
son ahora profusamente utilizados en la practica por ingenieros y cientificos. Este
cambio en la actividad profesional motiva a un desplazamiento de la tradicional
concentracion en métodos simbolicos manuales hacia métodos cualitativos basados
en la computadora, que emplean calculo numérico y visualizacion grafica para un
mejor entendimiento conceptual. Un aspecto adicional de este enfoque con mas
comprension es la accesibilidad a un mayor rango de aplicaciones mas realistas de
las ecuaciones diferenciales.

Principales caracteristicas de esta edicion

Mientras que se han conservado las exitosas caracteristicas de ediciones previas, la
exposicidn se ha mejorado significativamente en cada capitulo y en la mayoria de las
secciones individuales de la obra. Se han insertado tanto graficas nuevas como texto
nuevo donde ha sido necesario, para mejorar la compresion de los conceptos clave
en el estudiante. La solida estructura del libro en capitulos y secciones, probada en
clase, permanece sin cambio, por lo que las notas de aula y la nomenclatura no requi-
rieron revision para esta nueva edicion. Los siguientes ejemplos de la revision ilus-
tran la forma en que la estructura particular del texto ha sido aumentada y pulida en
la nueva version.

Capitulo 1. Las nuevas figuras 1.3.9 y 1.3.10 muestran campos direccionales
que indican la ausencia de existencia y unicidad de soluciones (pag. 24); los
nuevos problemas 34 y 35 muestran que pequefos cambios en las condiciones
iniciales pueden generar grandes diferencias en los resultados, pero que gran-
des cambios en las condiciones iniciales pueden, algunas veces, desencadenar
s6lo pequenos cambios en los resultados (pag. 30); los nuevos comentarios 1
y 2 aclaran el concepto de soluciones implicitas (pag. 35); un nuevo comentario
aclara el significado de homogeneidad de ecuaciones diferenciales de primer
orden (pag. 62).

Capitulo 2. Se insertan detalles adicionales en la deduccién de la ecuacion
de propulsion de un cohete (pag. 110), y un nuevo problema 5 para investigar
la pausa de desprendimiento del cohete en su trayectoria de despegue, algunas
veces observada antes de su explosion (pag. 112).

Capitulo 3. Se incorporan nuevas explicaciones de signos y direcciones de
fuerzas internas en sistemas masa-resorte (pag. 148); una introduccion de ope-
radores diferenciales y clarificacion del algebra de operadores polinomiales
(pag. 175); una introduccion e ilustracion de formas exponenciales polares de
nimeros complejos (pag. 181); una explicacion completa del método de coefi-
cientes indeterminados en los ejemplos 1 y 3 (pag. 199); nuevos comentarios
1 y 2 con terminologia “tajante”, y las figuras 3.8.1 y 3.8.2, que ilustran que
como condicidn final algunos ejercicios tienen una infinidad de soluciones,
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mientras que otros no tienen solucidon (pag. 233); las nuevas figuras 3.8.4 y
3.8.5 ilustran a su vez diferentes tipos de eigenfunciones (pags. 235-236).

Capitulo 4. Una presentacion nueva con las nuevas figuras 4.3.11 y 4.3.12
aclara la diferencia entre sistemas rotacionales y no rotacionales en problemas
de orbita entre la Luna y la Tierra (pag. 278).

Capitulo 5. Se incorporan los problemas 20-23 para que los alumnos inves-
tiguen un sistema de tres vagones de ferrocarril con diferentes condiciones
iniciales de velocidad (pag. 329); un nuevo comentario ilustra la relacion entre
los métodos de matriz exponencial y los métodos de eigenvalores generaliza-
dos presentados previamente (pag. 356); se agrega asimismo una presentacion
al final de la seccion para explicar la conexion entre la variacion de los parame-
tros de la matriz y la variacion (escalar) de pardmetros de una ecuacidon de
segundo orden presentada previamente en el capitulo 3 (pag. 368).

Capitulo 6. Se ahaden nuevos comentarios en imagenes de planos de fase,
sistemas autdbnomos y puntos criticos (pags. 373-374); una introduccion de
sistemas linealizados (pag. 386), y nuevas figuras tridimensionales 6.5.18 y
6.5.20, que ilustran las trayectorias de Lorenz y Rossler (pags. 439-440).

Capitulo 7. Se insertan una presentacion que aclara funciones de orden
exponencial y la existencia de la transformada de Laplace (pag. 448); un
comentario que expone la mecénica del desarrollo en fracciones parciales
(pag. 455), y una presentacion ampliamente extendida de la prueba del teore-
ma de existencia de la transformada de Laplace y su extensidon para incluir el
salto en discontinuidades, el cual juega un papel importante en muchas aplica-
ciones practicas (pags. 461-462).

Capitulo 8. Se incluyen un nuevo problema 35 para determinar el radio de
convergencia de la solucion en series de potencias de ecuaciones diferenciales
(pag. 528), y un nuevo ejemplo 3 justo antes de la subseccidn de casos logarit-
micos en el método de Frobenius para primero ilustrar la férmula de reduccion
de orden con un problema sencillo sin series (pag. 552).

Capitulo 9. Se agregan una explicacion considerablemente amplia para ex-
tensiones pares e impares y sus correspondientes series de Fourier seno-coseno
(pags. 599-600); una presentacion de soluciones particulares periddicas y no
periodicas, que se ilustran por medio de la nueva figura 9.4.4, junto con los
nuevos problemas 19 y 20 al final de la seccion (pags. 611-615); una presenta-
cion con un ejemplo al final de la seccion para ilustrar los efectos del amorti-
guamiento en sistemas masa-resorte (pag. 614), y una muestra de signos y
direccion del flujo de calor en la deduccidn de la ecuacion de calor (pag. 616).

Capitulo 10. En la deduccion de la ecuacion de onda para las vibraciones
longitudinales de una barra se aclaran los efectos de la dilatacion (pag. 669),
mientras que las nuevas figuras 10.5.15 y 10.5.16 ilustran las olas en el océano
en un planeta pequefio (pag. 720).

Caracteristicas de co6mputo

Las siguientes caracteristicas enriquecen la agradable bondad de la tecnologia de
computo que singulariza nuestra exposicion.

e Casi 700 figuras generadas por computadora muestran al estudiante imagenes

vividas de la direccion de campos, curvas solucion y fotografias de planos de
fase que proporcionan soluciones de ecuaciones diferenciales de la realidad.
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* Alrededor de 45 mddulos de aplicacion se presentan a continuacidon de seccio-
nes clave a lo largo de todo el texto. La mayoria de estas aplicaciones describe
investigaciones “tecnoldogicamente neutrales” e ilustra el uso de sistemas técnicos
de computo buscando que los estudiantes penetren en la aplicacion de nuevas
tecnologfas.

* Se brinda un fresco énfasis numeérico con la introduccion temprana de soluciones
numéricas en el capitulo 2 (en modelos mateméaticos y modelos numéricos).
Aqui'y en el capitulo 4, donde se abordan técnicas numéricas para sistemas, se
disfruta un concreto, tangible y agradable sabor por la inclusion de algoritmos
numéricos presentados en paralelo con sus correspondientes graficas calcula-
das en MATLAB.

Caracteristicas del modelado

El modelado matemaético es una meta y una constante motivacion para el estudio de
las ecuaciones diferenciales. Para mostrar el rango de aplicaciones que ofrece este
texto, es conveniente echar una mirada a las siguientes preguntas:

* ;Qué explica el tiempo de retardo cominmente observado entre las oscilacio-
nes diarias de temperatura en el interior o en el exterior de una habitacion?
(secc. 1.5).

* ;Qué hace la diferencia entre el fin del mundo y la extincion de la poblacion de
lagartos? (secc. 2.1).

* ;Cbdmo es que un uniciclo y un carro de dos ejes reaccionan diferente a las
imperfecciones del camino? (seccs. 3.7 y 5.3).

* ;Coémo se puede predecir el tiempo del proximo paso por el perihelio de un
cometa nuevamente observado? (secc. 4.3).

e ;Cbmo un sismo puede demoler un edificio y dejar otro en pie justo al lado?
(secc. 5.3).

* ;Qué determina que dos especies vivan juntas en armonia, o que la compe-
tencia resulte en la extincidon de una de ellas y la sobrevivencia de la otra?
(secc. 6.3).

e ;Cuéndo y por qué la no linealidad tiende al caos en sistemas biologicos y
mecanicos? (secc. 6.5).

* Siuna masa en un resorte es golpeada periddicamente con un martillo, ;como
es que el comportamiento de la masa depende de la frecuencia con la que el
martillo golpea? (secc. 7.6).

* ;Cbomo es que el asta de una bandera es hueca en lugar de maciza? (secc. 8.6).

* ;Qué explica la diferencia en el sonido de una guitarra, de un xil6fono y de un
tambor? (seccs. 9.6, 10.2 y 10.4).

Organizacién y contenido

Se le ha dado un aspecto diferente al enfoque y secuencia tradicional de los temas
para introducir nuevas tecnologias y nuevas perspectivas. Por ejemplo:

* Después de precisar una ecuacion diferencial de primer orden en el capitulo 1
(desarrollando ciertos métodos simbolicos tradicionales), el capitulo 2 ofrece
una introduccidn temprana al modelado matematico, estabilidad y propiedades
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cualitativas de las ecuaciones diferenciales y los métodos numéricos —una
combinacion de temas que frecuentemente se dispersan en un curso introduc-
torio.

* Los capitulos 4 y 5 proporcionan un tratamiento flexible de sistemas lineales.
De acuerdo con las tendencias actuales en la educacion en ciencias e ingenieria
y la practica, el capitulo 4 ofrece una introduccién intuitiva temprana a los
sistemas de primer orden, modelos y técnicas de aproximacion numérica. El
capitulo 5 comienza con un tratamiento del algebra lineal, presentando luego el
enfoque de eigenvalores para sistemas lineales. Se incluye una amplia variedad
de aplicaciones (desde vagones de ferrocarril hasta sismos) para todos los dife-
rentes casos del método de eigenvalores. La seccidon 5.5 incorpora un vasto
tratamiento de matriz exponencial, el cual se explota en la seccidn 5.6 en siste-
mas lineales no homogéneos.

 El capitulo 6 aborda sistemas no lineales y una variedad de fendmenos, desde
el analisis del plano de fase hasta sistemas ecoldgicos y mecénicos, que con-
cluyen en una seccidon de caos y bifurcacion en sistemas dindmicos. La seccion
6.5 presenta una introduccién elemental de problemas contemporaneos, tales
como el doble periodo en sistemas biologicos y mecanicos, diagramas selec-
cionados y el extraho atractor de Lorenz (todos ilustrados con vividas gréficas
por computadora).

* Los métodos de la transformada de Laplace (cap. 7) y de series de potencias
(cap. 8) siguen al material de sistemas lineales y no lineales, pero pueden ser
cubiertos en cualquier momento previo (después del cap. 3) que decida el profesor.

* Los capitulos 9 y 10 abordan las aplicaciones de la serie de Fourier, separacion
de variables y la teorfa de Sturm-Liouville para las ecuaciones diferenciales
parciales y problemas de valores en la frontera. Después de la introduccion de
las series de Fourier, las tres clasicas ecuaciones —las ecuaciones de onda y
de calor, y la ecuacion de Laplace— se presentan en las @iltimas tres seccio-
nes del capitulo 9. Los métodos de Sturm-Liouville del capitulo 10 se desarrollan
suficientemente para incluir aplicaciones significativas y realistas.

En la preparacion de la revision nos apoyamos enormemente en las recomendaciones
y asistencia de los siguientes, muy capaces y perceptivos revisores:

Raymond A. Claspadle, University of Memphis

Semion Gutman, University of Oklahoma

Miklos Bona, University of Florida

Irfan Ul-Haq, University of Wisconsin-Platteville

Carl Lutzer, Rochester Institute of Technology

Sigal Gottlieb, University of Massachusetts, Dartmouth

Es un placer (una vez mas) reconocer a Dennis Kletzing y su extraordinario
“TpX pertise” (experiencia al usar el procesador de texto) por la atractiva presen-
tacion que realizd tanto para el texto como para el disefo artistico de este libro. Fi-
nalmente, pero lejos de ser lo @ltimo, estoy especialmente contento de agradecer a un
nuevo colaborador de este esfuerzo, David Calvis, quien apoyd cada aspecto de esta
revision y contribuyd tangiblemente al mejoramiento de cada capitulo.

C.H.E.
h.edwards@mindspring.com



ACERCA DE LA PORTADA

Esta imagen ilustra la trayectoria de un punto en movimiento cuyo espacio de coordenadas satisface (como funcion del
tiempo) el sistema de ecuaciones diferenciales de Lorenz que se presenta en las paginas 438—439. En su movimiento a
lo largo de esta trayectoria de Lorenz, el punto puede aparecer en forma transversal a un niimero aleatorio de ciclos del
lado izquierdo, después a un nimero aleatorio de ciclos del lado derecho, luego a un nimero aleatorio de ciclos del lado
izquierdo, y asi sucesivamente. En su devenir de un lado a otro, tipicamente se aproxima mas y mas a un misterioso
conjunto conocido como el extrario atractor de Lorenz. Las ecuaciones de Lorenz tienen un origen meteoroldgico, por
lo que uno puede suponer niimeros aleatorios de dias lluviosos y de dias soleados alternandose en la sucesion (pensando
que esto no es lo que realmente significan los ciclos).

El més pequeno cambio en el punto inicial de la trayectoria puede cambiar drasticamente el resultado del devenir
de un lado hacia otro de la secuencia de los ciclos. Esto ilustra el fendmeno del caos, en el que pequehas diferencias en
las condiciones iniciales pueden resultar tiempo después en enormes diferencias en las situaciones resultantes. Dos
puntos que inician en imperceptibles diferentes posiciones pueden mas adelante separarse enormemente en diferentes
lados de la “Mariposa de Lorenz”. La forma de mariposa de la figura recuerda el tan conocido “efecto mariposa”, que
en afos recientes se ha hecho de uso popular. Una mariposa mueve sus alas y genera un suave movimiento de aire que
acciona en cadena una secuencia de eventos atmosféricos que finalmente resultan en un tornado en algin lugar del lado
opuesto de la Tierra.

Para marcar el progreso del devenir hacia un lado y otro del punto en movimiento, podemos referir su trayectoria
como el hilo de un collar donde se han puesto las cuentas para marcar sus posiciones sucesivas en un incremento fijo de
tiempo (de tal manera que el punto se mueve méas rapido cuando el espacio entre las cuentas es mayor). El color de las
cuentas cambia continuamente con el paso del tiempo y el movimiento a lo largo de la trayectoria. La graduacion del
color de las cuentas en el collar de Lorenz muestra visualmente de manera efectiva la cuarta dimension del tiempo
en adicion de las tres dimensiones espaciales. Si su ojo sigue el curso del punto moviéndose alrededor de la trayectoria
como “yendo con el flujo” del color y ajustando su velocidad con el espaciamiento de las cuentas, entonces la figura
completa toma un aspecto dindmico més que una representacion meramente estatica de la todavia simple figura.
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Ecuaciones diferenciales
de primer orden

m Ecuaciones diferenciales y modelos matematicos

Las leyes del universo estin escritas en el lenguaje de las matematicas. El dlgebra
es suficiente para resolver muchos problemas estaticos, pero la mayoria de los
fendmenos naturales més interesantes involucra cambios descritos por ecuaciones
que relacionan cantidades que cambian.

Debido a que la derivada dx/dt = f'(¢) de la funcion f es la razon a la cual la
cantidad x = f() esta cambiando respecto de la variable 7 independiente, es natural
que las ecuaciones que involucran derivadas se usen frecuentemente para describir el
universo cambiante. Una ecuacion que relaciona una funciéon desconocida con una o
mas de sus derivadas se llama ecuacion diferencial.

m La ecuacidn diferencial

2 2
— =X~ 4+t
dt

involucra tanto la funcién desconocida x(f) como su primera derivada x'(t) = dx/dt.
La ecuacion diferencial

d*y . dy
243 47y =0
dx? + dx +hy

incluye la funcidén desconocida y de la variable independiente x y sus dos primeras
derivadas de y' y y"' de y. |

El estudio de las ecuaciones diferenciales tiene tres metas principales:

1. Descubrir la ecuacion diferencial que describe una situacion fisica especifica.
2. Encontrar —exacta o aproximadamente — la solucidn apropiada de esa ecua-
cion.

3. Interpretar la solucidon encontrada.
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Temperatura A

Temperatura T’

FIGURA1.1.1. Laleyde
enfriamiento de Newton,
ecuacion (3), describe el
enfriamiento de una roca
caliente en el agua.

Ejemplo 4

En algebra, por lo regular se buscan niimeros desconocidos que satisfagan una
ecuacion tal como x> + 7x%> — 11x + 41 = 0. En contraste, en una ecuacion diferen-
cial el reto es encontrar funciones desconocidas y = y(x), para las cuales una identi-
dad tal como y'(x) = 2xy(x), esto es, la ecuacion diferencial

dy

—— =2xy

dx
se cumple en algln intervalo de nlimeros reales. Regularmente queremos encontrar,
de ser posible, todas las soluciones de la ecuacion diferencial.

Si C es una constante y

y(x) = Ce*, (1)

entonces 4

Y_c (2xex2) — (%) (C%) = 2xy.

dx
Asi, cada funcidn de y(x), de la forma de la ecuacion (1) satisface —y de este modo
es una solucion de— la ecuacion diferencial

—— =2x 2
dx Y
para toda x. En particular, la ecuacion (1) define una familia infinita de diversas solu-
ciones de esta ecuacion diferencial, una para cada asignacion de la constante arbitraria
C. Por el método de separacion de variables (seccion 1.4) se puede demostrar que cada
solucion de la ecuacion diferencial en (2) es de la forma de la ecuacion (1). |

Ecuaciones diferenciales y modelos matematicos

Los tres ejemplos siguientes ilustran el proceso de traduccion de las leyes y princi-
pios cientificos en ecuaciones diferenciales. En cada uno de ellos la variable inde-
pendiente es el tiempo ¢, pero veremos numerosos ejemplos donde alguna cantidad
diferente del tiempo es la variable independiente.

La ley de enfriamiento de Newton puede establecerse de esta manera: La razon de
cambio del tiempo (1a razdn de cambio respecto del tiempo f) de la temperatura 7(r)
de un cuerpo es proporcional a la diferencia entre 7'y la temperatura A del medio
ambiente (fig. 1.1.1). Esto es,

aT
Fri k(T — A), 3)
donde k es una constante positiva. Obsérvese que si 7 > A, entonces d7/dt < 0, por
lo que la temperatura es una funcion decreciente de ¢ y el cuerpo se estd enfriando.
Pero si T < A, entonces dT /dt > 0, por tanto, T esta aumentando.
Asi, la ley fisica se traduce en una ecuacion diferencial. Si damos valores a k 'y
A, podremos encontrar una formula explicita para 7(¢), y entonces —con la ayuda de
esta formula— sera posible predecir la temperatura que tendré el cuerpo. |

La ley de Torricelli establece que la razon de cambio respecto del tiempo de un
volumen V de agua en un tanque de drenado (fig. 1.1.2) es proporcional a la raiz
cuadrada de la profundidad y del agua en el tanque:

dv
i —k/y, “



FIGURA 1.1.2.
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donde k es una constante. Si el tanque es un cilindro con paredes verticales y una
seccion transversal de area A, entonces V = Ay, por lo que dV/dt = A - (dy/dt). En
este caso la ecuacion (4) toma la forma

dy

— =—hy, 5

T vy ®)
donde h = k/A es una constante. |

Laley de
drenado de Torricelli, ecuacion (4),
describe el drenado de un

tanque de agua.

La razon de cambio respecto del tiempo de una poblacidon P(f) con tasas de natalidad
y mortalidad constantes es, en muchos casos sencillos, proporcional al tamafio de la
poblacion. Esto es,

dpP

— —kP, 6

7 Q)
donde & es la constante de proporcionalidad. |

Profundicemos en el ejemplo 5. Primero notese que cada funcién de la forma

P(t) = Ce" (N
es una solucion de la ecuacion diferencial
dP
— =kP
dt

en (6). Puede verificarse esta aseveracion de la siguiente manera:
P'(t) = Cke"" =k (Ce") = kP(1)

para todo niimero real ¢. Debido a que la sustitucion en la ecuacion (6) de cada fun-
cion de la forma dada en (7) produce una identidad, todas esas funciones son solucio-
nes de la ecuacion (6).

Entonces, aun si el valor de la constante k es conocido, la ecuacion diferencial
dP /dt = kP tiene una infinidad de soluciones de la forma P(r) = Cé" una para cada
valor “arbitrario” de la constante C. Esto es comn en las ecuaciones diferenciales.
Es también afortunado, porque nos permite usar informacion adicional para seleccio-
nar, entre todas estas soluciones, una en particular que se ajuste a la situacion bajo
estudio.

Ejemplo é

Supongamos que P(f) = Ce!’ es la poblacion de una colonia de bacterias en el tiempo 7;
que la poblacion en el tiempo ¢ = 0 (horas, h) fue 1000, y ésta después de 1 h se du-
plica. Esta informacion adicional acerca de P(f) nos lleva a las siguientes ecuaciones:

1000 = P(0) = Ce® = C,
2000 = P(1) = Cé.

Por lo que C = 1000 y ¢* igual 2, de modo que k = In 2 = 0.693147. Con este valor
de k la ecuacion diferencial (6) es

dP
Tl (In2)P ~ (0.693147) P.
Al sustituir k = In 2 y C = 1000 en la ecuacion (7) se llega a la solucion particular

P(t) = 1000e™?" = 1000(e™?)" = 1000 - 2" (entonces e"? = 2)

que satisface las condiciones dadas. Podemos usar esta solucidn particular para pre-
decir futuras poblaciones de la colonia de bacterias. Por ejemplo, después de hora y
media (cuando ¢ = 1.5) el niimero de bacterias en la poblacion es

P(1.5) = 1000 - 2°/* ~ 2828. [ |
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C=12 C=6 C=3

FIGURA 1.1.3. Graficas de
P(t)=Cé" conk=1n2.

La condicion P(0) = 1000 en el ejemplo 6 se conoce como condicion inicial
porque con frecuencia escribimos ecuaciones diferenciales para las cuales ¢t = 0 es el
“tiempo inicial”. La figura 1.1.3 muestra diferentes gréficas de la forma P(s) = Ce"
con k = In 2. Las graficas de la infinidad de soluciones de dP/dt = kP de hecho
llenan completamente el plano de dos dimensiones sin que haya dos que se intersecten.
Mas atn, la eleccion de cualquier punto Py en el eje P determina el valor de P(0).
Debido a que una solucidon pasa exactamente a través de cada uno de estos puntos,
vemos que en este caso la condiciodn inicial P(0) = Py determina una solucidn Gnica
de acuerdo con los datos proporcionados.

Modelos matematicos

Nuestra breve presentacion del crecimiento de la poblacion en los ejemplos 5y 6
ilustra el proceso crucial del modelado matemdtico (fig. 1.1.4), el cual involucra lo
siguiente:

1. La formulacion en términos matematicos de un problema del mundo real; esto
es, la construccion de un modelo matematico.
2. El andlisis o solucion del problema matemaético resultante.

3. La interpretacion de los resultados matematicos en el contexto original de la
situacidon del mundo real; —por ejemplo, respondiendo la pregunta postulada
inicialmente.

Situacion del
mundo real

| Formulacién | | Interpretacion |

T

Modelo / Andlisis \ Resultados

P { } >
matematico

\inatemétiay‘ matematicos
FIGURA 1.1.4. Proceso del modelado
matematico

En el ejemplo de la poblacion, el problema en el mundo real es determinar su
namero en un tiempo futuro. Un modelo matematico consiste en una lista de varia-
bles (P y t) que describen la situacion dada, junto con una o mas ecuaciones que
relacionen esas variables (dP/dt = kP, P(0) = P,) que se conocen 0 que se asume
que son ciertas. El analisis matematico consiste en res olver esas ecuaciones (aqui,
para P como una funcion de f). Finalmente, se aplican estos resultados matemati-
cos para tratar de dar una respuesta a la pregunta original en el mundo real.

Como un ejemplo de este proceso, pensemos que la primera formulacion del
modelo matematico consiste en las ecuaciones dP /dt = kP, P(0) = 1000, que descri-
ben la poblacion de bacterias del ejemplo 6. Después nuestro analisis matematico
consiste en encontrar la funcion solucion P(r) = 1000 2" = 1000 - 2! como nuestro
resultado matematico. Para una interpretacion en términos del mundo real —la
poblacion de bacterias— sustituimos ¢ = 1.5 para obtener una prediccion de la po-
blacion de P(1.5) = 2828 bacterias después de 1.5 horas. Si, por ejemplo, esta pobla-
cidn crece bajo condiciones ideales de espacio y alimento ilimitados, nuestra prediccion
puede ser bastante exacta, en cuyo caso concluimos que el modelo matematico es
adecuado para el estudio de esa poblacidn particular

Por otro lado, podemos darnos cuenta de que no hay una solucidn que se ajuste
de manera precisa a la poblacion real que estamos estudiando. Por ejemplo, no exis-
ten valores de las constantes C'y k para las cuales la solucion P(r) = Ce* en la ecua-
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cion (7) pueda describir con precision el crecimiento real de la poblacion humana en
el mundo en los siglos recientes. Debemos concluir que la ecuacion diferencial dP /dt
= kP es inadecuada para modelar la poblacion mundial —Ia cual en décadas recien-
tes se ha “estabilizado” en comparacion con las graficas de ascenso excesivo que se
observan en la parte superior (P > 0) de la figura 1.1.3. Con una mayor perspectiva,
podriamos formular un nuevo modelo matematico incluyendo, tal vez, ecuaciones
diferenciales mas complicadas, como algunas que tomen en cuenta factores tales
como la limitacion en los alimentos o el incremento de la poblacidon en funcion de las
tasas de natalidad y mortalidad. Con este nuevo modelo matematico podemos hacer
el recorrido del diagrama de la figura 1.1.4 en el sentido contrario a las manecillas
del reloj. Si podemos resolver la nueva ecuacion diferencial, obtenemos una nueva
funcion solucion para compararla con la poblacion mundial real. De hecho, un ané-
lisis exitoso de la poblacion puede requerir afinar el modelo matematico, incluso mas
alla de que éste sea confrontado repetidamente con la realidad.

Sin embargo, en el ejemplo 6 simplemente ignoramos cualquier factor de com-
plicacion que pudiera afectar nuestra poblacion de bacterias. Esto hace el anilisis
matematico bastante simple, aunque quiza no tan apegado a la realidad. Un mode-
lo matematico satisfactorio est sujeto a dos requerimientos contradictorios: debe ser
suficientemente detallado para representar con relativa exactitud la situacion real,
también suficientemente simple para hacer practico el analisis matematico. Si el mo-
delo es muy detallado, de tal manera que representa por completo la situacion fisica,
entonces el analisis matematico puede ser dificil de aplicar. Si, por el contrario, el
modelo es muy simple, los resultados pueden ser tan imprecisos que no serian ftiles.
De este modo, hay una inevitable necesidad de equilibrar entre lo fisicamente alcan-
zable y lo matematicamente posible. La construccion de un modelo debe cubrir de
manera adecuada este resquicio entre la realidad y lo posible, el paso méas dificil y
delicado en el proceso. Por otra parte, deben encontrarse los caminos para simplifi-
car el modelo matematicamente sin sacrificar rasgos esenciales de la realidad.

A lo largo de este libro se presentan modelos matematicos. Lo que resta de esta
seccion introductoria estd dedicado a ejemplos simples y terminologia cominmente
usada en la presentacion de las ecuaciones diferenciales y sus soluciones.

Ejemplos y terminologia

Ejemplo 7

Si C es una constante y y(x) = 1/(C — x), entonces

dy _ 1 o
dx  (C—x2 7
si x # C. Entonces
1
- 8
Y@ = a ®)
define una solucion de la ecuacidn diferencial
dy )
- 9
= &)

en cualquier intervalo de nimeros reales que no contenga el punto x = C. En realidad,
la ecuacion (8) define una familia de soluciones de un pardmetro de dy/dx = y*, una
para cada valor de la constante arbitraria o “parametro” C. Con C = 1 obtenemos la
solucion particular

1

y(x) = m

que satisface la condicion inicial y(0) = 1. Como se indica en la figura 1.1.5, esta solu-
cidn es continua en un intervalo (—oo, 1), pero tiene una asintota verticalenx = 1. M
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Ejemplo 8 Verificar que la funcion y(x) = 2x'/> — x!/% In x satisface la ecuacion diferencial

Solucidn

4x%y" 4y =0 (10)
para toda x > 0.
Primero calculamos las derivadas
y'(x) = —%x‘l/z Inx y Y& = %x*/z Inx — %x*S/z.

Entonces la sustitucion en la ecuacion (10) nos lleva a
4x%y" 4y = 4x> (ix—3/2 Inx — %x—3/2) 422 _ 121 =0
si x es positiva, por lo que la ecuacion diferencial se satisface paratodax > 0. M

El hecho de que podamos escribir una ecuacion diferencial no es suficiente
para garantizar que ésta tenga solucion. Por ejemplo, es claro que la ecuacidn dife-
rencial

O +yr=-1 (11)

no tiene solucion (en valores reales), porque la suma de niimeros no negativos no
puede ser negativa. Como una variacion en este tema, notese que la ecuacion

O +y*=0 (12)

obviamente solo tiene la solucidn (en valores reales) y(x) = 0. En los ejemplos ante-
riores cualquier ecuacion diferencial tenfa al menos una solucidn, de hecho tenia
infinidad de soluciones.

El orden de una ecuacion diferencial es el orden de la derivada maés alta que
aparece en ella. La ecuacion diferencial del ejemplo 8 es de segundo orden; las de los
ejemplos 2 al 7 son ecuaciones de primer orden, y

y® + x2y3) + x5y =sen x

es una ecuaciodn de cuarto orden. La forma general de la mayoria de las ecuaciones
diferenciales de orden n con variable independiente x y funcidén desconocida o va-
riable dependiente y = y(x) es

F(x,y,9,y....y") =0, (13)

donde F' es una funcion de valores reales especifica de n + 2 variables.

El uso de la palabra solucion ha sido hasta ahora informal. Para ser precisos,
decimos que la funcidn continua u = u(x) es una solucion de la ecuacion diferencial
(13) en el intervalo I siempre que las derivadas ', u",..., u"” existan en [ y

F (x, uu'u’, .., u(")) =0

para toda x en /. De una manera concisa, podemos decir que u = u(x) satisface la
ecuacion diferencial (13) en 1.

Nota. Recuérdese, del célculo elemental, que una funcién derivable en un
intervalo abierto es necesariamente continua dentro de él. Por eso una funcion conti-
nua puede calificar sdlo como una solucion (derivable) de la ecuacion diferencial en
un intervalo. [ |
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Continuacién

Ejemplo 9
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La figura 1.1.5 muestra las dos ramas “conectadas” de la graficay = 1/(1 — x). La
rama del lado izquierdo es la grafica de una solucion (continua) de la ecuacion dife-
rencial y' = y?, que se define en el intervalo (—1, o). La rama del lado derecho es la
grafica de una soluciodn diferente de la ecuacion diferencial que esta definida (y es
continua) en otro intervalo diferente (1, c0). Asf, la simple formula y(x) = 1/(1 — x) de-
termina realmente dos soluciones diferentes (con diferente dominio de definicion) de
la misma ecuacion diferencial y' = y?. |

y=1/(1-x)

©, 1)

-5 0
X

FIGURA 1.1.5. Solucion de

y' = y? definida
y) = 1/(1 = x).

Y1

J2

Y3

-3 0
X

FIGURA 1.1.6. Las tres soluciones
y1(x) = 3 cos 3x, y2(x) = 2sen 3xy
y3(x) = =3 cos 3x + 2sen3xde la

ecuacion diferencial

Y’ + 9y = 0.

Si Ay B son constantes y
y(x) = Acos 3x + Bsen 3x (14)

entonces dos derivaciones sucesivas nos llevan a

y'(x)=—3Asen3x+ 3 Bcos3x,
y'(x)=—9Acos3x—9 Bsen3x=-9y(x)

para toda x. Consecuentemente, la ecuacion (14) define lo que naturalmente llama-
mos una familia biparamétrica de soluciones de la ecuacion diferencial de segundo
orden

y'+9y =0 (15)

en toda la recta de niimeros reales. La figura 1.1.6 muestra las graficas de varias de
estas soluciones. |

Aunque las ecuaciones diferenciales (11) y (12) son excepciones a la regla
general, veremos que una ecuacion diferencial de orden n comiinmente tiene una
familia de soluciones de n pardmetros —cada una involucra n constantes o parame-
tros arbitrarios—.

Tanto en la ecuacion (11) como en la (12) la forma en que aparece y’, como una
funcién implicitamente definida, causa complicaciones. Por esta razon, normalmente
se asumira que cualquier ecuacidn diferencial puede resolverse en forma explicita
para la derivada de mayor orden que aparezca; esto es, que la ecuacion pueda ser
escrita en la conocida forma normal

Yy =G (x,y, v,y "), (16)

donde G es una funcidon de valores reales de n + 1 variables. Ademas, siempre se
buscarén estos valores, a menos que se advierta al lector lo contrario.

Todas las ecuaciones diferenciales antes mencionadas son ecuaciones diferen-
ciales ordinarias, lo que significa que la funcion desconocida (variable dependiente)
depende de una sola variable independiente. Si la variable dependiente es una
funcion de dos o méas variables independientes, entonces apareceran derivadas par-
ciales; si es asf, la ecuacion se llama ecuacidn diferencial parcial. Por ejemplo, la
temperatura u = u(x, f) de una barra uniforme en el punto x en el tiempo ¢ satisface
(bajo condiciones apropiadas) la ecuacion diferencial parcial

du _ 9%u
ar  oax%’

donde k es una constante (llamada la difusividad térmica de la barra). En los capitu-
los 1 al 8 solo se abordaran ecuaciones diferenciales ordinarias y nos referiremos a
ellas simplemente como ecuaciones diferenciales.
En este capitulo nos concentraremos en las ecuaciones diferenciales de primer
orden de la forma
dy
—— = fx, ). a7
dx
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También expondremos un amplio rango de aplicaciones de estas ecuaciones. Cabe
sefhalar que un modelo matematico tipico aplicado a una situacion real serd un pro-
blema de valor inicial, que consiste en una ecuacion diferencial de la forma presen-
tada en (17), aunado a con una condicion inicial y(xy) = y,. Notese que llamamos a
¥(xg) = yo una condicion inicial, sea 0 no xy = 0. Asf, resolver el problema de valor
inicial

d
> d—y = (), () = Yo (18)
X

significa encontrar una funcidn derivable y = y(x) que satisfaga ambas condiciones
de la ecuacidn (18) en alglin intervalo que contenga x.

Ejemplo 10

Solucidn
5 |
|
y=2/(3 - 2x) |
(1291
1x=312
'»\0‘_/ !
I
|
12,2
|
|
I
_5 I
5 0 5

X

FIGURA 1.1.7. Solucién de
y' = y? definida por
y(x) =2/(3 — 2x).

m Problemas

Dada la solucion y(x) = 1/(C — x) de la ecuacion diferencial dy /dx = y? presentada
en el ejemplo 7, resolver el problema de valor inicial

dy ’
— =y, 1) =2.
=Y y(D)

Sélo necesitamos encontrar un valor de C tal que la solucion y(x) = 1/(C — x) satis-
faga la condicidn inicial y(1) = 2. Sustituyendo los valores x=1y y=2 en la solucion
dada, obtenemos

2=y = cC—1

asf, 2C — 2 = 1, y por tanto C = % Con este valor de C se obtiene la solucion
deseada

oo 2
x) = = .
Y Tox T 3-x

La figura 1.1.7 muestra las dos ramas de la grafica y = 2 /(3 — 2x). La rama del lado
izquierdo es la grafica en (—oo, %) de la solucion del problema de valor inicial
dado y’ = y?, y(1) = 2. La del lado derecho pasa a través del punto (2, —2) y es por
tanto la grafica en (%, oo) de la solucion de otro problema de valor inicial definido
comoy' = y% y(2) = —2. [ |

La pregunta central de mayor interés es: si nos dan una ecuacidon diferencial
sabiendo que tiene una solucidon que satisface una condicidn inicial dada, ;como
encontrar o calcular esa solucion? Y, una vez encontrada, ;qué podemos hacer con
ella? Veremos que, pocas técnicas relativamente simples —separacion de variables
(seccidn 1.4), solucidn de ecuaciones lineales (seccion 1.5), métodos elementales de
sustitucion (seccidon 1.6)— son suficientes para resolver una variedad de ecuaciones
de primer orden con aplicaciones impresionantes.

En los problemas 1 al 12 verificar, por sustitucion, que cada
una de las funciones dadas es una solucion de la ecuacion di-
ferencial dada. En estos problemas, las primas significan la

derivada respecto de x.
1Ly =3x%y=x%+7
.Y +2y=0; y=3e*

-3x

2
3. y'+4y=0;y, =cos2x,y, =
4

Ly =9y =et ;m=e

X X

y' =y+2e N y=e"- e

Y'+4y +4y=0;y,=e >, y, =xe ¥

vy’ =2y +2y=0;y; =e*cosx,y, =e senx

y"+y =3 cos 2x,y; = cosXx—cos2x,y, = senx—cos 2:
1

1+ x2

L XA AW

y' +2xy?=0;y=
sen 2x |
10. x2y"+xy'- y=Inx;y, =x-Inx,y,=——Inx

X
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1 Inx
2 e
12. X2y" —xy' +2y=0;y, = xcos(lnx),yz =xsen(In x)

11. 2y”"+5xy’ +4y =0;y, =

En los problemas 13 al 16 sustituir y = €' dentro de la ecuacion
diferencial dada para determinar todos los valores de la constan-
te v, para los cuales y = €™ es una solucion de la ecuacion.

13. 3y’ =2y
15. y"+y' = 2y=0

14. 4y" =y
16. 3y"+3y'—4y=0

En los problemas 17 al 26 verificar primero que y(x) satisface
la ecuacion diferencial dada. Después determinar un valor
de la constante C, tal que y(x) satisfaga la condicion inicial
dada. Usar una computadora o calculadora grdfica (si se de-
sea) para trazar varias soluciones de la ecuacion diferencial
dada, y destacar la que satisfaga la condicion inicial.

17. y'+ y=0; y(x) = Ce™", y(0) =2

18. y'=2y;y(x)=Ce?, y(0)=3
19.y7y+1y() Ce —ly(O):

20. y'=x- y;y(x)=Ce "+ x- 1,y(0)= 10
21.y+3xy Oy() e, y(0)=7

22. ¢ 5 »y(x) = In(x+ ) y(0)=0

23. xd—y+3y 2x% y(x)=1x°+Cx73,y(2) =1
24. xy' - 3y=x%y(x)=x3(C+ Inx),y(1)= 17
25. y'=3x2(y*+ 1); y(x)=tan(x*+ C), y(0)= 1
26. y'+ ytanx= cosx; y(x)= (x+ C)cosx, y(m)=

En los problemas 27 al 31 una funciony = g(x) se describe por
alguna propiedad geométrica de su grdfica. Escriba una ecua-
cion diferencial de la forma dy/dx = f(x, y) que tenga la
funcion g como su solucion (o como una de sus soluciones).

27. La pendiente de la grafica de g en el punto (x, y) es la
sumadexy y.

28. La linea tangente a la grafica de g en el punto (x, y) corta
el eje de las x en el punto (x/2, 0).

29. Toda linea recta normal a la grafica de g pasa a través del
punto (0, 1). Proponga: ;coémo seria la grafica de la fun-
cion g?

30. La grafica de g es normal a toda curva de la formay = x
+ k (siendo k constante) en el punto donde se encuentran.

31. La linea tangente a la grafica de g en (x, y) pasa a través
del punto (—y, x).

2

En los problemas 32 al 36 escribir —en la forma de las ecua-
ciones (3) a la (6) de esta seccion— una ecuacion diferencial
que sea un modelo matemdtico de la situacion descrita.

32. Larazdn de cambio respecto del tiempo de una poblacion
P es proporcional a la raiz cuadrada de P.

33. Larazdn de cambio respecto del tiempo de la velocidad v
de un barco costero es proporcional al cuadrado v.

34. Laaceleracion dv /dt de un Lamborghini es proporcional
a la diferencia entre 250 km /h y la velocidad del auto-
movil.

35. En una ciudad con una poblacion fija de P personas, la
razdn de cambio respecto del tiempo de un niimero N de
personas que han escuchado cierto rumor es proporcional
al nimero de ellas que atn no lo han escuchado.

36. En una ciudad con una poblacion fija de P personas, la
razdn de cambio respecto del tiempo de un ntimero N de
personas infectadas con cierta enfermedad contagiosa es
proporcional al producto del nimero de aquellas que tie-
nen la enfermedad y al niimero de las que no la tienen.

En los problemas 37 al 42 determinar por inspeccion al menos
una solucion de la ecuacion diferencial dada. Esto es, aplicar
el conocimiento sobre derivadas para hacer una suposicion
inteligente, y posteriormente probar su hipotesis.

37. y"=0 38. y=y
39. xy'+ y=3x2 40. (y')2+y?=1
41. y'+ y=¢" 42. y"+y=0

43. (a) Si k es una constante, mostrar que una solucion gene-
ral (de un parametro) de la ecuacion diferencial

== kx?
dt

esta dada por x(t)
constante arbitraria.

(b) Determinar por inspeccion una solucion del problema
de valor x’ = kx?, x(0) = 0.

44. (a) Continuando con el problema 43, asumir que k es po-

sitiva y disefar graficas de soluciones de x' = kx* para
varios valores positivos de x(0).

(b) ;Como difieren estas soluciones si la constante k es
negativa?

45. Considérese que una poblacion de P roedores satisface la
ecuacion diferencial dP /dt = kP?. Inicialmente, hay P(0)
= 2 roedores, y su nimero se va incrementando a razon de
dP /dt = 1 roedores por mes cuando hay P = 10 individuos.
( Cuéanto tiempo tomara a esta poblacion crecer a un ciento
de roedores? ; A un millar? ;Qué esta sucediendo aqui?

46. Supongase que la velocidad v de un barco costero en el
agua satisface la ecuacion diferencial dv /dt = kv?. La ve-
locidad inicial de la embarcacion es v(0) = 10 metros/
segundo (m/s), y v disminuye a razon de 1 m/s* cuando
v = 5m/s. ;Cuanto tiempo transcurrira para que la velo-
cidad del barco disminuya a 1 m/s? CA
se detiene el barco?

47. En el ejemplo 7 vimos que y(x) = 1/(C — x) define una
familia monoparamétrica de soluciones de la ecuacidn
diferencial dy /dx = y?. (a) Determinar un valor de C tal
que y(10) = 10. (b) ;Existe un valor de C tal que y(0) = 0?
No obstante, por inspeccion, ;se puede encontrar una
solucion de dy/dx = y? tal que y(0) = 07? (¢) La figura
1.1.8 muestra las graficas de las soluciones de la forma
y(x) = 1/(C — x) (Estas curvas solucion llenan todo el
plano x, y? ;Se podria concluir que, dado cualquier pun-
to (a, b) en el plano, la ecuacion diferencial dy/dx = y2
tiene exactamente una solucidn y(x) que satisface la con-
dicion y(a) = b?

= 1/(C — kt), donde C es una

m/s? ;Cuéndo
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3C:—2 C=-1C=0 C=1C=2 C=3
T T

FIGURA 1.1.8. Grificas de las soluciones de la
2

ecuacion dy/dx = y*.
(a) Mostrar que y(x) = Cx* define una familia monopara-
métrica de soluciones derivables de la ecuacion diferen-
cial xy’ = 4y (fig. 1.1.9). (b) Mostrar que

@) = -x* six<o
y xt six>0

100
80 =
60 = g
40 =
20 = -

= 0
—20 - -
—40 L
—60 - .
_80 |

0SS T 01 2 3 4 s

X

FIGURA 1.1.9. Griéfica de y = Cx* para diferentes
valores de C.

define una solucion derivable de yx' = x* para toda x, pero
no es de la formay(x) = Cx*. (c) Dados dos nimeros rea-
les cualesquiera a y b, explicar por qué —en contraste con
lo propuesto en el inciso (c) del problema 47— existe un
namero infinito de soluciones derivables xy’ = 4y que sa-
tisfacen todas las condiciones y(a) = b.

m Integrales como soluciones generales y particulares

La ecuacion de primer orden dy/dx = f(x, y) toma una forma especialmente simple
si el lado derecho de la funcidn f no involucra en realidad a la variable dependiente

¥; asf,

>

dy
o f (). (1

En este caso especial sdlo se necesita integrar ambos lados de la ecuacion (1) para

obtener

>

y(x):/f(x)dx—l—C. )

Esta es una solucion general de la ecuacion (1), lo que significa que involucra una
constante arbitraria C, y cada seleccion de C es una solucion de la ecuacion diferencial
en (1). Si G(x) es una antiderivada particular de f —esto es, si G'(x) = f(x)—,

entonces

y(x)=Gx)+C. 3)

Las gréficas de cualesquiera de estas dos soluciones y;(x) = G(x) + C;y y»(x)
= G(x) + C, en el mismo intervalo I son “paralelas” en el sentido ilustrado por las
figuras 1.2.1 y 1.2.2, donde vemos que la constante C es geométricamente la distan-
cia vertical entre las dos curvas y(x) = G(x) y y(x) = G(x) + C.

Para satisfacer una condicion inicial y(xy) = y, s6lo es necesario sustituir x = x;
y ¥y = yp en la ecuacion (3) a fin de obtener y, = G(xy) + C, tal que C = yg — G(xgp).
Con esta eleccion de C se obtiene la solucion particular de la ecuacion (1) que sa-
tisface el problema de valor inicial.

>

= f(x), yxo) = yo.
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6 T T T T
c=-1 C=4
c== 4 _/\/ c=2 y
2 {:o\//\/‘
-0 C=—2N\_
SN N\
C=-4

—4 | I I | | | —6 1 1 1 1

-4 -3 -2-1 0 1 2 3 4 -6 -4 =2 0 2 4 6
X X
FIGURA 1.2.1. Gréficas de FIGURA 1.2.2. Gréficas de

y = senx + C para diferentes
valores de C.

y = 1x?+ C para diferentes
valores de C.

Veremos que éste es el patron comin para la solucidon de ecuaciones diferencia-
les de primer orden. Regularmente se encuentra primero una solucion general que
involucra una constante arbitraria C. También se puede intentar obtener, para alguna
eleccion apropiada de C, una solucion particular que satisfaga la condicion inicial
y(xo) = yo dada.

Nota. De la forma en que se emplea el término en el parrafo anterior, una
solucion general de una ecuacion diferencial de primer orden es simplemente una fa-
milia monoparamétrica de soluciones. Una pregunta natural es: ;cuando una solu-
cidn general contiene cualquier solucion particular de la ecuacion diferencial? Cuando
se sabe que esto es verdad, la llamamos la solucion general de la ecuacion diferen-
cial. Por ejemplo, debido a que cualesquiera dos antiderivadas de la misma funcion
f(x) pueden diferir sdlo por una constante, se concluye entonces que toda solucion de
la ecuacion (1) es de la forma (2). Asf, la ecuacion (2) sirve para definir la solucion
general de (1).

Solucidn

-6 -4 =2 0 2 4

FIGURA 1.2.3. Curvas solucion
de la ecuacion diferencial del
ejemplo 1.

Resolver el problema de valor inicial

dy
= =2 3,
Ir X +

y(1) = 2.

Al integrar ambos lados de la ecuacion diferencial como en la ecuacion (2), inmedia-
tamente se llega a la solucion general

y(x):/(2x+3)dx=x2+3x+C.

La figura 1.2.3 muestra la grafica de y = x> + 3x + C para diferentes valores de C.
La solucion particular que se busca corresponde a la curva que pasa a través del pun-
to (1, 2) satisfaciendo por tanto la condicidn inicial

y()=M?*+3-(1)+C =2.
Se concluye entonces que C = —2, por lo que la solucion particular es

y(x)=x2+3x—2. u
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Ecuaciones de segundo orden. La observacidon de que la ecuacion especial de
primer orden dy/dx = f(x) tiene solucion (dado que se puede encontrar una antide-
rivada de f) se extiende a las ecuaciones diferenciales de segundo orden de la forma

especial
2

d—xﬁ = g(x). )

en la cual la funcidon g del lado derecho de la ecuacidon no involucra ni la variable
dependiente y ni tampoco su derivada dy/dx. Simplemente se integra una vez para
obtener

dy

- = /y”(x)dx = /g(x) dx = G(x) + Cy,
dx

donde G es una antiderivada de g, y C; es una constante arbitraria. Entonces una
nueva integracion nos lleva a

o) =fy/(x>dx =/[G(x)+61] dx =/G(x)dx+c1x+c2,

donde C, es una segunda constante arbitraria. En efecto, la ecuacion diferencial de
segundo orden en (4) se puede obtener resolviendo sucesivamente las ecuaciones
de primer orden

dv dy
o =gx) vy Ir = v(x).

Velocidad y aceleracion

Una integracion directa es suficiente para permitirnos resolver un importante nimero
de problemas relativos al movimiento de una particula (o punto masa) en términos de
las fuerzas que act@ian sobre ella. El movimiento de una particula a lo largo de una
linea recta (el eje x) es descrito por su funcion posicion

x = f(1) (5)

conociendo su coordenada en el eje x para el 7. La velocidad de la particula se define
como

, dx
> v(t) = f'(t); estoes, v= PR (6)
Su aceleracion a(?) es a(t) = v'(¢) = x"'(¢); en notacidn Leibniz,
dv d*x
“Tar T ar @

La ecuacion (6) puede aplicarse en forma de integral indefinida x(¢) = [v(#)dr
o en forma de integral definida

x(1) = x(1) +/tv(s>ds,

o

la cual se reconocera como un postulado del teorema fundamental de calculo (preci-
samente porque dx/dy = v).
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La segunda ley de movimiento de Newton dice que si una fuerza F'(¢) actia en
una particula y ésta la dirige a lo largo de su linea de movimiento, entonces

®)

ma(t) = F(t); estoes, F =ma,

donde m es la masa de la particula. Si se conoce la fuerza F, entonces la ecuacion
x"(t) = F(¢) /m se puede integrar dos veces para encontrar la funcion posicion x(7) en
términos de sus dos constantes de integracion. Estas dos constantes arbitrarias son
frecuentemente determinadas por la posicion inicial x, = x(0) y la velocidad inicial
Vo = v(0) de la particula.

Aceleracion constante. Por ejemplo, supdngase que la fuerza F, y por tanto la
aceleracion a = F /m, son constantes. Entonces iniciamos con la ecuacion

dv
— =ga (aes unaconsonante) ©))
dt

e integrando ambos lados de la ecuacion, se obtiene

v(t):/adt:at+C1.

Se sabe que v = vy cuando ¢ = 0, y la sustitucion de esta informacion dentro de la
ecuacion anterior nos lleva al hecho de que C; = vg. Asi

v(t) = d_x = at + vy. (10)
dt
Una segunda integracion da como resultado
x(t) = / v(t)dt = /(at + vo) dt = Sar® + vt + Cs,
y la sustitucion de ¢t = 0, x = xy hace que C, = x,. Por tanto,
x(t) = at® + vot + xo. (11)

De este modo, con la ecuacion (10) es posible encontrar la velocidad, y con la
ecuacion (11) la posicion de la particula en cualquier tiempo ¢ en términos de su
aceleracion constante a su velocidad inicial v y su posicidn inicial x;.

Una nave lunar esta cayendo libremente en la superficie de la Luna a una velocidad
de 450 metros por segundo (m/s). Cuando se activan sus retropropulsores, se logra
una desaceleracion constante de 2.5 metros por segundo en cada segundo (m/sz) (se
asume que la aceleracion gravitacional producida por la Luna est4 incluida en la
desaceleracion dada). ;A qué altura, por encima de la superficie lunar, deberan acti-
varse sus retropropulsores para asegurar un “alunizaje suave” (v = 0 impacto)?
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Solucion  Sea x(t) la altura de la nave lunar encima de la superficie, como se indica en la figu-

4
Superficie lunar

FIGURA 1.2.4. Nave lunar del
ejemplo 2.

ra 1.2.4, donde ¢ = 0 denota el tiempo en el cual los retropropulsores deben ser
encendidos. Entonces vy = —450 (m/s negativo debido a que la altura x(¢) esta dis-
minuyendo), y a = +2.5, porque un empuje hacia arriba aumenta la velocidad v
(aunque decrece la velocidad absoluta |v|). Entonces las ecuaciones (10) y (11) nos
llevan a

v(t) = 2.5t — 450 (12)

x(t) = 1.25¢* — 450t + xo, (13)

donde x es la altura de la nave por encima de la superficie lunar en el tiempo ¢t = 0
cuando los retropropulsores deben ser activados.

A partir de la ecuacidon (12) se observa que v = (0) (alunizaje suave) ocurre
cuando 7 = 450/2.5 = 180 s (esto es, 3 minutos); entonces la sustitucion de ¢ = 180,
x = 0 dentro de la ecuacidn (13) admite que

xo = 0 — (1.25)(180)* + 450(180) = 40,500

metros, —esto es, que xp = 40.5 km = 25% millas—. Por tanto, los retropropulsores
deberan activarse cuando la nave esté a 40.5 km por encima de la superficie de la
Luna, y ésta debera tocar suavemente la superficie lunar después de 3 minutos de
descenso desacelerado. |

Unidades fisicas

El trabajo numérico requiere unidades para la medicion de cantidades fisicas como la
distancia y el tiempo. Algunas veces se utilizan unidades ad hoc —tales como dis-
tancia en millas o en kilometros, y el tiempo en horas— en casos especiales (como
en alglin problema que involucre un viaje en auto). Sin embargo, los sistemas de
unidades fps (pie-libra-segundo, por sus siglas en inglés) y mks (metro-kilogramo-
segundo) generalmente se usan mas en problemas cientificos y de ingenieria. De
hecho, las unidades fps son cominmente utilizadas s6lo en Estados Unidos (y en
algunos cuantos paises), mientras que las unidades mks constituyen el sistema inter-
nacional de unidades cientificas estandar.

unidades fps unidades mks

Fuerza libra (Ib) newton (N)
Masa slug kilogramo (kg)
Distancia pie (ft) metro (m)
Tiempo segundo (s) segundo (s)

g 32 ft/s? 9.8 m/s?

La @ltima linea de la tabla proporciona los valores para la aceleracion gravitacio-
nal g en la superficie de la Tierra. Aunque estos valores aproximados seran suficientes
para la mayorfa de ejemplos y problemas, valores mas precisos son 9.7805 m /s> y
32.088 ft/s2 (a nivel del mar y en el Ecuador).

Ambos sistemas son compatibles con la segunda ley de Newton F' = ma. Asf,
1 N es (por definicion) la fuerza requerida para transmitir una aceleracion de 1 m /s
a una masa de un kilogramo. De manera similar, 1 slug es (por definicion) la masa
que experimenta una aceleracion de 1 ft/s* bajo la accion de la fuerza de una libra.
(Se utilizaran unidades mks en todos los problemas que requieran unidades de masa
y muy ocasionalmente slugs.)
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Pulgadas y centimetros (asi como millas y kilometros) también son comiin-
mente usados en la descripcion de distancias. Para conversiones de unidades entre
fps y mks conviene recordar que

1 pulgada = 2.54 cm (exactamente) y 1 libra (Ib) = 4.448 N.
Por ejemplo,
1 ft = 12 pulgadas X 2.54 —M_ = 30.48 cm,

pulgadas
y por tanto

1 milla (mi) = 5280 ft X 30.48 % = 160934.4 cm = 1.609 km.

Por tanto, una sefal de limite de velocidad en Estados Unidos de 50 mi/h significa
—en términos internacionales— que el maximo de velocidad legal es mas o menos
de 50 X 1.609 = 80.45 km /h.

Movimiento vertical y aceleraciéon gravitacional

El peso W de un cuerpo es la fuerza de la gravedad ejercida sobre el cuerpo. Asi, la
sustitucion de a = gy F = Wen la segunda ley de Newton F' = ma resulta en

W =mg (14)

para el peso W de la masa m en la superficie de la Tierra (donde g = 32 ft /s2 =98
m/s?). Por ejemplo, una masa de m = 20 kg tiene un peso de W = (20 kg)(9.8 m/s?)
=196 N. De forma analoga, una masa m pesando 100 libras tiene un peso en el sis-
tema mks de

W = (100 1b)(4.448 N/1b) = 444.8 N,

de tal manera que su masa es

w 444 8 N
P20 N 4sane
g 9.8m/s?

Para estudiar el movimiento vertical es natural escoger el eje y como el sistema
coordenado para posicion, donde frecuentemente y = O corresponde al “nivel del
piso”. Si se selecciona la direccion hacia arriba como positiva, entonces el efecto de
la gravedad en un movimiento vertical del cuerpo es para disminuir su altura y tam-
bién su velocidad v = dy/dt. En consecuencia, si se ignora la resistencia del aire,
entonces la aceleracion a = dv /dt del cuerpo esta dada por

> dv _ 15
TR (15)

Esta ecuacion de aceleracidon proporciona un punto de inicio en muchos problemas

que involucran un movimiento vertical. Integraciones sucesivas [como en las ecua-
ciones (10) y (11)] nos llevan a formulas de velocidad y de altura

v(1) = —gr + vy (16)

y(1) = —381% + vot + yo. (17)

Aqui y, representa la altura inicial del cuerpo (r = 0) y v, su velocidad inicial.
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ejey
Vg
}_ﬂ)s
(=a,0) (a,0)
| | eje x
Vg
o
Us
FIGURA 1.2.5. Problema del
nadador (ejemplo 4).

(a) Supongase que una pelota se lanza verticalmente hacia arriba desde el piso (yy = 0)
con una velocidad inicial v, = 96 (ft/s, por tanto usamos g = 32 ft /s> en unidades fps).
La pelota alcanza su altura maxima cuando su velocidad [ecuacion (16)] es cero.

v(t) = =32t +96 =0,

y de este modo, cuando ¢ = 3 s. En consecuencia, la altura maxima que alcanza la
pelota es

y(3)=—1-32.32496-3 40 = 144 (f9)

[con ayuda de la ecuacion (17)]

(b) Si se dispara una flecha en linea recta hacia arriba con una velocidad inicial vy =
49 (m /s, por tanto usamos g = 9.8 m/s? en unidades mks), entonces ésta regresa al
piso cuando

y(t) = —% -(9.8)12 + 49t = (4.9)t(—t + 10) = 0,
después de 10 s de permanecer en el aire. |

Problema del nadador

La figura 1.2.5 muestra un rio de w = 2a de ancho que fluye hacia el norte. Las
rectas x = * g representan las orillas del rio y el eje y su centro. Supdngase que la
velocidad vg a la cual el agua fluye se incrementa conforme se acerca al centro del
rio, y en realidad est4 dada en términos de la distancia x desde el centro por

2
szw(L—%). (18)

Se puede utilizar la ecuacion (18) para verificar que el agua fluye méas rapido en el
centro, donde v = v, y que vz = 0 en cada orilla del rio.

Supdngase que un nadador inicia en el punto (—a, 0) de la orilla oeste y nada
hacia el este (en relacidon con el agua) con una velocidad constante vg. Como se in-
dica en la figura 1.2.5, su vector de velocidad (relativo al cauce del rio) tiene una
componente horizontal vg y una componente vertical vg. En consecuencia, el angulo
de direccion o del nadador esta dado por

v

R
tano = —.
Us

Sustituyendo en (18), debido a que tan & = dy/dx, se obtiene la ecuacion dife-

rencial

2

dy vy x (19)
dx g a?

para la trayectoria del nadador y = y(x) conforme éste cruza el rio.

Ejemplo 4

Supongase que el rio tiene 1 mi de ancho y la velocidad en su parte central vy = 9 mi/h.
Si la velocidad del nadador es vg = 3 mi /h, entonces la ecuacion (19) toma la forma

dy 2
— =3(1 —4x°).
dx ( )

La integracion resulta en

y(X) Z/(3—12x2)dx :3x—4x3+c
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para la trayectoria del nadador. La condicion inicial y(—%) =0 haceque C =1, y asi

Entonces

v(3)=3()

y(x) =3x —4x> + 1.

—4(1)’+1=2,

asi que el nadador es llevado por la corriente 2 mi abajo, mientras que él nada 1 mi a

lo largo del rio.

m Problemas

En los problemas 1 al 10 encuentre la funcion y = f(x) que
satisfaga la ecuacion diferencial dada y la condicion inicial
prescrita.

dy

1. = =2x+1;y(0)=3
dx
d
2. 2o x-2hy0 =1
dx
d
3.2 - iy =0
dx
dy 1
4. == = —;y(DH)=5
i y(D)
dy 1
5.7:7; 2:—
I > y(2)
d
6. d—y — x /X219 y(—4) =0
X
dy 10 dy
dx x2+1 y©0) dx cos 2x; y(0)
dy 1 dy
9. L — . y0)=0 10. - =xe*;y(0) =1
I T y(0) I = xe ¥(0)

En los problemas 11 al 18, encuentre la funcion de posicion
x(t) de una particula moviéndose con una aceleracion dada
a(t); considere como posicion inicial xy = x(0), y como veloci-
dad inicial vy = v(0).

11. a(t) = 50, vy = 10, xo =20
12. a(t) =—20,vy=—15,x =5
13. a(t)
14. a(t)
(1)
(1)

3t,v0= 5,x0=0
21"1‘1’1)()— 7X0:4
4(

15. a(t) = [+3) Uoz_l Xo—l
1

16. a(t) = m,v():_l,X()zl
1

17. a(t) = i+ 1) ,0 =0,x0=0

18. a(t) = 50 sen 5¢,v9 =—10,x0 =8

En los problemas 19 al 22, una particula inicia su recorrido en
el origen y viaja a lo largo del eje x con una funcion de veloci-
dad v(t) cuya grdfica se muestra en las figuras 1.2.6 a la 1.2.9.
Trace la grdfica de la funcion para la posicion que resultante
x(¢) en el intervalo 0 =t = 10.

(.5

A
FIGURA 1.2.6. Grifica de la funcion
para la velocidad v(¢) del problema 19.

20. 10

8t S . i

s

R R
FIGURA 1.2.7. Griafica de la funcion
para la velocidad v(#) del problema 20.

s

T R R
FIGURA 1.2.8. Gréfica de la funcion

para la velocidad v(r) del problema 21.
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25.

26.

217.

28.

29,

30.

31.
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10

8t . P o " i

3,5 ,5)

o E e v w
FIGURA 1.2.9. Grifica de la funcion

para la velocidad v(¢) del problema 22.

(Cual es la altura maxima obtenida por la flecha en el in-
ciso (b) del ejemplo 3?

Se lanza una pelota desde la parte superior de un edificio
de 400 ft de altura, ;cuanto tiempo le tomara llegar al
piso? ;Con qué velocidad la pelota golpea el piso?

Se aplican los frenos a un auto cuando se estd moviendo a
una velocidad de 100 km /h provocando una desaceleracion
constante de 10 metros por segundo al cuadrado (m/s?).
(Cuanta distancia viaja antes de detenerse?

Se dispara un proyectil en linea recta hacia arriba con una
velocidad inicial de 100 m /s desde la parte superior de un
edificio de 20 m de altura, y luego cae al piso en la base
del edificio. Encontrar (a) su altura maxima en referencia
con el piso; (b) ;cuédndo pasa la parte superior del edifi-
cio?; (c) su tiempo total en el aire.

Se lanza una pelota en linea recta hacia abajo desde la
parte superior de un edificio alto. La velocidad inicial de
la pelota es de 10 m/s. Golpea el piso con una velocidad
de 60 m/s, ;qué tan alto es el edificio?

Se lanza una bola de beisbol en linea recta hacia abajo con
una velocidad inicial de 40 ft/s desde la parte superior del
monumento a Washington (555 ft de altura). ;Cuéanto tar-
da la pelota en alcanzar el piso, y con qué velocidad lo
golpea?

Un automovil diesel acelera gradualmente, de tal manera
que para los primeros 10 s la aceleracion esta dada por

dv _ (0.12)1> 4+ (0.6)r  (ft/s?).
dt
si el auto parte de la posicion de reposo (xo = 0, vy = 0),
encontrar la distancia que ha recorrido al final de los pri-
meros 10 s y su velocidad en ese tiempo.
Un auto, viajando a 60 mi/h (88 ft/s), patina 176 ft des-
pués de frenar repentinamente. Bajo la consideracion de
que el sistema de frenos proporciona una desaceleracion
constante, ;cudl es esa desaceleracion?, ;por cuanto tiem-
po patina el vehiculo?
La marca del patinado dejada por un automovil indica
que sus frenos fueron aplicados completamente a una
distancia de 75 m antes de que se detuviera. Se sabe que
el carro en cuestion tiene una desaceleracion constante de
20 m /s2 bajo estas condiciones, ;qué tan rapido —en
km /h— viajaba el vehiculo al momento en que se aplica-
ron los frenos?

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

Supdngase que un auto se mueve a una velocidad de
50 km /h, aplica sus frenos y patina 15 m. Considerando
que el vehiculo tiene una desaceleracion constante, ;qué
tan lejos patinara si se mueve a 100 km /h cuando se apli-
can los frenos?

En el planeta Gzyx una bola lanzada desde una altura de
20 ft golpea el piso en 2 s. Si la bola se lanza desde la parte
mas alta de un edificio de 200 ft en Gzyx, ;cuanto tiempo
le tomaré golpear el piso?, ;con qué velocidad lo golpeara?
Una persona puede arrojar una bola en linea recta hacia
arriba desde la superficie de la Tierra a una altura maxima
de 144 ft, ;qué tan alto podria arrojar esta misma persona
la bola en el planeta Gzyx del problema 337

Se lanza una piedra, desde la posicion de reposo, a una
altura inicial & arriba de la superficie de la Tierra.
Mostrar que la velocidad con la cual golpea el piso es
v =4/2gh.

Supodngase que una mujer tiene suficiente “rebote” en sus
piernas para saltar (en la Tierra) desde el piso hasta una
altura de 2.25 ft. Si salta en linea recta hacia arriba con la
misma velocidad inicial en la Luna —donde la aceleracion
gravitacional en la superficie es (aproximadamente) de 5.3
ft /s>—, ;qué altura alcanzara esta mujer?

Al mediodia un auto inicia un recorrido en linea recta con
una aceleracion constante desde el punto de reposo A has-
ta el punto B. Si el vehiculo llega al punto B a las 12:50
P.M. con una velocidad de 60 mi/h, ;cudl es la distancia
entre Ay B?

Al mediodfa un auto inicia un recorrido en linea recta con
una aceleracion constante desde el punto de reposo A,
hasta el punto C, 35 mi adelante. Si el auto, con acelera-
cion constante, llega al punto C con una velocidad de 60
mi /h, ;qué tiempo le toma llegar hasta alli?

Sia = 0.5 miy vy = 9 mi/h, como en el ejemplo 4, ;cuél
debe ser la velocidad del nadador v, para que la corriente
lo arrastre s6lo una milla aguas abajo al cruzar el rio?
Sia=0.5mi, vy =9 mi/hyv; =3 mi/h como en el
ejemplo 4, pero la velocidad del rio esta dada por la fun-
cion de cuarto grado

x4
Vp = Vg (1 - E)

en lugar de la funcidn cuadratica en la ecuacion (18). En-
cuentre ahora a qué distancia aguas abajo es llevado el
nadador al cruzar el rio.

Se lanza una granada desde un helicoptero suspendido a
una altura de 800 ft arriba del piso. Desde el piso, directa-
mente bajo el helicoptero, se dispara un proyectil en linea
recta hacia la granada, exactamente 2 s después de que
ésta fue soltada. ;Con qué velocidad inicial debe disparar-
se el proyectil para que alcance la granada a una altitud de
exactamente 400 ft?

Un vehiculo espacial en caida libre hacia la superficie de
la Luna viaja a una velocidad de 1000 mph(mi/h). Sus
retropropulsores, cuando arrancan, proporcionan una des-
aceleracion constante de 20,000 mi/hZ. ;A qué altura por
encima de la superficie lunar deben los astronautas arran-
car los retropropulsores para asegurar un contacto suave?
(Como en el ejemplo 2, ignorar el campo gravitacional de
la Luna).



43. Elviento desde el Sol, de Arthur Clark (1963), describe a

Diana, un vehiculo espacial impulsado por el viento solar.
Su vela aluminizada le proporciona una aceleracion cons-
tante de 0.001g = 0.0098 m/sz. Supodngase que este ve-
hiculo espacial inicia su movimiento partiendo del reposo
en el tiempo ¢ = 0, y simultdneamente dispara un proyec-
til (hacia delante, en linea recta en la misma direccion)
que viaja a un décimo de la velocidad de la luz ¢ = 3 X
10 m /s. (Cuanto le tomari a la nave espacial alcanzar al
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44. El conductor de un auto involucrado en un accidente sos-

tenfa que iba solamente a 25 mph. Cuando la policia pro-
bo su vehiculo y aplico los frenos del automdvil a 25 mph,
éste patind solo 45 ft antes de detenerse. Pero las marcas
del patinado medidas en la escena del accidente eran de
210 ft. Asumiendo la misma desaceleracidon (constante),
determinar la velocidad a la que viajaba el conductor an-
tes del accidente.

proyectil y cuanto habré viajado hasta entonces?

Isoclinas y curvas solucién

(e, 1)

(2, y2)

|v3)

FIGURA 1.3.1. Curva solucion
para la ecuacion diferencial
y' = x — y junto con las lineas
tangentes con
* pendiente m; = x; — y; enel
punto (xy, y);
* pendiente m, = x, — y, enel
punto (x, y2);
* pendiente m; = x3 — y; enel
punto (x3, y3).

Considere la ecuacidn diferencial de la forma

d
> d—y = f(x.y) (1)
X

donde la funcion del lado derecho f(x, y) depende tanto de la variable independiente x
como de la variable dependiente y. Se Podria pensar en integrar ambos lados de (1)
con respecto de x, y por tanto escribir y(x) = [ f(x, y(x))dx + C. Sin embargo, este
enfoque no conduce a la solucion de la ecuacion diferencial, porque la integral indi-
cada involucra la misma funcion y(x) desconocida, por tanto, no puede ser evaluada
explicitamente. En realidad no existen procedimientos directos para resolver una
ecuacion diferencial general explicitamente. De hecho, las soluciones de una ecua-
cion diferencial que parece tan simple como y' = x> + y* no pueden expresarse en
términos de las funciones elementales ordinarias estudiadas en los libros de texto de
célculo. Sin embargo, los métodos graficos y numéricos que se presentan en esta
seccion y en secciones posteriores pueden usarse para obtener soluciones aproximadas
de ecuaciones diferenciales que, en la mayoria de los casos, son mas que suficientes.

Campos de isoclinas y soluciones graficas

Existe un camino geométrico sencillo para obtener las soluciones de una ecuacidon
diferencial y' = f(x, y) dada. En cada punto (x, y) del plano x, y, el valor de f(x, y)
determina una pendiente m = f(x, y). Una solucion de una ecuacion diferencial es
simplemente una funcidn derivable cuya grafica y = y(x) tiene su “pendiente correc-
ta” en cada punto (x, y(x)) a través del cual pasa —esto es, y'(x) = f(x, y(x))—. Por lo
tanto, una curva solucion de la ecuacion diferencial y' = f(x, y) —la grafica de la
solucidn de la ecuacion— es simplemente una curva en el plano x, y cuya linea tan-
gente en cada punto (x, y) tiene pendiente m = f(x, y). Por ejemplo, la figura 1.3.1
muestra una curva solucion de la ecuacion diferencial y’ = x — y junto con su linea
tangente en tres puntos tipicos.

Esto, desde el punto de vista geométrico, sugiere un método grdfico para ob-
tener soluciones aproximadas de la ecuacion diferencial y = f(x, y). A través de
cada grupo representativo de puntos (x, ¥) en el plano se obtiene un segmento lineal
corto que tiene una pendiente propia m = f(x, y). Todos estos segmentos lineales
constituyen un campo de pendientes (o un campo direccional) cominmente Ila-
mados campos de isoclinas de la ecuacion y' = f(x, y).

m Las figuras 1.3.2(a)-(d) muestran las isoclinas y las curvas solucidn de la ecuacion

diferencial

dy
Yk 2
I y 2)

con valores de k = 2, 0.5, —1 y —3 de este parametro en la ecuacidn (2). Obsér-
vese que cada isoclina nos proporciona una importante informacién cualitativa
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FIGURA 1.3.2(a) Campos de FIGURA 1.3.2(b) Campos de
isoclinas y curvas solucion para isoclinas y curvas solucion para
y = 2y. ¥ = (0.5)y.

.
)

—_————— 0

FIGURA 1.3.2(c) Campos de FIGURA 1.3.2(d) Campos de
isoclinas y curvas solucion para isoclinas y curvas solucion para
y’ = —y. y’ = _3y

sobre el conjunto de todas las soluciones de la ecuacion diferencial. Por ejemplo, las
figuras 1.3.2(a) y (b) sugieren que cada solucion y(x) tiende a *oo cuando x — +oc0
si k > 0, mientras que en las figuras 1.3.2(c) y (d) sugieren que y(x) — 0 cuando x —
+oosi k < 0. Més atin, aunque el signo de k determina la direccion de incremento o
decremento de y(x), su valor absoluto |k| determina la razon de cambio de y(x). Todo
esto puede apreciarse en el campo de isoclinas como el de la figura 1.3.2 sin conocer

que la solucion general de la ecuacion (2) esta dada explicitamente por y(x) = CeX.
[ |

Un campo de isoclinas sugiere visualmente la forma de las curvas solucion de
la ecuacion diferencial. A través de cada punto, una curva solucidén debe tender en
alguna direccidon de tal manera que su linea tangente sea paralela cercanamente al
entorno de segmentos lineales del campo de isoclinas. Comenzando en cualquier
punto inicial (a, b), puede intentar trazarse a mano una curva solucidon aproximada
que vaya trazando su camino a través del campo de isoclinas siguiendo los segmen-
tos de linea visibles tan cerradamente como sea posible.

Solucidn

Construir un campo de isoclinas para la ecuacion diferencial y' = x — y, y utilizarlo
para bosquejar una curva solucidon aproximada que pase a través del punto (—4, 4).

La figura 1.3.3 muestra un conjunto de pendientes para una ecuacion dada. La pen-
diente numérica m = x — y aparece en la interseccion del renglon horizontal x y la
columna vertical y de la tabla. Si se inspecciona el patron de las diagonales desde
la parte superior izquierda hasta la parte inferior derecha de la figura, se puede apreciar
que fue facil y rapidamente construida. (Por supuesto, una funcion f(x, y) méas compli-
cada en el lado derecho de la ecuacion diferencial necesitara calculos mas complejos.



Figura 1.3.6. Isoclina y curvas
solucion tipicas y' = x — y.
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x\y| =4 | =3 ]| - —1 0 1 2 3 4
—4 o|-1|-2|-3|—-4|-5|—-6|-7|-=8
-3 1 o) —-11] -21|— 4| =5 -6 | =7
-2 2 1 oO| -1} -2 -3|—-4|-5| -6
-1 3 2 1 oO| -1} -2|-3]—-4] -5
0 4 3 2 1 O| -1 -2]-3]| -4
1 5 4 3 2 1 0| -1 -2] -3
2 6 5 4 3 2 1 0| -1 =2
3 7 6 5 4 3 2 1 0| —1
4 8 7 6 5 4 3 2 1 0

5
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TR SRR sEL 1y
IR SR o IR TN ]
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VAANN Y= o0l
=~ 0 —+ ,1,\\\-7/'////,
VNN — AN D20 = /ol
NN =/ BEN— 2/ / Lol
N—sop b 4t =/
-7/ Ll =5
5 -5 0 5
-5 0 5 x
. FIGURA 1.3.5. Curva solucion
FIGURA 1.3.4. Campo de isoclinas que pasa a través de (—4, 4).

paray’ = x — y correspondientes a la
tabla de pendientes de la figura 1.3.3.

La figura 1.3.4 muestra el campo de isoclinas correspondiente, y la figura 1.3.5, la
curva solucion aproximada trazada para que pase a través del punto (—4, 4). De aqui
se concluye que este campo de isoclinas estara tan cerca como sea posible. En cada
punto se observa que la curva tiende en la direccion indicada por los segmentos de
linea del entorno del campo de isoclinas. |

Aunque el programa en una hoja de calculo (por ejemplo) permite construir
rapidamente una tabla de pendientes como la de la figura 1.3.3, el graficar a mano un
niimero suficiente de segmentos de pendientes como en la figura 1.3.4 puede resultar
tedioso. Sin embargo, la mayoria de los sistemas de algebra por computadora cuenta
con instrucciones para una rapida construccion del campo de isoclinas con tantos
segmentos de linea como se requieran; estos comandos se ilustran en el material de
aplicacion para esta seccion. Cuantas mas lineas de segmentos se construyan, se
podran visualizar y trazar curvas solucion més precisas. La figura 1.3.6 muestra un
campo “fino” de isoclinas para la ecuacion diferencial y' = x — y del ejemplo 2,
junto con las curvas solucidn trazadas a través de este campo.

Si se observa detalladamente la figura 1.3.6, se puede sehalar una curva solu-
cidn que parece ser juna linea recta! De hecho, puede verificarse que la funciéon
lineal y = x — 1 es una solucidn de la ecuacidén y' = x — y, y se observa que otras
curvas solucidn tienden asintdticamente hacia esa linea recta en la medida en que
x — +o0. Esta inferencia ilustra el hecho de que un campo de isoclinas puede suge-
rir informacion tangible acerca de soluciones, y no todo es evidente desde la ecua-
cion diferencial misma. ;Se puede, por el trazo de la curva solucidon apropiada en
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FIGURA 1.3.7. Campo de
isoclina y curvas solucion para
v’ =32 — 0.160.

esta figura, inferir que y(3) ~ 2 para la solucion y(x) del problema de valor inicial
y=x—y.y(-4) =4

Aplicaciones de los campos de isoclinas

Los siguientes dos ejemplos ilustran el uso de los campos de isoclinas para recuperar
informacion en situaciones fisicas que se modelan por medio de ecuaciones diferencia-
les. El ejemplo 3 se basa en el hecho de que una pelota de beisbol se mueve en el aire
a una velocidad moderada v (aproximadamente menor de 300 ft/s) y encuentra cierta
resistencia por el aire, la cual es proporcional aproximadamente a v. Si la pelota se
lanza en linea recta hacia abajo desde la parte superior de un edificio alto o desde un
helicoptero suspendido, entonces experimenta tanto la aceleracion de la gravedad ha-
cia abajo como la aceleracion hacia arriba de la resistencia del aire. Si el eje y es la
direccion hacia abajo, entonces la velocidad de la bola v = dy/dt y su aceleracion
gravitacional g = 32 ft/s* son ambas positivas, mientras que la aceleracion debida a la
resistencia del aire es negativa. En consecuencia, la aceleracion total es de la forma

E:g—kv. 3)

Un valor tipico de la resistencia del aire proporcionalmente constante podria ser
k = 0.16.

Supdngase que se lanza una pelota de beisbol en linea recta hacia abajo desde un
helicoptero suspendido a una altitud de 3000 ft. Nos preguntamos si alguien abajo
pudiera cacharla. Para estimar la velocidad con la cual la bola llegara a tierra, puede
usarse un sistema de algebra en una computadora portétil para construir un campo
de isoclinas de la ecuacion diferencial

v =32 —0.16v. 4

dt

El resultado se muestra en la figura 1.3.7 junto con varias curvas solucion co-

rrespondientes a diferentes valores de la velocidad inicial v(0) con las cuales se podria
lanzar la pelota hacia abajo. Notese que todas estas curvas solucidn tienden asintoti-
camente a la linea horizontal ¥ = 200. Esto implica que —como quiera que sea
lanzada— la bola de beisbol se acercara a la velocidad limite de v = 200 ft/s en lugar
de acelerar indefinidamente (como seria en ausencia de la resistencia del aire). Con-
virtiendo el resultado a millas por hora, 60 mi/h = 88 ft/s, resulta

ft 60 mi/h
v=200— X ——
S 88 ft/s

~ 136.36 -

h
Tal vez un “catcher” acostumbrado a bolas rapidas de 100 mi/h podria tener alguna
oportunidad de capturar esta pelota. |

Comentario. Sila velocidad inicial de la bola es de v(0) = 200, entonces,
por la ecuacion (4), tenemos que v'(0) = 32 — (0.16)(200) = 0, de tal forma que
la bola no experimenta aceleracion inicial. Por tanto, su velocidad permanece sin
cambio, y entonces v(¢) = 200 es una “solucidn de equilibrio” constante de la ecua-
cion diferencial. Si la velocidad inicial es mayor a 200, entonces la aceleracion ini-
cial dada por la ecuacidn (4) es negativa; asi la bola baja lentamente al caer. Pero si
la velocidad inicial es menor a 200, entonces la aceleracion inicial dada por (4) es
positiva, de tal manera que la velocidad de la bola aumenta conforme va cayendo.
Por eso parece bastante razonable que, debido a la resistencia del aire, la pelota de
beisbol se acercard a la velocidad limite de 200 ft/s —sin importar la velocidad ini-
cial con la que comience—. Puede verificarse que, en ausencia de la resistencia del
aire, esta misma bola golpearia en el piso a mas de 300 mi /h. |
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En la seccidn 2.1 se presentara con detalle la ecuacion diferencial logistica

dpP

— =kP(M — P 5

o ( ) &)
que se utiliza frecuentemente para modelar una poblacion P(#) donde sus habitantes,
en un medio ambiente determinado, cuentan con una cuota limitada M. Esto signifi-
ca que M es la poblacion maxima que ese medio ambiente puede sostener a la larga
(por ejemplo, en términos del alimento maximo disponible).

Ejemplo 4

300
250
200 |
& 150

FIGURA 1.3.8. Campo de
isoclina y curvas solucion
P' = 0.06P — 0.0004P°.

Si tomamos k = 0.0004 y M = 150, entonces la ecuacion logistica en (5) toma la
forma.

dP
i 0.0004P (150 — P) = 0.06 P — 0.0004 P>. 6)

El término positivo 0.06P en el lado derecho de (6) corresponde al crecimiento natu-
ral a una tasa anual de 6% (con tiempo ¢ medido en afos). El término negativo
—0.0004P? representa la inhibicion del crecimiento debido a una limitacion de los
recursos en ese medio ambiente.

La figura 1.3.8 muestra un campo de isoclinas para la ecuacion (6) junto con
varias curvas solucidon correspondientes a los diferentes valores posibles de la po-
blacidn inicial P(0). Notese que todas estas curvas solucidon que aparecen tienen
como asintota a la linea horizontal P = 150. Esto implica que —para cualquier
poblacion inicial — la poblacion P(?) se acercara a la poblacion limite conforme
P =150t — o0. |

Comentario. Sila poblacion inicial es P(0) = 150, entonces la ecuacion (6)
resulta

P’(0) = 0.0004(150)(150 — 150) = 0,

asi la poblacidn no experimenta cambio inicial (instantineo). Por tanto, permanece
inalterable, y en consecuencia P(f) = 150 es una “solucion de equilibrio” constante de
la ecuacidn diferencial. Si la poblacion inicial es mayor de 150, entonces la razén
de cambio inicial dada por (6) es negativa, asf la poblacion comienza a disminuir in-
mediatamente. Pero si la poblacion inicial es menor de 150, entonces la razdon de
cambio inicial dada por (6) es positiva, de tal manera que la poblacion comienza a
crecer inmediatamente. Por eso parece bastante razonable concluir que la poblacion se
aproxima a un valor acotado de 150 —cualquiera que sea la cifra inicial (positiva).

Existencia y unicidad de soluciones

Antes de invertir tiempo tratando de resolver una ecuacion diferencial dada, es con-
veniente saber qué soluciones existen realmente. También podemos querer saber si
existe s0lo una solucion de la ecuacion que satisface la condicion inicial dada —esto
es, cuando sus soluciones son unicas.

(a) [No cumple existencia]. El problema de valor inicial
, 1
y=-, y0)=0 (N
X

no tiene solucion, porque ésta no existe para y(x) = / (1 /x)dx = In |x| + Cenla
ecuacion diferencial en el punto x = 0. Esto se observa graficamente en la figu-
ra 1.3.9, la cual muestra un campo direccional y algunas curvas solucion tipicas para
lay’ = 1/x. Se aprecia que las isoclinas indicadas “obligan” a todas las curvas solu-
cion cercanas al eje y las hace tender hacia abajo, de tal manera que ninguna pasa a
través del punto (0, 0).
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a X

FIGURA 1.3.11. RectanguloR e
intervalo de x en / del teorema 1, y
curva solucidon y = y(x) que pasa
por el punto (a, b).
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0 »(0)=0
(0,0)
23 0 1
X
FIGURA 1.3.9. Campo FIGURA 1.3.10. Campo
direccional y curvas solucidon para direccional y dos curvas solucion
la ecuacion y’ = 1/x. diferentes para el problema de valor

inicial y' = 2,/y, y(0) = 0.

(b) [No cumple unicidad]. Por otro lado, se puede facilmente verificar que el proble-
ma de valor inicial

Y =2y, y0)=0 (8)

tiene dos soluciones diferentes y;(x) = X y yo(x) = 0 (véase problema 27). Asi, la
figura 1.3.10 muestra un campo direccional y dos curvas solucion diferentes para el
problema de valor inicial en (8). Se observa que la curva y(x) = x? traza su camino a
través del campo direccional indicado, mientras que la ecuacion diferencial y’ = 2,/y
especifica la pendiente y' = 0 a lo largo del eje x, y,(x) = 0. |

El ejemplo 5 ilustra ese hecho. En consecuencia, antes de que podamos hablar
de “la” solucion de un problema de valor inicial, es necesario conocer si tiene una y
solo una solucion. Preguntas de existencia y unicidad de soluciones también apare-
cen en el proceso del modelado matematico. Supongase que se estudia un sistema
fisico cuyo comportamiento esta determinado completamente por ciertas condicio-
nes iniciales, pero nuestro modelo matematico propuesto involucra una ecuacion
diferencial que no tiene una solucidn Ginica que satisfaga esas condiciones. De aqui
surge de inmediato la pregunta de cual o qué modelo matemaético representa adecua-
damente dicho sistema fisico.

El teorema de abajo implica que el problema de valor inicial y' = f(x, y), y(a)
= b tiene una y solamente una solucion definida cerca del punto x = a en el eje x,
siempre que tanto la funcion f como su derivada parcial df /dy sean continuas en el
entorno del punto (a, b) en el plano xy. Los métodos para demostrar los teoremas de
existencia y unicidad se presentan en el Apéndice.

TEOREMA 1 Existencia y unicidad de soluciones

Supdngase que tanto la funcion f(x, y) y su derivada parcial D, f(x, y) son conti-
nuas en alglin rectangulo R en el plano xy que contiene el punto (a, b) en su inte-
rior. Entonces, para algin intervalo abierto / conteniendo el punto a, el problema
de valor inicial

d
> % =f(x,y), y@=»b 9)

tiene una y s6lo una solucién que esta definida en el intervalo /. (Como se ilustra
en la figura 1.3.11, el intervalo de solucidn / puede no ser tan “ancho” en conti-
nuidad como el rectangulo original R, véase la nota 3.)
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FIGURA 1.3.12. Lacurva
solucion que pasa por el punto
inicial (0, 1) abandona el
rectangulo R antes de que alcance
el lado derecho R.
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Nota 1. En el caso de la ecuacion diferencial dy/dx = —y del ejemplo 1
presentada en la figura 1.3.2(c), tanto la funcion f(x, y) = —y como la derivada par-
cial df /dy = —1 son continuas en cualquier punto. Asi, el teorema 1 implica la
existencia de una solucidn Gnica para cualesquiera datos iniciales (a, b). Aunque el
teorema G(nicamente asegura la existencia sdlo que alglin intervalo abierto contenga
X = a, cada solucion y(x) = Ce " en realidad esta definida para toda x.

Nota 2. En el caso de la ecuacion diferencial f(x,y) = —2,/y del ejemplo
5(b) y la ecuacidn (8), la funcion f(x, y) es continua para toda y > 0, pero la derivada
parcial df/dy = 1/,/y es discontinua cuando y = 0, y en consecuencia en el punto
(0, 0). Por esto, es entonces posible que existan dos soluciones diferentes y;(x) = X
y ¥2(x) =0, cada una de las cuales satisface la condicion inicial y(0) = 0.

Nota 3. Enel ejemplo 7 de la seccion 1.1 se examind especialmente la ecuacion
diferencial simple dy/dx = y. Aquf se tiene que f(x,y) = y*y af /dy = 2y. Ambas
funciones son continuas en cualquier parte del plano xy, y en particular en el rectin-
gulo —2 <x < 2,0 <y < 2. Debido a que el punto (0, 1) se encuentra en el interior
de este rectangulo, el teorema 1 garantiza una solucion inica —necesariamente una
funcion continua— del problema de valor inicial

d
> d—y =2 y(O0)=1 (10)
X

en alglin intervalo abierto x que contenga a = 0. De hecho, esta es la solucion

_ 1
y(x)—m

que se present6 en el ejemplo 7. Pero y(x) = 1/(1 — x) es discontinua en x = 1, de
tal manera que nuestra Ginica solucidon continua no existe en el intervalo entero —2 <
x < 2. Asi, el intervalo de solucidn I del teorema 1 puede no ser tan ancho como el
rectangulo R, donde f y df /dy son continuas. Geométricamente, la razon es que la
curva solucidon dada por el teorema puede salir del rectangulo —donde se garantiza
la existencia de las soluciones de la ecuacion diferencial que estan dentro— antes de
que alcancen uno o ambos extremos del intervalo (véase figura 1.3.12). |

El siguiente ejemplo muestra que, si la funcion f(x, y) y/o su derivada parcial
af /dy no satisfacen la hipotesis de continuidad del teorema 1, entonces el problema
de valor inicial en (9) puede no tener solucion o tener muchas —incluso un nimero
infinito— de soluciones.

Ejemplo é

Considere la ecuacion diferencial

dy
x— =2y. 11

I =2 an
Aplicando el teorema 1 con f(x,y) = 2y/xy df /oy = 2 /x, se concluye que la ecua-
cion (11) debe tener una solucion Gnica cercana a cualquier punto del plano xy donde
x # 0. De hecho, se observa de inmediato que al sustituir en (11)

y(x) = Cx? (12)
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©,5)  (0,0)
\ /

-2

FIGURA 1.3.13. En el punto
(0, 0) existe infinidad de curvas
solucidn pero ninguna que pase
por el punto (0, b) si b # 0.
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FIGURA 1.3.14.  Existe una
infinidad de curvas solucion que
pasan por el punto (1, —1).

satisface la ecuacidn (11) para cualquier valor de la constante C y para todos los
valores de la variable x. En particular, el problema de valor inicial

d
=2y vy =0 (13)
dx

tiene infinidad de soluciones cuyas curvas solucion son las paribolas y = Cx? ilus-
tradas en la figura 1.3.13. (En el caso de C = 0 la “parabola” esta exactamente en el
ejexy = 0).

Obsérvese que todas estas parabolas pasan por el origen (0, 0), pero ninguna de
ellas pasa por algin otro punto del eje y. De aqui se concluye que el problema de valor
inicial en (13) tiene infinidad de soluciones, pero el problema de valor inicial

d
oy y0) =b (14)
dx

no tiene solucion si b # 0.
Finalmente, notese que para cualquier punto fuera del eje y pasa solamente una
de las parabolas y = Cx2. Por tanto, si a # 0, entonces el problema de valor inicial

d
x— =2y, y(a)=>b (15)
dx

tiene solucion Gnica en cualquier intervalo que contenga al punto x = a, pero no en
el origen x = 0. En suma, el problema de valor inicial en (15):

° tiene una solucidn Gnica en el entorno de (a, b) si a #0;
 carece de solucion si b = 0 pero b # 0;
* tiene infinidad de soluciones sia = b = 0. [ |

Pueden decirse méas cosas sobre el problema de valor inicial en (15). Considé-
rese un punto inicial en el eje y —por ejemplo el punto (—1, 1) indicado en la figu-
ra 1.3.14—. Entonces, para cualquier valor de la constante C la funcion definida por

(x) = x?  six =0, 6
Y Cx? six>0 (16)
es continua y satisface el problema de valor inicial
d
ooy yen=1. (17)

dx

Para un valor particular de C, la curva solucion definida por (16) consiste en la mitad
izquierda de la pardbola y = x? y la mitad derecha de la parabola y = Cx%. De este
modo, la curva solucion Ginica en el entorno de (—1, 1) se ramifica en el origen en
una infinidad de curvas solucidn ilustradas en la figura 1.3.14.

Se observa entonces que el teorema 1 (si sus hipdtesis son satisfechas) garanti-
za la unicidad de la solucidn en el entorno del punto inicial (a, b), pero una curva
solucion que pasa por (a, b) puede eventualmente ramificarse de tal manera que
la unicidad se pierda. Asf, puede existir una solucion en un intervalo mayor que para
otro en el cual su solucion sea Gnica. Por ejemplo, la solucion y(x) = x* del problema
de valor inicial en (17) existe en todo el eje x, pero su solucidn es inica solamente en
el lado negativo —oo < x < 0.
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En los problemas 1 al 10 se proporcionan campos de isoclinas
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Los problemas 23 y 24 son como los problemas 21 y 22, pero
use ahora un sistema de dlgebra en computadora para graficar
e imprimir un campo de isoclinas de la ecuacion diferencial
dada. Si lo desea (y se sabe como), puede revisar su trazo ma-
nual de la curva solucion graficdndola con la computadora.

23. vy =x24+y* =1, y0)=0; y@2) =?
1
24, y/=x+§y2, y(=2)=0; y@)=?

25. Usted se lanza con un paracaidas desde el helicoptero del
ejemplo 3 y tira de la cuerda para abrirlo. Considere k =
1.6 en la ecuacidn (3), de tal manera que su velocidad de
caida satisface el problema de valor inicial

dv

— =32—-1.6v, v(0) =0.
dt

Para investigar la probabilidad de sobrevivir, construya
un campo de isoclinas para esta ecuacion diferencial y tra-
ce la curva solucion apropiada. ;Cual serd su velocidad
Iimite? ;Servird de algo colocar estratégicamente una
gran pila de paja? ;Cuénto le tomara alcanzar 95% de su
velocidad limite?

26. Suponga que la poblacion de venados P(f) en un pequeho
bosque satisface la ecuacion logistica

dP ,
= 0.0225P — 0.0003P".

Construya un campo de isoclinas y una curva solucion
apropiada para dar respuesta a las siguientes preguntas: Si
hay 25 venados en el tiempo ¢ = 0, y ¢ es medido en me-
ses, ¢cuanto tiempo le tomara duplicarse a esta poblacion?
(Cual sera la poblacion limite de venados?

Los siguientes siete problemas ilustran el hecho de que, si la
hipotesis del teorema 1 no se cumple, entonces el problema de
valor inicial y' = f(x, y), y(@) = b puede no contar con solu-
cion, tener un nimero finito de soluciones o bien un niimero
infinito de ellas.

27. (a) Verificar que si ¢ es una constante, entonces la funcion
definida con dos reglas de correspondencia

para x < c,

¥y =10

l(x-¢)? para x >c,

satisface la ecuacion diferencial y’ = 2,/y para toda x
(incluyendo el x = ¢). Construya una figura que ilustre el
hecho de que el problema de valor inicial y' = 2./, y(0)
= 0 tiene infinidad de soluciones. (b) ;Para qué valor de
b el problema de valor inicial y’ = 2,/y, y(0) = b: (i) no
tiene soluciodn; (ii) tiene una solucidn Gnica definida para
toda x?

28. Verifique que si k es una constante, entonces la funcidon
y(x) = kx satisface la ecuacion diferencial xy’ = y para
toda x. Construya un campo de isoclinas y algunas de esas
lineas rectas para curvas solucion. Determine posterior-
mente (en términos de a y b) como el problema de valor
inicial xy’ =y, y(a) = b tiene una, ninguna o infinidad de
soluciones.
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29. Verifique que si ¢ es una constante, entonces la funcion
definida con dos reglas de correspondencia

_ para x < c,
y(x) = {(x— c) parax>c

satisface la ecuacion diferencial y' = 3y2/ 3 para x. ; Puede

usarse también el “lado izquierdo” de la ecuacion clbica
y = (x — ¢)* en una curva solucién de la ecuacion diferen-
cial uniendo ambas partes? (véase figura 1.3.25). Trace al-
gunas de estas curvas solucion. ;Existe algin punto (a, b)
en el plano xy para el cual el problema de valor inicial
y' = 3y*7, y(a) = b no tenga solucion, o bien cuente con
una Gnica solucion definida para toda x? Su respuesta
debe ser congruente con el teorema 1.

FIGURA 1.3.25. Una sugerencia para el problema 29.

30. Verifique que si ¢ es una constante, entonces la funcién
con tres reglas de correspondencia definida como

+1 six <c,
y(x)={cos(x-c) sic<x<c+m,
-1 sixzc+m

satisface la ecuacion diferencial y’ = —/1 — y? para toda
x. (Tal vez un dibujo preliminar con ¢ = 0 seria de gran
ayuda.) Trace algunas curvas solucion. Posteriormente,
determine (en términos de a y b) ;cuéantas soluciones dife-
rentes tiene el problema de valor inicial y = —/1 — y?,
y(a) = b.

31. Desarrolle una investigacion similar a la del problema 30,
excepto que la ecuacion diferencial es y = +/1 — y2.
(Es suficiente simplemente reemplazar cos(x — c¢) por
sen(x — ¢) en una solucidn construida con dos reglas de
correspondencia definida globalmente para toda x?

32. Verifique que ¢ > 0 entonces la funcion definida con dos
reglas de correspondencia

) 0 six? <,

x =

Y (*=-c) six*>c

satisface la ecuacion diferencial y' = 4x,/y para toda x.

Trace algunas de estas curvas solucion para diferentes va-
lores c. Posteriormente determine (en términos de a y b)
cuantas diferentes soluciones tiene el problema de valor
nicial y' = 4x./y, y(a) = b.
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33. Si ¢ # 0, verifique que la funcidon definida por y(x) =
x/(cx — 1) (cuya gréfica se ilustra en la figura 1.3.26)
satisface la ecuacion diferencial x%y’ + y* = 0 si x # 1 /c.
Trace varias de estas curvas solucion para diferentes va-
lores de c. Observe, ademas, que la funcion constante
y(x) =0 no se obtiene de ningln valor de la constante c.
Finalmente, calcule (en términos de a y b) cuantas dife-
rentes soluciones tiene el problema de valor inicial x*y’ +
y* =0, y(a) = b.
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FIGURA 1.3.26. Campo de isoclinas para

x%y + y? = 0y grafica de una solucion
y(x) = x/(cx — 1).

1.3 Aplicaciones

y curvas solucion

Capitulo 1 Ecuaciones diferenciales de primer orden

34. (a) Utilice el campo de isoclinas del problema 5 para es-
timar los valores en x = 1 de las dos soluciones de la
ecuacion diferencial y' = y — x + 1 con valores ini-
cialesy(—1) = =12y y(—1) = —0.8.

(b) Emplee un sistema de algebra en computadora para
estimar los valores en x = 3 de las dos soluciones de
esta ecuacion diferencial con valores iniciales y(—3)
= —3.01yy(—3)= —2.99.

Este problema ilustra que pequefos cambios en las condi-

ciones iniciales pueden generar grandes diferencias en los
resultados.

35. (a) Utilice el campo direccional del problema 6 para esti-
mar los valores en x = 2 de las dos soluciones de la
ecuacion diferencial y' = x — y + 1 con valores ini-
ciales y(—3) = —0.2 y y(—3) = +0.2.

(b) ApoOyese en un sistema de algebra en computadora
para estimar los valores en x = 3 de las dos soluciones
de esta ecuacion diferencial con valores iniciales
y(=3)=—-05yy(—=3) = +0.5.

Este problema ilustra que grandes cambios en las condi-

ciones iniciales pueden generar sdlo pequefas diferencias

en los resultados.

Campos de isoclinas generadas por computadora

Se halla disponible una extensa variedad de sistemas de algebra por computadora y
ambientes de computacion técnica que permiten automatizar la construccion de cam-
pos de isoclinas y curvas solucion como lo hacen algunas calculadoras graficas (véase

figura 1.3.27)

P

Al waTE

M

FIGURA 1.3.27. Campo de isoclinas y curvas solucidn para la
ecuacion diferencial

@

=sen(x—y)
x

con puntos iniciales (0, b), b = —3, —1, —2,0, 2, 4 y ventana
—5 = x, y = 5 en una calculadora grafica TI-89.

Por ejemplo, el comando de Maple

with(DEtools):

DEplot (diff(y(x),x)=sin(x-y(x)), y(x), x=-5..5, y=-5..5);
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FIGURA 1.3.28. Campos de
isoclinas y curvas solucion
generadas en computadora para la
ecuacion diferencial

y' = sen(x — y).
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y el comando de Mathematica

<< Graphics\PlotField.m
PlotVectorField[ {1, Sin[x-y]1}, {x, -5, 5}, {y, -5, 5}1]

obtienen campos de isoclinas similares a los mostrados en la figura 1.3.28. Esta figu-
ra fue generada en si misma con el programa MATLAB dfield [John Polking y
David Arnold, Ecuaciones diferenciales ordinarias utilizando MATLAB, 2a. edicion,
Upper Saddle River, Prentice Hall, NJ, 1999], el cual esta disponible de manera gratui-
ta para fines educacionales (math.rice.edu/~dfield). Cuando se introduce una ecua-
cion diferencial en el men de inicio de dfield (fig. 1.3.29), es posible (con un clic
en el boton del raton) graficar tanto el campo de isoclinas como la curva (o curvas)
solucion a través de cualquier punto (o puntos) deseado(s). Otro paquete de libre
disponibilidad y facil de usar basado en MATLAB para ecuaciones diferenciales ordina-
rias con una impresionante capacidad grafica es Iode (www.math.uiuc.edu/iode).

¥ DFIELD Sekup

Fin Fdi Window
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FIGURA 1.3.29. Ment de inicio de MATLAB dfield para construir el campo de
isoclinas y las curvas solucion para y' = sen(x — ).

Utilice una calculadora con capacidades graficas o un sistema de computadora
en las siguientes investigaciones. Puede iniciar generando el campo de isoclinas y
algunas curvas solucion para los problemas 1 al 10 de esta seccion.

INVESTIGACION A. Grafique el campo de isoclinas y las curvas solucion tipicas
para la ecuacion diferencial dy/dx = sen(x — y), pero con una ventana mas grande
que la mostrada en la figura 1.3.28. Con —10 =x= 10, —10 =y = 10, por ejemplo,
deben apreciarse varias lineas rectas como curvas solucion.

(a) Sustituya y = ax + b en la ecuacion diferencial para determinar como deben
ser los coeficientes a y b para obtener una solucion.

(b) Un sistema de algebra por computadora proporciona la solucidon general

-2-C
y(x):x—Ztam_1 (x—)
x—C

Grafique esta solucion para algunos valores de la constante C y compare las
curvas solucion resultantes con las presentadas en la figura 1.3.28. ;Puede
observar que no existen valores de C que nos conduzcan a la solucion lineal
y = x — /2 correspondiente a la condicion inicial y(7r/2) = 07 ;Existen va-
lores de C para los cuales la curva solucion se acerca a esta linea recta?
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INVESTIGACION B. Para su propia investigacion, considere que n sea el digito,
mayor que 1, mds pequerio en su nimero de matricula de estudiante, y por medio de
la ecuacion diferencial

dy 1
— = —cos(x — ny).
dx n

(a) Investigue primero (como en el inciso (a) de la investigacidon A) la posibilidad
de lineas rectas como soluciones.

(b) Genere después un campo de isoclinas para esta ecuacion diferencial, con la
ventana seleccionada de tal manera que pueda dibujar alguna de estas lineas
rectas, ademas de un nimero suficiente de curvas solucion no lineales, tal que
se pueda realizar una conjetura acerca de qué le sucede a y(x) cuando x — +o0.
Realice su inferencia tan completamente como sea posible. Dado el valor ini-
cial y(0) = y,, intente predecir (tal vez en términos de y,) el comportamiento de
y(x) cuando x — +o0.

(c) Un sistema de dlgebra en computadora proporciona la solucion general

_ ! 2tan”! !
y(x)_;|:x+ an (x—C)]'

(Puede establecer una relacidn entre esta solucion simbolica y sus curvas solu-
cion graficas (lineas rectas o curvas)?

m Ecuaciones separables y aplicaciones

La ecuacion diferencial de primer orden

dy

2 = H&x.y) )

es llamada separable siempre que H(x, y) puede escribirse como el producto de una
funcion de x y una funcion de y:

dy g(x)
—_— = h = -0,
> T g(x)h(y) o)

donde A(y) = 1/f(y). En este caso las variables x y y pueden separarse —en cada
lado de la ecuacidon— escribiendo, de manera informal, la ecuacidn

f)dy =g)dx,
la cual puede entenderse como una notacion concisa de la ecuacion diferencial
dy
fO =7 =8). 2)
X

Es facil resolver este tipo especial de ecuacion diferencial simplemente integrando
ambos lados de la ecuacion respecto de x:

dy
/f(y(x))d—dX=/g(X)dx+C;
X
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equivalentemente,
/f(y)dy=/g(X)dX+C- 3)
Todo lo que se necesita es que las antiderivadas
F(y) = / fmdy y Gix)= fg(x)dx

puedan encontrarse. Para ver que las ecuaciones (2) y (3) son equivalentes, note la
siguiente consecuencia de la regla de la cadena:

d
DAF(G)] = FG0))y () = F0) 7> = 8(x) = DG)].
la cual, a su vez, es equivalente a
F(y(x)) =G(x)+C, 4)

debido a que dos funciones tienen la misma derivada en un intervalo si y solo si di-
fieren por una constante en ese intervalo.

Solucidn

r0,-4

FIGURA 1.4.1. Campos de
isoclinas y curvas solucidn para

/

y' = —6xyenel ejemplo 1.

Resolver el problema de valor inicial

d
D 6xy, y(0)=7.
dx

De manera informal, dividiendo ambos lados de la ecuaciéon diferencial entre y y
multiplicando cada lado por dx se obtiene

d
& = —6xdx.
y

/d_y = /(—6x)dx;
y

In|y| = —3x*>+C.

Por tanto

Se observa de la condicidn inicial y(0) = 7 que y(x) es positiva cerca de x = 0, por
lo que se pueden eliminar los simbolos de valor absoluto:

Iny = —3x*>+C,
y asi

_3x2 _ 2,2 )
y(x) = e FFC = 730 = fe

El

donde A = €€. La condicion y(0) = 7 nos lleva a que A = 7, entonces la solucion
deseada es

y(x) = Te3,

Esta es la curva solucidn realzada en la parte superior de la figura 1.4.1. |
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Comentario. Supdngase, de otra manera, que la condicién inicial del
ejemplo 1 es y(0) = —4. Entonces de aqui se concluye que y(x) es negativa cerca de
x = 0, por lo que se debe reemplazar |y| por —y en la ecuacion integrada In |y| =
—3x% + C para obtener

In(—y) = —3x2 + C.

La condicion inicial que hace que C = In 4, de tal manera que In(—y) = —3x> + In 4,
entonces

Solucion

FIGURA 1.4.2. Campo de
isoclinas y curvas solucidn para
Y = (4 =2%)/(3y* — 5) del

ejemplo 2.

y(x) = —4e_3"2.
Esta es la curva solucidon remarcada en la parte inferior de la figura 1.4.1. |
Resolver la ecuacion diferencial

dy 4-12x

dx  3y2-5’ 5)

Al separar las variables e integrar ambos lados se obtiene

/(3y2 —5)dy = /(4 —2x)dx;
v —Sy=4x —x*+C. (6)
Esta ecuacidn no es resuelta para y como una funcion explicita de x. |

Como se ilustra en el ejemplo 2, puede o no ser posible y practico resolver la
ecuacion (4) explicitamente para y en términos de x. Si no es posible, entonces (4) se
llama una solucion implicita de la ecuacion diferencial en (2). Asi, la ecuacion (6)
proporciona una solucion implicita de la ecuacion diferencial en (5). Aunque no es
conveniente resolver la ecuacion (6) explicitamente en términos de x, se observa que
cada curva solucion y = y(x) se encuentra en un curva contorno (o de nivel) donde la
funcidén

H(x,y)=x2—4x+y3—5y

es constante. La figura 1.4.2 muestra varias de estas curvas contorno.

Para resolver el problema de valor inicial

dy 4 —2x

—_— =, 1) =3, 7

-5 YO ()
se sustituye x = 1 y y = 3 en la ecuacion (6) y se obtiene C = 9. De este modo la
solucion particular deseada y(x) esta definida implicitamente por la ecuacion

y? =5y =4x —x2409. (8)

La curva solucion correspondiente y = y(x) se encuentra en la curva contorno de la
parte superior de la figura 1.4.2 —pasa a través de (1, 3)—. Debido a que la grafica
de una solucidn derivable no puede tener una linea tangente vertical en ninguna par-
te, se observa en la figura que esta solucion particular esta definida en el intervalo
(—1,5) pero no lo esta en el intervalo (—3, 7). [ |
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20 I — Comentario 1. Cuando se sustituye un valor especifico de x en la ecua-
15 : - cion (8), se puede intentar resolver numéricamente para y. Por ejemplo, x = 4 admi-
10+ : - te alaecuacidn
T ' i fo) =y —5y-9=0.
20
=
=S i - Lafigura 1.4.3 muestra la grafica de f. Con una calculadora con gréficos se puede obte-
-10F ~ - ner la solucidn de la Ginica raiz real y ~ 2.8552. Con esta se llega al valor y(4) ~2.8552
15k | de la solucion particular del ejemplo 3.
—296 —L, _é 0 é 4'1 5 Comentario 2. Sila condicion inicial en (7) se sustituye por la condicion
y y(1) = 0, entonces la solucion particular resultante de la ecuacion diferencial en (5)
FIGURA 1.4.3. Gréfica de se encuentra en la “mitad” inferior de la curva de contorno oval en la figura 1.4.2. Da
fo =y =5y-0. la impresion de que esta solucion particular que pasa por el punto (1, 0) esta definida
en el intervalo (0, 4), pero no en el intervalo (—1, 5). Por otro lado, con la condicion
inicial y(1) = —2 se obtiene el contorno de la curva de la parte inferior de la fi-

gura 1.4.2. Esta solucidn particular estd definida para toda x. De esta manera, la
condicidn inicial puede determinar cuando una solucidn particular esta definida para
todo el eje real o sdlo en algiin intervalo acotado. Con un sistema de algebra en com-
putadora se puede calcular con facilidad una tabla de valores de las soluciones de y

en la ecuacion (8) para valores de x con el incremento deseado desde x = —1 hasta
x = 5 (por ejemplo). Una tabla de este tipo sirve eficazmente como una “soluciéon
numérica” del problema de valor inicial dado en (7). |

Soluciones implicitas, generales y singulares

w
{
\
\
.

\\\\\\\\\\\\ Sy Laecuacion K(x, y) = 0 se llama cominmente solucion implicita de una ecuacién

- IR W N NN

diferencial si se satisface (en alglin intervalo) con alguna solucidén y = y(x) de la
ecuacion diferencial. Pero obsérvese que una solucion particular y = y(x) de K(x, y)
= 0 puede satisfacer o no, la condicidn inicial dada. Por ejemplo, la derivaciéon de
x*> + y?> = 4 conduce a

NS}

—_

y
o

d
x+yﬁ=0,

de tal manera que x*> + y* = 4 es una solucion implicita de la ecuacion diferencial
x + yy' = 0, pero solamente la primera de las dos soluciones explicitas

|
—_

|
(S}

|
w

FIGURA 1.4.4. Campo de YO =4+VA—x2 Yy y() = —v4—x2
isoclinas y curvas solucidn para
Y= —xy. satisface la condicion inicial y(0) = 2 (fig. 1.4.4).

Comentario 1. No debe asumirse que toda posible solucion algebraica
¥y = y(x) de una solucidn implicita satisface la misma ecuacion diferencial. Por ejem-
plo, si se multiplica la solucioén implicita x> + y> = 4 = 0 por el factor (y — 2x),
entonces se obtiene la nueva solucion implicita

(y =20 +y?=4H =0

que nos lleva (o que “contiene”) no sdlo las soluciones explicitas mencionadas pre-
viamente y = ++/4 — x2 yy = —+/4 — x?2 enla ecuacion diferencial x + yy’ = 0, sino
también, adicionalmente, la funcidn y = 2x que no satisface esta ecuacion diferencial.

Comentario 2. De manera similar, las soluciones de una ecuacion dife-
rencial dada pueden ganarse o perderse cuando se multiplica o divide por un factor
algebraico. Por ejemplo, considérese que la ecuacion diferencial

d
(y — 20y = —x(y — 2x) ©)
dx
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75
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-15 =10 -5 0
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FIGURA 1.4.5. Curvas solucion
general y = (x — C)? y curva
solucion singular y = 0 de la
ecuacion diferencial (y')> = 4y.

~
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Ejemplo 4

Solucién
T
NN 1//
y/= + (02— 1))
B — 0 I 2

X
FIGURA 1.4.6. Curvas solucién
general y curva solucion singular
paray = 6x(y — 1)*°.

cuenta con la obvia solucion y = 2x. Pero si dividimos ambos lados entre el factor co-
min (y — 2x), entonces obtenemos la ecuacion diferencial presentada anteriormente

dy dy
—— =—x, O i
Yax T TV

0, (10)

en la cual y = 2x no es una solucion. De este modo se “pierde” la solucidon y = 2x de
la ecuacion (9) por su division entre el factor (y — 2x), pero alternativamente se
“gana” esta nueva solucion cuando se multiplica la ecuacion (10) por (y — 2x). Estas
operaciones algebraicas elementales para simplificar una ecuacion diferencial dada
antes de intentar resolverla son comunes en la practica, pero debe tenerse en cuenta
la posibilidad de perder o ganar este tipo de “soluciones accidentales.” |

Una solucion de una ecuacion diferencial que contiene una “constante arbitra-
ria” (como la constante C en la solucion de los ejemplos 1 y 2) se llama cominmente
solucion general de la ecuacion diferencial; cualquier eleccion particular de un valor
especifico para C nos lleva a una sola solucion particular de la ecuacion.

El argumento que precede al ejemplo 1 es realmente suficiente para mostrar que
toda solucidn particular de la ecuacion diferencial f(y)y’ = g(x) en (2) satisface la
ecuacion F(y(x)) = G(x) + C en (4). Consecuentemente, es apropiado llamar a (4) no
simplemente una solucion general de (2), sino la solucion general de (2).

En la seccion 1.5 se vera que toda solucion particular de una ecuacion diferen-
cial lineal de primer orden est4 contenida en su solucidon general. En contraste, es
comin para una ecuacion diferencial no lineal de primer orden, que tenga tanto una
solucion general que involucre una constante arbitraria C, como una o varias solucio-
nes particulares que no pueden ser obtenidas al elegir alglin valor de C. Estas solu-
ciones de excepcion se conocen con frecuencia como soluciones singulares. En el
problema 30 se pide demostrar que la solucion general de la ecuacion diferencial
(y")? = 4y nos lleva a la familia de parabolas y = (x — C)? ilustrada en la figura 1.4.5,
y a observar que la funcion de valor constante y(x) = O es una solucidn singular que
no puede obtenerse de la solucion general escogiendo algtin valor de la constante
arbitraria C.

Encontrar todas las soluciones de la ecuacidn diferencial

d
& bx(y — 1?5,
dx

Al separar variables tenemos que

1
[ s = [

(=D =x*+C;
y(x) =14+ x*+0)°.

Con valores positivos de la constante arbitraria C se obtienen las curvas solucion de
la figura 1.4.6 que se encuentran arriba de la linea y = 1, mientras que valores nega-
tivos conducen a aquellas que van hacia abajo. El valor C = 0 proporciona la solu-
cion y(x) = 1 + x5, pero ningun valor de C nos lleva a la solucidn singular y(x) =1,
la cual se perdi6 cuando las variables se separaron. Obsérvese que las dos diferentes
soluciones y(x) =1y y(x) =1 + (x* — 1)’ satisfacen la condicion inicial y(1) = 1.
De hecho, toda la curva solucidn singular y = 1 consta de puntos donde la solucion
no es Gnica y donde la funcidén f(x, y) = 6x(y — 1)2/ 3 es no derivable. |
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Crecimiento y decrecimiento natural

La ecuacion diferencial

X
> T = kx (k es una constante) (11)

sirve como modelo matemético para un notable y amplio nimero de fendmenos
naturales que involucran una variable cuya razon de cambio en el tiempo es propor-
cional a su tamano actual. Aqui se presentan algunos ejemplos.

CRECIMIENTO DE UNA POBLACION. Supdngase que P(¢) es el nimero de
individuos en una poblacion (de humanos, insectos o bacterias) con tasas de naci-
miento y mortalidad constantes By § (en nacimientos o muertes por individuo por
unidad de tiempo). Entonces, durante un intervalo corto de tiempo Az, ocurren
aproximadamente BP(f) At nacimientos y S§P(f) At muertes, de tal manera que el
cambio en P(¢) estd dado aproximadamente por

AP ~ (B —8)P(t) At,

y por tanto

AP
— = lim — =kP, (12)

donde k = 8 — 4.

INTERES COMPUESTO. Sea A(f) el nimero de dolares en una cuenta de ahorros
en el tiempo ¢ (en afios), y supongase que el interés es compuesto y continuo a una
tasa de interés anual r. (Obsérvese que 10% del interés anual significa que r = 0.10.)
Compuesto y continuo significa que durante un intervalo corto de tiempo At, la can-
tidad de interés sumado a la cuenta es aproximadamente de AA = rA(?) At, tal que

dA AA
— = lim — =rA. (13)
dt At—0 At

DECRECIMIENTO RADIACTIVO. Considere la muestra de un material que con-
tiene N(f) atomos de cierto isotopo radiactivo en el tiempo ¢. Se ha observado que
cierta fraccion constante de esos atomos radiactivos decrece espontaneamente (con-
virtiéndose en atomos de otro elemento o de otro isdtopo del mismo elemento) du-
rante cada unidad de tiempo. En consecuencia, la muestra se comporta exactamente
igual que una poblacion con tasa de mortalidad constante y sin nacimientos. Para
escribir un modelo de N (¢) se utiliza la ecuacion (12) con N en lugar de P, con k >
0 en lugar de § y B = 0. Por tanto, se obtiene la ecuacion diferencial

aN _ i (14)
dr '

El valor de k depende del isotopo radiactivo en particular.

La clave del método de radiocarbono para conocer la antigiiedad de una pieza
orgéanica radica en que una proporcion constante de los 4tomos de carbono en cual-
quier ser vivo depende del isotopo radiactivo '*C del carbono. Esta proporcion
permanece constante porque la fraccion del '*C en la atmosfera es practicamente
invariable, y la materia viva esta tomando en forma continua carbono del aire o esta
consumiendo otra materia viva que contiene la misma proporcion constante entre los
atomos del '*C y los atomos normales del >C. Esta relacion se mantiene toda la vida
porque al parecer los procesos organicos no hacen distincidon entre los dos isdtopos.
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La relacion entre el *C'y el carbono normal permanece constante en la atmos-
fera porque mientras el 1*C es radiactivo y decrece lentamente, la cantidad es conti-
nuamente reemplazada a través de la conversion de '*N (nitrogeno ordinario) en '4C
debido al bombardeo de los rayos cosmicos en la atmosfera superior. Mas alla de la
larga historia del planeta, este proceso de decrecimiento y reemplazo ha entrado en
un estado cercano a su respuesta permanente.

Por supuesto, cuando un organismo vivo muere, cesa su metabolismo de car-
bono y el proceso de decrecimiento radiactivo se inicia para eliminar el contenido de
14C. Ya no hay reemplazo de este '“C, y en consecuencia la relacion entre éste y el
carbono normal comienza a aminorar. Midiendo esta relacion, se puede estimar la
cantidad de tiempo transcurrido desde la muerte del organismo. Para tales propositos
es necesario medir la constante de decrecimiento k. Para el '“C, se sabe que k ~
0.0001216 si ¢ se mide en ahos.

(Este tema no es tan simple como aqui se presenta. En la aplicacion de la téc-
nica de concentracion del carbono radiactivo se deben extremar precauciones para
evitar contaminar la muestra con materia orgénica o con aire fresco comin y corriente.
Ademas, el nivel de los rayos cdsmicos aparentemente no ha sido constante, de tal
manera que la relacion del 'C en la atmosfera ha variado en los Gltimos siglos. Uti-
lizando métodos independientes para conocer la antigiiedad de las muestras, investi-
gadores en esta 4rea han construido tablas de factores de correccion para mejorar la
exactitud del proceso.)

ELIMINACION DE UNA DROMA. En muchos casos la cantidad A(7) de cierta droga
en el torrente sanguineo, medida por el exceso respecto del nivel natural de la droga,
declinar a una razon de cambio proporcional a la cantidad presente en exceso. Esto es,

4 _ AA 15
= —ia, (1)

donde A > 0. El parametro A se llama constante de eliminacion de la droga.

LLa ecuaciéon de crecimiento natural

La ecuacion diferencial prototipo dx/dt = kx con x(¢) > 0 y k constante (positiva o
negativa) se puede resolver con facilidad por separacion de variables e integracion:

1
/—dx:/kdt;
X

Inx =kt +C.

Entonces, resolviendo para x:
e = KFC. = (1) = Cek = Al

Debido a que C es una constante, asi lo es A = ¢, También es claro que A = x(0) = x,
de tal manera que la solucion particular de la ecuacion (11) con la condicidn inicial
x(0) = xp es simplemente

> x(t) = xoek. (16)

Debido a la presencia de la funcion exponencial natural en su solucidn, la ecuacion

diferencial
dx

> — =kx 17
P a7
se llama frecuentemente ecuacion exponencial o ecuacion de crecimiento natural.
La figura 1.4.7 muestra una gréfica tipica de x(¢) para el caso en que k > 0; el caso
en que k < O se ilustra en la figura 1.4.8.
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X X
x=x, el
(k>0) X0
x=xpek!
X (k<0)
t t
FIGURA 1.4.7. Crecimiento natural. FIGURA 1.4.8. Decrecimiento natural.

De acuerdo con los datos proporcionados en www.census.gov, la poblacion mundial
total a mediados de 1999 alcanz0 la cifra de 6 000 millones de personas, en ese en-
tonces con una tasa de incremento de alrededor de 212 000 personas por dia. Consi-
derando que el crecimiento natural de la poblacidon continfia a esta tasa, se desea
responder las siguientes preguntas:

(a) (Cudl es la tasa de crecimiento anual k?

(b) (Cual sera la poblacion mundial a la mitad del siglo Xx1?

(¢) (Cuanto tomara a la poblacion mundial incrementarse 10 veces? Considérese
que algunos demdgrafos piensan que 60,000 millones de personas es el maximo
nivel para que el planeta pueda continuar suministrando los alimentos de forma
adecuada.

(a) Considere a la poblacion mundial P(r) en miles de millones de personas y al
tiempo, medido en afios. Tomando ¢ = 0 correspondiente a mediados de 1999, para
que Py = 6. El hecho de que P se esté incrementando en 212,000 o 0.000212 miles
de millones de personas por dia en el tiempo ¢ = 0 significa que

P'(0) = (0.000212)(365.25) ~ 0.07743

miles de millones por afo. De la ecuacion de crecimiento natural P' = kP cont = 0
se obtiene
_ P/(0) __ 0.07743

= R ~ 0.0129.
P(0) 6

Por tanto, en 1999 la poblacidon mundial estaba creciendo a una tasa de 1.29% anual.
Con este valor de &, la funcidén de poblacién mundial es

P(t) — 660'0129t.
(b) Con ¢t = 51 se obtiene la prediccion

P(51) = 6¢©01296D ~ 11,58 miles de millones

para una poblacidon media en 2050 (asi, la poblacidon mundial ascendera casi al doble
justo medio siglo después de 1999).
(¢) La poblacion mundial debera alcanzar los 60,000 millones cuando

In 10

60 = 620129, estoes,cuando f = ——
0.0129

~ 178;

y esto ocurrird en el afio 2177. |
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Comentario. En realidad, se espera un crecimiento lento de la poblacién mun-
dial durante la primera mitad del proximo siglo, y la mejor prediccion de la poblacion
estimada para 2050 es de “solamente” 9.1 miles de millones de personas. Como pue-
de advertirse, no puede esperarse que un modelo matemaético simple refleje con pre-
cision la complejidad del mundo real.

El decrecimiento constante de un isdtopo radiactivo se especifica frecuente-
mente en términos de otra constante empirica, la vida media del isdtopo, debido a
que este parametro es mas conveniente. Asi, la vida media 7 de un isdtopo radiactivo
es el tiempo requerido para que decrezca en 50%. Para encontrar la relacidon entre k
y 7, tenemos 7 = 7y N = 2 Ny en la ecuacion N(7) = NoeX, asi que TN = Nye.
Resolviéndola para 7, se encuentra que

T=—. (18)

Por ejemplo, la vida media de 14C es r~(In2) /(0.0001216), aproximadamente 5700
anos.

Ejemplo é

Solucidn

Se descubre que un espécimen de carbdn de leha en Stonehenge (monumento prehistdrico
ubicado en Gran Bretafa) contiene, un maximo de 63% de '*C comparado con una mues-
tra de igual masa de carbon de lehia contemporaneo. ;Cuantos afos tiene la muestra?

Tomando ¢ = 0 como el tiempo en que el arbol en Stonehenge, de donde se obtuvo
la muestra, dejo de tener vida, y N como el niimero de 4tomos de '“C contenidos
en la muestra, se tiene que N = (0.63) N, por lo que resolviendo la ecuacion (0.63)
Ny = Noe ¥ con el valor de k = 0.0001216, se encuentra que

In(0.63)

=—— "/ ~ 3800 (afios).
0.0001216

De este modo, se concluye que la muestra tiene alrededor de 3800 afios. Si esto tiene
alguna relacidn con los constructores de Stonehenge, los calculos sugieren que dicho
observatorio, monumento, templo —o lo que haya sido— data del afio 1800 A.C., o de
antes. |

Enfriamiento y calentamiento

De acuerdo con la ley de enfriamiento de Newton [(Ec. (3) de la seccion 1.1)], la
razdn de cambio de la temperatura en el tiempo 7(¢) de un cuerpo inmerso en un
medio de temperatura constante A es proporcional a la diferencia A — T. Esto es

dT
To=kA-T), (19)

donde k es una constante positiva. Este es un ejemplo de la ecuacion diferencial li-
neal de primer orden con coeficientes constantes:

> dx +b (20)
— =dax .
d1

Incluye la ecuacion exponencial como un caso especial (b = 0) que es muy facil de
resolver por separacion de variables.

Ejemplo 7

Un asado de 4 1b inicialmente a 50 °F, se coloca en un horno a 375 °F a las 5:00 p.M.
Después de 75 min se observa que la temperatura del asado 7(¢) es de 125 °F. ;Cuén-
do estara el asado a 150 °F (término medio)?
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Solucion  Considerando ¢ en min, con ¢t = 0 correspondiente a las 5:00 P.M., asimase (aunque
un poco irrealmente) que en cualquier instante la temperatura 7(#) en el asado es
completamente uniforme. Se tiene que 7(f) < A = 375, T(0) = 50 y T(75) = 125.
Asi

dTr
— =k@375-T);
dt

1
/—dT:/kdt;
3715-T

—In(375—-T) =kt + C;

375 —T = Be X,

Ahora T(0) = 50 implica que B = 325, de tal manera que T(¢) = 375 — 325¢ ¥, Se
sabe también que 7' = 125 cuando ¢t = 75. Sustituyendo estos valores en la ecuacion
anterior, nos lleva a que

k = —-21n(%2) ~ 0.0035.

Por tanto, finalmente se resuelve la ecuacion

150 = 375 — 325¢(70-0035)

para t = —[In(225/325)] /(0.0035) ~ 105 (min), se alcanza el tiempo total de coci-
miento requerido. Debido a que el asado se puso en el horno a las 5:00 P.M., entonces
debe retirarse alrededor de las 6.45 .M. |

Ley de Torricelli

Suponga que un tanque de agua tiene un orificio con un area a en el fondo, por el cual
el agua se esta escapando. Sea y(f) la profundidad del agua en el tanque en el tiempo ¢,
y V(?) el volumen de agua en el tanque. Es correcto —y cierto, bajo condiciones
ideales— que la velocidad del agua escapandose a través del orificio es

v =+/2g8y, (21

la cual es la velocidad de una gota de agua saliendo libremente desde la superficie
del orificio (vease problema 35 de la seccion 1.2). Se puede deducir esta formula
empezando por considerar que la suma de las energias potencial y cinética del sistema
permanece constante. Bajo condiciones reales, tomando en cuenta que la contraccion
de un chorro de agua (jet) desde un orificio es v = c4/2gy, donde ¢ es una constante
empirica entre 0 y 1 (usualmente 0.6 para una pequeha corriente de agua continua).
Para simplificar, se considera ¢ = 1 en el andlisis siguiente.
Como una consecuencia de la ecuacion (21), se tiene que

dv
> o= —av = —a+/2gy; (22a)
equivalentemente,
av
> T —ky/y donde k =a./2g. (22b)

Esto es el postulado de la ley de Torricelli para un tanque drenandose. Sea A(y) el
area transversal horizontal del tanque de altura y. Entonces, aplicando a una seccidon
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delgada de agua horizontal a una altura y con drea A(y) y espesor dy, el método del
calculo integral para secciones transversales proporciona

y
Vi(y) 2/0 A(y)dy.

El teorema fundamental del calculo implica, por tanto, que dV/dy = A(y) y entonces

v dv dy_A( )dy ’;
i dy ar - "Yar (23)

De las ecuaciones (22) y (23) finalmente se obtiene

d
AT = —ay2gy = k5. (24)
que es una forma alternativa de la ley de Torricelli. |

Ejemplo 8 Un tanque semiesférico tiene un radio superior de 4 ft y en el tiempo ¢ = 0 esté lleno
de agua. En ese momento se le hace un orificio circular con un didmetro de 1 pulgada
en el fondo del tanque. ;Cuénto tiempo tomara a toda el agua salir del tanque?

Solucién  Del tridngulo del lado derecho en la figura 1.4.9 se observa que

Ay) =nr*=m[16 — (4 — y)*] =78y — »?).

Valores positivos de y Con g = 32 ft /sz, la ecuacion (24) se transforma en
dy 2
w8y =y = - (37) V2 32y;

/(Sy”z—y”)dy = —/ 7 dt;

32 2502 1
-5y =t + C

16
3Y

Ahora como y(0) = 4, entonces

FIGURA 1.4.9. Drenado de un
tanque semiesférico.

_ 16 . 43/2 2 45/2 _ 448
C_?'4 54 15

El tanque estara vacio cuando y = 0, es decir, cuando
t =724 ~ 2150 (s);

esto es, en alrededor de 35 min y 50 s. Asi, le toma menos de 36 min vaciarse. M



m Problemas

Encuentre las soluciones generales (implicita si es necesario,
o explicita) de las ecuaciones diferenciales de los proble-
mas 1 al 18. Las primas significan derivadas respecto de x.
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dy dy
1. —+2xy=0 2. — +2xy*=0
ax Y dx
d d
3.d—z=ysenx 4. (1+x)d—i}=4y
dy dy
5. 2Vx—=/1-y? 6. — =3,
\/}dx Y dx *
d d
7. & = (64xy)' 8. & =0y secy
dx dx
dy dy
9. (1- x*)-==2 10. (1+x7?===(1+y)
(1- )5 =2y (1+xp2 = +)
11, y' = xy3 12. yy'= x(y?+1)
d d 1+
13. y3—y=(y4+l)cosx 14. 2 = v
dx dx 1 +./y
dy _ (x= 1)y’
15, — = ———— 16. (x*+ 1)(t =
17. y' = 1+x+y +xy (Sugerencia: Factorizar el lado
derecho.)
18. x%y'=1- x>+ y?— x%y?

Encuentre la solucion particular explicita de los problemas de
valor inicial en los problemas 19 al 28.

d
19. d—i= ye*,  y(0)= 2e
dy
20. — = 3x%(y%+ 1), 0)=1
- X OiE D (0
dy X
21, 2y—= ——, 5)=2
PR s TARRAS)
dy
22, Z =4xy—y, 1)=-3
I Ay -y ()
dy
23. =+ 1=2y, 1)=1
Tx yooy(1)
d
24, (tanx)d—i}: y, y(n)=in
d
25. x—y—y= 2xty, y(1)=1
dx
d
26. d—i} =2xyX 3x%y4 y(1)=-1
dy
27. —= = 6>, 0)=0
T e ¥(0)
dy )
28. 2\/§d—= cos’y, y4)=r/4
x

29.

(a) Encuentre una solucion general para la ecuacion dife-
rencial dy /dx = y?. (b) Halle una solucion singular que no
esté incluida en la solucidon general. (¢) Inspeccione el
trazo de las curvas solucidn tipicas para determinar el pun-
to (a, b), para el cual el problema de valor inicial y = y?,
y(a) = b tiene solucion Gnica.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

Resuelva la ecuacion diferencial (dy/dx)* = 4y para veri-
ficar las curvas solucion general y la curva solucidn sin-
gular que se muestran en la figura 1.4.5. Posteriormente,
determine los puntos (a, b) en el plano para los cuales el
problema de valor inicial (y')*> = 4y, y(a) = b (a) no tiene
solucion, (b) tiene infinidad de soluciones definidas
para toda x, (¢) tiene sdlo un nimero finito de soluciones
en la vecindad del punto x = a.

Analice la diferencia entre las ecuaciones diferenciales
(dy/dx)* = 4y 'y dy/dx = 2./y. ; Tienen las mismas curvas
solucion? ;Por qué? o ;por qué no? Ubique en el plano el
punto (a, b) para el cual el problema de valor inicial y’ =
2,/y, y(a) = b (a) no tiene solucion, (b) tiene solucion
Gnica, (c) tiene infinidad de soluciones.

Halle una solucidn general y una solucion singular de la
ecuacion diferencial dymyslashdy/dx = y,/y? —1.
Determine los puntos (a, b) en el plano para el cual el pro-
blema de valor inicial y = y,/y2 — 1, ¥(a) = b, (a) no
tiene solucion, (b) tiene solucidn Gnica (¢) tiene infinidad
de soluciones.

(Crecimiento poblacional) Una ciudad tenfa una poblacion
de 25,000 habitantes en 1960 y de 30,000 en 1970.
Considere que su poblacion continuara creciendo expo-
nencialmente a una tasa constante. ;Qué poblacion puede
esperar el planificador de la ciudad para el afio 2000?
(Crecimiento poblacional) En un cierto cultivo de bacte-
rias su nimero se incrementa seis veces en 10 horas.
(Cuanto le toma a la poblacion duplicarse?
(Concentracidn de carbono radiactivo) El carbono obteni-
do de un antiguo craneo contiene solamente la sexta parte
de 'C respecto del carbono obtenido de un hueso actual.
(Qué tan antiguo es el craneo?

(Concentracion de carbono) El carbono tomado de una
reliquia que se dice ser del tiempo de Cristo contiene
4.6 X 10'° atomos de '“C por gramo. El carbon extraido
de un espécimen actual de la misma sustancia contiene
5.0 X 10'° dtomos de '*C por gramo. Calcule la edad
aproximada de la reliquia. ;Qué opinidn tiene acerca de
su autenticidad?

(Interés compuesto continuo) Previo al nacimiento de su
primer hijo, una pareja depositd 5000 ddlares en una
cuenta que paga el 8% de interés compuesto continua-
mente. Los pagos de interés son acumulables al capital.
(Cuanto habri en la cuenta en el dieciochoavo cumpleaios
del nifio?

(Interés compuesto continuo) Suponga que encuentra en
su atico un libro de la biblioteca con fecha de entrega
vencida y por el cual su abuelo debia pagar una multa de
30 centavos desde hace 100 ahos. Si la multa crece expo-
nencialmente a una tasa de interés compuesto continua-
mente de 5% anual, ;cuanto se tendria que pagar si se
devuelve el libro a la biblioteca?

(Eliminacién de drogas) Suponga que el pentobarbital de
sodio se usa para anestesiar a un perro. Este queda aneste-
siado cuando su torrente sanguineo contiene al menos 45
miligramos (mg) de pentobarbital de sodio por kg de peso.
Suponga también que esta sustancia se elimina exponen-
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cialmente del torrente sanguineo del animal con una vida
media de 5 h, ;qué dosis se le debe administrar a un perro
de 50 kg de peso para anestesiarlo durante 1 h?

La vida media del cobalto radiactivo es de 5.27 afos.
Suponga que un accidente nuclear ha dejado en cierta region
un nivel de radiacion de cobalto 100 veces por encima
del nivel aceptable para ser habitada por seres humanos,
Jcuanto tiempo tendrd que pasar para que sea habitable
nuevamente? (Ignorar la probable presencia de otros
isotopos radiactivos.)

Suponga que un cuerpo mineral formado en un antiguo
cataclismo —tal vez en la formacion de la Tierra mis-
ma— contenfa originalmente el isdtopo de uranio 233U (el
cual tiene una vida-media de 4.51 X 10° afos) pero no
contenfa plomo, producto final del decrecimiento radiac-
tivo del 28U . Si ahora la relacion entre los atomos de 28U
y los atomos de plomo en el mineral es de 0.9, ;cuando
ocurrid el cataclismo?

En cierta roca lunar se encontr6 igual contenido en el ni-
mero de 4tomos de potasio que de argdn. Considere que
todo el argdn es el resultado del decrecimiento radiactivo
del potasio (su vida media es de alrededor de 1.28 X 10°
anos) y que una de cada nueve desintegraciones del atomo
de potasio produce un atomo de argdn, ;cuél es la edad de
la roca, medida desde el tiempo en que contenia potasio
solamente?

Un recipiente de mantequilla, inicialmente a 25 °C, se
coloca para enfriarse en el portico principal, donde la tem-
peratura es de 0 °C. Supdngase que la temperatura de la
mantequilla se ha reducido a 15 °C después de 20 minu-
tos, ;cuando estard en 5 °C?

Cuando el aziicar se disuelve en agua, la cantidad A que
permanece sin disolverse después de ¢ min satisface la
ecuacion diferencial dA /dt = —kA (k > 0). Si 25% del
azicar se disuelve después de 1 min, ;cuanto tiempo toma
para que la mitad del aztcar se disuelva?

La intensidad 7 de la luz a una profundidad de x m bajo la
superficie de un lago satisface la ecuacion diferencial
dl/dx = (—1.4)I. (a) ;A qué profundidad se tiene la mi-
tad de la intensidad I que hay en la superficie (donde x = 0)?
(b) ;(Cual es la intensidad a una profundidad de 10 m
(como una fraccion de 1)? (¢) (A qué profundidad la in-
tensidad sera de 1% de la intensidad de la superficie?

La presion barométrica p (en pulgadas de mercurio) a una
altitud de x millas sobre el nivel del mar satisface el pro-
blema de valor inicial dy/dx = (=0.2)p, p(0) = 29.92.
(a) Calcular la presion barométrica a 10,000 y a 30,000 ft.
(b) Si no se toman las debidas precauciones, poca gente
puede sobrevivir cuando la presion se reduce a menos de
15 pulgadas de mercurio. ;Qué altura es ésa?

Una cierta version de dudosa procedencia acerca del con-
tenido de feniletilamina en el agua para beber comienza a
propagarse en una ciudad con una poblacidén de 100,000
habitantes. En una semana 10,000 personas tienen noticia
de este rumor. Considere que la tasa que incrementa el
nimero de individuos que han tenido noticia del rumor es
proporcional al nimero de quienes no la han tenido,
[cuanto tiempo pasara hasta que la mitad de la poblacion
de la ciudad tenga noticia del rumor?

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.
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De acuerdo con una teorfa cosmologica, hubo igual canti-
dad de isdtopos de uranio >¥U y 23U en el “big bang”
durante la creacion del universo. En la actualidad hay
137.7 atomos de 228U por cada atomo de 2*3U. Utilizando
la vida media de 4.51 X 10° aiios para el 28U y 7.10 X
108 afios para el 25U, calcule la edad del universo.

Un pastel se retira del horno a 210 °F y se deja enfriar a

temperatura ambiente, la cual es de 70 °F. Después de 30

minutos, la temperatura del pastel es de 140 °F. ;Cuando

estard a 100 °F?

La cantidad A(7) de contaminantes en la atmdsfera en un

cierto valle montafioso crece naturalmente y se triplica

cada 7.5 afios.

(a) Si la cantidad inicial es 10 pu (unidades de contami-
nacion, por sus siglas en inglés) obtenga una formula
para A(?) (en pu) que proporcione la cantidad de con-
taminantes después de ¢ afios.

(b) (Cual sera la cantidad (en pu) de contaminantes pre-
sente en la atmosfera del valle después de 5 afios?

(¢) Si sera peligroso estar en el valle cuando la cantidad de
contaminantes alcance 100 pu, ;cuéndo ocurrira esto?

Un accidente en una planta de potencia nuclear ha dejado
una area contaminada con material radiactivo a su alrede-
dor, la cual decrece de manera natural. La cantidad inicial
de material radiactivo presente es de 15 su (unidades de
seguridad, por sus siglas en inglés) y 5 meses mas tarde es
todavia de 10 su.

(a) Escriba una formula para calcular la cantidad A(?) de
material radiactivo (en su) que permanece después
de # meses.

(b) {Qué cantidad de material radiactivo permanecera
después de 8 meses?

(¢) (Cuénto tiempo —en niimero total de meses o frac-
cion de ellos— pasara hasta que A = 1 su, de tal ma-
nera que sea seguro para que la gente pueda regresar a
esa area?

En la actualidad existen 3 300 diferentes “familias de len-

guas” en el mundo entero. Considere que todas éstas son

derivadas de una sola linea original, y que una familia de
lenguas desarrolla 1.5 linajes de lenguas cada 6000 afos.

(Hace cuanto tiempo el hombre habl6 la lengua original?

Hace miles de afos los ancestros de los americanos nati-

vos cruzaron el Estrecho de Bering desde Asia y entraron

al hemisferio Oeste. Desde entonces se desplazaron de
norte a sur en América. Una sola lengua, la originalmente
hablada por ellos, tiene desde entonces una division en
muchas “familias de lenguas” indigenas. Considere (como
en el problema 52) que el nimero de estos linajes de lenguas

se ha multiplicado por 1.5 cada 6000 afhos. Hay ahora 150

familias de lenguas en el hemisferio oeste, ;cuando llega-

ron los ancestros de los americanos nativos actuales?

A un tanque con forma de cilindro vertical, que inicial-

mente contiene agua a una profundidad de 9 ft, se le quita

el tapdn inferior en el tiempo # = 0 (en horas). Después de

1 h la profundidad del agua ha disminuido a 4 ft, ;cuanto

tiempo tomara para que toda el agua salga del tanque?

Suponga que el tanque del problema 54 tiene un radio de

3 ft y que su orificio en el fondo es circular, con un radio

de 1 pulgada. ;Cuanto tiempo le tomara al agua (inicial-
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mente con una profundidad de 9 ft) drenarse com-
pletamente?

En el tiempo # = O se retira el tap6on del fondo (en el vértice)
de un tanque conico de 16 ft de altura, lleno de agua.
Después de 1 h el agua del tanque tiene una altura de 9 ft,
(cuando quedara vacio?

Suponga que un tanque cilindrico contiene inicialmente
Vo galones de agua que se drena (a través de un orificio en
el fondo) en 7 min. Utilice la ley de Torricelli para mos-
trar que el volumen de agua en el tanque despuésde t =T
minutos es V = Vy [1 — (¢/T)]*

Un tanque de agua tiene la forma obtenida al girar la cur-
vay = 4/3 alrededor del eje y. Se quita el tapon del fondo
a las 12 del dia, cuando la profundidad del agua en el tan-
que es de 12 ft. Ala 1 P.M. la profundidad del agua es de
6 ft, ;cuando estard vacio el tanque?

Un tanque de agua tiene la forma obtenida al girar la para-
bola x? = by alrededor del eje y. La profundidad del agua
es de 4 ft a las 12 del dfa, cuando se quita el tapdn circular
del fondo del tanque. A la 1 P.M. la profundidad del agua
es de 1 ft. (a) ;Cudl es la profundidad del agua y(r) que
permanece después de t h? (b) ;Cudndo queda vacio
el tanque? (c¢) Si el radio inicial de la superficie superior
del agua es de 2 ft, ;cuél es el radio del orificio circular en
el fondo?

Un tanque cilindrico con longitud de 5 ft y radio de 3 ft se
coloca sobre su eje horizontal. Si se abre un orificio circu-
lar en el fondo con un radio de 1 pulgada y el tanque esta
inicialmente lleno hasta la mitad con xileno, ;cuanto
tiempo le tomara al liquido drenarse completamente?

Un tanque esférico con un radio de 4 ft esta lleno de gaso-
lina cuando se abre un orificio con un radio de 1 pulgada
en la parte inferior, jcuanto tiempo se requerird para que
toda la gasolina salga del tanque?

Suponga que inicialmente un tanque de agua semiesférico
con radio de 1 m tiene su lado recto como fondo, donde a
su vez tiene un orificio de 1 cm de radio. Si se abre dicho
orificio a la 1 P.M., ja qué hora estara vacio?

Considere el tanque de agua semiesférico del ejemplo 8,
excepto que el radio r del orificio circular del fondo ahora
es desconocido. A la 1 P.M. se abre dicho orificio y a la
1:30 P.M. la profundidad del agua en el tanque es de 2 ft.
(a) Utilice la ley de Torricelli en la forma dV/dt = —(0.6)
wr?y/2gy (tomando en cuenta la restriccion) para deter-
minar cuando el tanque estara vacio. (b) ;Cual es el radio
del orificio del fondo?

(La clepsydra, o reloj de agua) Un reloj de agua de 12 horas
se disefia con las dimensiones que se muestran en la figura
1.4.10, dada la forma de la superficie obtenida al girar la
curva y = f(x) alrededor del eje y. ;Cual debe ser esta
curva, y qué radio debe tener el orificio circular del fondo
para que el nivel del agua caiga a una velocidad constante
de 4 pulgadas por hora in/h?

65.

66.

67.

68.
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Flujo de agua

—_—

FIGURA 1.4.10. Laclepsydra.

Justo antes del mediodia se encuentra el cuerpo de una
victima de un presunto homicidio dentro de un cuarto que
se conserva a una temperatura constante de 70 °F. A las 12
del dia la temperatura del cuerpo es de 80 °Fy ala 1 p.M.
de 75 °F. Considere que la temperatura del cuerpo al mo-
rir era de 98.6 °F y que éste se ha enfriado de acuerdo con
la ley de Newton. ;A qué hora murid la victima?

Una mahana muy temprano empez0 a nevar a una veloci-
dad constante. A las 7:00 A.M. una méaquina recolectora de
nieve salid a limpiar el camino. Para las 8:00 A.M. habia
recorrido 2 millas, pero le toma 2 horas mas (hasta las
10:00 A.M.) recorrer 2 millas adicionales. (a) Si ¢t = 0 es
cuando empieza a nevar y x representa la distancia reco-
rrida por la maquina en el tiempo ¢, considérese que la
maquina limpia el camino a una velocidad constante (en
ft> por h), para mostrar que

dx 1
k

dr 1
donde £ es una constante. (b) ;A qué hora empez6 a ne-
var? (Respuesta: 6:00 A.M.)

Una maquina para recoger nieve sale a las 7:00 AM.,
como en el problema 66. Suponga que para las 8:00 A.M. ha
recorrido 4 millas y que a las 9:00 A.M. se ha desplazado
3 millas més. ;A qué hora se inici6 la nevada? Este pro-
blema es mas dificil porque ahora debe resolverse una
ecuacion trascendente de forma numérica para encontrar
el valor de k. (Respuesta 4:27 A.M.)

La figura 1.4.11 muestra una cuenta deslizandose hacia
abajo en un cuerda sin friccion del punto P al punto Q. El
problema de la braquistocrona pregunta qué forma debe
tener la cuerda a fin de minimizar el tiempo de desliza-
miento para descender de P a Q. En junio de 1696, John
Bernoulli propuso este problema como un reto para la co-
munidad cientifica, ofreciendo un plazo de seis meses
(més tarde extendido a la Pascua de 1697 a peticion de
George Leibniz). Isaac Newton, entonces retirado de la
vida académica y sirviendo como alcalde de la Casa de



46

LR W-Yol[[ode[el[es[I] [ a ecuacidn logistica

Capitulo 1

Moneda en Londres, asumio el reto de Bernoulli el 29 de
enero de 1697. Al dia siguiente comunico su solucion —la
curva de descenso en el tiempo minimo es un arco de ci-
cloide invertida— a la Real Sociedad de Londres. Para
una deduccion moderna de este resultado, suponga que la
cuenta inicia desde el reposo en el origen Py que y = y(x)
es la ecuacion de la curva deseada en un sistema de coorde-
nadas con los puntos del eje y hacia abajo. Entonces, una
analogia mecénica de la ley de Snell en Optica implica que

sena _ constante, i)

donde « representa el angulo de deflexion (desde la ver-
tical) de la linea tangente a la curva —por tanto, cot

a =y'(x) (;porqué?)— y v = 4/2gy es la velocidad de la
cuenta cuando ha descendido una distancia vertical y (de
KE = %mvz = mgy = —PE).

P

N\

Q

FIGURA 1.4.11. Cuenta deslizdndose hacia
abajo sobre una cuerda —el problema de la
braquistrocrona.

(a) A partir de la primera derivada de la ecuacion (i), ob-
tenga la ecuacion diferencial

Ay _ |y (i)
dx y

donde a es una constante positiva apropiada.
(b) Sustituyendo y = 2a sen” t, dy = 4a sen t cos t dt en
(ii) para obtener la soluciéon
x = a(2t — sen 2¢), y = a(l — cos 2¢) (iii)
paralacual t = y = 0 cuando x = 0. Finalmente, la susti-
tucion de @ = 2a en (iii) nos lleva a las ecuaciones para-

Ecuaciones diferenciales de primer orden

métricas estandar x = a(@ — sen 6), y = a(1 — cos 6)
de la cicloide que se genera por un punto en el borde de
una rueda de radio a conforme esta rueda a lo largo
del eje x. [Véase el ejemplo 5 de seccion 9.4 de
Edwards y Penney, Cdlculo con transcendentes tem-
pranas, 7a ed., Pearson Educacidon, México, 2008).]

69. Suponga que un cable uniforme flexible esta suspendido

entre dos puntos (* L, H) a alturas iguales localizadas si-
métricamente en un lado y otro del eje x (fig. 1.4.12.)
Pueden utilizarse principios de fisica para mostrar que la
forma y = y(x) del cable colgando satisface la ecuacion

diferencial
d?y dy\?
2 - N =)
Y ax? + <dx>

donde la constante a = T'/p es la relacion de la tension del
cable T en su punto méas bajo x = 0 (donde y'(0) = 0) y su
densidad lineal (constante) es p. Si se sustituye v =
dymyslashdx, dv/dx = d?y /dx* en esta ecuacion diferen-
cial de segundo orden, se obtiene la ecuacion de primer

orden
dv
ad— =+v1+v2
X

Resolviendo esta ecuacion diferencial para y'(x) = v(x) =
senh(x/a) senh(x/a) e integrando después para obtener la
forma de la funcion

y(x) = acosh (2) +C

del cable colgando. Esta curva se llama catenaria, nom-
bre que proviene de la palabra latina cadena.

Relajamiento: H -y,

FIGURA 1.4.12. La catenaria.

Como en la ecuacion (3) de esta seccidn, la solucidn de la ecuacion diferencial de
variables separables se reduce a la evaluacion de dos integrales indefinidas. Es ten-
tador usar un sistema de algebra simbolico para este propdsito. Se ilustra este enfoque
al utilizar la ecuacion diferencial logistica

dx

I = ax — bx? (D

que modela una poblacion x(¢) con nacimientos (por unidad de tiempo) proporcional a
X, y con muertes proporcional a x>. Aqui nos concentraremos en la solucion de la ecua-
cion (1) y se difiere la discusion de las aplicaciones a poblaciones a la seccion 2.1.
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Sia =0.01yb = 0.0001, por ejemplo, la ecuacion. (1) es

dx_

o = (0.01)x = (0.0001)x° = (100 - x). )

10000

La separacion de las variables nos lleva a

1 1 t (3)
——dx = dt = + C.
x(100 — x) 10000 10000

Se puede evaluar la integral del lado izquierdo usando el comando de Maple

int(1/(x%x(100 - x)), x);
el comando de Mathematica
Integrate[ 1/(x*(100 - x)), x ]
o el comando de MATLAB
syms x; int (1/(x%(100 - x)))
Cualquier sistema de algebra en computadora proporciona un resultado de la forma
1 1

t
— Inx— —In(x — 100) = ——
100 ¥ = Top M — 100) = {5560 T € “)

equivalente al resultado de la calculadora grafica mostrado en la figura 1.4.13.

Se puede ahora aplicar la condicion inicial x(0) = x, combinando logaritmos,
y finalmente exponenciales para resolver la ecuacion (4) con el fin de obtener la so-
lucidn particular

100xge!/1%0
100 — xo + xge/100

x(t) = &)

de la ecuacidn (2). El campo de isoclinas y las curvas solucién mostradas en la figu-
ra 1.4.14 sugieren que, cualquiera que sea el valor inicial xy, la solucidn x(¢) se acer-
ca a 100 conforme t — +o0. {Se puede emplear la ecuacién (5) para verificar esta
suposicion?

INVESTIGACION. Para su propia ecuacion logistica, considere a = m/ny b =
1 /n en la ecuacidn (1), siendo m y n los dos digitos distintos mas grandes (en cual-
quier orden) en el nimero de su matricula de estudiante.

(a) Genere primero un campo de isoclinas para su ecuacion diferencial e incluya un
nimero suficiente de curvas solucion para que se pueda ver qué le sucede a la
poblacion conforme ¢ — +o0. Defina claramente la suposicion.

(b) Use un sistema de algebra en computadora para resolver simbolicamente la
ecuacion diferencial; posteriormente utilice esta solucion simbolica para encon-
trar el limite de x(f) cuando r — +o00. ;La suposicion basada en la grafica fue
correcta?

(¢) Finalmente, proponga y resuelva un problema numérico utilizando la solucioén
simbbdlica. Por ejemplo, ;cuanto le tomard a x crecer desde el valor inicial selec-
cionado x, para obtener el valor dado x;?
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m Ecuaciones lineales de primer orden

En la seccidon 1.4 se mostrd como resolver una ecuacion diferencial de variables se-
parables por integracion después de multiplicar ambos lados por un factor apropiado.
Por ejemplo, para resolver la ecuacion:

d
Z=oy (>0), (1)
dx
se multiplicaron ambos lados por el factor 1 /y para llegar a
1 d
R 2x; estoes, Dy(Iny)=D,(x?). (2)
y dx

Debido a que cada lado de la ecuacién (2) puede identificarse como una derivada
(respecto de la variable independiente x), todo lo que queda por hacer son dos inte-
graciones simples, lo cual nos lleva a In y = x> + C. Por esta razon la funcion p(y)
= 1/y se llama factor integrante de la ecuacion original en (1). Un factor integran-
te para una ecuacion diferencial es una funcién p(x, y) tal que la multiplicacién de
cada lado de la ecuacion diferencial por p(x, y) produce una ecuacion en la cual cada
lado es reconocible como una derivada.

Con ayuda de un factor integrante apropiado, existe una técnica estandar para
resolver la ecuacion lineal de primer orden

> Z—y +P(x)y = Q(x) (3)
X

en un intervalo en el cual las funciones coeficientes P(x) y Q(x) son continuas. Al
multiplicar ambos lados de la ecuacion (3) por el factor de integracion

> p(x) = e PWdx, 4)
El resultado es

d .
efP(x)dxﬁ + P(x)efP(x)dxy — Q(x)ef P(x)dx. (5)

D, |:/ P(x) dx] = P(x),

JP()dx

Porque

el lado izquierdo es la derivada del producto y(x) - e
es equivalente a

, entonces la ecuacion (5)

D, [y(x) , efP(x)dx] _ Q(x)efP(x)dx‘
Integrando ambos lados de esta ecuacion se llega a
y(xyel PO = / (Q(x)efp(x)dx> dx +C.

Finalmente, resolviendo para y se obtiene la solucion general de una ecuacion lineal
de primer orden dada en (3):

y(x) = e/ PWdx [/ (Q(x)efp(")d") dx + C} : (6)

Esta formula no debe memorizarse, pues en un problema especifico es mas sim-
ple usar el meétodo por el cual se desarroll6 tal férmula. Esto es, para resolver una ecua-
cion que puede escribirse de la forma de la ecuacion (3) con las funciones coeficientes
P(x) y O(x) mostradas explicitamente, se pueden intentar los siguientes pasos.
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METODO: SOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER ORDEN

Empezar por calcular el factor de integracion p(x) = o/ PO,

Posteriormente, multiplicar ambos lados de la ecuacion diferencial por p(x).

Identificar el lado izquierdo de la ecuacidn resultante como la derivada de un
producto:

D, [p(x)y(x)] = p(x)Q(x).
4. Finalmente, integrar la ecuacion,

pX)y(x) = /p(x)Q(x)dx+C,

después resolver para y y obtener la solucidon general de la ecuacidn diferencial
original.

Comentario 1. Dada una condicion inicial y(xy) = yo, se puede (como
siempre) sustituir x = xy y y = Yy en la solucion general y resolver para conocer el
valor de C llegando as{ a una solucion particular que satisface la condicion inicial.

Comentario 2. No es necesario proporcionar explicitamente una constan-
te de integracion cuando se encuentra el factor integrante p(x). Por eso se sustituye

/ P(x)dx con / P(x)dx+ K
en la ecuacion (4), cuyo resultado es

K+/[ P(x)dx [ P(x)dx

plx)=ce = eKe
Pero el factor constante X no afecta materialmente el resultado de multiplicar ambos
lados de la ecuacion diferencial en (3) por p(x), por eso podemos tomar K = 0. Por
lo tanto, se puede escoger para J P(x)dx cualquier antiderivada conveniente de P(x),
sin preocuparse por afiadir una constante de integracion. |

Solucidn

Resolver el problema de valor inicial

dy

11 ,—x/3
e
dx

y=3 . yO)=-L

Aqui se tiene P(x)=—1y Q(x) = % e /3

, asi que el factor de integracion es
,O(x) — ef(—l)dx — e %,
La multiplicaciéon de ambos lados de la ecuacion por e * nos lleva a

et——ey=7e , @)

la cual identificamos como



50 Capitulo 1 Ecuaciones diferenciales de primer orden
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FIGURA 1.5.1. Campo de
isoclinas y curvas solucidon para

y =y +%e—x/3 .

Asf, la integracion respecto de x resulta
e—xy — / %€—4x/3 dx = _%e—4x/3 + C,

y multiplicando por e* proporciona la solucion general

y(x) = Ce* — B (8)

La sustitucion de x = 0 y x = —1 nos da ahora C = é . Asi, la solucion particular
deseada es

y(x) = %ex — %e”ﬁ = % (ex — 336”/3) . [ |

Comentario. La figura 1.5.1 muestra un campo de isoclinas y curvas solu-
cion tipicas para la ecuacion (7), incluyendo una que pasa a través del punto (0, —1).
Observe que algunas soluciones crecen rapidamente en la direccidn positiva conforme
se incrementa x, mientras que otras crecen rapidamente en la direccion negativa. El
comportamiento de una curva solucién dada se determina por su condicion inicial
¥(0) = yp. Los dos tipos de comportamiento estan separados por la solucidn particu-
lar y(x) = — % e P para la cual C = 0 en la ecuacion (8) tal que yg = — % para la
curva solucion que esta punteada en la figura 1.5.1. Si yg > — % ,entonces C >0 en
la ecuacion (8), de tal manera que el término e* eventualmente domina el comporta-
miento de y(x), y asi y(x) = +oo conforme x — +00. Pero si yy < — %, entonces
C <0, y de este modo ambos términos en y(x) son negativos y por tanto y(x) — —oo
conforme x — +o00. En consecuencia, la condicion inicial y, = — ;—; es critica en el
sentido de que las soluciones que inician arriba de — % en el eje y crecen en la di-
reccidn positiva, mientras que las soluciones que inician debajo de — % crecen en
direccion negativa conforme x — +oo. La interpretacion de un modelo matemético
frecuentemente depende de encontrar esa condicidn critica que separe el tipo de

comportamiento de una solucidn de otra distinta. |

Solucion

Encontrar la solucion general de
d
(x? + 1)—y + 3xy = 6x. )]
dx

Después de dividir ambos lados de la ecuacidn entre x% + 1, se identifica el resultado

dy 3x 6x
— 4 y =
dx x*+1 x2+1

como una ecuacion lineal de primer orden con P(x) = 3x/x2 + 1Dy Ok = 6x/(x2 +1).
Multiplicando por

ple) = exp </ xfi 1 dx) =exp (3In(x* + 1)) = (> + 1)

nos lleva a

d
2+ 132 d—y F3x( + D)2y = 6x(x2 + 112,
X

y de este modo

D, [(x* + 1)32y] = 6x(x* + D)'/2.
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FIGURA 1.5.2. Campo de
isoclinas y curvas solucidon para
la ecuacion diferencial de la
ecuacion (9).
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Integrando resulta entonces
(x2+ 1)y = /6x(x2 +DV2dx =2(x*+ 1?4+ C.
La multiplicacion de ambos lados por (x* + 1)73/2 proporciona la solucidon general

y(x) =24+ Cx*+ 172 (10)

|

Comentario. La figura 1.5.2 muestra un campo de isoclinas y curvas so-
lucion tipicas para la ecuacidn (9). Observe que, conforme x — +o0, todas las otras
curvas solucion se aproximan a la curva solucidn constante y(x) =2, que corresponde
a C = 0 en la ecuacion (10). Esta solucion constante se conoce como una solucion
de equilibrio de la ecuacion diferencial, porque y(0) = 2 implica que y(x) = 2 para
toda x (y por tanto el valor de la solucion permanece siempre donde se inicid). Gene-
ralmente la palabra “equilibrio” significa “sin cambio”, de tal manera que la solucién
de equilibrio de una ecuacion diferencial debe entenderse como una solucidn cons-
tante y(x) = ¢, de la cual se consigue que y'(x) = 0. Adviértase que la sustitucion de
y' = 2 en la ecuacion diferencial (9) nos lleva a que 3xy = 6x; esto permite que y = 2
si x # 0. En consecuencia, se puede ver que y(x) =2 es la Ginica solucidn de equilibrio
de la ecuacion diferencial, como obviamente se observa en la figura 1.5.2. |

Un acercamiento mas profundo al método

El célculo anterior para obtener la solucion de una ecuacion lineal de primer orden
de la forma y' + Py = Q segiin la ecuacion (6) amerita un examen mas detallado.
Suponga que los coeficientes de la ecuacion, que son las funciones P(x) y Q(x),
son continuas en el (posiblemente no acotadas) intervalo abierto /. Entonces las

antiderivadas
/P(x)dx y /(Q(x)efP(X)dx> d.x

existen en /. La deduccion de la ecuacion (6) muestra que si y = y(x) es una solucion
de la ecuacion (3) en 1, entonces y(x) esta dada por la formula en la ecuacidn (6) para
algtin valor de la constante C. Reciprocamente, se puede verificar, por sustitucion
directa (problema 31), que la funcion y(x) dada en la ecuacidn (6) satisface la ecua-
cion (3). Finalmente, dado un punto x; de / y cualquier valor de y,, existe —como se
menciond previamente— un nico valor de C tal que y(xy) = yo. En consecuencia,
se ha probado el siguiente teorema de existencia de unicidad.

TEOREMA 1 Ecuacion lineal de primer orden

Si las funciones P(x) y Q(x) son continuas en el intervalo abierto 7 que contiene
el punto x, entonces el problema de valor inicial

dy
> T P(x)y = Q(x), y(xo) = Yo (11)
tiene una solucion tinica y(x) en 1, dada por la formula de la ecuacion (6) para un
cierto valor de C.

Comentario 1. Elteorema | proporciona una solucion en fodo el intervalo
I para una ecuacion diferencial lineal, en contraste con el teorema 1 de la seccion 1.3,
el cual garantiza solamente una solucion en un posible intervalo més pequeno.
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Comentario 2. Elteorema 1 nos dice que cada solucion de la ecuacion (3)
estd incluida en la solucion general dada por la ecuacion (6). De este modo, una
ecuacion diferencial lineal de primer orden no tiene soluciones singulares.

Comentario 3. Un valor apropiado de la constante C en la ecuacion (6)
—necesario para resolver el problema de valor inicial de la ecuacidén (11)— puede
escogerse “automaticamente” escribiendo

(12)

Los Iimites indicados x, y x funcionan como un valor determinado para las integra-
les indefinidas en la ecuacion (6), que garantizan de antemano que p(xy) = 1y que
¥(xp) = yo [como puede verificarse directamente al sustituir x = x; en las ecuacio-
nes (12)]. |

Solucidn

Resolver el problema de valor inicial

d
xzd—i) +xy =senx, y(1) =y (13)

Dividiendo entre x* se obtiene la ecuacion lineal de primer orden

dy 1 sen x
dx T

x2

con P(x) = 1 /xy Q(x) = (sen x) /xz. Con xy = 1 el factor integrante en (12) es

p(x) =exp (/x ;dt) =exp(lnx) = x,
1

de tal manera que la solucion particular deseada esta dada por

3(x) [yo +/ sent ] (14)

De acuerdo con el teorema 1, esta solucion esti definida en todo el eje positivo x.H

Comentario. En general, una integral como la de la ecuacion (14) debe
(para una x dada) aproximarse de manera numérica —utilizando la regla de Simpson
por ejemplo— para encontrar el valor de la solucion y(x) en el punto x. En este caso,
sin embargo, se tiene la funcion integral del seno conocida como

Si(x) =/ &md
0

misma que aparece con frecuencia en aplicaciones donde sus valores han sido tabu-
lados. Un buen conjunto de tablas de funciones especiales puede encontrarse en
Abramowitz and Stegun, Handbook of Mathematical Functions (Dover, New York,
1965). De esta manera, la solucidn particular en la ecuacion (14) se reduce a

)’(X)=)lc|:)’o+/ R /Se—“dt}%[ywsux)—sml)]. (15)
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FIGURA 1.5.3. Curvas
solucion tipicas definidas por la
ecuacion (15).

% Entrada: r; L/s, ¢;g/L

Cantidad x(1)
<] Volumen V(7)

Concentracion c,(7) :%

————— Salida:
r, Lis,
l c, g/L
FIGURA 1.5.4. Problema de
mezclas en un solo tanque.
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La funcion Si(x) esta incluida en 1a mayoria de los sistemas cientificos por computadora
y puede utilizarse para graficar curvas solucion tipicas definidas por la ecuacion (15).
La figura 1.5.3 muestra una seleccion de curvas solucidn para valores iniciales y(1)
= yp en el intervalo yy = —3 ay, = 3. Se aprecia que en cada curva solucion y'(x) — 0,
a medida que x — +00, debido a que la funcion Si(x) esta acotada. |

En las graficas vemos que hay una excepcion —que confirma la regla— cuando
una solucidn de una ecuacidn diferencial puede expresarse en términos de funciones
elementales. Se estudiaran més adelante varias técnicas para mejores aproximacio-
nes al evaluar las funciones no elementales que se encuentren. En el capitulo 2 se
abordara con cierto detalle la integracion numérica de ecuaciones diferenciales.

Problemas de mezclas

Como una primera aplicacion de las ecuaciones lineales de primer orden, considére-
se un tanque que contiene una solucién —una mezcla de soluto y solvente— tal
como sal disuelta en agua. Existen tanto flujos de entrada como de salida, y se
quiere calcular la cantidad x(t) de soluto del tanque en el tiempo ¢, dada la cantidad
x(0) = xj en tiempo ¢ = 0. Supdngase que la sustancia, con una concentracidon de ¢;
gramos de soluto por litro de solucion, fluye dentro del tanque a una velocidad cons-
tante de r; litros por segundo, y que la solucion en el tanque —permanece completa-
mente mezclada por agitacion— fluye hacia afuera a una velocidad constante de r,
litros por segundo.

Para obtener una ecuacion diferencial para x(z), se estima el cambio Ax en x
durante un breve intervalo de tiempo [z, ¢, + Af]. La cantidad de soluto que fluye
dentro del tanque durante Ar segundos es r,c; At gramos. Para verificar lo anterior,
obsérvese como el analisis dimensional verifica nuestros cilculos:

(r. litros) c.
l s l

llegando a una cantidad medida en gramos.

La cantidad de soluto que fluye hacia afuera del tanque durante un mismo in-
tervalo de tiempo depende de la concentracion c,(f) de soluto presente en la solucion
en el tiempo 7. Pero como se observa en la figura 1.5.4, ¢, () = x(¢) /V(), donde V(z)
representa el volumen (no constante a menos de que r; = r,) de solucidn en el tanque
en el tiempo ¢. Entonces

gramos

litros J (At segundos)

Ax = {gramos de entrada} — {gramos de salida} =~ r;c; At — r,c, At.

Ahora, dividiendo entre At:

Ax
—— R FiCi — FyCyp.

At

Finalmente, se toma el limite cuando At — 0. Si todas las funciones involucradas son
continuas y x(#) es derivable, entonces el error en esti aproximacion tiende también
a cero, y se obtiene la ecuacion diferencial

dx

> =
dt

(16)

=TiCi — IoCo,

en la cual r; c; y r, son constantes, pero ¢, representa la variable de concentracion

x(1)
V(t)

Co(t) = (17)
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de soluto dentro del tanque en el tiempo ¢. De este modo, la cantidad x(¢) de soluto
en el tanque satisface la ecuacion diferencial
dx 7o

E = r;C;i —VX. (18)

Si V,, = V(0), entonces V(¢) = V, + (r; — r,)t, asi la ecuacion (18) es una ecuacion
diferencial lineal de primer orden para la cantidad x(¢) de soluto en el tanque en el
tiempo ¢.

Importante. La ecuacion (18) no necesita memorizarse. Este es el proce-
so que se utiliza para obtenerla —examinando el comportamiento del sistema en un
intervalo de tiempo corto [t, #, + Af]— y que requiere esfuerzo para ser entendido
debido a que esta es una herramienta comin y corriente para obtener todo tipo de
ecuaciones diferenciales.

Comentario. Es conveniente utilizar unidades g/L masa/volumen para
deducir la ecuacion (18), aunque se puede recurrir a cualquier otro sistema de unida-
des consistente para medir la cantidad de soluto y el volumen de la solucion. En el
siguiente ejemplo se medirdn ambos en kildmetros cibicos. |

Ejemplo 4

Solucidn

Considere que el lago Erie tiene un volumen de 480 km® de agua y que la tasa de
flujo de entrada (del lago Huron) y la del flujo de salida (al lago Ontario) son ambas
de 350 km? por afo. Suponga que en el tiempo ¢ = 0 (en afos) la concentracion de
contaminantes del lago Erie —causada por la contaminacion industrial en el pasado
y que ahora ha cesado— es cinco veces mayor que la del lago Huron. Si el flujo hacia
afuera esta perfectamente mezclado con el agua del embalse, ;cuanto tomara reducir
la concentracion de contaminantes en el lago Erie de tal manera que sea dos veces la
del lago Huron?

Aqui se tiene

V = 480 (km?),

ri =r,=r= 350 (km*/yr),

¢; = c (la concentracion de contaminantes del lago Huron), y
xo = x(0) = 5¢V,

y la pregunta es: ;Cuando es x(f) = 2cV? Con esta anotacion, la ecuacion (18) es la

ecuacion separable

dx r (19)
—_— =7rC — —
dt ‘v

la cual se puede reescribir en la forma lineal de primer orden

dx
L — 20
dt px=4q 20)

con coeficientes constantes p = r/V, g = rc, y el factor integrante p = /. Esta ecua-
cion se puede resolver directamente o por medio de la formula (12). Esta Gltima
plantea que

t
x(t)=e"" |:xo +/ ge” dti| =e |:x0 +4 (" — 1)]
0 p

— —rt/V 5¢V i rt/V_l .
e |:c +r/V(e ) ;

x(t) =cV +4cVe V. (21)
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Para encontrar cuando x(¥) = 2¢V, lo Gnico que se necesita es resolver la ecuacion

1% 480
cV +4cVe ™V =2¢V para t = —Ind = 350 In4 ~ 1.901 (ahos). [ |
r

Solucion

Un tanque de 120 galones (gal) contiene inicialmente 90 1b de sal disueltas en 90 gal
de agua. La salmuera, que contiene 2 1b/gal de sal, fluye hacia adentro del tanque a
razon de 4 gal /min, y la mezcla homogénea fluye hacia fuera del tanque a una razon
de 3 gal /min. ;Cuénta sal contiene el tanque cuando estd completamente lleno?

La caracteristica interesante de este ejemplo es que, debido a la diferencia entre la
razdn de entrada y de salida del flujo, el volumen de salmuera en el tanque se incre-
menta en estado permanente a razéon de V() = 90 + ¢ gal. Asi, el cambio Ax en la
cantidad x de sal en el tanque desde el tiempo ¢ hasta el tiempo ¢ + Af (en minutos)
esta dado por

X
Ax ~ (4)(2) At — 3 (90 — t) At,

de esta manera, la ecuacion diferencial es

dx+ 3
dt  90+1¢

x =38

Un factor integrante es

3
p(x) = exp (/ 901 dt) =" = (90 + 1)’

el cual proporciona

D, [(90 +1)°x] = 8(90 +1)*;
(90 + 1)°x =290+ 1)* + C.

La sustitucion de x(0) = 90 da como resultado que C = —(9)*, de tal manera que 