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Pr(')logo

Este libro de problemas estd concebido como complemento de los textos de geometria ana-
litica que se estudian en los institutos y escuelas técnicas de grado medio. En él se exponen las
materias aproximadamente en el mismo orden que figura en la mayor parte de dichos textos.
Consta de 345 problemas tipo, cuidadosamente resueltos, y 910 problemas propuestos como
ejercicio para el alumno a distinto grado de dificultad. Los problemas, por otra parte, se han
dispuesto de forma que se pueda seguir con facilidad el desarrollo natural de cada materia. Como
un curso de geometria analitica se base, fundamentalmente, en la resolucion de problemas, y dado
que una de las principales causas del bajo rendimiento que en ocasiones se alcanza en los cursos
de matemadticas es no disponer de métodos ordenados de resolucion de aquéllos, estamos conven-
cidos de que este libro, bien empleado, constituird una gran ayuda para el alumno. También
se ha pensado en aquellos otros que quieran repasar la teoria y los problemas fundamentales
de la geometria analitica.

Para la mejor utilizacion del libro se debe tener presente lo que realmente es, considerando que
no se trata de un texto propiamente dicho y que, por tanto, no debe emplearse como medio para
evitar el estudio de las cuestiones tedricas de la asignatura. Cada uno de los capitulos contiene
un breve resumen, a modo de formulario, de las definiciones necesarias, principios y teoremas,
seguido de una serie de problemas, resueltos unos y otros propuestos, a distintos niveles de di-
ficultad.

No se puede decir de forma rotunda que estudiar matemdticas sea, esencialmente, hacer pro-
blemas, pero hay que tener en cuenta que con una lectura mas o menos rutinaria del libro de
texto, la retencion en la memoria de un pequefio numero de expresiones y con un estudio super-
ficial de los problemas resueltos de este libro, no se adquirird mds que una vaga nocion de la
materia. Por tanto, para que la utilizacion de este libro sea verdaderamente eficaz es necesario
que el alumno intente resolver por si mismo todos los problemas en un papel y se fije bien en el
porqué de cada uno de los pasos de que consta su solucion, y en la forma en que éstos se expresan,
En todos y cada uno de los problemas resueltos hay algo que aprender; con estas normas, el
alumno encontrard muy pocas dificultades para resolver los problemas aqui propuestos, asi
como los que figuren en su propio libro de texto.

J. H. K.
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CAPITULO |

Coordenadas reclangularcs

SISTEMA DE COORDENADAS RECTANGULARES. El
sistema de coordenadas rectangulares divide al plano en
cuatre cuadrantes por medio de dos rectas perpendiculares YA
que se cortan en un punto (. La horizontal X'OX se de- 1|
nomina eje x, la vertical Y'OY, eje y, y ambas constituyen
los dos ejes de coordenadas. El punto O se llama origen del

Cuadrante 11 |Cuadrante 1

F sistema. e b g
La distancia de un punto al eje y se llama abscisa del _ ! i
mismo. La distancia de un punto al eje x es la ordenada, X o '
y ambas constituyen las coordenadas del punto en cuestion CusaRiE I CiEEsRE Iy
y se representan por el simbolo (x.y). Las abscisas son po- i | ()
sitivas cuando el punto estd situado a la derecha del eje y, '
y negativas en caso contrario. Las ordenadas son positivas i b
¥

cuando el punto estd por encima del eje x. y negativas en
caso contrario.

Para representar puntos de coordenadas conocidas hay que adoptar una escala adecuada
sobre cada uno de los ejes coordenados. Ambas escalas pueden ser iguales o distintas.

DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS. La distancia d entre YA
dos puntos Py(x,,1,) Y Podxays) es '

d = \(xy — ) F (=)

Por ejemplo, la distancia entre los puntos (4. —1)
y(7,3)es
d= (1= + O I

= 5 unidades.

PUNTO DE DIVISION es el que divide a un segmento en una relacion dada. Consideremos
los puntos Py(x;,v,) y Pux.y,) y la recta que determinan. v

Sea P(x,y) un tercer punto que divida al segmento en la re- | .
¢ | Xy

PP , .
lacion pp. = Como PP y PP, son del mismo sentido.
¥
dicha relacion es positiva. Si el punto de division P(x,y)
estuviera situado en la prolongacién del segmento, a uno

L : :
u otro lado del mismo, la relacion - = r seria negativa,

PP,
ya que PP y PP, tendrian sentidos opuestos. o - X,
Teniendo en cuenta los tridngulos semejantes de la - =X
. PM x—x, PP A9 :
BU PN = xo—x PP, T " v




2 COORDENADAS RECTANGULARES
: X1+ rx, . Y1+ 1y
De = —————_  Analogamente, o e
spejando x, x T L5 gamente, y T £
xl_ + Xg _h + ¥a

Si P(x,y) es el punto medio del segmento P\Py, r = 1 y x = — > ; Y= 2

INCLINACION Y PENDIENTE DE UNA RECTA. La inclinacion de una recta L (que no sea
paralela al eje x) es el menor de los dngulos que dicha recta forma con el semieje x positivo
y se mide, desde el eje x a la recta L, en el sentido
contrario al de las agujas del reloj. Mientras no se v)
advierta otra cosa, consideraremos que el sentido
positivo de L es hacia arriba. Si L fuera paralela
al eje x, su inclinacién seria cero.
La pendiente de una recta es la tangente del
dngulo de inclinacion. En estas condiciones,
m = tg 0, siendo 6 el 4ngulo de inclinacion y m la

pendiente.
La pendiente de la recta que pasa por dos A
puntos Pi(x1,1) ¥ Pa(x.12) €5 .

pltxh\f;]

O '\I/"
Xo— Xy
cualesquiera que sean los cuadrantes en los que estén situados los puntos P, y P,.

RECTAS PARALELAS Y PERPENDICULARES. Si dos rectas son paralelas, sus pendientes
son iguales.

Si dos rectas L, y L, son perpendiculares, la pendiente de una de ellas es igual al reci-
proco de la pendiente de la otra con signo contrario. Esto es, llamando m, a la pendiente
de L, y m, a la de L, se tiene m; = —I|/m,, o bien, mym, = —1.

ANGULO DE DOS RECTAS. El angulo a, medido en el

sentido contrario al de las agujas del reloj, desde la ki -
recta L, de pendiente m, a la L, de pendiente m, es
to g MM
L
/é 3
Demostracion: 0, = a + 0,, 0 a = 0, — 0,. C‘J o
tga =tg(6, —0,) / \
L L
_ ‘8f—wh  me—m ' z
1 +tgb,tgb, 1 4 mam,~
Y Py(X3.y5)
AREA DE UN POLIGONO EN FUNCION DE LAS :
COORDENADAS DE SUS VERTICES. | Sean
Pi(xy, v1), Pyxs, vs), Pa(xs, y3) los vértices de un tridn- R,
gulo. El drea 4 en funcidn de las coordenadas de los : 1
vértices viene dada por la expresion & '. [
SR i
i i L __-=x
A = Hxwps + XaVs + Xapy — XaVa — Xo¥1 — Xubs). %t M My M
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Demostracion: Area del triangulo = drea del trapecio M,P,P;M, + drea del tra-
pecio M P,P,M,— drea del trapecio M,P,P,M,. Por tanto,
A= Yy + ya)(xa— x1) + 3vs + p2) (xp — x5) — 300y + o) (X, — X))
= dxwa + Xoya + Xg¥1 — X Ya— Xa¥p — X3V
Este resultado se puede expresar de otra manera, mas facil de recordar, teniendo en
cuenta la notacion de determinante:
X1 o 1

/4 — -12 .\'-‘:, _132 l

Otra forma de expresar el drea de un tridngulo, muy Gtil cuando se trate de hallar dreas
de poligonos de mas de tres lados, es la siguiente:

A = Hoxyps + Xops + Xy — XiVa — XaVp — Xa)y).

Obsérvese que se ha repetido la primera fila en la cuarta.

PROBLEMAS RESUELTOS
DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS.
1. Hallar la distancia entre a) (—2, 3) y (5, 1), b) (6. —1) y (—4, —3).
@) d=V(x,—x) +(r—y)= V(5 +2 +(1 —3P =49 +4 =53
B) d=V(xs— x)! + (Pp— 1)t = V(—4 —68 +(—3 + 1)* = V104 = 2v26

Yi Y
AQ3.8)

2,3) 7
—

Nl_-'.‘, |) 5{-!1\3)

% 2, X
/"’ x’ = i—
(4-3) \
C(-8,-2)
% Y
Problema | Problema 2

2. Demostrar que los puntos A(3, 8), B(—11, 3), C(—8, —2) son los vértices de un triangulo isosceles.
AB = V(3 + 11 + (8 — 3)* = V221
BC = +/(—11+ 8 + (3 + 2)* = V34
AC= V(3 + 8 + (8 + 27 = V22l

Como AB = AC, el triangulo es isoOsceles.




4 COORDENADAS RECTANGULARES

3. a) Demostrar que los puntos A(7, 5), B(2, 3), C(6, —7) son los vértices de un triangulo rectangulo.
b) Hallar el area del triangulo rectangulo.

Q) AB=V(T—2F £ (5— 3=V BC = V2 —6F + (3 1 7F = V116

AC = V(T —6)* + (5 + 7 = V145

Como (4B)* + (BC)* = (AC)% o sea, 29 + 116 = 145, ABC es un triangulo rectangulo.
b) Area = }(AB)(BC) = 5v29 v 116 = 29 unidades de superficie.

YA Y YA
A(75)
A(1,7)
[
5 )“(‘ o O,| B(5,2) . P(xy)
/1’ X 0 .
Al-3-2) A x
C(7-1)
C(6-7)
Problema 3 Problema 4 Problema 5

4. Demostrar que los tres puntos siguientes son A(—3. —2), B(5, 2). C(9, 4).

AB = v/(5 + 3% + (2 + 2P = 4\'S BC = V(9 —57F £(4 —2)2=2\5
AC= V(9 + 3 £ (4 + 2= 6v5

Como AB + BC — AC.osca, 4\'5 + 2v'5 = 615, los puntos son colineales.

5. Determinar un punto que equidiste de los puntos A(1. 7). B(8. 6). C(7. —1),

Sea P(x, y) ¢l punto buscado. Ha de ser, PA - PB — PC.

Como PA = PB. V(x — 1) +(y — T = vV(x — 8P + (¥ — 6

Elevando al cuadrado y simplificando, 7x — v — 25 = 0. (I)

Como PA = PC. Vix — IR +(y — T2 = Vix — T +(y + IR

Elevando al cuadrado y simplificando, 3x — 4y — 0. (2)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2) resulta x = 4, p = 3. Por tanto,

¢l punto buscado tiene de coordenadas (4, 3).

PUNTO QUE DIVIDE A UN SEGMENTO EN UNA RELACION DADA.

6. Hallar las coordenadas de un punto P(x, y) que divida al segmento Y R(IT)
- determinado por Py(1, 7) y Py6, —3) en la relacion r = 2/3. T ;
Como la relacion es positiva, P,P y PP, han de ser del mismo !

; W P
sentido y, por tanto, el punto P(x, y) estara situado entre los puntos P(x.y)
dados extremos del segmento.

Ol X
PP 2

" opp, 3 ‘ A3




COORDENADAS RECTANGULARES 5
14 2 (6) 7 + (—3
_mtr T3 ntm T3
) 1 +r 4 2 ¥ 1 +r | 2 B
3 ™y

El punto buscado es (3, 3).

7. Hallar las coordenadas de un punto P(x,y) que divida al segmento determinado por P,(—2, 1)
y Py(3, —4) en la relacion r = —8/3.

Como la relacion es negativa, P\P y PP, han de ser de sentido opuesto, con lo que el punto

R <V 8
P(x, y) sera exterior al segmento P, P,. r= T
—2 (————)(3) 1 + —8)( 4)
Xy + rxy + yit+rys 3
o e = -8 y = o S i e = =7
EEi Y
Y Y YA
/01(2‘6)
P2,1)
\\ P( 4.1) <
= %
P (3-4) o
P(x Y)
Pxy)
Problema 7 Problema 8 Problema 9

8. El extremo de un diametro de una circunferencia de centro Py(—4, |) es P,(2, 6). Hallar las coorde-
nadas P(x, y) del otro extremo.

AP 1

PP, 2

Como P,P y PP, son de sentido opuesto, la relacion r es negativa.

1 |
4 L = I - l— =
_ Xt __L(____%___) __(2) — 10 o ndtm ( 2)(6) _
L+ r "y - Y= "1t -]
-3 L

9. Hallar dos puntos Py(xy, ;) ¥ Py(xs, y5) que dividan al segmento que une A(3, —1) con B(9,7) en
tres partes iguales.

1 1
il e
AP, 1 3+50 + 5
Para hallar Py(x,. y): rp=— o = — Xy = — =5 Jp=-—v
PB 2 1 ;
| + = 1+ —
2
AP, 2 - 209) —1 + 27 _
Para hallar P,(x b=t = = = =
2o(Xs, ¥a) * = p.B I 2 l—i—2 R 1 +2




6 COORDENADAS RECTANGULARES

10. Hallar las coordenadas del extremo C(x, y) del segmento que
une este punto con A(2, —2) sabiendo que el punto B(—4, 1) ¥
esta situado a una distancia de A igual a las tres quintas par- -
tes de 1a longitud total del segmento. oy

A8 _ 3 ,_AC _ 5 \\Qﬁﬂ

O
BC 2 CB 2 ~ X
Como AC y CB son de sentido opuesto, la relacion r es \\A(Z-ZW
negativa. I
5 5
2+ (- Yo B
A e — - — . T — =3

11. Las medianas de un triangulo se cortan en un punto P{x, y)
llamado baricentro, situado de los vértices a 2/3 de la distan-
cia de cada uno de ellos al punto medio del lado opuesto.
Hallar las coordenadas del baricentro de un triangulo cuyos
vértices tienen de coordenadas A(xy. y,), B(xa ¥s). C(xy, Va).

Consideremos la mediana APD, siendo D el punto me-

dio de BC.
Las coordenadas de D son —2 t X Yot ) .

2 ! 2
AP 2 AP 2
t Como 5= 7" resulta r = D1 2,
Xy + X
: ) e
. X, + ( 2 ) Y 4+ X5 + Xy
Tt 1 +2 - 3
Yzt Vs
Laf2e)
v:yl 2 _ it yat s
: |42 3

: o 1 1
Las coordenadas del baricentro de un triangulo son, pues, j(.\', + Xo 4 Xg), 3 (y + ¥ + ys)

Al mismo resultado se habria llegado considerando las medianas BPE o CPF, siendo en todo caso
AP _ BP cp_ 2 5
PO PE PF 1 7

INCLINACION Y PENDIENTE DE UNA RECTA

12. Hallar la pendiente m y el Angulo de inclinacion # de

las rectas que unen los pares de puntos siguientes: Y
a) (—8,—4),(59). ¢) (—I11,4),(—11,10).
b) (10, —3),(14, —7). d) (8, 6),(14,6). {-11,40) (59)
Y — N
m=tgfl=-—= -~
g Xz — & \&Qle——r
9 +4 11 4) (146}~
a) m= e P 1 6 =tg 11 ==45° |L e d N
5 + 8 e s o
_7 _}_ 3 ._:_e_lm.___ — 5 _;\.L'\_._.__M _,‘:
S L1~ Qe s  FE | i “
by m = 7 =D 1 0 =1g 1 =135 N
TS Rt
10—4 6 (-8.-4}
) e ——— T e T OONG = -1 = ' \
()m—_“ T 0 oo 0 =1tg'ow=190 “_\
6—6 0 i
— e — T e Ee [-— =1 b3~ 3
dy m Y- 6 0 =tg'0=0




COORDENADAS RECTANGULARES

-
13. Demostrar que los puntos A(—3. 4), B(3, 2) y (6, 1) son colineales.
: _2—4 1 ; 1 —4 l
Pendiente de A8 =373 - 3 Pendiente de AC = T3 T T

Como la pendiente de AB es la misma que la de AC, los tres puntos estan situados sobre la
misma recta.

14. Demostrar, aplicando el concepto de pendiente, que los puntos A(8, 6), B4, 8) y C(2, 4) son los

vértices de un triangulo rectangulo.
. 8 —6 1 . 4 —_8§
tede AB= ——— — — — SSs S
Pendiente de 4 yg—" 5 Pendiente de BC 54
Como la pendiente de AB es ¢l reciproco con signo contrario de la pendiente de BC, estos dos
lados del tridngulo son perpendiculares.

= 2

ANGULO DE DOS RECTAS

15. Sabiendo que el angulo formado por las rectas L, y L, es de 45°, y que la pendiente m, de L, es 2/3,
hallar la pendiente m, de L,.

2
ny — m ="
tg45® =—2=———L egsdeeir, | =—————. De esta ecuacidn, n, = 5.
|+ mym, 2
I + — M,
3 -
YA Y A B(2.5)
45°
/ C(4.2)
= o -
of / X d X
L,
L,
A(-3-2)
Problema 15 Problema 16

16. Hallar los angulos interiores del tridngulo cuyos vértices son A(—3, —2), B(2, 5) y C(4, 2).

542 7 e — 25 3 _2%2 _ 4
Mis =55 =% mE=F—3 3 A= a.ra3 3
4
mag—mca S T 29 P
b = | + mapmes T 7(4\ 63 A =H0.L
2L
-
_ Mec — Map 2 5 29 s ,
g = T Y REATEANRTE B = 69° 13.6".
: 2/\s
__‘i__(_ 3)
tg C = mea —mec 1 24 2 C = 86°3,3'. Comprobacién: 4 + B + C = 180°.

| + mcamsc o 4 3 T
'+ 3(~3)




8 COORDENADAS RECTANGULARES
AREA DE UN POLIGONO DE VERTICES CONOCIDOS.

17. Hallar el area A del tridngulo cuyos vértices son los puntos de
coordenadas (2, 3), (5, 7). (——3. 4).

=27+ 54 4 (=33 —2-4—(—H(N— 53]

= 314 +20—9 —8 + 21 — 15) = 11,5 unidades de su-
perficie.

18. Hallar el darea A4 del pentagono cuyos vértices son los puntos de coordenadas (—5, —2). (—2, 5),

(2, 7), (5, 1),(2, —4).

| =% =2

| —2 5
A=13| 2 7
5 I

2 —4

| —§8 —2

=S5 (5) + (—2) () +2: | + 5(—4) + 2A—2)
e SN (Y e BT D G B D]

= H—132) — —06.
Solucion: 66 unidades de superficie. Si se toman los vértices
recorriendo el poligono en el sentido contrario al de las agujas

del reloj, el area se considera positiva, y en caso contrario ne-
gativa.

PROBLEMAS PROPUESTOS

YA

1. Representar los puntos de coordenadas: (2, 3), (4, 0), (—3, 1), (V2. —1), (—2,0), (—2, v/3), (0, 1,

(—2, v8), (V7,0), (0. 0). (4,5, —2), (V'10, — V/2), (0, V/3), (2.3, —6).
2. Representar los triangulos de vértices: a) (0, 9}‘ (—1, 5), (4, 2);
b) (v2,0), 4, 5),(—3, 2);

¢) (24 V2, —=3), (V3 3), (—2. 1 + 1/8).

3. Representar los poligonos de vértices:  a) (—3, 2), (1, 5), (5, 3), (1, ——2);
b) (—5,0), (—3, —4), (3, —3), (7. 2), (1, 6).

4. Hallar la distancia entre los pares de puntos cuyas coordenadas son:

a) (4,1),(3,—2); c) (0, 3),(—4. 1); e) (2,—6),(2,
by (—7,4), (1, —11); d) (—1,—5,(2,—3);  f) (=3 1.3,

Sol. a) VI107b)17,¢) 2v/5, d) V13, e) 4, ) 2v/10.

5. Hallar el perimetro de los tridngulos cuyos vértices son:
a) (—2,5),(4,3),(7, —2); €) (2, —3), (—3,4), (0, —3);
b) (0,4), (—4, 1), (3, —3); d) (—1,—2),(4,2),(—3,5).
Sol. a) 23,56, b) 20,67, c¢) 20,74, d) 21,30,

—2);
—1).

6. Demostrar que los tridngulos dados por las coordenadas de sus vértices son isosceles:

a) (2,—2),(—3,—1), (1, 6); c) (2,4),(5 1)(6,5);

b) (—2,2),(6,6),(2,—2); d) (6,7),(—8,—1),(—2,—17).



10.

11.

12.

13.

14.

16.

17.

COORDENADAS RECTANGULARES 9

Demostrar que los triangulos dados por las coordenadas de sus vértices son rectangulos. Hallar sus
areas.

a) (0,9), (—4, —1),(3,2): c) (3, —2),(—2, 3), (0, 9);
b) (10, 5), (3, 2), (6, —5); d) (—2,8),(—56,1).(0, 4).
Sol. Areas: a) 29. b) 29, ¢) 15 d) 15 unidades de superficie.

Demostrar que los puntos siguientes son los vértices de un paralelogramo:

b (182 L 92y O 2628648

Hallar las coordenadas del punto que equidista de los puntos fijos:
a) (3. 3),(6. 2). (8, —2); by (4,3),(2,7), (=3, —8); c) (2,3),(4,—1), (5, 2).
Sol. a) (3,—=2), b) (—51), «¢) (3 1)

Demostrar, mediante la formula de la distancia, que los puntos siguientes son colineales:

a) (0.4),(3. —2).(—2,8); c) (1,2),(—3.10), (4, —4);
b (=2, 3), (—6, 1). (=10, —1); dy (1,3),(—2,—=3) (3, 7).

Demostrar que la suma de los cuadrados de las distancias de un punto cualquiera P(x, y) a dos vér-
tices opuestos de un rectangulo es igual a la suma de los cuadrados de las distancias a los otros dos
vértices. Supdngase que las coordenadas de los vértices son (0. 0), (0, b), (a, b) y (a, 0).

Hallar el punto de abscisa 3 que diste 10 unidades del punto (—3, 6).
Sol. (3.—=2), (3. 14).

Hallar las coordenadas de un punto P(x,y) que divida al segmento que determinan Py(x,. y,)

14 PyP
y Py(x,. yp) en la relacion r - 17:"2
2 2

a) P (4. —3). P2(|.4}.r—T. d) P (0,3). Py(7.4), r = — 7

1 5
h) P[{s. 3), P2(—3. —3}. ! — —3-‘ {’} P]("""S. 2). Pz(l- 4).?’ === '3‘-

2 3
c) Pi(—2,3) Py(3.=2). r 7 f) P2, —5), Pp(6.3),r = e

. 5 3 4 11 14 13 26 II)
Sol. a) (2, i") h) (3. 7) ¢) ( 5 —_;,—). d) (— 5 ?) el (10.7), ) ( 7 7))

Hallar las coordenadas del baricentro de los triangulos cuyos vértices son:

a) (5 Tl —=3). (5. 1): ) (36) (5. 2) (7, —6): e) (—3,1).(2,4), (6, —2).
by (2. —1).(6,7), (—4, —3); d) (7.4). (3. —0) (—5. 2);

I 5 4 5 2 5 5
S‘U’. a} (E‘- _j_). h) (—3, I). ('] (j_‘ -T). d] (-T. 0) (") ('T- I)v

Sabiendo que ¢l punto (9, 2) divide al segmento que determinan los puntos Py(6, 8) y Py(x,, yy) en
la relacion r = 3/7, hallar las coordenadas de P,.
Sol. (16, —12).

Hallar las coordenadas de los vértices de un triangulo sabiendo que las coordenadas de los puntos
medios de sus lados son (—2, 1), (5, 2) y (2, —3).
Sol. (1, 6), (9, —2), (—5, —4).

Hallar las coordenadas de los vértices de un triangulo cuyas coordenadas de los puntos medios
de sus lados son (3, 2), (—1. —2) y (5, —4).
Sol. (—3,4),(9,0). (1, —8).



18.

19.

21.

27.

29,

COORDENADAS RECTANGULARES

Demostrar analiticamente que las rectas que unen los puntos medios de los lados adyacentes del
cuadrilatero A(—3, 2), B(5, 4), C(7, —6) y D(—S5, —4) forman otro cuadrilitero cuyo perimetro es
igual a la suma de las diagonales del primero.

Demostrar que las rectas que unen los puntos medios de dos lados de los triangulos del Problema 14
son paralelas al tercer lado e iguales a su mitad.

. Dado el cuadrilatero 4(—2, 6), B(4, 4), C(6, —6) y D(2, —8), demostrar que:

a) La recta que une los puntos medios de 4D y BC pasa por el punto medio del segmento que une
los puntos medios de ABy CD.

b) Los segmentos que unen los puntos medios de los lados adyacentes del cuadrilatero forman
un paralelogramo.

El segmento que une A(—2, —I) con B(3, 3) se prolonga hasta C. Sabiendo que BC = 34B, hallar
las coordenadas de C. Sol. (18, 15).

. Demostrar que el punto medio de la hipotenusa de un triangulo rectangulo equidista de los vértices.

Ind.: Supéngase que las coordenadas del vértice del angulo recto son (0, 0) y las de los otros vér-
tices (a, 0) y (0, b).

. Demostrar que en los triangulos isosceles del Problema 6 dos de las medianas son de la misma lon-

gitud.

. Hallar las pendientes de las rectas que pasan por los puntos:

a) (3,4),(1,—2); ) (6,0, (6, V3); e) (2,4), (—2 4);
b) (-5, 3), (2, —3); d) (1,3)(7,1); Yy (3, —2).(3, 5.
Sol. @) 3, b) —? g o5 i) —%, it By

Hallar las inclinaciones de las rectas que pasan por los puntos:

a) (4,6)y(l,3); ) (2,3)y(l,4) e) (V3.2)y(0, 1);
b) (2,v3)y(l,0); d) (3,—2)y(3,5). £) 2,4 y(—24).
Sol. a) 0 =tg'| = 45°; & 0= gt —1=135 e) 0 =1tg1/v/3 =30
b) 6 —=tg-14/3 = 60°; dy 6 =tg'oo=290"; Sy 6=tg10=0"
. Aplicando el concepto de pendiente, averiguar cuales de los puntos siguientes son colineales.
a) (2,3),(—4.7)y (5 8); d)y (0,5)(50)y (6, —1);
b) (4, 1), (5, —2)y(6,—5); e} (a.0).(2a.—b) y (—a. 2b);
0 (—1,—4),2,5y(07 -2 ) (—2.1).(3,2) y (6, 3).

Sol. @) No. ») Si, ¢) No, d) Si, e) Si, f) No.

Demostrar que el punto (1, —2) esta situado en la recta que pasa por los puntos (—5, 1) y (7, —5)
¥ que equidista de ellos.

. Aplicando el concepto de pendiente, demostrar que los puntos siguientes son los vértices de un

triangulo rectangulo.

a) (6,5), (1,3 y(5—7); ¢) (2.4),(4.8)y (6, 2);

b) (3,2),(5 —4)y(l,—2); d) (3,4), (=2, —Dy@1).
Hallar los anguios interiores de los triangulos cuyos vértices son:

a) (3,2, —4 y(l,—=2); Sol. 45'.45,90 .

b) (4,2),(0, 1) y (6, —1): Sol. 1097 39.2°, 32" 28,3, 377 52,5".

¢) (—3.—1),(4,4) y(—2,3); Sol. 113°29.9". 40° 25,6, 26" 4.5".



37.

e .

COORDENADAS RECTANGULARES 11

. Demostrar, hallando los angulos interiores, que los tridngulos siguientes son isosceles, y efectuar

la comprobacion calculando {as longitudes de los lados.

a) (2.4).(5 1) y(6.5): Sel. 59" 22, 61" 556, 59722,
by (8.2).(3.8) y(—2.2): Sol. 50" 11,7, 79" 36,6", 50" 11,7".
) (3.2 (5. —4) y(l.—2) Sol. 457,457, 90"

d) (1.5).(5 —I1)y(9,6); Sol. 63726, 63"26'. 53" 8,

. La pendiente de una recta que pasa por el punto A(3, 2) es igual a 3/4. Situar dos puntos sobre esta

recta que disten 5 unidades de A.
Sol. (7.5). (—I1.—1).

. El 4ngulo formado por la recta que pasa por los puntos (-—-4. 5) y (3, y) con la que pasa por (—2, 4)

y (9. 1) es de 135°. Hallar el valor de y. Sol. y =9,

La recta L, forma un angulo de 60" con la recta L,. Si la pendiente de L, es 1, hallar la pendiente de L,.
Sol. —(2 + V/3).

Hallar la pendiente de una recta que forma un angulo de 45° con la recta que pasa por los puntos

. de coordenadas (2. —1) y (5. 3). Sol. m, = —7.

. Hallar la ecuacisn de la recta que pasa por el punto (2, 5) y forma un angulo de 45" con la recta
de ecuacién x — 3y 4 6 = 0. Sol. 2v—p 4+ 1 = 0.
Hallar las areas de los triangulos cuyas coordenadas de los vértices son:
a) (2.—3).(4,2)y(—5 —2) Sol. 18,5 unidades de superficie.
by (—3.4),(6.2)y (4. —3) Sol. 24:5.
) (—8 =20 (—4. —6)y (—1.5) Sol. 28.
d)y (0,4.(—8,0)y(—I1,—4) Sol.  30.
¢) (V2.2),(—4,6)y (4. —2V2) Sol. TV2—2 = 17.899.
f) (=7.5.(.1DHy(—33) Sol. 0. Razonar la respuesta.
g) (a.b+e)th,c+a)yle.a+ b) Sol. 0.
Hallar las areas de los poligonos cuyas coordenadas de los vértices son:

a) (2,5.(7. )3, —Dy(—2.3) Sol.  39.5 unidades de superficie.
b) (0,4),(l.,—6).(—2. —3) y(—4.2) Sol. 25.5.
) (LS (—2.4). (—3, —1), (2. =3 y(5 1) Sol 40.

Demostrar que las rectas que unen los puntos medios de los lados de los triangulos del Problema 36
dividen a cada uno de ellos en cuatro triangulos de areas iguales.
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CAPITULO 2

Ecuaciones y lugares geométricos

LOS DOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES DE LA GEOMETRIA ANALITICA SON:

I. Dada una ecuacion, hallar el lugar geométrico que representa.

2. Dado un lugar geométrico definido por determinadas condiciones, hallar su ecuacién
matematica.

LUGAR GEOMETRICO, o grifica, de una ecuacion de dos variables es una linea, recta o curva,
que contiene todos los puntos, y solo ellos, cuyas coordenadas satisfacen la ecuacién dada.
Antes de representar graficamente el lugar geométrico que corresponde a una ecuacién

dada, es muy conveniente, para determinar su forma, conocer algunas propiedades del lugar

en cuestion, como, por ejemplo: intersecciones con los ejes, simetrias, campo de variacion
de las variables, etc.

INTERSECCIONES CON LOS EJES. Son las distancias (positivas o negativas) desde el origen
hasta los puntos en los que la linea del lugar corta a los ejes coordenados.
Para hallar la interseccion con el eje x se hace y = 0 en la ecuacion dada y se despeja la
variable x. Andlogamente, para hallar la interseccion con el eje y, se hace x = 0 y se despeja y.
Por ejemplo, en la ecuacion p? + 2x = 16, para y =0, x = 8; para x =0, y = +4.
Por tanto, la abscisa del punto de interseccion con el eje x es 8 y las ordenadas de los de in-
terseccion con el eje v son +4.

SIMETRIAS. Dos puntos son simétricos con respecto a una recta si ésta es la mediatriz del
segmento que los une. Dos puntos son simétricos con respecto a otro punto, si éste es el
punto medio del segmento que los une. En consecuencia:

I. Si una ecuacion no se altera al sustituir x por —x, su representacién grafica, o lugar,
es simétrica con respecto al eje y. A todo valor de y en esta ecuacion, le correspondcn
dos valores iguales de x en valor absoluto pero de s;gnos contrarios.

Ejemplo: x*— 6y + 12 = 0, es decir, x = +v6y — 12.

2. Si una ecuacion no varia al sustituir y por —y, su representacion gréfica, o lugar, es
simétrica con respecto al eje x, A todo valor de x en esta ecuacién le corresponden dos
valores numéricamente iguales de y en valor absoluto pero de signos contrarios.

Ejemplo: y2—4x — 7 = 0, es decir, y = ++4x + 7.
3. Si una ecuacién no varia al sustituir x por —x e y por —y, su representacién grafica,
o lugar, es simétrica con respecto al origen.
Ejemplo: x* + x + »* = 0.

CAMPOS DE VARIACION. Los valores de una de las variables para los cuales la otra se hace
imaginaria, carecen de sentido.

Sea la ecuacion 3? = 2x — 3, o bien, y = 142x — 3. Si x es menor que 1.5, 2x — 3 es

negativo e y es imaginario. Por tanto, no se deben considerar los valores de x menores

que 1,5 y, en consecuencia, la curva del lugar estaria situada toda ella a la derecha de la

recta x = 1,5,
Despejando x, x = §(»* + 3). Como x es real para todos los valores de y, la curva del
lugar se extiende hasta el infinito, aumentando )’ a medida que lo hace x desde el valor x = 1.5.

12
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PROBLEMAS RESUELTOS

LUGAR GEOMETRICO DE UNA ECUACION

1. Representar la chipse de ecuacion 9y% 4 1632 = 144,/

Intersecciones con los efes. Para y = 0. v = +4,
Para v = 0,y = 3 Por tanto, corta al ¢je x en los
puntos de abscisa {4. y al eje » en los de orde-
nada . 3,

Simerrias. Como la ecuacion solo contiene po-
tencias pares de v e v, la curva es simétrica con res-
pecto a los dos ¢jes y. por tanto, con respecto al
origen. Asi, pues. basta con dibujar la porcion de
curva contenida en el primer cuadrante y trazar des-
pues ¢l resto de ella por simetria.

Campo de variaciéon. Despejando v y v,

3 sy 4 —
Yoo SN 16—aE X Loy V99— 2
4 2 &
Si v es, en valor absoluto, mayor que 4, 16 — x* es negativo ¢ y es imaginario. Luego x nc pue-
de tomar valores mayores que 4 ni menores que —4, es decir, 4 = x = —4. Analogamente, y
no pucde tomar valores mayores que 3 ni menores que —3, o sea, 3 =z y = —3.

Y 0 o R

(25

+3 | 435 44
v FY 329 | -rz‘ﬁ! -+2,0! L5 | 0

Representar la parabola de ecuacion y* — 2y —4x + 9 = 0.

Despejando v de la formula de resolucion de la ecuacion de segundo grado,

b g .
v = b 4 \;b a Lsiendoa = 1, b= —2¢c= —4x +9: Y*
a | =
\ I 4 2vx— 2. (1) |
2.y 4§
Despejando x, i i—‘di"—. (2) PR | A
. . ) X
Intersecciones con los ejes. Para y 0, o 9/4. Para

v =0, p es imaginarno (1 2v/—2). Por tanto, la curva
corta al eje v en el punto de abscisa 9/4 y no corta al eje y.

Simetrias. La curva no es siméirica ni con respecto a los
¢jes m con respecto al origen

Es simétrica con réspecto a la recta ¢~ 1, con lo cual. a cada valor de x se obtienen dos de y,
uno mayor que | y otro menor que |.

Campos de variacion. De (1) se deduce que si x es menor que 2, x — 2 es negalivo e y imaginario.
Por tanto, v no puede tomar valores menores que 2.

Analogamente, de (2) se deduce que como v ¢s real para todos los valores de y, esta variable
puede tomar todos los valores reales.

| 1

s, (S =ik e

x 2“9;4?3! 4 5 f

¥l

0:2|3:—1]38:—1.8] 4.5; —25 | 5:—3
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3. Representar |a hipérbola vy — 2y — v = 0.
Intersecciones con los ejes. Para x = 0, y = 0; para
pe=10,% =10
Simetrias. La curva no es simétrica ni con respecto i
a los ejes coordenados ni con respecto al origen. f
— . ¥
Campos de variacion. Despejando y, p = N 1|
X — |
para x = 2, el denominador, x — 2, se anula ¢ y se hace |
infinito. I
: 2y : -1=0
Despejando x, v = )—)]— Para y = 1, el denomi- b i, SR & —ll- ———————
e . [5) 7]
nador, y — |, se anula y x se hace infinito. : X
Ninguna de las dos variables se hace imaginaria para |
valores reales de la otra. |
lo
.\'0![‘I§|r§52|2152§‘1|4|5-—l|--2:: ..... 3| —4 ll';
ylo|=1|=3l=7|e| o s [3]2 | 17]03] 050607
Cuando x tiende a 2 por la izquierda, y tiende a menos infinito. Cuando x tiende a 2 por la
derecha, y tiende a mas infinito. Las dos ramas de la curva se aproximan indefinidamente a la recta
x = 2 haciéndose tangentes a ella en 4 infinito. La recta x — 2 = 0 se denomina asintota vertical
de la curva.
, . e . . X |
Veamos qué ocurre cuando x tiende hacia infinito. Consideremos y = 7 = 5
X —
o S
2 X
Cuando x tiende a mas o menos infinito, — tiende a cero e y tiende a |. La recta y — | = 0 es una
asintota horizontal. >
4. Representar la funcion o Y| o
o iN 1N
xty—dy 4 x = 0. !; |>‘<

Intersecciones con los ejes. Para x == 0, y = 0. |
Para y =0, x = 0. ||
|
!

Simeirias. Sustituyendo —x por x, y —y
por y, se obtiene la ecuacion —x2y 4 4y — x = 0,
que multiplicada por —1 es la ecuacion original.
Por tanto, la curva es simétrica con respecto al
origen. No es simétrica con respecto a los ejes.

<

o X - X
R Py R

|
|
I
Campo de variacion. Despejando y, 1[
|
|

Las asintotas verticales son x —2 =0, x + 2 = 0.

Despejando x se obtiene, xy = — 5 La asintota horizontal es y = 0.

Ninguna de las variables se hace imaginaria para valores reales de la otra.

| =15 —1 | 0] 1 15 |2 |
o | —09 | —03 ‘ 0 (03|09 |oof—Ll \ '—b.é'\m—o‘a

x| —4| =31—=25 " 2
vy |03 0,6‘ Ll |
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5. Representar el lugar geométrico x* — x + xy + y — 2y2 = 0.

Algunas veces, una ecuacion se puede descom- Yi x-y=0
poner en producto de varios factores y, en este caso,
su grafica consta de la correspondiente a cada uno
de ellos.
Como la ecuacion dada se descompone en los
factores o .
(x—¥)(x +2y— 1) =0, %
su grafica se compone de las dos rectas
X+2y=1=0
x—y=0 y x+4+2y—1=0
6. Determinar los puntos reales, si existen, que satisfacen las ecuaciones siguientes.
; a) (x+ 4P +(y—2)2 =—5. d) x*+22—6x+ 11 =0.
] b) X%y =0. e) (x*— 4y + (x + 3y — 10) = 0.
) X2+ pyr—B8x+2y+17=0 fy x*+2i— Dx—(6i+5Sy—1=0.

Qj' a) Como el cuadrado de todo nimero real es positivo, tanto (x -+ 4)? como (y — 2)? son posi-

& tivos y, por tanto, la ecuacion no se satisface para valores reales ni de x ni de y.

3 b) Es evidente que el unico punto real que satisface a la ecuacion dada es el origen (0, 0).

N ¢) Escribiendo la ecuacién en la forma (x2—8x 4+ 16) +(p* 4+ 2y + 1) =0, o bien,
(x —4) +(y + 1» =0, cuando x — 4 = 0e y + | = 0, es decir, para x = 4, y = —1, el dnico
punto real que la satisface es el de coordenadas (4, —1).

d) Escribiendo la ecuacién dada en la forma x2—6x +9 + 2)2 + 2 = 0, o bien, (x — 3)*
+ 2% + 2 = 0, como (x — 3)%, 2)* y 2 son positivos para todos los valores reales de x e y, la ecua-
cién dada no se satisface para valores reales de dichas variables.

e) La ecuacidn se satisface para los valores de x e y que verifican, simultaneamente, las ecuaciones
x?—4y2 =0y x + 3y — 10 = 0. Resolviendo el sistema formado por ambas s¢ obtienen los pun-
tos (4, 2) y (—20, 10), que son los tnicos puntos reales que satisfacen la ecuacion dada.

f) Agrupando las partes reales e imaginarias se obtiene (x* — x — 5y — 1) 4 2i(x — 3y) = 0.
Esta ecuacion se satisface para los valores de x e y que verifican, simultdneamente, las ecuaciones
x2—x—5y—1 =0y x—3y = 0. Resolviendo el sistema formado por ambas se obtienen los
puntos (3, 1) y (—1/3, —1/9), que son los tnicos puntos reales que satisfacen a la ecuacion dada.

7. Resolver graficamente el sistema formado por las ecuaciones
siguientes y comprobar el resultado por via algebraica.

v

xy =8 ()
x—y+2=0 (2) :
(2,4

Despejando y en (1) sc obtiene, y Ei . Para x = 0, yesin-

finito.

Despejando x en (1) se obtiene, x
finito.

Por tanto, y = 0 es una asintota horizontal y x = 0 una
asintota vertical.

Ii

8 .
i Para y = 0, xes in-

x0I2l3

‘w: ﬁ-zi =28 Faed
y o 4‘8;’3

2|8 —.4| S

La ecuacidén (2) representa una recta que corta a los cjes en los puntos (-2 0) v (0, 2).
Graficamente se deducen las soluciones (—4. —2) v (2, 4).
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. Representar el lugar geométrico x* — x + xy + y — 2% = 0.

Algunas veces, una ecuacion se puede descom- Y x-y-0
poner en producto de varios factores y, en este caso,

su grafica consta de la correspondiente a cada uno

de ellos.

Como la ecuacion dada se descompone en los

factores )

(x —y)(x +2y—1) =0,

=Y

su grafica se compone de las dos rectas
X+2y=1=0
x—y=0 y x+2y—1=0

. Determinar los puntos reales, si existen, que satisfacen las ecuaciones siguientes.

a) (x + 42+ (y— 22 = —5, d) x*4+2y*—6x + 11 =0.
b) x4+ 2=0. e) (xX*— 4y +(x+3y— 102 =0.
) x24+yP—8x +2p +17=0. £y x4+ 22— 1)x—(6i +5)y—1=0.

a) Como el cuadrado de todo numero real es positivo, tanto (x + 4)® como (y — 2)* son posi-
tivos y, por tanto, la ecuacion no se satisface para valores reales ni de x ni de y.

b) Es evidente que el inico punto real que satisface a la ecuacién dada es el origen (0, 0).

¢) Escribiendo la ecuacion en la forma (x*2—8x +16) +(p2 +2y + 1) =0, o bien,
(x —4? +~(y + 1*=0,cuando x — 4 = 0e y + | = 0, es decir, para x = 4, y = —1, el Unico
punto real que la satisface es el de coordenadas (4, —1).

d) Escribiendo la ecuacion dada en la forma x* —6x + 9 + 2)* + 2 = 0, o bien, (x — 3)?
+ 2y* 4+ 2 = 0, como (x — 3)%, 2p® y 2 son positivos para todos los valores reales de x e y, la ecua-
cion dada no se satisface para valores reales de dichas variables.

e) La ecuacion se satisface para los valores de x e y que verifican, simultdneamente, las ecuaciones
x*— 42 =0y x + 3y — 10 = 0. Resolviendo el sistema formado por ambas se obtienen los pun-
tos (4, 2) y (—20, 10), que son los unicos puntos reales que satisfacen la ecuacion dada.

f) Agrupando las partes reales e imaginarias se obtiene (x* — x — 5y — 1) + 2i(x — 3y) = 0.
Esta ecuacion se satisface para los valores de x e y que verifican, simultineamente, las ecuaciones
x*—x—5 —1 =0y x— 3y = 0. Resolviendo el sistema formado por ambas se obtienen los
puntos (3, 1) y (—1/3, —1/9), que son los tlinicos puntos reales que satisfacen a la ecuacion dada.

. Resolver graficamente el sistema formado por las ecuaciones
siguientes y comprobar el resultado por via algebraica.

"

xy =8 (1)
x—y+2=0 (2)
) ) 8 2,4)
Despejando y en (1) se obtiene, y = —, Para x = 0, yesin-
finito. ¥

Despejando x en (1) se obtiene, x = 3—. . Paray = 0, xesin-
finito. Y

Por tanto, y = 0 es una asintota horizontal y x — 0 una
asintota vertical.

xloltl2] 3 |4|—1]

—2| =3 | —4

—4 ! -m-_s,f':»_"'w_z

yloo| 8 ;_8,!—3_—_—8

La ecuacion (2) representa una recta que corta a los ejes en los puntos {-2 0) y (0, 2).
Graficamente se deducen las soluciones (—4, —2) y (2, 4).
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Solucion algebraica. De (2), y = x + 2.

Sustituyendo en (1), x(x -+ 2) = &, es decir, 2% 4 2x— 8 — 0.
Descomponiendo en factores, (v -+ 4) (x — 2) - 0. Por tanto, x = —4 ¥ =2
Comoy x + 2,y —2parax —- —4deyp=4parax — 2.

8. Resolver graficamente el sistema de ccuaciones siguiente y com-

probar su solucién por via algebraica. Y
4% | 2 = 100 (1) :
-46) 4,
9y — yt 108 (2) { e
Ambas curvas son simétricas con respecto a los ejes y al 9
origen. o] X
Despejando y en (1) se obtiene, y { V100 —4x2 Luego x A
no puede tomar valores mayores que 5 ni menores que —5. (-4,-6) @-6)
- Despejando v en (1) se obtiene, x = 1 v 100 —y2 Luego y
no puede tomar valores mayores que 10 ni menores que 10,
x| o 1] 2 | 3 | 14\+5
y;jl{)l_i9.8!-;9,2‘18 0
i .
Despejando y en (2) se obtiene, y = 13 \-’R’E — 12. Luego x

no puede tomar valores comprendidos entre V12 y —\/12.

Despejando x en (2) se obtiene, x — + § /)% + 108. Luego y puede tomar cualquier valor,

x| +v12] +4| +5 | +6

v 0 | 16 4108|147

Graficamente se deducen las soluciones (4, 4-6), (—4, +6).
Solucion algebraica. 4x% 4 2 = 100
. Il P = t08
f 13%% = 203 x2=16, vy x= +4.
! ¥=9x2 — 108 — 144 — 108 = 36,e y = | 6.

ECUACION DE UN LUGAR GEOMETRICO.

i 9. Hallar la ecuacién de la recta que sea,

a) paralela al eje y y que corte al eje x cinco unidades a la izquierda del origen.
b) paralela al eje x y que corte al eje p siete unidades por encima del origen.

¢) paralela y a la derecha de la recta x + 4 = 0 y que diste de ella 10 unidades.
d) paralela y por debajo de la recta y = 2 y que diste de ella 5 unidades.

e) paralela alarecta y + 8 = 0y que diste 6 unidades del punto (2, 1).

f) perpendicular a la recta y — 2 = 0 y que diste 4 unidades del punto (—1, 7).

a) x = —5, es decir, x + 5 = 0. Esta es la ecuacion de la recta que es paralela al eje y y que esta
situada 5 unidades a su izquierda.

b) y =1, es decir, y — 7 = 0. Esta es la ecuacion de la recta que es paralela al eje x y que esta
situada 7 unidades por encima del origen.

g



10.

11.

ECUACIONES Y LUGARES GEOMETRICOS 17

¢) x = —4 4+ 10, es decir, x = 6. Esta es la ecuacion de la recta situada 10 unidades a la derecha
de la recta x + 4 = 0. Es paralela al eje y y esta situada 6 unidades a su derecha.

d) y = 2—5,esdecir, y = 3. Esta es la ecuacion de la recta situada 5 unidades por debajo de la
recta y — 2 = 0. Es paralela al eje x y esta a 3 unidades por debajo de él.

¢) Como la recta y + 8 = 0 es paralela al eje x, las dos rectas pedidas también lo seran y estaran
situadas 6 unidades por debajo y por encima. respectivamente, de la recta p = 1. Luego y = | + 6,
es decir, y = Te y = —5.

/) Como la recta y — 2 = 0 es paralela al eje x, las dos rectas pedidas también lo seran y estaran
a 4 unidades de la derecha o a la izquierda de la recta x = —I1. Luego x = —1 | 4. es decir,
¥=3yx=-—5

Hallar la ccuacion de la recta que sea,

a) paralela al eje ¥ y que diste 5 unidades del punto (3, —4),
h) equidistante de las rectas x + 5 =0y x —2 = 0,
¢) que diste tres veces mas de la recta p — 9 =0 que de y + 2 = 0. ¥

Sea (v, ¥) un punto genérico de la recta pedida.

a) y-—= —4 + 5, es decir, y = | ey =—9,
§-L & —5 42 3 :
= A L0 sea. T S e e 3 =B (]
h) S l. o sea, x 5 2,c;l'm:n 2x + 0
y+ 2

| : :
7 * 3 Simplificando. 4y — 3 =0y 2y + 15 =0.

Parala rectady — 3 - 0, situada entre las dos dadas, la relaciones + 1. Paralarecta2y + 15 =0
situada por debajo de ellas, la relacion es — 4.

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos equidistantes de 4(—2.3) y B(3, —1).
PA = PB.esdecir, VI(x + 22 4 (p — 3P = V(x— 32 +(y + I

Elevando al cuadrado y simplificando se obtiene, 10x — 8y + 3 = 0. Esta es la ecuacidn de la
mediatriz del segmento que une los dos puntos dados.
Hallar la ccuacion de la recta que pase,

a) por ¢l punto (—4, 5) y cuya pendiente sea 2/3.
by por los puntos {3, —1) y (0, 6).

Sea (x. ) un punto genérico de la recta pedida.

H e — ¥
l.a pendiente de la recta que pasa por los puntos (xy, ¥,) ¥ (xy, ¥y) €5 -'l‘-_“~—'T’ g
e O
; 2
a) La pendiente de la recta que pasa por los puntos (—4,5) v (x. V) es 3
yo—35 2L i
Por tanto, '—\—ﬁ- = 3= Simplificando. 2y — 3y + 23 = 0.

b) La pendiente de la recta que pasa por los puntos (3. —1) y (0, 6) es igual a la pendiente de la
recta que pasa por los puntos (0, (u) y (X, v)

6 + | y— . L :
Por tanto, N e 6 - Simplificando. 7x + 3y — 18 =
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13. Hallar la ecuacion de la recta que pase,

- 14,

—15.

< 16.

- 17.
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a) por el punto (2, —1) y sea perpendicular a la recta que une los puntos (4, 3) y (—2. 5).
b) por el punto (—4, 1) y sea paralela a la recta que une los puntos (2, 3) y (—S5, 0).

a) Si dos rectas son perpendiculares, la pendiente de una de ellas es igual al reciproco, con signo
contrario, de la pendiente de la otra.

Pendiente de la recta que pasa por (4,3) y (—2,5) = ———— = —

|
(o]
I
E-S
Tad | o

. . . : . 1
Pendiente de la recta pedida = reciproco con signo contrario de — 3= 3

Sea (x, y) un punto genérico de la recta pedida. La pendiente de la recta que pasa por (x, y)

y+1
y(2,—l)es-x_2

= 3. Simplificando, 3x — y — 7 = 0.

h) Si las dos rectas son paralelas, sus pendientes son iguales,
Sea (x, ¥) un punto genérico de la recta pedida.

Pendiente de la recta que pasa por (2, 3) y (—5. 0) = pendiente de la recta que pasa por (x. y)
y (_4- l) .
i—0 y—1 . .,
= ; C3x— Ty = 0.
Por tanto, 515 =g Simplificando. 3x y+19=0

Hallar el lugar geométrico de los puntos P(x. y) cuya distancia al punto fijo C(2, —1) sea iguala§.
Distancia PC = 5, es decir, V(x — 2)2 +(y + 12 = 5.
Elevando al cuadrado y simplificando se obtiene la ecuacion del lugar pedido. x2 + 3? — 4x

+ 2y = 20.
Este lugar es una circunferencia de centro el punto (2, —1) y de radio 5.

Hallar la ecuacidn del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya suma de cuadrados de distancias
a los puntos fijos 4(0, 0) y B(2, —4) sea igual a 20.

(PA) + (PB)? = 20, 0 bien, x* + »® + [(x — 2)* + (y + 422] = 20.
Simplificando. x? + »* — 2x -+ 4y == 0. Esta es la ecuacién de una circunferencia de diametro 48.

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los ejes coordenados
sea igual al cuadrado de sus distancias al origen.

Distancia de P(x, y) al eje y + distancia al eje x = cuadrado de distancia al (0, 0).

Luego x 4 y = x* + »% o bien. ¥* + »* — x — y = 0. Esta cs la ecuacién de una circunferencia
de centro (4, }) y radio }1/2.

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya relacion de distancias a la recta
¥ —4 = 0y ai punto (3. 2) sea igual a I.

Distancia de P(x,y)a y —4 = 0
Distancia de P(x, y) a (3. 2)

= |, o sca, 4 -= i
VY — 32 4 (v — 29

Elevando al cuadrado y simplificando. (4 — ¥)? = (x — 3)* + (¥ — 2)%, o bien, x* — 6x + 4y
—3=0.

Esta es la ecuacion de una paribola.
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¢ 18. Dados dos puntos Py(2, 4) y Py(5, —3). hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x, )
de manera que la pendiente de PP, sea igual a la pendiente de PP, mas la unidad.

Pendiente de PP, = pendiente de PP, + 1, o sea, | B SO L5

3 ey L

Simplificando, x* 4+ 3y — 16 = 0, que es la ecuacion de una parabola.

-19. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x, y) equidistantes del punto fijo F(3, 2)
y del eje y.

PF = x,esdecir, V(ix — 3 +(y — 2 = x,0sea, X2 —6x + 9 + ) —4p + 4 = x2

Simplificando, y* — 4y — 6x + 13 = 0, que es la ecuacion de una parabola.

20. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya diferencia de distancias a los pun-
tos fijos Fi(l,4) y Fi(l, —4) sea igual a 6.

PF, — PF, = 6, es decir, V(x — 1 + (y — 42 — Vi(x — 1) 4-(y + 42 = 6.

Pasando un radical al segundo miembro.

VIx — 12 +(y — 42 = 6 + Vix — I + (v + 42

Elevando al cuadrado. x2—2x + 1 4 p2 — 8y + 16 = 36 + 12V (x — 1)® + (p + 4)? 4 x2—2x
+ 1 4+ p* 4 8y + 16,

Simplificando, 4y + 9 = —3v{(x — 1)? 4 (y + 4)%
Elevando al cuadrado, 16y* + 72y + Bl = 9x? — 18x + 9 + 9% 4 72y + 144,
Simplificando, 9x* — 7y* — 18x + 72 = 0, ecuacion de una hipérbola.

PROBLEMAS PROPUESTOS

LUGAR GEOMETRICO DE UNA ECUACION.

Trazar la grafica de las ecuaciones | — 8.

Sl 42y —y 4+ 3=0 10. y = x(x +2)(x—3)
2,4 —9)? £ 36 =0 11, (x® + 2xy — 24) + (222 + y* — 33 =0
32—y —8Bx +4py—29 =0 12. x*p + 4y —8 =0
42+ P —18=0 13, X% +4x2—9? =0
5. 3x* + 52 =10 14, ¥ 42 +4x—6y + 17=0
L6, 42— x3 =0 15. 2x2 + 2 — 2% + 2% — 54— 17i=10
Y T (xy— 6P +(x* + 3xy + )y + 5) = 16. yx +2)(x—4)—8=0
8. 8y —x° = _ 17. 2 +xy— 22 —3x +3y =0
9. 2= x(x—2)(x + 3) 18. (W2 —yp)—ypi=(5—2x)+ 3l —x)i

kX Representar los siguientes pares de ecuaciones y resolver graficamente el sistema que forman.

¢ Comprobar algebraicamente los resultados.
\ T y=xtx—y+2=0 Sol. (2,4),(—1,1).
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20. 4y —x2 =0, x% + 4y —8 = 0. Sol. (2. 1),(—2, 1), las otras son imaginarias.
21, X2 42 —20=10, p2—2x—12 - Q. Sol. (2, +4),(—4. i 2).
- P2 P —2x—5=0, 32— 1 -0 Sol. (27, +3.2).(—1.4, +1,5).
23, P —4x—9 =0, 2 4+2p—6 —0. Sol. (=2, 1), (=2, 1), {4, —5), (0, 3).
24, 2x% pyt—06 -0, —yr—4 - 0 Sol.  Imaginarias.
25. 2xf—Sxy + Dt == 0, N 4= 5 =0, Sol. (2, 1), (=2, —1), (1, 2), (—1, —2).
26. APyt bx—yp -0, A% 2v0—3x{6p-—0 Sol. (3, —4), (—2/3.—1/3), (3, 3), (0, 0).

ECUACION DE UN LUGAR GEOMETRICO.

27. Hallar la ecuacion de la recta:

a) Situada 3 unidadces a la derecha del eje y. Sol. x—3=0
b) Situada 5 unidades por debajo del eje x. Sol. y+5=0
¢} Paralela al eje v y a 7 unidades del punto (2. 2). Sol. x—5-0, x+9 -0.

) Situada B unidades a la izquierda de la recla x — —2, Sol. x +10=0

¢) Paralela al eje x y mediatriz del segmento determinado por (2, 3) y (2, —7).
Sol. y+2 =0
/) Que diste 4 veces mas de la recta x = 3 que de x = —2.
Sol. 3x 411 =0, x+1 -0

£)  Que pase por el punto (—2, -—3) y sea perpendicular a la recta x — 3 = 0. Sol. y +3=0

h) Que equidiste de los ejes coordenados. Sol. y—x=0, y+x=0.
i) Que pase por el punto (3, -—1) y sea paralela a la recta y 4 3 — 0. Sol. y+1=0
j) Que equidiste de las rectas y— 7 =0e y 4 2 = 0. Sol. 2y—5=0

28. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya distancia al punto fjo (—2, 3)
sea igual a 4. Sol. x* 4 p* +4x— 6y — 3 = 0.

29. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x. y) que equidisten de los puntos fijos
(—3, 1) y(7.5). Sol. 5x 4 2y — 16 = Q.

—30. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuyas distancias al punto fijo (3, 2) sean -
la mitad de sus distancias al (—1, 3). Sol. 3x% + 3y — 26x — 10y + 42 = 0.

~ 31. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos P(x, y) que equidisten del punto (2, 3) y de la
rectax +2 =0 Sol. p¥*—8x—6y+9=0.

32. Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro el punto (3, 5) y sea tangente a la recta y — | = 0.
Sol. x* 4y — 6x — 10y + 30 = 0.

33. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los puntos fijos i
(c,0) y (—c, 0) sea igual a 2a, (2a > 2c). Sol. (&% — ) + a®y? = at' — a*c2 !

34, Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x. y) cuya suma de distancias a los puntos
fijos (2, 3) y (2, —3) sea igual a 8. Sol. 16x* 4 7y* — 64x — 48 = 0.



43.

ECUACIONES Y LUGARES GEOMETRICOS

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a los pu
fijos (3, 2) y (—5. 2) sea igual a 6. Sol. Tx* —9y* + ld4x + 36y — 92 = 0.

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya distancia a la recta y + 4 = 0 sea igual
a los dos tercios de su distancia al punto (3, 2). Sol. 4x% — 5y — 2d4x — 88y — 92 = ().

Hallar la ccuacion del lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (—2, 2) sea tres
veces su distancia a la recta x — 4 = 0. Sol. Bx*— 2 —76x + 4y + 136 = 0.

Hallar la ecuacidn del lugar gecométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de distancias a los
ejes coordenados sea igual a 9. Sol. % 4yt =09,

Hallar la ecuacion de la mediatriz del segmento determinado por los puntos de coordenadas (—3, 2)
y (5, —4). Sol. 4x — 3y =1.

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos que disten 3 unidades del origen de coorde-
nadas. Sol. x4 pr=09.

. Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro (2, 3) y que pase por el punto (5, —1).

Sof. x4 pr—dx—6y — 12 = 0.

Dados los puntos A(0, —2), B(0, 4) y (0, 0), hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos
P(x. v) de manera que el producto de las pendientes de PA y PB sca igual a la pendiente de PC.
Sol. y*—xy—2y—8 =0,

Hallar la ecuacidn del lugar geométrico del punto medio de un segmento de 12 unidades de longitud
cuyos extremos se apoyan constantemente en los ejes coordenados. Sol. x| % = 36.

Dados los puntos A(—2, 3) y B(3, 1), hallar la ecuacion del lugar gecométrico de los puntos P(x, y)
de manera que la pendiente de PA sca el reciproco, con signo contrario, de la pendiente de PB.
Sol. x*+4 yt—x—4y—3=0




CAPITULO 3

La linea recta

UNA LINEA RECTA, analiticamente, es una ecuacion lineal o de primer grado en dos variables.
Reciprocamente, la representacion grafica del lugar geométrico cuya ecuacién sea de primer
grado en dos variables es una recta.

Una recta queda determinada completamente si se conocen dos condiciones, por ejem-

plo, dos de sus puntos, un punto y su direccion (pendiente o coeficiente angular), etc.

FORMAS DE LA ECUACION DE LA RECTA:

a)

b)

)

d)

e)

1)

PUNTO-PENDIENTE. La ecuacién de la recta que pasa por el punto Py(x,, y,) y cuya

pendiente sea m es _
P—y1=mx—x)

PENDIENTE-ORDENADA EN EL ORIGEN. La ecuacién de la recta de pendiente m
y queé corta al eje y en el punto (0, b) —siendo b la ordenada en el origen— es
vy = mx + b,
CARTESIANA. La ecuacion de la recta que pasa por los puntos Py(x;, ;) ¥ Pa(xs, o) €5
FTh _NnTh
X—Xx Xp—Xg

REDUCIDA O ABSCISA Y ORDENADA EN EL ORIGEN. La ecuacién de la recta
que corta a los ejes coordenados x e y en los puntos (a, 0) —siendo a la abscisa en el
origen— y (0, b)) —siendo b la ordenada en el origen—, respectivamente, es

- R
Rl ekl

GENERAL. Una ecuacion lineal o de primer grado en las variables x e y es de la for-
ma Ax + By + C =0, en donde A, B y C son constantes arbitrarias. La pendiente

2 A s
de la recta escrita en esta forma es m = — 3 y su ordenada en el origen b = — B

NORMAL. Una recta también queda determinada si
se conocen la longitud de la perpendicular a ella trazada
desde el origen (0, 0) y el angulo que dicha perpendicu-
lar forma con el eje x.

Sea 4B la recta y ON la perpendicular desde el ori-
gen O a AB.

La distancia p (parimetro) de O a AB se considera
siempre positiva cualquiera que sea la posicion de AB,
es decir, para todos los valores del angulo » que la per-
pendicular forma con el semieje x. positivo desde 0
a 360°. )

Sean (x,. 1)) las coordenadas del punto C.

I
tg w

En estas condiciones, x, = p cos m, y;, = p sen m, y pendiente de AB = —
cos w ;
senw '

= —colgw = —

22
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Llamando (x, y) otro punto cualquiera de AB, v — y, = — colg m (x — x,), 0 bien,
CD‘; )
y—psenm = — — (x — pcosm),
sen
Simplificando, x cosm + ysenw — p = 0, que es la ecuacion de la recta en forma normal.

sen w — p = 0 las ecuaciones de una misma recta Lscmas en sus fnrmds generdl y normal respec-
tivamente; los coeficientes de ambas ecuaciones han de ser iguales o propotcionales. Por tanto,

COS sen m —1) . i X

S ) al i k. siendo k la constante de proporcionalidad.
En estas condiciones, cos m = kA, sen m = kB, —p = kC. Elevando al cuadrado y su-

mando las dos primeras, cos®*m -+ sen®m — k(A4  B?), o sea, | = k% A? + B?), de donde
I
T A VAL B
Teniendo en cuenta este valor de k,
A B C

SO VAT VAT 7T VAT R

Por consiguiente, la forma normal de Ax 4 By 4 C = Oes
A B C
tvare T vyt yvarye 0

en la que se debe considerar el signo del radical el opuesto al de C. Si C = 0, el signo del
radical se considerard igual al de B.

DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA. Para hallar la Yi
distancia ¢ de un punto (x,, ;) a una recta L, se traza la rec- L
ta L, paralela a L y que pase por (x,, ),). Y
La ecuacion de L es x coswm + ysenm —p =0, y la N (%,.y))
ecuaciéon de L, es xcosm + ysenm —(p + d) = 0, ya que
ambas rectas son paralelas. 5N
Las coordenadas de (x,, y,) satisfacen la ecuacion de L,, Q \\
xycos w 4 y;, sen w —(p + d) = 0. Despejando la distancia d, " N
: = N ‘L\ T
d = x,cos w + y;sen o — p. LG

En el caso de que (x;, y,) y el origen estén a distinto lado de la recta L, la distancia d es
*positiva; si estuvieran al mismo lado de L, d seria negativa.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Deducir la ecuacién de la recta que pasa por el punto Pyxy, y1)
% .y cuya pendiente, o coeficiente angular, sea m. (Ver figura.)

Sea P(x, y) otro punto cualquiera de la recta.

La pendiente m de la recta que pasa por los puntos (x, y)
y (x5, 3y) s

m= i:y o bien, y — y; = m(x — x,).
- 2. Deducir la ecuacién de la recta de pendiente m que corte al eje y /

>y

en el punto (0, b). il
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Sea P(x, y) otro punto cualquiera de la recta.

La pendiente /1 de la recta que pasa por(x, »)y (0, b)esm = ':7—_—'6— Por tanto, y = mx + b.
3. Hallar la ecuacidn de la recta (a) que pasa por (—4, 3) y tenga de pendiente }, (b) que pasa por (0, 5)
y tenga de pendiente —2, (¢) que pasa por (2, 0) y tenga de pendiente .

Sea P(x, y) otro punto genérico cualquiera de cada una de las rectas.
Aplicando la formula y — y;, = m(x — xy).

a y—3 = Hx+4),esdecir,2y—6 =x+4,0bien, x — 2y - 10 = 0.
b) y—5=—2x—0), es decir, y— 5 = 2x, o bien, 2x + y— 5= 0.

Esta ecuacion también se puede obtener aplicando la formula y = mx + b.
En esta forma, y = —2x 4 §, es decir, 2x +y —5=0.

¢ yp—0=3Hx—2),0sea, 4y =3x—6,0bien, 3x —4y —6 = 0.

; 4. Deducir la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (x;, y;) ¥ (x5, ¥a).
Sea (x, y) otro punto cualquiera de la recta que pasa por (xy; )y) ¥ (X3 ¥a).

Pendiente de la recta que une (x, y) y (x;. ¥;) = pendiente de la recta que une (x, ¥;) ¥y (xq, ¥2). 3
Por tanto, . s, R Sl § "
X —x; X;— X3 ]

5, Hallar la ecuacidn de la recta que pasa por los puntos (—2, —3) y (4, 2).

i . i =
Aplicando {,Tyl“ = TV resulta 2 i 2

P B D R PERIR =G

TS o S

6. Deducir la ecuacidn de la recta cuyos puntos de interseccion con los ejes son (a, 0) y (0, b). (@ = abscisa
en el origen, b = ordenada en el origen.)

YN NP o tiene P=, . O_b,osea,bx-l—ay:ab.
X—x X;— X3 xX—a a—20

Sustituyendo en

Dividiendo bx + ay = ab por ab se tiene % + —“;;- = L.

7. Hallar la ecuacion de la recta cuya abscisa y ordenada en el origen son 5 y —3, respectivamente.

Aplicando % i % = 1, se tiene la ecuacion % = _L3 = |, o bien, 3Ix — S5y — 15 = 0.

8. Hallar la pendiente m y la ordenada en el origen b de la recta cuya ecuacion es Ax + By - C =0,
siendo 4, B y C constantes arbitrarias.

. A C
Despejando y, y == — % x— % Comparandocony =mx + b, m = — e b=— e

Si B = 0 se tiene Ax + C = 0, o bien, x = — —, recta paralela al eje y.

&N a0

Si A = 0setiene By + C =0, o bien, y = — —, recta paralela al eje x.
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. Hallar la pendiente m y la ordenada en el origen b de la recta 2y + ix = 7.

: . 3 7 '
Escribiendo la ecuacién en la forma y = mx + b, y = — 3 X+ 5 Luego su pendiente es

—3/2 y su ordenada en el origen 7/2.
Si se escribe en la forma Ax + By + C = 0. es decir, 3x + 2y —7 = 0, la pendiente

ms—%r——;-ylaordenadacnelorigenb—.—.—%-:—_T? = ;

. Demostrar que si las rectas Ax + By + C =0y A'x + B'y + €' — 0 son paralelas, 4/ 4" = BB,

y que si son perpendiculares, A4 4+ BB' = 0.

. A A’ ; A B
i 1 = m', W = e i
Si son paralelas, m = m’, es decir B B o bien Ve 5
, . | . A B’ . , )
Si son perpendiculares. m = — w7 es decir, — Y o bier. 44" + BB = 0.

. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (2, —3) y es paralela a la recta que une los pun-

tos (4, 1) y (—2. 2).

Las rectas paralelas tienen la misma pendiente.
Sea (x, y) otro punto cualquiera de la recta que pasa por (2, —3).
Pendiente de la recta que pasa por (x, y) y (2, —3) = pendiente de la recta que pasa por (4. 1)
yi—2,2).
y+3 1 —2

Por tanto, ey T e Simplificando, x + 6y + 16 = 0.

. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (—2, 3) y es perpendicular a la recta 2y — 3y

+6=0.

Si las rectas son perpendiculares, la pendiente de una de ellas es ¢l reciproco con signo contrario
de la pendiente de la otra. .

La pendiente de 2x — 3y + 6 = 0, que esta escrita en la forma general Ax + By + C =0,

es — % = % luego la pendiente de la recta pedida es — %

. ; 3
Sea (x, y) otro punto cualquiera de la recta que pasa por (—2, 3) y tiene de pendiente — 7

Entonces, y —3 = — —%(x + 2). Simplificando, 3x + 2y = 0.
. Hallar la ecuacion de la mediatriz del segmento determinado por los puntos (7,4) y (—1, —2).
El punto medio (x,, y,) del segmento tiene de coordenadas
xl‘i‘xg ?—] yl_':_JFQ 4_2
—. = = RS = - = 1.
5 2 2 % ¥ 3 )
; 4 4 2 3 . ; i
Pendiente del segmento = T luego la pendiente de la recta pedida es igual a — 3

Fl

. “@
Sea (x, y) otro punto cualquiera de la recta que pasa por (3.1) y tiene de pendiente — 3

Entonces, y—1 = — %{x — 3). Simplificando, 4x + 3y — 15=0.
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14. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por (2, —3) y tenga una inclinacion de 60°.
Sea (x, ¥) un punto genérico de la recta de pendiente m = tg 60° = /3.

Entonces, y + 3 = v/ 3(x —2). Simplificando, v/ 3x —y—3—2v3=0.

15. Hallar el valor del parametro k de forma que:
a) 3kx + 5y + k — 2 = 0 pase por el punto (—I, 4).
b) 4x — ky— 7 = 0 tenga de pendiente 3;
¢) kx —y = 3k — 6 tenga de abscisa en el origen 5.

a) Sustituyendo x = —I, y =4: 3k(—!1) +54) +k—2=0, 2k =18, k=09
b) Aplicando la forma Ax + By + C = 0, pendiente = — fg— = — _4? =3, k= ;
. : 4 7
O bien, reduciendo 4x — ky —7 =0a la forma y =mx + b, y= X%

Por tanto, pendiente = : =3 3¥=4 k= ;

¢) Paray=0, x= ik_—-ﬁ— = 5. De aqui resulta 3k — 6 = 5k, k = —3.

16. Hallar las ecuaciones de las rectas de pendiente — 3/4 que formen con los ejes coordenados un trian-
gulo de area 24 unidades de superficie.

: 3 . y 3
Una recta de pendiente — T y ordenada en el origen b viene dada por y = — i + b.

Parax =0,y =b;paray =0, x= _— b,

W &

Arca.del triangulo = } (producto de los catetos) = } (b - g— b) = % A= 24,

De aqui se deduce que 2b* = 3(24), b* = 36, b = +6, y las ecuaciones pedidas son

yz-%x:l:6,esdccir,3x+4y—24:0 y 3x +4y +24 =0.

17. Hallar el lugar geométrico representado por las ecuaciones siguientes:
a) x*48xy—Nt=0;
b) X —4x*—x +4=0.

a) Como la ecuacion se descompone en los factores (x — y) (x + 9y) = 0, el lugar que representa
son las dos rectas x — y = 0, x + 9y = 0.

b) Descomponiendo en factores, (x — 1) (x? — 3x —4) = (x — 1) (x + 1) (x —4) = 0.
Por tanto, representa las tres rectas x — | =0, x + 1 =0, x — 4 = 0.

18. Hallar el lugar geométrico de los puntos (x, y) que disten el doble de la recta x = 5 que de la
recta y = 8.

Distancia del punto (x, y) a la recta x = 5 = 4 2[distancia de (x, y) a la recta y = §],
es decir, x — 5 = +2(y — 8).

Por consiguiente, el lugar geométrico esta constituido por el par de rectas

x—2y+11-=0y x+4+2y—21 =0,0sea,(x —2y +11)(x +2y—201)=0.
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ECUACION NORMAL DE LA RECTA.

19. Trazar las rectas AB para los valores de p y o que se indican y escribir sus ecuacicnes respectivas.
a) p=35 w=nal6=730" ¢) p=4, =473 = 240°.
by p=6, m=2n/3=120° d) p=35 o=1Tr/4 = 315°.
¥ Yi
X
B
¢ A
)
o\, e &
0 B X A of x
(a) ()] (c) (d)
a) xcos30° + ysen 30° — 5 = 0, es decir, $v/3x + }y — 5 =0, o bien, V3x + y— 10 = 0. .
b) xcos 120° + ysen 120° — 6 = 0, es decir, — }x + }v3y -6 =0, o bien, x — V3y4+12=0
€)  xcos240° + ysen 240° — 4 = 0, es decir, — §x — }v/3y — 4 = 0, o bien, x + /3y 4 8 = 0.
|
d) xcos315° + ysen 315° — 5 = 0, es decir, ]—_ X— —— y-—5=0,0bien, x —y —5v2=0
V2 V2
20. Reducir a forma normal las ecuaciones siguientes y hallar p y w.
a) V3Ix+y—9=0. ) x+y+8=0 e) dy—7=0.
bt Ix—4y—6=0. d)y 12x-—5y =0. fl x+5=0.
B C
La forma normal de Ax + By 4+ C = Oes — x + ——y + =0.
: +VA* 4 B? ivA=+B=y + VA + B?
a) A=+vV3 B=1, VA* + B =3+ 1 =2 Como C (= —9) es negativo, vV A* + B? se toma
con signo positivo. La ecuacién en forma normal es
V3 [ 9 V3 [ 9 g
—5 X + 5V =5 =0, vy co:;m:T Sen m = 5 P WS 30°.
Como sen « y cos o son ambos positivos, w esta en el primer cuadrante.
b) A=3B=—4, VA*+ B* = v9 + 16 = 5. La ecuacion en forma normal es

iyt = enw = —¢. p= o w=3065.

=0, COS () =
y W 5

| e

Como cos m es positivo y sen w es negativo, m estd en el cuarto cuadrante.

A=1,8B=1 VA* + B*= v2. Como C(= + 8) es positivo, el radical se toma con signo
negativo. La ecuacién en forma normal es

I 1 = | .-
————x———y—4y2=0, y cosw =senw = ———, p=4vV2, o =225,
V2 ) v
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Como cos m y sen m son negativos, m esta en el tercer cuadrante.

d) AT FB*- v/ 144 25 — 13. Como C =0, el radical se toma con el mismo signo que

B(—= — 5), con lo cual, sen « serd positivo y m < 180", La ecuacion en forma normal es
12 X -t > V 0 COS ¢ & se - 0 157723
= X T 5 N 54— — i = = = U, N = L
13 13- 4 ja e e ”

Como cos e es negativo y sen m es posilivo, m estd en el segundo cuadrante.

e) A=0,B=4 v A* + B - 4 La ecuacién en forma normal cs

-;-y — : — 0, es decir, y — -1— =0, y cosm =0, senm =1, p=—, o =90"
f) A=1,B=0,4vA%*+ B*= |. La ecuacién en forma normal es k
1 5 ) ;
] X + = 0,esdecir, —x—5=10, y cosw =—I,senm =0,p =35, m = 180",

21. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (4, —2) y distan 2 unidades del origen.

La ecuacion de las rectas que pasan por el punto (4, —2) es v + 2 = m(x —4), o bien,
mx —y—(4m + 2) = 0.

¥ —y—(4
La forma normal de mx — y —(dm + 2) = O es o _(m =3 = (.
+ Vot 41
4m 2 : . 4
Luego, p = 2 = 2, o bien, (dm + 2)* = 4(m*® + 1). Resolviendo, m = 0, — .
+ v+ 3
Las ecuaciones pedidasson y +2 =0,e p +2 = — ‘;{x—éi), o bien,4x + 3y — 10 = 0. )

22. Hallar la distancia d desde @) la recta 8x 4+ 15y — 24 = 0 al punto (—2, —3).
b) la recta 6x — 8y + 5 = 0 al punto (—I, 7).

a) La forma normal de la ecuacidon es - +’—5),_ 24- = 0, o bien, SY—_;'EL:E = 0.
+ /8 + (15)2 17
-~
—2) + 15(—3)— 24 —85 - )

d = —8( 2) 4 [5_;- ) = g = —35. Como d es negativo, el punto (—2, —3) y el ori-

gen estan al mismo lado de la recta. -
: 6x —8y + 5 : x—8 5
by La forma normal de la ecuacion es hal -_T_}—'--— = 0, o bien, L Y = 0.
—V6% + (—8)2 —10
F B _[8(:7")"—'— % _?S — 5,7. Como d es positivo, el punto (—1, 7) y el origen estan

a distinto lado de la recta.

23. Hallar las ecuaciones de las bisectrices de los angulos formados por las rectas

(L) 3x +4y +8 =0 Ly i
y (L) Sx+ 12y —[5=0. E

: -
LI } i




24.
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Sea P'(x’, ') un punto genérico de la bisectriz L,.
Tendremos, Y

Ix'—4y + 8 5x" 4 12y — 15
s RS

Para todo punto de L, se verifica que d, y d, son
iguales en valor absoluto.

Los puntos P’ y el origen estan al mismo lado
de L, pero a distinto lado de L,. Luego d, es nega-

tivo y d, positivo, y d, = —d,. Asi, pues, el lugar
geomeétrico de P’ viene definido
I — 4y’ +8 Sx' 12y =18

—5 13

Simplificando y suprimiendo las primas, la ecua-
cionde Lyes l4x — 112y + 179 = 0.

Andlogamente, sea P"(x",y") un punto ge-
nérico de la bisectriz L,. Como P" y el origen estan
a distinto lado de L, y L,, las distancias dy y d, son
positivas y dy = dg.

x'—4 & 8 iad ) A —
Por tanto, el lugar de P" es 3x" - ';' T Sx" + lli} 15 _
Simplificando y suprimiendo las primas. la ecuacién de L, es 64x 4+ 8y + 29 = 0.

Obsérvese que Ly y L, son rectas perpendiculares y que la pendiente de una de ellas es el reci-
proco con signo contrario de la pendiente de la otra.

Hallar las ecuaciones de las paralelas a la recta 12x — Sy — i5 = 0 que disten de ella 4 unidades.

X i ) I2 ?_- 5 ’ - AN
Sea P'(x’, ') un punto genérico cualquiera de la recta pedida. Entonces, —x—-—lj:r——-li = 44,

Simplificando y suprimiendo las primas, las ecuaciones pedidas son
12x — 5y —67 =0 y 12v— 5y 437 =0.

25. Hallar el valor de k para que la distancia d de la recta 8x + 15y + k = 0 al punto (2, 3) sea igual
~a 5 unidades.
W e 8(2) |If{73) e = +5. Resolviendo, k = —146, 24.
26. Hallar el punto de interseccion de las bisectrices de los

angulos interiores del triangulo de lados y

(L) Ty —yp + 11 =0,

(Lyx + y—15 =0,

(L) 7x + 17y + 65 = 0.

El punto de interseccion (A, k) es el centro de la
circunferencia inscrita al triangulo.

Por tanto. la distancia

Th — I
de(h k)al,esd - -———--k—-_i:-—l
—/50
h +k — 15
de(h. kya Lyes d, = i——k—l-
V2
Th + 17k + 65

de(h. kya Lyesd, = —
—1/338
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Estas distancias son todas negativas ya que el punto y el origen estan al mismo lado de
recta. Luego d, = d, = d,.

Th—k + 11 h+k—l$

Comod=dy, —M7M = ———— Simplificando, 34 + k = 16.
1 2 —5v2 NG P
— Th + 17
Como dl. = da, LHT“ = __L_k_+, 6_5__ Simp]iﬁcandog 4h — Tk = 13.
—5v/2 —13v2

Resolviendo el sistema formado por 34 + k = 16 y 4h — Tk = 13 se obtiene, h = 5, k -

27. Dado el tridngulo de vértices A(—2, 1), B(5, 4), C(2, —3), hallar

la Jongitud de la altura correspondiente al vértice 4 y el area del ¥ B
mismo.
Ecuacién de BC: yi; :i;,oblen Tx—3y—23 =0.
H—2) — — ; -
Didtaiicis 46 BEaol = DN~ _ A f X
Va9 \/58 |
|

|
Area del tridzngulo = 1 ('\/_8 = 20 unidades de super- 1

V58

ficie.

HAZ DE RECTAS.

28. Hallar la ecuacion del haz de rectas

g) de pendiente —4,
b) que pasa por el punto (4, 1),
c) de ordenada en el origen 7,
d) de abscisa en el origen 5,
cuya suma de coordenadas en ¢l origen sea 8,
J) cuya ordenada en el origen sea el doble que la abscisa en el origen,
g) que una de las coordenadas en el origen sea el doble de la otra.

Llamemos k, en cada caso, la constante arbitraria o parametro del haz.

a) Sea k = ordenada en el origen del haz de rectas cuya pendiente ¢s —4.

De la expresion y = mx + b se obtiene la ecuacién pedida, y = —4x + k, o bien, 4x + y— k=0.
b) Sea k = pendiente del haz de rectas que pasa por el punto (4, 1).

Sustituyendo en y — y; = m(x — x;), la ecuacién pedida es

y— 1 =k(x—4),0bien, kx —y + 1 —4k = 0.
¢) Sea k = pendiente del haz de rectas cuya ordenada en el origen es 7.
De y = mx + b se obtiene la ecuacion, y = kx + 7, o bien, kx —y + 7 = 0.
d) Sea k = pendiente del haz de rectas cuya abscisa en el origen es 5.
De y — y, = m(x — x,) se obtiene la ecuacion, y — 0 = k(x — 5), o bien, kx — y — 5k = 0.
€) Sea k = abscisa en el origen del haz de rectas. Entonces, (8 — k) = ordenada en el origen de

dicho haz.
X ¥y < : X ¥ : ; 7
De PR e 1 se obtiene la ecuacion, e T 1,o0bien. (8 —k)x + ky — 8k + k*=0

f) Sea k = ordenada en el origen. Entonces, %k = abscisa en el origen.

¥ )"

2y f} + 5, = 1 se obtiene la ecuacién, - + 7~ = 1, o bien, 2x + y —k = 0.

gk



LA LINEA RECTA 31

ordenada en el origen
abscisa en el origen

g) Pendiente de una recta = — -. Cuando la abscisa en el origen sea igual
a (+) el doble de la ordenada en el origen, la pendiente es 1 ; cuando la ordenada en el origen sea
numéricamente igual al doble de abscisa en el origen, la pendiente de la recta es F2. Sea k = orde-

nada en el origen. De y = mx + b, las ecuaciones del haz de rectas pedido son y = +-1x +k

ey = +2x + k.
29. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (—2, —4) y cuyas coordenadas en el origen

suman 3.

La ecuacion del haz de rectas que pasa por el punto (—2, —4)es y + 4 = m(x + 2).

Para x =0,y =2m—4;paray = 0, x = —452"" s

n
: . 4 —2m
La suma de las coordenadas en el origen es 3. Luego, 2m —4 + ———— = 3,

m

Simplificando, 2m* — 9m + 4 = 0. Resolviendo, 2m — 1) (m —4) = 0, m = §, 4.

Sustituyendo estos valores de m en y + 4 = m(x + 2), las ecuaciones pedidas son, y + 4
=dx+2) ey td=4dx+2),0sea x—2y—6=0y4dx—y +4=0.

30. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto de interseccién de las rectas 3x — 2y + 10 =10
y 4x + 3y — 7 = 0y por el punto (2, 1).

3x— 2y + 10 + k(4 x + 3y — 7) = 0 es la ecuacion del haz de rectas que pasan por el punto
de interseccion de las dos dadas.

Como la recta pedida ha de pasar también por el punto (2,1}, 3-2—2-1 + 10 + k(4-2
+ 31 —=7r=0
= Despejando k de esta ecuacion resulta & = —7/2. La recta pedida es

b
3x —2p + 10— 7(4){ + 3p—T7) = 0, o hien, 22x 4 25y — 69 = 0.

31. Hallar la ecuacion de la perpendicular-a la recta 4x + y— 1 = 0 que pase por el punto de inter-
seccionde 2x— S5y +3 =0y x—3y—71=0.

La pendiente de la recta 4x + y— 1 = 0 es —4. Luego la pendiente de la recta pedida es }.
La ecuacion del haz de rectas que pasa por el punto de interseccion de 2x — 5y +3 =0
yx—3y—T7=0es

2x—Sr + 3+ hklx—3y—T =0,0bien, (2 + k)x — (5 +3k)y +3—7%k) =0. (1)

La pendiente de cada una de las rectas del haz es 52 —* "ik y la pendiente de la recta pedida es }.
24k | ‘
 § § TR ——— == e — S
Por tanto 5T 3% 3 de donde, k 3
Sustituyendo este valor de k = —3 en (1) resulta la ecuacién pedida, x — 4y — 24 = 0.

PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Hallar las ecuaciones de las rectas que satisfacen las condiciones siguientes:

a) Pasa por (0, 2), m = 3. Sol. y—3x—2=0.
b) Pasa por (0, —3), m = —2. Sol. y+2x +3=0.
¢) Pasa por (0, 4), m = |/3. Sol. x—3y +12=0.
d) Pasa por (0, —1), m = 0. Sol. y+1=0.

e) Pasa por (0. 3), m = —4/3. Sol. 4x +3y—9 =0
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
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Hallar la ecuacion de las rectas que pasan por los puntos:

a) (2.—3)y(4,2). Sol. S5x—2y—16 = 0.

by (—4, 1)y (3,—5). Sol. 6x + Ty + 17 = 0.

¢) (7,0)y(0,4). Sol. 4x +7y—28=0. .,
d) (0,0) y (5, —3). Sol. 3x + 5y =0.

e) (5, —3)y(5 2). Sol. x—5=0.

f) (—=52y@3,2). Sol. y—2=0.

En el triangulo de vértices A(—S5, 6), B(—1, —4) y C(3, 2), hallar,
a) las ecuaciones de sus medianas,

Sol. Tx+4+6y—1=0, . x+1 =0, x—6y+9= 0
b) el punto de interseccion de las mismas. Sol. (—1, 4/3).

a) Hallar las ecuaciones de las alturas del triangulo del Problema 3.
Sol. 2x +3y—8=0, 2x—yp—2=0, 2x—5y-+4=0.

b) Hallar el punto de interseccion de dichas alturas. Sol. (; ;—)

a) Hallar las ecuaciones de las mediatrices del triangulo del Problema 3.
Sol. 2x—5S5y+11=0, 2x—y+4+6=0, 2x 4+ 3y + 1| =0.
b) Hallar el punto de interseccion de dichas mediatrices.
Sol. (—19/8, 5/4). Este es el centro de la circunferencia circunscrita al triangulo.

. Demostrar que los puntos de interseccion de las medianas, de las alturas y de las mediatrices de los

lados del triangulo del Problema 3, estian en linea recta. Sol. 2x — 33y + 46 = (.

. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (2, 3) y cuya abscisa en el origen es ¢l doble

que la ordenada en el origen. Sol. x +2y—8=0.

Hallar el valor del parametro K en la ecuacion 2x + 3y K = 0 de forma que dicha recta forme
con los ejes coordenados un triangulo de¢ drea 27 unidades de superficie. Sof. K = -L18.

Hallar el valor del parametro K para que la recta de ecuacion 2x + 3Ky — 13 — 0 pase por ¢l punto
(—2, 4). Sol. K =17/12.

Hallar el valor de K para que la recta de ecuacion 3x — Ky —8 = 0 forme un angulo de 45° con
la recta 2x + S5y — 17 = 0. Sol. K=17—9/7.

Hallar un punto de la recta 3x + y + 4 — 0 que equidista de los puntos (—5, 6) y (3, 2).
Sol. (—2,2).

Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (I, —6) y cuyo producto de coordenadas
en el origen es 1. Sol. 9x+1y—3=0, 4dx+y 4+ 2=0.

Hallar la ecuacion de la recta de abscisa en el origen —3/7 y que es perpendicular a la recta 3x —+ 4y
— 10 = 0. Sol. 28x —21y + 12 = 0.

Hallar la ecuacién de la perpendicular a la recta 2x + 7y — 3 = 0 en su punto de interseccion con
Ix—2y + 8=0. Sol. Tx—2y + 16 = 0.

Trazar las rectas siguientes para los valores de p y « que se indican, escribiendo sus ecuaciones.

a p==6, w=730". Sol. Vix+y—12=0.
by p=+2, =4, Sol. x4+y—2=0.

) p=23, w=2a3. Sol. x— 3y +6=0.
d)y p=4, =Tz Sal. #®—3—AN2 =0,
ey p=3 w=0° Sol. x—3 =0.

f)y p=4, w= 312 Sol. y+4=0.
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21.

22,

23.

24,

25.

26.
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6. Escribir las ecuaciones de las rectas siguientes en forma normal. Hallar p y o,

® 3 6 3V10 ;
a x—3y+6=0. Sol. ~—~ = — 4" p— =, = v = |08726".
V10 Vio V10 P 5
2 3 | /13 p
b 2x +3y— 10 = 0. Sol, —— x4+ — —y— — 9_— =0, p= IO\---I—B m = 56° 19,
V13 V13 V13 13
3 4 o
) Ix+4y—5=0. Sol. ?x+?yv—1:0. p=1, w=53"8§.
5 12 o
d) Sx+ 12y = 0. Sol. i3 ¥ + 3= 0, p=0, =67 23"
¢) x4 p— 2 = 0. Sol. x_. + y_. —1=0, p=1 w=na/4
V2 V2

. Hallar las ecuaciones y el punto de interseccion de las bisectrices de los dngulos interiores del trian-

gulo formade por las rectas 4x —3) —65 =0, 7x — 24y +55 =0y 3x +4y—5=0.
Sol. 9x— 13y —90 =0, 2x + 11ly—20 =0, 7x + y— 70 = 0. Punto (10, 0).

. Hallar las ecuaciones y el punto de interseccion de las bisectrices de los angulos interiores del trian-

gulo cuyos lados son las rectas 7x + 6y — 11 =0, 9x —2y +7 =0y 6x — Ty — 16 = 0.
Sol. x +13p +5=0.5x—3y—3=0,4x + y— 1 = 0. Punto (6/17, —7/17).

. Hallar las ecuaciones y el punto de interseccidn de las bisectrices de los angulos interiores del trian-

gulo cuyos lados son las rectas y = 0, 3x — 4y = 0y 4x + 3y — 50 = 0.
Sol. x—3y =0,2x 4y —25=0, 7x —p— 50 = 0. Punto (15/2, 5/2).

Hallar ¢l punto de interseccion de las bisectrices de los angulos interiores del triangulo de vértices
(—1,3),(3,6) y(31/5,0). Sol. (177, 24/7).

Hallar las coordenadas del centro y el radio de la circunferencia inscrita en el triAngulo cuyos lados
son las rectas 15y — 8y + 25 =0, 3x —4p— 10 = 0y S5x 4+ 12y — 30 = 0.
Sol. (4/7, 1/4). Radio = 13/7.

Hallar el valor de K de forma que la distancia de la recta y + 5 = K(x — 3) al origen sea 3. %
Sol. K = —8/15, ~.

Hallar el lugar geométrico de los puntos que distan de la recta Sx + 12y — 20 = 0 tres veces mas
que de la recta 4x — 3y + 12 = 0. Sol. 181x — 57y + 368 = 0, 131x — 177y + 568 = 0.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyo cuadrado de su distancia al (3, —2) sea igual a su dis-
tancia a la recta 5x — 12y — 13 = 0.
Sol. 13x* -+ 132 — 73x + 40y + 156 = 0. 1332 - 1332 —83x + 64y + 182 =0,

Hallar dos puntos de la recta 5x — 12y 4 15 = 0 cuya distancia a 3x 4 4y — 12 = 0 sea 3.

33 45 12 15

Hallar las ecuaciones de las paralelas a la recta 8x — 15y + 34 = 0 que distan 3 unidades del punto
(—2,3). Sof. Bx— 15y + 112 =0, 8¢ — 15y + 10 = 0.

27. Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan de la recta 3x — 4y — 2 = 0 y del punto

(—1,2).  Sol. 16x* + 24xy + 9)* + 62x — 116y + 121 = 0.
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28. Hallar el area y la longitud de la altura trazada desde A al lado BC de los triangulos cuyos vértices son: |

a) A(—=3,3), B(5, 5), C(2, —4). Sol. Ahura = %0 area = 33 unidades de supérﬁcic. i
66v41 ; .
b) A(S, 6), B(1, —4), C(—4, 0). Sol. Altura = a7 area = 33 unidades de superficie.
12v/5 . )
¢y A(—1l, 4), B(1, —4), C(5, 4). Sol. Altura = —5- 14 area = 24 unidades de superficie,
d) A(0, 4), B(5, 1), C(1, —3). Sol. Altura = 44/2,  area = 16 unidades de superficie.

29. Hallar el valor de K en las ecuaciones de las rectas siguientes de forma que se verifique la condicién
que se indica.

a) (2+ K)x—(3—K)y + 4K + 14 = 0, pase por el punto (2, 3). Sol. K= —1.

b) Kx + (3 —K)y + 7 =0, la pendiente de la recta sea 7. ~ Sol. K=17]2.

¢) S5x— 12y +3 + K =0, la distancia de esta recta al punto (—3, 2) sea, en valor absoluto,
igual a 4. Sol. K= —16. K = 88.

. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto de interseccion de las rectas 3x — 5y +9 =10
y 4x + 7y — 28 = 0 y cumple la condicidn siguiente:
a) Pasa por el punto (—3, —5). Sol. 13x—8y—1=0.
b) Pasa por el punto (4, 2). Sol. 38x + 87y — 326 = 0.
Es paralela a la recta 2x + 3y — 5 = 0. Sol. 82x + 123y — 514 =
Es perpendicular a la recta 4x + 5y — 20 =0. So/. 205x — 164y + 95 =
Iguales coordenadas en el origen. Sol. 4ix + 4ly — 197 =

&

C.
0.
0, 120x — 77y =0

LRI

31. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto de interseccion de las rectas x — I3y +1=0
y 2x 4+ 5y — 9 = 0 y cuya distancia al origen es (a) 2, (b) V5.
Sol. (@) x—2=0, 3x+4—10=0; (b)) 2x +y—5=0.




CAPITULO 4

La circunferencia

NA CIRCUNFERENCIA, analiticamente, es una ecuacion de segundo grado con dos varia-
bles. Ahora bien, no toda ecuacidn de este tipo representa siempre una circunferencia; solo
en determinadas condiciones es cierto.

Una circunferencia queda completamente determinada si se conocen su centro y su radio.

LA ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA de centro (h, k) y radio r es
(x— R+ ( — k)t = 2’

Si el centro es el origen de coordenadas, la ecuacion toma la forma x? + y* = r2,
Toda circunferencia se puede expresar por medio de una ecuacion del tipo

x4y 4+ Dx+Ey+F=0.
~Si escribimos esta ecuacién en la forma
X4+ Dx+ 2+ Ey+F=0

y sumamos y restamos los términos que se indican para completar cuadrados, se tiene,

D E? D? E*
Xt Dx 4 —— +y’+Ey+ = ]--—F
bi 2 E*__ DR B 4F
o bien (x+7 +y+? T4

D E R
?,—?)yel radio r = } vV D* + E* —4F.

Si D* + E* —4F > (0, la circunferencia es real.
Si D* 4+ E*—4F < 0, la circunferencia es imaginaria.

El centro es el punto (—-

D E
Si D? + E? — 4F = 0, el radio es cero y la ecuacién representa al punto (— 7 7).

PROBLEMAS RESUELTOS

lar la ecuacién de la circunferencia de centro (--2, 3) y radio 4.
,(-._x + 2 +(y — 332 = 16, o bien, x* + y* 4 4x — 6y =1.

‘Hallar las coordenadas del centro y el radio de la circunferencia x* +y*—3x 4 5y — 14 =10
) sumando y restando los términos adecuados para completar cuadrados, b) aplicando la férmula
‘general. - -

9 25 _ 9 2p N
_a)’x’-—_3x+3—+y + Sy ++ 3 —14+ -+- , 0 sea ( s ) (y+ 2) 3
' 3 5 34/10
Luego el centro es el punto k- y el radio r = I
~ ity e e 3 0
=-—-§=-§-, k:—~§=——%,yr~§\/D*+E‘-—4F §v9+2s+se+——‘/:

35
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3. Hallar el valor de k para que la ecuacion v% -+ y* — 8x - 10y + k = O represente una circunferencia

de radio 7.
1 Como r = 2\/D* L E2—4F, resulta 7 — 1464 + 100 — 4k. Elevando al cuadrado y resol-
1 viendo, k = —8. -
1 4. Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro (5, —2) y que pase por el punto (—1. 5).

El radio de la circunferencia es r — (5 + 1) +(—2 —5) = /36 + 49 = /85,
Luego (x — 5)* + (y + 2)* = 85, o bien, x* 4 3* — 10x + 4y = 56.
5. Hallar la ecuacion de la circunferencia de manera que uno de sus diametros sea ¢l segmento que une

los puntos (5, —1) y (—3. 7).

5
Las coordenadas del centroson h —- ~—— =1, k= - — — =3

El radio es r = V(5 — I 4 (—1 -—3) V6 L 16 - 4y/2.
Luego (x — 1)* + (¥ — 3 32, o bien, % + 3 — 2xv — 6y — 22.
6. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pase por el punto
(0, 0), tenga de radio r — 13 y la abscisa de su centro sea —12.
Como la circunferencia pasa por el origen.
R+ k=% o 144  A* = 169
Resolviendo: A2 = 169 — 144 — 25, k —

L

Luego, (x + 12)2 +(y — 5)* = 169

y (x + 122 + (y + 51 = 169. 1
Desarrollando, x? + y* + 245 — 10y - 0
y X%+ 24 + 10y = 0. b

7e Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos
(5,3),(6,2) y 3, —1).

Cada una de las expresiones
(x— AP +(y— k=1t

o bien, Ny Dy +Ep +F=0

contiene tres constantes indeterminadas con lo que serdn nece-
sarias tres condiciones para determinarlas. Como la circunferen-
cia debe pasar por los tres puntos dados. se pueden hallar los
coeficientes sustituyendo las coordenadas de los puntos en lugar
de x ¢ y resolviendo, a continuacidn, las tres ecuaciones lineales
en D, £y F. Estas ecuaciones son

2549 45D 4+ 3E + F = 0.
36 +4 -4+ 6D + 2+ F 0O
9+1+4+3D— E + F=0.

Resolviendo el sistema se obtiene, D — —8, £ = —2y F = 12.
Sustituyendo estos valores de D, E y F, resulta la ecuacion de la circunferencia x* + p* —8x — 2y
12 = 0.
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8. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos
(2,3) y (—1, 1) y cuyo centro esta situado en la recta x — 3y

—_— 1 ==L},
Sean (A, k) las coordenadas del centro de la circunferen-
cia. Como (h, k) debe equidistar de los puntos (2, 3) y (—1, 1),
Vih—2P +(k — 3@ = A/(h + 1) L (k— 12
Elevando al cuadrado y simplificando, 64 - 4k — |1

Como el centro debe estar sobre la recta x — 3y — 11 = 0
se tiene, b — 3k = 11.

Despejando los valores de & y k de estas ecuaciones se

t
deduce, h = 5 B = i ; .
— lf o __]. 2“—_5_7 .
- / . == = =
or tanto, r "(2-}-) }( > ) Iy 130,
ion pedi Ty Sy 130
La ecuacion pedida es (_\'— 5 ) -+ (y + 7 ) =i D bien, % 4 90— T +Sp— 14 =10,
9. Hallar la ecuacion de la circunferencia inscrita en el triangulo ¥

cuyos lados son las rectas L;: 2x,— 3y + 21 = 0, |
Ly: 3x—2y— 6=0,
Lyi 2x -3y 4+ 9=0.

Como el centro de la circunferencia es el punto de inter-
seccion de las bisectrices de los angulos interiores del triangulo
sera necesario hallar, previamente, las ecuaciones de dichas bi-
sectrices, Scan (4, k) las coordenadas del centro. Para determinar
la bisectriz (1) (ver Figura):

h— 3k + 21 3h— 2k —06 :
= e a = e —— o bien, h — k -3 = 0.
—A13 V13
! Para la bisectriz (2):

AR _712_ o bien, 6k — 12 = 0.

- 3 —
Luego, k = 2. h = —l.yr = =11+ __(2-) R —|3 VI3 /
| VI3 NE

| Sustituyendoen (x — h)* + (y—Kk)* = r%(x 4 1)* +(y—2)* = 13. 0 sea, x* 4 y* + 2x —4y=8.

10. Hallar la ecuacion de la circunferencia circunscrita al triangulo
cuyos lados son las rectas  x  y — 8,
2x +p = 14,
Ix -y =22,

Resolviendo estas ecuaciones tomadas dos a dos, se obtie-
nen las coordenadas de los vértices (6, 2), (7, 1) y (8, —2).
Sustituyendo estas coordenadas en la ecuacion general de la
circunferencia, x? + »* + Dx + Ey + F = 0, resulta ¢l sistema
siguiente: 6D + 2E 4 F = —40,
D+ E + F— =50,
8D —2F 4 F = —68.

cuya solucion proporciona los valores D = —6,E = 4y F = —12.
Por sustitucion se deduce la ecuacién pedida, x? + y* — 6x
+ 4y —12 = 0. :
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11. Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro el punto (—4, 2) y que sea tangente a la recta

- 12,

13.

14.

3x + 4y —16 = 0.

El radio se puede determinar calculando la distancia del punto (—4, 2) a la recta.

—4) - —
L 3(—4) +42—16 | _ ‘__2_9‘ = ‘_4 o sea 4.

5| z

L.a ecuacion pedidaes (x +4) +-(y— 2P = 16,0 x* +)* +8x —dy + 4 =0,

Hallar la ecuacion de la circunferencia que pase por el
punto (—2, 1) y sea tangente a la recta 3x — 2y — 6 = O en
el punto (4, 3).

Yl

Como la circunferencia debe pasar por los dos puntos
(—2, 1) y (4, 3), su centro estara situado sobre la mediatriz
del segmento que determinan. Por otra parte, también debe
pertenecer a la perpendicular a la recta 3x —2y — 6 =10
en el punto (4, 3).

La ecuacidn de la mediatriz del segmento es 3x + y
—5=0.

La ecuacion de la perpendicular a la recta 3x — 2y ~3x-2y-6=0
—6=0enel punto (4,3) es 2x + 3y — 17 = 0.

=Y

Resolviendo el sistema formado por ambas ecuaciones, 2x + 3y — 17 =0y 3x +y—5=0

. 2 41 [, 2\ [, 41\ 10 ,—
se obtiene, x = — L g s = Por tanto, r = ]/(4 - —.},—) - (3 - 7) =5 V13.
La ecuacion pedida es (x + %)2 -+ (y— %)s = %, obien, 7x2 + 7y? +4x —82y +55=0.

Hallar el lugar geométrico de los vértices del dngulo recto de los triangulos cuyas hipotenusas son
el segmento que determinan los puntos (0, b) vy (a, b).

Sea (x, y) el vértice del angulo recto. Entonces, como los dos catetos son perpendiculares, la
pendiente de uno de ellos debe ser el reciproco con signo contrario de la pendiente del otro, es decir,

y—=8 1 x—a
x—0 — y—b  y—b"
x—a
Simplificando, (y — 6)* = — x(x — a), 0 sea, x* + )* — ax — 2by + b* = 0 (una circunferencia).
Hallar la longitud de la tangente desde el punto Py(x,, y,) 2 la YA Pyl
circunferencia (x — A)? + (y — k)2 = r2 [ 3

2= (P,CY—r,
o bien 1= (x; —h)? 4+ (y, — k)P —r?,

dedonde / = Vv (x;—h)® + (y, — k)? — r%

En consecuencia, la longitud de la tangente trazada desde
un punto cualquiera exterior a una circunferencia es igual a la
raiz cuadrada del valor que se obtiene al sustituir las coordena-
das del punto en la ecuacion de la misma. " X
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15. Definicion. Se llama eje radical de dos circunferencias al lugar geométrico de los puntos desde los
cuales las tangentes a ellas son de igual longitud.
Deducir la ecuacion del eje radical de las circunferencias,

xt -]—}’2 "II_ dlx + el.y +,f1 = 0
X4yt dix + ey + f, = 0.

Sea P'(x’, ') un punto genérico cualquiera del eje radical pedido.

Tendremos | = V¥ TP T a8 Ter 37, v b=V T Tar T o7 Tha

Como [, =1y, Vx'® ¢ yE+dix' + 5’1)’;' ‘1:);1 =/x® Y24+ dyx' + ey’ + fo

Elevando al cuadrado, simplificando y suprimiendo las primas, (d, — dy)x + (e; — e,)y + f1 — /3
= 0, que es la ecuacion de una recta.

16. Hallar la ecuacion de la familia de circunferencias que pasan por los puntos de interseccion de dos
dadas.

Sean x* + 2 +dx +ey+ fi=0 y x4y +dx + ey + f, = 0, dos circunferencias se-
cantes.

La ecuacion x* + 32 4+ dyx + ey + f; + K(x* + 3* + dox + e,y + f;) = 0 representa a dicha
familia, ya que las coordenadas de los puntos de interseccion satisfacen a las ecuaciones de dichas
circunferencias.

Para todos los valores de K, excepto para K = —I, se obtiene una circunferencia. Para K = —1,
la ecuacién se reduce a una recta, que es la cuerda comun de dichas circunferencias.

. 17, Hallar las ecuaciones de las circunferencias que pasen por
los puntos A(l,2), B(3,4) y sean tangentes a la recta Y
Ix+4+y—3=0

Para hallar las coordenadas del centro, C(h, k), se
tienen en cuenta las igualdades CA = CBy CA = CN, es
decir,

(h— 12 + (k — 2 = (h—3) + (k — 47

k—3\2
(h— 1P+ (k—2) = (3“'—_—) .
V10 X
Desarrollando y simplificando se obtiene,

h+ k=5
h* + 9k* — 6hk — 2h — 34k + 41 = 0.

Resolviendo este sistema de ecuaciones resultan h = 4, k = 1 y h = 3/2, k = 7/2.
= - e 9/2+72—3 _ V10
Der-—'—'&—-k—t—é-sedcducer-——ul—zﬁj;wz\’lo y r=-w; gl e

\10 V10 V10

Teniendo en cuenta (x — h)? + (y — k)* = r%, tendremos

4y + |3._IO 32+ __12—2
x—dP +O—12=10 y |x—3) +{» 2)~4-

Desarrollando estas ecuaciones, resulta x% 4 32 —8x —2y +7=0 y 224 y*—3x—7Ty

Hallar la ecuacién de la circunferencia de radio 5 que sea tangente a la recta 3x +4y — 16 =0 en
: ¢l punto (4, 1). '
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Sean (h, k) las coordenadas del centro.

3h + 4k — 16

Entonces 5 = 15, o bien, 3h + 4k — 16 = +25.

Por otra parte, (h—4)* + (k — 1)* = 25, es decir, h* + k* — 8h — 2k = 8.
Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtienen las dos soluciones (7, 5) y (1, —3).

Las ecuaciones de las dos circunferencias resoectivas son (x —7)2 +(y — 52 =25, y (x—1)?
+(y + 3¢ =25

~ 19. Hallar las ecuaciones de las dos circunferencias tangentes a las
rectas 3Jx —4y + 1 =0y 4x + 3y— 7 = 0 y que pasan por
el punto (2, 3).

#

Sea (h, k) las coordenadas del centro. Entonces,

3h— 4k + 1 - 4h ~1____3k —= Th—k— 6 =0. (@) - C(2,8)
—3 5
— 1
Por otra parte, como r = L%L
— 2
(h e 2)2 -+ {k e 3)2 = (3*)

o bien, 16k + 9k*— 106h — 142k + 24hk + 324 = 0. (h)

Resolviendo el sistema de ecuaciones (a) y (b) se obtienen,

para las coordenadas de los dos centros, los puntos (2, 8)
y (6/5, 12/5).

=y

- - 1
Para la circunferencia de centro (2, 8), r = 3h :§ B -6 izs N

= 5y laecuacién de

la misma es (x — 2)? -+ (y — 8)? = 25.

6 12 iz ; ; 6\2 12 \2
Para ladecentm(?, —5—-)..': 1, y laecuacion de lacircunferenciaes x——5~ 4y — 5 =l

20. Hallar la ecuacion de la circunferencia tangente a las rectas

x+y+4+4=0y 7x—y+4=0y que tenga su centro en
la recta 4x + 3y — 2 = 0.

Sean (h, k) las coordenadas del centro. Entonces,
h+k+4=4_m—k+4
V2 . 5vV2
o bien, h—3%k —8=0y 3h+k+6=0

que son las ecuaciones de las bisectrices de los angulos formados
por las dos rectas dadas. Como el centro ha de pertenecer a la

. recta 4x + 3y — 2 = 0 se verificard, 4h + 3k — 2 = 0. De esta
ecuacion, yde h— 3k — 8 — 0, se obtienen 4 = 2y k = —2.
p QO I

Portanto,r="-_ "' " — 24/2 con lo que la ecuacién de la circunferencia es (x — 2)
+(y + 22 =8. V2

Resolviendo ¢l sistema formado por las ecuaciones 4h + 3k —2 =0 y 34 + k +6 =0 re-
sulta, h = —4, k =6yr =32

Por tanto, la ecuacion de la circunferencia es (x + 4)* + (v — 6)* = 18.

21. Hallar el lugar geométrico de los puntos (x', y') cuya suma de los cuadrados de sus distancias a las

rectas Sx + 12y —4 =0y 12x — 5y + 10 = 0 sea igual a 5.
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24 '
La distancia del punto (x', p') a la recta 5x + 12y —4 = 0 es _5" i _:‘;} __4

12x— 5p + 10 = O es I.’lr——-5}_+_10 L6, (_5.\' + Il;'l}r -—-4)2‘___ ( 12 51)3 4- 10 \2 %

—13
Simplificando y suprimiendo las primas, se obtiene 169x2 + 169y% + 200x — 196y = 729, una
circunferencia. :

, ¥y ala recta

i

. Hallar el lugar geométrico de los puntos (x, y) cuya suma de los cuadrados de sus distancias a los
puntos fijos (2, 3) y (—I1, —2) sea igual a 34.

(x—2)* +(y—3) +(x + 1) + (¥ + 2)* = 34. Simplificando, se obtiene, x* + y2— x—y = 8§,

una circunferencia.

Hallar el lugar geométrico de los puntos (v, ) cuya relacion de distancias a los puntos fijos (—1, 3)
y (3, —2) sea igual a a/b.

XTI —3F
pE S 1P — % Elevando al cuadrado y simplificando, se obtiene, (b — a®)x?
Vx—32 +(y +2¢ b

+ (b* — a®)y? + 2(h* + 3a¥)x — 3% + 2a%)y — |3a* — 10B?, una circunferencia.

. Hallar el lugar geométrico de los puntos (x, y) cuyo cuadrado de la distancia al punto fijo (—35, 2)
sea igual a su distancia a la recta 5x + 12y — 26 = 0.

i‘__i'%__‘_%)z Desarrollando y simplificando,

13x% 4 13)% 4 125x— 64y | 403 =0 y 13x% 4 13p* + 135x— 40y + 351 = 0, circunferencias.

(x4 5P +(p—20F = 4 (

. Hallar la ecuacion de la circunferencia concéntrica a la circunferencia x* + y* —4x + 6y — 17 =0
que sea tangente a la recta 3x —4y 4+ 7 = 0.

El centro de la circunferencia dada es (2, —3). El radio de la circunferencia pedida es la distancia

- 641247
del punto (2, —3) a la recta 3x — 4y + 7 = 0, es decir, r = —— 3 = 5

Luego la circunferencia pedida tiene de ecuacion (x — 2)2 - (y + 3)* = 25.

. Hallar las ecuaciones de las circunferencias de radio 15 que sean tangentes a la circunferencia
x* 4+ y2 = 100 en el punto (6, —8).

El centro de estas circunferencias debe estar sobre la recta que une los puntos (0, 0) y (6, —8),

cuya ecuacion es y = — 3 X

4
=

Resolviendo el sistema forniado por estas dos ecuaciones se obtienen los valores de /1y k (—3, 4)
y (15, —20).

Llamando (A, k) a las coordenadas del centro, k = — —h y (h— 6)* + (k + 8)* = 225.

Las ecuaciones de las dos circunferencias son (x + 3)* 4+ (y —4)* =225y
(x — 150 +(y + 202 = 225
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Hallar la ecuacién de la circunferencia
a) de centro el punto (3, —1) y radio 5. Sol. x*+y*—6x+2y—15=0>
b) de centro el punto (0, 5) y radio 5. Sol. x4+ y*— 10y = 0.
¢) de centro el punto (—4, 2) y didmetro 8. Sol. x*+y*+ 8x—4y +4 =0,

d) de centro el punto (4, —1) y que pase por (—1, 3).
Sol. x*+4+)?—8x +2y—24=0.

e) de diametro el segmento que une los puntos (—3, 5) y (7, —3).
® Sol. x*4)*—4dx—2y—36=0.

f) g de centro el punto (—4, 3) y que sea tangente al eje y.
Sol. x*+ y* 4+ 8x—6y +9=0.

g) de centro el punto (3, —4) y que pase por el origen.
Sol. x* 4+ y*—6x + 8y = 0.

h) de centro el origen y que pase por el punto (6, 0).
Sol. x* 42— 36 =0.

i) que sea tangente a los dos ejes de coordenadas de radio r = 8 y cuyo centro esté en el primer :
cuadrante.  Sol. x* 4 y*— 16x— 16y + 64 = 0.

J) que pase por el origen, de radio r = 10 y cuya abscisa de su centro sea —6.
Sol. x%+ p* 4 12x— 16y =0, x* + y? + 12x + 16y = 0.

2. Hallar el centro y el radio de las circunferencias siguientes. Determinar si cada una de ellas es real,

imaginaria o se reduce a un punto. Aplicar la férmula y comprobarla por suma y resta de los térmi--
nos adecuados para completar cuadrados.

ay x*+4yr—8x+ 10yp—12=0. Sol. (4, —5), r = +/53, real:
B Sl e < By g€ = D, Sol, (g - -;_) pres -%-\/:‘1'3, imaginaria.
| ) M+ —8x—Ty=0. | Sol. (4, ;) b= _;'! VAT, el
d) x*+y*=0. Sol. (0,0), r =0, un punto.
| e) 2x+ 2y —x=0. Sol. (%—, 0), r= T:" real.
3. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos
E- a) (4,5),(3,—2),y (1, —4). Sol. x*+4+y*+ Tx—5y—44=0.
" b) (8, —2),(6,2),y (3, —7). Sol. x* + y*— 6x + 4y — 12 =0.
c) (1,1)(1,3),y0,2. Sol. 8x% 4 8y*— 79x — 32y +95=0.
d) (—4,-3),(—1,—T7), v(0,0). Sol. x* 4yt +x+Tp=0.
e) (l) 2)) (31 I), y(""‘3‘—‘l). Sol. x* +y‘—x - 3}"—‘- 10 =0.

4. Hallar la ecuacién de la circunferencia circunscrita al tridngulo de lados

@) x—p+2=02x+3y—1=0,ydx +y—17=0.
Sol. 5x* 4 552 —32x —8y—34 = 0.

b) x+2y—5=0,2x+y—7=0,yx—y+1=0.
Sol. 3x*+ 3 13x — 11y + 20 = 0.
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¢) Ix+2y—13=0,x+2y—3=0,yx +y—5=0.
Sol. x2+y2—17x— 7y + 52 =0.

dy 2x +y—8=0x—y—1=0,yx—Ty—19=0.
Sol. 3%+ 3P —8x + 8y —31 =0.

) 2x—y+T7=0,3x45y—9=0,yx—Tp—13=0,
Sol. 169x? + 169y* — 8x + 498y — 3707 = 0.

Hallar la ecuacion de la circunferencia inscrita al triangulo de lados

a 4x—3y—65=0, Tx—24y +55=0, vy 3x+4y—5—=0.
Sol. x* 4+ y*—20x + 75 = 0.

by Tx+6y—11 =0, 9x—2y+7=0, vy 6x—Tp— 16 =0.
Sol. 85x® + 85y — 60x + 70y — 96 = 0.

C} y — 0, 3\"— 4y = 0,‘ )f 4_\‘ A+. 3}: et 50 —_ 0
Sol. 4x* + 4y* — 60x — 20y + 225 = 0.

d) 15x—8y +25=0, 3x—4py—10=0, y S5Sx+ 12y —30 = 0.
Sol. 784x% + 784y* — 896x — 392y — 2399 = 0.

e) inscrita al tridngulo de vértices (—1, 3),(3,6) y (3—51. 0).
Sof. Tx* 4+ 7y*— 34x — 48y + 103 = 0.

. Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro (— 2, 3) que sea tangente a la recta 20x — 21y
—42 =0 Sol. x* 4y +4x—6y —12=0.

. Hallar la ecuacién de la circunferencia de centro el origen que sea tangente a la recta 8x — 15y — 12=0.
Sol. 289x% 4+ 289)% = 144,

. Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro (—1, —3) que sea tangente a la recta que une los
puntos (—2, 4) y (2, 1). Sol. x*+ 24+ 2x +6y—15=0.

. Hallar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro esté en el eje x y que pase por los puntos (—2, 3) ).
y(4,5). Sol. 3x*+ 3y*— l4x — 67 = 0.

. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos (1, —4) y (5, 2) y que tiene su centro )
en la recta x — 2y + 9 = 0. Sol. x* 4+ y* 4+ 6x—6y—47 =0.

. Hallar la ecuaciéon de la circunferencia que pasa por los puntos (—3, 2) y (4, 1) y sea tangente al
eje x. Sol. x* 4 y*—2x— 10y + | =0, x* + y>— 42x — 290y + 441 = 0.

. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos (2, 3) y (3, 6) y sea tangente a ls)
recta 2x + y—2 = 0. Sol. x* 4y —26x —2y +45=0, x2 + p2—2x— 10y -+ 21 = 0.

. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por el punto (l1,2) y sea tangente a la recta
2x + 3y — 18 = 0 en el punto (3, 4). Sol. 5x? 4 5y* —98x — 142y + 737 = 0.

. Haliar la ecuacion de la circunferencia de radio 10 que sea tangente a la recta 3x —4y — 13 =0
en el punto (7, 2).
Sol. x* 4+ p*—26x + 12y + 105 =0, 2% + »*—2x —20y + 1 = 0.

. Hallar la ecuacion de la circunferencia tangente a las rectas x —2y +4 =0y 2x —y —8 =10
y que pase por el punto (4, —1).
Sol. x*+4y*—30x + 6y + 109 = 0, x® ++ y* — 70x - 46y + 309 = 0.

. Hallar la ecuacion de la circunferencia tangente a las rectas x — 3y +9 =0y 3x + y—3 =0
¥y que tenga su centro en la recta 7x + 12y — 32 = 0.
Sol. x*+)y* 4+ 8x— 10y + 31 =0, 961x2 + 961)% + 248x — 5270y + 7201 = 0.
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Hallar la ecuacion de la circunferencia definida por el lugar geométrico de los vértices del angulo
recto de los triangulos caya hipotenusa es el segmento que une los puntos (—4, 1) y (3, 2).
Sol. x* -+ 4 v—3y—10 0

Hallar la ecuacion de la circunferencia tangente a las rectas 4x 3y — 50 - 0y 3x — 4y — 25 =10
y cuyo radio sea igual a 5. Sol.  x* + y*—20x + 10y + 100 = 0,

x? by 36x — 2y + 300 = 0,

X2 4+ p2—24¢ — |8y 4 200 = Q,

x? 4yt —8Bx — 6y = 0.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de distancias a las rectas perpen-
diculares 2x + 3y -—6 == 0y 3x — 2y + 8 = 0 sea igual a 10. Si es una circunferencia. hallar su
centro y su radio.

- : 12 34" -
Sol. 13x* 4 13y* -+ 24x — 68y — 30 - 0. Centro (— ik ﬁ) r— A0,
Demostrar que el lugar geométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de distancias a las rectas
perpendiculares -ax + by + ¢, =0y byx —a,y + ¢, — 0 es una constante K2 es una circunfe-
rencia,

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de distancias a los puntos fijos
(—2,—5) y (3, 4) sea igual a 70. Si es una circunferencia, hallar su centro y su radio.

Sol. x4 y*—x +y—8=0. Centro(} —1), r= %v"ﬁ.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya relacion de distancias a los puntos fijos (2. —1)
y (—3, 4) sea igual a 2/3. Si es una circunferencia, determinar su centro y su radio.

Sol. x* 4+ y2—12x + 10y — 11 = 0. Centro (6, —5), r=6v2.

Demostrar que el lugar geométrico de los puntos cuya relacion de distancias a los puntos fijos (a, b)
y (¢, d) es igual a K (constante) es una circunferencia.

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuyo cuadrado de la distancia al punto ﬁj.o
(—2, —35) sea el triple de la correspondiente a la recta 8x + 15y — 34 = 0.
Sol. 17x* ++ 17p* +44x 4 125y + 595 =0, 17x% 4+ |17p% + 92x + 215y + 391 = 0.

Hallar la ecuacion de la circunferencia tangente a la recta 3x — 4y + 17 = 0 que sea concéntrica
con la circunferencia x* + »* —4x 4 6y — 11 = 0.
Sol. x* 4 y*—4dx + 6y — 36 =0.

Hallar la ecuacion de la circunferencia de radio 10 que sea tangente a la circunferencia x* + % = 25
en el punto (3. 4).
Sol. x* +y?—18x— 24y + 125 =0, x%* -+ y?+ 6x + 8y — 75 = 0.

Hallar la ecuacion del lugar geométrico del punto medio de un segmento de 30 centimetros de lon-
gitud cuyos extremos se apoyan constantemente en los ejes de coordenadas.
Sol. Una circunferencia, x® 4 y? = 225,

Hallar la maxima y minima distancias del punto (10,7) a la circunferencia x% 4 p* — dx — 2y
—20=0. Sol. 15y5.

Hallar la longitud de la tangente trazada desde el punto (7, 8) a la circunferencia x2 + »* = 9.
Sol.  27/26.

Hallar la longitud de la tangente trazada desde el punto (6, 4) a la circunferencia 1% + y? 4 4x + 6y
— 19 = 0. Sol. 9.

Hallar el valor de K para el cual la longitud de la tangente trazada desde el punto (5, 4) a la circun-
ferencia x? + y* -+ 2Ky = O sea igual a a), 1, b), 0. Sol. a) K=—5, b)) K= 5125
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. Hallar las ecuaciones de los tres ¢jes radicales de las circunferencias siguientes, y demostrar que se

cortan en un punto. -

P+ —2p—4=0, P+ P—22x—y—6=0 yxt+)2—_|=0
Sol. 5x—y +2=0, 3x—2y—3=0, 2v + ¥+ 5 =0. Punto de interseccion (—1, —3).
Este punto se denomina centro radical de las circunferencias.

Hallar las ecuaciones de los tres ejes radicales de las circunferencias siguientes y hallar el centro ra-
dical (punto de interseccion de los ejes).

X4+ x=0 x4+ +4dp+7=0 y 2+ +5x+3y+9=0
Sol., x—d4y—7=0, x+yp+3=0, x—ypy—1 - 0. Centro(—I,—2).

Hallar las ecuaciones de los tres ejes radicales y el centro radical de las circunferencias siguientes.
4 2 11 =0, 4 p2—dy—21 0, y X+ —4x + 16y +-43 = 0.
Sol. x+2=0, v—y—2=0, y +4=0. Centro(—2, —4).

Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto (—2, 2) y por los de interseccion de las
circunferencias

X3y —2y—4 -0 y ¥ —2v—y—6 -0
Sol. 5x* 4+ 5 — Ty —26 = 0.

Hallar 1a ecuacién de la circunferencia que pasa por ¢l punto (3, 1) y por los de interseccion de las
circunferencias

4P x—y—2=0 y ¥+ 4+4x—4y—8§ =0,
Sol. 3x* 4 3y — 13x + 3y + 6 = 0.

Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos de interseccion de las circunferencias
X2y 6x 4+ 2y +4=0yx?+ )% 4 2x—dy—06- 0y cuyo centro esté en la recta y = x.
Sol. x4+ Tyt — 10x — 10y — 12 = 0.



CAPITULO 5

Secciones conicas.—La paraihola

DEFINICION. El lugar geométrico de los puntos cuya relacion de distancias a un punto y una
recta fijos es constante recibe el nombre de seccidn ednica o simplemente conica.
El punto fijo se llama foco de la cénica, la recta fija directriz y la relacion constante
excentricidad que, normalmente, se representa por la letra e.
Las secciones conicas se clasifican en tres categorias, segun su forma y propiedades.
Estas se establecen de acuerdo con los valores de la excentricidad e.

Sie < 1, la conica se llama elipse.
Si e = 1, la cénica se llama pardbola.
Sie > |, la conica se llama hipérbola.

PARABOLA. Sean L'L y Fla recta y punto fijos. Tracemos por F la perpendicular al eje x y sea 2a
la distancia de F a L'L. Por definicion de parabola la
curva debe cortar al eje x en el punto O, equidistante
de Fy L'L, El eje y se traza perpendicular al x por el
punto O.

Las coordenadas de F son (g, 0) y la ecuacion de
la directriz es x = —a, o bien, x + a = 0.
Sea P(x, y) un punto genérico cualquiera de ma-
PF

nera que 5ar = € = 1%

Entonces, Vix - a +(y — 0P = v + a.

Elevando al cuadrado,

=Y

x?—2ax + a® + y* = x* 4 2ax + a?,

0 bien, W= dax.

De la forma de la ecuacion se deduce que la pard-
bola es simétrica con respecto al eje x. El punto en que la curva corta al eje de simetria se
denomina vértice. La cuerda C'C que pasa por el foco y es perpendicular al eje se llama /atus’
rectum. La longitud del /arus recrum es 4a, es decir, el coeficiente del término de primer grado
en la ecuacion.

Si el foco est4 a la izquierda de la directriz, la ecuacion toma la forma

V= — dax.
Si el foco pertenece al eje y, la forma de la ecuacién es
xt = - 4ay

en la que el signo depende de que el foco esté por encima o por debajo de la directriz.
Consideremos ahora una pardbola de vértice el punto (A, k). de eje paralelo al de coor-
denadas x y cuyo foco esté a una distancia a del vértice y a la derecha de él. La directriz,

46 L
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paralela al eje ) y a una distancia 2a a la izquierda del foco, tendra la ecuacion x = h — a.
o bien, x — h +a = 0.

Llamemos P(x,y) un punto genérico cualquiera v) L
de la pardabola. Como PF = PM,
Vix—h—alP+(y—kP=x—h+ a,
es decir, ¥ — 2ky + k* = dax — 4ah,
o bien, (y — k) = da(x — h). —
Otras expresiones tipicas son:
(v — k) = —4da(x — h); 5
(x — h) = da(y — k);
(‘\' = h)! = —‘40(}' — k)‘ L’
Que desarrolladas adquieren la forma X =ay+ by + ¢,

y=axt*+ by + .

PROBLEMAS RESUELTOS

{. Hallar el foco, la ecuacion de la directriz y la longitud del /atus rectum de la parabola 3% = 8x,

8
o bien, y* = — x.

3
g ; 8 2
De la ecuacién de la parabola se deduce que 4a = T de donde, a = 3 Ei foco es. pues el pun-
2 3 ; G 2
to de coordenadas (—3—. 0], y la ecuacion de la directriz, x = — 3
, 2 2 4
Para hallar la longitud del /atus rectum se calcula el valor de p para x = R Para x = T =
: 4 .
con lo cual; la longitud del /atus rectum es '2(—3—) = %

i ; 4 ; : 4
2. Hallar la ecuacion de la parabola cuyo foco es el punto (0. — 3—) y por directriz la recta y — 7= 0.
Hallar la longitud del latus rectum.

Sea P(x, y) un punto genérico cualquiera de la parabola. En estas condiciones,

412 4
I/(.vr—~0)a +(y ~i——) = P

16
Elevando al cuadrado y simplificando, x* + - I; v = 0. Latus rectum = 4a = e

Yh y-4:0 Yh L
| o |
. 0 : X T/
: i =¥ » H _y-20
N Pixy) e B
[Flo-4) = } +
o \\
Problema 2 Problema 3

3. Hallar la ecuacién de la parabola de vértice el punto (3, 2) y foco (5, 2).
Como el vértice es el punto (3, 2) y el foco (5, 2) se tiene, @ = 2 y la ecuacion adquiere la forma

(y— kP = 4a{x-—h) o sea, (y— 2)% = B(x — 3). ~
Simplificando, y* — 4y — 8x + 28 = 0.
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Hallar la ecuacién de la parabola de vértice el origen. de ¢eje el de coordenadas y, y que pase por el
punto (6, —3).

La ecuacion que hemos de aplicar es x* 4day.

Como el punto (6, —3) pertenece a la curva el valor de @ debe ser tal que las coordenadas del
punto satisfagan a la ecuacion,

Sustituyendo, 36 = —4a(—3). de donde. @ = 3. La ecuacion pedida es x* — —[2y.

Hallar la ccuacion de la parabola de foco el punto (6, —2) y directriz la recta x-—2 = 0.
De la definicion. Vi(x —6)* + (y + 2P v —2.
Elevando al cuadrado, x* — 12y = 36 + y* 4y « 4 — * —4x 4 4, Simplificando, v* + 4y
gv + 36 0.

Hallar la ecuacion de la parabola de vertice ¢f punto (2, 3), de ¢je paralelo al de coordenadas y, y que
pase por el punto (4, 5).
La ccuacion que hemos de aplicar es (v — ) — da(y — k), s decir, (v -— 2)* = da(y — 3).

= ; I
Como ¢l punto (4, 5) pertencee a la curva, (4 — 2y 4da(5 — 3). de donde, ¢ 3
La ccuacion pedida es (v — 2)* — 2(p — 3). o bien, a* —4x — 2y + 10 = 0.
Hallar la ecuacién de la pardbola de eje paralelo al de coordenadas x. y que pase por los puntos

(—2. 1) (1, 2) y(—1.3).
Aplicamos la ecuacion v* + Dy + Ey — F = 0.

Sustituyendo v ¢ v por las coordenadas de los puntos, | —2D + E + F =0,
4 + D+ 2E+F=0,
9— D | E+F=0.
2 21
Resolviendo este sistema de ecuaciones, D 5 E=— 5 F-— 4
£ i : 2 21 , ; ]
Por tanto. la ecuacion pedida es y* -+ X g b 4 — 0, 0 bien, 5p% 4 2x — 21y + 20 = 0.
Hallar la altura de un punto de un arco parabolico de 18 metros
de altura y 24 metros de base, situado a una distancia de 8 metros YA
del centro del arco. .
Tomemos el eje x en la base del arco y el origen en el punto
medio. La ecuacion de la parabola sera de la forma (0,18)

(v — h)? = daly — k)
o bien (x — 2 == da(y — 18).

La curva pasa por el punto (12, 0). Sustituyendo estas coorde-
nadas en la ecuacion se obtiene, a — —2. Por consiguiente.

(x — 0p = —B(p -— I8).

Para hallar la altura del arco a 8 metros del centro se sustituye x = 8 en la ecuacion y se despeja
el valor de y. Por tanto, 82 = —8(y — 18), de donde, y = 10 metros. El arco simple mas resistente
es el de forma parabdlica.

Dada la parabola de ecuacion y* + 8y — 6x ~+ 4 — 0. hallar las coordenadas del vértice y del foco,
y la ecuacion de su directriz.
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Sumando vy restando términos adecuados. para completar un cuadrado. 3% = 8y — 16 - 6y
—4 16— 6x ~ 12, 0 bien. (y + 4 = 6(x + 2).

El vértice es el punto (2. —4). Como 4a — 6, a —= 3'2. Luego el foco es el punto de coorde-
nadas (—1. —4). vy la ccuacion de la direetriz es v — —7/2.

10. Hallar la ccuacion de la parabola cuyo letus recrum es el segmento entre los puntos (3, 5) y (3, —3).

Aplicamos la ecuacion cn la forma (v — k)? [ dalx — h).
Como la longitud del larys rectum es 8, 4a ~ 8, e (y — k¥ = + 8(x — h).
Para determinar las coordenadas (£, k) tenemos. (5 — kP = - 83—y (—3 —k)* = 83— h).

va que los puntos (3, 5) ¥ (3, —3) pertenecen a la curva. Resolviendo este sistema de ecuaciones se
obtienen como valores de i v k los puntos (1. 1) y (5. 1).

Las ccuaciones pedidas son (1) (v — 1¥ =8x—1) o 12— 2r—8x+9 =20
y (2) (v 1P= —&x-—5) o W¥—2¢v+8Bx—39 — 0.

LYk Ly
; X
[ ] AR — =
; a e

- H- — .X’ Ié

i - e __)' _?-,? .!.,‘.

g2 !

| |

Prodlema 1) Prohlema 11 |

f

11. Hallar la ccuacion de la paribola de vértice en la recta 7v + 3y —4 — 0, de eje horizontal y que
pase por los puntos (3. - 5) vy (3 2. 1).
Aplicamos la ¢cuacion en la forma () K1E o daly — ). Sustituyendo las coordenadas de los

puntos dados s¢ obtiene,

e

K@y 4wd- oy b —ky» - 4a(32 —h).

Como (A, A) pertencee a la recta 7y « 3 4 0, se tiene, 7h < 3k — 4 = 0.

Resolviendo ¢l sistema de estas tres ccuaciones resulta i - 1.k —1. da = 81y h — 3597119,
k — —97/17. 44 - ——504.17.
i l : - T : 97 \ 504 359
o fas couasiones nedidassonuy & 18 s . —e . g
_uego las ccuaciones pedidas son, () ) (A be v 17 17 119

12. La trayectoria descrita per un proyectil lanzado horizontalmente, desde un punto situado y metros (m)
sobre el suelo, con una velocidad v metros por segundo (m's), es una parabola de ecuacion

a3

2
A Y
L4

siendo v la distancia horizontal desde ¢l lugar de lanzamiento y g — 9,81 metros por segundo en
cada segundo (m s?), aproximadamente. El origen se toma en ¢l punto de salida del proyectil del arma.

En estas condiciones se lanza horizontalmente una piedra desde un punto situado a 3 metros (m)
de altura sobre el suclo. Sabiendo que la velocidad inicial es de 50 metros segundo (mis), calcular

% la distancia horizontal al punto de caida.
'2 (¥4 2 5 2 i
e e B %:—) (~3). con lo que v = 50v/0,61 = 39 m.
g )
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Hallar las coordenadas del foco, la longitud del /atus rectum y la ecuacién de la directriz de las para-
bolas siguientes. Representarlas graficamente.

a) = 6x. Sol. (3/2,0),6, x +3/2=0. |
by X2 = 8y. Sol. (0,2),8, y+2=0.
¢) 3t = —dx. Sol. (—1/3.0),4/3, xv— /3 =0.

2. Hallar la ecuacion de las parabolas siguientes:

a) Foco (3, 0), directriz x + 3 = 0. Sol. y*—12x =0.
\ h) Foco (0, 6), directriz el eje x. Sol. x®*— 12y + 36 = 0.
¢) Vértice el origen, eje el de coordenadas ., y que pase por (—3, 6). Sol. y* = —]2x.

3. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (—2, 3) sea igual
a su distancia a la recta x + 6 = 0, Sol. y*—6y—8y—23 =0.

4, Hallar la ecuacion de la parabola de foco el punto (—2, —1) y cuyo latus rectunt es el segmento entre
los puntos (—2, 2) y (—2, 4).
Sol. 4 2p—6x-—20 0.2 2y  6x 4= 0.

A DY

5. Hallar la ecuacién de la parabola de vértice (—2, 3) y foco (1, 3). \

Sof. y*—06y—12x— 15 = 0. i

6. Dadas las parabolas siguientes, calcular a) las coordenadas del vértice, b) las coordenadas del foco, ss

E ¢) la longitud del fatus rectum y d) la ecuacion de la directriz. %
’. (1) y2—4y + 6x—8 = 0. Sol. a) (2,2), 8)(1/2.2), ¢) 6, d) x—7/2=0.
| (2) 3x%*—9x—5p—2=0. Sol. a) (3/2,—7/4), b) (3/2,—4/3), ¢) 5/3. 1
ﬁ! (3) 12 —4y—6x + 13 = 0. Sol. a) (3/2.2), b) (3.2), ¢) 6, d) x=0. 1

<1

Hallar la ecuacion de una parabola cuyo eje sea paralelo al eje v y que pase por los puntos (3, 3),
(6,5) y(6,—3). Sol. v —2y—4x +9=0.

B. Hallar la ecuacion de una parabola de eje vertical y que pase por los puntos (4, 5), (—2, 11) y(—4, 21).
Sol. xT—4x—2y + 10 = 0.

! 9. Hallar la ecuacion de una paribola cuyo vértice esté sobre la recta 2y — 3x = 0, que su eje sea para-
lelo al de coordenadas x, y que pase por los puntos (3, 5) y (6, —1).
Sol. y*—6y —4dx 4 17 =0, 11y*— 98y — 108x + 539 = 0.

b 10. El cable de suspensién de un puente colgante adquiere la forma de un arco de parabola. Los pilares
' que lo soportan tienen una altura de 60 metros (m) y estan separados una distancia de 500 metros (m),
: quedando el punto méas bajo del cable a una altura de 10 metros (m) sobre la calzada del puente.

Tomando como eje « la horizontal que define el puente, y como eje y el de simetria de la parabola,
hallar la ecuacion de ésta. Calcular la altura de un punto situado a 80 metros (m) del centro del
puente. Sol. x2— 1.250y + 12.500 = 0; 15,12 m.

11. Se lanza una piedra horizontalmente desde la cima de una torre de 185 metros (m) de altura con una
velocidad de 15 metros por segundo (m/s). Hallar la distancia del punto de caida al pie de la torre
suponiendo que el suelo es horizontal. Sol. 92,5 m.

Un avidn que vuela hacia el Sur a una altura de 1.500 metros (m) y a una velocidad de 200 kilémetros
por hora (km/h) deja caer una bomba. Calcular la distancia horizontal del punto de caida a la vertical
del punto de lanzamiento. Sol. 972 m.

Un arco parabélico tiene una altura de 25 metros (m) y una luz de 40 metros (m). Hallar la altura
de los puntos del arco situados 8 metros a ambos lados de su centro. Sol. 2] m.




CAPITULO 6

La elipse

DEFINICION. Elipse es el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a dos puntos
fijos es constante. Los puntos fijos se llaman focos.

D! D
X
o’ (0,-b) D

Sean los dos puntos fijos F(¢,0) y F'(—e¢, 0) y 2a la suma constante, (¢ > ¢). Considere-
mos un punto genérico P(x, v) que pertenezca al lugar. Por definicion,

F'P 4+ PF = 2a,

es decir, VX4 2+ (—002 + vVix—eP+ (y—0p = 2a.
o bien, VX F e F(y—002 =2a — v (x— )+ (y — 0.
Elevando al cuadrado y reduciendo términos semejantes,
ex —at =—a (x —cf + (y — 0.
Elevando al cuadrado v simplificando, (a* — ¢?) x* | a%y* = a¥%a® — ¢?). 4
Dividiendo por a¥(a* -~ ¢*) se obtiene la ecuacion ; | - P_Zfz =

Como ¢ > ¢. a*— ¢* ¢es positivo. Haciendo a? — ¢ — b2, resulta la ecuacion de la
elipse en la forma

h e 3
— I l‘
a? h?
0 bien. byt 4 a*y? = a*h?.

Como esta ccuacion solo contiene potencias pares de x e v, la curva es simétrica con
respecto a los ejes de coordenadas v e v, y con respecto al origen. El punto O es el centro
de la elipse y los ejes se denominan eje mayor y eje menor.

Si los focos fueran los puntos de coordenadas (0, ¢) y (0, —c). el eje mayor estaria sobre »

. L, x? )2
el eje v. con lo que la ecuacidn resulta de la forma e, 4 ‘—?2 = ],

51
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3 ¢ VEZRF
La excentricidad e v Waatae o bien ¢ = ae.
a

Como la elipse tiene dos focos, también tendrda dos directrices. Las ecuaciones de las
directrices D'D" y DD son, respectivamente,

a a

¢ ' &
Si los focos estuvieran sobre ¢l eje 1, las ecuaciones de las directrices serian

a o
P =0 y y— =},

S : 4

Se denomina latus rectum de la clipse a la cuerda perpendicular al eje mayor por uno

20t
de los focos. Su longitud es

Los puntos en los cuales la elipse corta al e¢je mayor se llaman vérrices.
Si el centro de la elipse es el punto (A k) y el eje mayor tiene la direccion del eje v, la
ecuacion de la elipse es de la forma
(x *= h)? (y— k)

y | .
at h?

_ (x — h)p — k)? . _
o bien, \--Eé-—” | U = 2l I si el ¢je mayor fuera paralelo

al eje y. En cualquier caso, la forma general de la ecuacion de la elipse es
Axt 4 Byt 4 Dx + Ey + F=10

siempre que A y B sean del mismo signo.

PROBLEMAS RESUELTOS
1. Dada la elipse 94% -+ 16)? — 576, hallar el semieje ma- D YA o
yor, el semieje menor, la excentricidad, las coordenadas |
de los focos. las ecuaciones de las directrices y la longi-
tud del latus rectum.

\J 1-'..

Dividiendo por 576 se tiecne -~ + =— = 1, Luego
P U T 36 oE
{a = 8 ¥ h — 6, -
= X
Vaa— B o7 —
¢ = Y : ¢ - Va* h 2\ 7
a 4

Coordenadas de los focos: (2v7.0) vy (=27, 0).
Las ecuaciones de las directrices son

, @ 2V7
— = = QO A s i n
X t %= 5 B D

“ . Pl
La longitud del latus recrum de la elipse es 2h%g — 7208 = 9.
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LA ELIPSE ' 53
Hallar la ecuacion de la elipse de centro el origen. foco en el punto (0, 3) y semieje mayor igual a 5,

Datos: ¢ = 3y a — 5. Por consiguiente, b — \a?— ¢ = v25—9 — 4,

i} 2 _\.2 3 2

. . X y . .
Aplicando la formula = + = = I. se¢ obtienc la ecuacion

B ig T3 =1L

Hallar la ecuacion de la elipse de centro el origen, eje mayor sobre el eje x y que pase por los puntos
(4. 3) y (6, 2).

\,‘2 yZ

La formula a aplicares — + i I. Sustituyendo x e y por las coordenadas de los puntos
: 9 36 4 ! 3 3 - =
dados se obtiene, — o= |y — = I. Resolviendo este sistema de ecuaciones, a® = 52,
a b a b

b* =13,

2
Luego la ecuacion pedida es — + f—3 = 1, o bien, x* + 4y? = 52,

52

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto (4, 0) es igual a la
mitad de la correspondiente a la recta x — 16 = 0.

Del enunciado del problema se deduce,

Vix —4PR +(y — 02 = Hx—16),0sea, x* —8Bx + 16 4 )P = —— .
Simplificando, se obtiene la ecuacion 3x* + 4y? — 192, de la elipse.

Se considera un segmento 4B de 12 unidades de longitud y un punto P(x, y) situado sobre él a 8 uni~
dades de 4. Hallar el lugar geométrico de P cuando el segmento se desplace de forma que los pun-
tos 4 y B se apoyen constantemente sobre los ejes de coordenadas y y x respectivamente,

Por triangulos semejantes ML _ ¥ o sea, 64 —x* -
E RAES i — PR YO Ty T

Luego 64 — x? = 4)2, o bien, x* + 4)* = 64. El lugar es una elipse con su centro en el origen
v de eje mayor sobre el eje x.

Y+ p APyl
- ‘\
= \
- \
o ]
Ft22) F4.2
» 4+ e
X Oi X
Problema 5 Problema 6

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya suma de distancias a los puntos
fijos (4, 2) y (—2, 2) sea igual a &

FP+PF=8 0sea, Vix £ 2¢F 4 (y — 22 + \Vi(x — 4P +(y —2F =

Ordenando términos, V(x + 2)% + (y — 2)? = 8 — \/(x — 4)* +(p — 2%
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Elevando al cuadrado y reduciendo términos, 3x — 19 = —4v/(x — 4)* + (y — 2)%
Elevando de nuevo al cuadrado y reduciendo términos resulta la ecuacién 7x* 4 16y* — 14x
— 64y — 41 = 0, que es una elipse.

7. Dada la elipse de ecuacién 4x? + 9y —48x + 72y + 144 = 0, hallar su centro, semiejes, vértices '
y focos, é

e x — hp? r— k)? S
Esta ecuacion se puede poner en la forma £—-c-1i--}-- + {_y__f)i__)_ = |, de la manera siguiente:

4(x2 — 12x + 36) + 902 + 8y + 16) = 144,
4(x — 6)* + Uy + 4)* = 144,

(x — 6)* (y +42
S kg ok

Por tanto, el centro de la elipse es el punto de mqrdcnadas (6, —4__); a =6, b =4, los vértices
son los puntos (0, —4), (12, —4), y los focos (6 + 2v/5, —4), (6 —2v/5, —4).

YA Y

o]

(045)

HESE o |

(-75,0) (-250) | (50 (750

(0-4)

y<

Problema 7 Problema 8

8. Un arco tiene forma de semielipse con una luz de 150 metros siendo su maxima altura de 45 metros.
Hallar la longitud de dos soportes verticales situados cada uno a igual distancia del extremo del

arco.
Supongamos el eje x en la base del arco y el origen en su punto medio. La eauacion del arco sera,
x* »: .
: E.‘;—kggle,smndoa:.?i b = 45.

Para hallar la altura de los soportes, hacemos x = 25 en la ecuacion y despejamos el valor de y.

}52

_ . _ i ’
3035 I, y 8(225), ¢ y = 302 metros

Es decir, -

5.625

9. La Tierra describe una trayectoria eliptica alrededor del Sol que se encuentra en uno de los focos.
Sabiendo que el semieje mayor de la elipse vale 1,485 x 10® kilémetros y que la excentricidad es,
aproximadamente, 1/62, hallar la maxima y la minima distancias de la Tierra al Sol.

e

. 1
ExcentrICldad e = 62_ — T48500f000 , 0 8ea, ¢ = 2‘400.00(1

&
i Luego

La maxima distancia es a + ¢ = 1,509 < 10% km,
La minima distancia es @ + ¢ = 1,461 = 10® km.
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10. Hallar la ecuacién de la elipse de centro (1, 2), uno de los focos (6, 2) y que pase por el punto (4, 6).

(x__“l.)?_ W o—2y =z

A.plicamos la ecuacion i 5
@—1  (6—2r .9 16
Como (4, 6) perten :ce a la curva, po . Ir = 1, o bien, = + = 1.
Comoc=S5resultab?=a>—c2=4a*—25 y ?— — 6 =1,
’ @ a*—25
— 1) 92
Resolviendo, a? = 45 y b* = 20. Sustituyendo, (x——l-l— + _(y 2) =l
45 20
11. Hallar la ecuacion de la elipse de centro (—I, —1), uno de los vértices el punto (5, —1) y excentri-
. 2
cidad e = 3
Como el centro es el punto (—1, —1) y el vértice (5, —1) se tiene, a = 6, ¢ = —Z— = —g- = i ,
de donde ¢ = 4. Por otra parte, b* = a® — ¢ = 36 — 16 = 20. .
i ; (x + 1) y+ 1P
La ecuacion pedida es % + 0 = 1.
12. Hallar la ecuacién de la elipse cuya directriz es la recta x = —1, py
. uno de los focos el punto (4, —3) y excentricidad 2/3.
| De la definicién general de seccién coénica, si rE =e
PM M!"_ —————— -;P{*x.y)
y ¢ < 1 la curva es una elipse. 3 ;’ )’-(;
AT T 2 /
Por consiguiente, X Ei = ° "F{41_3)
Elevando al cuadrado los dos miembros de esta ecuacion ;'g
y simplificando resulta,
5x% 4 9y* — BOx - 54y = —221.
Completando cuadrados, 5(x% — 16x + 64) + 9(3* + 6y + 9) = —221 + 320 + 81,
| ¢ es decir, 5(x — 8)2 + 9(y - 3)* — 180,
o x—8 | (W
5 o bien, N e -+ B
- 13. Hallar el lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuyo producto de las pendientes de las rectas que
r unen P(x, y) con los puntos fijos (3, —2) y (—2, 1) es igual a —6.

}'+2 pr—1 i 2 2 :
= Gl - :Js .
(x—3)(x+2) 6, o bien, 6x* + »*  y — 6x = 38, una elipse

. . i
14. Hallar la ecuacion de la elipse de focos (0, +4) y que pase por el punto (——2 3).

5 L
’ 2 Xt A ; 144 9
Sustituyendo x = V= Jen TR I se obtiene S5pt + i 1
E' Como los focos son (0, +4), resulta ¢ = 4 y a® — b2 = 4% = |6.
2 2"
Resolviendo el sistema de ecuaciones, a® = 25, b* = 9. Luego, * e =

9 25
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15. Hallar el lugar geométrico de los puntos que dividen a las ordenadas de los puntos de la circunferen-

cia x% + y* = 25 cn la relacién

3 ; 5
Sea y' = 5 ¥, 0 bien, y = —3—y’. y x = x’'. Entonces, x'* + 295—))“ = 25.

Suprimiendo las primas y simplificando se llega a la ecuacion 9x* -+ 25y = 224, que es una
elipse.

Problema 15 Problema 16

16. Hallar la ecuacion de la elipse que pasa por los puntos (—6, 4), (—8, 1), (2, —4) y (8, —3) y cuyos
ejes son paralelos a los de coordenadas.
En la ecuacion x% + By* 4+ Cx + Dy + E = 0, sustituyendo x e y por las coordenadas de los
cuatro puntos dados,
16B— 6C + 4D + E = — 36,
B—8C+ D+ E=—64,
168 +2C —4D + E= —A4,
98 + 8C — 3D + E = — 64.

Resolviendo el sistema, B =4, C = —4, D = —8,y E = —92.

2 A 1
La ecuacién pedida es x* + 4)? — 4x — 8y — 92 = 0, o bien, L 1_602)_ o % ==,

17. Hallar la ecuacion del lugar geométrico del centro de una

circunferencia tangente a x® + ¥ =1y x* + y*—4x YA
—21 =0 -
) . /"/d_ _:H\"\

Sean (x,, ) las coordenadas del centro. Las circun- X o

ferencias dadas tienen de radios 1 y 5 respectivamente. / JIIPo\ Y"\
Er— — R # 2y Ye!
a) S —V(xg— 2P + (3 — 02 = Vx* + yt — . 0 \
— . 1 |2.0)

Elevando al cuadrado, simplificando y suprimiendo WL X
las primas se llega a la ecuacion 8x% + 9y — 16x — 64 = 0, /
que es una elipse. Poniendo esta ecuacién en la forma /

(x—1¢ (=07
g t— g —h J

se deduce que el centro de la elipse corresponde al punto
(1, 0).

b)Y Vx + ¥+ 1 =5—(xy—2)* + y,t. Elevando al cuadrado, simplificando y suprimiendo

i 2 T 2
las primas se llega a la ecuacion 3x2 + 4y? — 6x — 9 = 0, o bien, (X—41 3 (_}_3_0}_ = L.

El centro de esta elipse es el punto (1, Q).
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18. En una elipse, los radios focales son las rectas que unen los focos con un punto cualquiera de e¢lla.

Hallar las ecuaciones de los radios focales correspondientes al punto (2, 3) de la elipse 3x% + 4y* = 48,

2 W2 e
Escribiendo esta ecuacion en la forma Tx() + {2 = | setiene, ¢ = + V16 — 12 = +2.
Los focos son los puntos (42, 0). La ecuacion del radio focal del punto (2, 0) al(2, 3)esx — 2 =0
y la del (—2,0) al (2,3)es y — 0 = %:—g— (x + 2), 0 bien, 3x — 4y + 6 =0.

PROBLEMAS PROPUESTOS

En cada una de las elipses siguientes hallar @) la longitud del semieje mayor, #) la longitud del semieje
menor, c¢) las coordenadas de los focos, d) la excentricidad.

2 2

AN : >
(1) T69 + 144 L Sol. a) 13, b) 12, ¢) (+£50), d) R

-2 2 B - o
@ % +5=1 Sol. a)2V3, b) 2V3, ¢) (0. +2), d) #
(3) 225x + 289y% = 65.025, Sol. @) 17, b) 15, ¢) (£8,0), ) 18_?

Hallar las ecuaciones de las elipses siguientes de forma que satisfagan las condiciones que se indican.

x2 y2
(1) Focos (14, 0), vértices (+5, 0). Seol. 5 g = 1
. o x2 y2
(2) Focos (0, +8), vértices (0, +17). Sol. -+ =L
25 289
. . x )2
(3) Longitud del latus rectum = 5, vértices (10, 0). Sol. 160 -+ % = 1:
(4) Focos (0, 6), semiej ~8. - S ]
ocos (0, 4 6), semieje menor = 8. ol. 7 00 —
5) Focos (45,0 G = = sot. B ¥
(5) ocos (=5, 0), excentricidad = 3 ol. 64 39 = I

. Hallar la ecuacién de la elipse de centro el origen, focos en el eje x, y que pase por los puntos

(—3,2v/3) y (4, 4v'5/3).  Sol. 4x* + 9 = 144,

Hallar la ecuacién de la elipse de centro ¢l origen, semicje mayor de 4 unidades de longitud sobre
el eje y, y la longitud del larus rectum igual a 9/2. Sol. 16x? 9% = 144,

Hallar el lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya suma de distancias a los puntos fijos (3. 1)
y (—35, 1) sea igual a 10. ;Qué curva representa dicho lugar?
Sol, 9x* L 25y 4 18x — 50y — 191 = 0, una elipse.

Hallar el lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya suma de distancias a los puntos fijos (2, —3)
y (2, 7) sea igual a 12. Sol. 36x* + 11y — 144x — 44y — 208 = 0.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (3, 2) sea la mitad de la corres-
pondiente a la recta x -+ 2 = 0. (Qué curva representa dicho lugar?
Sol. 3x* 4+ 4y — 28x — 16y + 48 = 0, una elipse.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18

19.

20.

LA ELIPSE

Dada la elipse de ecuacion 9x% 4 16y* — 36x +- 96y + 36 = 0, hallar a) las coordenadas del centro,
b) el semieje mayor, c) el semieje menor, d) los focos y e) la longitud del /atus rectum.

Sol. a) (2,—3), b)4, ¢)3, d) 2+ VT, —3), e) 45 7

Hallar la ecuacién de la elipse de centro (4, —1), uno de los focos en (I, —1) y que pase por el
x—4a O+

punto (8, 0). Sol. == 8 -+ 9 = |, o bien, x? + 2y — 8x + 4y = 0.

Hallar la ecuacidn de la elipse de centro (3, 1), uno de los vértices en (3, —2) y excentricidad e = 1/3.
— 1)z — 1)

sol. & 33) + v 5 ¥ o §, o thion, 95% 4 & — Sdx — 16y + 17:=10.

Hallar la ecuacién de la elipse uno de cuyos focos es el punto (—1, —1), directriz x = 0, y excentri-

cidad e = =g Sol. x*+ 2y* +4x +4y +4 = 0.

Un punto P(x, y) se mueve de forma que el producto de las pendientes de las dos rectas que unen P
con los dos puntos fijos (—2, 1) y (6, 5) es constante e igual a —4. Demostrar que dicho lugar es
una elipse y hallar su centro. Sol. 4x* 4 y* — 16x — 6y — 43 = 0. Centro (2, 3).

Un segmento 4B, de 18 unidades de longitud, se mueve de forma que A esta siempre sobre el eje y
y B sobre el eje x. Hallar el lugar geométrico de los puntos P(x, y) sabiendo que P pertenece al seg-
mento AB y esté situado a 6 unidades de B. Sol.  x* 4 4y* = 144, una elipse.

Un arco de 80 metros de luz tiene forma semieliptica. Sabiendo que su altura es de 30 metros, hallar
la altura del arco en un punto situado a 15 metros del centro. Sol. 154/55/4 metros.

La orbita de la Tierra es una elipse en uno de cuyos focos esta el Sol. Sabiendo que el semieje mayor
de la elipse es 148,5 millones de kilémetros y que la excentricidad vale 0,017, hallar la maxima y la
minima distancias de la Tierra al Sol. Sol. (152, 146) millones de kildémetros.

Hallar la ecuacion de la elipse de focos (48, 0) y que pasa por el punto (8, 18/5).

xt 2
Sol. o0 T 36 = !

Hallar el lugar geométrico de los puntos que dividen a las ordenadas de los puntos de la circunferen-
cia x* + y* = 16 en la relacion 3.  Sol. x* 4 4y = 16.

Hallar las ecuaciones de los radios focales correspondientes al punto (1, —1) de la elipse
x* 4+ 5y —2x + 20y + 16 = 0.
Sol. x—2—3=0, x+2y+1=0.

Hallar la ecuacién de la elipse que pasa por los puntos (0, 1), (I, —1), (2, 2), (4, 0) y cuyos ejes son
paralelos a los de coordenadas. Sol. 13x% 4 23)? — S5lx — 19y —4 =0

Hallar el lugar geométrico del centro de la circunferencia tangente a

X4+ v=4 y x4 yr—6x—27=0.

Sol. 220x% + 256p* —660x — 3.025 =0 y 28x% 4 64 — 84x — 49 = 0.




CAPITULO 7

La h ipérbola

DEFINICION, La hipérbola es el lugar geométrico de los puntes cuya diferencia de distancias
a los puntos fijos F(e. 0) y F'(—c. Q) es constante e igual a 2a. Ver Figura (a).

b
B
\\C\
o4 b a® F _
o Al T z
e —C -\ =
B
Figura (a) Figura (b)

Sea P(x, ») un punto genérico cualquiera de la curva.

Por definicion, F'P — PF = 2a, o bien v/(x + ¢)f + (y — 0> — v(x — ) + (y — 0)* = 2a.

Trasponiendo un radical, V(x + ¢ + (¥ — 00 = 2a + V{x — ¢)* + (y — O)%.
Elevando al cuadrado y reduciendo términos, cx — a? = av/x — ¢)® + %
Elevando al cuadrado y simplificando, (¢ — a?)x? — a*y?® = a¥(c* — a?).

o | e g
Dividiendo por a*(c* — a®), se obtiene la ecuacion — — —— 5 = 1.
a *—a

Como ¢ > a, ¢® — a® es positivo. Haciendo ¢* — a* = b? se obtiene la ecuacion de la
hipérbola con centro en el origen y focos en el eje x,
X2 »

LIS .,

at b?

2 2

Si los focos fueran (0, ¢) y (0, —c), la ecuacién seria de la forma ﬁ— %,— =

La expresion general de la ecuacidn de la hipérbola de centro en el origen y cuyos focos'
estén sobre los ejes de coordenadas es Ax* — By? = +1, correspondiendo el signo mds
cuando los focos pertenezcan al eje x.

Como la ecuacién solo contiene potencias pares de x e y, la curva es simétrica con res-
pecto a los ejes x e y y con respecto al origen.

El eje real o transversal de la hipérbola es 4’4 de longitud igual a 2a. El eje imaginario
es B'B de longitud 2b. Ver Figura (b).
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B vat + b

La excentricidad es e =

. Como vemos ¢ > 1, lo cual coincide con la

&
a
definicién general de seccidn conica. Las ecuaciones de las directrices, DD y D'D, son

, ; a .
x= + = cuando los focos estdn sobre el eje x, e y = + — cuando estén sobre el gje y.
e
e

Los vértices reales de la hipérbola son los puntos en los que la curva corta al eje real.
Los otros dos vértices son imaginarios.

; 2h?
La longitud del latus rectum es -

Las ecuaciones de las asintotas son:

o=k ¥ cuando el eje real o transversal es el eje x.

€ p=derx cuando el eje real o transversal es el eje y.

Si el centro de la hipérbola es el punto de coordenadas (h, k) y el eje real es paralelo al
eje x, la ecuacion de la hipérbola es

C—hF G —kE
a® o b* '

I

Si el eje real es paralelo al eje y, la ecuacion es

(y— kP (x—hp

o g b

Las ecuaciones de las asintotas son

y—k =+ F (x — h) si el eje real es paralelo al eje x,

a
e y—k= + 5 (x — h) si el eje real es paralelo al eje y.

La forma general de la ecuacion de la hipérbola de ejes paralelos a los de coordenadas
xeyes

sz P B’}-ﬂ ,.f._ Dx + E}' s F . 0’
siendo 4 y B del mismo signo.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Hallar la ecuacion de la hipérbola de centro el origen, eje real sobre el de coordenadas y y que pase
por los puntos (4, 6) y (1, —3).
Sustituyendo x e y por las coordenadas de los puntos dados en la ecuacién
»oox % 16 9 |
T _ITCSUIta“-‘a_z_F_Iy;zT_'b_z
Resolviendo este sistema de ecuaciones, a® = 36/5 y b2 = 4.

=]

; N 5y% 2 .
Sustituyendo y simplificando, B i s 1, o bien, 5y — 9x* = 36.

e
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LA HIPERBOLA 6l
Hallar las coordenadas de los vértices y de los focos, las ecuaciones de las directrices, las corres-

pondientes de las asintotas, la longitud del /arus rectum, la excentricidad y la representacion grafica
de la-hipérbola 9x2 — 16)? = 144,

2 2
Escribiendo la ecuacion en la forma _._l‘_ﬁ — % — lsetiene.a =4, b =3,¢c= V16 +9 = 5.
2 "
Los puntos reales de corte con los ejes son (-+-4, 0), y los focos (+35, 0).
- ¢ 5 . . , a 16
La excentricidad e = - R ¥ y las ecuaciones de las directrices son x = + - o+ <
Lat y 22 18 9
atus rectum = — = = - = = 5.
. , b 3
Las ecuaciones de las asintotas son y = + = X =+ T x
D YA ] /
3
| :
5.0 o™\ 1(5,0) X
"
Y
{0-3)
o] D

Problema 2

Hallar la ecuacion de la hipérbola de ejes paralelos a los de coordenadas y de centro el origen, sa-
biendo que el Jatus rectum vale 18 y que la distancia entre los focos es 12.

Yil Y
\ | ©3)
\ i 96) _____|F08) @9
| |
| | \ ’*,0
W | 03 %Y
P60 8] O X ol X
(0, Ay
,-’; N
F0-e
't
Problema 3(a) Problema 3(b)
Latus rectum = 2b%a = 18,y 2c = 12. Luego b* = Say ¢ = 6.
Como b® — c2— g = 36— a® se tiene 9a — 36 — @, o sea, @ + 9a— 36 = 0.
Resolviendo. (@ — 3)(a + 12) =0y a = 3, —I2. Se desecha g = —12.
Paraag® = 9, b= 36 —9 = 27 y las dos ecuaciones pedidas son
a) il 1, o bien, 3x* — y* = 27 b) - —‘-i — 1, o bien, 3y — x® = 27.
9 27 R @ A P
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4. Hallar la ecuacion de la hipérbola de focos (0, +3) y de eje imaginario igual a 5.

5 25 11
o — N . oo GlasF . 000
Datos: ¢ =3y b 5 Luegc a ¢ b 9 3 1
Sustituyendo en b # — |, se obtiene yﬂ--- - '—xz =1 bien, 100y? — 44x? = 275
- & F Tijg 25 O e R AR = 20,

5. Hallar la ecuacién de la hipérbola que tiene su ceniro en el origen, el eje real sobre el eje x, excentri-

2 X 2
Datos: ¢ = \/‘—I-- +{2 = -}/—?, y latus rectum = 2!1 — 6, o sea, b* = 3a.
a 2 a
Resolviendo el sistema a® + 5% = —Z;- a® y b* = 3a, se obtiene @ = 16, b* = 12,
, X » , , x3 »? .
Sustituyendo en TS 1, la ecuacion pedida es T T 1, o bien, 3Ix* —4y* = 48.
6. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyo producto de distancias a las rectas 4x — 3y + 11 =0

y 4x + 3y 4+ 5 = 0 sea igual a 144/25.

Sea P(x, y) un punto genérico cualquiera del lugar. Entonces,

Ax—3y+11) [4x +3p +5) _ 144
= = s
- 2 e 2
Simplificando, 16x2 — 9y? -+ 64x + 18y — 89 = 0, o bien, ‘LJ; ' _ U Iai =1,

que es la ecuacion de una hipérbola que tiene por asintotas las rectas dadas.

Plxy)

Problema 6 Problema 7

7. Hallar el lugar geométrico de los puntos (x, y) cuya distancia al punto fijo (0, 4) sea-igual a 4/3 de la
correspondiente a la recta 4y — 9 = 0.
T e e 4 (4y—9
X — 2+‘_ g = ol o
Vix—0F +(yr—4) 3 ( 4 )
)_.2 x2

— — = 1, que es una

Elevando al cuadrado y simplificando. 9x* — 7)? 4+ 63 —= 0, o bien, £ 7

hipérbola.
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8. Hallar la ecuacion de la hipérbola que tiene su centro en el origen, un vértice en (6, 0) y por una
de sus asintotas la recta 4v — 3y —= (.

i g iz ; 4
Escribimos la ecuacion de la asintota dada en la forma y = 7 X

Las asintotas d . ¥ l's ¢ L
.as asintotas de - , — — = lsony = { — x Luego - = —,
a® h* ’ a B a 3
T 4a s A2 12
Como un vértice es (6, 0). a = 6y b — " = 8, con lo que la ecuacion es T 64 = ],

9. Hallar la ecuacion de la hipérbola con centro en {(—4, 1), un vértice en (2, 1) y semieje imaginario
igual a 4,
La distancia entre ¢l centro y el vértice es 6; luego a = 6.
El semieje imaginario es 4 luego b = 4.

),
a R

¢ 2 e |2
= 1, se obtiene ('.\-J: 4_)_. s Q I!_ i

Sustituyendo e
ustituyendo en 36 T

10. Dada la hipérbola 9% — 16y — 18x — 64y — 199
= 0. hallar a) el centro, b) los vértices, ¢) los fo-
cos, ) las ecuaciones de las asintotas y e) efectuar
su representacién grafica.
Procediende como se indica, escribimos la
ecuacion en la forma

1 f.']_z_ e k)f :_

at b?
O 2—2x + 1) — 16(¥* 4y + 4) = 199 — 64 +9,

9(x — 1)2— 16(y + 22 = 144

Sk AR L S

(x—1PF O+2F
16 9

Sol. a)(l.—=2): b)(—3, —2).(5, —2); ¢)(—4,—2),(6,—-2), d)y +2 =+ —(x—1).

3
4

11. Hallar la ecuacion de la hipérbola que pase por el punto (4, 6) y cuyas asintotas sean y = +-1/3x.

) i x2 »e b
Las asintotas de la hipérbola — — —= = lson y = + — x,
a a
¥ x : X y X ¥
Operando, - = 4+ —, o bien, — — — =0y — + — = 0.
P h T oa a b y a b
X ¥ X ¥ X i ;
Como el producto | — — = o= ) = = — = = 0, se deduce que las ecuaciones de las
a b a b a* b®
h pi R ;
asintotas de —; — 7}3 = | se pueden determinar anulando el término independiente y descompo-
a

niendo en factores.
En este problema, pues, la ecuacion de la hipérbola toma la forma

(y — \/5:\‘_1 (y 4 v 3x) = C(constante).
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Sustituyendo las coordenadas del punto (4, 6), (6 — 4v/3) (6 + 4v/3) = C = —12.

Luego la ecuacion pedida es (y — v3x) (y + V3x) = —12, o bien, 3xT— 2 = |2,

Definicion. Dos hipérbolas son conjugadas si los ejes real e imaginario de una de ellas son, respectiva-

12,

13.

14.

mente, ¢l imaginario y real de la otra. Para hallar la ecuacion de la hipérbola conjugada de una dada
no hay mas que cambiar en ésta los signos de los coeficientes de x% e y2.

-2 2
Deducir la ecuacion de la hipérbola conjugada de % — f—() = 1. Hallar las ecuaciones de las asinto-

tas y las coordenadas de los focos de ambas hipérbolas.
.2 2
La ecuacion de la hipérbola conjugada es — % + fé
En las dos hipérbolas, ¢ = v/9 + 16 = 5. Luego las coordenadas de los focos de la hipérbola
dada son ( +5,0), y los de la conjugada (0, -} 5).

. , 4 . .
Las ecuaciones de las asintotas, y = 3 x, son las mismas para las dos hipérbolas.

Hallar el lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuyo producto de las pendientes de las rectas que
los unen con los puntos fijos (—2, 1) y (4. 5) es igual a 3.

y—1 ¥r—8 X T § 3 _ 5
(x o 2) (;—;z) = 3. Simplificando. 3x* — y* 4 6y — 6x — 29 = 0, una hipérbola.

Demostrar que la diferencia de las distancias del punto (8, 8\3/3) de la hipérbola 64x* — 36y* = 2.304

a los focos es igual a la longitud del eje real. Estas distancias son los radios focales del punto.

2 32

Escribiendo la ecuacion en la forma %6 6 = 1. Por tanto, c = +4 V36 4 64 = +10.

La longitud del eje real es 2a — 12.

Las diferencias de las distancias del punto (8, 8 \3/7 ) a los focos (+ 10, 0) es

i e 2 =
V(s + 10 + (—8‘3/7 —0) — (8 — 10)® + (f-‘; —0) BB _ .

PROBLEMAS PROPUESTOS
Hallar a) los vértices, b) los focos, ¢) la excentricidad, d) el latus rectum, y e las ecuaciones de las
asintotas de las hipérbolas siguientes:
(1) 4x*——45)? = 180; (2) 49y* — 16a* = T84; (3) x*—y* =25

A% 8V'5 T 2v/5
5 d) 5 &) y==+ —z—x

Sol. (1) a) (+3+5,0); b) (+7,0); ¢)

ez /68 4
@ @ O.£9; HOLVE): o i d) D5 ay=tox

(3) a) (£5,0); b) (£5V20); ¢) V2i d) 10; €) y= + x.

S e



7.

. _
@ Hallar la ecuacién de la hipérbola de vértices (46, 0) y asintotas 6y = 4 7x.

®

10.
11.

12.

~ 13,

14.
15.

16.

LA HIPERBOLA 65

Hallar las ecuaciones de las hipérbolas que satisfacen las condiciones siguientes:

a) Eje real 8, focos (+5, 0). Sol. 9x* — 16)* = 144,
b) Eje imaginario 24, focos (0, + 13). Sol. 144y* — 25x% = 3.600.
¢) Centro (0, 0), un foco (8, 0), un vértice (6, 0). Sol. Tx*—9)? = 252.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a los dos puntos fijos (0, 3)
y (0, —3) sea igual a 5. Sol. 44y* — 100x% = 275.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (0, 6) sea igual a 3/2 de la corres-
pondiente a la recta y — 8/3 = 0. Sol. 5y* — 4x? = B0.

Hallar la ecuaci6n de la hipérbola de centro el origen, eje real sobre el eje de coordenadas y, longitud
del latus rectrum 36 y distancia entre los focos igual a 24. Sol. 3yt — x? = |08,

Hallar la ecuacion de la hipérbola de centro el origen, eje real sobre ¢l eje de coordenadas y, excen-
tricidad 24/3 y longitud del latus rectum igual a 18. Sol. 121y* — 11x* = 81.

Hallar la ecuacién de la hipérbola de centro el origen, ejes sobre los de coordenadas y que pase por
los puntos (3, 1) y (9, 5). Sol. x*—3)®=6.

Sol. 49x* — 36y* = 1.764.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancia a los puntos fijos (—6, —4)

2 2
y (2, —4) sea igual a 6. Sol. (x_—;}l 5 -*; W L.

Hallar las coordenadas de a) el centro, b) los focos, ¢) los vértices, y d) las ecuaciones de las asinto
tas, de la hipérbola 9x? — 16y* — 36x — 32y — 124 = 0.
Sol. a) (2, —1); b) (7, —1), (=3, —1); ¢) (6, —1),(—2, —1); d)y+ 1=+ §x—2).

Demostrar que el lugar geométrico de los puntos cuyo producto de las pendientes de las rectas que
los unen con los puntos fijos (—2, 1) y (3, 2) es igual a 4, representa una hipérbola.

Sol. 4x? —y* —d4x 4 3y — 26 = 0.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyo producto de distancias a las rectas 3Jx —dy + 1 =0
y 3x + 4y — 7 = 0 sea 144/25. ;Qué curva representa dicho lugar?

Sol. 9x* — 16y* — 18x 4 32y — 151 = 0. Hipérbola.

Hallar la ecuacion de la hipérbola de centro (0, 0), un vértice en (3, 0) y ecuacién de una asintota
2x—3y=0. Sol. 4;’ — 9y = 36.

Hallar la ecuacion de la hipérbola conjugada a la del Problema 13. Sol. 9y?— 4x* = 36.
Dibujar las hipérbolas siguientes y hallar s‘us puntos de interseccion.
x2—2* 4+ x4 8y— B=0,
3x*—4y* + 3x + 16y — 18 = 0.
Sol. (1, 1), (1, 3), (—2, 1), (—2, 3).
Demostrar que la diferencia de distancias del punto (6. &i) de la hipérbola 9x* — |6)* = 144 a

2
los focos es igual a la longitud del eje real. Estas distancias son los radios focales del punto.



CAPITULO 8

Transformacion de coordenadas

INTRODUCCION. En geometria analitica, al igual que en fisica, es muy importante elegir un
sistema de coordenadas, o referencia, adecuado con objeto de simplificar al maximo las
ecuaciones y que el proceso de resolucién sea lo mids rdapido posible. Ello se realiza mediante
una transformacion de ejes coordenados cuyo proceso general se puede considerar reducido
a dos movimientos, uno de rraslacion y otro de rotacion.

TRASLACION DE EJES. Sean OX y OY los ejes Y Y,
primitivos y O'X’ y O'Y', paralelos respectiva-
mente a los anteriores, los nuevos ejes. Sean S e 1 s
también (h, k) las coordenadas de O" con res- |
pecto al sistema inicial. l

Supongamos que (x, y) son las coordenadas |
|
|

de un punto P con respecto a los ejes primitivos, _
y {x", »') las coordenadas, del mismo punto, res- k)
pecto de los nuevos. Para determinar x e ) en
funcién de x', ', h y k se tiene: !

xX=MP=MM + MP=h+x e
y=NP=NN 4+ NP=k-+)

Por tanto, las ecuaciones de la traslacion
de ejes son:
y=x"4h y=)y +k

ROTACION DE EJES. Sean OX y OY los ejes pri- Y
mitivos y OX' y OY' los nuevos, siendo O el
origen comin de ambos sistemas. Representemos _
por 0 el dangulo X'OX de la rotacion. Suponga- 3 =
mos que (.x, ») son las coordenadas de un punto P BT
del plano con respecto a los ejes primitivos, Wl
y (x’,)’) las coordenadas, del mismo punto, A A
respecto de los nuevos. Para determinar x e y B
en funcién de x', 3" y 0, se tiene: OB g

x=0M = ON— MN
= x"cos 0 — ' sen 0 e e

y=MP=MM + M'P=NN -+ MP
= x"sen f 4+ 3" cos 6.

O
| S
>y

Por tanto, las formulas de ia rotacién 0 de los ejes coordenados son:

X = x'cos 0 — y' sen 0,
y = x"sen 0 + y' cos 0.

66
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PROBLEMAS RESUELTOS

1. Hallar la ecuacion de la curva 24% + 3p* — By + 6y = 7
cuando se traslada el origen de coordenadas al punto (2, —1).

Sustituyendo x ~ x" ¢ 2, » " | en la ecuacién
dada se obtiene

2x" 4+ 28 + 30 — 12— 8y + 2) 6y -—1) == T.

Desarrollando y simplificando, sc¢ llega a la ecuacion de la
curva referida a los nuevos ejcs,

2x7% 3y 18,

Esta es la ecuacion de la elipse con centro en ¢l nuevo
origen, con el eje mayor sobre el ¢je x' v de semiejes ¢ = 3,

b = 176,

2. Por medio de una traslacion de ejes, transformar la ecuacion 3x* — 4)® + 6x + 24y = 135 en otra
en la cual los cocficientes de los términos de primer grado sean nulos.

Sustituyendo x ¢ y por los valores x' + he v + k. respectivamente,
3T M — Ay + kP -+ 6(x" - h) 4 24(y" + k) = 135, 0 bien
3x'T— 4y? 4 (6h + 6)x" — (8k — 24))" + 3k — 4k? | 6h + 24k = 135,
De 6h + 6 = 0y 8k — 24 = 0 se obtiene &/ = —1 y k = 3, con lo cual resulta
IR —4p'2 = 102,

Esta es la ecuacion de una hipérbola con centro en el origen, eje real o transversal sobre el eje x
y semieje real igual a V/34.

Otro método. A veces, para climinar los términos de primer grado de una ecuacién, se sigue el
meétodo que se da a continuacion.

Sumando y restando los términos que se indican (para completar cuadrados) en la ecuacién
dada 3x% — 4y? 4 6x -+ 24y == 135,

resulta 3%+ 2x - 1) —40*r—6y - 9 = 102,
o bien, x + 12 —4(y — 3) = 102.
Sustituyendo x + | por x" e y — 3 por ' resulta
3xt— 4y = 102

3. Deducir la ecuacién de la pardbola x? — 2xy + »* 4 2x — 4y + 3 = 0 cuando se giran los ejes
un angulo de 45°.
x = x' cos 457 — y' sen 457 = i 2_; e y = x"sen 45" 4 y cos 45° = i _—%_){ :
vV ¥V

Sustituyendo estos valores en la ecuacion dada

’ ' 2 ’ ’ ’ * + ’ 2 L .l' ’ ’
(u) __z(x_-t__y___) (;’F_.*;j )+(X +_._y) +2(_x_—_j_)_4(-_"__ffr_«" )+3=0,
V) V2 V2 V2 V2 V2

Desarrollando y simplificando se obtiene 2y'? — v/2x' — 3172y’ + 3 = 0, que es la misma
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s V2 32 ; ;
paralela con su vértice en g 4 |ysuee paralelo el nuevo eje x.

4, Hallar_el angulo de rotaciéon de ejes necesario para eliminar el término en xy de la ecuacién 7x2
— 6V 3xy + 13)* = 16.
Sustituyendo en la ecuacién dada x = x’ cos 0 — 3" sen
ey = x"sen f 4 )’ cos 0. Se obtiene,
7(x" cos 8 — y' sen 0)2 — 61/3(x" cos § — y sen 0)(x"sen 6 + )’ cos 6)
+ 13(x" sen 0 + ' cos ) = 16.
Desarrollando y reduciendo términos semejantes,
(7 cos?6 — 6v/3 sen 0 cos 0 + 13 sen?0)x’2 + [12 sen 0 cos O — 61/3 (cos?f — sen’@}]x’y’
4 {7 sen®d + 6v/3 sen O cos O + 13 cos?0)y’? = 16.
Para eliminar el término en x'y’, igualamos a cero el coeficiente de dicho término y despejamos 0,
12 sen 6 cos 6 — 6v/3 (cos?f — sen2) =0, o
6 sen 20 — 6/3 (cos 26) = 0.
Luego tg 260 = v/3, 20 = 60°, de donde 6 = 30°.

Sustituyendo este valor de 6, la ecuacion se reduce a x'® 4 4y'2 = 4, que representa una elipse
de centro en el origen y que tiene sus ejes sobre los nuevos. Los semiejes mayor y menor son, respec-
tivamente, ¢ = 2, b = 1.

LA FORMA MAS GENERAL de la ecuacién de segundo grado es
Ax* + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F=0.
En el estudio general de esta ecuacidn, se demuestra que el angulo # que se deben girar los ejes
para eliminar el término en xy viene dado por

B

tg 26 = 1—c

5. Mediante una traslacion y una rotacién de ejes, reducir la ecuacién
S5x% 4 bxy + 5P —4x +4y—4 =10

a su forma mas simple. Hacer un esquema en el que figuren los tres sistemas de ejes coordenados.
Para eliminar los términos de primer grado hacemos x = x’ + h, y = ' + k.

Sx"+ AP 460" + M) (Y + k) + 50" +kE—4x +h) +40 +k)—4=0
Desarrollando y agrupando términos,

5x% 4+ 6x'y" + 5'% +(10h + 6k — 4)x’ + (10k + 6k + 4)y" + 5h® + 6hk + 5k* —4h + 4k — 4 = 0.
Resolviendo el sistema formado por 10k + 6k —4 =0y 10k + 6h + 4 = 0 se obtiene h = 1,

k = —1. Luego la ecuacién se reduce a
5x' L 6x'y' + 5yt = 8,
' B 6 a [+]
Para hallar 0, se emplea la férmula tg 20 = 1 =53 = oo, Por tanto, 20 = 90°, 6 = 45°,
Las ecuaciones de la rotacion son x’ :x_—“y W == % +Ty
V2 V2
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Sustituyendo,

. x’#_y!f 2 xi'r_y” x" J’.. yu
|— + 6 — — —
( V2 ) ( V2 ) V2 )

xR
+-5 = =8
S

Desarrollando y simplificando, la ecuacion se re-
duce a

4x"? + y'"* = 4,

que es una elipse con sus ejes sobre los x”" e »", con cen-
tro en el nuevo origen, semicje mayor 2 y semieje menor
igual a |.

ECUACION GENERAL Ax? 4 Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0, excepto en casos particulares,
corresponde a una seccion conica. Se demuestra que si el discriminante

B*—44C < 0, la curva es una elipse,
B*—4A4C =0, la curva es una parabola,
B* —4AC > 0, la curva es una hipérbola.

En los casos particulares, la ecuacién puede representar (degeneracion) dos rectas, un punto
o rectas imaginarias.

Hallar la naturaleza de la curva representada por la ecuacion: 4x* —4xy + 2 —6x + 3y + 2 = 0.

Como B2—4A4C = 16 — 16 = 0, puede ser una parabola.
Agrupando términos, esta ecuacion se puede descomponer en factores.,

(4x* —dxy +y) —32x—y) +2=0,
(2x — 2 —32x—y) +2 =0,
2x —y—1)(2x—y—2)=0.

Se trata de las dos rectas paralelas, 2x —y — 1 =0y 2x —y—2 = 0.

Determinar la naturaleza del lugar geométrico representado por la ecuacion 9x2 — 12xy + 7y? + 4 =0.
En este caso, B* —4A4C = (144 — 252) < 0, que es la condicion necesaria para la elipse.
Sin embargo, escribiendo esta ecuacion en la forma
(3x — 2y + 32 +4-=0

se observa que no se satisface para valores reales de x ¢ y. Por tanto, el lugar en cuestion es ima-
ginario.
Otro método consiste en despejar y en funcion de x,

+12x + V(12xP2 — A7) (9x* +4)  + 6x + V—(27x* + 28)
B = = =t
A7) 7
El lugar geométrico dado es imaginario para todos los valores reales de x.
Eliminar los términos de primer grado en la ecuacion 3x% + 4y — 12x + 4y + 13 = 0.

Sumando y restando términos, para completar cuadrados, 3(x* — 4x +4) +4(0* +y + 1) =0,
o sea, 3(x — 2 + 4(y + 3 = 0.

Haciendo x — 2 = x"e y + } = ' se obtiene 3x? 4 4y"2 = 0.
Esta ecuacion solo se satisface para x* = 0, ' = 0, que es ¢l nuevo origen.

El lugar geométrico representado por la ecuacion original se reduce a un punto (2, —3}).



70 TRANSFORMACION DE COORDENADAS

9. Simplificar la ecuacidn siguiente: 4x* —dxy + p* —§ V5x — 1635y — 0.

Como B* — 4AC = 0, puede iratarse de una parabola.
En el caso de la parabola, conviene girar los ejes antes de efectuar la traslacion.

—4 4 3
— _— i ( T — ——
tg 26 - 3 De donde cos 21/ 3
Como cos 20 = 2 cos*fl — | = — 1 cos?l = I— cos f = -]—__. y senfl -
5 5 Vs Vs
Las ecuaciones de la rotacion son x = 52'1 y= z J;] -. Sustituyendo,
V
2 g 2 y 2 !
a( --31) 2 y)(*“ X” g5 )um\/s( “-)..-o.
v'5 V5 V5
Desarrollando y simplificando se obtiene y'* — 8x" = 0, que es una parabola.

AN

Problema 9 Problema 10

10. Simplificar la ecuacién xy — 2y — 4x = 0. Hacer un esquema con los tres sistemas de cjes.
Come B* —4AC = | =0, la curva, si existe, es una hipérbola.
Sustituyendo x = x" + h, y = ¥’ + k, se obtiene
(X" + ) + kS—200 + k) — 4 + h) = 0, o bien,
XY Ak — 44X b h— 20"+ hk— 2k — 4l = 0.

Para k = 4, h — 2, se llega a la ecuacidn 'y’ = 8.

i | ;
Para hallar el angulo de la rotacion: 1g 20 = 5 = 26 = 907, 0 = 45°.

) x:r __yn ) ..\'” '}__ y—- .\-” _y.u .\_n 4 }'rl
Luego x' = == ' = . S (_ . ) ( - )__ 8.
V2 V2 d \2 V2
Simplificando, la ecuacion final es x"* — " — 16, una hipérbola equilatera.

i
1

11. Hallar la ecuacion de la conica que pasa por los puntos (1, 1), (2, 3, (3, —1), (—3.2), (—2. —1).
Dividiendo por A la ecuacion general de segundo grado,

! X4 Bxy +CP 4 Dx+Ey+F =0
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Sustituyendo las coordenadas de los puntos por v e y,

B4 C+ D4 E +F -.—I

68" +9C" +2D" +3E" 4+ F' = —4
—38" + C" +3D — E }F = —9
—68" +4C' —3D' + 2E" + F'=—9

28 + C'—2D— E 4+ F'=—4

; ; 13
Resolviendo el sistema. 8 = -g- i g ’ é = l(?-, i 292,
Sustituyendo estos valores en la ecuacion original y simplificando resulta

9x* 4 Bxp— I13p? —x + 19y — 22 — 0.

Como B* —4A4C = (64 | 468) - 0, la conica es una hipérbola.

Yi
Otro método de resolver este problema es el siguiente.
La ccuacion de la recta ABes x— Sy + 13 =0,y lade CD , B23)
es 3 + | = 0. La ecuacion de este par de rectas es(y + 1) (x — 5y AG32)
4 13) = xpy— 52 v 4 8y + 13 = 0. E(11) X
Andlogamente, la ecuacion del par de rectas AD y BC es ) ' =
1242 + ?.\f g e Sy =y TT = 0? . D) C3:)
La familia de curvas que pasan por los puntos de interseccion
de estas rectas es

xpy—5% box -8y + 13 A(I2x% + Ty 32— 5x—dy —T77) =0,
Para determinar ia curva de esta familia que pase por el quinto punto (1, 1), se sustituyen x ¢ y
por las coordenadas de éste y se despeja el valor de k: se obtiene k = 3/11.,
Para este valor de £, la ecuacion es

9x% 4 Bxy — I3y —x + 19y — 22 = 0.

PROBLEMAS PROPUESTOS

Aplicando las férmulas de la traslacion de ejes, x — X" 4 h, y = ' + k, reducir las ecuaciones si-
guientes a su forma mas simple y establecer la naturaleza de ia figura que representan.

a) yYP—6y —dx + 5= 0. Sol. y* = 4x. Parabola.

by x4yt 4 2x —4y—20 = 0. ’ Sol. x* + y* = 25. Circunferencia.

¢) 3x*—4y? 4 12x + 8y —4 =0, Sol. 3x*— 4y = 12. Hipérbola.

dYy 2x® + 32 —4x + 12y —20 =0, Sol. 2x* + 3y* = 34, Elipse.

e) x4 Sy*+ 2x — 20y + 25 = 0. Sol. x* 4 5yt 44 = 0. Elipse imaginaria.

Eliminar los términos de primer grado de las ecuaciones siguientes completando cuadrados perfectos.

a) x*+2f—4x+6y—8=0. Sol. 2x* + 4y* = 33,
b) 3x*—4y*—6x—8y—10=0. Sol. 3x*—d4y? = 9.
) 2x*+ 5 — [2x + 10y — 17 = 0. Sol. 2x* + Sy = 40.
d) 3x*+3y—1I12x + 12y—1=0. Sol. 3x* 4 3y® = 25,
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3. Por medio de una traslacion de ejes. eliminar los términos de primer grado de la ecuacion 2xy — x — y
t4 =0 Sol. 4xp +7 = 0.

4. Por medio de una traslacién de ejes, eliminar los términos de primer grado de la ecuacidén x* 4 2xy
+ 3yt + 2x —4y — 1 = 0. Sol. 2x® 4 dxy + 6p2— 13 = 0.

§. Hallar la naturaleza de las conicas siguientes teniendo en cuenta el valor del discriminante B* — 4A4C,
a) 3xt—10xy + 3p* + x—32 = 0. Sol. Hipérbola.
h) 41x* — Bdxy -+ 76)? — 168, Sol. Elipse.
¢)  16x% + 24xy + 9y* — 30x + 40y = 0. Sol. Parabola.
d) xy+x—2y +3=0. Sol. Hipérbola.
e) x*—d4xy + 4y =4, Sol. Dos rectas paralelas.

6. Por medio de una rotacion de ejes. simplificar la ecuacion 9x* 4 24xy + 16y + 90x — 130y =0
y hallar la naturaleza de la figura que representa. Sol. x*—2x — 6y = 0. Parabola.

; 4 g
7. Por medio de una rotacion de ejes de valor l = arc tg 3 simplificar la ecuacion

9x% + 24xy + 16y + 80x — 60y = 0.
Hacer un esquema con ambos sistemas de ejes. Sol. x*—4y =0.

8. Simplificar las ecuaciones siguientes por medio de una transformacion adecuada de ejes y dibujar
la figura que representan asi como los sistemas de ejes.

a) 9x* - dxy + 6y + 12x 4 36y + 44 = 0, Sol. 2x* 4 y? = 2.
o] by x*—10xy +y*+x+y+1=0. Sol. 32x% — 48y = 9.
¢) 17x*— 12xpy + 8y —68x + 24y — 12 = 0. Sol. x4 4y* = 16.
i d) 2x% 4+ 3xy + 42 + 2v—3y + 5=0. Sol. Imaginaria.

9. Hallar la ecuacion de la conica que pasa por los puntos (5, 2), (1, —2), (—1, 1), (2,5) y (—I, —2).
Sol. 49x* — 55xy + 36p* — 110x — 19y — 231 = 0. Elipse.

10. Hallar la ecuacién de la conica que pasa por los puntos (I, 1), (—1, 2), (0, —2), (—2, —1), (3, —3).
Sol. 16x% + 46xy + 49y% + 16x + 23y — 150 = 0. Elipse.

| 11. Hallar la ecuacion de la conica que pasa por los puntos (4, 1), (2, 2), (3, —2), (4, —1), (1, —3).
Sol. 17x* — l6xy -+ 54y 4 Ilx + 64y — 370 = 0. Elipse.

12. Hallar la ecuacién de la conica que pasa por los puntos (1, 6), (—3, —2), (—S5,0), (3, 4), (0, 10)
Sol. xy—2x + y—10= 0. Hipérbola,




CAPITULO 9

Coordenadas polares

COORDENADAS POLARES. En lugar de fijar la posicion de un punto del plano en funcién de
sus distancias a dos rectas perpendiculares es preferible, a veces, hacerlo en funci6n de su
distancia a un punto fijo y de la direcciéon con respecto a una recta fija que pase por este
punto. Las coordenadas de un punto, en esta referencia, se llaman coordenadas polares.

El punto fijo O se denomina polo y la recta fija OA se llama
eje polar.

Las coordenadas polares de un punto P se representan por
(r; 0), siendo r la distancia OP y el angulo AOP. La distancia r P(r,6)
medida desde O hasta P es positiva. lgual que en trigonometria,
el angulo 0 es positivo cuando se mide en sentido contrario al r
| de las agujas del reloj; r es positivo cuando se mide desde el polo
i al punto, y negativo en caso contrario. 6

b |

. A v . .y .
Si r y 0 estan relacionados por una ecuacion cualquiera, se
pueden asignar valores a 0 y determinar los correspondientes de r.
Los puntos que resultan constituyen una linea, recta o curva, definida.

SIMETRIAS. Igual que ocurre en el caso de coordenadas cartesianas rectangulares, cuando se
emplean coordenadas polares también se dispone de criterios para averiguar las simetrias
que puede presentar una linea o lugar geométrico cualquiera.

Si la ecuacion no se modifica al sustituir # por —¥#, la curva es simétrica con respecto
al eje polar.

La curva es simétrica con respecto a la perpendicular al eje polar que pasa por el polo
cuando la ecuacion no varia al sustituir 4 por 7z — 0.

Una curva es simétrica con respecto al polo cuando la ecuacion no varia al sustituir »
por —r, o cuando se sustituye f por & + 0.

RELACION ENTRE LAS COORDENADAS RECTANGULARES Y POLARES.

Consideremos al punto P(r; ) y supongamos que el eje

polar OX y el polo O son, respectivamente, el eje x y el origen Y| &
de un sistema de coordenadas rectangulares. Sean (x, y) las P{r‘ )
coordenadas rectangulares del mismo punto P. En estas con-
diciones,
' X = rcosf, r y
¥y = rsen 0,
----- S E
r=vx+ p 5 2 =
y i

0 = arctg -—.

y g,
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PROBLEMAS RESUELTOS

1. Hallar la distancia entre los puntos Pyry; 0,) y Pylrs: 0,).

Como se conocen dos lados de un triangulo y el an-
gulo que forman, el tercer lado se puede determinar me-
diante el teorema del coseno.

PPy = Vr® + r — 2rrycos (6, — 6,).

2. Hallar la distancia entre los puntos (6; 15%) y (8; 75%).

Aplicando la férmula del Problema I, o = v/6* + 8 — 2(6)(8) cos (75° — 15°)

= /36 + 64 — 96(}) = 2v/13.

3. Hallar la ecuacion en coordenadas polares de la circunferencia de centro (r,; 6,) y radio a.

Seca (r; 0) un punto genérico cualquiera de la circunferencia.
Del triangulo de la figura se obtiene la ecuacién a* = r?* + r2 — 2rr,cos (0 — 0,)

o bien, r*—2rrcos( —6,) + r? = a%

Problema 3 Problema 4

4. Hallar la ecuacidén de la circunferencia de centro (a; 0°) y radio a.

Se tiene, f; = 0°. Del triangulo se deduce, a* = r? + a* — 2ra cos #.

Luego la ecuacidn pedida es r® = 2arcos ! o r = 2acos 0,
5. Hallar el area del triangulo cuyos vértices son los pun-
tos (0; 0), (ry; 0,) y (ry; 6).

Area = Y(OP,) (h)
ﬂrl}rz sen{fl, — 0))

srirpsen (0, — 0)).

Il

6. Hallar el area del triangulo cuyos vértices son les puntos
(0:0), (6; 20°) y (9: 507).

Area = }rr, sen (0, — 0,) = §(6) (9) sen (50" — 20°) = 13.5 unidades de superficie.

e R e

sl
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Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (2; 30°) y es perpendicular al eje polar OX.

Sea (r; {/) un punto genérico cualquiera de la recta,

/3 = .
Se tiene rcos 0 = 2 cos 307 = 2( \2 ) — V3.0 bien, rcos 0 = 3,

o

*y

-8 i
14
|
:

(r-8)

Problema 7 Problema 8

A

Hallar la ecuacion en coordenadas polares de una recta paralela al eje polar OX y situada por de-
bajo de él a una distancia de 4 unidades.

Sea (r; —{)) un punte cualquiera de la recta L.

Se tiene r sen (—«O] = 4, 0 sea. rsen f L4 = 0.

Nota. cos (—B0) = cos 0 sen (—U) = — sen 0.
Hallar la ecuacion de la recta que pase por el punto (4;30%) y forme en angulo de 150° con el eje
polar. :

Sea (r; 0) un punto cualquiera de la recta.

Se tiene, OA = rcos (0 — 60°) = 4 sen 60", o bien, rcos (6 — 60°) = 2+/3,

(r.6)

Problema 9 Problema 10

Hallar la ecuacién de la recta que pase por el punto (4; 1207) y sea perpendicular a la que une (4; 120°)
con el polo (0; 0). Sea (r; 6) un punto genérico cualquiera de la recta.

Las rectas L y d son perpendiculares. Por tanto, ¢ = r cos (6 — 120°) y la ecuacion de L es r cos
(60— 120°) = 4.

La ecuacion rcos (6 — 120°) = 4 es la forma polar de la forma normal de la ecuacion de la
recta en coordenadas rectangulares, siendo p = 4 y m = 120°

Hallar el lugar gecmétrico de los puntos P(r; (/) de manera 0

P
que A(»JI_P — ¢ (constante). Ip(r.g,)

MP = NO +0Q = p + rcos B
Como OP = e(MP), r =e(p —+ rcosf)

€p
| —ecos

o
bl |

o P
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Si D'D estuviera a 11 derecha del polo O, la ecuacion seria

ep
| +ecosl’

;=

Como ¢l punto (r; £) se mueve de forma que la relacién de sus distancias al punto fijo O, polo,
y a la recta fija D'D es constante ¢ igual a e, la curva es una conica cuya naturaleza depende del va-

lor de e.
Si la recta fija D’'D cs paralela al eje polar, la ecuacion toma la forma

r= &
1 +esenfl’
— . - 12
12. Hallar la naturaleza de la conica definida por la ecuacion r = ————.
4 + 3cosfl
Dividiendo numerador y denominador por 4 se obtiene la ecuacion r = . ;
1 +3cosf

e Luego e = § y la curva es una elipse.

Como ep = 3, o sea, §p = 3, se obtiene p = 4, con lo cual, la directriz D'D es perpendicular
al eje polar y esta a 4 unidades a la derecha del polo.

13. Hallar la ecuacién en coordenadas polares de la elipse 9x* + 4)y* = 36.
Aplicando las relaciones x = r cos §), y = r sen f,, y sustituyendo en la ecuacion dada se obtiene

9r2 cos?f + 4r* sen*l = 36, o bien, r¥(4 + 5 cos*fl) = 36.

14. Escribir la ecuacidn siguiente en coordenadas rectangulares:

rt— 2r(cos # —sen ) — 7 = 0.

Sustituyendo r = V/x* + ), 6 = arctg % se obtiene la ecuacion

—— x Y : 1
X4 P—2Ve P |l— — ———|—T=0,0bien, X* +)y? —2x + 2y —7 =0,
d g (\/X’+y’ \/x*+y‘*) '

que es una circunferencia de centro (1, —1) y radio 3.

15. Escribir la ecuacion siguiente en coordenadas rectangulares:

r=—4_,0 bien (1 — cos ) = 4.
| —cos fl
] X " T DR X
Sustituyendo r = vV x* + »* cos f = ————— se obtiene Vxt + p* || — ——| =4
Y Vx4 p? : Vxt+ y?

Simplificando, Vx® + y* — x = 4, 0 bien V/x¥ + y* = x + 4.

Elevando al cuadrado, x? + y* = x* 4 8x + 16, o bien, y* — 8x — 16 = 0, que es la ecuacién
de una pardbola de vértice (—2, 0) y simétrica con respecto al ¢je x.

16. Escribir la ecuacion siguiente en coordenadas rectangulares e identificar la curva.

P I —2senf’
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Sustituyendo, VR 4 P e o

| 2
VAl e
_ e VxR 4 )R . N —
S]mphﬁcando’ \/xz il yz — ——_-—é:{_%}_—zl, o bien, Va? — yz{v’ﬁ =t '}‘2—— 2y — 1) =0.
vV ye— )y

Pero \/;*"_:3:2 = 0 solo para x =y = 0,
Elevando al cuadrado y simplificando la ccuacion v/ x* + y2—2y — 1 = 0 se obticne x? —. 3)?
—dy — | = 0; se trata de una hipérbola.
17. Hallar las coordenadas de los puntos de interseccion de las curvas siguientes:
() r=1—cosf
(2) r=sen 0.

Sabemos por trigonometria que | — cos ) = 2 sen® 10,
Por tanto, 2 sen? §f) = sen 6, o bicn, sen §0 (2 sen §6 — 1) = 0. De donde, sen 0 = 0, }.
Para sen §0 = 0, 6 = 07; para sen }fl = §, 10 = 30", 150°, y 6 = 60°, 300°.

Luego las coordenadas de los puntos de interseccion son (0, 0%), (3, 60°), (1, 300°).

18. Hallar el centro y el radio de la circunferencia r* + 4rcos /) — 4v/3 rsen ) — 20 — 0,

Aplicando la ecuacidn de la circunferencia dada en ¢l Problema 3 y desarrollando se obtiene
r2—2r(rycos O, cos 1 4+ rysen Oy sen @) - r2—a? — 0
o bien, r2—2r,cos fl,rcos l — 2rysen )y rsen 0 + r*—a® = 0.
Comparando la ecuacion dada con esta dltima,
(1) —2r,cos ), = 4, (2) 2rysenfl, =4v3, y (3) rf—a*= —20.
Dividiendo la ecuacién (2) por (1), tg 0, = —\'3, 0, = 120"
Sustituyendo en (1), —2r(—}) = 4, de donde, r, = 4. De (3), 16 — a* — —20,a = 6.

Luego el centro de la circunferencia es el punto (4: 1207} y su radio vale 6.

19. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyo producto de dis- P(.6)
tancias a los dos fijos (—a; 0%) y (a; 0") sea igual a &% !

Del triangulo AOP se deduce,

AP = Va® + r*— 2ar cos (180° — ) = \'a® + r* + 2ar cos 0,
Del triangulo BOP, PB = vV a® + r*— 2ar cos 0.

e
(AP)(PB) = +/ 2)2 272 co2f) . 2 A B
J(PB) = \/(a® + r?)t — da*? cos?l) = a. ok =09

-
X

Elevando al cuadrado, a* + 2a%?® + r* — 4a*r*cos®*l = al.

Simplificando, r* 4 2a%* — 4a%? cos®l) — 0, o bien, r*(r? + 2a* — 44* cos*f) = 0.

Luego la ecuacion pedida es r* +4 2a® — 4a® cos?) == 0.

0 sea, r? = 2a%2 cos*f — 1) = 2a% cos 20. (Lemniscata. Ver Problema 25.)
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20, Un segmento de longituc 2a tiene sus extremos sobres dos rectas fijas
perpendiculares. Hallar €l lugar geométrico de! pie de la perpendicular
trazada desde el punto d= interseccion de las rectas al segmento.

Sea una de las rectas fijas el eje polar y el punto de interseccion de las
rectas dadas el polo.

Se tiene QA = OP secfl = ABcos(90° - f)

¢s decir. rsecfl = 2acos(90° — 1)
o bien. L — 2asen 0. X
cos ()

Luego r = 2a sen f) cos 0, de donde, r — a sen 26. (Trébol de cuatro hojas.)

21. Estudiar y dibujar el lugar geométrico de ecuacion r = 10 cos /.

Como cos (— ) = cos 1, la curva es simétrica con respecto al eje polar. El angulo § puede tomar

cualquier valor, pero r varia de 0Oa 4 10; luego la curva es cerrada.
Para hallar puntos de ella, damos valores a  y calculamos los correspondientes de r. Por el

Problema 4 sabemos que el lugar dado es una circunferencia de radio @ = 5 y centro en el eje polar.

0 | 00 | 30" | 45° | 60° | 90° | 120° | 135 | 150 ] 180"

r 10 | 87| 7.1 5 0 | =5 —7.||r8,?:.—10

138* 120° 90* ©0' 45°

150* 30

Problema 21 Problema 22

9

22. Dibujar la curva o lugar geométrico de ecuacion r — . =T
— €OS

Como cos(—0) = cos 01, la curva es simétrica con respecto al eje polar.
Para () = 0", r es infinito; para 0 = 180° r — |. La curva es abierta.

Segiin el Problema 11, se trata de una parabola.

0 | 0 | 30" | 60° | 90 [ 120" | 150" | 180° | 210" | 240° | 270" | 300° | 330° | 360°

rloe f1a9] 4 |2 (3 a1 3] 2| 4 [149] e

23. Dibujar el trébol de tres hojas de ecuacion r = 10 sen 34.

Como el seno es positivo en los cuadrantes 1.” y 2.7 y negativo en los 3.7 y 4.%, la curva es simé-
trica con respecto a la recta perpendicular al eje polar trazada por el polo.
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El valor de r es cero cuando 30 sea 07,

1807, o algun rm'llliplo de 1807,
= 907, 270°, o algun multiplo |mpar

79

es decir, para = 07,

60°, 1207, . .. Por el contrario, r alcanza un maximo cuando 36 -

de 90°, es demr, para § = 30°. 90°, 1507, . ..
o | o0 | 300 | 60° | 90° | 1207 | 150° | 180° I 210° | 240° | 270° | 300° | 330°
r o J1w0 | o |—10fo 100 —00 |10 0 —I0

Problema 27

Ol 6;0‘ 45.
3

24, Dibujar la cardioide de ecuacion r — 5(1 + cos ).

25.

La curva es simétrica con respecto al eje polar.
Como cos f) varia entre | y —1I. r no puede ser negativo.
El valor de r varia de 10 a 0 cuando 0 lo hace de 0”7 a 180",

Problema 24

o | oo | 300 ' 45 | 60” i 90°

135" | 150" | 180°

= o o

ro| 10 | 93 | 85 :

75 ] s

1.5

|
|
t06."

Dibujar la femniscara de ecuacion:

r* = 9 cos 21.

Si se sustituye »r por —r y 0 por —0, la ecuacion
no se modifica, ya que cos (—260) = cos 20 y (—r)?
= r2% La curva es, pues, simétrica con respecto al

polo y con respecto al eje polar.

El valor de r alcanza un maximo para 1 = 0",

ya que cos 0° = |, con lo que r = 3.

Para 45° < 0 < 135°, y 225" < ) < 315°, r es
imaginario.
Para 6§ = 445°, cos 26l = 0; de donde r = 0, y las rectas # = -L7/4 son tangentes a la curva
en el origen.
fi 20 cos 20 r
0 0 I +3
RSl DALOBN 25, 15° | 30" | o866 | +28
30° | 60° | 05 | +21 |
a5 | 90" | 0 0
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26. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyo radio vectlor sea proporcional al angulo.

27.

28,

La ecuacion es r = afl. La curva que cumple esta condicién se llama espiral de Arquimedes.

(73 /6 n/3 72 n 3n)2 2n

r| 0052 | 1,0a 1,6a 3,la 4, 7a 6,3a

150° 120" 90"  e0° o

>y

Problema 26 Problema 27

Siendo P(r; f)) un punto cualquiera, demostrar que cuando el eje polar gira alrededor del polo O
un angulo a se verifica, r' = ry 0' = 0 —a, siendo (¢'; ') las nuevas coordenadas del punto.

Las féormulas de la rotacion de ejes en coordenadas polares son § = 6 +~ayr=r.

Demostrar que si se gira ¢l eje polar un angulo de 90° en el sentido contrario al de las agujas del
reloj, la ecuacion de la cardioide del Problema 24 se transforma en r = 5(1 — sen ).

Se sustituye f por 90° + ',
Entonces, r' = 5[1 + cos(90° + 6)} = S(1 —sen '), ya que cos(90° + 6') = —sen 0.

PROBLEMAS PROPUESTOS

Representar los puntos: (2; 30°), (—3; 30°), (5; 75%), (3; 2107), (2; =/2), (—2; 270°), (—4; 300°),
(—3; —5=n/6), (4; 0°), (0; 30°), (0; 60°).

Hallar la distancia entre los pares de puntos siguientes, expresando los resultados con una cifra
decimal.

a) (5;45%)y(8;90°). Sol. 5,7.
b) (—5;—120°) y (4; 150°). Sol. 6,4.
¢) (50;30% y (50; —90°). Sol. 86,6.
d) (3;150°) y (—2; 60°). Sol. 3,6.

Hallar el 4rea de los tridngulos cuyos vértices son el polo y los pares de puntos del Problema 2.
Sol. a) 14,14; b) 10; ) 1082,5; d) 3.

Hallar la ecuacién polar de la recta que pasa por ¢l punto (4; 120°) y es perpendicular a OX.
Sol. rcosf +2=0.

Hallar la ecuacién polar de la recta que pasa por el punto (3; —30°) y es paralela a OX.
Sol. 2rsenf 43 =0.
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Hallar Ja ecuacion polar de la recta que pasa por el punto (2; 120°) y por el polo.
Sol. 6 = 2x/3.

Hallar la ecuacién polar de la recta que pasa por el punto (4; 27/3) y es perpendicular a la recta que
une el origen con dicho punto. Sol. rcos(f —2=/3) = 4.

Hallar la ecuacién polar de la recta que »asa por el punto (3; 0°) y forma un angulo de 37/4 con el
eje polar, Hallar r para 6 = —x/4 y razonar la respuesta. Sol. V2rcos(f — n/d) = 3.

Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (4;20°) y forma un angulo de 140° con el eje
polar.  Sol. rcos(f — 50°) = 2V/3.

Hallar la ecuacion polar de la circunferencia de centro el polo y radio igual a 5. Sol. r=>5.

Hallar la ecuacion polar de la circunferencia de centro (4; 30°) y radio igual a 5.
Sol. r*—8rcos(f —a/6) —9 = 0.

Hallar la ecuacion de las circunferencias siguientes:

a) Centro (3;0%) y que pasa por el polo, Sol. r= 6cos 6.

b) Centro (4; 45%) y que pasa por ¢l polo. Sol. r = 8cos (f — 45°),
¢) Centro (5; 90") y que pasa por el polo. Sol. r—10sen 0 = 0.

d) Que pasa por el polo, por (3; 90%) y por (4; 0°). Sol. r=4cos 8 + 3sen 6.

Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro (8; 120°) y que pasa por el punto (4; 60°).
Sol. r®— l6recos (8 — 120°) + 16 = 0.

Por comparacion con la ecuacion del Problema 3 de la seccién de resueltos, hallar el centro y el radio
de la circunferencia r2 —4rcos (0 — a/4) — 12 = 0. Sol. (2, 7/4), radio 4.

. Dada la circunferencia r2—4v/3 rcos O — 4r sen  + 15 = 0, hallar las coordenadas del centro

y el radio. Sol. Centro (4; /6), radio |,

Hallar la ecuacidn de la circunferencia de centro (8; 7/4) y que sea tangente al eje polar.
Sol. r*— 16rcos(f — a/4) + 32 = 0.

Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro (4; 30%) y que sea tangente al eje polar OX.
Sol. r*—8rcos(fl —a/6) + 12 = 0.

Demostrar que la ecuacion de la circunferencia que pasa por el polo y por los puntos (a; 0%) y (b; 90°)
esr— acosf 4 hsenf,

Hallar el centro y el radio de la circunferencia r = 5cos 6 — 5v/3 sen 0, Sol. (5;—60"), 5.

En el Problema 11 de la seccion de resueltos se demostro que la ecuacion de una seccidon cdnica con
su foco en el polo y directriz perpendicular al eje polar a p unidades a la izquierda del foco, viene
dada por
£
g o e
| —ecos

Si la directriz esta a p unidades del foco y a su derecha, la ecuacion es:

ep
| +ecos fi’

r =
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Demostrar que la ecuacién polar de la conica con su foco en el polo y directriz paralela al eje
polar y a p unidades de él es

.
1 +esenfl’

donde el signo mds corresponde al caso en que la directriz esté por encima del eje polar y el menos
cuando esté por debajo.

21. Hallar la naturaleza de las cénicas siguientes que tienen un foco en el polo. Hallar e y situar la di-
rectriz en funcién de sus direccién con respecto al eje polar y su distancia al polo.

-~

4 ; . . ; .
a) r= S, Sel. Hipérbola; e = 3/2; una directriz perpendicular al eje polar y a 4/3
==sgees unidades de! foco correspondiente.
by r= _LF Sol. Parabola; ¢ = |; directriz perpendicular al ¢je polar y a 2 unida-
I'—e0s des a la izquierda del foco.
6 . . . . . .
e) = [ Sol. Elipse; ¢ — }. directriz paralela al eje polar y a 6 unidades debajo

del polo.
22. ldentificar y dibujar las conicas siguientes:

4 5 2

U ET A B) r= st ) P e

23. Hallar la ecuacion polar de la elipse 9x% 4 16)* = 144,
Sol.  r¥9 cos®0 + 16 sen®f) = 144,

s 0 —sen 0
24. Pasar a cocrdenadas polares: 2x* — 3p? — x 4 p = 0. Sol. r- Rt o

En los Problemas 25-30 pasar las ecuaciones a coordenadas polares.

25. (2% + ¥)? = 2atxy. Sol. r® = ag*sen 20.
26, y* = 'jgi = Sol. r=2asen fitg 6.
27, (a + 2P = 4xYt, Sol. r* = sen?20.

28. x—3y=0. Sol. 0 = arctg /3.
29, x'+ X —(x + )2 =0. Sol. r= (1 4+ 1g )
30. (x* + pP)P = 16x2y%(x2 — 22, Sol. r = 4 csc46.

31. Pasar a coordenadas polares la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos y demostrar que la
«vacion polar de la recta que pasa por (r); 6,) y (ry; 0,) es

rry sen(f — 0,) + ryry sen(6, — 6,) + ror sen(f, — 6) = 0.

L , . X — 4 2 2
32. Pasar a coordenadas polares y simplificar, suprimiendo los radicales, la ecuacién “—25—) -+ % = I
! Sol. = e, 0 BiER, F = P ¢ son idénticas estas ecuaciones?
© T §5—4cos B’ I S dcos g ¢ OMAYES '
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En los Probiemas 33-39, pasar las ccuaciones a coordenadas polares.

.o 3cos Sol. x* Ly —3x=0.

ro- | -—cosf. Sof, (¥ Ly £ x)= a4 )~
.or = 2cosfl - 3sen B, Sol. x* 4 y?— 2x — 3y = 0.

il = 45 . Sol. x—y =0,

y ! Sol. 4x2— 5y* + 18 9

= m > I, A = 2W 4 J— = 0.
.o o=all Sol. vVx% + )% = agarctg =

X

. r*= 9cos 2. Sol.  (x® + 2P = 9(¥2—»2).

Hallar los puntos de interseccion de los pares de curvas siguientes: r—4(l + cos ) =0,
Ml —cos 0) = 3. Sol. (6,60, (2. 120), (2, 240"), (6, 300°). .

Hallar los puntos de interseccion de las curvas: r = v2cosf, r=sen?20.
Sof. (1,45%).(0.90 ), (—1, 1357).

Hallar los puntos de interseccian de las curvas: r = 1 4 cos 0, r = —l——
3 Y 2l —cos )
Sol. (l +-}§—‘ +-43 ) (I 2 : 135"‘).

. Hallar los puntos de interseccion de las curvas: r = v 6cos f, r* = 9cos 20.

In2 V2 V2 32
- S apdl | W= paged | S M [t g
Sol. ( 3 ‘30) ( 77 | 0) ( 3 210) ( 5 330 )

Dibujar la curva de ecuacion r — 4 sen 2/,
Dibujar la curva de ecuacion ¢ 4
y @ AL NN
4 4—5cosh

Dibujar la curva r = 2(1 +-sen 0).

Dibujar la curva r? = 4 sen 24.

Dibujar la curva r = | + 2 sen 6.

Dibujar la espiral r0i = 4.

Deducir la ecuacion polar de la elipsc cuando el polo es el centro. Ind.: Aplicar el teorema del coseno
y la propiedad de que la suma de los radios focales es igual a 2a.

Sol. r¥(1 — e*cos? () = b

Un segmento, de 20 unidades de longitud, tiene sus extremos sobre dos rectas perpendiculares.
Hallar el lugar geométrico de los pies de las perpendiculares trazadas desde el punto de interseccion

de las rectas fijas a la recta de longitud constante. Tomese una de las rectas fijas como eje polar.
Sol. r =-10sen 20.

. Hallar el lugar geométrico del vértice de un triangulo cuya base es una recta fija de longitud 2b yel

praducto de los otros dos lados ¢s b2 Témese la base del triangulo como eje polar y el polo en su
punto medio. Sol, r? = 2b%ces?ll. Esta curva es la lemniscata.




CAPITULO 10

Tangentes v normales
y

TANGENTE Y NORMAL. La definicién de la tangente YA

a una curva en uno de sus puntos es como sigue:

Sean Py Q dos puntos de la curva y tracemos

la secante PQ. Si el punto Q se desplaza a lo largo

de la curva hacia P, la secante PQ ird girando alre-

dedor de P, y cuando Q tienda a confundirse con P,

la secante PQ coincide, en el limite, con la recta PT
que se llama rangente a la curva en P.

La normal PN a una curva es la perpendicular
a la tangente en el punto de contacto P.

Para hallar la ecuacion de la tangente a la
curva en uno de sus puntos, P,(x,, y,), hay que de-
terminar Ja pendiente de dicha tangente.

Ejemplo: Hallar la pendiente de la tangente
a la circunferencia x* 4 »2=r% en el punto
Py(x1, y1).

Sea Q(x, -+ h, »y, + k) otro punto cualquiera Y
de la circunferencia. La pendiente de la secante ~Q (x,+h,y+K)
es k/h. Al girar la tangente alrededor de P,, el
punto Q tiende hacia P,, y los valores de k y & lo
hacen hacia cero. La pendiente m de la tangente
es el limite de la relacion k/h cuando ambos tienden
a cero.

Como (x,, v1) ¥y (x; + h,y, + k) pertenecen
a la circunferencia, estas coordenadas deben satis-
facer a la ecuacion de aquélla; sustituyendo valores
se obtiene

(1) xi + 31 =.r?
y (2)(xy + A2+ (3 + kR =rt obien, x}+ 2hx, + I+ yi+ 2ky, + k2 =r2
Restando (1) de (2), resulta 2hx, + h* + 2ky, + k* =0
o bien, k(2y, + k) = —h(2x, + h).

k 2x, + h " i :
Por tanto, % = 2],' iyt El limite de esta expresion cuando h y k tienden a cero
> 4 T
23(1 Xy
€8s — —, osea, M = — ;
2y, M

Como la tangente pasa por P(x,, },). su ecuacion es

."1
y— = — -;-— (_\' = .\'l}.
A1

Quitando denominadores,  y,y — y} = — xx -+ xi, o bien,

xor+ =2+ o =

84
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La ecuaciéon de la normales y—y, = ’:—1 (x — xy),
s |

obien, x,y—yx = x— X = 0.

PROBLEMAS RESUELTOS

Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal Yi
a la elipse ; - % = 1 en el punto P (x5, yy).
Sea Q un punto de coordenadas (x; + h, y; + k). SR Qixth, virk)
Sustituyendo las coordenadas de P, y Q en la ecua- Kl
cion dada, —:
X2 y? W)
el ST 4 ==
(1) p = = 1y o/ x
(2) (xl + k)? + (yl + k)i =k ] \
a’ b? )
Desarrollando (2) y restando (1) de (2),
2b%hx, + b*h® + 2a*ky, + k*a® = 0.
' k b*(2x, + h) . . 260, +b*h bx,
Despejando, R,y y lim. = — lim. 2y, Tk B
2
Teniendo en cuenta y — y; = m(x — x;) resulta y — y; = — ;il-(x — X;)
1
obien ay,y — a¥y? = —bixx + b}
. 7 _— o s xlx 1 yly —
Como bx? + a?y? = a®?, se ‘iene bix,x + a’yy = @*b?, o bien, T = 1, que es la
ecuacion de la tangente,
2
La pendiente de la normal es :é‘ , ¥ su ecuacion a®y,x — bix;y = (a® — b)xpyy.
1
Hallar las ecuaciones de !a tangente y de la normal a la Yi T
parabola y* = 4ax en el punto Py(x,, y,). o
Sustituyendo las coordenadas de Py(x,, y1) y Q(x, TQx,*h.y,#K)
“+ h, y; + k) en la ecuacién dada, N «l
h__J

yi=4dax, y (n + k)P =dalx, +h). e

Desarrollando y despejando el valor k/h,
k 4a k 4a 2a

La ecuacion de la tangente es

o\
&

2 .
y—yn = y—a(.\' — x;), 0 bien, y,y — ¥y} = 2ax — 2ax,.
1

Como )? = 4ax,, esta ecuacién se puede escribir
en la forma »ny = 2a(x + xy).

La pendiente de la normal es — % y su ecuacion, y,x + 2ay = Xy + 2ay,.
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Hallar la ecuacion de la tangente a la curva xy = a¢* en el
punto P(x,, 3;).
Sustituyendo las coordenadas de los puntos Py(x;, y,)
y Q(x, + h, y, + k) en la ecuacion dada, y despejando el
valor k/h, T

k __ntk

ntk _on

lim K .. lim
h &y y “ho B X

La ecuacion de la tangente es

y— = — T —x);
%

quitando denominadores, x,y — X;¥; = —3X + X))

o bien, yx + x,y = 25y, = 243 /

que se puede escribir My, x 4 x,y) = @b

Asi, pues, para establecer la ecuacion de ia tangente cn un punto Py(x,, y,) de una curva dada
por una ecuacion de segundo grado basta con sustituir

xEpor x.x, y* por yp, xy por i(y,x +x¥), x por MHx + x;) ey por Ay + y)

Sea P,T y PN las longitudes de la tangente y de la normal, Yi
respectivamente, a una curva en ¢l punto P,. Las proyec- '
ciones ST y SN se denominan subtangente y subnormal,
respectivamente, en P,
Llamando m a la pendiente de la tangente en Py(x,, ;)
resulta — % = longitud de subtangente, o] X
e yym = longitud de subnormal.
. ST 1 )
Esto es evidente ya que — = —cot ) = — — y ST = — 2
¥ m m
.. SN " .
También, By = —cot ¢ = —col(f) -—90") = tg l = mySN = my,.
1

Las subtangente y subnormal se miden en sentidos opuestos, es decir, son de signo contrario.
Para hallar las longitudes de la tangente y de la normal se aplican las relaciones pitagodricas en
un triangulo rectangulo.

Hallar las pendientes de la tangente y de la normal a la circunferencia x* - y* = 5 en el punto (2, 1).

;i X : 2 .
Teniendo en cuenta que m = — ~* la pendiente de la tangente es — 7Y la correspondiente de
2

1
la normal vale R

: ’ s 2 4v'5
Hallar las pendientes de la tangente y de la normal a la elipse % f 'I}E ~— 1 en ¢l punto (2. —%_)
2y
La pendiente de la tangente es m = — ::‘ . Sustituyendo las coordenadas del punto dado,
Pt
16(2) _ 8VS 3V5

m =

, v la pendiente de la normal ——.

T 9(4V5/3) 15 8
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7. Demostrar que Ja pendiente de la tangente a la curva 4x* | dyy | »*—9

0 ¢n un punto cual-
quicra de clla es m = —2.

Tomemos los dos puntos Pxy. vy Qlx, + hoy, + k), y hallemos el limite de ;
Sustituyendo, (1) 4(x; 4+ AP + x| My, Hk) (v | AP —9=0 y

(2) 4x? LS4y 4ot —9--0.
Desarrollando (1) y restando (2) de dicho desarrollo.

AL 8xy + 4y,
lim. —f: = d‘i,r—r_ij,'j —2.

Otro método. La ecuacion original se puede escribir en la forma (2v | y)? —9 = 0.

Descomponiendo en factores, (2x + » + 3)(2v + y— 3) = 0, que son dos rectas paralelas de
pendiente igual a —2.

. % g 3V'5
8. Hallar la pendiente de la tangente a la hipérbola 9x*—4y? = 36 en el punto (3. - \'——‘

2
. o X

Tomemos los dos puntos Pyx,, 1)y @Gy, + Iy ki y hallemos el limite de h
Sustituyendo, (1) Ax, + h*— 4w, + AP =36 y (2) 97— 4y = 36.

; . " 4k 2y, + A 9x
Desarvollando y despejando :'(_r se obtiene -6’;:— ?‘:—;—k’— y lim, ::— ‘i;—: = .

27 9

La pendiente en (3. 3—\—5 es M = ——— = —ﬁA

2 6\V'5 10

9. Hallar las pendientes de la tangente y de la normal a la curva p? = 2a% en el punto (2, 4).

Tomemos los puntos de la curva Py(xy, ) y O(x, -+ hoyy + k).

Sustituyendo, (1) (»; + k)2 = 2(x; -+ A)*. o bien, ¥} + 2ky,  k* = 2x{ 4 6x}h + 6x ) + 2k
¥ =2 '

Restando (2) del desarrolio de (1) se obtiene, 2ky, | k* — 6x2h + 6x, 4% + 20

k 6x] + 6xh 4 22 .k 6x}  3af
Por tanto, T T y  lim, Il T .
.k 12 ; |
En el punto (2, 4), m = lim. e T — 3. La pendiente de la normal vale — 3

10. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva y? — 2x* en el punto (2, 4).

En el Problema 9 se vio que la pendiente de csta curva en el punto (2. 4) vale 3.
Por tanto, la ecuacién de la tangente es y — 4 — 3 (x —2), o bien, y = 3x —2.
La ecuacién de la normal es y — 4 = —4(x — 2}, 0 bien. x | 3y = 14.

11. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva x2 + 3xy — 42 4 2v—yp + | = 0
en el punto (2, —1).

Aplicando la norma dada en el Problema 3,

1 o0 LX . . ol |2
k\_ XX o 3(.’1&1__.4__'&‘ ) — 4}:1.:- + 2( X% ) __()_ ; '11) -+ ] === 0.

2 2 2
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Sustituyendo x, = 2, y; = —1, resulta 3x + 13y + 7 = 0, ecuacion de la tangente de pendiente
—3/13.
o 13 .
La ccuacion de la normales y + | = 3 (x —2), o bien, 13x — 3y —29 = 0.

Hallar las ecuaciones de las rectas de pendiente m tangentes a la elipse
(1) B -+ a®y* = a*h%.
Las ccuaciones pedidas son de la forma (2) y = mx + k.
Del sistema (1) y (2) se obtiene b2x? + a¥(mx -+ k)* = a*h2,
Desarrollando y reduciendo términos, (3) (b + a*m?)x? + 2a*mkx 4+ a*k? — a%h? = 0.

Para que las rectas sean tangentes a la curva, las raices de (3) deben ser iguales, es decir, el dis-
criminante ha de ser igual a cero. Por consiguiente,

damkt — 4(b* + @®m?) (a®k* — a*h®) = 0, o bien, k2 = a®m® + b%, y k = +Vam® + b2,
Las ecuaciones de las rectas de pendiente m y tangentes a la elipse son

y = mx -+ vVatm® -+ bt

Hallar las ecuaciones de las tangentes a la elipse x* 4 4y* — 100 paralelas a la recta 3x + 8y = 7.
La pendiente de la recta dada es —3/8. Luego las ecuaciones pedidas son de la forma

3 ; ;
Pk + k, siendo k una constante a determinar.

Resolviendo el sistema formado por esta ecuacion y la correspondiente de la elipse e imponiendo
la condicién de que las raices sean iguales, se deduce el valor de k. Asi, pues,

2
X%+ 4(— -g-x i k) — 100 = 0, o bien, 25x® — 48kx -+ (64k* — 1.600) = 0.

Para que las raices sean iguales, el discriminante ha de ser cero, o sea, (—48k)? — 4(25) (64k?
— 1.600) = 0.

Resolviendo, 16k* = 625, k = + 243-. Luego las ecuaciones pedidas son y = — %x | 2;_,
o bien, 3x + 8y + 50 = 0. -
Y
(0,¥5
0D P
&~
Y
o J1.0) X
(20 L -
3y %
‘By, “3":
50;.0 &0
Problema 13 Problema 14

14. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (—2, —1) y sean tangentes a la elipse

5x2 4yt =5,

Sea Py(x;, ¥;) un punto de contacto. La ecuacion de la tangente es de la forma 5x,x + y,y = 5;
como el punto (—2, —1) pertenece a la tangente, —10x, — y, = 5. Por otra parte, el punto (x,, y,)
pertenece a la elipse, con lo que 5x% + y? = 5.

]

;?

:
:
.,
|
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Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene para (x,, y,) los dos puntos de contacto
2 5 2 .
(—- 3" ~3-) y (— Fi —175—) Sustituyendo estos valoresen 5x,x + y,y = Sresultan, 2x —y +3 =0
y2x +3y +7=0.

Hallar, en el punto (—! 3), las longitudes de subtan-
gente, subnormal, tangente y normal a la elipse

9x? 4 2 — |8,

Para hallar la tangente, aplicamos la férmula

9X1J{‘ +y1y = IB

Sustituyendo las coordenadas del punto

—9x + 3y = 18,0bien, 3x —y + 6 = 0. Luegom = 3.

=
>y

Subtangente ST = —y,/m = —3/3 = —1.
Subnormal SN = my, = 3(3) = 9.

Longitud de normal, PN — v/9% + 32 — 3/]0.

DEFINICION. El lugar geométrico de los puntos medios de un sistema de cuerdas paralelas a una cénica

16.

cualquiera recibe el nombre de didmetro de la misma

Si la pendiente de las cuerdas paralelas es m, la
ecuacion del didmetro determinado por los puntos
medios de ellas es:

: T b*x
Para la elipse & s I, y=— o
i 2a
Para la parabola »? = 4ax, Y=
v x? ) b2x
Para la hipérbola R I, y= o
Para la hipérbola xy = &% y = —mx.

Para el caso general de la conica ax? + 2hxy + by* + 2gx + Zfy + ¢ =0, la ecuacion del
diametro toma la forma (ax + hy + g) + m(hx + by + f) = 0.

2

2
Hallar la ecuacién del diametro de la elipse % + 24— = | corr¢spondiente a las cuerdas de
pendiente L
3
Aplicando y = bx | i6n del diametro es y = 4x o bien, 4x + 3y =0
plicando y = — ——-, la ecuaci el di sy = S(173)" , 4 y = 0.

. Hallar la ecuacion del diametro de la cénica 3x? — xy — 3*— v — p = S correspondiente a las cuer-

das de pendiente 4.

Aplicando (ax + hy + g) + m(hx + by +f) =0, siendo a =3, h=—% b=—I1, g =—4,
J=—}ye= —5 seobtiene 3x —4y—} + 4(—tx— y—}) = 0, 0 bien, 2x — 9y — 5 =10.
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18.

19.

TANGENTES Y NORMALES

Hallar la ecuacién del diametro de la parabola y? = 16x
que pase por los puntos medios de las cuerdas paralelas
a la recta 2x — 3p = 5.

La pendiente de la recta 2x — 3y — 5 = 0 es —i

Para la parabola »* = 4aqux, la ecuacion del diame-

bad |

tro es yp = E. Luego la ccuacidn pedida es y = & .
m 2/3 yi=l6y
o bien, y— 12 =0,

Hallar la ecuacién del didmetro de la hipérbola xy = 16 que pase por los puntos medios de las cuer-
das de pendiente 2.

La ecuacion del diametro de la hipérbola xp = a* que pasa por los puntos medios de las cuerdas
de pendiente m es y = —mx. Luego la ccuacion pedida es y = —2x.

PROBLEMAS PROPUESTOS

Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a las circunferencias siguientes en los puntos
dados:

a) x4yt =25(3, 4). Sol. 3x 44y =25; 4x—3p =0 3
by 2x* 4+ 2*—3x -+ 5r—2=0,(2,0). Sol. x+y—2=0; x—yp—2=0.
) x4+ —06x +8y—25=0,(—=21). Sol. x—y+3=0; x+y+1=0.
Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la elipse 23* - 3y*— 30 == 0 en el punto ie
(—3, 2). Sol. x—y +5=0; x+y+41=0 5

Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la clipse 3x% 4 4y — 6x +- 8y —45 =Oenel
punto (—-3, —2). Sol. 3x 4y +11=0;, x—3y—3=0.

Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la parabola x®— 4y = 0 en el punto (2, 1).
Sol. x—y—1=0;, x+y—3=0

Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a las hipérbolas siguientes en los puntos dados:

a) 6x*—9y? — Bx + 3y + 16 =0, (—1, 2). Sol. 20x + 33y — 46 = 0; 33x — 20y + 73 = 0.

b) x*—2xy—)y?—2x +4y+4+4=0,(2,—2). Sol. 3x +2y—2=0; 2x—3y-—10=0.

¢) xy—4=0,(2,2). Sol. x4+y—4=0; x—y=0.

Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola 5x2 — 4y = 4 en los puntos de interseccion
con la recta 5x — 2y — 4 = 0. Sol. 5x—2y—4=0.

Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola x? — 4y* — 12 = 0 que pasen por el punto (1, 4).
Sol. x—y+3=0; 19x 4 Ily—63 =)

Hallar los puntos de la hipérbola x* — 4)? — 8 — Q en los cuales las tangentes son perpendiculares

- 10v/34 4v/34\ [ —10V34 —4\/3721)
RIS G BT, Aen (""17 P TT )( 7T 1 [
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2
. Hallar la pendiente de la curva y* = x* -+ 2x% en el punto (x,, 3,). Sol. lim. —i = —Jx'z—t i‘-x' .
341

10. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva del problema anterior en el punto (2, —4).
Sol. Sx +2y—2=0; 2x—5y-—24=0.

11. @) Hallar las longitudes de la subtangente y de la subnormal a la curva y? == x® + 2x%en el punto
(2, —4). Sol. —8/5, 10.
4v/29

b) Hallar las longitudes de la tangente y de la normal a dicha curva. Sol. 5

2V29.

12. Hallar la ecuacion de las tangentes a la hipérbola 2xy + y* — 8 — 0 de pendiente m = —2/3.
Sol. 2x +3y—8=0; 2x +4 3y 48=0.
| 13. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal, asi como las longitudes de la subtangente y de la
{ subnormal, a la curva y* — 6y — 8x-— 31 = 0 en ¢l punto (—3, —I).
Sol. x+py+4=0;, x—ypy+2 -0; —I, 1.

14, Hallar la pendiente de la tangente a la curva 4x* — [2xy + 9y* — 2x 4+ 3y — 6 = 0 en un punto
cualquiera, (x, y,), de clla. Sol. m = 2/3. Interpretar este resultado.

15. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la curva dx% — 2y* — 3xy - 2x — 3y — 10 = 0 paralelas
alarectax—y+5=0. Sol. x—y—1=0; 4lx—4ly 439 =0.

16. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola xy = 2 perpendiculares a la recta x — 2y = 7.
Sol. 2x +y—4=0, 2x+y+4=0.

{ l';'ﬁ__ ¢(En qué puntos de la elipse a* + xp 4 y?— 3 = 0 las tangentes son paralelas al eje x? (En qué
" puntos son paralelas al cje p? Sol. (1,—=2), (—1, 2); (2, —1). (-2, 1).

18. (En qué puntos de la curva x* — 2xp + y + | = 0 las tangentes son paralelas a la recta 2x + y = 57
Sol. (1.2) v(0,—1).

19. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (5, 6) y sean tangentes a la parabola
yre=4x Sol, x—yp+1=0; x—5 +25=0.

20. Demostrar que las tangentes a la parabola y* = 4ax en los extremos del latus rectum son perpen-
diculares, es decir. sus pendientes son -+ 1.

21. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la parabela x? = Sy en el punto de abscisa 3.
Sol. 6x-—5y—9=20; 25x + 30y — 129 = 0.

22. Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la parabola y* = 4ax son
a -
Yy == mx i (m +# 0).
23. Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la circunferencia x* 4- y* = a® son
y=mx +avm® + 1.

24. Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la hipérbola b%x* — a%? = a%h?
son y = mx + Va'm* —b% y a la hipérbola b2x? — a®y? = —a®b?, y = mx + Vb* — a’m?.

25. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la elipse 5x? + 7y* = 35 perpendiculares a la recta 3x + 4y
—12=0. Sol. 3y—=4x -+ VI5T.

26. Hallar las ccuaciones de las tangentes a la hipérbola 16x2 — 9)* = 144 paralelas a la recta 4x —y
—14=0. Sol. y =4y -+ 8V2
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27.

29.

31.

32.

33.

35.

37.

39,

. Hallar la ecuacién del didmetro de la parabola y* = 8x que pase por los puntos medios de las

TANGENTES Y NORMALES

La parabola y* = 4ax pasa por el punto (—8, 4). Hallar la ecuacién de su tangente paralela a la
recta 3x + 2y — 6 = 0. Sol. 9x + 6y = 2.

Hallar la ecuacidn de la tangente a la curva x* + y* = 3axy en el punto Py(x,, »,).
Sol. (y} —axy + (x] —ap)x = axyy,.

Hallar el valor de b para que la recta y = mx + b sea tangente a la parabola x?* = 4ay.
Sol. b= —am?.

Teniendo en cuenta el resultado del Problema 29, hallar la ecuaciéon de la tangente a la parabola
x* = —2y que sea paralela a la recta x — 2y — 4 = 0, Sol. 4x—8y +1=0.

Hallar la ecuacién del diametro de la hipérbola x2 — 4y* = 9 que pase por los puntos medios de las
cuerdas

a) de pendiente 4. Sol. x— 16y =0.
b) de direccién 3x — 5y — 2 = 0. Sol. 5x— 12y = 0.
¢) de direccion la tangente en (5, 2). Sol. 2x— 5y =0.
d) de direccién la asintota de pendiente positiva. Sol. x—2y =0,

Hallar la ecuacion del diametro conjugado del de ecuacion x — 16y = 0 en el Problema 31 a).
Sol. d4x —y = 0.

Hallar la ecuacion del diametro de la elipse 9x* + 25y* = 225 que pase por los puntos medios de las
cuerdas de pendiente 3. Sol. 3x + 25y =0.

cuerdas de pendiente 2/3. Sol. y=06.

Hallar la ecuacién del diametro de la elipse x* + 4y? = 4 conjugado del didmetro de la ecuacién
y = 3x. Sol. x+ 12y =0.

Hallar la ecuacién del didmetro de la conica xy + 2y — 4x — 2y + 6 = 0 que pase por los puntos .
medios de las cuerdas de pendiente 2/3. Sol. 2x 4 11y = 16.

Hallar el diametro de la cénica x* — 3xy — 2y* — x — 2y — | = 0 que pase por los puntos medios
de las cuerdas de pendientes 3. Sol. Tx + 15y +7=0.

Hallar la ecuacion del diametro de la elipse 4x* -+ 5)% = 20 que pase por los puntos medios de las b
cuerdas,

a) de pendiente —2/3. Sol. 6x—5y=0.
b) de direccién 3Ix — Sy = 6. Sol. 4x + 3y =0.

Hallar la ecuacion del diametro de la hipérbola xy = 16 que pase por los puntos medios de las
cuerdas de direccién x + y = 1. Sol. y=x.




CAPITULO 11

Curvas planas de orden superior

CURVAS PLANAS DE ORDEN SUPERIOR. Una curva algebraica es aquella que se puede

representar por medio de un polinomio en x e y igualado a cero. Las curvas que no se pue-
den representar de esta forma, como, por ejemplo, y = sen x, y = e*, y = log x, se llaman
curvas trascendentes.

Las curvas algebraicas de grado superior al segundo junto con las trascendentes reciben
el nombre de curvas planas de orden superior.

Para el estudio de las simetrias, intersecciones con los ejes y campos de variacion, véase
el Capitulo 2.

PROBLEMAS RESUELTOS

Representar la curva y? = (x — 1) (x — 3) (x — 4).

Es simétrica con respecto al eje x, ya que la ecuacién no varia cuando se sustituye y por —y.

Los puntos de interseccion con el eje x son 1, 3, 4. Para x = 0, y* = —12; por tanto, la curva
no corta al eje y.

Para x < 1, todos los factores del segundo miembro son negativos, con lo que y es imaginario.

Para | = x £ 3. yes real. Para 3 << x << 4, »* es negativo y, por tanto, y es imaginario.

Para x = 4, y* es positivo, con lo que y es real aumentando indefinidamente de valor numérico
a medida que lo hace x.

Formamos un cuadro de valores para determinar puntos de la curva.
y=4+V(x—1)(x—3)(x—49).

x|t 15" 2 | 25 |3 \ 45 | 5 s5 | 6
y|o| 4 137! S141 | £106 | 0 | 0 | £1,62 | £283 | +4,11 | +548
y ! vi
|
oI |
| 6t
1t | 54
1 | 4
| 3t

A
3 q\lzja 25 &

<Y
|
!
|
|
|
|
|
.
I
|
|
|
E W
|
|
|

Problema 1 Problema 2
Dibujar la curva x?y — 2x%2— 16y = 0.

Corte con los ejes. Para y = 0, x = 0; parax =0,y = 0.
Simetrias. La curva es simétrica con respecto al eje y, ya que la ecuacién no varia al sustituir x
por —x. No es simétrica con respecto al eje x ni con respecto al origen.

93
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2x2 - 2xt
2—16 —Dx+D

Despejando x e y se obtiene (1) y =

y () x:ir;[/--y_-‘iz.

De (1) se deduce que y se hace infinito cuando x tiende a 4 y a —4, tomando valores mayores
y menores que estos. La curva existe nara todos los demas valores de x.

De (2) se deduce que no existe curva para 0 < y << 2. Cuando y tiende a 2, tomande valores
mayores que éste, x se hace infinito.

Las rectas x = +4 e y = 2 son asintotas.

x|[o]| 41 +2 || 43 ﬂ_-4[+_5 +6 j.—.?}ﬂf_s'ioo

y | 0| —0,13 . —0,67 | —26 |+ | 56 | 3,6 [| 30 | 2,7 | 2
3. Representar la curva x® — x2y + y = 0.
d 3
D j Gy = —
espejando y, y = ———
Para x = +1, y se hace infinito; luegox = | yx = —1
son dos asintotas verticales.
3 4
Expresemos y = R pory = x + AT Cuan-

do x aumenta indefinidamente, y también lo hace, y la

fraccién pe

tiende a cero. Por tanto, la recta y = x

es una asintota de la curva. Para x > 1, una rama de la
curva estd situada por encima de la recta y = x; para
x << —1, la otra rama esta por debajo de y = x.

La curva pasa por el origen y es simétrica con respecto
a él. En la tabla siguiente figuran algunos valores de x ¢ y.

X +1/2

y F1/6

o | w1 | 415 42 | 425 | 43 I +4

0 | oo | +27 | £267 | £30 | +34 | 143 |

Esta curva también se puede representar por el método de la surmna de ordenadas. Para ello,

sean y; = xe yp, = T Tracemos las graficas de estas dos ecuaciones sobre un mismo sistema

de coordenadas y, a continuacién, sumemos las ordenes, y; € y,, correspondientes a idéntica abscisa

4. Dibujar la elipse 2x? 4 2xy + y*— 1 = 0 por el método
de la suma de ordenadas.
—2x + V4x® —8x* + 4
2
=—x+ VI—x
Tracemos la recta y, =—x y la circunferencia

y2 = +v1—2x% o bien, x* + )2 = 1. La elipse que re-
sulta es simétrica con respecto al origen.

Despejando y, y =

S B
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5. Funciones trigonométricas. Dibujar la funcion y = sen x.

El angulo x ha de expresarse en radianes. (= radianes = 1807)

| m | w | .o: l 21 | S| ! in 5~r 1z |
X 0 ‘ =04 b ] =t 3 2 e 2 + ] ! =3 & 1 o gt} | :l: | + 3 \ &3 T r = 3 + 27
IABESE B P T b ==p s o ] |
sen x| 0 | o,s\ +087 | £1 | £087 | +£05 | 0 | 05  FO87 ‘ 087 | F05 | 0

Como los valores de sen x se repiten periodicamente. la funcidn sen x se llama periddica, siendo
el periodo igual a 27; asi, pues, la grafica de y = sen x se compone de tramos exactamente iguales,
uno por cada intervalo de 2z radianes. Como ademas sen (—x) = —sen x, la curva es simétrica con
respecto al origen, Existe para todos los valores de x, y para valores de y comprendidos, Unicamente,
entrey =ley=

De forma analoga se puede dibujar la grifica de y = cos x. Véase la linea de trazos de la figura.

x| oa 2n st | I* M |, 4= R 57
e L == e o} 7 1 = S e 2
x 0|:f g | iy oy _Lﬁfj:'t!j:6|J:3rl:2.:I:3 +2n
cosx | 1,08 | 05 0 |—05|—08 | | —0,87 ‘ —05| 0 | 05 1

Como cos x = sen(x + 7/2), un punto cualquiera de la curva coseno tiene la misma ordenada
que otro punto de la curva seno situado z/2 unidades a la derecha del primero. La curva es simé-
trica con respecto al eje vertical, ya que cos(—x) = cos x.

6. Dibujar la curva y = sen 3x.

i Cuando x varia de 0 a 27, la funcién sen x toma >
todos los valores de su campo de variacion, En ge-
neral, cuando x varia de 0 a 2z/n, o bien cuando nx
lo hace de 0 a 2m, la funcién sen nx (siendo n una

constante cualquiera) toma todos los valores de su o T T e s s,
campo de variacion. \ /\ " n
‘ . \ (o) 3 1.5
i En este problema n = 3, por lo que el periodo T\] /7 T
i de sen 3x es 2m/3. & \
La curva es simétrica con respecto al origen. D

Existe para todos los valores de x, y para los
valores de y comprendidos, unicamente, entre

—l =y= 1l
. ) 0 ‘Elil % | 2= | 5w -
¥ | 6 | 3|2 | 3|6 |'
) | | | i I o
sndx | 0 | 1 L0 —1 0 1 |0

il
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7. Dibujar la funcion y = tg x.

La curva es simétrica con respecto al origen, va que tg(—x) = —tg x.
El periodo de la funcion es .
La funcién se hace infinito cuando x sea un multiplo impar de 7/2, y la curva toma todos los

valores de y comprendidos entre x = —mn/2 y m/2. Existe para todos los demas valores de x e y.
¢ |lozi_a|_=lgl al=]l ==
2 4 ‘ 6 | 6 | 4 3 2
tgx | oo | —1 | 058 0| 038 | I | 173

]

l Y : : Y ll
|
| | | |
1..

| | | /l
| o ! . ; { 10 | o

T — -l e T —

w1 /7% L, T %

| 1 - 1 ] '™

| i | s
i SN0
| | ' | ' '
| | | 1
| | [ |
Problema 7 Problema 8

8. Dibujar la funcién y = sec x.

La curva es simétrica con respecto al eje y, ya que sec (—x) = sec x.

El periodo de la funcién es 2.

Como sec x = l/cos x, los valores de sec x se pueden hallar ficilmente a partir de una tabla
de valores de cos x.

Al ser el campo de variacion de cos x de —1 a +1, el correspondiente de sec x es el conjunto
de valoresde —oca —1 yde | a +oc.

T T 2x
X 0|+ 3 e 5 ot 3 +a
sec x 1 2 oo —2 —I1

Y
ol 21 T 2] 22| 5a
* sl 32|73 |%|"”
senx |0 |05|087! 1 |087|05]|0 4
sen3x | 0 | 0 | —1| 0 1 0
0
i 4 I 3x Sn 1z
X g i i et jad 2a e
6 3 2 3 6 -1
sen x —0,5| —987|—1 | —087| —035| O
sen 3x =z 0 1 0 —1 0

i e s s et L
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10. Funciones exponenciales. Dibujar la funcion y = a*, siendo @ una constante positiva y mayor que
la unidad.

Para concretar, supongamos a = 5. La ecuacidn a representar es y = 5%,

Para x = 0, y = 5° = |, Cuando x aumenta, y también aumenta. Para valores negativos de x,
5% es positivo pero disminuye de valor. Luego la curva estd situada, toda ella, por encima del eje x.

La curva no es simétrica ni con respecto a los ejes ni con respecto al origen. Para valores nega-
tivos de x, al aumentar x en valor absoluto, la curva tiende asintdticamente hacia el eje x.

X
Y
Y
54
04
5+
04
54
-2 & g {
Problema (0 Problema 11

11. Dibujar la funcion y = e*.

El nimero e = 2,718 es la base del sistema de los logaritmos naturales o neperianos.

x| =3 | —2 | -1 |—05/0]05 ] 1 3
e | 0,050 | 0.135

0368 | 0,606 | 1 | 1,65 | 272 | 7.39

La grafica de y = e~ es, como indica la figura, simétrica de la correspondiente a la funcion
¥y = e* con respecto al eje y.

12. Representar la funcion normal de probabilidad y = e,
La curva corta al eje y a una unidad del origen, y no corta al eje x.

Es simétrica con respecto al eje y. El eje x es una asintota; cuando x — + oo, y — 0.
La curva esta situada, toda ella, por encima del eje x, ya que e ** = 0 para todos los valores de x.

| ¥
x [ 0] 405 | &l | 15| +2

¥ 1] 078 ] 037 | 01 | 002

13. Funciones logarirmicas

La grafica de y = log, x, llamada curva logaritmica, difiere de la correspondiente a la funcion
¥ = a* en la posicién relativa de los ejes. En efecto, ambas ecuaciones se pueden escribir en la misma
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forma, exponencial o logaritmica. Sea, por ejemplo, Vi
a = 10 y dibujemos la funcion

¥ = logyex, (0 bien, x = 10%).

Como x no puede tomar valores negativos, toda / -

la curva estara a la derecha del eje y. Para valores
positivos de x << 1, y es negativa. Parax = I, y = 0.
Al aumentar x, y también aumenta. La curva no -1+
tiene simetrias. El eje y es una asintota.

~

w

.
ped

x fot| o5 2}3‘4‘510

3
y |—1] —0.30 ! 0 030 048 060 0,70

14. Dibujar la funcién y = loge (x2 —9).

| Y !

|

Paray = 0, log. (x* — 9) = 0, de donde, x* — 9=1, I 54 |

x = +1+/10. La curva no corta al eje y. | 41 |

- | S% ‘

Para (x| < 3, y es imaginario. Si |x| > V10, y es | 1 |

positivo. Para 3 < |x| < V10, y es negativo. Las rectas ! "a I
x = +3 son dos asintotas. % 5 & 33 IREE 156X

rh I

La curva es simétrica con respecto al eje y. l -ir f

-34 ll

| |

x| £30 | £32] +35 | +4 15| +6

y | —049 | 022 | 1,18 | 195|277 | 3,29

15. Ecuaciones paramétricas. Algunas veces conviene expresar x ¢ y en funcion de una tercera variable
o parametro. Las dos ecuaciones de x e y en funcion del parametro se llaman ecuaciones paramétri-
cas. Dando valores al parametro se obtienen pares de valores correspondientes de x ¢ y. Uniendo
los puntos asi determinados resulta una curva, que es la representacion grafica de las ecuaciones

paramétricas.
T X
Dibujar la curva x = 2, y = —?; . k
. 6
t| 214 | 212 | £ | 42 | 43 { -4 3l
x | 2142 +1 +2 +4 | 4+6 | 48 %
e . | - _— 8 -6 -4 -2 : -
y | 28 | 24 | 2 | 21 | 223 | +1p2 ¢ X
~ La curva es simétrica con respecto al origen. Los e
ejes x e y son dos asintotas. ~*
-8
Eliminando ¢l parametro ¢ se obtiene la ecuacién de la v
curva en coordenadas rectangulares, xy = 4. Esta es la
ecuacion de una hipérbola equilatera cuyas asintotas son
los ejes coordenados,
Para eliminar el parametro ¢, sustituimos ¢ = % en y = %, es decir, y = —52—, o bien, xy = 4.
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16. Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x — i,y =18

Fl =8 | =2 | <t |0l 4 T2/ 3 Y
x| 45 | 2‘0,5‘0 0.5 | 2| 45 ¢
y| 675 —2 | —025| 0 025 | 2| 675 i
2
Eliminando ¢, la ecuacién de la curva en coordenadas rectan- !
gulares es 2y® = x3, que es una parabela semictibica. La curva es N1 31+5¢ X
simétrica con respecto al eje x. 3
-3
climinemos el parametro ¢: -4
De x = }1* 0 2x = 1% se obtiene (2x)® = (12)%. -54
De y = {1° 0 4y — 13, se obtiene (4y)? = () b
Luego (2x)* = 1% = (4y)?, o bien, x? = 2)2, !

17. Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x =t + |, y = 1(1 + 4).

t | —s —4:—-3{_2|—|io JE
T':_—_s_j—zi-—ii Oil 2| 3
y| s| ol 3| |-3|0|5]| 12

Eliminando el parametro 1, la ecuacién en coordenadas rectangulares es ¥ = x% 4 2x — 3, que
¢s una parabola.

Y4 Yi

5

41 34

3 14

p !

1 -
- L X
X

Problema 17 Problema 1%

18. Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x = 2 cos , y = 4 sen 0.

6 0" 30°60° [90° | 1207 | 150" | 180" | 210" | 240° | 270° [ 300° | 330° | 360°
x|2)17 TlTl——l l—T?; S |—_T5"w1 _0—‘ _;__': _1_? | 2
,76_\_2_35 4|35 2 | 0 |—2|-35 |35 2| 0

x‘3 y2

Eliminando el parametro €, la ccuacion en coordenadas rectangulares es T s 6~ 1, que
representa una elipse.

Eliminemos ¢l parametro 0:

2 T ST
cos O = 2 ysenO-— -. Luego costll — sen*f) % T
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19.

20.

21.
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La posicidn, con respecto al tiempo t, de un proyectil lanzado con una velocidad inicial ¥, que forma

con la horizontal un angulo 0 viene dada por las ecuaciones x = (¥, cos 0)t, y = (¥, sen O)r — }gr?,

siendo g la aceleracidn de la gravedad-igual a 9,8 metros por segundo en cada segundo (m/s*)— y en

las que x e y se expresan en metros (m) y t en segundos (s).
Dibujar la trayectoria de un proyectil siendo 6 = arc

cos 3/5 y ¥V, = 40 metros por segundo (m/s). Para ma-

yor facilidad de calculo, témese g = 10 m/s% 'Y1

Como sen 0 = —} se tiene, x = 721,

y = 96 — 1622, 60
- B :
r o] 2 3| 4 s| 6 e 4 !
E 0 [ | AR B2 S ) R0 B %% v i g
y 0\ 27 | 48 | 51 | 48 35| 12

4x Sx?
3 576
de eje vertical. La ordenada del vértice es 51,2 metros, y el alcance méaximo 153,6 metros.

Eliminando ¢, y = , que es una parabola

. : 2ar* 2ar®
Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x = o y= FLT
Para t = 0, x = 0 e y = 0. Para todos los valores de 1 positivos 34Y |
y negativos, x es positivo o cero; y es positivo para ¢ > 0 y negativo [
para t < 0. La curva es simétrica con respecto al eje x. o |
|
2ar? 2a |
Si m = —— = 24— ———, se observa que cuando ¢
i ponemos x o | q 4 1|
. . : . |
aumenta indefinidamente, x tiende hacia 2a, y el valor absoluto de y 1 e
crece también indefinidamente. Luego x = 24 es una asintota vertical. M d 231 X
& |
t | 0] +1 | +2 \ +3 | 44 E
x| o a| 6, 18a| 19 -Zaf |
y| 0| ta| +32a | +54a | +7,50 33 |l

Eliminando t, se obtiene la ecuacién en coordenadas rectangulares y*(2a — x) = x*, que repre-
senta la Cisoide de Diocles.

Representar la funcién

x = acos®l, y = asen?0.

Como cos (—H0) = cos 0 y sen (—0) = — sen 6, esta curva
es simétrica con respecto al eje x, y como sen (180° — ) = sen 0
y cos (180" — fl) = — cos 0, también lo es con respecto al eje y.

Teniendo en cuenta que tanto el seno como el coseno son siempre
menores que la unidad,

—qaExsa, y —azy=sa

0o | 30 60° 90° | 120" | 150" | 180°
x | a | 0.65q ] 0,13a l —0 l3a —065a —a
y ‘Ol3a|065¢1‘ 0,652 013a| 0
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Eliminando 0, la ecuacién de esta curva en coordenadas rectangulares es x*3 1 y#3 — g2, q’l;n: re-

presenta una hipocicloide de cuatro 16bulos.
Eliminemos el pardmetro 6:

(x/@)¥® + (pla)*® = (cos?0)*® -+ (sen*0)*® = cos®f + sen®d = I, o bien, x?? 4 3 = g2,

22. Representar la curva 25t Y

23,

o e s e o0

x = a(f — sen ),
v = a(l —cos ).

a
Paral =0, x=0, y=0.
Para 6 = 180°, x = ma, y = 2a. ) 4 -
Para f = 360°, x = 2na, y = 0. 1 a 22 3 4 32 e X

6| 0| 300 | 60° 90° | 120° | 150° | 180°| 210" | 240° | 270° | 300° | 330" | 360"
x| Q |0,02a| 0,184 |0,57a | 1,2a | 2,la | na | 4,2a | 5,la | 5,7a | 6,1a | 6,3a | 27na
y | 0 ]0,13a| 0,5 a 1,5a | 1,9a 2a | 1,9a | 1,5a a 0,5 |0,13a| 0

Eliminando el parametro 0, la ecuacién de esta curva en coordenadas cartesianas es x — g arc

P T .
cos Ty — 4/2ay — »*, que representa una cicloide.

Eliminemos el parametro 6:

De y = a(l — cos ) se obtiene, cos 0 = -E——}X, de donde 6 = arc cos - : Y ysen = —‘{-2@—_}-’3.
a
Sustituyendo en x = afl — a sen 0 se tiene, x = a arc cos a_:_y__ —V2ay — )~
Expresar en forma paramétrica la ecuacion x* + 3xy + 3y* —ax = 0.
Haciendo y = tx, resulta x* + 3x% + 3x¥%% —ax = 0.
Dividiendo por x se obtiene, x + 3xt + 3xt? —a = 0.
; a at
Despejando X, ¥ = sarary1 Y= "= w@rasr
PROBLEMAS PROPUESTOS
Representar las funciones de los Problemas 1-14.
(*—4)x —9y = 0. x2—4
- 9'y=x3--3x—4'
Y=+ +2)(x—2). .
_x R—
2 < zvs Boweee BN s
Y=(x+ D(x + 2)(x—2). 10. y pe g P
P —x) = 11, 4x2—12x —4xy +)* + 6y —7 = 0.

xX¥—xly 44y = 0.
xIy—3x2—9 =0,
iy By =D, 13. xpP—xy—2x—4 =0,

12, x3 4 4x% + xp?— 42 = 0.

24+ 2xy—4 +y2=0 14, X234 320 — 23,
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15.
16.
17.

23.
24,
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Representar las funciones de los Problemas |3-22.
y = 2sen 3x. 18. y = cos(x — z/4). 21. y = 3cos %(x —1).
= 2sen x/3. 19, 3 =2=5E6.x%/2: I
22. y = — csc3x.
y =tg 2x. 20. y = cot(x -+ z/3). 3
Representar las funciones de los Problemas 23-28.
y = arc sen x, 25, y = 3 arc cos x/3. 27. y = arccsc 2x.
y = 2 arc tg 2x. 26. y = arc sc . 28. ) = arc cot x/2.
Representar las funciones de los Problemas 29-35.
P e +e*
y = 2er2, 31, y = 10%3, 33. y=log,y Va*—16. 35. y = —2—"’2
y=4"% 32. y = log(3 + x). 34. y = log. V27 —x*. Catenaria.

Representar las funciones dadas en los Problemas 36-49 por el método de la suma de ordenadas.

36. 4x*—d4xy 4y —x = 0. 43. y = x/2 + cos 2x.
37. *—2xy v+ x—1=0. 44. y = e | 2e¥?

38, 3x2—2xy 412 —5x 44y + 3 =0. 45. y = sen 2x + 2 cos X.
39, x24+2xy +y2—4x —2y =0, 46. y = xsen x.

40. 2x* + > —2xy—4 = 0. 47. yxe—”?cos%
41. y = 2cos x + sen 2x, 48, y = xe~**.

42, y = e 4+ X2 49. y = x—sen ?

Expresar en forma paramétrica las funciones de los Problemas 50-55, teniendo en cuenta el valor
que aparece de x o de y.

50, x—xy=2, y=1—1. Sol. xr-—-%, y=1—1
Ktg
51. x*—4y* = K?, «x = Ksech#, Sol. x =Ksecl, y= —Zg_
6t 61*
52. X+ »¥= 6xy, y=ix, Sol. x = -I——_i“'_—‘-r‘:i—,- P== '—l—'ﬁ.
53. x*—2xy + 2y? = 2a4%, x = 2acosl. Sol. x=2acost, y=al(cosrt+ sent).
t t a®
2 2y — a? — — — 5 i A — = = »
54, X*y + by —a*x =0, x bcotz. Sol. x bcotz, ) % sen t
55. x84 ¥ = g¥3  y = agsen®f. Sol. x = acos®l, y = asen®l.
Eliminar el parametro de las funciones de los Problemas 56-59 y hallar sus ecuaciones cartesianas,
56 6 bgf X _
. x=asecl, y=btgh. Sol. o B
x -+ 1)? 2)%
57. x =2cosfl—1, y=3senfl—2. Sol. (rz ) —{—(‘V: ) = 1.
58. x =1cost, y—= cos2t Sol. y =8x*—1.
3am Jam®
59, x=——— =_— sol.  x° = 3axy.
Y=g1mw YTo@ Sol. x* 4 y* = 3axy
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60. Se lanza un proyectil desde un punto A con una velocidad inicial de 1.000 metros por segundo (m/s)
formando un angulo de 35° con la horizontal. Hallar el alcance del proyectil y la duracién de la
trayectoria. Sol. 95.800 m, 118 s.

61. Hallar el angulo con el que se debe lanzar un proyectil a una velocidad de 400 metros por segundo
(m/s) para que su alcance sea de 12.000 metros (m). Hallar, asimismo, la duracién de la trayectoria.
Sol. 23°42'; 32,8s.

62. Se lanza un proyectil con un angulo de elevacion de 60° y una velocidad inicial de 800 metros por
segundo (m/s). Hallar el alcance y el vértice de la trayectoria. Sol. 56.500 m, 24.500 m.

Representar las curvas cuyas ecuaciones paramétricas son las indicadas en los Problemas 63-70.

63. x =4cost, y=4sent. 6T.x=1+r, y:m
1 1

M.x:r-l-T, yzt——T. 68. x=141 y=41—1
65. x=1t+2, y=0r—1 69. x =sent +cost, y=cos2ft
66. x =4tgf, y=4dsech. 70, x =0—senfl, y=1-—cosf.
71. Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x = 8 cos®d, y = 8 sen®0.
72. Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x = L .

hot 4 %R T YT e

73. Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x = 4tg 6, y = 4 cos*f.

74. Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x = 4sen , y = 4tg 6 (1 + sen ).




CAPITULO 12

Introduccion a la geometria analitica en el espacio

COORDENADAS CARTESIANAS. La posicion de un punto en un plano se define por medio
de las dos distancias de éste a dos ejes que se cortan y que, normalmente, son perpendiculares
entre si (rectangulares). En el espacio, un puntoe se determina mediante sus distancias a tres
planos perpendiculares dos a dos y que se llaman planos coordenados. Las distancias del
punto a estos planos se denominan coordenadas del punto.

Las rectas de interseccion de los planos coordenados son los ejes OX, OY y OZ que se
llaman ejes coordenados y cuyo sentido positivo se indica mediante flechas. Los planos coor-
denados dividen al espacio en ocho octantes nume-
rados de la forma siguiente: el octante | esta limi-
tado por los semiejes positivos; los octantes 11, 111
y IV son los situados por encima del plano xy
y numerados en sentido contrario al de las agujas
del reloj alrededor del eje OZ. Los octantes V, VI, S
VIl y VIII son los situados por debajo del plano xy,
correspondiéndose el V con I, etc.

z

En la figura adjunta, las distancias SP, QP S O e
y NP son, respectivamente, las coordenadas x, y y z Te P Ve M
del punto P, y se representan por (x, y, z), o bien, s R,
N

P (x,y,2).
La distancia OP del punto P al origen O es

OP = +/ON* + NP* = O + AN NP = /X®* + )* + 22
Luego si OP = p, se tiene p* = x* 4+ y* 4 z%

r

ANGULOS DE DIRECCION Y COSENOS DIRECTORES

Sean a, f# y y los angulos que OP forma con los ejes OX, OY y OZ, respectivamente.
Se verifica,
X=pcosa, y=@COSf, Z= pcCosy,.

Elevando al cuadrado y sumando miembro a miembro,
x? 4 Y+ 22 = ¢* = p? cos’a + o® cos’f + o cos?y,

o bien, 1 = cos®a + cos®8 + cos?y.
5 . » X y z
También se verifican las relaciones cos a = ri cos B = 5y cosy = e
: X y z
o bien, cosa = cos fi cos y =

Verrpra P e VIRt
Los angulos a, B y y son los dngulos de la direccion de OP y sus cosenos se llaman cosenos
directores de OP.

104
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Si una recta no pasa por el origen O, sus dngulos de direccion a, f y y son los que forman
con los ejes una recta paralela a la dada que pase por O,

COMPONENTES DE UNA RECTA. Tres nimeros cualesquiera, a, b y ¢, proporcionales
a los cosenos directores de una recta se llaman componentes de la misma. Para hallar los
cosenos directores de una recta cuyas componentes son a, b y ¢, se dividen estos tres numeros

por ++a? + b* + ¢ Se tomara el signo adecuado para que los cosenos directores tengan
el que les corresponde.

DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS. La distancia entre
dos puntos Py(xy, ¥, 21) ¥ Po(Xa, ya, 22) €5

d = V(xg— x1)* + (Yo — y1)* + (22 — 2/

DIRECCION DE UNA RECTA. Los cosenos directores
de PP, son

5 Xo— Xy
oS a1l = e e
V(xg— X1 + (Ya—0)* + (22— 2))°
Ya—Mh
cos ﬁ s e s T e e e e
V(Xg—x)2 + (P2 — )2 + (22 — 2,
Y UV, e . SN ¥

Vo= F T i G

PUNTO DE DIVISION. Si el punto P(x,y,z) divide a la recta que une Pyx,, y;, z;) con

. BaP :
Py(xg, vs, z,) en la relacion e se verifica,
PP, i
_ KXy O rrs o Zit I
[+r > 7 14+r > ° 1+ r

ANGULO DE DOS RECTAS. El angulo de dos rectas que
no se cortan se define como el angulo de dos rectas
que se corten y sean paralelas a las dadas.

Sean OP, y OP, dos rectas paralelas a las dadas
pero que pasan por el origen, y 0 el dangulo que forman.
Del tridngulo de la figura se deduce,

2 2
cos f = et 0 S

20,0,

Ahora bien, of = xi +yi + 2l 3 = x3 + )i + 23
Yy d = (X3 — x1)* + (y2 — »)? + (22 — z)% Sustituyendo y simplificando,

X1Xp + Ve + 232
0102

cos f =
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; Xy
Ahora bien, — = cos a,,

=1
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.rg
B = C€O0s a,, etc. Por tanto,
Iy

cos 0 = cos a, cos a, + cos fi; cos f; -+ €OS ¥, COS y,.

Si las dos rectas son paralelas, cos 6 = 1 y, por consiguiente,

ﬂl:' 2

ay = Qy, V1= Ve

Si las dos rectas son perpendiculares, cos § = 0, con lo cual

COS @, COS a, + oS fi; cos f; -+ cos y,; cos py = 0.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Representar los puntos siguientes y hallar sus distancias al origen y a los ejes coordenados: A(6, 2, 3)

B(8, —2, 4).

L]

04 =68+ 22 432 =7

Aa =3 + 22 = 13
Ab = /6" - 3 = 3¢5
de = V6 + 28 =210

OB = V8 | (—2F + 42 = 2v/21
Ba = V¥ F (=2 — 2V/§

Bb — VB 4 4 = 4V/5

Bc = V8 + (=21 = 2v17

2, Hallar 1a distancia entre los puntos Py(5, —2, 3) y Py(—4, 3. 7).
d=v(x—x)* + D — 1) + @— 2 = V(—4— 5P + (3 + 2 (7 — 3P =122
3. Hallar los cosenos directores y los angulos de direccion de la recta que une el crigen con el punto
(—6, 2, 3).
cos a =, ""J__':::T__;{?:t__‘i e e
V(X —x)? + (e — ) +(zp— 2, 2
e 9=0 =9
V(—6—0F +Q2--0F+(3—0p T’

coa lo que a = 149°,

Yo — W 2—0

gosfl = o = ==

7 7

T — 2 J—
cos y == 2!‘= ?0

= g—,con lo quey = 64°37".

623

%, con lo que § = 73°24".

7
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Demostrar que las coordenadas del centro geométrico (baricentro o centro del drea), es decir. el
punto de interseccion de las medianas, del triangulo de vértices A(x,, 31, 2,), B(Xa, 1o, 72) C(Xy. Vs Z3) 50N
Frder Xy WSyt ly I 25 -+
3 ) 3 ’ g
Las medianas del triangulo ABC se cortan en un
BP cr 2

AP
Plx,y,z fi L e — = =
punto P(x,y,z) de forma que ) PF PE I )

Las coordenadas del punto D son

(_—"e t+ X3 Vet Vs Zpt I
27 2 2

C(x)-‘!‘!-z:}

Luego las coordenadas del punto P, que divide a AD

L relacis AP 2 S
enlarelacion r = —— = = so
PD I
( ,'(2 + Xg )
Xl T
2 Xy + X + X . : : g Ltz tez

ey ¥ % = BTN Analogamente, y = i S T y T T .

|+ r ' 3 3

Hallar los cesenos directores y los angulos de direccion de una recta cuyas componentes son 2, —3, 6.
2 2 . . —3
= —.,a = 73°24. cosfl = —=

6
e ) 3 = “5”23'. c08 Y == = il
V4 +9+36 7 st ¥ =g

cosa —

Demostrar que la recta determinada por los puntos A(5, 2, —3) y B(6, 1, 4) es paralela a la que une
C(—3.—2, —1) y D(—1, —4, 13).

Las componentes de ARson 6 —5,1-—-2.4 4+ 3, osea, 1,—1,7.
Las componentes de CD son —1 + 3, —4 + 2, 13 + 1, o sea, 2, —2, 14,
‘ o b
Si dos rectas cuyas componentes son a, b, ¢ y @' b’ ¢’ son paralelas, —q; = oy = —(—,-.
a iy
2 —2 14
Por tanto, como T 7 ambas rectas son paralelas.

Dados los puntos A(—il, &, 4), B(-—1,—7,—1) y C(9,—2, 4), demostrar que las rectas AB y BC
son perpendiculares.

Las componentes de 4B son —1 + 11, —7 — 8, —1 — 4, cs decir, 10, —15, —5, o bien,
2, —3, —L
Las componentes de BCson 9 + 1, —2 + 7.4 - 1, es decir, 10, 5, 5, o bien, 2, 1, I.

Sidos rectas, de componentes a, b, ¢ ya', b', ¢, son perpendiculares se verifica, aa’ + bb' + ce'= Q.
Sustituyendo, (2) (2) - (—3) (1) + (—1) (1) = 0. Por tanto, las rectas 4B y BC son perpendiculares.

Hallar el angulo 0 formado por las rectas AB y CD siendo A(—3, 2, 4), B(2,5, —2), C(1,—2,2)
y D4, 2, 3).

Las compenentes de ABson 2 + 3,5—2, —2-—4, o bien 5, 3, —6.
Las componentes de CD son4 — 1,2 4 2,3 —2, o bien, 3,4, 1.

: 5 5 ; 3 —6
Los cosenos directores de ABsoncosa = ———— =~ cOSff = -, 008y — —— .
V25 +9+36 (70 V70 V70

. . 3 3
Los cosenos directoresde CDsoncosay =~ = —__ COSf; = ——,C08y; = — —.
VI+16+1 V26 V26 V26
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Por tanto, cos f = c¢os a cos a, + cos f# cos fi; + cos y cos

5 3 3 4 6 1

=+ ——— o+ —— = 0,49225, de donde 6 = 60°30,7".
V70 V26 V70 V26 V70 V26

9, Hallar los angulos interiores del triangulo cuyos

- vértices son A3, —1,4), B(l,2,—4), C(—3,2, 1).

; —2 3 -8

Cosenos directoresde A6 =(——, —, ——|.

(-\/77 V17 \/??)

Cosenos directores de BC = li, 0, —-%: :
V4l Va4l

Cosenos directores de AC = ( =1 L ol )

=y

V6 V6 V6

Nota. Los cosenos directores de la recta AB son 2:4')
opuestos de los cosenos directores de BA. §7 5{1‘

cosA:li-Z—z_-+-3—,-_- -1—“-+-"_§- = 2 A =45°44, 7",

V1T VS VTT V6 VTIT V6 V462

2 —4 —3 8 5 32

COSB:—___'—'.’_+—‘:'O+ e Ry e B=55el6,9r.

V1T V4l /77 V77T V4l /3157
cos C = % o T : C=7858,4. A+ B+ C = 180"

—';'—T_+ +—'2'—_=—_:"-.
V4l V6 V4l V6 V246
10. Hallar el 4area del triangulo del Problema 9.

El area de un tridngulo conocidos dos de sus lados, b y ¢, y el angulo que forman, 4, es igual
a lbcsen A.

Longitud de 4B, ¢ = V/77, longitud de AC, b = 3V6.
Por tanto, area = 3(3v/6) (V/77) sen 45° 44,7 = 23,1 unidades de superficie.

11. Hallar el lugar geométrico de los puntos que disten r unidades del punto fijo (x4, ¥y, Zo).

VI(x —xoP +(y — yo* + z — 2! =1, 0 bien, (x —xo) + (¥ — yo)* +(z —2))* = r?, ecua-
cion de una esfera de centro en (x,, ¥y, 2,) ¥ radio r.

La forma general de la ecuacion de una esferaes x> 4-y* + 22 4+ dx + ey +fz +g = 0.
12. Hallar la ecuacion de la esfera de centro (2, —2, 3) tangente al plano X'Y.

Como la esfera es tangente al plano XY su radio es 3. Luego,

+4y —6z 4 8 =0.
13. Hallar las coordenadas del centro y el radio de la esfera x* 4 3 + z? — 6x + 4y —8z = 7.
Completando cuadrados, x* —6x + 9 4+ y* +4y +4 + 22— 8z 4 16 = 36
obien, (x — 3 +(y + 2)* +(z—4)* = 36.



4.

15.

16.

17.
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Comparando con la expresion (x — x,)% -+ (¥ — y)? + (z — z,)? = r? se deduce que el centro
tiene de coordenadas (3, —2, 4) y el radio de la esfera en cuestion es 6.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyas distancias al punto fijo (2, —3, 4) son ¢l doble de la
correspondiente al (—1, 2, —2).

Sea P(x, y, z) un punto genérico cuaiquiera del lugar. Entonces,

Elevando al cuadrado y simplificando, 3x% + 3y* 4 322 4 [2x — 22y + 24z ++ 7 = 0, que es

11

una esfera de centro (—2, 5 —4) y radio r = i— v/70.

Hallar la ecuacién del plano perpendicular a la recta que une los puntos (2, —1, 3) y (—4, 2, 2) en
su punto medio.

Sea P(x, y, z) un punto genérico cualquiera del plano. Entonces,
VGO G2 = Ve — 25+ (7 F I G— .
Elevando al cuadrado y simplificando, 6x —3y + z -+ 5 = 0. Esta es la ecuacién del plano

cuyos puntos equidistan de los dos dados. El plano corta a los ejes en los puntos (—5/6, 0, 0),
(0, 5/3,0) y (0, 0, —5), y a la recta dada en (—1, 1/2, §5/2).

; : (0,05 /

Problema 15 Problema 16

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distaucias a los dos puntos fijos (0, 3, 0)
y (0, —3, 0) sea igual a 10,

Sea P(x, y, z) un punto genérico cualquiera del lugar. Entonces, FP + PF' = 10, o sea,

V(x —0)2 +(y — 3 + (z— 0P + V(x — O)F + (¥ + 3% + (z— 0)* = 10.

Pasando uno de los radicales al otro miembro y elevando al cuadrado se obtiene, después de
reducir términos, 3y + 25 = 5V/x? + 12 + 6y + 9 + 22

Elevando al cuadrado y simplificando, 25x% 4 16)* + 25:% = 400, que representa un elipsoide
de centro el origen.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancia a los dos puntos fijos (4,0, 0)
y (—4, 0, 0) sea igual a 6.
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Sea (x, y, z) un punto genérico cualquiera del lugar. Entonces,
Vix— 4P + (7 — 0 + (z —0F — V(x— 4f +(y — 0 +(z— 0 =6,
o bien, VP —8x + 16 ) +22=6 + Vx* + 8x + 16 + )2 | 2%

Elevando al cuadrado de nuevo y simplificando, 7x* — 9y* — 92 = 63, que representa un hiper-
boloide de revolucion alrededor del eje x.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al eje z sean tres veces la correspondiente
al punto (—I1, 2, —3).

Distancia al eje z = distancia al punto (—1, 2, —3).

Es decir, VXE 4+ PE=3V(x + 1)E +(y—2F +(z + 3

Elevando al cuadrado y simplificando, 8x? + 8y* + 92 + 18x — 36y + 54z + 126 = 0, que es un
elipsoide.

Demostrar que los puntos A(—2, 0, 3), B(3, 10, —7), C(1, 6, —3) estan en linea recta.

Componentes de AB = 5,10, —10, o bien, 1,2, —2; componentes de BC = —2, —4, 4,
o bien, —1, —2, 2.

Como las componentes son proporcionales, las rectas son paralelas. Ahora bien, como B perte-
nece a ambas, AB y BC seran una misma recta y, por consiguiente, los puntos dados son colineales.
Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidisten de los puntos fijos (1, 3, 8), (—6, —4, 2),
3.2 0.

Sea (x, y, z) un punto genérico que satisfaga las condiciones del problema.

Entonces (1) (x— 12+ (y—32+(z—8P =(x+ 62 +(y+ 4+ (z—2)

y 2 G—1P+(—3P+E—8=(x—3 +(y—27¢+(E=— )2

Desarrollando y simplificando, se obtiene, (1) 7x + 7y + 6z — 9 = 0y (2) 2x — y — 7z + 30=0.

Solucion: Ix +7y +6z—9=0y2x—y—7z 4 30 =0.

Demostrar que el triangulo A(3, 5, —4), B(—1, I, 2), C(—5, —35, —2) es isosceles.

Longitud de AB = V(3 + 12 +(5— 1)? + (—4 — 22 = 2\/17.
Longitud de BC = v/(—5 4 1)2 + (—5 — 1)? + (—2 —2)* = 2VIT.

Longitud de AC = v/(—5—3)2 + (—5 — 5 + (—2 + 4)* = 2v/42.

Como AB = BC = 2v/17, el triangulo es isésceles.
Demostrar, por dos métodos diferentes, que los puntos A(5, 1, 5), B4, 3, 2), y C(—3. —2, 1), son los
vértices de un tridngulo rectangulo.
1. Aplicando el teorema de Pitagoras, AB = \(5— 4P + (1 —3)2 +(5—2)* =/ 14.

BC—VET I T0 + 2 FE— 1R = V.

CA = V(3 5P f (—2— 1) +(1 —5)* = V8&9.
(AB)? + (BC)* = (CA), 0 14 4 75 = 89,
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2. Demostrando que AB y BC son perpendiculares.

Cosenos directores de AB, I_—_ —T,i -—é;.. Cosenos directores de BC, —i.—_-, —-S,—_, I ==
V14 V14 V14 5v/3 5v3 5v3
1 i 2 5 3 l 7— 10 +3
cosB= —+—— ——- = s b £ —_— =
V14 5V V14 5v3 0 V14 53 5v/42

De otra forma: La suma de los productos de las componentes de las dos rectas es igual a cero.
)+ 5(—2) + 13) = 0.
PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Representar los puntos (2, 2, 3), (4, —1, 2),(—3, 2, 4),(3, 4, —5), (—4, —3, —2),(0, 4, —4), (4, 0, —2),
(0, 0, —3), (—4, 0, —2), (3, 4, 0).

2. Hallar la\_distarﬂc_ia deLorigen a Ioa;_puntos del Prp_blema 1. -
Sol. V17, V21, v'29, 5v2, v29, 4v2, 2v/5, 3, 2V/5, §.

3. Hallar la distancia entre los parcs de puntos siguientes:

(@ (2,53)y(=3,21). Sol. V/38.
(b) (0,3,0)y(6,0,?2). Sol. 7.
g) (—4,—2.3)y@3.3.5). Sol. V/'78.

4. Hallar el perimetro de los tridngulos siguientes:
a) (4,6,1),(6,4,0),(—2,3,3). Sol. 10 4 /74,
by (—3.L, —2) (5 53—, —1, —1J Sol. 20 + V6.
c) (8,4,1),(6,3,3),(—3,9,5). Sol. 14 4 9v2,

5. Representar los puntos siguientes y hallar la distancia de cada uno de ellos al origen asi como los
cosenos de la direccion que con él definen.

a) (—6, 2, 3). Sol. 7, cosa= —6/7, cosf =2/7, cosy=13/T.
b) (6,—2,9). Sol. 11, cosa = 6/11, cosf = —2/I1, cosy = 9/ll.
¢) (—8,4,8). Sol. 12, cosa = —2/3, cosf =1/3, cosy = 2/3.
d) (3,4,0). Sol. 5, cosa=3/5+cosf =4/5 cosy=0.
e) (4,4,4). Sol. 4v/3, cosa=1/V3, cosf =1/v/3, cosy = 1/V3.
6. Hallar los angulos de direccion de las rectas que unen el origen con los puntos del Problema 5 a),
d) y e).

LS")L ﬂ) a = I48U59‘8” ﬁ —— ?3c23’9f’ y = 6403?,4r-
d) a=>53°78, f=236°52,2", y =90
e) o p‘ =y = 54944,1’.

7. Hallar las longitudes de las medianas de los triangulos cuyos vértices son los que se indican. Dar el
resultado de las medianas correspondientes a los vértices A4, B, C, por este orden.

a) AQ2,—3,1), B(—6, 5, 3), C8, 7, —7). Sol. V91, +/166, V217.
by A(1,5,—4), B3, —9, —2), C(—S5, 3, 6). Sol. 2v/4l, V182, v/206.
¢) A(—7,4,6), B3, 6,—2), C(1, —8, 8). Sol. V115, V181, V214,
8. Hallar los cosenos directores de las rectas que unen el primero con el segundo de los puntos que se

indican.
a} ('_'"4$ l\ 7); (20 _3t 2)- C) (_6, 5‘) _4}| (_5! _2! _-4)' e} (3) _5! 4}! (_6! ]9 2)'
b) (7,1,—4), (5, —2, —3). d) (5,—2,3),(—2,3,7).

6V77 4v77 5V77 7VI0 V10 2V10
Sob. & g ——mg " - L R L T

b Via W14 Vi4 y 2 & 2
) =g o T T 14 . T A Tl
V2 V2
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Hallar las componentes de las rectas que pasan por los puntos que se indican.

a) (4,7 3),(—5, —2,6). Sol. 3,3, —1.

by (—2,3,—4),(1,32). Sol. —3,0, —6.

¢) (11,2,--3), (4, —5,4). Sol. 1,1, —1.

Hallar el menor de los angulos que forman las rectas que pasan por los puntos que se indican,
a) (8,2,0),4,6,—7); (=3 1,2),(—9,—2,4). Sol. 88°10,8',

b) (4,—2,3),(6,1,7); (4, —2,3), (5 4, —2). Sol. 90"

¢) De(6,—2,0)a(54,2v3) yde(5 3, 1)a(,—1,5). Sol. 73°11,6".

Hallar los angulos interiores del triangulo cuyos vértices son (—1, —3, —4), (4, —2, —7) y (2, 3, —8).
Sol. 867277, 44°254', 49,9

Hallar el darea del triangulo del Problema 11. Sol. 16, 17 unidades de superficie.

Hallar los puntes de interseccion de las medianas de los tridngulos siguientes:

a) (—1,—3, —4), (4, —2,—T7), (2, 3, —8). Sol. (5/3, —2/3, —19/3).

b) {Zv ]s 4}- {3. _]9 2}1 (5! U! 6}' Sol. (IO,’G, 0, 4).

¢) (4,3, —2),(7, —1,4), (—2, 1, —4). Sol. (3, 1,—2/3).

Demostrar que el triangulo de vértices (6, 10, 10), (I, 0, —S5), (6, —10, 0) es rectangulo; hallar su area.
Sol. Area = 25v/21 unidades de superficie.

Demostrar que el triangulo de vértices (4, 2, 6), (10, —2, 4), (—2, 0, 2) es isosceles; hallar su area.
Sol. Area = 64/19 unidades de superficie.

Demostrar, por dos métodos distintos, que :os puntos (—I1, 8, 4), (—I, —7, —1), (9, —2,4) son
los vértices de un triangulo rectangulo.

Demostrar que los puntos (2, —1, 0), (0, —1, —1), (1,1, —3), (3, 1,—2) son los vértices de un
rectangulo.

Demostrar que los puntos (4, 2, 4), (10, 2, —2) y (2, 0, —4) son los vértices de un tridngulo equilatero.

Demostrar, por dos métodos diferentes, que los puntos (I, —I, 3), (2, —4,5) y (5, —13, 11) son
colineales.

Hallar Ia ecuaci6n del lugar geométrico de los puntos que equidisten de los puntos fijos (I, —2, 3)
y (—3, 4, 2). Sol. 8x— 12y 42z 415 = 0.

Hallar la ecuacidn del lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (—2, 3, 4) sea el

doble de la correspondiente al (3, —1, —2).
Sol. 3x® 4 3y® 4 322 — 28x + 14y + 24z + 27 = 0; una esfera.

Hallar la ecuacion de la esfera de radio 5 y centro (—2, 3, 5).
Sol. x2 42422 b d4x—6y— 10z + 13 =0.

Las componentes de dos rectas son 2, —1,4 y —3, 2, 2. Demostrar que son perpendiculares.

Hallar el valor de k de forma que la recta que une los puntos P, (k, 1, —1) y Pu(2k, 0, 2) sea perpen-
dicular a la que une P,y Py(2 + 2k, k, 1). Sol. k = 3.

Las componentes de una recta perpendicular a otras dos, de componentes aj, by, ¢; ¥ @3, by, ¢s, vie-

nen dadas por los tres determinantes siguientes:
bie | |epay! |ayby
byey|s |y, | agby |
Hallar las componentes de una recta perpendicular a otras dos de componentes
a) 1,3,—2y-—224 Sol. 16,0, 8, o bien, 2,0, 1.
b) —3,4,1y2,—6,5. Sol. 26, 17, 10.
c) 0,—2,1y4,0,—3. Sol. 3,2, 4.
d) 53 —3y—I1,1,—-2 Sol. —3,13, 8.
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26. Hallar las componentes de una recta perpendicular a las dos rectas determinadas por los pares de

puntos de coordenadas (2, 3, —4), (—3, 3, —2) y (—1, 4, 2), (3, 5, 1). Sol. —2,3,—5.

Hallar los cosenos directores de una recta perpendicular a otras dos cuyas componentes son 3, 4, 1
y6,2,—lI. Sol. 2/7, —3/7. 6/7.

. Hallar x sabiendo que el dngulo que forma la recta L, —de¢ componentes x, 3, 5— y L; —de compo-

nentes 2, —i, 2— es 457, Sol. 4, 52.

Hallar x para que la recta que pasa por los puntos (4, 1, 2) y (5, x, 0) sea paralela a la que une (2, 1, 1)
y (3,3, —1). Sol. x = 3.

Hallar x para que las rectas del Problema 29 sean perpendiculares. Sol. x =-—3/2

. Demostrar que los puntos (3, 3, 3), (1, 2, —1), (4, 1, 1), (6, 2, 5) son los vértices de un paralelogramo.

. Demostrar que los puntos (4,2, —6), (5, —3,1), (12,4, 5), (I11,9,—2) son los vértices de un

rectangulo.

. Demostrar que la recta que pasa por los puntos (5, 1, —2) y (—4, —5, 13) es la mediatriz del seg-

mento determinado por (—S5, 2, 0) y (9, —4, 6).

. Hallar el angulo formado por las rectas que pasan por los puntos (3, 1, —2), (4,0, —4) y (4, —3, 3),

(6, —2, 2). Sol. /3 radianes.

. Hallar el valor de k para que las rectas de componentes 3, —2, k y —2, k, 4 sean perpendiculares.

Sol. k= 3.

. Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan del eje y y del punto (2, 1, —1).

Sol. y*—2y—dx +224+6=0.

. Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan del plano xy y del punto (—I, 2, —3).

Sol. x24 324+ 2¢v—4y + 6z + 14 =0.

. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de cuadrados de sus distancias a los ejes x

e y sea constante. Sol. P —x*=aq.

. Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan del eje z y del plano xy.

Sol. x* + y* — 2% = 0, un cono.

. Hallar la ccuacion de una esfera de centro el punto (3, —I, 2) y que sea tangente al plano yz.

Sol. x* 4+ 42— 6x 4 2y —4z + 5 =0.

. Hallar la ecuacién de una esfera de radio @ y que sea tangente a los tres planos coordenados sabiendo

que su centro se encuentra en el primer octante.
Sol. x* + y* + 22— 2ax — 2ay — 2az + 2a® = 0.
¥ A2

. Hallar la ecuacién de la esfera de centro (2. —2, 3) y que pase por el punto (7, —3, 5).

Sol. xX* 4?4 2—4x L4y —62—13 = 0.

. Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan de (—2,1,—2) y (2, —2, 3).

Sol. 4x —3y 52 —4 = 0.

Hallar la ecuacion del plano perpendicular al segmento determinade por (—2,3,2) y (6, 5, —6)

en su punto medio. Sol. 4x + y—4: —20 =0.
. Dados A(3,2.0)y B(2, |, —5), hallar el lugar geométrico de los puntos P(x, y, =) de manera que PA
sea perpendicular a PB. Sol. ¥ +y4+2—5x—3p452+-8=0

Hallar el lugar geométrico de los puntos (x, y. =) cuya distancia al punto fijo (2, —1, 3) sea igual 2 4.
Sol. x® 4+ p* 22 —4x + 2y —62—2 — 0.
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Hallar el lugar geométrico de los puntos (x, y, z) cuya distancia al punto fijo (1. 3, 2) sea tres veces
su distancia al plano xz. Sol. x*—8?2 - 2—2x—6y—4z + 14 = 0.

Hallar el centro y el radio de la esfera x2 + % + 22— 2x + 6y + 22— 14 = 0.
Sol. Centro (1, —3, —I), radio 5.

Hallar las coordenadas del centro y el radio de la esfera.

5
a) 16x% + 16)® + 162> — 24x + 48y — 5 = 0. Sol. Centro (i— — %, 0); r= §:—2
b) x*+ )y +22—2x—6y+4z-+14=0. Sol. Centro(l, 3, —=2);r = 0.

) 24y 422 4+4x—2p—62=0. Sol. Centro(—2, 1,3), » = V14,

. Hallar la ecuacion de la esfera de centro (4, —3, 2) y que sea tangente al plano x + 2 = 0.

Sol. 4+ +22—8x +6y—4z—7=0.

Hallar el lugar geométrico de los puntos situados

a) 4 unidades delante del plano xz. Sol. y =4.

b) 6 unidades detras del plano yz. Sol. x =—=6.

¢) 3 unidades detras del plano y — 1 = 0. Sol. y+2=0.
d) 3 unidades delante del eje z. Sol. x4 y?=09.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los dos puntos fijos (3, 0,0)
¥y (—3, 0, 0) sea igual a 8, Sol. Tx* + 16)* 4 162* = 112, elipsoide.

Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan del punto (—1, 2, —2) y del cje =.
Sol. z* -+ 4z + 2x —4y + 9 == 0, paraboloide.

Hallar el lugar geométrico de los puntos que distan tres veces mas del punto (3, —2, 1) que del
plano xy. Sol. x* 4 y*—822— 6x + 4y — 2z + 14 = 0, hiperboloide.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia d= distancias a los dos puntos fijos (0, 0, —4)
y (0, 0, 4) sea igual a 6. Sol. 9x% + 9y* — 7z 4 63 = 0, hiperboloide.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia del plano yz sea el doble de la correspon-
diente al punto (4, —2, 1). Sol. 3x% +4y? 4 422 — 32x | 16y — 8z + 84 = 0, elipsoide.

Hallar el lugar geométrico de los puntos que distan tres veces mas del plano z + 18 = 0 que del
punto (0, 0, —2). Sol. 9x* + 9y® + 8z — 288 = 0, elipsoide.

Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan del plaro z = 5 y del punto (0, 0, 3).
Sol. x* + y* + 4z — 16 = 0, paraboloide.




CAPITULO 13

Elwmm

UN PLANO se representa por una ecuacion lineal o de primer grado en las variables x, y, z.
El reciproco también es cierto, es decir, toda ecuacion lineal en x, y, - representa un plano.
La ecuacion general de un plano es, por consiguiente, Ax + By + Cz + D = 0, siem-
pre que A, By C no sean nulos simultineamente.
La ecuacion de la familia de planos que pasan por el punto (x,. v, =) s

Ay — xy) + Bty — ) + Clz— zy) = 0.

RECTA PERPENDICULAR A UN PLANO. Sean a, b, ¢ las componentes de la recta; para
que ésta sea perpendicular al plano de ecuacion Ax + By + Cz + D — 0 se ha de verificar
que dichas componentes sean proporcionales a los coeficientes de v, v, = de la ecuacion del

b

. — a
plano. Siempre que a, b, ¢, A, B, C sean todos distintos de cero y — = =

y B la recta

¢
C‘
v el plano son perpendiculares.

PLANOS PARALELOS Y PERPENDICULARES
Dos planos, A\x + By + Ciz + D, =0y Ayx + B,y + Cyz + Dy, = 0, son paralelos
si los coeficientes de x, y, = en sus ecuaciones son proporcionales, es decir, si se veri-
f1 A; - .B]_ C‘]_
ica A, B G
Dos planos, A,x + By + Ciz + D, =0y A,x + Byy + Cyz + D, = 0, son perpendicu-
lares, cuando se verifica la relacion entre coeficientes 4,4, + BB, + C,C, = 0.
FORMA NORMAL. La forma normal de la ecuacion de un plano es

xcosa—+ ycosfl +zcosy —p =0,

siendo p la distancia del origen al plano, v a. f, ¥, los dngulos de la direccién de la perpen-
dicular al plano por el origen.
La forma normal de la ecuacién del plano Ax + By + Cz + D =0es
Ax +By + Cz + D

e -= =

en donde el signo del radical se considera opuesto al de D para que la distancia p sea siempre
positiva.

ECUACION DEL PLANO EN FUNCION DE LOS SEGMENTOS QUE INTERCEPTA
EN LOS EJES. La ecuacion del plano que corta a los ejes x, y, z en los puntos a, b, ¢, res-

i = L

"'Eill

: . E 5 y
pectivamente, viene dada por 0 = 5
DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO. La distancia del punto (x,, y;, z,) al plano

Ax, +By +Cz, -+ D
Aw+&+%k+0=0ﬁd=} L ——

VA? + B L (C?
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ANGULO DE DOS PLANOS. El dngulo agudo i que forman dos planos, 4,x + B,y + C,z
+ Dy =0y Ayx + Byy + Cyz + D, = 0, viene definido por
| A:4; + BB, + C,C, |
cos 0 = | /'j:;-- =-.—_.__2__., =5 T ___.2;;_- b
| N I+Bl ‘i‘C: \A2+82+C3 |
CASOS PARTICULARES. Los planos Ax 4 By + D = 0,
By +€Cz 4+ D=0,
Ax + Cz 4+ D = 0, representan planos perpendiculares,
respectivamente, a los planos xy, yz y xz.
Los planos Ax + D=0, By + D=0, Cz + D = 0 representan planos, respectiva-
mente, perpendiculares a los ejes x, y y z.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto (4, —2, 1) y es perpendicular a la recta de com-
ponentes 7, 2, —3.

Apliquemos la ecuacién del plano en la forma A(x — xy)+ B(y — yo)+ C(z —z))=0 y la
condicion de que los coeficientes sean proporcionales a las componentes dadas.

Entonces, 7(x —4) + 2(y + 2) — 3z— 1) = 0, o bien, 7x +4 2y — 3z — 21 = 0.
2. Hallar la ecuacién del plano perpendicular, en el punto medio, al segmento definido por los puntos
(—3,2,1)y(9,4,3).

Las componentes del segmento son 12, 2, 2, o bien, 6, 1, I. El punto medio del segmento tiene
de coordenadas (3, 3, 2). Luego la ecuacion del plano es

6(x—3)+(y—3)+(z—2)=0, o bien, 6x +y +2z—23 =0.

3. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (1, —2, 3) y es paralelo al plano
x—3y 4+ 2:=0.

La ecuacion del plano pedido es de la forma x — 3y + 2z = k. Para hallar k, se sustituyen las
coordenadas (1, —2, 3), en esta ecuacién, ya que este punto pertenece al plano en cuestion.

Entonces, | — 3(—2) + 2(3) = k, de donde k = 13. La ecuacion pedida es x — 3y + 2z = 13.

4. Hallar la ecuacion del plano que pasa por el panto (1, 0, —2) y es perpendicular a los planos

2x 4 y—z=2y
x—y—z=23.
La familia de planos que pasan por el punto (1,0, —2) es A(x — 1) + B(y —0) + C(z + 2) = 0.
Para que uno de estos planos sea perpendicular a los dos dados,
24 +B—C=0 vy

A—B—C=0.
Resolviendo el sistema, 4 = —2By C = —3B.
La ecuacién pedida es —2B(x — 1) + B(y — 0) — 3B(z + 2) = 0, o bien, 2x — y + 3z + 4 =0.

5. Hallar la ecuacién del plano que pasa por los puntos (1, I, —1), (—2,—2,2), (I, —1, 2).

Sustituyendo las coordenadas de estos puntos en la ecuacién 4x + By -+ Cz + D = 0 se obtiene
el sistema
A+ B— C+ D=0
—2A—2B +2C + D =0,
A— B+ 2C+ D=0
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Despejando A, B, Cy D resultan, D =0, A =— (C/2, B—=3C/2, C = (.
Sustituyendo estos valores y dividiendo por C resulta la ecuacién

X —3p— =0

Otro método. La ecuacion del plano que pasa por los puntos (.x,, e 20 (¥au Yoy Z) Y (Xg g0 75)
es el desarrollo del determinante igualado a cero siguiente:

X ¥ s 1

Xy M & |

W e Ta | - 0.
Na ¥ < ! |

6. Estudiar la ecuaciéon 2x + 3y + 6z = 12,

Como la ecuacion es lineal o de primer grado, repre-
senta un plano.
Las componentes de la normal son 2, 3, 6. Los cose-

3

; 2 ;
nos directores de esta normal son cosa = —-, cos f = =

7

cosy = =

Los puntos de interseccidn con los ejes tienen de coor-
denadas (6, 0, 0), (0, 4, 0) vy (0, 0, 2).

Las rectas de interseccion de un plano con los planos coordenados se llaman trazas del plano.
Para hallar las ecuaciones de las trazas: en el plano xy, z = 0; luego la ecuacién de la traza es
2y + 3y = 12. Anélogamente, para hallar la traza con el plano xz se hace y = Oy resulta 2x + 6z =12
o bien, x + 3z = 6, y la ecuacion de la traza con el plano yz es 3y + 6z = 12, o bien, y + 2z = 4,
En la figura se representan los puntos de interseccidon con los ejes y las trazas del plano.

Para hallar la longitud de la normal, es decir, la distancia del origen al plano:

. 2(0} ¥ 3(0) + 6(0) — 12 12

[ o [ e DRI

Ax, + By; + Cz, + D _ 12
VA + B+ CF 7 | 77

7. Hallar la distancia del punto (—2, 2, 3) al plano de ecuacién 8x — 4y —z —8 = 0.

Sxsdpz—if 8\'——4'—-2-~8
La ecuacion en forma normal es - S . — 1‘9——— = Q.

V64 +16 + 1

Sustituyendo las coordenadas del punto, d := =2 _—4@9)_ ) —8 = — 395

El signo negativo indica que el punto y el origen estan al mismo lado del plano.

8. Hallar el menor angulo formado por los planos (1) 3x +2y—5:—4 =0
y (2) 2x—3p +52—8 =0.

Los cosenos directores de las normales a los dos planos son:

3 . 2 5
COS a4y = ———, €08 fl) == —— €083y = —
1/38 V38 V38
2 — 5
COS ity = ——=, COSfl, = ——=, COs =
V38 \v38 438

Sca () el Angulo formado por las dos normales.
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2 3
2 2 3 = —2—;, de donde § = 48°51,6'.

5 0 = ;;‘ ol it 2 o e L A e TP i M S
Entonces, cos Vi V38 V38 /38 V38 V38 3

9. Hallar el punto de interseccion de los planos: x4 2y — z =06,
2x — y + 3z = —13,
Ix —2y + 3z =—1l6.

]

Tenemos tres ecuaciones lineales. La solucion de este sistema nos da las coordenadas del punto
de interseccion de los tres planos.
Dicho punto es (—I1, 2, —3).

10. Hallar la ecuacién del plano que pasa por la recta de interseccion de los planos 3x +y—5z +7 =0
y x—2y +4z—3 = 0y por el punto (—3, 2, —4).
La ecuacion del haz de planos que pasa por la recta de interseccion de otros dos dados es de la
forma, 3x +y— 5247 + kix—2y +4z-—3)=0.

Para hallar el plano del haz que pasa por el punto (—3, 2, —4), se sustituyen los valores —3, 2,
—4 en lugar de x, y, z, respectivamente, con lo que

—9 +2+20+ 7+ k(—3—4—16—3) =0, dedonde k = 10/13.
Sustituyendo y simplificando se obtiene 49x — 7y — 25z + 61 = 0.

11. Hallar las ecuaciones de los planos bisectores del diedro formado por los planos

6bx —6y + 72+ 21 =0 y
2x + 3y —6z—12=0.

Sea (xy, 1, z;) un punto genérico cualquiera del plano bisector. Las distancias de (xy, yy. 21)

. a los dos planos deben ser iguales. Luego,
6x, —6yy + 77, +21 ¢ 2x; + 3y, — 6z, — 12
—I1 S 7 -

Quitando denominadores y simplificando se obtiene: 64x — 9y — 17z 4 15 =0
y 20x — 75y + 115z + 279 = 0.

12. Hallar la ecuacion del plano que pasa por los puntos (1, —2, 2), (—3, 1, —2) y es perpendicular al
plano de ecuacion 2x +y—z + 6 = 0.

Sea Ax 4 By + Cz + D = 0 la ecuacion del plano buscado.
Como los dos puntos dados pertenecen a €l, sustituyendo valores,

A—2B+2C+D=0 y
—34+ B—2C+ D =0.

Por otra parte, el plano pedido debe ser perpendicular al plano 2x - y —z + 6 = 0; por tanto,
24 + B—C = 0.

Despejando A4, B, D en funcion de C, 4 = — —l%. B = —65£ D = %:"-

Sustituyendo estos valores y dividiendo por C se obtiene la ecuacion pedida,
x— 12y —10z—5=0.
13. Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan del plano 2x —2y +:—6 =0 y del
spunto (2, —1, 3). :
Sea (x, y, z) un punto genérico del lugar. Entonces,

VAP O I+ G —3p = — _3_, :

Elevando al cuadrado y simplificando, 5x® + 5)? + 822 - 8xy — 4vz 44y — | 2v — 6y — 42¢
+ 90 = 0.

g‘—' 2 _..' | B
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14. Hallar las ecuaciones de los planos paralelos al de ecuacion 2x — 3y — 62— 14 =0 y que dis-

ten 5 unidades del origen.
L.a ecuacidn de la familia de planos paralelos al dado es de la forma 2x — 3y — 6z — k = 0.
La distancia de un punto cualquiera (x,, y,, z;) al plano 2x — 3y -— 6z — k = O es
d— 2x, — 3)’1?_6:, —k .

Como d = +5 desde (0, 0. 0), se tiene, +5 = 40— 3(0),;_ 6(0) —k ,de donde k = +35.
Luego la ecuacion pedida es 2x — 3y — 6z + 35 = 0.
En la figura se representan el plano 1, que es el dado, y los planos II y III, que son los que s¢

piden.

(0.0,10) f=

o b -
(12,000 X

Problema 15

Problema 14
15. Hallar la ecuacién del plano 5x — 3y + 6z = 60 en funcién de los segmentos que intercepta sobre

los ejes de coordenadas.
x z

S s Y -
Dividiendo por 60 resulta la ecuacion, % %0 - T 1.

Los puntos de interseccién con los ejes son 12, —20, 10.

Tx +4y—4z 4+ 30 =0,
36x — Sly + 12z - 17 =0,
14x + By —8z— 12 =0,y
12x — 17y +4z—3 =0

16. Demostrar que los planos

son las cuatro caras de un paralelepipedo rectangulo.
7 4 —4
Los planos primero y tercero son paralelos, ya que 7 Sl i
Los pl d son también paralel .
os planos segundo y cuarto son también paralelos, pues s e s

Ademas, los planos primero y segundo son perpendiculares, porque
7(36) + 4(—51) —4(12) = 252 — 204 — 48 = 0.

17. Hallar el lugar geométrico representado por la ecuacién x* -+ y? — 2xy — 42* = 0.
=(x—y—2z)(x—y + 2z) = 0.

Escribamos esta ecuacion en la forma x* — 2xy + 2 — 42°

El lugar esta constituido por los dos planos, que pasan por el origen,
X—y—2z=0 y '
x—y+2z=0.

¥
M o Gons s - ST
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Hallar la ecuacion del plano:

a) Paralelo al plano xy y situado 3 unidades por debajo de él. Sol. z= -3

b) Paralelo al plano yz y que corta al eje x en el punto de abscisa4. Sol. x = 4.

c) Perpendicular al eje z en el punto (0, 0, 6). Sol. z =26,

d) Paralelo al plano xz y a 6 unidades detras de él. Sol. y=—6,0bien,y +6 =0.

2. Hallar la ecuacién del plano horizontal que pasa por el punto (3, —2, —4).
Sol. z=—4,0bien,z 4+4=0.

3. Hallar la ecuacion del plano paralelo al eje z y que corta a los ejes x e y en los puntos 2 y —3, res-
pectivamente. Sol. 3x—2y—6=0

4. Hallar la ecuacion del plano paralelo al eje z y cuya lraza con el plano xyes larecta x + y—2 = 0.
Sol. x+y—2=0.

5. Hallar las ecuaciones del plano:

a) Que pasd por el punto (3, —2, 4) y es perpendicular a la recta de componentes 2, 2, —3.
Sol. 2x 42y —3z+410=0.

b) Que pasa por el punto (—I, 2, —3) y es perpendicular al segmento determinado por (—3, 2, 4)
y (5,4, 1). Sol. 8x +2y—3z—5=0.

c) Que pasa por el punto (2, —3, 4) y es perpendicular a la recta que une dicho punto con (4, 4, —1).
Sol. 2x +7y—5z+4+37=0.

d) Perpendicular, en el punto medio, al segmento que une los puntos (—2, 2, —3) y (6, 4, 5).
Sol. 4x +y +4z—15=0.

6. Hallar la ecuacién del plano:

a) Que pasa por el punto (—1, 2, 4) y es paralelo al plano 2x — 3y — 5z + 6 = 0.
Sol. 2x—3y— 5z -+ 28 = 0.

b) Que pasa por el punto (2, —3, 6) y es paralelo al plano 2x — 5y + 7 = 0.
Sol. 2x—5y—19 = 0.

¢) Que pasa por el origen y es paralelo al plano 3x + 7y — 6z + 3 = 0.
Sol. 3x + Ty—6z=0.

d) Paralelo al plano 6x + 3y — 2z — 14 = 0 y equidistante de él y del origen.
Sol. 6x+3y—2z47=0.

e) Paralelo al plano 3x — 6y — 2z — 4 = 0 y a 3 unidades el origen.
Sol. 3x—6y—2z+ 21 =0.

7. Hallar la ecuacion del plano:

a) Paralelo al plano 6x — 6y + 7z — 44 = 0 y a 2 unidades del origen.
Sol. 6x —6y 4 7z 4 66 = 0.

b) Paralelo al plano 4x — 4y + 7z — 3 = 0 y distante 4 unidades del punto (4, 1, —2).
Sol. 4x —4y + 7z +38 =0,4x —4y + Tz— 34 = 0.

¢) Paralelo al plano 2x — 3y — 5z + | = 0 y distante 3 unidades del punto (—1, 3, 1).
Sol. 2x—3y—5z+ 16 + 3v/38 = 0.

8. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (3, —2, 4) y es perpendicular a los planos
Tx—3y+z—5=0ydx—y—2z+9=0. Sol. 4x + 11y + 52— 10 = 0.

9. Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto (4, —3, 2) y es perpendicular a la recta de inter-
seccion de los planos x —y + 2z —3 =0y 2x —y —3z=0.
Sol. 5x+Ty+z—1=0.

10. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (1,—4,2) y es perpendicular a los planos
2x+5y—z—12=0y4x—Ty + 3z +8=0.
Sol. 4x —5y— 17z + 10 = 0.

11. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (7,0, 3) y es perpendicular a los planos
2x —4y +3z2=0y Tx +2y +z—14 == 0, Sol. 10x — 19y — 32z 4+ 26 = 0.
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Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto (4,1,0) y es perpendicular a los planos
2x—y—4z—6=0y x+ypy+2:—3=0. Sol. 2x—8y +3z=0,
Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto (I, I, 2) y es perpendicular a los planos
2x—2y—4z—6=0y3x+y+6:—4=0. Sol. x+3y—z—2=0.
Hallar la ecuacion del plano perpendicular a los planos 3x —y +z==0y x + 5y 4 3z = 0 y que
diste v/6 unidades del origen. Sol. x+y—2246=0.
Hallar la ecuacion del plano perpendicular a los planos x —4y +z=0y 3x 44y +2z—2 =10
y que diste una unidad del origen. Sol. 4x —y—8249=0.
Hallar la ecuacién del plano que pasa por los puntos (2, 2, 2) y (0, —2, 0) y es perpendicular al plano
x—2 +3z—7=0. Sol. 4x—y—2z—2=0.
Hallar la ecuacién del plano que pasa por los puntos (2, 1, 1) y (3, 2, 2) y es perpendicular al plano
x+2y—52—3=0, Sol. Tx—6y—z—T7=0.
Hallar la ecuacién del plano que pasa por los puntos (2, —I1,6) y (I, —2, 4) y es perpendicular al
plano x — 2y —2z +9 = 0. Sol. 2x +4y—3z + 18 =0.
Hallar la ecuacién del plano que pasa por los puntos (1, 2, —2) y (2, 0, —2) y es perpendicular al
plano 3x +y + 2z = 0. Sol. 4x +2y-—7z—22=0.
Hallar la ecuacién del plano que pasa por los puntos (1, 3, —2) y (3, 4, 3) y es perpendicular al plano
7x—3y +5:—4=0. Sol. 20x + 25y —13z—121 =0.
Hallar la ecuacién del plano que pasa por los puntos
a) (3,4, 1), (—I1,—2,5),(1,7,1). Sol. 3x +2y +6:—23=0.
by (3,1,4),(2 1,6), (3,2 4). Sol. 2x +z—10=0.
f) (2‘) l! 3)! (_19 '_2! 4)! (4! 2! ‘) SU!- S.\' — 4y + 3: — IS = 0
d) (3,2, 1),(1,3,2),(1,—2,3). Sol. 3x +y + 52—16 =0.
& (4,2, 1),6=1,~—2 25(0,4, =5). Sol. 1lx— 17y —13z +3=0.
Representar los planos siguientes, hallando los puntos de interseccion con los ejes y las trazas con

los planos coordenados.

a 2x +4y +3z—12=0. c) x+y==6. e) 2x—z=0.

b) 3x—5py 4 2z—30=0. dy 2y—3z=06. f) x—6=0.

Hallar la ecuacidn de los planos definidos por: -

a) a=120°, f =45", y =120° p = 5. Sol. x—V2y +5+IO=0.
b) a=90°, B=135° =45 p=4. Sol. y—z+4v2=0.

¢) el pie de la normal al plano por el origen es el punto (2, 3, 1).
Sol. 2x +3y+z—14=0.
d) o= 120% f = 607, » = 135°, p=2: Sol x—y+V2z4+4=0.

0 p=2 = -c—ojﬁ— = =L Sol. x—dy—8z+ 18 =0,

. Reducir las ecuaciones siguientes a su forma normal y, a continuacién, determinar los cosenos di-

rectores y la longitud de la normal.

a) 2x—2y 4+ :—12=0. Sol. cosa ==2/3,cosff=—2{3, cosy=13,p=4 .
b) 9x +6y—2:+7=0. Sol. cosa=—9/11,cosff = —6/11, cosy = 2/11, p = 7[l1.
¢) x—4y 4+ 82—27=0. Sol. cosa = 1/9, cos f# = —4/9, cosy = 8/9,. p = 3.

Hallar la distancia del punto al plano indicados.

a) Punto(—2,2,3), plano 2x +y — 2: —12=10. Sol. —20/3. Interprétese el signo.
b) Punto (7, 3,4), plano éx — 3y + 2z — 13 =0. Sol. 4.

¢) Punto(0,2,3), plano 6x— 7y — 6z +22 =0. Sol. 10;11.

d) Punto (l,—2, 3), plano 2x — 3y + 2z — 14 = 0. Sol. 0.

Hallar el angule agudo que forman los planos
a) 2x—y+z=7 x+yp+22—11=0. Sol. 60",
b)) x+2y—z=12,x—2y—2:—T7=0, Sol. 82°10,7".
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c) 2x-—35y 4 14z = 60, 2x +3y—2:— 18 = 0. Sol. 49°52.6'.
d) 2x 4 y—2z= 4x— 3y — 100 —= 0. Seol. 70°31,7.
27. Hallar el punto de interseccion de los planos 2x — p— 2z — 5,4y Ly + 3z =1, 8x —y £z =5,

Sol. (3,2, 4, —3).
28. Hallar el punto de interseccion de los planos

a 2x+y—z—1=0,3x—y—zc+2 —(}4\—2;1—-‘~—3—0 Sol. (1,2, 3).
by 2x + 3y +3=0,3x +2y—52+2=0, 3y—4z + 8§ = Sol. (3/2,—2, 1/2).
¢) x + 2y 44z =2, 2x 1—3) —2z 4 3 =0, \—-y4~4'+8 ; Sol. (—4, 2, 1/2).

29. Hallar la ecuacidn del plano que pasa por la recta de interseccion de los planos 2x — Ty + 4z — 3 =

0!
Ix— S5y +4z+ 11 =0, yel punto (—2, 1, 3). Sol. 15x — 47y + 282 —7 =0

30. Hallar la ecuacion del plano que pasa por la recta de interseccion de los planos 3x — 4y + 22 — 6 =10
2x +4y—2: 4+ 7=0, ypor ¢l punto (1, 2. 3). Sol. 43x-—24y + 12z —31 =

*

31. Hallar la ecuacién del plano que pasa por la recta de interseccion de los planos 2x — p + 22 — 6 = 0,
Ix—6y +2:— 12 =0, y que corta al eje v en el punto (6,0, 0).
Sol. x —5y—6=0.

32. Hallar las ecuaciones de los planos bisectores del diedro formado por los planos 2y — y — 22— 6 =10

y3Ix +2y—6z = 12 Sol. S5x— 13y +4:—6=0, 2Ix— )y —32:—78 = 0.
33. Hallar las ecuaciones de los planos bisectores del diedro formado por los planos 6x —9y 42z + 18 =0
y x — 8y + 4z = 20. Sol. 65x— 169y + 62z — 58 =0, 43x + Ty — 26z + 382 = 0.
34. Hallar las ecuaciones de los planos bisectores del diedro formado por los planos 3x + 4y —6 =0
y 6x — 6y -+ 7z -+ 16 = 0. Sol. 9x 4 2y + 52 4+ 2 =0, 3x 4+ 74y — 35z — 146 = 0.
35. Hallar la ecuacién de los planos siguientes en funcion de los segmentos de interseccion con los ejes.
a) 2x—3y +4z=12. b) 3Ix 2y — 5z = 15 c) x4+ 3y +4z = 12,
X y 2 X % 3 54 ¥ -
! o ety e 5 B e s =w| I T Rl =
Sl @) F=F ¥yl B gy =g 4 g tegTgsh
36. Hallar las ecuaciones de los planos que cortan a los ejes en los puntos;
3 2
a) (—2.0,0),(0,3,0),(0.0,5) Sol. =5+ +5 =1
by (3,0,0), (0, —2, 0}, Sol. % — ';— = 1. (Paralela al eje =.)
¢) (4,0,0), Sol. x = 4. (Paralelo al plano yz.)
37. Demostrar que los planos siguientes son las caras de un paralelepipedo: 3x — y 44z —7 = 0.
X+2y—z+5=0,6x—2y+8:+4+10=0, 3x +6y—3z—7=0.
38. Hallar el lugar geométrico de los puntos que disten del plano 3x — 2y — 6z = 12 el doble que del

plano x — 2y + 2z +4 = 0.
Sol. 23x—34y + 10z +20 =10, 5x— 22y + 46z + 92 = 0.

39, Hallar la distancia entre los planos paralelos 2x — 3y —6:— 14 =0y 2x—3y —6z -7 =0,

Hacer la figura. Sol. 3.
40. Hallar la distancia entre los planos 3x + 6y + 2z = 22 y 3x + 6y + 2z = 27. Hacer la figura.
Sel. 5/7.
41, Hallar la figura representada por x? + 4y* — 22 + 4xy = 0. :
" Sol. Dos planos que se cortan: x + 2y + z =0, x + 2y —z = 0.

42. Hallar la figura representada por x? +- yz 4 22 4 2xy — 2xz — 2yz —4 =0,
Sol. Dos planos paralelos: x +y—:+4+2=0, x + y—z—2=0.

43. Hallar el Iugar geométrico de los puntos que equidistan del plano 6x — 2y + 3z 44 =0 y del
punto (—1, 1, 2).
Sol. 13x% 4 -415'.2 + 40z% - 24xy — 36xz + 12yz + 50x — 82y — 220z + 278 = 0.

L_ '..."i




CAPITULO 14

La recta en el espacio

RECTA EN EL ESPACIO. Una recta en cl espacio viene definida por la interseccion de dos
planos,
& + D1 = 0

Ayx + &
i‘ Cz.: _i_ Dz == 0

Bl_v '+_
:4 2,"‘ 82_1' |
excepto cuando estos sean paralelos.

FORMA PARAMETRICA. Sean «a, f3, y, los dngulos de la direccion de
la recta L 'y Py(x,, »,, z,) un punto genérico de ella. La recta L es el
lugar geométrico de los puntos P(x, y, =) tales que x — x; = 7 cos a,
y—y,=tcosfB,z—z; =1rcosy, 0bien, x = x;, +1cosa, y =),
+ rcos B, z = z; + tcos y, en las que el pardmetro ¢ representa la
longitud variable P, P.

Llamando a, b, ¢, a las componentes de L, estas ecuaciones se
pueden escribir en la forma

Pix,v.z)

RX,.¥.,2)

x=x+ta,y=y, +bt,z =1z, + et

FORMA CONTINUA. Las ecuaciones de la recta que pasa por un punto Py(x,, y;, z;) y cuyos
angulos de direccion son a, i, y, vienen dadas por

X — X ¥—n I—x

cosa  cosff  cosy

Llamando a, b, ¢, a las componentes de la recta, la ecuacion en forma continua es

X — X y—n I—z

a b ' c
Si L es perpendicular a uno de los ejes de coordenadas, la ecuacion toma una de las for-
mas siguientes:

y— z—z . :
X = Xy, — —b-}— = = Y (perpendicular al eje x).
xX—Xx z—1z . .
y = ,I';,L-E- S 7 ' (perpendicular al eje ).
Z =y .r;._\_‘_!_ 4 }—:ﬁ (perpendicular al eje z).
Si L es perpendicular a dos ejes, la recta queda determinada por las dos ecuaciones si-
guientes:
X = x,, ¥ = », (perpendicular a los ejes x € y).
x = x;, z = 7, (perpendicular a los ejes x y z).
y = ¥y, 2 = = (perpendicular a los ejes y y 2).

RECTA QUE PASA POR DOS PUNTOS. Las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos
Py(x1, Y1 21) ¥ Pa(Xs, y2. 25) sSON

X—x ¥—n

Xa— X Ya—W Zg— &1
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PLANOS PROYECTANTES. Cada una de las ecuaciones

X—Xx VY —h XX Z2— 2 e I—&

a b ' a e ¥

c

son la de un plano que contiene a la recta. Coma cada uno de estos planos es perpendicular
a uno de los planos coordenados, reciben el nombre de planos proyectantes de la recta;
sus trazas con aquellos son las proyecciones de la recta sobre dichos planos de coordenadas.

PARALELISMO Y PERPENDICULARIDAD ENTRE RECTAS Y PLANOS. Una recta
de componentes a, b, ¢, y un plano Ax + By + Cz + D = 0 son
(1) paralelos si se verifica la relacion Aa + Bb + Cc = 0, y reciprocamente,

. . . : A B C ,
(2) perpendiculares si se verifican las relaciones W = 3 = oY reciprocamente.

PLANOS QUE PASAN POR UNA RECTA. Dadas las ecuaciones
A]x + Bly _+_ Cl.z ‘i_ Dl = 0
la ecuacién Aw -t Byt '€ ot By=10,
Ax + By + Ciz + Dy + K(Ax + Byy + Cyz + Dy) =0,

siendo K un parametro, representa el haz de planos que pasan por la recta de interseccion
de los dos dados, es decir la de todos los planos que pasan por dicha recta.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Dadas las ecuaciones 2x — y + z = 6, x + 4y — 2z = §, hallar,
a) el punto de la recta para z = 1,

b) los puntos de interseccidn de la recta con los planos coordenados,
¢) las componentes de la recta,

d) los cosenos directores de la recta,

a) Sustituyendo z = 1 en las dos ecuaciones resultan, 2x — y = 5, x + 4y = 10.

Resolviendo el sistema, x = I—:? y= i— Luego el punto pedido tiene de coordenadas
05
3 E ] 3 k]

. 32 10
b) Como z = 0 en el plano xy, procediendo como en a) se obtiene el punto (-—9—, 5 0).
Analogamente, Io; otros puntos de interseccion son (4, 0, —2) y (0, 10, 16).

¢) Los puntos (—];1 —g l) y (4, 0, -—2) pertenecen a la recta.
: 10 5 2 5 ’
En consecuencia, sus componentes son 4 — - 3 0— R —2—1, o sea, ERIE —3, o bien,
23 _5, “_9-
o —9
d) Loscosenos directores son cos a = _—2 — = 2_ ,CO8ff = — 3 3 oS —e
V4 + 25 + 81 V110 V110 V110

Otro método. También se pueden obtener las componentes de la recta observando que ella es
perpendicular a las normales a los dos planos que la definen. Teniendo en cuenta la notacion de
determinante, a partir de la disposicion matricial

1 4 —2 1 4
2 —1 1 2 —1 formada con los coeficientes de x, y, z,
4 2 \ —2 1 1 |
se deduce —4—2=2, =—4—1=—5 ‘:-9, o bien, 2, —5, —9.
[ —1 1 1 2 2 =1

o __L
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2. Hallar el angulo agudo formado por lasrectas (1) 2x—y +32—4 =0, 3x+2y—z4+7=0
y ) x4+y—2243=0, dx—y+3z4+7=0.

Los cosenos directores de la primera recta son, —S5, 11, 7, y los correspondientes de la segunda,
—1, 11, 5, obtenidos como ya sc explicd en el Problema 1d).
Llamando # al angulo formado por las dos rectas, se tiene

— —1
cos 0 = ———_i— s ~—~|~1; : —L.l;: ?_ ' 5_ == 23__, de donde A = 18°1,4",
V195 V147 V195 V147 V195 V147 3v/65
3. Demostrarque lasrectas(l)x —y 4+ z—5=0,x—3y +6 =0 60,11 2
y(2) 2y 4+2z—5=0,4x—2y +52—4 =0 S S
son paralelas. N
Las componentes de la primera recta son: P
A
: m o sea, 3,1,-2.
Las componentes de la segunda recta son: 72
e
0 _ \
12' [ * ] L ] 1l -—2' i v
4 W O sea, 4, -8, o bien 3 (il“g 0)
Como las componentes de ambas rectas son iguales, éstas g
son paralelas.
= . 4 — 1 —3
4. Demostrar que las rectas of 2] e —§ 2y —1 y It Xt B son per-
2 3 —1 5 —3 1
pendiculares.
L s directores de la primera recta son cos a £ cos f3 2 cos y =
05 coseno s i =, = =—
3 V1 V4 ar
L d t del d ta son co cos f} - cos
0s ctores de la segunda recta s sa=—_, = e, ==
cosenos directore g T V3 V3
cos 0 = 2 : 2 = . b Mo = 0, luego 0 = 90°.

o — et e —— —— = —— —
Viid V35 V94 V35 Vida V35 V14 V35

También, tomando como componentes de las rectas (2, 3, —! y 5, —3, 1) se tiene, 2(5) + 3(—3)
4 (—1) (1) = 0, de donde se deduce que son perpendiculares.

5. Representarlarectadx -—2y + 3z —4 =0, x—2y —z +4=0.
Se hallan dos de los puntos de interseccion con los planos
coordenados y, a continuacién, se unen entre si.
Para hallar la interseccion con el plano xy se hace z = 0.
Es decir,
Ix -2y =4
Xowm 2y = —4,

De aqui se deducen los valores x = 4, y = 4. Luego el punto
de interseccion con el plano xy es (4, 4, 0).

Analogamente, el punto de interseccion con el plano yz
es(0, 1, 2).

6. Hallar el punto de interseccién de la recta x +2y —z—6 =0, 2x —y + 3z + 13 =10 con el

Como el punto buscado debe satisfacer a las tres ecuaciones habra que resolver el sistema co-
rrespondiente. Eliminando z se obtienen las dos ecuaciones, 3x + 2y — 1 = 0, x—y+3=0




126 LA RECTA EN EL ESPACIO
De estas dos resulta, x = —1, y = 2. Sustituyendo estos valores en x +2y —z7—6 =0 se
deduce z = —3. Luego el punto de interseccion tiene de coordenadas (—1, 2, —3).

7. Demostrar que las rectas de ecuaciones
x—y—z—71=0,3x—4y—11=0yx+2y—z—1=0x+py+1=0
se cortan.
Sean (x,, ¥y, z,) las coordenadas del punto de interseccidn de las dos rectas. Estas deben satis-
facer la ecuacidn de cada uno de los planos. Por consiguiente,
(1) p—y—z=17
(2) 3x;— 4y, =11
3 x+2y—=z =1
@ x4 pn=—L
Restando (3) de (1) se obtiene y, = —2. Sustituyendo este valor de y, en (4) resulta x, = 1.

Sustituyendo estos dos valores en (1), z; = —4.
El punto de interseccion tiene de coordenadas (1, —2, —4).

8. Hallar el angulo formado por la recta x +2y—z +3 =0, 2x —y + 32+ 5=0, y el plano
Ix—4y +2z—5=0.

Para obtener las componentes de la recta:

\

; m o sea, 6~1, -2-3, -1 -4, o bien, 5, =5, -5, oloqueesigual 1, -1, -1.

El angulo formado por la recta y el plano es el complementario del angulo 0 que la recta forma
con la normal al plano. Las componentes de la normal son 3, —4, 2.

AD=H-DE =D o D D e, Pe S50
V3 V29 V87

El 4ngulo formado por la recta y el plano es 32°25',

cos O =

9. Hallar la ecuacion, en forma continua, de la recta interseccién de los planos

2x—3p +3z—4=0
x+y— z+3=0.

Eliminando : e y entre las ecuaciones dadas se obtiene,
S5x+3yp+4+5=0 y Tx+3z+1=0.

Igualando los valores de x de ambas ecuaciones resulta,

5 1 5 1
i s _IL_ = ' _}_ . = =1
3y+5 1z+loseax_y+3_ 3 o Bien .\'_" . 3 +3
—5 -7 1 5 7 " S I T —
3 3
Estas ecuaciones son las correspondientes a una recta que pasa por el punto (0, — 3 ——3i )

y que tiene de componentes 3, —5, —7.

10. Escribir, en forma paramétrica, las ecuaciones de la recta de interseccion de los planos
Ix+4+3y—4z:+4+7=0 v x+6y+22—6=0.
Eliminando y y z entre las ecuaciones dadas se obtiene,
Xx—2244=0 y x +3r—1=

y X — 1/3 z—2
Igualando los valores de x de ambas ecuaciones resulta, F = -—J-)—--—Z' — 3

Si igualamos ahora cada uno de los miembros a un parametro f#, se obtienen las ecuaciones
paramétricas de la recta dada: x =61, y =4 — 21, z =2 + 31

s

o -
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Hallar las ecuaciones de los planos proyectantes de la recta de interseccion de los planos de ecuaciones
2x +3y—5z 4+ 6=0
Ix—2y+ z—8 =0

Para hallar los planos proyectantes basta climinar, sucesivamente, z, y y x entre las dos ecua-

ciones: se obtienen los planos 17x — 7y —34 =0, 13x — 72 — 12 =0y 13y — 17z + 34 = 0, que
son los proyeciantes de la recta sobre los planos ry, xz e yz.

Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (1, —2, 2) y cuyos angulos de direccién
son 60°, 1207, 45°.
Teniendo en cuenta % = 221 _ 25 reqylia
cos a cos f cos ¥
x— 1 y+2 z—2 x—1 y+2 z—2
S - A = = -,o088, ——— = S =
cos 60° cos 120° cos 457 —1 —1 W2
piop X8 RHE D
o bien, [ =7 =5
Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos (—2, I, 3) y (4, 2, —2).
: X —Xx; Y—Mn z— 2z, ! x + 2 y—1 z—3
o — = e————— T ————ed b - ]
Teniendo en cuenta o o, - se obtiene ) - . S T
g X+2  p—1  #-—-3
0 sea, — = T =
Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por ¢l punto (I, —3,4) y es perpendicular al plano
X==3p 4 2z = 4.
Las componentes de la recta son 1, —3, 2.
. X — i3 - ;
Las ecuaciones pedidas son -‘-‘—I L o y—_—f_-a Tt ?f obien,3x +y=10,2y +3z-6=0.
. Hallar la ecuacion del plano formado por las rectas
x—1 y+1 22 ¥g~=1 _  ptl o1
& 2 T~ 3 Y s T a T a
Obsérvese que las rectas se cortan en el punto (1, —1, 2).
Apliquemos la ecuacion Ax + By + Cz + D = 0. Como las dos rectas pertenecen al plano,
serdan perpendiculares a la normal a éste. Por tanto,
44 4+ 2B+ 3C =0
SA +4B + 3C = 0.
Por otra parte, el punto (1, —I1, 2) también pertenece al plano. Luego,
A—B+2CH D =0.
Como tenemos cuatro incdgnitas y solamente tres ecuaciones, despejemos tres de aquéllas en
funcion de la cuarta (sistema indeterminado con infinitas soluciones).
Despejando A, C, D en funcion de B resulta: A = —2B, C = 2B, D = —B. Sustituyendo estos
valores en la ecuacién general y dividiendo por B se obticne, 2x —y — 2z + 1 = 0.
PROBLEMAS PROPUESTOS
Hallar las coordenadas del punto de la recta
a) x—y+z—5=0,x+2p—2:—5=0, paraz=I. Sol. (3,2, 1).
b) 4x—3y +2:—T7=0,x + 4y —z—5=0,paray=2. Sol. (7/6, 2, 25/6).
c) x%'_g_ — _y_+24_ = 2'_—2_1_ , para x = 3. Sol. (3, --—14!3, 5!3)
d) 2x=3y— 1,3z =4—2y, para x = 4. Sol. (4, 3, —2/3).
e) x=4—31,y=—1+4r2z=2r—13,parat=3. Sol. (—5,11,3).
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2. Hallar los puntos de interseccion con los planos coordenados de las rectas siguientes. Dibujar estas
rectas uniendo dos de los puntos de interseccion.

@) x—2 +z=0,3x-+y+2 =7 Sol. (2, 1,0), (7,0, —7), (0, 7/5, 145).

I ] = e 6 2 17 17 2
b) 2x—y+3z+4+1=0, 5x+4y—2—6=0. Sol. (13’13_’0)’(1’0’__”’(0’ﬁ‘ ﬁ)

x— 1 y+3 z—6

¢) 5 = i e —" Sol. (13,3,0), (7,0, 3), (0, —7/2, 13/2).
d) 2x+3y—2=0,y—3z+4=0. Sol. (7,—4,0), (1,0, 4/3), (0, 2/3, 14/9).
e) x+2y—6=0, z=4 Sol. (6,0, 4), (0, 3, 4).
3. Hallar las componentes y los cosenos directores de las rectas:
2 —1 5
a 3x+y—z—8=0,4x—Ty—3z4+1=0. Sol 2,—1,5;, —F—, ——, —— .
V30 V30 /30
6 4 —1
by 2x—3y+9=0,2x—y + 8+ 11 =0 Sol. 6,4, —1; ——, ——, ——
V53 V53 /33
¢) 3x—4y+2:—7=0, 2x +y +3z2—11=0. Sol 14,5 —I1; I‘i_ ; S_ s _l_l_
3v/38  3v38 3v3 -
dy x—y+2z2—1=0,2x—3y—5:—7=0. Sol. 11,9, —I; ”__ 9_ __!_
V2037 V203’ 4203
1 2
e) Ix—2y+z+4+4=0,2x+2y—2z—3=0. Sol 0,1,2; 0, — ——.
V5" /5
4. Hallar el angulo agudo formado porlasrectas x —2y +z—2=0, 2y —z—1 =10 i
yx—2y+4+z—2=0, x—2y+22—4=0. .
Sol. 78°218.
§. Hallar el angulo agudo formado por las rectas % ;- ! =& +32 = ; 4 y £ -; 2 s & "6_3 1
4
- Z_*g . Sol. 79°V’.
6. Hallar el 4ngulo agudo formado por las rectas
x—2 y+2 z—4
2 2 —4 =0, x—3 2z = = 2 2 °26,5'.
x+2y+z x y +2z2=0 y 7 g =% Sol. 49°26,5
7. Hallar el 4ngulo agudo formado por la recta 2 -;_ ! =/ ; : = —2:63 y el plano 2x — 2y
+z—3=0. . Sol. 26°23,3".
8. Hallar el dngulo agudo que forma la recta que pasa por los puntos (3, 4, 2), (2, 3, —1) con la que
une (1, —2, 3), (—2, —3, 1). Sol. 36°19'.

e =3 es paralela al plano 6x + 7y — 5z — 8 = 0.

—1
9. Demostrar que la recta f—j—— = 3

o P
2

10. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (2,1, —2) y es perpendicular al plano

Ix—Sy+ 2 +4=0. LI il Y et W i &
3 —5 2
11. Hallar las ecuaciones de la recta,
a) Que pasa por el punto (2, —1, 3) y es paralela al eje x. Sol. y+1=0,z—3=0.
b) Que pasa por el punto (2, —1, 3) y es paralela al eje y. Sol. x—2=0,z—3=0.
¢) Que pasa por el punto (2, —1, 3) y es paralela al eje z. Sol. x—2=0,y+1=0
1

d) Que pasa por el punto (2, —1, 3) y tiene de cosenos directores cos a = }, cos f =

w|

x—2 y+1 z—3
S]_ =1 = — .
? 3 2 +v/23
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Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (—6,4, 1) y es perpendicular al plano

3x—2y+5z2+8=0. Sol. 2x 4+ 3y =0, 5¢ +2z—22=0.
Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (2,0, —3) y es perpendicular al plano
2x—3y 4+ 6 =0. Sol. 3x+2y—6=0,z+3=0.

Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por ¢l punto (1, —2,—3) y es perpendicular al plano
x—3y +27+4=0, g, Bl a3 o Bl
1 —3 2
Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos (2, —3,4) y (5, 2, —1).
A% FHF _d—4

W g T F 8
Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos
a) (1,2,3)y(—2,3,3). Sol. x+3y—7=0, z=23.
b (—2,2,—3)y(2,—2,3). Sol. x+y=0, 3y +2z:=0
¢) (2,3,4)y(2,—3,—4). Sol. x—2=0, 4p—3z=10
dy (1,0,3)y(2,0,3). Sol. y=90, Z2=13%
; 4 8
e) (2,—I1,3)y(6, 7, 4)enforma paramétrica. Sal. x =2+ ghy= —1 + ghz= 3+ -é—r.
Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos (1, —2, 3) y es paralela a los planos
x =1 y + 2 z—3
—_ 4 _— = X — 0z = S y 9 - —— — == —r— ——
2x y+z—3=0yx+2y—6z+4=0. Sol 5 3 8
Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (I,4,—2) y es paralela a los planos
x—1 —4 z+4+2
65 +2+2: +3=0ydx—Sy—2—1=0. Sof. * 1 =FT% —:7_56—-.
Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (—2, 4, 3) y es paralela a la recta que pasa
por(l, 3, 4)y(—2,2,3). Sol. x—3y+14=0, y—z—1=0.
Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (3, —1, 4) y es perpendicular a las rectas cuyas
x—3 z—
componentes son 3,2, —4 y 2, —3, 2. Sol. ¥ = Ao ] = 4
8 14 13
Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (2, 2, —3) y es perpendicular a las rectas
cuyas componentes son 2, —1, 3y —1, 2, 0. Sol. x—2y+4+2=0, y+z+1=0.

Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (2, —2, 4) y cuyos angulos de direccién son

x—2 J o+ 2 z—4
o o G. }f. - S —
1207, 60°, 45 So o | 5
Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (—2, 1, 3) y cuyos angulos de direccion son
X —1 z—13
135°, 60°, 120°. Gff EEE . Bl Bee

Hallar las ecuaciones de la recta,
a) Que pasa por el punto (0, 2, —1) y tiene de componentes, 1, —3, 4.

X —2 Z 1
Sol. T = y*3 ==
b) Que pasa por el punto (—I1, |, —3) y tiene de componentes, v 2, 3, —4.
4 NG 3 —4
¢) Que pasa por el punto (0, 0, 0) y tiene de componentes 1, 1, 1.
Sol. x=y=z

d) Que pasa por el punto (—2, 3, 2) y tiene de componentes, 0, 2, |.

Sol. x+2=0, y—2x+1=0.
¢) Que pasa por el punto (I, —1, 6) y tiene de componentes, 2, —I, 1.

Sol. x=2z2—11, y=—z+35.
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2 15 34 .
Demostrar que la recta x = 7F -+ e ¥ E oI es perpendicular a la recta

x—y—z—7=0, 3x—4y—11=0.

Demostrar que las rectas x + 2y —z—1 =0, x +p+1 =0y = 3= s = —T— son
perpendiculares.

Demostrar que las rectas 3x — 2y + 13 =0, » +3z—26=0 vy
son perpendiculares.
Dcmostrarquelasrectasi:—?‘— - A m g y 3x4+54+7=0 y+3z—10=0
son pe pendiculares. 1 —2 —l1

29. Demostrar que las rectas x —2y +2=0, 2y +z4+4=0y Tx+4y—15=0, y+ 14z

31.

32,

37.

-+ 40 = 0 son perpendiculares.

— 2 2y —2 — 5 "
Demostrar que la recta = o =——J~;-!-l— == -57'— estd situadaenel plano 3x — 8y 422 —8 =0,
Para demostrar que una recta esta situada en un plano hay que comprobar que dos puntos de la
recta pertenecen al plano, o bien, que un punto de la recta esta situado en el plano y que dicha recta

es perpendicular a él.

Demostrar que la recta y —2x + 5 =0, z— 3x—4 = 0 estd situada en el plano 9x + 3y — 5z
+ 35 =0.

Demostrar que la recta x —z—4 =0, y-—2z—3 =0 esta situada en el plano 2x +4 3y — 8z
—17 = 0.

Demostrar que la recta . R A 2 == . estd situada en el plano 2x + 3y — 2z

e 1 2 4
4+ 10 = 0.
Hallar las coordenadas del punto de interseccion de la recta 2x —y —2z—5=0, 4x +y + 3z
—1=0con el plano 8x—y +z—5=0. Sol. {(3/2, 4, —3).
Hallar el punto de interseccion de la recta x =z + 2, y = -—3z + l conel plano x —2y — 7 =0.
Sol. (3,—2,1).

: s x 2y—3 2z—1

Hallar el punto de interseccion de la recta o= 1 = 5 congjplano 4x — 2y + z—3=0.
Sol. (1,2,3).
Hallar el punto de interseccion de la recta x 42y +4z—2 =0, 2x +3y—2z+3 =0 con
el plano 2x — y + 4z + 8 = 0. Sol. (—4, 2, 1/2).

. Hallar las ecuaciones de la recta situada en el plano x - 3y — z + 4 = 0 y que es perpendicular

alarectax—2z—3=0, y— 2z =0en el punto en que ésta corta a dicho plano.
Sol. 3Ix+5y+4+7=0, 4x+5241=0.

39. Demostrar que los puntos (2, —3, 1), (5, 4, —4) y (8, 11, —9) estin en linea recta.

40. Hallar el punto de interseccion de las rectas 2x +y—5=0,3x 4+ z— 14 =0y x —4y—7 =0,
S5x +4z—35=0. Sol. (3, —1, 3).

41, Hallar el punto de interseccion de las rectas x —y—z +8=0,5x +p +z4+10=0y x +y
+z—2=0,2x+y—3:+9=0. Sol. (—3, 3, 2).

42. Hallar el punto de interseccién de las rectas x + Sp— 7z + 1 =0, 10x — 23y + 40z — 27 = 0
yx—y+z4+1=0 2x +y—2z +2=0 Sol. (—1/38, 148/38, 111/38).

A3. Escribir, en forma continua, las ecuaciones del lugar geométrico de los puntos equidistantes de los

44,

puntos fijos (3, —1, 2), (4, —6, —5) y (0, 0, —3).

X ¥+ 175/32 s 19/32
Sol, g 13 I

Escribir, en forma continua, las ecuaciones del lugar geométrico de los puntos equidistantes de los
puntos fijos (3, —2, 4), (5, 3, —2) y (0, 4, 2).
x — 18/11 ¥ z + 9/44
Sol, —— =4 == _1 2"
? 26 p7) 27



CAPITULO 15
Superficies

CUADRICAS. Una superficie definida por una ecuacion de segundo grado en tres variables
recibe el nombre de superficie cuddrica o, simplemente, cuddrica. Una seccion plana de una
cuadrica ¢s una conica o una forma degenerada o limite de ésta.

La ecuacion mas general de segundo grado en tres v:lriab[c% es Axt 4 By? |- Czt 4 Dxy
- Exz | Fyz + Gx |- Hy | Iz K =0,
Por rotacion o traslacion de ejes, o bien. por ambas transformaciones, la ecuacion an-
terior puede tomar una de las dos formas siguientes:
(1) Ax* | By* + C2* = D 3
(2) Ax* 4 By + Iz =0,

Si ninguna de las constantes de (1) o (2) es nula, la ecuacion se puede escribir de estas
dos maneras:

: .\,2 i ]Z I :2 ¥

W sigtop k=l
S o
{4) -t e | 'h2 = (

La ecuacion (3) pucde representar tres superficies esencialmente distintas cuyas ecua-
ciones son,
-2 i =2 ‘YE },2 -2

4

X2 : =2
8) — 4= =, — k= ] L —E e =
©) a* l b b? ! a* b? c

Como todas las superficies (5) son simétricas con respecto al origen, se denominan cua-

dricas con centro.
Las dos superficies representadas por (4) son cuadricas sin centro.

. . . L, ,'(2 }.2 _—‘Z .
ESFERA. Sien la ecuacion p -} ETa= I se verifica que a = b = ¢, se transforma en
Z ¢

x* 4 )+ z* = @* que representa una esfera de centro el punto (0, 0, 0) y radio a.
En el caso de que el centro de la esfera fuera el punto (4, k;j) en lugar del origen, su
ecuacton seria
(x ==h) F (y—RY H{z—))=0a"

ELIPSOIDE. Si a, b, ¢ son distintos, la ecuacion

xt v z
atpta=!
representz el caso mas general de una cuddrica. Si
a # b, pero b = ¢, el elipsoide es de revolucion.
Si el ceniro del elipsoide es el punto (4, k, j) y sus
ejes son paralelos a las dos coordenadas, la ecuacion
adquiere la forma

be iy o =AY

| (z—J¥ _
a* b e T

c? - 1.

. .. x*? yE zt

Si el centro es el origen, ia ecuacion es — + 75 4 — = L.
a b

|. .

131




132 SUPERFICIES

HIPERBOLOIDE DE UNA HOJA. En el caso de que el signo de una de las variables sea distinto

o

\ X p 2% .
del de las otras, como por ejemplo -+ 5_2 =rrugy 1, la superficie se llama hiperboloide de
una hoja.

Si @ = b, la superficie es el hiperboloide de revolucion de una hoja.

Las secciones paralelas a los planos xz e yz son hipérbolas. Las secciones paralelas al

plano xy son elipses, excepto en el caso del hiperboloide de revolucion en el que son cir-
cunferencias.

4

Hiperboloide de una hoja Hiperboloide de dos hojas
2 p2 =2
HIPERBOLOIDE DE DOS HOJAS. La ecuacion R A= | representa un hiperbo-

loide de dos hojas. Como se observa esta ecuacion coincide con la del elipsoide con signo
contrario en dos de las variables. Si b = ¢, la cuadrica es de revolucidn.

Las secciones paralelas a los planos xy y xz son hipérbolas. Las secciones paralelas al

plano yz son elipses, excepto en el caso del hiperboloide de revolucién en el que son cir-
cunferencias.

PARABOLOIDE ELIPTICO. Es el lugar geométrico de los puntos representado por la ecua-
3 2 1.‘2
cion = + ﬁ = D%

Las secciones obtenidas por los planos z = k son
elipses cuyas dimensiones van aumentando a medida que
el plano se aleje del plano xy.

Si ¢ > 0, la cuddrica esta toda ella por encima del
plano xy. Si ¢ < 0, la superficie estd toda elia por debajo
de dicho plano xy.

Las secciones correspondientes a planos paralelos a
‘los de coordenadas xz o yz son pardbolas.

Sia = b la superficie es de revolucion.

Ry

PARABOLOIDE HIPERBOLICO. Es el lugar geométrico de los puntos representados por la
ecuacion
x* 2

?—i—gzkz, (c > 0).

Eas secciones producidas por los planos z = k, siendo k > 0, son hipérbolas cuyos ejes
real e imaginario son paralelos, respectivamente, a los de coordenadas x ¢ y, y cuyas dimen-
siones aumentan a medida que lo hace k. Si k < 0, los ejes real e imaginario son paralelos

: : : xt )
alos yy x, respectivamente. Si k = 0, 1a seccién degenera en el par de rectas Pl 0.
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Las secciones correspondientes a los planos y = k son paribolas abiertas por su parte
superior, y las correspondientes a x = k son pardbolas abiertas por su parte inferior.

Z

Hiperboloide parabdlico Cono recto circular

CONO RECTO CIRCULAR x* 4 y* — %2 = (.

Esta superficie se puede considerar generada por la rotacion de la recta y = kx alre-
dedor del eje z.

Las secciones horizontales producidas por planos paralelos al xy son circunferencias.
Las correspondientes a planos paralelos al yz, o al xz, son hipérbolas.

SUPERFICIE CILINDRICA. La superficie cilindrica estd generada por una recta que se des-
plaza paralelamente a otra fija y que se apoya constantemente
en una curva también fija. La recta movil y la curva fija se 7\
denominan, respectivamente, generatriz y directriz de la super- '
ficie en cuestion.

Una superficie cilindrica cuya generatriz es paralela a uno
de los ejes coordenados y cuya directriz es una curva en el
plano coordenado que es perpendicular a la generatriz, tiene
la misma ecuaciéon que la directriz.,

. . . : x* y? -
Si la directriz ¢s la elipse g El F = ], la ecuacion del
2 %
cilindro es '3;5 + ;;_2,

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Hallar la ecuacion de la esfera con su centro en ¢l punto (—2, 1, —3) y de radio 4,
Sustituyendo en  (x — h)? + (y — k)* 4 (= — j)* = a® se obtiene
& + 28 H(y— 1)F + 2+ If=a4
Desarrollando y reduciendo términos, x® 4+ »* + 22 +4x —2p 4+ 62— 2 = 0.

2. Hallar la ecuacion de la esfera con su centro en el punto (3, 6, —4) y tangente al plano
2x —2p—z—10=0,
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El radio a = [l 203) —26) — (=4 — 10 |
3

(=3 +(—6P++42=16,0x% 2+ 22— 6x— 12y | 82 +-45=0,

= 4. l_uego la ecuacién pedida es

i

3. Hallar la ecuacién de la esfera que pasa per los puntos (7,9, 1), (—2, —3, 2), (1, 5, 5, (
Sustituyendo sucesivamente las coordenadas de los cuatio puntos en la ecuacion x? +E
G+ Gy +Hy+ Iz + K= 0,

7G +9H + T4+ K= —131
—2G —3H +2I + K= — 17
G+ 5H + 5 + K = — 5]
—6G + 2H + 51 4+ K = — 65.
G—=8 H=—I14,1=18, K=-—-T9.

Reselviendo este sistema de ecuaciones,
Sustituyendo estos valores en la ecuacion general se obtiene,

x4 )+ 2% 4 By — 14y 4 182 — 79 = 0.

4. Hallar las coordenadas del centro y el radio de la esfera
X+ A+ P—6x + 4y —3z = 15

Sumando y restando términos para que la ecuacion adopte la forma
(c—hf +(y— kP + e —j) = @,
Resulta, x*—6x + 9 4y 44y +4 - 22—3z + -3 = -!—i—l,o bien, (x — 3)?
3 ¢
+(_V +2)2 —I— (Z—j) s

3
El centro de la esfera es ¢l (3, —2, E) y su radio _I21

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyas distancias a los puntos fjos (—2, 2, —2) y (3,

-
estan en la relacion 2 : 3.
VEETFGWFC R 2
V=3 + +3r+E—3 3
Haciendo operaciones,
X2 4P 22+ 126 — 12y + 122 = 0, una esfera de centro el punto (—6, 6, —6) y de radio
-2 1-2 ey z
6. Estudiar y representar la superficie . + © —+ — = |.
e A L T (003
Esta superficie ¢s simétrica con respecto tanto a los
planos coordenados como al origen.
Corta a los ejes x, y, z en los puntos 45, 4, +3,
respectivamente.
Su traza con el plano xy es la elipse de ccuacién
XF yt 5 5 g
75 =3 _"6. = 1 y senuejes 5 y 4. Asimismo las trazas con
los planos xz e yz son también elipses. 4
Esta superficie es un elipsoide.
7. Demostrar que la ecuacion siguiente es un elipsoide. Hallar su centro y las longitudes de los semi

2x% + 3)2 b 22— By o by —4z — 3 =0,
202 —4x +4) + 302 + 2+ 1) + (2 —4z+4) =3 +8 -3 +4 =18,

9 568, Ax—2P +3y + 1P +(—2P =18
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)2 2 2
Dividiendo 1a ecuacién por 18 se obtiene (x_gi -4 167 ‘_:” -4 (2—18—2)— = 1, que es un elip-

soide de centro el punto (2, —1, 2) y semiejes 3, v/6, 31/2.

. Demostrar que el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los puntos fijos (2, 3, 4) |

y (2, —3, 4) es constante e igual a 8, es un elipsoide. Hallar su centro y las longitudes de los semiejes.

dedonde V(x—2f +(y—3) + (z— 4P =8 — V(x — 2)F + (¥ + 3 + (z — 4.
Elevando al cuadrado y reduciendo términos, 3y -+ 16 = 4v/(x — 2)® + (y + 3)® + (z — 4)&
Elevando al cuadrado y reduciendo términos, 16x%* + 7)2 4 1622 — 64x — 128z + 208 = 0.

g = 2 2 T 2 s 2
Haciendo operaciones, (r 7 ) -+ {y 16—0—)- -} % == [, que es un clipsoide de revolu-
cion de centro el punto (2, 0, 4) y semiejes V’?, 4, v/7. Las secciones de esta superficie producidas
por planos paralelos al xz son circunferencias.

. Hallar la ecuacidn del elipsoide que pasa por los puntos (2, 2, 4), (0,0, 6), (2, 4, 2) y es simétrico

con respecto a los planos coordenados.

s 2
Sustituyendo las cocrdenadas de los puntos dados por x, y, z en la ecuacion ‘—2 - b—vz -} ia =1
se tiene, ¢
4 4 16 0 0 36 4 16 4
Fitpta~hatapta-yatuapta=t

Despejando a?, b? y ¢?, se obtiene a* = 9, b* = 36, ¢* = 36.

2 e 72
De donde, 5 -+ 36 + 3% = |, o sea, 4x* + y? 4 z2 = 36.
) ot y? 22
Estudiar y representar la ecuacion g s T 16 = Iy -

Esta superficie es simétrica con respecto tanto a los
planos coordenados como al origen.

Corta a los ejes x e y en los puntos {3 y -+2, respecti-
vamente. No corta al eje z..

Las secciones producidas por los planos z = k son
elipses de centro en el eje z. Estas elipses aumentan de ta-
maino a medida que lo hace ¢l valor numérico de k.

Las secciones producidas por planos paralelos a los
xz o yz son hipérbolas.

Esta cuédrica es un hiperboloide de una hoja.

Hallar la naturaleza de la cuadrica cuya ecuacién es 3x® 4 4)% — 222 - 6x — 16y + 8z = 13.
M + 26+ 1) +40R—Ay + ) =22 —4z + 4 =13+ 11 =24

T L
g

6 12

G+ DF

=1
8
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Se trata, pues, de un hiperboloide de una hoja con centro en el punto (—1, 2, 2) y eje paralelo
al de coordenadas z. Las secciones producidas por planos paralelos al xy son elipses, y las produ-
cidas por planos paralelos al xz o al yz son hipérbolas.

il

. —_— yE 2%
12. Estudiar y representar la ecuacion T F T 16 = L

Esta cuddrica es simétrica con respecto a los planos coor-
denados y al origen.

Corta al eje x en los puntos +3. No corta a los ejes y y =,

Las secciones por planos paralelos a los xy v xz son
hipérbolas, y las producidas por planos paralelos al yz son
elipses.

La cuadrica, pues, es un hiperboloide de dos hojas.

13. Hallar la naturaleza de la cuadrica de ecuacion 2x* — 3y* — 22— 8x 4 6y — 12z — 21 = 0.
i 2 = 2 z 2
2(x%—4x + 4) —3(p*—2y + 1) — 2(z2+ 6z -+ 9) = 8, o bien, (X—-4- 2 _ (—vg—r‘.,i} B _:2 == ]
/
que es un hiperboloide de dos hojas con su centro e¢n el punto (2, 1, —3) y eje real paralelo al de

coordenadas x.

14. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a los puntos fijos (—4, 3, 1)
y (4, 3, 1) sea igual a 6.

VEF TG TG — Vi — 4P £ G35 G 1F =6

o bien, Vix + 42 +(—3 +E@— 12 =6 +V(x—4 +(y— 3 + z — 12
Elevando al cuadrado y reduciendo términos, 4x — 9 == 3v/(x — 4)® 4 (y — 3)2 + (z — 1)
Elevando al cuadrado y reduciendo términos, 7x2 — 9y?— 9z 4 54y - 18z = 153,

)2 s N2 e
Hadiendo operaciones, (x 5 02 _ (» ?3_}. = (Z?“ = I, que es un hiperboloide de dos

hojas con centro en el punto (0, 3, 1) y eje real paralelo al de coordenadas x. Como las secciones pro-
ducidas por planos paralelos al yz son circunferencias, la superficie es un hiperboloide de revolucién
de dos hojas.

15. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (2, —1, 3) es el doble de la co-
rrespondiente al eje x.

VE—2F +(y+ 1+ (z—3F =2Vt + 22
Elevando al cuadrado y reduciendo términos, x? —3p? — 322 —4x | 2y — 6z = —14.
Haciendo operaciones, (x — 2)* — 3(y — 1/3)* — 3(z + 1)* = —40/3,

W1 G+ G2
40 40 40 :
9 9 3

o bien,

que es un hiperboloide de revolucion de una hoja, con centro en (2, 1/3, —1) y eje de revolucién
el de coordenadas x,



16.

17.

18.

19.

20.
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Estudiar y representar la ecuacion y® -+ 2% = 4x,

Esta superficie es simétrica con respecto al eje x y a los
planos xz y xy.

Corta a los ejes en el origen.

y las parabolas correspondientes, z? = 4x e 3 = 4x,

Como x no puede tomar valores negativos, la superficie
esta situada toda ella a la derecha del plano yz. Las secciones
producidas por planos paralelos al yz son circunferencias,
y las producidas por planos paralelos a los xy y xz son pa-
rabolas. Esta cuadrica es un paraboloide de revolucion.

Hallar la ecuacion del paraboloide de centro O, eje 0OZ

y que pasa por los puntos (3,0, 1) y (3, 2, 2). 4
Sustituyendo las coordenadas de los puntos dados en
la ecuacion Ax* + By? = C:z se obtiene, ea’
(1) 94 +0B = (C, de donde 94 = C ’
(2) 94 + 4B =2C.
Resolviendo este sistema de ecuaciones, 4 = /9, B = (/4. _

Sustituyendo estos valores de 4 y B en Ax® + By = (z a x
2

-2
resulta, 4x* 4 9p% = 36z, o bien, o 4 Lo = 2 quees un

9 4 1 5
paraboloide eliptico.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de sus distancias al eje x son igua-
les a tres veces sus distancias al plano yz.

Sea (x, y, z) un punto genérico del lugar. Entonces, »* 4 z% = 3x. "
Esta superficie es un paraboloide de revolucion simétrico con respecto al eje x. ;

Hallar el vértice del paraboloide eliptico
32 4 2p2— 12z —6x + 8y — 13 =0.
I(x2—2x 1) + 202 -4y +4) = 12z + 13 + 11 = 12z 4 24,

x— 1)y - 2)? z 42
de donde 3z — 1)* + 2y + 2F = 12z + D 0508, & - g +6 ) s iy

El vértice es el punto (1, —2, —2).

Estudiar y hallar la naturaleza de la superficie 9x — 4p* = 36:.

La superficie es simétrica con respecto al ¢je z y a los planos xz e yz.

Corta a los ejes en el origen de coordenadas. e

Para z = 0 resulta la traza con el plano xy, que es el par de rectas definidas por la ecuacion
9x* —4y* —=0,0sea,3x + 2y =0y 3x— 2y =0. _

Para y = 0 resulta la traza con el plano xz, que es la parabola 9x? = 36z, o bien, x* = 4z. Esta
parabola tiene su vértice en el origen y estd abierta por su parte superior.

Para x — O resulta la traza con el plano yz, que es la pardbola —4y? — 36z, o sea, y* = —9z.
Esta parabola tiene su vértice en el origen y esta por su parte inferior. N _ )

Las secciones producidas por los planos z = k son hipérbolas. Si k es positivo ¢l EJE’de la paré-
bola es paralelo al eje x. Si k es negativo, el eje real de la hipérbola es paralelo al eje y. Analogamente,
las secciones producidas por planos paralclos a los xz e yz son también parabolas.

La cuadrica en cuestién es un paraboloide hiperbdlico.
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21. Hallar la ecuacidén de un paraboloide de vértice el punto (0, 0, 0). eje OY y que pasa por los puntos
(1, —2,1)y(—3,—-3,2).

Sustituyendo las coordenadas de los dos puntos dados en la ecuacion Ax®* + Cz2 = By,

A+ C=-28
94 - 4C = —38.

Dezspejando 4 y C en funcion de 8, resulta, 4, = B, C = —38.
Sustituyendo estos valores de A y Cy dividiendo la ecuacién final por B se obtiene, x* — 32* = y,
que es un paraboloide hiperbdlico.

22. Estudiar y representar el cono de ecuacion 2% + 3z% — x* = 0.

Esta superficie es simétrica con respecto a los planos coordenados y con respecto al origen.

Corta a los ejes en el origen de coordenadas.

Para x = 0 no existe la traza con el plano yz.

Para y = 0 resulta la traza con el plano xz, que es el
par de recias definido por la ecuacion 3z — x% = 0, o sea,
V3iz4+x=0, V3iz—x=0.

Para z = 0 resulta la traza con el plano —xy, que es
el par de rectas definido por la ccuacion 2y* — x* = 0,
osea, V2y +x =0, Vv2y —x=0.

Las secciones producidas por los planos x = k son
elipses, cualquiera que sea k distinto de cero. ;

Analogamente, las secciones por planocs paralelos a los ’4
xy 0 xz son hipérbolas.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al cje y sca cl triple de la correspondiente
al eje z. Hallar la naturaleza de la superficie resultante.

VX% 4 22 = 3Vx® + 32, de donde ¥ + 2F = 9x% + 9% o bien 8a* + 92— 2 =10.

Esta superficie es un cono de vértice el origen. El eje del cono es el eje =

Representar la superficie 4x* + 9y? = 36.

Esta superficie es un cilindro de eje paralelo al de coordenadas z y cuya directriz es la elipse
4x® 4 9y% = 36.

Problema 24 Problema 25

25. Hallar la ecuacién de la superficie de revolucion generada en la rotacion de la elipse x* + 422 — 16 =0
alrededor del eje x.

Sea P(x, y, z) un punto genérico cualquiera de la superficie y tracemos desde €l la perpendicular
al plano xy.
En el tridngulo rectangulo ABP, AB — y, BP — :.




26.

27.
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Haciendo AP = y’ se tiene, v* + z2 = y'2 De la ecuacién de la elipse, x2 = 16 — 42,
Sustituyendo, x? = 16 — 4(y* + z2%), o bien, x? -+ 4y® + 4z* = 16, que es un elipsoide de revo-
lucién cuyo eje es el de coordenadas .

Hallar la ecuacion de la superficie de revolucion generada en la rotacion de la hipérbola x2 — 222 = |
alrededor del eje z.

Sea Py(xy, 0, z;) un punto genérico cualquiera de la hipérbola, y P'(0, 0, z;) su proyeccion sobre
el eje z. En la rotacion de la hipérbala alrededor del eje z, el punto P, describe una circunferencia
de centro P’ y radio P'P,. Sea P(x, y, z) un punto cualquiera de esta circunferencia y, por tanto,
de la superficie buscada.

Como z; =z y P'P; = P'P, se tiene x; = V(x —O0F +(y — 0 + (z — ) =+ ¥

Sustituyendo x, = V/x® + 32y z; = z en la ecuacién de la hipérbola, x} — 2zF = 1, se obtiene,
x% + y*— 222 = |, que es un hiperboloide de una hoja.

Problema 26 Problema 27

Hallar la superficie de revolucién generada en la rotacion de la recta 2x + 3y = 6 alrededor del gje y.

Sea Pi(x,, ¥y, 0) un punto genérico cualquiera de la recta, y P'(0, y,, 0) su proyeccién sobre el
eje y. En la rotacidn de la recta alrededor del eje p, el punto P, describe una circunferencia de cen-
tro P' y radio P'P,. Sea P(x, y, z) un punto cualquiera de la circunferencia y, por tanto, de la su-
perficie buscada.

Como y, = yy P'P, = P'P, se tiene x, = Vx% + 2%

Sustituyendo x; = Vx? + z% e y; = y en la ecuacidn de la recta, 2x, + 3y, = 6, se obtiene,
2v/x% + 22 4 3y = 6. Simplificando términos se llega a la ccuacidon 4x? — 9(y — 2)® + 422 = 0, que
es un cono de vértice el punto (0, 2, 0).

PROBLEMAS PROPUESTOS

Hallar las ecuaciones de las ssferas siguientes:
a) Centro (2, —1, 3), radio 4. Sol. x4yt 42— dx 4 2y —6:—2=0.
b) Centro (—I1, 2. 4), radio V/13. Sol. x? 432+ 224 2x—4y—B8z +8=0.

¢) Un diametro es el segmento determinado por los puntos (6, 2, —5) y (——4, 0, 7).
Sol. x* 4y b 22—2v—2y—2-—59 =0.

d) Centro (—2, 2, 3) v que pasa por el punto (3, 4, —1).
Sol, % 4 y* 4% 4y —4dy — 62— 28 = 0.

e) Centro (6, 3, —4) y tangente al eje x. Sol. x* 4?4 z22—12x —6y + 8z 36 = 0.

R o Sl R
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2. Hallar las ccuaciones de as esferas siguientes:
a) Centro (—4, 2, 3) y tangente al plano 2x — y — 2z -+ 7 = 0.
Sol. x% 4 y® 4 22 4 Bx —dy — 62z + 20 = 0.
b)  Centro (2, —3, 2) y tangente al plano 6x — 3y + 2z —8 = 0.
Sol.  49x* 449y + 49z — 196x | 294y — 196z + 544 = 0.
¢) Centro (1. 2,4) y tanzente al plano 3x — 2y +4z —7 = 0.
Sol. 2057 + 20y% 4 29z — 58x — 116y — 232z + 545 = 0,
d) Centro(—4, —2, 3) v tangente al plano yz. Sol. x* 4 y? +.22 + 8x +4y — 6z + 13 = 0.
e} Centro (0, 0, 0) y tangente al plano 9x — 2y + 6z + [1I'= 0.
Sol. X+ 422=1

3. Hallar las ecuaciones de !as esferas siguientes:
a) Que pasa por los puntos (1, 1, 1), (1,2, 1), (1, 1, 2), y (2, 1, I).
Sol. x* 4y 4+ 22—3x—3y—3z+6=0.
b) Que pasa por los puntos (2, I, 3), {3, —2, 1), (—4, 1, D), y (1, I, —=3).
Sol. 51x®* 4 51y* 4 5122 4 45x + 37y — 33z — 742 = 0.
¢) Que pasa por los puntos (1, 3, 2), (3, 2, —5), (0, 1, 0), y (0, 0, 0).
Sol. 1x® 4 11y + 122 —127Tx — 11y + 32 = 0.

S 4. Hallar las coordenadas del centro y el radio de la esfera:

a) x4 P4+ 22— 2x +4y—62 +8 =0. Sol. (1,—2,3), r= V6.
b) 3+ 3pF 4+ 3:2—8x 4 12y — 10z + 10 = 0. Sol. (4/3, —2,5/3), r = V473,
) X2t 4z244x—06y 482 429=0. Sol. (—2,3,—4), r =0.
1 d)y a4y 42—6x +2y—2z 4 18=0. Sol. Imaginaria.
5. Hallar la ecuacidn de la esfera tangente a los planos x — 2z —8 =0y 2x — - + 5 = 0 y que tiene
su centro en la recta x = —2, y = 0.

Sol. x*+ )2+ 22 +4x+624+49/5=0, x4 24224 4x +22: +481/5=0.

6. Hallar la ecuacion de la esfera que pasa por los puntos (I, —3, 4), (I, —5, 2) y (1, —3, 0) y tiene su
centro en el plano x + y 4+ z = 0.
Sol. x4 )2 +22—2x +6y—4z + 10=0.

7. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de sus distancias a los planos
x+4y4+2:=0, 2x—y 4+2z=0y 2x + y— 3z =0 es igual a 10,
Sol. x® +y* + 22 = 10.

8. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya relacion de distancias a los puntos fijos (1, 1, —2)
y(—2,3,2)esiguala 3 :4. ;
Sol. 7x? 4 Ty + 722 — 68x + 22y + 100z — 57 = 0.

9. Estudiar y representar los elipsoides siguientes:
a) 25x% + ]6)’2—|- 4z2 = 100. d) x2 _|_4y2_+_4z2___’2f:0_
2 2 -2
b] 4x2 +y2+gz2: 144. {’} X +4y —f—gz. = 36.

(x—1 =27 (=3¢ _,
) Bx? 42yt 4922 — |44, ) =g+~ +t—9 ="

10. Hallar las coordenadas del centro y la longitud de los semiejes de las superficies siguientes:

a) x® - 16)% + 22 —4x 4 32p = 5. Sol. (2,—1,0), 5, 5/4, 5. B
b) 3x® 4+ y® +2: 4 3x 4 3y + 4z = 0. Sol. (—1/2, —3/2, —1), V15/3, V5, V10/2.
€) X4+ 4y? 42— 4x 8y + 82 - 15=0. Sol. (2 1,—4); 3; 312, 3.

d) 3x®+ 4y + 22— 12x — 16y + 4z = 4. Sol. (2,2,—2), 2v/3, 3, 6.

e) 4x? + 5y 4+ 322 4 12x — 20y + 24z + 77 =0. Sol. Punto(—3/2, 2, —4).
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Hallar la ecuacion (referida a sus propios ejes) de los elipsoides que pasan por los puntos que se
indican. Apliquese la ecuacion Ax® + By? - C:z* = D.

a) (2,—1,1), (—3,0,0), (1, —1, —2). Sol. x* 4 4y 22 =9,

b) (V3,1 1), (1, V3, —1), (I, —1, V5). Sol. 2x® 4 2 4 22 =9,

¢) (2,2,2), (3,1, \/3), (_""2, 0, 4). Sol. 2x* + 3y* 4 2 = 24.

d) (1,3,4), (3,1,—2v2) y su eje de revolucion es el eje X. Sol. 2x% 4 y* |- 22 = 27.

Hallar el lugar gcométrico de los puntos cuya suma de distancias.a los puntos fijos (0, 3, 0) y (0, —3, 0)
es igual a 8. Sol. 16x* + 7y* 4 1622 = 112.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los puntos fijos (3, 2, —4) y (3, 2, 4)
=3 =2 (—0¢
P + _.1_
9 9 25

es igual a 10. Sol.

Hallar ¢l lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los puntos fijos (—S5, 0, 2)

x? 2 z—2)
y(5,0,2)esiguala 12.  Sol. 3‘6 i i‘l . _1'1"!' =1,
Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyas distancias al plano yz son el doble de las correspondien-
tes al punto (1, —2, 2). Sol. 3x* 4y 4z —8x + 16y — 162 + 36 = 0.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (2, —3, 1) sea la cuarta parte
de la correspondiente al plano y + 4 = 0.
Sol. 16x* + 15)* + 1622 — 64x | B8y — 32z 4 208 = 0.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al eje x sea el triple de la correspondiente
al punto fijo (2, 3, —3). Sol. 9x* 4 8y® -} Bz — 36x — 54y — 54z + 198 = 0.
Estudiar y representar los siguientes hiperboloides de una hoja:

&2 _V2 =2 - w . i
a) i 4 5 — 3 — l. d) 16y —36x% + 922 = 144,

X 2 22 - X2 y_s (z— 1)2 -
L 4 36 ) 16 L & 16 T 25 =
¢) 4x*—25p% - 1622 = 100. ) 9%—x* 4 422 = 36.
Estudiar y representar los siguientes hiperboloides de dos hojas:

XS },2 23 B {X— ])2 y2 ZE _
B By "ag " g T ;=
b) 36x% —4y* — 922 = 144, e) 36p* —9x?— 162% = 144,
c) 25x% — 16y — 422 = 100. f) 42— x*P— 9y = 36.

Hallar las coordenadas del centro y la naturaleza de las superficies siguientes:
a) 2x*—3)y? + 422 —8x —6y + 122— 10 = 0.

Sol. (2, —1,— ; ) Hiperboloide de una hoja. Eje paralelo al eje y.

by x4+ 2y —322 +4x —4y—6:—9 =0,
Sol. (—2, 1, —1). Hiperboloide de una hoja. Eje paralelo al eje z.
) 2x2—3y?—4:2 — 12x— 6y — 21 = 0.
Sol. (3, —1,0). Hiperboloide de dos hojas. Eje paralelo al eje x.
d) 4y — 3x?— 622 — 16y — 6x + 362— 77 = 0. |
Soi. (—1, 2, 3). Hiperboloide de dos hojas. Eje paralelo al eje y.
e) 16y —9x% 4 422 — 36x — 64y — 24z = B0.
Sol. (—2, 2, 3). Hiperboloide de una hoja. Eje paralelo al eje x.
f) 522 —9x*— 15)% 4 54x + 60y + 20z = 166.
Sol. (3, 2, —2). Hiperboloide de dos hojas. Eje paralelo al cje z.
g) 2xEF—yP—322—8x—6y + 24z —49 = 0. Sol. Punto (2, —3, 4).
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Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a los puntos fijos (0, 0, 3)
y (0,0, —3) es igual a 4.
Sol. 522 — 4x* — 4y = 0. Hiperboloide de dos hojas. Ceniro en el origen.

22. Hallar el lugar geométricd de los puntos cuya diferencia de distancias a los puntos fijos (2, —3, 4)
y(2,3,4) esigual a 5.
Sol. 44y® — 100x* — 100z* -{- 400x + 800z = 2.275. Hiperboloide de dos hojas. Centro (2, 0, 4).
23. Hallar la ecuacién del hiperboloide de una hoja que pasa por los puntos (4, 24/3, 0) y (—1, 3, 3v/6/2),
con centro el punto (0, 0, 0), que tiene al eje y como eje de revolucion.
Sol. 2x®—y* -+ 2z* = 20). Hiperboloide de revolucion de una hoja.
24. Hallar la ecuacién del hiperboloide de dos hojas de centro el origen, ejes los de coordenadas y que
pasa por los puntos (3, 1, 2), (2, V11, 3) y (6, 2, V/15).
Sol. 3z — x!— 2y® = |. Hiperboloide de dos hojas, eje transverso al eje z.
25. Estudiar y representar las superficies siguientes:
a) 3x2—|—'2—4) e e) Axtp3pr— 12z =
b) x*+2y2—62=0. f) 4xt-—)yr— 4z =0,
c) yP—4:z* + 4.r = 0. o) 44+t z=0.
? d) xt+4z22— 16y =0. h) X% 2y' =8 —4z.
26. Hallar la ecuacion del paraboloide de vértice el punto (0, 0, 0), que tiene el eje z como eje, y que
pasa por los puntos (2, 0, 3) y (1, 2, 3).
Sol. 12x* + 9y* — 16z = 0. Paraboloide eliptico.
a 27. Hallar la ecuacion del paraboloide de vértice el punto (0, 0, 0), que tiene al eje z como eje, y que
pasa por los puntos (1,0, 1) y (0, 2, 1).
Sol. 4x* 4 y*— 4z = 0. Paraboloide eliptico.
"
28. Hallar la ecuacion del paraboloide de vértice el punto (0, 0, 0) que tiene al eje z como e]e y que pasa
’ por los puntos (1,2, 1) y (2, 1, 1).
Sol. x*+ y*— 5z =0. Parabolm(le de revolucion,
} 29, Hallar la ecuacion del paraboloide de vértice el punto (0, 0, 0) que tiene al eje z como eje, y que pasa
por los puntos (1, 1, 1) y (3/2, 7/12, 1/2).
Sol.  x* 4 5z — 6y = 0. Paraboloide eliptico.
30. Hallar la ecuacién del paraboloide que pasa por el origen, por los puntos (1, 2, 2) y (2, 6, 8), y que
es simétrico con respecto al eje x.
Sol. 22— 2y* + 4x = 0, paraboloide hiperbdlico; 2x* = z, cilindro parabdlico.
31. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyo cuadrado de la distancia al eje z es el doble de la
correspondiente al plano xy.
Sol. x* 4 y*— 2z = 0. Paraboloide de revolucion alrededor del eje x.
32. Hallar el vértice del paraboloide:
@) 2x* 43— 8x + 12y + 3z + 23 = 0. Sol. (2—2:—1),
by 2x* 4422 —4x 24z —p | 36 = 0. Sol. (1,—2,3).
) 322+ 5% —2x + 10y — 12x 1 21 =0, Sol. (2,—1,2).
d) ¥—4x* +2z2—6y— 12x 4 6 = O, Sol. (—3/2,3,—3).
€) 4x*+322—4dy+ 12z 4 12 =0, Sel. (0,0, —2).
% 33. Estudiar y representar los conos siguientes:
a) x*+42y'= 42 e) 2x% 4 3 —6(z —4) = 0.
b) 3x*¥ 4+ 2y* = 622
c; -2 +'},.2): 252, Ty 224+ 2 —dx+ 3P =0

d) 3x® 4422 = 1 2)2 g) x4 422 —12(y—4)2 =0
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34, Estudiar y representar los cilindros siguientes:

a) x*+3?=09. e) ¥ —9y =136

b)  Ax? - 9)2 — 36.

' —|4.\'.. Iy gl

(d) 16y* + 922 = 144, g) X3 4 y®Y — g% (primer cuadrante).

35. Hallar la naturaleza y la ccuacion de las superficies generadas en la rotacion de las curvas siguientes
alrededor de los cjes que se indican.
) x%*— 2z% = |, alrededor del eje x,
Sol. x?—2y*— 2z* - |. Hiperboloide de dos hojas.
by  x%— 222 = |, alrededor del ¢je z.
Sol. x* + y?— 2z2* — |. Hiperboloide de una hoja.
¢) x = 4—? alrededor del ¢je x.
Sol. -x —= 4 — »* — 7% Paraboloide.
d) 2x —y = 10, alrededor del eje x.
Sol. 4(x — 5)* = y* + z% Cono.
e) X%+ 2% = @ alrededor del eje =
Sol. x* 4 y* 4 z* = a*. Esfera.
) x¥ 4 4728 = 16, alrededor del eje x.
Sol. x* 4 y* 4 422 = 16. Elipsoide.

g) 1. 2x + 3y = 6, alrededor del eje x. Sol. 4x* —9(y — 2)* - 422 = 0. Cono.
2. Hallar las coordenadas del vértice del cono. Sol. (0, 2,0).
3. Hallar la interseccion del cono con el plano y = 0.

Sol. x* + z2 =9, una circunferencia de radio 3.
4. Hallar la interseccion del cono con ¢l plano y = 2.
Sol. % 4 2% = 0, vértice del cono.
5. Hallar la interseccion del cono con el plano x = 0.
Sol. 3(y— 2) = +2z, dos rectas situadas en el plano yz y que se cortan en ¢l punto (0, 2, 0),
vértice del cono.
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CAPITULO 16

Otros sistemas de coordenadas

COORDENADAS POLARES, CILINDRICAS Y ESFERICAS. Ademas de las coordenadas
cartesianas rectangulares, existen otros sistemas de coordenadas muy utiles y que se emplean
con frecuencia como son las coordenadas polares, las cilindricas y las esféricas,

COORDENADAS POLARES. Las coordenadas polares de un
punto P del espacio (ver figura adyacente) son (o, a, f y).
siendo o la distancia OP y a, f# y y los dngulos de la direccion
de OP. Las relaciones que ligan las coordenadas polares
y rectangulares de un punto P son,

X=pCosa, ¥y =0C08fl, ¥y = pcCosy.

0=+ Vxt4 4 2%

x . y
e T L = = = OS5 —
+ Vxit+yizt 4 e £ Vxrtyta? 4

Cos a =

e

= W x’é_{_}.z_*_ze‘

= | =

Como cos*a + cos? i + cos?y = |, las cuatro coordenadas no son independientes.
Por ejemplo, si a = 60° y 8 = 45° se tiene, cos®*y = | —cos*a —cos?ff =1 —} —1 =}
Como por otra parte y = 1809 y = 60° 6 1209,

COORDENADAS CILINDRICAS. En este sistema, un punto
P{x, y, z) viene definido por g, 0, z, siendo ¢ y 0 las coordena- ZA p ((x,z.z}
das polares de la proyeccion Q del punto P sobre el plano x. '
Estas coordenadas se escriben entre paréntesis y en este orden
(o, 0, z). Las relaciones que ligan las coordenadas cilindricas z
con las rectangulares son,

x=opcosl, y=opsenf, z=rz

IES—r— y
0= + Vx4 )2 Ozarctg'—r.

Obsérvese que el dangulo 0 puede tomar cualquier valor, con lo que ¢ puede tomar va-
lores negativos, como en el caso de las coordenadas polares.

COORDENADAS ESFERICAS. Sea P(x, y, z) un punto cualquiera del espacio y Q su proyec- }
cién sobre el plano xy. Representemos por o la distancia OP,
como en ¢l caso de las coordenadas polares, por ¢ ¢l angule zl
ZOP, por 6 ¢l angulo XOQ, y consideremos el dngulo ¢ posi-
tivo cuando 0° = ¢ < 180¢. Los simbolos g, 1 y ¢ son las coor-
denadas esféricas del punto P, y éste se representa por P(p,
0, ¢). La coordenada o es el radio vector, § la longitud y ¢ la
colatitud de P. El dngulo 6 puede tomar cualquier valor.

(x,y.2)
P ot

Del triangulo rectangulo OPQ se deduce,
0Q =pseng, QP = pcos ¢..

144
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En el tridngulo OMQ se verifica, OM = OQ cos 0, MQ = OQ sen 0. Por tanto,
x = OM = psendcosl, y=MQ =onsendsenfl), ==QP = vcos ¢.

i -

e — s ¥ z
0=+ Vx*+ y* 4 2% 0 = arctg o ¢ = arc cos

+VeE+ 42

En muchos problemas relativos a la determinacion de dreas de superficies, o de volu-
menes limitados por éstas, los método: empleados en el cdleulo diferencial e integral se ven
notablemente simplificados pasando el problema a coordenadas esféricas o cilindricas.
En todos aquellos casos en que la superficie limite sea de revolucion, lo mas adecuado es el
empleo de las coordenadas cilindricas.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Hallar las coordenadas polares, cilindricas y esféricas del punto cuyas coordenadas rectangulares
son (1, —2, 2).

4 4 Z\
Plo.a.BY) Pip,8,2) P(p, 6,)
12 2
7 2
|
T |
b Er £
o \‘.a Pl - (o) .’/ S i
1 X = 1 X X
)
¥ - r
Coordenadas polares Coordenadas cilindricas Coordenadas esféricas
Coordenadas polares. 0 = Vx* +y* + 22 = V2 + (—2@ + 22 =9 = 3. )
X l e ¥V 2 T
@ = arc cos — = arc cos — = 70732/, f = arccos — = arc cos [— —- | = 131°49’,
0 3 0 3
2 2 " -
Y = &IC oS — = arccos — = 48°11", Sol. (3,70°32', 131°49', 48°11").

L~

6 = arctg i— — arc tg (—2) = 296°34', = = 2. Sol. (V/5, 296°34', 2).

Coordenadas esféricas. o = \V/x® +y? + 22 = V12 + (=2 + (2)* = 3.

; 2 2 .
f = arc tg % = arc1g(—2) = 296°34", ¢ = arc cos E = arc cos 3= 48711,

Sol. (3,296°34', 48°11").
2. Hallar las coordenadas rectangulares del punto cuyas coordenadas cilindricas son (6, 120°, —2).

x=pcosfl = 6cos 120° = -3, y=psenfl = 6sen 120° = 3V3, z=—2
Sol. (—3,3v3,—2).
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3. Hallar las coordenadas rectangulares del punto cuyas coordenadas esféricas son (4, —45°, 30°).
— osen ¢ cos 0 = 4 sen 30° cos (—45°) = V2,

= psen ¢ sen B = 4 sen 30° sen (—457) = -—‘xfi
= pcos ¢ = 4 cos 30° = 23/3, Sol. (V2,—v/2,2v/3).

L2 T R

4. Hallar las coordenadas rectangulares del punto cuyas coordenadas polares son (3, 1207, 1207, 135°).

x = pcosa = 3cos 120" = —3/2,

yv=uypcosff=3cos 20" =—3/2, .
i3 3 3V

P oy = 3.668135° = —3W/OR, Sol, {_ o g_,h ;2)

5. Hallar las coordenadas rectangulares polares y esféricas del punto cuyas coordenadas cilindricas
son (6, 120°, 4). |

Rectangulares. x = pcos § = 6 cos 120° = —3,
y =opsen = 6sen 120° = 343, = — 4. 8ol (=3, 3V, 4).

Polares. o —= \V/X* + % | 22 = V/(—3)* + (31/3)* + 4% — 2V/I3,
—3

@ = arc cos —— = arc cos = 114735,
o 2¢/13
) 3V3 _

f = arc cos )— —arccos =467,
7 2013

Y = arc cos e cos - -=536719'.
e 2413

Sol. (2v/13, 114°35’, 46°7", 56°19").

Esféricas. ¢ = VX2 4y + 2% = A/(—3) + (332 + 42 = 2V13,

3v/'3 .
{?zarctg-{;-;arctg 3 = 1207,

—3
Z 4 . » e - £ ‘
$ = arccos — = arccos — — = 56719 Sol. (2v'13, 1207, 56°19').
1 2v13
6. Expresar la ecuacion x* + y* 4 22° — 2x — 3y — = + 2 — 0 en coordenadas cilindricas.

X=opcosf, y=osenf, z=r:
Sustituyendo, ¢® cos? -+ p?sen?fl -+ 22— 20cos (} —3nsen i —z + 2 = 0.
Simplificando, p?*—o(2cos f + 3sen ) + 2z2—z + 2 = 0.

7. Expresar la ecuacion 2x® + 3)* — 6z = 0 en coordenadas esféricas.
x =psendcosf, y=osendsenfl, z=ocosd.
Sustituyendo, 20? sen®$ cos®f - 3p% sen?¢ sen®fl — 6o cos = 0,
o bien, 2p sen*$ cos*f + 3p sen4h sen?fl — 6 cos $ = 0.

-8.  Expresar la ecuacion g + 6 sen ¢ cos 6 + 4 sen ¢ sen # — 8 cos ¢ = 0 en coordenadas rectangulares.

Esta ecuacion estd dada en coordenadas esféricas. Multiplicando por p y teniendo en cuenta
los valores de x, y, z, del Problema 7, se deduce,

0* + 6p sen ¢ cos O -+ 4o sen ¢ sen § — Bocos p =0, o sea,
APt st 6y +4p — 82 =0
Esta ecuacion representa una esfera de centro (—3, —2, 4) y radio r = v/29.
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. Hallar las coordenadas rectangulares de los puntos cuyas coordenadas esféricas son:

OTROS SISTEMAS DE COORDENADAS 147

Expresar la ecuacion, escrita en coordenadas cilindricas, = — v cos 20, en coordenadas rectangulares.

Teniendo en cuenta que cos 20 — cos®0 — sen?f resulta, z — p*cos) — sen?0) = p? cosl — o?
sen?f,

“‘Como gcos ff = xypsen =y la ecuacién pedida es z —= x? — 2.

Expresar la ecuacion x* 4 )*— 2% = 25 en coordenadas polares.
En coordenadas polares, x = pcosa, y==pcosf, z= pcosy.
Luego la ecuacidn se transforma en 0% cos®a + ¢? cos?f — p? cos?y = 25,
osea. o*cos’a 4 cos?f — cos?y) = 25.

Como cos®a + cos? + cos?y = 1, la ecuacion pedida es o*(1 — 2 cos?y) = 25.

Expresar la ecuacion, escrita en coordenadas polares, cosy = p cos a cos §, en coordenadas rectan-

gulares.

Multiplicando por ¢ los dos miembros de la eccuacion se tiene, p cos y = 0% cos a cos f. Teniendo
en cuenta que ¢ cosy = 2, ocosa = x, pcosf§ = y, la ecuacién pedida es z = xy.

PROBLEMAS PROPUESTOS

Hallar las coordenadas polares de los puntos siguientes:
a) (0,1,1); b)(0,—2,—2); ¢)(1,—2,2); d)(6,3,2); e) (8, —4,1).
Sol. a) (1/2,90°,45°,45); b) (212,907, 1357, 135°%);

¢) (3,arccos |/3, arc cos (—2/3), arc cos 2/3);

d) (7, arccos 6/7, arc cos 3/7, arc cos 2(7);

e) (9, arccos 8/9, arc cos (—4/9), arc cos 1/9).

Hallar las coordenadas cilindricas de los puntos del Problema 1.
Sol. a) (1,90°% 1); b) (2, 2707, —%}; ¢} (V'5, 2r —arc tg , 2);
d) (3v'5,arctg},2); e)(4V'5 2n—arctg2, 1)

Hallar las coordenadas esféricas de los puntos del Problema 1.
Sol. a) (V2,90°45%; b) (2v2,270°,135%); «¢) (3, 21 — arc tg 2, arc cos 2/3);
d) (7,arctg1/2, arccos 2/7); e) (9, 2n — arc tg &, arc cos 1/9).

Hallar las coordenadas rectangulares de los puntos cuyas coordenadas polares son:
a) (2,90°30° 60°); b) (3, 60°, —45°, 120°); ¢) (4, 120°, 120°, 135°);
d) (3,150° 60° 90%); ¢) (2,45°, 120°, —60°). ’
Sol. a) (0, V3, 1); b)(3/2,3v2/2,—3(2); c¢) (—2,—2, —2V/2);
d) (—3v3/2,3/2,0); e) (V2 —I, ).

Hallar las coordenadas rectangulares de los puntos cuyas coordenadas cilindricas son:
a) (6,120°, —2); b) (1,330° —2); c) (4,45 2); d) (8, 120° 3); e) (6,30° —3).
Sol. a) (—3,3v3,—-2); b) (V3/2,—1/2,—2); ¢ 2V2,2v2,2);

d) (—4,4V/3,3); ) (3V/3,3,—3).

a) (4,210°30°; b) (3, 120°, 240°); c) (6, 330°, 60°);
d) (5,150% 210°); e) (2, 180°, 270°).
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10.

11.

12,

13.

14,

OTROS SISTEMAS DE COORDENADAS

’ - REVAR W3
Sol. a) (—V3,—1,2v3); b)( :3,—-3-.—-%—); "(3"_ —7;——,3);

Tt e) (2.0, 0).

/7 oY
) ( 5v/3 5 5V/3
Hallar las coordenadas esféricas de los puntos cuyas coordenadas cilindricas son:
a) (8,1207,6); b) (4,30, —3): «¢) (6,135%,2); d)(3,150°,4); e) (12,—90°5).
Sol. a) (IO. 120", arc cos i—); b) lS, 30°, arc cos (_ ;_)I; &) (2\/'{0‘ 135°. \1(1]0_),
v 4 _ 5
d) (5- 1507, arc cos 5 ): e) (13. —90", arc cos T3_)'

Expresar en coordenadas esféricas las ecuaciones siguientes:

a) 3x* -3t =8z H) P —yr—t=at ) 3x 4 Sy—2:=6.

Sol. a) 3osen’bcos 20 = §cos O; b) o*(sen’d cos 20 — cos’p) = a*;
¢) o3 sen ¢ cos fi + Ssen ¢ sen / — 2 cos @) = 6.

Expresar en coordenadas cilindricas las ecuaciones siguientes:

a) Sx fdy=0; by SxE--4y® 4 2x + 3p = 0; ¢} x* + pF— Bx =0,

dy x2— 24+ 2y—6=0; ¢) x* | yp*—z2=d%

Sol. a) 0 — arctg(—S5/4); b) Socos*ll — 4o sen*l + 2cos ) 4 3sen f) = 0
¢c) o—8cosll=0; d) op*cos26 + 2nsenfl—6 —0; ¢) 0*—* = d

Dadas las ecuaciones siguientes, en coordenadas cilindricas, hallar su naturaleza y expresarlas en
coordenadas rectangulares,

a) o+ 322=236; b)o=asenl; ¢) o* +22=16; d) (| =45, e) *— 2= .
Sol. a) x* 4+ p* 4 3z% = 36. Elipsoide de revolucion.

hy x% + y? = gy. Cilindro circular recto.

¢) x%+4 )24 %= 16, Esfera.

d) y - x. Plano.

e) x% -+ y?— :z* — |. Hiperboloide de una hoja.

Expresar en coordenadas polares las ecuaciones siguientes:
@) R+ 44r=0; h 2+ —2=q )20 - +2:2—6x+2y=0; d)z=2xp
Sol. a) ofcosta + cos?p) + 4 cosy = 0.0 bien, o(l — cos*y) + 4cosy = 0

b) o1 —2costy) = a*; ) 0(2 + cos?ff) — 6 cosa 1 2cos ff =0

d) cosy = 20 cos acos i

Expresar las ecuaciones siguientes, dadas en coordenadas esféricas, en coordenadas rectangulares:
a) o=2>5acos¢; by =60 ¢)osend —a: d)o -4

Sol. @) s+ 2=5az; B y=A3x o) a2 pPE=a? d) x4 )P+ 22 =16

Expresar las ecuaciones siguientes, dadas en coordenadas polares, en coordenadas rectangulares:
a) olcosa - cosfi — cosy) 5. b) oH2cos®u— 1) = 25;

¢) cos y = o(cos?a — cos?l);  d) o?-— v?cos?y —docosy — 2 - 0.

Sol, #) xAp-tz=5 b) aPoopr—be= 28 ) z = x¥—y"

d) 24+ )P2-—4:—2=0,

Dedt_lcir la féormula de la distancia entre dos puntos, Pyoy. (. @) y Pylos, 04 ¢bs), €n coordenadas
esféricas. Ind.: Apliquese la férmula de la distancia entre dos puntos en coordenadas rectangulares
y, a continuacion, hacer el cambio a coordenadas esféricas.

Sol.  Vo} + 03 — 20,0, [c0s (f, — 0,) sen ¢, sen ¢, -+ cos ¢, cos ¢,] = d.

& !w' - i-‘_a e
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