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PREFACIO

F

Este follelo comprende una exposicion elemental de la
feoria de las asi llamadas funciones hiperbdlicas que, en
buena parte, son analogas a las funciones trigonométricas
comunes. Las funciones hiperbélicas se utilizan, con frecuen-
cia, en diversas investigaciones fisicas y técnicas. Un papel
muy importante desempefian ellas en la geometria no eucli-
dea, participando, practicamente, en todas las dependencias
irigonométricas de ésta (véase, por ejemplo, el libro «intro-
duccién elemental a la geometfria de Lobachevski» por
A. P. Norden, edicion de «Gostejizdat», 1953.

Ademas de la aplicacion mencionada, la teoria de luncio-
nes hiperbélicas es de interés considerable para los alumnos
y profesores de la ensefianza secundaria o preuniversilaria,
puesto que la analogia entre las funciones trigonoméiricas
e hiperbolicas ilustra muchos problemas de la trigonometria
desde un punto de vista, diferente del comun.

El folleto consta de tres capitulos. El primer capilulo
esta dedicado al giro hiperbdlico y su aplicacién al estudio
de propiedades de la hipérbola. No obstante, por si mismo
puede representar un cierto interés. La atencion especial ha
sido atraida al capitulo segundo, en el cual son enunciados
los elementos de la teoria de funciones hiperbolicas. El ca-
pitulo tercero establece una relacién estrecha con la feoria
de funciones hiperbolicas y de logaritmos.

Existe otra construccion de ia teoria de funciones hiper
bélicas que no recurre al giro hiperbdlico como medio de
razonamiento. Esta tltima teoria se expone en la obra «Teo-
ria geométrica de funciones hiperbolicasy por D. I. Pere-
pelkin. Se recomienda también al lector de obra «Geometria
analitica» por B, N. Delone y D. A. Raikov, parte 1%, Gos-
tejizdat, 1948, la cual comprende una amplia exposicién
de los problemas considerados en la primera parte de esle
folieto.

En ninguna parie de este folleto se requieren del lector
los conacimientos que no fueran dentro de los Hmites de la
enseflanza media.

El aulor.



CAPITULO 1

GIRO HIPERBOLICO

§ 1. Contracciéon a una recta

En la solucion de cierfos problemas geométricos se usa,
con frecuencia, una transformacion que se demomina con-
fraccion al punto (homofecia). la contraccion al punto O
(llamado ceniro de contraccion), realizada con el factor de
contraccion k, significa que cada punto A de un plano pasa

L

al punio A" en el rayo 04, siendo k=%—‘}, es decir, 04 ==

=k-0A (fig. 1,a, b). Si el factor de contraccion 2 es superior
a 1, entonces 04> OA (fig. 1, b); eneste caso la transforma-
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FIG, 1

cion deberia llamarse «expansion desde el punto O». El pro
pio punto O en la transiormacién de contraccion al punto O
siempre queda en su lugar.

En la contraccion al punto O cada figura F se transiorma
en la figura Ft (fig. 2), semejante a la original, con el centro
de semejanza en el punto O y factor de semejanza igual a 4.
Si k> 1, la figura se reduce en area; si £>>1,)a figura se
aumenta, Cada recta, al contraerse, se transiorma también en
una recta (fig. 3a); las rectas paralelas se transforman en las
paralelas (iig. 3b). Cualquier circunferencia en la contraccidn
al punto se convierte en una circunferencia (fig. 3c).

En la misma contraccién todos los segmentos de un plano
se reducen (o aumentan) por una relacién constante de £



Las areas de todas las figuras también se reducen (o aumentan)
por una relacion constante, igual a &* (cuadrado del factor
de contraccion).

FIG. 2

selin

[

FIG. 8

En efecto, sea F una ﬁgura plana. Examinemos una
reticula compuesta por un nimero de cuadrados peque-
fios (fig. 4). El 4rea F es aproximadamente igual al nimero
de los cuadrados, que se encuentran dentro de la figura i,
multiplicado por el area de cuadrado. El error sera: tanto
mernor, cuanto mayor es el niimero de cuadrados en la reti-
cula. Eligiendo cuadrados suficientemente pequefios, se



puede lograr que el error se haga inferior a cualquier niimero o,
tan insignificante como se desee. En la contraccion al punto
Ja reticula de cuadrados se transforma en una nueva reticula

de cuadrados, mientras que la figura F se transforma en la
figura F’, dentro de la cual habra tantos cuadrados de la
nueva relicula (mas pequefios en drea sik<C [, y més grandes,
si £>1) cuantos los contenia la figura original F. El érea F’
es aproximadamente igual al niimero de cuadrados, que se
contienen en ella, multiplicado por el area del cuadrado. Pero,
el 4rea de cada cuadrado nuevo es igual a la del cuadrado ori-
ginal, multiplicada por %2 (dado que la longitud del lado de
un cuadrado se multiplica por £). Por eso, el area F’ es igual
al drea F multiplicada por &%

Examinemos la resolucion del siguiente problema que tos servird
de ejemplo de la aplicacion practica de la conlraccion al punto: inscribir
en el tridngulo rectangulo ABC dado un rectdngulo BDE F (fig. 5} en ¢l
cual fa relacion entre sus lodos estd bien deferminada.

Al principto construyamos un rectangule arbitracio BD'E'F' de rela-
cion dada enlre los lados, logranda que los vértices D y F' se dispongan
en los lados AB y BC, respectivamente. Designemos con £ un puato en
el que se cortan el rayo BE’ y el lado AC del triangulo. Es facil ver que

o ; i BE
en la contraceion, realizada al centro B con el faclor de traccion k=-@.

el rectangulo BD'E'F’ se trunsforma en el rectingulo buscado BDEF,

Haciendo uso de esia transformacion, no es dificil construir el reciangulo

menc ionado.!) 4

1) Del modo analégico sc resuelve ¢l problema para
el caso en que el triangulo ABC no ¢s rectdngulo. Mas, este problema no
se examinara aqni.
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En la geométria resulta, a 'veces, mas cémoda otra trans-
formacién, asi llamada confraccion a una recta. En la contrac-
¢cioén a la recta o (denominada eje de contracciony, con el factor
de contraccion k, cada punto A del plano pasa al punto A’

A
A
A A
D. E!
Ds A
g S ] P ’
8 FFE c a) b)
FIG. 5 FIG. @
a
FIG. 7

del rayo PA, perpendicular a o, siendo g%:mk 6 PA'=

=k.PA (fig. 6, a, b). Si el factor de contraccion k es mayor a Ia
unidad, entonces PA’ > PA (fig. 6,b). En este caso la trans-
formacion se deberia llamar «expansion desde el eje o», Todos
los puntos de la recta o en la contraccion quedan en su lugar.
En la contraccién a una recta la figura F se transforma en
otra figura, F’, no semejante a F (fig. 7).
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La contraccién a la recta tiene un numero de propiedades
analogas a las de la contraccién al punio:
a) En la contraccion a una recta cada recta se transforma

también en la recla.

: 2o P o

FIG 8.

Si la recta ! es paralela al eje 0 y d es la distancia entre
estas rectas, la recta / se transforma en la recta {’, paralela al
eje o, siendo igual a kd la distancia entre I' y o (fig. 8a).

Supongamos que { no es paralela al eje o y designemos por O
el punto de interseccién de { con o (fig. 8b). En la contraccién
a la recta o el punto O queda en su lugar.

Sean:

A, un punto arbitrario en la recta { (diferenie de O);
A’, un punto en el cual pasa A en la contraccion al eje o;

. PA'=k-PA.

Elijamos en la recta [ otro punto B. Si B’ es un punto de
interseccion entre la recta 04" y la perpendicular BQ,' tra-
zada desde el punto B al eje o, entonces: %@z‘%—;:k
(lo que se deduce de la semejanza de los fridngulos OQB
y OPA, OQB" y OPA’) o sea, QB'=k-QB.

Vemos, por consiguiente, que en la contraccién al eje o
el punto B pasa al punto B’. Puesto que B es un punto ar-
bitrario de la recla I, esta filtima pasa, en la contraccién al
eje 0, a la recta 0A’, la cual, naturalmente, debe designarse
con {’; ;

b) En la contraccion a una recta las rectas paralelas pasan
a las rectas paralelas.
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Sean ! y m reclas paralelas. Siendo paralelas, no tienen
punto comun, Las rectas {" y m', en las que se transforman las
rectas originales, tampoco tienen el punto comin (el cual
podria resullar del punilo comiin de las rectas I y m). Esto
significa que las rectas /” v m’ son también paralelas (fig. 9) 1).

¢) En la contraccion a una recta queda en vigor la relacion
entre los segmentos dispuesios en una misma recta.

Efectivamente, segin la propiedad de rectas paralelas
que cortan los rayos de un haz, tenemos (fig. 10):

AB _ A'B'
' e

d) En la contraccion a una recta las dreas de todas las fi-
guras cambian en una relacion constante (igual al factor de
contraccion &).

1) Si ¢ y ¢ son los dngulos, formados por fa recta
original ! y la recta I, contraida de Ia primera al eje o, enfonces de la fi-
gura 8b se deduce con facilidad que

PA" k-PA PA

W= P APy AT

De la figura se infiere también que las rectas paralelas, que cortan el
L‘{L* o bajo un mismo angulo ¢, se transforman en rectas paralelas que cortan
¢l eje o bajo un mismo angulo ¢,
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Examinemos la figura F y la reticula compuesta por
cuadrados. El drea F es aproximadamente igual al nimero
de los cuadrados dentro de ta F, multiplicado por el érea dei
cuadrado (fig. 11}.

Convengamos en que una de las direcciones de las lineas
de la reticula sea paraleia al eje de contraccién. En la con-
traccién, la reticuia de cuadrados se transformara en la reti-
cula de rectangulos de dreas iguales, equivalentes al producto

del 4rea cuadrada por el factor de contraccién & (uno de los
lados del cuadrado no cambia y la longitud del segundo lado
se multiplica por £). Nuestro razonamiento posterior no se
diferenciara del ya utilizado en la demostracién del postulado
gue en la contraccion al punto, realizada con el factor de
coniraccion %, todas las dreas cambian &° veces (véanse las
paginas §—9).

Como ejemplo de la aplicacién de la contraccién hacia
una recta examinemos la resolucion del siguiente problema
sobre la construccién geométrica:Y) inscribir en el tridngulo
rectangulo ABC dado el rectdngulo BDEF, en el cual el pro-
ducto de los lados representa un valor bien determinado: BD - BF =
—d2 (en otras palabras, se debe inscribir un rectangulo de drea
dada) {fig. 12). Para resolver el problema realicemos la con-
traccién del triangulo A BC al lado BC, con el factor de contrac-

1) Comparese con el pm'blﬂﬁa en la pagina 9.
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cion k= g%. El triangulo original se transiormara en el
friangulo isosceles rectangulo A'BC en el cual BA'=k-BA=
~2C.BA=BC. El drea del triangulo A’BC es igual a kS

{donde S es el érea del triangulo ABC). En virtud de la pro-
piedad 4, el rectangulo BDEF se transformara, al ser con-

™
T _“'\
N
F
e,
B
' 1 R |
i e
= =
B I T B
o
FIG. 11

traido, en el rectangulo BD'E’F de drea igual a kd®. Ahora,
nos hace falta inscribir en el triangulo A’BC el rectangulo
BD'E'F de area conocida Ad®.

No es dificil hacerlo, dado que

Sgrepe=Sasca—(Sarce +Saane’)

¥, por consiguiente,

Sarce 4 Saaprer =Sarca — Ssrppr =kBS —kd?.
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Pero, por otra parte:
Ssrcer +Saapre = -!2- FE" -!--%‘ D'E" =
=5 (FE* +D'E") =1 BE"

(teniendo en cuenta que el fridngulo A°BC y, por lo tanto,
los triangulos A'D'E" y E'FC, semejantes al primero, son

FI1G. 12

tedos isosceles). De este modoobtenemos:

5 BE” = kS—hd.

Ahora, conociendo la longitud del segmento BE’, encon-
tramos sin dificultad alguna el punto £, después de que cons-
truimos los rectangulos BD'E'F y BDEF, inscritos en el
tridngulo A'BC y el ABC, respectivamente.

E] problema puede tener dos soluciones, una solucién
0 ninguna, segin sea el valor de la magnitud d.

No se conoce otra resolucién geométrica de esie problema
que no usaria la transformacién de contraccién a una recta.?)

1) Del modo analégico se resuetve el problema en el
caso en que el tridngulo dado ABC no sea rectdngulo. Mas, este problema
aqui no se examina.
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Contrariamente a la contraccién al punto, la contraccién
a una recta no fransforma una circunferencia a otra circun-
ferencia, Realizada la contraccién a una recta, la circunfe-
rencia se transforma en una curva de otra indole, Hamada

O

FiG. 13

elipse (fig. 13). Haciendo uso de las propiedades a) — d) de
la contraccion a una recta, se puede derivar una serie de pro-
piedades geométricas de la elipse. No obstante, esta tarea se
encuentra fuera de los marcos de esta obra.

§ 2. Giro hiperbélico

En adelante un gran papel desempefiara la grafica que
expresa una dependencia de la proporcionalidad inversa, es
decir, la curva cuya ecuacién tiene la forma:

y:% 0 xy=a.

Esta curva se denomina hipérbola. Esta representada en

la figura 14.

Es evidente que cuanto mayor es la magnitud absoluta
de x, tanto menor es'y, e, inversamente: si x—o0, entonces
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y—0; si y—oo, entonces x—0. En lenguaje geométrico esto
significa que la hipérbola se aproxima indefinidamente a los
ejes de coordenadas sin cortarlos en ningin punto (de la
ecuacion xy=a se deduce que x e y no pueden ser nulos).

Se llama asinfota de una curva a la recta hacia la cual
se aproxima indefinidamente la curva mencionada, sin cortar

FIG, 14

a la recta en ningGn punto. Asi pues, los ejes de coordenadas
sirven de asinfotas para la hipérbola.

La hipérbola consta de dos ramas que para a>0 se dis-
ponen en el primer cuadrante de los ejes de coordenadas
(x ey son positivos) y enel tercer cuadrante (x ey son negativos).

La ecuacion xy=a tiene el sentido geométrico muy simple;
el area del rectangulo MQOP, limitado por los ejes de coorde-
nadas y las rectas trazadas por un punto M de la hipérbola
paralelamente a los ejes, es igual a a (fig. 14) y no depende
de la eleccién del punto M. En efecto, es evidente que OP=x,
PM=y y

SMQOP=OIP—Pme-y=a.

2 1 2952
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Si al rectdngulo MQOP le damos el nombre de rectdnguio
de coordenadas del punto M, podriamos determinar la hipér-
bola como lugar geoméirico de los puntos (dispuestos en (0s
cuadrantes primero y tercero del sistema de coordenadas) cuyos
rectdngulos de coordenadas tienen un drea constante.

La hipérbola cuenta con el centro de simetria: ambas ramas
de 1a hipérbola son simétricas con relacidén al origen de coor-
denadas O. Esta afirmacién se comprueba por el hecho de que

Yy
Q M
' o P X
AR
FIG. 18

los rectdngulos de coordenadas MQOP y M'Q'OP’ (fig. 15)s
simétricos con relacién a O, tienen dreas iguales. La hipér-
bola tiene también dos ejes de simetria que son representados
por las bisectrices de los &dngulos de coordenadas aa
y bb (fig. 16). En efecto, los rectangulos de coordenadas MQOP
vy M,Q,0P,, simétricos referidos a la bisectriz aa, tienen areas
iguales. También tienen &reas iguales los rectangulos de
coordenadas MQOP y M,Q.0P,, simétricos con relacion a bb.
El centro de simetria O y los ejes de simefria aa y bb se
llaman, con frecuencia, ceniro y ejes de la hipérbola. Los
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puntos A v B, en los cuales la hipérbola corta el eje aa, reciben
el nombre de vértices de la hipérbola.

Sea una hipérbola xy=a. Realicemos la confraccion del
plano al eje x, con el factor de contraccién k. La hipérbola
xy=a se transformard en la hipérbola xy=ak, dado que la
abscisa x de cada punto quedard invariable v la ordenada y

FIG. 18

se sustituird por la y-& (fig. 17). Realicemos, luego, uisia
contraccién mas, esta vez al eje y, con el factor de contrac-

cidn, igual a %. En esta transformacién la hipérbola xy=ak

se convertird en la hipérbola xy=%§—-=a. En efecto, la orde-
nada y de cualquier punto queda invariable en esta altima
contraceién, mientras que la abscisa x se convierte en %.
Resulta, pues, que la contraccidn consecutiva de un plano,
primero al efe x, con el factor de contraccion ®, y la segunda vez,
al efe y, con el factor igual a%, transforma la hipérbola xy==a

en si misma. L.a sucesion de estas dos contracciones de un

2*



20

plano a la recta constituye una transforinacion, Namada giro
hiperbolico. Elnombre «giro hiperbdlico» se debe al género de
la transformacion, durante la cual todos los puntos de la
hipérbola «reshalan por la curvas: asi, en el dibujo 17 el
punia M pasa, al principio, al punto M, y luego este altinio

FiG, 17

se convierle en ¢l punto M’, y, en definitiva, el giro hiper-
bélico transforma el punfo M de Ja hipérbola al punto M’
de la misma hipérbola. Este giro es analogo al giro de una
circunferencia: parece que la hipérbola como si diera vuelta.

Sefialemos las siguientes propiedades del giro hiperbélico
en el cual:

. a) cada recta se transforma en la recia (corolario de la pro-
piedad a), § 1); "

b) los ejes de coordenadas (asinfolas de la hipérbola) se
Iransforman en si mismos (lo que se hace durante dos contrac-
ciones consecutivas que forman un giro hiperbdlico);

¢) tas rectas paralelas se {ransfortnan en rectas paralelas
(corolario de la propiedad b), § 1);

d) queda constante la relacién entre los segmenios de una
misma recta {(corolario de ia propiedad c), § I);

e) las dreas de las figuras no varian su valor, dado que en
la primera confraccidén a una recta las dreas de todas las fi-
guras se multiplican por 2, mientras que en la segunda con-
traccién ellas se dividen por k& (véase la propiedad d), § 1)

Es muy importante observar que el giro hiperbilico nos
permite trasladar cada punto de la hipérbola en oiro punto
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cualquiera. En efecto, ia primera contraccion hace pasar el
punto (x, y) de la hipérbola xy=a al punto (x, yk) de la hi-
pérbola xy=ak; en la segunda contraccion el punto (x, yk)

de la hipérbola xy=ak pasa al punto (f:—, yk) de la hipérbola
original (véase la fig. 17). De esle modo, como resultado del
giro hiperbdlico el punto (x, y) pasa al punto (% yk). Resulta,

por consiguiente, que con la ayuda del giro hiperbodlico ade-

cuado el punto (x, y) de la hipérbola se transforma en cual-

quier otro punto (x,, 1), de la misma hipérbola: es suficiente
X

¥ .
para ello escoger £ de tal manera que sea xl=—;0k=k—.
1

§ 3. Propiedades de la hipérbola

Haciendo uso del giro hiperbélico, se puede obiener una
serie de propiedades de la hipérbola, muy interesantes. No
obstante, determinemos, previamente, una cuerda y una tan-
gente a la hipérbola.

Una recta, que corta a la hipérbola en dos puntos, se de-
nomina secanfe de la hipérboia. El segmento de la secante,
limitado por los puntos de la hipérbola, se denomina cuerda
de la hipérbola. Existen dos géneros de las secantes (como
también de las cuerdas). Las secantes de primer género cortan
a una sola rama de hipérbola, las de segundo género cortan
a ambas ramas (fig. 18a).

Examinemos una secante de primer género. Entre las
rectas paralelas a esta secante habra unas cuantas que cortan
a la hipérbola en dos puntos, habra rectas que no cortan la,
hipérbola y, por fin, dos de las rectas paralelas, llamadas
tangentes a la hipérbola, tendran un punto comin con la
misma (fig. 18b).»

En el giro hiperbdlico la cuerda UV de la hipérbola se
transforma en la nueva cuerda U'V’; si U y V son los puntos
de una misma rama (de ramas diferentes) de fa hipérbola,

1) Una tangente a la hiperhola puede ser definida
también como recta que tiene con la hipérbola un punto comdn, y no para-
lela a la asintota (toda recta, paralela a la asintota cortaa la hipérbola-
en un solo punto, pero no es tangente).



2&
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entonces U’ y V'’ pertenecen también a una rama (a ramas
diferentes). En efecto, los puntos U y V de la hipérbola se
transforman en los puntos U’ y V’, perteneciendo, por ejemplo,
U’ y U ala misma rama (fig. 19).

En el giro hiperbélico, que traslada el punto M al M’,
la tangente a la hipérbola en el punto M se transforma en la

FiG. 19

tangente a Ja nueva curva en el punto M’. Para demostrarlo
examinemos la cuerda UV, paralela a la primera tangente.
Es evidente que la cuerda UV se transformara en la U'V’.
Al mismo tiempo una recta, que es paralela a UV y tiene el
dnico punto comiin M con la hipérbola, se transformara en
la recta que serd paralela a U'V’ y tendrd con la hipérbola
el tinico punto comin M’ (fig. 19).

Ahora, procedamos con la demostracién de las propieda-
des de la hipérbola.

1. El segmenio de la tangente a la hipérbola, encerrado entre
asintotas por la curva, se divide por el punio de tangencia en
dos partes iguales.

Dado que la biseciriz aa del angulo de coordenadas sirve
de eje de simetria de la hipérbola (fig. 20), el segmento £oL,
de la tangente en el vértice A, encerrado entre los ejes de
coordenadas, se divide por el punto A por la mitad: los
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segmentos AK, y AL,, si son simétricos con relacién al eje aa,
pasan uno a oiro.

Sea KL un segmento de ia tangente a la hipérbola en cual-
quier ofro punto M. Realicemos el giro hiperbdlico que tras-
lada el punto M al punic A. '

La tangente en el punto M se transformara, al mismo tiempo
a la langente en el punto A, mientras que el segmento KL

se convertira en el K,L, (véanse las propiedades a) y b), § 2).
Como en el giro hiperbdlico el centro del segmento pasa al
punto medio del segmento (véase la propiedad d}, §2), el
punto M es el centro del segmento KL, lo que se trataba de
demostrar.

2. Las dreas de los tridngulos, que se obtienen al cortar el
dngulo de coordenadas por las tangentes a la hipérbola xy=a,
son fodas iguales.

Para comprobar esta propiedad examinemos el tridngulo
KOL, que se obtiene al cortar el dngulo de coordenadas por
una tangente a la hipérbola xy=a en algiin punfo M de ésta
(iig. 20).

El giro hiperbdlico, que traslada el punto M al punto A,
transforma el friangulo KOL en el K,0L,, en el cual K,L,
es la tangente a la hipérbola en el punto A. De aqui se deduce
en virtud de la propiedad e), § 2, que SakorL=Sax.,0r,, €3
decir, el area del fridngulo KOL no depende de la eleccion
del punto M, lo que se trataba de demostrar.
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De las propiedades 1 y 2 se desprende que una rama de
la hipérbola puede ser deferminada como lugar geoméirico
de los puntos medios de los segmentos que, al cortar el dngulo
recto dado, forman iridngulos de drea igual (fig. 21).

F1G. 21

3. Los centros de todas cuerdas paralelas de la hipérbola
se ubican en una recla que pasa por el punio medio de la hipér-
hola.

Sean: UV, la cuerda cualquiera de fa hipérbola;

S centro de la cuerda;
T punto de inferseccién de la recta OS con la
hipérbola (fig. 22a).0

Realicemos el giro hiperbdlico que convierte el punto 7
en el vértice 4 de la hipérbola. Con esto la recta OT se trans-
formara en el eje aa de la hipérbola, mientras que la cuerda UV,
en la cuerda U,V,, la cual se divide por la mitad por el ¢je de
simetria aa. Mas, esto es posible sélo cuando UV, sea per-

1} Aqui nos limitamos al caso en que la2 cuerda UV
es de primer género (véase la pag. 21), es decir, los puntos U y V pertenecen
a una misma rama (solo este caso nos va a ser ittil en lo posterior). Recomen-
damos que el mismo lector considere el caso en que los puntes U y V per-
tenezcan a las ramas distintas de la hipérbola,
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FIG, 22

pendicular a aa. En efecto, supongamos que U,V, no es per-
pendicular a aa. Tracemos las cuerdas, U.Z y V,W, perpen
diculares a aa. Como aa es el eje de simefria de la hipérbola,
U,ZV,W, es un trapecio equilatero para el cual aa sirve de
eje de simetria. Pero, el eje de simetria del trapecio equila-
tero no puede dividir por la mitad su diagonal (por ejemplo, en
la figura 22b tenemos: VoS,=S,R<<ScU,, lo que conduce a una
confradiccion). Todas las cuerdas paralelas a UV se trans-
forman en las cuerdas, paralelas a U,V,, es decir, perpendi-
culares al eje de simetria aa de la hipérbola. Los centros de
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todas las cuerdas estan en la recta aa. De aqui se desprende
que los centros de todas las cuerdas, paralelas a UV, se dis-
ponen en la recta 07, lo que se trataba de demostrar.

Se llama didmetro de la hipérbola a cada recta que pasa
por el centro de la hipérbola (igual que los didmetros de una
circunferencia son las rectas que pasan por el punto medio

FIG. 23

de ésta).” El didmetro de la hipérbola que divide por la mitad
todas las cuerdas de una direccién dada se denomina didmetro
conjugado con estas (iltimas; inversamente, las cuerdas se
llaman conjugadas con el didmetro que las divide en dos par-
tes iguales. En adelante conoceremos el concepto del radio
de la hipérbola, sobreentendiendo bajo éste un segmento del
diametro, comprendido entre el centro de la hipérbola y el
punto de interseccion del didmetro con la curva (es decir,
los radios de la hipérbola se determinan de la manera igual
a los de una circunferencia).
‘ Observemos que la circunferencia posee una propiedad
analoga a la propiedad 3 de la hipérbola: los punios medios de
todas las cuerdas paralelas de la circunferencia se ubican en
una misma recta que pasa por el centro de la circunferencia

1) En este folleto bajo el didmetro se entiende toda
la recta, y no el segmento de elia.
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(a saber, en el diametro de la circunferencia, perpendicular
a las cuerdas, fig. 23).

4. Las rectas, trazadas por los extremos de una cuerda ar-
bitraria de la hipérbola paralelomente a las asintotas de ésta,
se cortan en el didmetro, conjugado con la cuerda.

Za

F1G. 24

Sean: UV, la cuerda arbitraria de la hipérbola;
S, el punto medio de la cuerda;
T, el punfo de interseccion de la recta OS con
la hipérbola (fig. 24).

Realicemos el giro hiperbdlico que transforma el punto
T al vértice A de la hipérbola. Es evidente que la cuerda UV
se fransformara en la cuerda U,V,, perpendicular al eje aa
(véase la demostracién de la propiedad 3). Las rectas UR
y VR, paralelas a las asintotas, se transformaran en las rec-
tas UoRy y VoRo que son también paralelas a las asintotas
{véanse las propiedades b} y ¢}, § 2).

Como aa es el eje de simetria de la hipérbola y, a la vez,
bisectriz del angulo formado por las asintotas, el punto R,
de la interseccion de las rectas UsR, y V,R, se dispone en
el eje aa.
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De aqui se deduce que el punto de interseccién R de las
rectas UR y VR se dispone en el didmetro O, lo que se tra-
taba de demostrar.

FIG. 25

5. Las tangenfes a la hipérbola en los.extremos de una cuerda, eligida
arbitrariamente, se cortan en el didmetro conjugado con esta cuerda (lig. 25a).

Recomendamos que el lector mismo lleve a cabo la demostracion de
la %ro[piedad 5, que es plenamente andloga a la de la propiedad 4 de la hi-
pérbola.

Observemos que la circunferencia también tiene una propiedad ané-
loga: las tangentes a la circunferencia en los extfremos c?e una cuerda
arbilraria se cortan en el didmetro, perpendicular a la cuerda (fig. 23b).



CAPITULO 11

FUNCIONES HIPERBOLICAS

§ 1. Ecuacion de la hipérbola referida a los ejes

Sean x e y las coordenadas del punto M de la hipérbola
en el sistema de coordenadas cuyos ejes coinciden con las
asintotas. En este caso la ecuacidn de la hipérbola tiene la
forma: xy==a (fig. 26). Tomemos los ejes aa y bb de la hipér-
bola por los ejes nuevos de coordenadas. Designemos con

FIG. 26

X e Y las coordenadas del punio M en el nuevo sistema de
coordenadas. Expresemos las coordenadas viejas x e y por
las nuevas X e Y,

Sea N la proyeccién del punto M al eje aa. Las proyeccio-
nes de los puntos M y N a los ejes Ox, Oy, las designemos,
respectivamente, por P, Q y K, L (fig. 26). Entonces:

OP=0K-—PK=0Ncos 45°—N Mcos 45°,
0Q=0L+4-LQ==0Ncos 45°+NMcos 45°

(puesto que la proyeccién de un segmento a una recta que
forma con el segmento el dngulo de 45°, es igual a la longitud
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de) segmento multiplicada por el cos 45°). Pero:
OP=x, 0Q=y, ON=X, NM=Y, y obtenemos:

VZ )

Sustituyamos en la férmula xy==a los valores obtenidos
de x e y. Tendremos:

(X*—Y?) %=a,- o0 sea X:—Y?=2a

Esta es la ecuacion de la hipérbola referida a los ejes o a las
asintolas
La hipérbola

X—Y2=]
se llama hipérbola unidad. Su ecuacién es analoga a la

ecuacion de la circunferencia unidad® (circunferencia de
radio unidad):

X1pYe=1.

D Para el punto M, (fig. 26) tenemos:
Il=OP1=OK1—:-K1P1=ON1C05 45°~+-1V1M|_C0545°=
' V32 2
=X, —E'--H—Yl)']%" ,

$1=0Q,=0L;—Q L, =0N, cos 45°— N, M cos 45°=
2 2
i TN

2

es decir, ias mismas formulas (*}. Que el mismo Jeclor compruebe que estas
formulas son vélidas también para los puntos de la segunda rama de la
hipérbola, dispuesta en el fercer cuadrante del sistena de coordenadas
x, ¥ (aunque esta demostracién no la necesitaremos).

% Sea M un punto cualquiera de la circunferencia de
radio 1.con el centro en el origen de coordenadas {fis. 27a). Supongamos
que X e Y son las coordenadas del punto M. Segin el teorema de Pitagoras
ienemos: OP:4-PMI=0M?®, pero OP=X, PM=Y, OM=I1. Por consi-
guiente, la ecnacion X24-Vi=1 es vilida para cualquier punto de la cir-
cunferencia.
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La ecuacion de Ia hipérbola unidad en el sistema de coorde-
nadas, cuyos ejes coinciden con las asintotas, tiene la forma

Xy= 5

(en este caso 2a=1 y, por lo tanto, a= %},

§ 2. Definicion y propiedades fundamentales
de las funciones hiperbdlicas

Procedamos ahora con la exposicion de la teoria de fun-
ciones hiperbélicas (se llaman también funciones hiperbolicas
irigonoméiricas), que en muchos aspectos es analoga a la de
funciones trigonométricas comunes, es decir, circulares. Para

FaG, 27

recalcar la analogia entre las funciones circulares e hiperbd-
licas, se le da a la exposicion una forma en dos columnas:
en ]la columna izquierda se exponen los conocidos postulados
de la {eoria de funciones trigonométricas circulares, en la
columna derecha, la feoria de funciones hiperbdlicas.

E xaminemos una circun- Examinemos una hipér-
ferencia unidad (fig. 27a) bola unidad (fig. 27b)
Xstyr=], X2—VY2=],
Se llama dngulo o (en Se llama cin%ulo hiper-
radianes), formado por los bolico t, formado por dos
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radios CA y OM de la cir- radios 0A y OM de la hi-
cunferencia, a un namero pérbola, al mimero igual al
igual 2 la longitud del arco doble del area del sector,
AM, o al doble de] area del limitado por estos radios y
sector 0AM, limitado por los el arco de la hipérbota.?

radios menicionados y el arco
de la circunferencia.

Tracemos una perpendi- Tracemos una perpendi-
cular MP del punto M de cular MP del punto M de
la circunferencia a} diame- la hipérbola al diametro 0A
tro OA; tracemos también que es el eje de simetria
una fangente a la circun- de la hipérbola que corta a
ferencia en el punto 4, éstaenelvértice A; tracemos
procurando que se corten la también una tangente a ia
tangente y el didmetro OM hipérbola en el punto A4,
en el punto N. Entonces, procurando que la tangente
el segmento PM de la per- corte el diametro OM en
pendicular serd linea del el punto V. El segmento PM
senn. El segmento OP del de la perpendicular se llama
didmelro serad linea del co- linea del seno hiperbélico,
seno vy el AN, linea de la el segmento OP del dia-
tangente. metro se llama linea del

coseno hiperbdlicoy el AN,
linea de la tangente hiper-

bélica.

Las longitudes de los - Las longitudes de los
segmenios PM, OP y AN segmenios PM, OP y AN
son iguales al seno, coseno se 1laman, respectivamente,
y tangente del angulo o, seno hiperbélico, coseno hi-
respectivamente; perbolico y tangente hiper-

bélica del angulo hiperbo-
lico ¢, y se designan®:
PM =sht, OP=chi,
AN =thi.

PM=sena,OP =cosaq,
AN =tga.

1y La principal propiedad del dngulo o vonsiste en
la invariabilidad de su valor al girar el scelor AOM alrededot de 0. Ana-
logamente, el angulo hiperbdlico ¢ no varia su valor en el gire hiperbélico
de ta figura AOM (véase ia propiedad e, § 2, capitulo 1),

2) [as relaciones se denominan, a veces,

BN OF ¥ AN
cosecante hiperbolica, secante hiperbdlica v cofangenfe hiperbolica del
dngule hiperbodlito £

3 pe 2032
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Se conoce que las funciones trigonométricas del angulo
varian periédicamente, con el periodo igual a 2n. Las fun.
ciones hiperbélicas son aperiddicas. El1 angulo hiperbélico ¢
puede variar en los limites desde 0 hasta oco. Para compro-
bario (o, en otras palabras, comprobar que el irea del sector

4

FIG. 28

hiperbélico AOM puede ser tan grande como se quiera) exa-
minemos el dngulo hiperbdlico AOM, cuyo valor designare-
mos con f. Realicemos el giro hiperbdlico que traslada el
punto A al punto M; el punto M, pasard, con ello, al puato
M, My en el My, M, en el M,, ete. (fig. 28). En virtud de la
propiedad ) § 2, capitulo I, las dreas de los sectores hiperbd-
licos AOM,, M,0M,, M,0M;, M,OM, ... son todas iguales,
razon por la cual los angulos hiperbdlicos AOM,, AOM,,
AOM,, AOM, son iguales, respectivamente, a £, 24, 31,
44, ... De aqui se deduce que el dngulo hiperbélico puede ser
{an grande como se quiera.

De la deiinicion de funciones hiperbdlicas se desprende
que (fig. 27b) al variar el dngulo hiperbdlico ¢ desde 0 hasta oo,
el seng hiperbélico sh 1 varia desde 0 hasta oo, ch ¢ varia
desde | hasta oo, th £ varia Jesde 0 hasta |. Si, rigiéndose por
la analogia completa con funciones circulares, consideramos
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el dngulo AOM, (fig. 76b) negativo, igual a —4,, (4 es el
doble del 4rea del sector AOM, )} y admitamos que

Sh(—t1)=—M1P1=_5hth
ch(—#)=0P,=cht,,
th(—tl) =—N1A ="'—th£1 "

entonces las graficas de funciones hiperbélicas tendran Ia
forma representada en [fa figura 29. Observemos, ademas,

Fli. 29

que sh 0=th0=0 y ch 0=1 (de modo igual que sen §=1g0=0
y cos O=1).

Deduzcamos, ahora, las dependencias principales entre
%as f)unciones trigonométricas (tanto circulares como hiperbé-
icas).

De la semejanza de los De la semejanza de los
triangulos OMP vy ONA tridngulos OMP y ONA
(fig. 27a) se deduce: (fig. 27b) se deduce:

AN _ PM AN _PM.
04 0P 0A~ 0P °
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Pero = tga (dado que

PM _sena
OP " cona®

De este modo obtenemos:

Sen

tga:m. (1)

Luego, las coordenadas
del punto M de la circunfe-
rencia son: OP=X, PM=Y,

La ecuacion de la cir-
cunferencia unidad tiene la
forma: X2+ V? = 1. Por con-
siguiente,

OP* b PM2 =],
O bien,
costfa+senfo=1, (II)
Al dividir ambos miem-
bros de la identidad (II)
primero por cos*e, v luego,

por sente, obtenemos dos
férmulas mas:

I+ tgto= L5, (III)

cotg?al 4 | —— sen, =4 (V)

Pero -——=tht (dado que

04 = 1 para el punto A
la coordenada Y =0, por lo
que 0A*=X*=1 -[—Y’ = 1)

vV

De este modo obtenemaos:

thtﬁsii (1)

Luego, las coordenadas
del punto M de la hipér-
bola son OP =X, PM =Y.

La ecuacion de la hi-
pérbola unidad tiene la for-
ma X*—V?2=1, Por consi-
guiente,

OP?—PM2=1,
0 bien,

cht¢é—shii—1. (I])

Al dividir ambos miem-
bros de la ideniidad (ID)
primero por ch?f, y luego,
por sh? £, obtenemos dos for-
mulas mas:

[
1—tht = o, (IH)

1 1 1



§ 3. Formulas de adicién

Deduzcamos las férmulas de adicién para las funciones

circulares e hiperbdlicas.

F1G. 30

Suporngamos que el giro
alrededor del punto O tras-
lada los radios QA v OM
de la circunferencia (el 4n-
gulo AOM=w) 2 la posi-
cion de los radios QA" y
OM’ (fig. 30a). Las lineas
PM y OP del seno y co-
seno del angulo MOP se
trasladaran a los segmentos
P'M' y OP’. Es evidente
que el segmentoc M'P’ es
perpendicular al diadmetro
QA’. Puestoque P’M'=PM

Supongamos que ¢l giro
hiperbolico traslada los ra-
dios OA y OM de la hipér-
bola (A es el vértice, t es
el angulo hiperbdélico AOM)
en los radios OA" y OM’
(fig. 30b, véase la referen-
cia en la péagina 33). Las
lineas PM y OP del seno
y coseno (hiperbblicos) del
angulo f se transladardn en
los segmentos P’M' y OP'.
Si M y M, son 'los segun-
dos puntos,en los que MP



y OP'=0P (en el giro no
cambia la longitud del seg-
mento), las ignaldades
sena=PM y cosa=0P nos
dan;
sena=P'M', cosa=0PF.

y M’P’ cortan la hipérbola,
entonces podemos decir que
MP = PM (dado que OA es
el eje de simetria de ia hi-
pérbola) y M'P’ = P'M’ (lo
que se deduce de la igual-
dad MP =PM, en virtud
de la propiedad d), § 2, ca-
pitulo I). En otras palabras,
las cuerdas MM y M'M'
son conjugadas con los dia-
metros OP y OP’, respec-
tivamente (véase la pagina
27).

Las igualdades sh¢=2,

cht=0PF se pueden escri-

. _PM
bir en la forma shi = ox

cht=g-%(puesto que OA=
= 1; véase la pagina 30).
Demostremos que
P'M’ ap’
5ht=“m;—,~‘ Cht"—ﬁo—‘a-;.
Tracemos por los puntos
My M, My M as rec-
tas paralelas a las asintotas:
MR || M'R'||Oy.
MR || M'R" || Ox
(fig. 30b). En virtud de la
propiedad 4, § 3, capftulol,
los puntos R y R’ pertene-
cen, respectivamente, a los
didmetros 04 v OA’. Como

LMRM=/ M'R'M ==
= / yOx = 90°,

los tridngulos MRM vy

M'R'M’" son rectingulos.
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Los puntos P y P’ son
medios de las hipotenusas
de estos tridngulos; al mis-
mo tiempo sirven de pun-
10s medios de las circunfe-
rencias circunscritas alre-

2z //,///,,/ /
0 A PK Q %
b

Fl16. 31

dedor de los 1rfé|1gulos,
Por consiguiente,

PM=VP=RP,
P'M' =M'P =R'P.
Ahora se puede escribir:

OP

sht= 0 A i ht._
Mas, segin la propiedad
d), § 2, cap. I), tenemos

P _R'P'. OGP _OP

ol ™ oA « 08 o0x"

o)

2]

=
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Supongamos ahora que
L AOM =oy / MOM’' =B
(fig. 31a). Tracemos las per-
pendiculares MP y M'Q de
los puntos M y M’ a OA.
Del punto M’ tracemos la
perpendicular M’ P’ al radio
OM, y del punto P’ trace-
mos dos perpendiculares:
P'D al segmento M'Q y
P'K, a OA. En este caso

tenemos: -

sena=PM, cosa=0P;
senff =AM, cosP=0P;
sen (o +4P) = QM’,

cos (e --B)Y = 0Q.

Los tridngulos OMP y
OFP’K son semejantes: am-
bos son rectangulos y tie-
nen un éngulo comun.

Los tridngulos OMP y
M’P'D también son seme-
jantes, dado que ambos
son rectangulos y, ademas,
£ MOP = / P'M'D, como

Por lo tanto,

R'P" __P'M

sht=5z =51
(#7204
Cht=0—A,

lo que se {rataba de demos-
trar.

Supongamos zhora que
los &ngulos hiperbdiicos
AOM y MOM' son iguales
a t y u, respectivamente
{fig. 31b). Tracemos Ias
perpendiculares MPy M’'Q
de los puntos M y M’ a
OA. Luego, del punto M’
tracemos la cuerda M'M’,
Conjugada con QM (véase
la pag. 27). La cuerda
M'M corta a OM en el
punto P’; de este punto
tracemos dos perpendicula-
res: P'Dal M'Q y P'K al
segmento OA. En este caso
tenemos:

sht=PM, <¢ht=00P;
P'M’ oP'
o Shu=75m
sh(t+u)=QM’,

ch{t+u)=0Q.

Los triangulos OMP y
QP’K son semejantes: am-
bos son rectangulos y tie-
nen un dngulo comun.

Los triangulos OMP y
M’'P'D también son seme-
jantes, dado que ambos son
rectangulos y, ademas,
L MOP=,/P'M'D. En

shy=
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angulos con los lados reci-
procamente perpendiculares.

Es evidente que (fig.
3la):

sen (x+P)=QM =
=KP'+DM’,

cos (x+f)=0Q =!
=0K—DP'.

De la semejanza de los
triangulos OMP y OP'K se
deduce:

KB B ooes OB mae
op = oar + KP' = om PM;
0K OP op’

W:-m‘p OK-——WOP

De la semejanza de los
tridngulos OMP v M'P'D
tenemos:
DM’ _OP
P’AMTTOM?

pm =M op.

efecto, la recta M'R, para-
lela a la asintota Oy de la
hipérbola, corta el didmetro
OM en el punto Ry al eje
0A, en el punto 8. Enton-

ces, L QM'S=/ QSM’'=
=45°, Luego, / PPM'R=
=/ M'RP", dado que
P'M' =RP' (véase la pag
39).

Pero,

L MOP=/ M'SQ—
—/8SRO=/ M'SQ—
— /S MRP', /P MD=
= éSM’Q—-g_’_ RM'P’.

Por tanto,

£ MOP— / P'M'D.
Es evidente que (fig.
31b):
sh(t-+u)=QM =
=KP' DM’
ch(i-+u)=0Q =0K + P'D.

De la semajanza de los
triangulos OMP y OP'K se
deduce:

KP' PM . OP :
or =om» KP'=gg PM:
0K _OP _op’

op” =om+ OK=oz0"

De la semejanza de los
irigngulos OMP y M'P'D
tenemos: :

DM’ OP ,_P'M :
= om DM =7 OF;
PD _PM
M oM
P'D = Po_f"L PM.
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Tomando en considera-
cion gue

PM =senu, OP =cose;
P'M’__ B OP'_C
om —senb.  gar=cosp

tenemos en difinitiva:
sen (@ +B) =senccosP -
L-cosasenf, (V)
€05 (o |- B) = cos . cos f—
—senasenf, (VI}

De las férmulas (V), (VI
y de las (I) y (1I) del pa-
rrafo anterior se deducen to-
das las férmulas restantes
de la trigonometria.

Asi, por ejemplo, tene-
mos:

g (@ +B) = Fmath -

cos (1-B)
__ senq-cos fi- cos o-sen B
T cosa:Cos P—sena-sen

Al dividir porcosa cos B
el numerador y denomina-
dor de la fraccién en el se-
gundo miembro, obtenemos:

t -t
tg (@ 4-p) = (il
(VII})

Si B=a, las formulas
(V), (VD) y (VII) toman ia
forma:

sen 2a=2senz . -cosa, (VIII)
cos 2e=cos*a—sento, {1X}

2ige (X)

edpg— """
tg 2a I—tgta

Tomando en considera-

cién que
PM=sht, OP=cht;
P'M’ op’

o =shuy; o —chu

tenemos en difinitiva:
sh{tt+u)y=shitchutchix
xXshu, (V)

ch(f +u)=chichu-shfx
Xshu. (VI)

De ias férmuias {V}), (V)
y de las (I} y (II) del pa-
rrafo anterior se pueden ob-
tener todas las férmulas res-
tantes de la trigonometria
hiperbélica. Asi, por ejem-
plo, tenemos:
th (t o D% u) — M —
* ch (¢ 3-u)
__shi{chu-fchishu
" chichulshfshu"

Al dividir por chfchu
el numerador y denomina-
dor de la fraccién en el se-
gundo miembro, obtenemos:

thi}thy
th(t+u)=l+thrthu'
(VII)

Siu=t, los férmulas (V),
(VI} vy (VII) toman la for-
ma:

sh9t=2shécht, (VIII)
ch2t=ch?t+shit, (IX)
th 9f — 2tht¢

gt )
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De tas férmulas (V), (V1)
encontramos que

sene = sen (- f) cos
—cos (o - p)senf,
cosa = cos (a4 P) cos P+

+-sen (a4 §) senf.

Si en las altimas for-
mulas sustituimos (2 +p)
pora, y & por (& —f), obten-
dremos:

sen (a—p) =sena-cosp —
—coso.-senf, (X1)

cos (o —f) = cosa-cosf -+
—sena-senf. (XII)

Al dividir, miembro por
miembro, la férmula (XI)
por la (XII), resulta:

_ tga—tgh
tg{a_ﬁ)_ﬁa—{?xﬁ.
(X111)

Representamos senco,
cosa y tge por la tangente
de medioangulo.

De las formulas (VIII)—
(X).v (III) se deduce:

) o o
seno =2 sen 5+ oS 5

De las {ormulas (V),
(V]), encontramos que
sht=shit+u)chu—

—ch {f+u)shu,
cht¢=ch({4-u)chu—
—sh(t-u)shu.

Si en las altimas i6rmu-
las sustituimos (i ~+u) por
t, y t, por ({—u), obten-
dremos:
sh({—u)=shtchu—

—ch ¢shu,
ch({—u)=chifchu—
—shishu. (XI)

Al dividir, miembro por
miembro, la férmula (XI)
por la (XII), resulta:

. thi—thu
th(t—t) =7 _—mrma’

(XI1I)

Representamos sh?, ch
y tht por la tangente (hi-
perbélica) de mediodngulo.

De las formulas (VIII)—
(X) y (ITT) se deduce:

shf==2sh -,}ch-é—

(XD)

sh
=2 —2 chip =2thgx
he—
g
{
1 2th§~

lfch“-;—__ l—th‘-;—'
(X1V)
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cosa:cos‘%—sem%: cht=ch”—;-+sh’7t=
o ¢
sen?— sh? —
=cos‘-°25 e =ch9§f T f -
cosdE ch? —
2 . P]
1 [+3 I b4
= a(l—tg’—g)= = (H«th‘?):
sec? — I;‘ch*—z-
1—tg? % 1+ the £
= = (XV) = ; (XV)
IL+tg2 2 [athits.

FIG. 32

y y
2tg 3 2111%
tga=—u—""\ (XVI) thi=—~2.. (XVI)

]
1—tgz 3 I4th? =

Observemos que al deducir {as férmulas de adicién para funcienes hi-
perbélicas no tuvimos la necesidad de medir el primer angulo { a partir
dei eje de simetriz 04 de Ia hipérbala. De una manera, casi igual a la
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expuesta arriba, podemos deducir las formulas V y VI para el caso en que
el diametre OA ocupa una posicion arbitraria (fig. 32):

— los angulos Eiperhélicos AOM y MOM’ son iguales a { ¥y u, res-
pectivamente;

— MP y M’Q son conjugadas con el eje 04;

— M’P’es conjugada con la OM,

y, poT consiguiente,

Pi_ o
P'M _opr
Sho =+ ik

Ml’
sh (¢t 4 u) S‘%ﬁ‘ :

ch(t+u) =22,

de lo cual se deducen las férmulas V y V1.



CAPITULO NI

FUNCIONES HIPERBOLICAS Y LOGARITMOS

§ 1. Teoria geométrica de logaritmos_

Examinemos la hipérbola xy=1 (fig. 33). Tomemos en
esta curva dos puntos arbitrarios M y N y bajemos las per-
pendiculares MP y NQ al eje x. Consideremos un trapecio
curvilineo PQNM ). El drea Spouy de este trapecio depende

de las abscisas OP=x, y 0Q=x, de los puntos M y N (x,>>x,).
Aclaremos ¢como depende Spoupy de las abscisas x; y xa,
es decir, cémo calcular esta area, conociendo X, y x,?

Ante todo demostremos que e/ drea Spowm depende sélo

de la relacion ;3 En otras palabras, sefialemos que si dos

trapecios curvililneos, PQNM (OP=x,, OQ=x,) y P'Q’'N'M’
(OP"=yx{, 0Q"=x;), son tales que se verifica la correlacién

-
¥y X
T
Xy Xy

entonces, las dreas de estos trapecios son iguales (fig. 33).
Realicemos el giro hiperbdlico que traslada MP a M’P’. En

1) Recibe el nombre de trapecio curvilineo wna fi-
gura limitada por dos ordenadas (abscisas), segmento del eje de abscisas
{ordenadas), comprendido entre las ordenadas (abscisas) mencionadas,
y por el arco de una curva.
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virtud de la propiedad d), § 2, capitulo I, el punio Q se trans
formard en punto Q tal que sera vélida la relacién g—g=g§,

es decir, el punto Q pasa al punto Q" (dado que i—i=%).

Esto quiere decir que AQ se transformard en N'Q’, mientras
aue el trapecio curvilineo PQNM se convertird en trapecio
P'Q’N'M’. Por consiguienle, segun la propiedad e), §2,
capitulo I, Spony =Sronar-

Asi pues, vemos que €l drea Sppny depende sélo de la

s X - . o
relacidn x—’ﬁz, es decir es una funcién de z. Designemos esia

funcion por S(z):
Spoum =S (%) =S (2).

Es evidente que S(2) es el drea del trapecio limitado por
fa hipérbola, eje de abscisas y las rectas x=1 y x=2z (puesto

que—f=z).

La funcion S(z) estd explicita para cada z mayor que 1.
Del sentido geométrico no se proviene que es la funcion cre-
cienie (si z,>>z», entonces S(z,)>>S{(z,)) v continua (a los va-
lores préximos de z les corresponden valores préximos. en
magnitud de la funcién S(2)). Es natural que S(1)=0 {el
trapecio se degenera en segmentc). Para los valores de z
suficientemente grandes la expresion S(z) puede hacerse tan
grande como se desee (lo que se demuestra por el procedi-
mientc igual al ya utilizado para demostrar que el dngulo hi-
perbdlico puede ser tan grande como se quiera; véase la
pag. 34). De aqui se deduce que existe un niimero 2>>1 tal
gue S{z)=1. Este niimero en adelante juega un papel im-
portante; designémoslo por e. De este modo, S(e)=1 (fig. 34).

Deduzcamos, ahora, una formula para la funcién S(z).
Ante todo demostraremos que para dos niimetos 2, ¥ 2; Cua-
lesquiera, mayores que 1, se verifica la ecuacién:

S(@)+8(z)=Slzz))

(si, por ejemplo, z,=1, esta relacién se pone evidente, dado
que S(1)=0). ’
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En efecto, S(z,) es el 4rea del trapecio curvilineo KP,M,A
en el que OK=1, OPy=z (lig. 35); S(z,) es el area del tra-
pecio curvilineo KP,M,A en el cual OP,==z,, es decir, el 4rea
equivalente del trapecio curvilineo P\@QNM,, donde 0Q=2z,

(dado que i§?=z,,}. De aqui inmediatamente proviene que
51(2,) 48 (25) = Skp M, 2+ Sp,on M, = Skonva =S (2,2,),

0 que se trataba de demostrar.

F1G, 34

Haciendo uso de la relacién obtenida, se puede demostrar
que para ¢ualquier namero a posifive se verifica la igualdad

S(z)=a S (2).
Examinemos unos cuantos casos posibles,
i a==n y n es un ndmero entero, entotices tenemos:
S =8(z:2")=8(2)+S(z""Y) =
=S(2)+8(2:2""1) =25 (2)-+ S (2 %) =2S (2) +
+8(z:z""N=35(2)+S (2" ¥)=...=(n—2) X
XS§(2)4S(2)=(n—2)S(2)+S(z-2)=nS (2).

z 1 5 ;
Si a=, donde m es un ndmero entero, entonces, segln
lo demostrado, tenemos:

S(2)=8§ [(z"}")m] =mS(z“”l*_) de donde: S(z“’_:")=’—'n-8(z).
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Si a="7 es racional, segin lo demostrado, tenemos:

s(z.%) == S8 [(z‘iﬁ) ] =nS (z?l")=n-%8(z)=-%8(z).

En fin, si « es irracional, entonceg 2* s determina como

2y L i
limite de los ndmeros z™, 2™, ..., 2™& .., €0 que
& . n n n .
tas fracciones racionales =+, —*, ..., —* tienden al
my m; Mg

nimeroc.

FlG. 356

Dado que, seglin lo demostrado,

S(z%)=—:—1-‘l—8(z). S(z%):%S(z),

ﬂk)
n oy ng )
i S(z & ——mkS(z}.

en el limite obtenemos )
S()=aS().
Supongamos, ahora, que z es un niimero arbitrario, mayor
céue 1. Es evidente que z=c¢loe2, donde log, zesun logaritmo
el nimero z de base e. Como e>>1 (véase la pag. 47) y

3 Recordemos que la funcién §(2) es continua.

4 M 2952
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log, 20 (dado que z>>1), resulta:
S (Z) =S (elagez) o logez.s (e) - Iogez

[S(e)=1, segiin 1a definicién del niimero el.
En difinitiva tenemos:

S (@) =log, 2.

Esta es precisamente la formula que queriamos obtener.
De la férmula se deduce que el drea del frapecio curvilineo

PQNM limitado por la hipérbola y = —, eje de abscisas y

las rectas x=x; y x=ux,, (xs>>x,) es igual a log,_% A

Asi pues de las consideraciones geométricas relacionadas
con las areas, hemos llegado a los logaritmos. Observermos
que la base de logaritmos no es arbitraria (tal como ocurre
en la aplicacion ordinaria de los logaritmos) sino que es un
cierto nimero determinado e. A esta circunstancia se le debe
el hecho de que Neper y Bourgui, inventores de la teoria de
logaritmos, trabajando independientemente, Hegaron a los
logaritmos de una misma base ¢ (y no de base decimal 10 que,
al parecer, habria sido mas fécil). _

La misma definicion «geométrica» de logaritmos tiene
un gran sentido por la razén de que los logaritmos de base
e aparecen, con frecuencia, en los problemas matematicos
y fisicos qte, a primera vista, no tienen nada que ver con
las funciones logaritmicas ).

Evaluemos el niimero e, El area S(2) del trapecio curvilineo
KPMA (OK=1, 0P=2) es menor que el area del rectangulo
KPMA, la cual es igual al producto KA-KP=1xl=1
(véase la fig. 34). Por tanto, S{2)<<l. Por otra parte, el drea
S (3) del trapecio curvilineo KQNA (0Q=3) es mayor que el
rea del trapecio KQNA (AN es tangente a la hipérbola en el
punto M), igual a PM-KQ“—-%-.‘Z——-L De este modo, S (3)>>1,

De las designaldades S (2)<<1<S(3) se infiere 2 que
2<Ce<3.

1) A la historia de los logaritmos es dedicado un libro
popular de /. B. Abelson «Nacimiento de logaritmoss, Gostejizdat, M.—L.,
1948. Véase tambicn e] folleto de A. I, Markushéuvich «Areas v logacitmosy,
Gostejizdat, M.—L., 1952, (Lecciones populares de matematicas).

?) S(2) es una funcién creciente.
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Se puede apreciar e con una exactitud mayor. Examinemos
un trapecio curvilineo KPMA en el cual OK=1, OP=1+

—f—-;- (fig. 36). El area de este trapecio que, segin lo demos-

trado més arriba, igual a log, (1+in), esté comorendida entre

FIG. 36

las dreas de los rectangulos KPRNA y KPMA (represenitados en

: - sl
la fig. 36), es decir, entre KA-KP=l.—=—y
1 I -
KP.-PM=—- iy e e
l-{-;
Asi pues:

2> log, (145)> 75

De aqui obtenemos:
1> nlog, (144 )=log, (1+%)
1< (a+1)log, (145 ) =log, (1+7)
De las desigualdades loge(1+_r11_)u< b (1 +%)“l

se infiere que
(1+3n-)"<e<(1 +in)”“.

n
.
?

B+l

4"
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Estas altimas desigualdades permilen evaluar e con cual
quier grado de exactitud: basta poner en ellas 2 lo suficiente
mente grande. Asi por ejemplo, hacienndo n=100, obtenemos

[ lee [ oL B

2,704 < { 1+ 5 <9<(l+m) < 2,732

de donde
ex~27.
Tomando en consideracion la desigualdad

1 4n [ ym+1

[1n) oual g
y de que para n—-oco, la relacion

1 ni.l'/ 1 \» 1
() g =
tiende a la unidad, tenemos:

e= lim (1—{—}7)”'..j (*)

o

Esta férmula se toma, con frecuencia, por la definicién
del nimero e.

Observemos, ademas, que la i6rmula (*) puede ser gere-
ralizada de la manera siguiente:

lim (I+%)"=e“. g 8

T~

]
La demostracion de la férmula (**) casi no se diferencia de {a deduc-
cién de la formula (*). Supongamos que en la figura 36 OP= H'EE

z a.
donde a es positivo. En este caso tenemos Sgpaa=log, [H—I),

a a
Skpiia=KAKP=1+—==
a t a n a
Skpum= KBRS =
14—
n
de donde
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Razonando del modo lgnal que arriba, obtenemos:

f a\n
a>n log,(!-}-?—t)=logﬂ\1+?) ,
a \add

a < {n+a) Inge(!-}-%)mloge(!-{—?) g

AS

es decir,

i , a\® | q \ata
Iogci\l—,—?) <;_a<loge(]+-ﬁ-) ,

a b a nta
e e - s
(1 1 n) ae‘:“((l—kn)

Tomando on consideracisn las Gltimas desigualdades y que la relacién

& bien,

g\ BHre ay”n a V& ;
(1—1—?‘—) :(1—1-;) :(}—«}-;) tiende a 1o unidad para n—o,

deducimos Ia fdrmula (**).
De un mode plenamente igual se puede demosirar que fa formula (¥¥)
es valida también para o negativos.

Supongamos que en 1y figura 36 el segmento 0Q= l--:-:-, donde a>0.

1 a
7 =—Ioge(l—?)

En este caso el irea Sgp av=10g, %= log,
i

n
se encucntra comprendida enire
a__a a 1 a
Sox w0 —= S N=—1 = ——,
QKAN T ¥ ORNAN—o i

n
Deducimos, come antes, que

: a \n
fim (1——) =g—a,
it — 2 n

En conclusion determinemos el drea del trapecio FQNM,
limitada por una hipérbola xy=a, eje de abscisas y las rectas
x=x;, x=x, (fig. 37). Realicemos la contraccién al origen

de coordenadas con el factor decontraccién k=~—%(véase fa
pag. 7). Evidentemente, la hipérbola xy=a se transiormara
en la hipérbola xy=1 (el punto (x,4) pasara al punto (*]%x,

1 ; oo
-]7—2: y), mientras que lacurva xy¥=a se convertird enlacurva
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xy=1)vel frapeciocurvilineoPQNM,enel trapecio P’Q'N'M’,
también curvilineo.

Como ya sabemos,
' 09",
SprQrAuJ“: = lOge -é—p-;-) 5

por otra parte, en virtud de las propiedades de contraccién

al punto (véanse las pags. 7—9) tenemos:
1 0Q" _ 0 X
Spegrnear = szPQNM = ZSPQNM, o= O—‘g—_- S
De aqui obtenemos:
X
Sponm = a log, (‘;i‘) .

En un caso particular, si a=Ige=s0,43, es decir, un logaritmo deci-
ma! del nimero ¢), entonces resulta:

De la igualdad

1 Ige-l
z=el°392=(10138) ogez=10 ge-log,2

v z=01&Z se deduce que lgz=Ige- log, z. De este modo, el logaritmo dect-
mal del nimerc z se puede definirle como area del trapecio curvilineo
KPMA, limitado por la hiperbola xy=Ilgeas0,43, eje de abscisas y las
rectas x=1, x=2z {«deflinicion geométrica de logaritmos decimaless).
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§ 2. Expresiones analiticas
para funciones hiperbdlicas

Volvamos a examinar la hipérbola tinidad X*-—-Y1=],
Sea M un punto arbitrario de esta hipérbola; el dngulo (hi-
perbélico) AOM es igual a ¢ (fig. 38). Es evidente que las
coordenadas de los puntos M y A en el sistema de coordenadas,
<cuyos ejes coinciden con los ejes de la hipérbola son, respecti-
vamente: OP=ch ¢; PM=sh ¢t y OA=1; 0. Las coordenadas
de estos mismos puntos en el sistema de coordenadas con los
ejes coincidentes con las asintotas de la hipérbola se deter-
minan segn las iérmulas (*), § 1, capitulo IT (pag. 31) y son,
respectivamente, iguales a

OQ=(cht—-sht)V—2-2“—,
OR = (chrt +sht) LT
ok=(1—0) L LT,

oL=(14+0XE=¥Z

2 2

Es facil ver que Jas dreas de los trapecios curvilineos
QKAM y RLAM son iguales entre si y al area del sector hi-
perbélico QAM. En efecto, segin la definicidn de hipérbola
(véase la pag. 17) las areas de los rectangulos de coordenadas
de los puntos M y A son iguales: Spomr=Soxa.- Por consi-

guiente, SQKAM = SQKAM — SUKAL +800Mﬁ = SRLAM pOl" Dira
parte, Samoo=Saso0x (dado que SnMoq=2—SoQ MR, Saa0x=

i i
= SOKAL)‘

De aqui tenemos:

SQKAM=SQKAAI—SMOK'!‘S.&MOQ:SOAM-

Como, segiin la definicién del éngulo hiperbdlico, Sp =

=~;-a‘, entonces:
1
SQKAM“SRLAM= D} f£.

Ya sabemos que en el sistema de coordenadas de ejes

coincidenies con las asintotas la ecuacion de la hipérbola
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unidad es xyzé—(pég. 31). Por eso (véase la parte final del
parrafo anterior)

ve
Somm=‘l—10ga (&5 ='l'10g — -
4 \OQ) 2 e(cht—shf} )

2

= — 1 log, (ch t—sh?),

FiG. 38

Por tanto,

I {
- f=— 5 log,(ch ¢ —sh t),

—i=log, (ch t—sh ). *)
Del modo igual tenemos:

. 1 (ORY 1 (chi+shty V7?2
SO:“M = SRLAM o D loge |\ oL ) ST Ioge V? x )
2

i
=z log, (ch ¢4+ sh ),
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de donde
t=log,(cht+sh ).

Por las férmulas (*) y (**) se relacionan las funciones
hiperbdlicas v los logaritmos de base e. De estas {drmulas
obtenemos:

chi—shi=e"f, chf{+shi=e}

por consiguiente,

= 4
chi=2E, (1)
—a=t
sht=22 (2)
Dado que tht:?;—i, tenemos:
ot _e—t
P e 3
b (3)

Estas son las expresiones analiticas de las funciones hiper-
bolicas. Como regla se usan en el curso de la escuela superior
para determinar las funciones hiperbdiicas.

Asi, por ejemplo:

ch?f—sh® ¢ = (et':_e_t)g-— (9‘{_“‘3_:)2 -

2 2

i —at t —1uf
=92 -§-24+e e? 24-4—3 2 =, 1)

ch? £ 4-sh? ¢ = (f"*;"’)"+(e‘ge“’)’=

_ ezt_jl_2+g—2t ; g'éf_,2_{_g—‘zf AL

g2t p=2t
= 2

=ch2i, (IX)
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9ghicht=0%"t" gtet (€—e=?) (eftet) _

7 2 2
b a-at
=?+’=.-¢2t, (VLI
i
e —e 2
2thd E T
h'ﬁ_ . e? 4e °® -
B L i
It et —e ®
i 1= T
82+e 2

2(57-{%2 (e"}+e'%)=ef_-§’:_’=sh:. (X1V)

De un modo analogo se pueden obtener otras férmulas,

Con el fin de obtener de las férmulas (1}—(2) algunos corelariog ne-
cesarios, transformemos la formula (**) del parrafo anterior {pag. 53):

[im (1+%)"=ea.
Segiin la férmula del binomio de Newton tenetnos:
(+2)=14naqroone,
+n(n-—13}!(n-—22 %:__I__”_!_n(n—!] von f=(n—1)] %

nl

xg=i+H{1=g )i H(1=5) (1-3) x

n

23‘3:;—}--..-[—(1—71;)(1._%) (1__”:'):_’;=
TN .

donda;

uk=(1~%)(1—%) (1—’*:')% (k=1,2, ..., n).

En la suma IH-uy+u,+. . ~tu, omitimos todos los términos wg.q,
Ukage «« oy Uy después de cierto término up.
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El error cometido serd igual a
R e T Sl ] TET R o

Pero de 1a definicidn de valores u, proviene:

k

!Hﬁéiz!lt

3
jurerl=(1-2 ) 2h1mnl < 1w,

k41 a
uneatm {12 Lo s < gl unn ) < i

k42 i
ansal=(1=2E2) o b bt < [t < s L

PR T T T R R T S R R ]

4 e 4 ® & & & & ¥ & B F o

s 2 & a4 v s wm
P TR T TR SR T T T

(con tayas verticales se designan valores absolutos de un niimero).
or eso, el valor absclulo de 12 suma ugsytitgyot- - iy MO €5

supericr a
la] aje lap
) luk!m'}'luki (k+l)3+‘uk1 (k'f"l): +"'
Ial  a Ia!fs—t-l-l
e - 2 N )
---+i“kl-(—k:,—)',,—.?=lﬁ | — Ta .
kA1

Supongamos, ahora que k--1>|a|, considerando n lo suficientemente
grande para poder elegir & de la manera indicada. En esie caso la iltima

expresién es menor que

lel .

Rl o, el el lal
el e =1 a1 = "Fr el

BT

lal

£

k
(dado que g <=7y )

Asi pues, smtituyendo(l-‘r«%)“ por Ta suma 14w+t . - <+ #g, co-
a i E+1

metemos un error cuyo valor abscluto no es superior a , @
= b PO A R+ T—12D

decir, para cualquier n superior a 2
a ]k'l" 1

| (145 ) — ek b < ey
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En la dltima expresion pasemos al limite n—co. Como

tlim (1-[-%)"=ea

fi e 3

{formula {**), pag. 53) y
3 £}
ul=—‘; ,  lim u2=a—'. lim u3=i_

n— a0 2' Fr e s 3! L :
, af
fim wy=—
il R

(véase la formula que determina el valer ug), resulta entonces:
a? Ialk‘f-l

’ a3 £
om (1 F g ) < Ty

En esta expresion pasemos al limite A~roo.
Demostremos que

0 |a1k+1 0
he ETRFT—a)
Introduzcamos la designacion
Bl
_L"_Lf'__—_nvk,
EI(k+1—]a])
En este caso
v lﬁik”'“ |a|k+1 5
AL REDT RS 1—[a))  RIGRFI—]a]
k+1~—|a| la falt

X I T—la] GFDEF2 - GFD < ¥ a1y

k+1—|al g i s
(el factor BT —10] es menor gue la unidad, lo hemos prescindi

la}f
(k+1k+2)...(k+1)
todos los factores del denominador). Antes nios hemos convenide en que
lal
k41

hemes sustituido por (k+1)

do: en el factor

k4-1>]a|. Por consiguiente, la relacion =¢ es menor que la unidad.

Dado que Vg, <Vp of, a<l,
resulta: Vg4e—0 para f— w0, &
lim V=0,
ko
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En definitiva, ta formula

" P 1 k
(1h2) (gt )]

nos da:
tom Jer— (14 4o ) =0
o bien: o a? | ad ak

En conclusién, ¢2 es igual a la suma de una serie infinita
qo0 o0 L8t
g — Ep b st Rk

Esta es la formula que queriamos obtener.
Poniendo en la Igrmula (***} a={ y a=—{, lenemas:

b B
=1ttt gg oo

/ 1 19 !"
pelsleapdt ey o

Ahora, tomando en cuenta las formulas (1) v (2) obtenemaos:

Chf:l‘i'g_!'f"n—f—g!—‘i'---s (4)
3 3 3
sht=atartart. - (5)

Lus formulas (4) y (B) permiten caleular, con cualquicr grado de
; h
exactitud, los valores de sh 7 y ¢b £ {y, por tanto, th !=ETti] para cady

valor determinado de ¢ Para ello es necesatio que el nitmero de téeminus
de las series infinitas cerrespondientes sea snhcientcmcntc grande, Las.
tablas de funciones hiperholicas se componen precisamente con la ayuia
de estas formulas.

§ 3. Férmulas de Euler

En el curso de dlgebra destinado para la escuela secundaria se define
14 potencia real de un nimero; las expresiones tipo 20 & e*=4 no
estan definidas hasla ahora y, por eso, deberian congiderarse privadas de
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sentido. Definamos, ahora, una potencia compleja a del nimero ¢, sirvién-
donos de la férmula (**), pag. 53

ai\n
er=lim (14 v
Para calcular este limite hagamos uso de Ia farmula de Moivre:
(cosp-isenp)*==con n{-+isennqg.
Si a=f--ie, B v o son reales, entonces:
a . a 2
l+? ==(l +-E-)+a;==r,, (cos @, +-isenqg,),

=V T+ (5T -V T T,

donde

a
n
tgtpa-;:l 8
T
I .
r e e
n I8
n
FI1G. 3%

fig. 39). De aqui obtenemos:

n
(I—f-—g—) =rl(cos nq,-Lisenn @)
¥. por consiguiente,
e’ = lim (l-{-i)nz!{'(cos ® i sen ),
> » 7
donde

R= lim {(ry)%, <= lim (ng,).
11~ b == m
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Determinemos R u @. Tenemos que

Comparemos esta expresion con

8 : Br : V‘ By

ot (142 =1 (V TET) -
s 28 ﬁ‘i)"
—um (Y1424 E,

(véase la formuia (**). Luego tenemos:

(/T
RN

i_|_2ﬂ_+_[5 —|—a2\

fl—~>m +ﬁ
a? A
i o nt
= lim : ——T—
n—-w + __

Cuando fi==0 y » es suficientemente grande, tenemos:
i ! 1 —-2-
<(+3) <(+2)=1

P e ]

y. por tanlo,

n

i

._Jr.

]
= s
.@n

Ly

1]
P
‘;*‘
:‘-‘r:e
1| T
o S
o

=



Nos queda solo por apreciar las expresiones

n 1
a2 \” AN e [y 2N TSR
o (V) - o, (143)°= s [(148)")
y
L
. da 2n
S (Vo) = ()]
En virtud de la férmula (**} para grandes n tenemos:
(14-,3,) S }(1-;-9“2) xe?
Dado quel)

3, s T
lim () =1y lim (e g ) =9
o= & g — 5

resulta, pues, que los dus limites que nos interesan deben ser iguales a 1a
unidad.
© Cuando B<0 y n es suficientemente grande, fenemos:

1;:;(-:.“ 1___\ =T",

y en la farmula, andloga a 1a {a), los signoc; de desigualdadcs se  deben
cambiar por los contrarios.

La demosfracion posterior queda la misma que antes.

De este modo, para B cualquiera

a
lim |+___. ]
- 2
I o l !_ ﬁ+ng

1) Esto se deduce, por ejemplo, de que para cada ni-
mero a

—

1

s : log a

lim [Iug a"‘"]= lim 5> 2
o= & o= &

por consiguiente,

lim a.ﬁ:l.

L ]
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y. per consiguiente,

Procedamos ahora con la definicion de ®. Tenemos:

D= 1 = lim (T8 nt .)= W P, _® N
N - (i
n

Pero, §,—0, cvando n— {dado que, en este caso
o

-—0).

tg pp=
T

n
Por esto

T e Dl e i e i

n - o LEFn o+ 0180 gogseng

-cosp=1,

puesto que
. P ;
lim ——=I lim cos = {.
g0 Seng “ ©o—>0 ¢

Y como, ademds,
v 4
lim

ﬂ—rﬂ’+r_bl’

®= lim (tg‘P('; : “ﬁ)= ;
o~ o i
4+

Asi pues, R=d, (M=a, y, por consiguicnte,

=0,

entonces, - resulta:

eB+itt =B (cos ot 4 sen a).

Ahora, llegamos a la convencién que nuestra definicion de potencia
compleja (¢9) del nimero e ha sido bastante acertada. En efecto, esta
definicion satisface a los dos requisitos que de antemano pudieron ser
levaniados:

1°. Con a real esta definicion coincide con la comin (dado que para @
reales la férmula (**) fue ya demostrada mds arriba);

_ 2°. De esta manera ciertas potencias complejas salisfacen a fa regla
principal de operaciones con potencias del niimero

28 . gy = gt + 0y,

5 M 2052
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Efectivamente, si g,=PB,-Fia;, a,=B,+ict,, entonces:

et o9 (Prtiy . Batlas = Brioos g, 4-isen ;) eP2(cos ay+ i senay) =
= ¢Pigha {cos (o - sen oy} (cos og £ sen o) =

= gD " Ba [eos (o, +atp) 4§ sen (o o)) =
e gBrtRatiimtoy _ 0 4a,

En la expresion obtenida para e? pongamos los valores a=io y g=—ice.
Obtendrémos:

g% =cos i sena,
e~i% = cos x— i sen at.

De estas dos f6rmulas inmediatamente se deduce que

el |- g—id
cosg=——p— ')
o
feng = W‘—T {2‘)
3en &
oS

¥, por consiguiente {como iga= Y:
it p—itt ,
8= o) -
Estas son las férmulas de Euler 1) que expresan la relacion entre las
funciones trigonométricas y la funcion exponencial.
De las férmulas (1} v (2) se pueden sacar ulteriores corolarios. En efecto,
sustituyamos en la T6rmula (***} (pig. B0) los valores a=ia y a=—i 2).

Obtendremos:
i o® ixd  aqt ifgd of
Sty taty—a—
iz @, ic? a! jud of
M=l fr— g g T

1) Leonardo Euler {1707—1783), destacado matema-
tico de! siglo XVIII, miembro de la Academia de ciencias rusa. Vivia
y trabajaba en Petersburgo.

2} La deduccién de la formula (***) partiendo de
Ia (**} (véanse las paginas 59—60}, conserva plenamente su validez para
valores complejos de a (tomando sélo en cuenta que las rayas verticales
significan magnitud abscluta o madule del mimero complejo, es decir,
raiz cuadrada de la suma de cuadrados de ia parte reat del nimero y el
factor de su parte imaginaria).
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Tomando en consideracion (1Y) y (2), obtenemos:

ot ot of ’
cosa=l—~§r+ﬁ—ﬁ+~" @
a at o .
sena=—zr-gr—.- &3

Las férmulas (4')—(3") permiten calcular con cualguier grado de exac-
{itud los valeres de sene y cose: {y, por fanto, tgar-%) para cualquier

determinado. Para ello basta tomar el namero suficiente de términos de
las correspondientes series infinitas. En el caso particular, estas férmulas
se usan para hacer las llamadas tablas de funciones trigonométricas.
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Yaesia en la venta las siguientes obras de esta serie publicadas
por MIR:

Areas y logaritmos
de Markushévich A.

Este trabajo del vice-presidente de la Academia de Ciencias
Pedagogicas de la URSS, doctor en ciencias fisico-matema-
ticas, catedratico Aleksey Markushévich, fue enunciado pri-
meramente en la Universidad de Moscii ante los alumnos de
grados superiores de las escuelas secundarias.

En la obra se expone la teoria geométrica de los logaritmos en
la que los Gltimos aparecen como ciertas areas. Las pro-
piedades de logaritmos se obtienen del anélisis de las propie-
dades respectivas de las reas. Junto con esto el libro propor-
ciona las més simples nociones y- propiedades del célculo
integral.

No es forzosamente necesario que el lector sepa qué es un lo-
garitmo. No obstante, el lector debe tener conocimientos
primarios sobre las funciones y su representacion grafica,
progresion geométrica y un limite.

En el caso de que el lector desee obtener la mayor informacion
sobre los logaritmos podria referirse a la obra “Series” del
mismo autfor. :

El libro sera utit como libro de lectura para escolares’ y aque-
1los lectores que estén interesados por los problemas que en el
mismo se exponern.



Andlisis matemdtico en el intervalo
de las funciones racionales

de Shilow G.

Este libro es una introduccién al curso general “Analisis ma-
tematico” escrito por el eminente matematico G. Shilov.

Las nociones de derivada e integral, siendo fundamentales
para el analisis matematico estdn muy lejos de ser elementa-
les; en el curso sistematico les preceden la teoria de los
limites, la teoria de los nimeros reales y la teoria de las
funciones continuas. Tal preparacién preliminar es necesaria
para formular las nociones de la derivada e integral en una
forma bastante generalizada, aplicindolos a un circulo de
problemas lo mas amplio posible. Sin embargo, si nos
limitames a una clase relativamente estricta de las funciones
racionales y utilizamos la lengua evidente de las graficas, se
puede contar de una manera substanciosa y estricta sobre la
derivada e integral casi al mismo tiempo.

Esto se hace en el libro de texto destinado para los escolares
y estudiantes que no aspiran a especializarse en las matema-
ticas.



Método de la induccion matematica
de Sominski 1.

Este libro trata acerca del método de la induccién matema-
tica que es aplicado ampliamente en distintas ramas de las
matematicas, desde el curso de la matematica elemental hasta
las mas complejas esferas de las investigaciones matematicas.
Es imposible estudiar las mateméticas sin tener previo cono-
cimiento acerca de este método.

Al mismo tiempo, la idea de la induccion matematica tiene
gran importancia para la instruccién general; debido a eso
presenta interés para la masa de lectores que no tienen su-
ficiente preparacion en la rama de matematicas.

El Jibro estd dedicado a los escolares de los ultimos afios
de la secundaria. Se recomienda tambien a los estudiantes
menores de fos centros de ensefianza superior.



La méquina de Post

V. Uspenski

El libro narra acerca de una méquina calculadora abstracta (es de-
c1r, inexistente en el arsenal de la técnica actual), la lamada méa-
quina de Post. Los calculos en esta maquina reflejan muchos ras-
gos esenciales de cémputo en las calculadoras electrénicas reales.
La ensefianza de los principios de programacién en la méquina de
Post y la explicacién de las posibilidades de esta maquina, se reali-
zan en ejemplos elementales que, pese a la extraordinaria sen-
cillez, resultan bastante extensos.

No es necesario que ¢l lector posea conocimientos de matematicas
que rebasen el marco de la escuela primaria. El libro ofrecido, en
cierta medida, habra de contribuir a la introduccién de tales con-
ceptos como “algoritmo”, *maquina calculadora universal”,
“programacién” en la escuela de enseflanza secundaria, incluso en
sus primeros cursos. Hasta los escolares de los primeros grados y
los nifios en edad preescolar pueden efectuar sin trabajo opera-
ciones en la maquina de Post, segin un programa dado. Este
folleto se basa en las conferencias dictadas por el autor para los
estudiantes de enseflanza media y de la Universidad de Moscq.
El folleto esté destinado a los estudiantes de ensefianza media y a
todos los amantes de las matematicas.
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