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PROLOGO

El presente libro esi4 dedicado a los problemas relacionados entre
si de una nueva rama de las matemdticas, la llamada geometria coms
binatorta que en la actualidad se desarrolla impetuosamenle. Los pro-
blemas que aqui se consideran estdn unidos por Ia idea general do la
divisién de figuras en varias partes menores, ¢Qué se entiende por una
“parte menor”? Esto puede ser comprendido de diferenles formas y
es la causa de Ia aparicién de los diferentes problemas que s¢ analizan
en el presente libro. Todos los teoremas que aqui so demuestran son
recientes en extremo; ol més antiguo fue hallado por el matemdtico
polaco Borsuk hace unos 40 afios. Este Leorema es el principio alrede-
dor del cual so desarrolla la posterior exposicién, El leoroma més
reciente acaba de cumplir un afio.

Los problemas que se estudian en el presente libro estén al alean-
ce de los alumnos de los grados superiores. Al mismo iiempo, ol
libro aproxima al lector a una seric do problemas geométricos atin no
resueltos,

A este circule de problemas, se dedica el libro de los mismes auto-
res “Teoremas y problemas de geometria combinaloria” (“Ciencia”,
1965). Sin embargo, en él se presté6 mayor alencién a los problemas

ue se crean en el espacio tridimensional o en los de mayor niimero
¢ dimensiones. Por el contrario, el presente libro trata cxclusiva-
mente los problemas de la geometria en el plano. Gracias a esto, el
libro puede ser empleado en los circulos de matemé&ticas de las escue-
las. El libro “Teoremas y problemas de geometria combinatoria”,
que mencionamos anteriormente, serd Gtil como libro de lectura para
aquellos lectores que estén interesados por los problemas que ¢n 6l
mismo se exponen.

Las notas (1), (%), etc., que se dan al final del libro, estén calcu-
ladas para lecteres con una preparacién mis elevada,

Los autores
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CAPITULO 1

DIVISION
DE FIGURAS
EN PARTES

DE DIAMETROS

MENORES

5 ’i
DIAMETRO DE LA FIGURA

Consideremos un circulo de didmetro d. La distancia
entre cualesguiera de sus dos puntos M y N (fig. 1) no serd
mayor que d. Sin embargo, en el circulo pueden hallarse
dos puntos A y B alejados el uno del otro a una distancia
exactamente igual a d.

FIG. 2

A continuacién, en lugar de un circulo analicemos cual-
quier otra figura. ¢A qué podremos llamar “difmetro” de
dicha figura? Lo sefialado anteriormente, nos hace sugerir
que podemos llamar didmetro de la figura a la mayor de las
distancias entre sus puntos. En otras palabras, llamaremos
didmeiro de la figura F (fig. 2} a una distancia d tal que,
primeramente, entre cualesquiera de dos puntos M y N de
la figura F la distancia no sea mayor que d y que ademds,
sea posible hallar en dicha figura, por lo menos, dos puntos
A y B, entre los que la distancia sea exactamente igual a

am.



Por ejemplo, sea la figura F un semicirculo (fig. 3).
Designemos por A y B los extremos de la semicircunferencia
que lo limita. En tal caso, es evidente que el diamectro de

L,

FIG. 3

la figura ¥ seré4 la longitud del segmento A B. Generalmente,
si la figura F es el segmento de un circulo limitado por el
arco I v la cuerda a, entonces, si el arco I es menor que la
semicircunferencia (fig. 4, 4), el didmetro de la figura F

serd igual a @ (o sea, a la longitud de la cucrda); cuando
el arco ! es mayor que la semicircunferencia (fig. 4, b), el
didmetro de Ia figura F coincide con el del circulo.

Es fécil comprender que si F es un poligono (fig. 9),




su diémetro serd igual a la distancia mayor entre sus vérti-
ces (*). Particularmente, el didametro de todo tridngulo (fig.
6) es igual a la longitud de su lado mayor.

FIG. 7

Sefialemos aqui, que si el didmetro de la figura F es
igual a @, dicha figura puede tener maltiples pares de pun-
tos entre los cuales la distancia seré igual a d. Por ejemplo,
en la elipse (fig. 7) hallaremos sélo un par de semejantes

puntos, en el cuadrado (fig. 8) dos, en el tridngulo regular
(fig. 9) tres y en fin, en el circulo hay un ndmero infinito
de pares de tales puntos.

3 &

PLANTEAMIENTO
DEL PROBLEMA

Es fécil comprender, que si un circulo de didmetro d
se corta por cierta linea MN en dos partes, por lo menos
una do éstas tendrd el didmetro d. En efecto, si M’ es un
punto diametralmente opuesto al punto M, éste debers
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pertenccer a una de las dos parles y esta parte {en la que se
encuentran los puntos M, M’) tendré un difmetro d (fig.
10, @, b) (®). También estd claro, que un circulo se puede

FIG. 10

dividir en tres partes y cada una de estas tendrd un didmetro
menor que d (fig. 11, e, b).

En virtud de lo dicho, un circule de didmetro d no puede
ser dividido en dos partes, de tal forma que el didmetro de

S

F1G. 11

cada una de éstas sea menor que d, pero satisfaciendo dicha
condicién puede ser dividido en tres partes. Idémtica pro-
piedad la tendré un tridngulo equildtero cuyo lado sea igual
a d (si estd dividido en dos partes, cualquiera de éstas
deberé contener dos vértices del tridngulo y entonces el
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didmetro de esta parte serd igual a d). Sin embargo, hay
figuras que pueden ser divididas en dos partes de menor
diametro (fig. 12, a, ).

FIG. 12

Para cualquier figura # podemos considerar el problema
de su divisién en partes de didmetro menor (Y). El nimero
minimo de partes que en este caso son necesarias, lo desig-
naremos por a(F). Por lo tanto, si ¥ es un circulo o tridn-
gulo equildtero, a(F)=3, mientras que si es una elipse o
paralelogramo, a(F)=2.

El eminente matemitico polaco K. Borsuk (®), en el

afio 1933, planteé y resolvié ol problema de los valores que
puede tomar a(F).

§ 3.
TEOREMA DE BORSUK

Como ya hemos visto, para ciertas figuras planas a(F)
toma un valor igual a 2, para otras, a 3. Se plantea la pre-
gunta: ies posible enconirar una figura plana para la que
a(F)>3, o sea, tal figura que al dividirla en partes de me-
nor didmetro no sean suficientes tres partes y baya que
dividirla en cuairo o en mayor nimero de éstas? Resulta
que, en realidad, siempre son suficientes tres partes, es de-
cir, es justo el siguiente teorema, establecido por Borsuk;

Teorema 1. Toda figura plana F de didmetro d puede ser
dividida en tres parles de didmetro menor que d, es decir,
a( F)<3.

La parte principal de la demostracién de dicho teorema,

es el lema que el matematico haingaro Pall demostrd en el
afia 1020:
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Lema 1. Toda figura plana de didmetro d puede ser situa-
da en un hexdgono regular, en'el que la distancia entre Sus
lados paralelos es igual a d (fig. 13).

FIG. 13

Demostracién. Tomemos una recta I, que no interseque
a la figura F y aproximémosla paulatinamente a esta alti-
ma {manteniéndola paralela a si misma), hasta que la recta
que desplazamos haga contacto con la figura F (fig. 14).

FIG. 14
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La recta /, obtenida, posee la propiedad de tener por lo
menos un punto comin con la figura F y ademds, dicha fi-
gura se dispone integramente sélo por un lado de la recta
4. Tal recta se denomina recta de apoyo de la figura F(%).
Tracemos, ademés, la sogunda recta de apoyo I paralela
a I, (fig. 14). Est4 claro,.que toda la figura F se encuentra
en la zona entre las dos rectas I; y I, y, que la distancia en-
tre dichas rectas no serd mayor que d (ya que el didmetro
de la figura F eg igual a d).

A continuacién, tracemos dos roctas de apoyo m,, m,
paralelas de la figura F, que formen con I, un dngulo de 60°
(fig. 15). Las rectas I, 1,, m;, m, formarén el paralelogramo

FIG. 15

ABCD, con un éngulo de 60° y alturas que no son mayores
que d y en el que se encuentra por completo la figura F.
Seguidamente, tracemos dos rectas de apoyo p,, py de
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la figura F que formen con I, un &ngulo de 120° y designe-
mos por M y N los pies de las perpendiculares bajadas a
estas rectas desde los extremos de la diagonal AC del para-
lelogramo (fig. 15). Podemos mostrar que la direccion de
la recta !, puede ser clegida de tal forma, que sea vélida la
igualdad AM=CN. En efecto, supongamos que AM_ZCN
y que AM<CN. Por lo tanto, la magnitud y=AM—CN
serad negativa. Seguidamonte, comencemos a variar ininte-
rrumpidamente la direccién de la recta I, de tal forma que
ella gire hasta 180° (quedando la figura # inmévil). Junto
con la recta I, cambiardn su posicion las demas rectas l,,
My, My, Py, Pa (Y2 que su posicién se determina por la de
la recta ). Por esta razén, al girar la recta I, sc desplaza-
ran constantemente los puntos A, C, M, N(?} y por consi-
guiente, variard constantemente la magnitud y=A4M—CN.
Pero cuando la recta I, gire hasta 480°, ella ocupard la posi-
cién que ocupaba anteriormente la recta Il,. Por lo tanto,
obtendremos el mismo paralelogramo que se muestra en la
fig. 15, pero en éste los puntos A4 y C, asi como M y N,
habrdn cambiado sus “papeles”. O sea, en esta posicién
la magnitud de y serd positiva. Si a continuacién, represen-
tamos el gréfico de la variacién de la magnitud de y, al girar
la recta I, desde O hasta 180° (fig. 16), veremos que puede

)

FIG. 16

hallarse una posicion de la recta 4, con la que la magnitud
de y se reduce a cero, es decir, AM=CN (ya que dicha mag-
pitud variando desde su valor negativo hasta el positivo,
deberd en cierto momento ser igual a cero). Examinemos
la posicién de todas nuestras rectas, precisamento en el
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momento cuando la magnitud de y es igual a ‘cero (fig. 17).
De la igualdad AM =CN so deduce que el hexdgono formado
por las rectas I, Iy, my, my, py, Py €5 centrosimétrico. Cada
uno de los 4ngulos de este hexdgono es igual a 120° y la

!-z Mz

By
-~

.~..

-~
FIG. 17

~

distancia entre sus lados opuestos no es mayor que 4. Si la
distancia entre las rectas p, y Da e menor que d, desplaza-
remos dichas rectas (a distancias equivalentes) hasta que
entre ellas, después de su desplazamiento, la distancia sea
igual a d. De la misma manera procederemos con las rectas
L, Iy y a continuacién, con m,, my. Como resultado, obten-
dremos un hexdgono centrosimétrico (dngulos de 1200),
cuyos lados opuestos est4n alejados unos de otros a una dis.
tancia igual a d (hexdgono punteado en la fig. 17). De todo
lo dicho, se desprende que todos los lados del hexégono son
iguales, es decir, que es regular y que la figura ¥ se sitaa
por completo en el interior de dicho hexé4gono.
Demostracién del teorema 1. Sea F una figura de di4-
metro d. En virtud del lema demostrado anteriormente,
la figura F est4 situada en el interior de un hex4gono regu-
lar, cuyos lados opuestos est&n reciprocamente alejados a una
distancia igual a d. Es preciso de mostrar que dicho hex4gono
puede ser dividido en tres partes y que el didmetro de cada
una de éstas serd menor que d. En este caso la figura F tam-
bién se dividird en tres partes y el difmetro de cada de
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éstas igualmente serd menor que d. La division en tres partes
de un hexégono regular de la forma anteriormente indicada
se muestra on la fig. 18 (los puntos P, ¢ y R son los puntos
medios de los lados y O, el centro del hexdgono), Para cer-
ciorarse de que los di4dmetros de lag partes por separado son
menores que d, es suficiente sefialar que en el tridngulo
PQL, el fingulo Q es recto y por consiguiente, PQ<PL=d.

FIG. 18

De esta forma, el teorema 1 queda demostrado.

De la demostracién del teorema 1 se deduce fdcilmente
que toda figura plana de didmetro d puede ser dividida en
lres partes y el didmetro de cada una de éstas no serd mayor
que d V' 3/2~0,8660 d (ya que de la igualdad PL=d se de-
duce con facilidad que PQ=dV 3/2; véase la figura 18). Esta
apreciacién de los difdmetros es la més ventajosa, ya que
podemos ver con facilidad que un circulo de didmetro d no
puede ser dividido en fres partes siendo el didmefro de cada
una de éstas menor que d V 3/2.

En efecto, la parte cuyo didmetro es menor que 4}/ 3/2,
corta en la circunferencia un conjunto situado en un arco
menor que 120° y por esta razdn, tres partes como la indi-
cada no cubren por completo la circunferencia.

§ 4.
FIGURAS CONVEXAS

¢A qué sera igual el nlimero a(F) para una figura F dada
arbitrariamente de didmetro d? El teorema de Borsuk sélo
nos da una apreciacién de a(F) desde arriba: a(F)<3. Al
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mismo tiempo, es evidente que a(F)=2 para cualquier fi-
gura F. Es natural que se plantea el problema de aclarar
para qué figuras planas F el nimero a(F) es igual a dos

y para cudles, a tres. La solucién de este problema se dara
en ol § 7. Al exponer esta solucién, nos serdn necesarias cier-
tas nociones sobre figuras convezas, que examinaremos en

FIG. 21

éste y los dos pérrafos signientes, por lo general, sin de-
mostraciones, s6lo con ilustrativas explicaciones®),

*) Una informacién mas detallada sobre figuras
convexag (y en particular, la demostracién de las propiedades de estas
figuras que se dan en Ia presente leccién}, nuestros lectores pueden
enconirarla en los libros en idioma ruso: L. A. Lusternik, Fipuras con-
vexas y poligonos, Gostejisdat, M, 1956; I. M. Yaglom y V. G. Bol-
tianski, Figuras convexas, Gostejisdat, M, 1951. A cste tema csli
también dedicado el articulo “Figuras y cuerpos convexos” en el V
tomo de la Enciclopedia de mateméticas elemental (pdgs. 181-269),

2—1922
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Una figura F se llama convexe si junto con cada dos
puntos A y B, ella contiene integramente el segmento AB
que los une (fig. 19). Por ejemplo, son figuras convexas el
trifngulo, paralelogramo, frapecio, circulo, segmento de
un circulo, elipse, etc. {fig. 20). En la fig. 21 se dan ejemplos
que muestran figuras gue no son convexas. Las figuras re-
presentadas en la fig. 20 son acofedas, pero también hay
figuras convexas ne acotadas (“que se extienden al infini-
to”): semiplanos, dngulos menores de 180°, etc. (lig. 22).

FIG. 22

Los puntos de toda figura F pueden ser: inleriores y
limite (frontera). Se llaman interiores a aquellos puntos
que por todos los lados estdn rodeados por los de la figura
F, De este modo, si 4 es un punto interior de la figura F,
entonces, un circulo de cierto radio (por muy pequefio que
sea) con el centro en el punto A, pertenece integramente a
la figura F (fig. 23). Al punto limite de la figura F pueden
aproximarse cuanto se desee, tanto los puntos que pertene-
cen a dicha figura, como aquellos que no le pertenecen (el
punto B en la fig. 23). Todos los puntos limites tomados en
conjunto, forman cierta linea llamada contorno de la fi-
gura F. Si una figura convexa ¥ c¢s acotada, su contorno
lo formara una linea cerrada (véanse las figs. 19, 20).

Para la posterior exposicién, es importante seiialar,
que cualquier recla que pasa por un punio inierior de una
figura convexa acotada F, interseca el coniorno de dicha
figura sélo por dos puntos (fig. 24) y que el segmento que
unc a estos dos puntos pertenece a la figura ¥, mientras que
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la parte restante de dicha recta so encuentra fucra de los
limites de dicha figura.

Sea B cierto punto limite de la figura convexa F. Desde
dicho punto, tracemos todos los rayos posibles que pasen

FIG. 23

por puntos de la figura F, diferentes de B. Dichos rayos
ocupardn cierto semiplano (fig. 25,a), o cierto 4ngulo menor
que 180° (fig. 25, b). En el primer caso, la recta que limita

FIG, 25

el semiplano es la recta de apoyo de la figura F. Cualquier
otra recta que pasa por el ‘punto B, dividira la figura en dos
partes (fig. 26), es decir, no serd la de apoyo. En otras pa-
labras, en este caso, por el punto B pasa una sola recta de
apoyo de la figura F, llamada tengente a dicha figura en el
punto B. En el segundo caso, (fig, 25, b), toda la figura F
2=
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estd situada en el interior del dngulo ABC menor que 180°
y por dicha razén, por el punto B pasa un nimero infinito

FIG. 26

de rectas de apoyo de la figura F (fig. 27). Particularmente,
son de apoyo las rectas BA y BC. Los rayos BA y BC (tra-

A

F1G. 27

zados cn la fig. 27 con lineas gruesas) se¢ denominan semi-
tangentes a la figura F en el punto B.

Congiderando conjuntamente estos dos casos, vemos que
por cada punto limite B de la figura conveza F pasa, por
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lo menos, una recta de apoyo de dicha figura. Si por el punto
B pasa s6lo una recta de apoyo de la figura F (fig. 25, a),
dicho punto se llamard punto limite reguler de esta figura.
Si por el punto B pasa un nimero infinito de rectas de apo-
vo de la figura F, entonces llamaremos a B, punto anguloso
(fig. 25, b).

Abora supongamos que F, y #, son dos figuras conve-
xas. En este caso, la interseccién de estas figuras (o sea, su
parte comin) también serd una figura convexa (fig. 28).
En Ia fig. 29, se muestran dos figuras convexas: el circulo
F, y el 4npulo F,, con el vértice en el centro del circulo;
la interseccién de las dos figuras es un sector circular. En
la fig. 30 las dos figuras convexas F,, F, no son acotadas
(cada una de ellas es una banda); la interseccién de estas
figuras forma un paralelogramo. Todo lo expuesto anterior-
mente se refiere no s6lo a dos figuras, sino que también a
un mayor numero de éstas: la interseccibn de cualguier nu-
mere (incluso infinito) de figuras convezas, forma oira
figura conveza(*). En la fig. 31 se muestra que un poligono
convexo se forma por la intersercién de un nimero finito
de semiplanos. El circulo (fig. 32) vo ven. ~.eu la interseccion
de semiplanos, pero su niimero es infinito. En general,
cualquier figura convexa se puede representar como la in-
terseccién de un nimero infinito de semiplanos.

Sean ¥ una figura convex.. , . un punto que no perte-
nece a ella. En este caso, existird una recta que separa el
punto A de la figura F, o sea, una recta por un lado de la
cual estd situada por completo la figura 7, mientras que
por el otro estd situado el punto A (fig. 33). Esta propiedad
de las figuras convexas, es caracteristica: si cualquier punto
que no perienece a la figura F, puede ser separado de ella por
una recta, dicha figura es convexa. En otras palabras, que
si la figura F no es convexa, puede hallarse un punto que
no pertenece a ella y que no pueda ser separado de la figura
F por ninguna recta (fig. 34).

En resumen sefialemos que para toda figura ¥ de dia-
metro d, existe una figura convexa minima ¥, en la que F
puede estar situada por completo; dicha figura (fig. 35)
llamada cubierta (cdpsula) conveza de la figura F, también
tiene el mismo didmetro d. Es posible que la figura F sea
discontinua, es decir, que conste de dos o varias partes in-
dependientes y sin embargo, incluso en este caso, puede
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ser hallada su cubierta convexa. Por ejemplo, en la fig.
36, se muestra la cubierta convexa de la figura F formada
por dos partes independientes F,, F, y el punto 4.
Podemos representar la cubierta convexa de la forma
siguiente: por la parte exterior de la figura F se temsa un
hilo flexible (de “goma”): entonces, la linea por la que se
dispone el hilo serd el contorno de la cubierta convexa F.

FIG. 36

Sin embargo, esta descripcién sblo es ilustrativa. La defi-
nicién exacta de la cubierta convexa, se expone de la forma
siguiente. Es preciso considerar todas las figuras convexas
que contienen la figura F; en este caso, la interseccién de
todas ellas seré la cubierta convexa de la figura 7. En efec-
to, de acuerdo con lo dicho anteriormente, la indicada in-
terseccion serd una figura conveze. Es también claro, que
dicha interseccién contiene a la figura F y es la figura
convexa minima que posee dicha propiedad,

§ 5.
FIGURAS DE ANCHO
CONSTANTE

Supongamos que F es una figura convexa acotada y
una recta. Tracemos para la figura F dos rectas de apoyo
paralelas a I.La distancia & entre las dos rectas de apoyo se
llama ancho de la figura F en direccién a I. Al examinar
la fig. 37, es fécil deducir que la altura del triéngulo equi-
litero es simulténeamente su ancho minimo mientras que
su lado, el méximo. El ancho del circulo es igual en cual-
quier direccién, es decir, igual a su didmetro. Puede pare-
cer que el circulo es la dnica figura convexa que tiene esta
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propiedad. Sin embargo, esto no es asi: hay una multitud
infinita de figuras de ancho constante, es decir, de aquellas
figuras cuyo ancho es igual en todas las direcciones. El

hyin

FIG. 37 FI1G. 38

ejemplo més sencillo de tal figura es el fridngulo de Reu-
leauz, mostrado en la fig. 38. Es la interseccién de tres circu-
los de radio k, cuyos centros estén situados en los vértices
de un tridngulo equildtero, cuyo lado es igual a h.

En general, si F es un poligono regular con un nimero
impar de vértices y si & es la longitud de la mayor de sus

diagonales, entonces, uniendo cada dos vértices adyacentes
con el arco de upa circunferencia de radio 2 con centro en el
vértice opuesto, obtendremos una figura de ancho constante k
(fig. 39). La indicada construccion también tiene lugar en
el caso cuando un poligono de difmetro A con niimero impar
de lados sea irregular, pero de cada uno de sus vértices par-
ten dos diagonales de longitud A (fig. 40).
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Las figuras de ancho constante tienen una serie de pro-
piedades interesantes; aqui sélo indicaremos algunas de
las més sencillas*).

FIG. 4 FI1G. 42

Seilalemos, ante todo, que el didmetro de una figura de
ancho constante es igual a su ancho: d=A. Por cada uno de
los puntos limites do la figura de ancho constante d pasa,

F1G. 43

por lo menos, un didmetre de esta figura (o sea, una cuerda
de una longitud d). De esto se desprende que pare toda fi-
gura F de ancho constante es vdlida la igualdad a (F)=3.

*} La demostraciéon de dichas ropiedades puede
encontrarse en el libro de I. M. Yaglom y V. G. Bolttanski indicado
en la pég. 19.
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Ademds, el contorno de la figura de ancho constante 4 no
puede ser dividido en dos partes de menor didmetro. Esto
se demuestra de la misma manera que para la circunferencia
(pég. 11 y observacion (%)).

Dos di4dmetros cualesquiera de una figura de ancho cons-
tante siempre se intersecan (en el interior de la figura o en
su contorno, fig. 41, 42). En este caso, si dos didmetros AB
y AC tienen un punto lfmife comiin A4, entonces, el arco
BC de radio d con centro en el punto 4, se encuentra inte-
gramente en el contorno de la figura (fig. 42).

Sefialemos, en fin, que si F es una figura de ancho cons-
tante y AB, su didmetro, las rectas I, y l; que pasan por
los puntos 4 y B y que son perpendicullares al segmento AB
serén rectas de apoyo de la figura F (fig. 43).

§ 6.
INTRODUCCION
DE UNA FIGURA

EN OTRAS DE ANCHO

CONSTANTE

Retornemos a la fig. 39 y designemos por M ¢l poligono
regular que estd representado en ella y por F, la figura de
ancho constante que lo contiene. De esta forma, el poligono
M de didmetro d esté situado en la figura F de ancho cons-
tante d.

Para los poligonos regulates con un nimero par de lados,
tal construccién no es factible. Sin embargo, en este caso
sigue siendo vélido que un poligono regular con didmetro
d puede ser introducido en una figura de ancho constante d
(fig. 44). Es interesante sefialar que para un poligono re-
gular con un nimero impar de vértices, existe una sola
figura de ancho constante y del mismo didmeiro que lo con-
tiene. Para un poligono regular con un niimero par de lados,
la figura de ancho constante (y del mismo didmetro) que lo
contiene no es una sola. Por ejemplo, un cuadrado de did-
metro d, puede estar situado no sélo en la figura que se
muestra en la fig. 44, sino que también en el circulo circuns-

crito que, como es evidente, es una figura de ancho cons-
tante d.
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Todo lo expuesto anteriormente sobre la posibilidad de
introducir poligonos regulares en figuras de ancho constante
tiene una generalizacién de gran importancia. Tiene lugar
el siguiente teorema:

Teorema 2. Toda figura de didmetro d puede ser introduci-
da en cierta figura de ancho constante d.

Con objeto de demostrar este teorema, establezcamos
previamente una nocién y demostremos tres lemas.

Sea ¥ una figura plana arbitraria, cuyo difmetro no es
mayor que 4. Es claro, que podemos encontrar un cireulo

FIG. 45

de radio & que contenga por completo la figura F (por ejem-
plo, si A4 es un punto arbitrario de la figura F, el circulo
de radio d con centro en A contiene por completo a F). La
interseccién de fodos los circulos de radio d que contiencn
la figura F, la designaremos por F* y la llamaremos d-ez-
tension (o bien, simplemente extensidn) de la figura F.
Por ejemplo, si F es un tridngulo equilétero con lado d,
F* ser§ un tridngulo de Reuleuax (fig. 45).

De la definicion dada, se desprende que la extensién de
una figura convexa F (con didmetro gue no sea mayor que

, también serd una figura convexa.

Lema 2. Sea F una figura de didmetro d. Entonces su ez-
lensién F* tiene también un didmetro d.

Demostracién. Supongamos que 4 y B son puntos ar-
bitrarios de la figura F*. Tomemos un punto arbitrario M
de la figura F y examinemos el ¢irculo K de radio 4 con
centro en el punto M (fig. 46). Este circulo contiene por
completo la figura F y por consigniente, es uno de aquellos
circulos que en su interseccién forman la figura F*, Por
esta razon, esta Gltima figura estard contenida en el c¢ir-
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culo K. En particular, el punto A pertenece al circulo
K3 v por lo tanto

AM < d.

Agi, AM<d para todo punto M de la figura F. Por
consiguiente, el circulo K4 de radio d y con centro en el
punto A, contiene toda la figura F (fig. 47) y por lo tanto,

FIG. 46 FIG. 47

es uno de aquellos circulos que en su intersecciéon forman la
figura F*. De todo lo dicho se deduce que la figura F* estd
gituada por completo en el circulo K4. En particular, el
punto B pertenece al circulo K4 y por lo tanto AB<d.

De ese modo, 1a distancia entre los puntos arbitrarios A
y B de la figura F* no-sobrepasa a d, es decir, ¢l didmetro
de esta figura no es mayor que d. Pero a su vez, no es menor
que d, ya que la figura F* contiene por completo la figura
F de didmetro d.

Lema 3. Sean F una figura de didmetro d y F*, su exien-
sién. Supongamos, ademds, que M es un punto limite arbi-
trario de la figura F*,y 1 unalinea de apoyo de F* que pasa
por el punto M. En este caso, ¢l circulo Ky de radio d, que hace
contacto con la recta ! en el punto M y que estd situado por
el mismo lado de la rectu 1 que la figura F, conliene por
complete la figura F* (fig. 48).

Demostracién. Supongamos que el circulo K; no con-
tiene la figura F*, es decir, que se puede hallar un punto A
que pertenece a la figura F* y que se encuentra fuera del
circulo K;. Tracemos por los puntos M y A una circunferen-
cia S de radio d, cuyo centro esté situado por el mismo lado
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de la recta I que la figura F* (fig. 49). Ya que la circunfe-
rencia S se diferencia de la del cireulo K, la primera ro
haré contacto con la recta I en el punto M, es decir, inter-
seca la recta l. Por consiguiente, el arco AM de la circun-
ferencia § (menor que semicircunferencia) interseca la recta

L)

%
AR,
. (P
’J’f’f:ff'. AT
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FiG. 48 FIG. 49

!, 0 sea, que en el arco A M se halla un punto X situado por
el lado de la recta ! opuesto a la figura F*. Supongamos
a continuacién que X es un circulo arbitrario de radio d,
que contiene la figura 7. En este caso, este circulo contie-
ne también la figura F* (ya que K es uno de los circulos
que en su interseccidon forman la figura #*) y por lo tanto,
los puntos 4 y M pertenecen al circulo K. En virtud de lo
dicho, se desprende que el circulo K contiene por completo
el arco AM; en particular, el punto X pertenece al circulo
K. Asi, todo circulo de radio d que contiene una figura F,
contiene simultdneamente el punto X ¥ por esta razénm,
estée punto pertenece a la figura ¥* a pesar de que [ es la
recta de apoyo de la figura F*. Esta contradiccién demues-
tra el lema dado.

Lema 4. Si F es una figura convera de digmetro d y no
es una figura de ancho constante, existe una figura conveza
H de didmetro d que contiene la figura F y que es diferente
t(i:; elle (y que por consiguiente, tiene una drea mayor)
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Demostracion. Examinemos la extensién F* de la figura
F. Si esta ultima no coincide con ¥*, la figura

H=F*

es la que buscamos: contiene la figura F, su didmetro es
igual a d y, evidentemente, tiene una 4rea mayor que la
de la figura 7.

A continuacién, supongamos que la figura F coincide
con F*, Como F no es una figura de ancho constante d,
pueden hallarse dos lineas de apoyo paralelas ' y 1” de la
figura F la distancia entre las cuales es menor que d. Desig-
nemos por M el punto comiin de la recta !’ y la figura F
y por K, un circulo de radio d que hace contacto con la recta
I en el punto M y que estd situado por el mismo lado de
la recta ! que la figura F (fig. 50).

FIG. 50

Degignemos por A el centro del circulo K. El punto A
no pertenece a la figura F (ya que AM=d y la distancia
entre I’ y '’ es menor que d). De acuerdo con el lema 3,
el circulo X contiene por completo la figura F=F*. Por
consiguiente, para todo punto M de la figura F, el segmen-
to AM no es mayor que d. En otras palabras, la figura F'
formada por F y el punto A, tiene un didmetro 4. La cu-
bierta convexa H de la figura F’ (fig. 50), también tiene
un didmetro d. Ya que el drca de la figura H es evidente-
mente mayor que la de la figura F (recordemos que el pun-
to A no pertenece a F), la figura H es la incognita.
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Demostracion del teorema 2. Sea F' una figura de dis-
metro d. Si su extensién #* es una figura de ancho constan-
te, ¢l teorema es vilido.

Supongamos a continuacién, que F* no es una figura
de ancho constante. Estudiemos las més diversas figuras
de didmelro d que contienen la figura F*. Ya que toda
figura de didmetro d se encuentra por completo en cierto
circulo de radiod, el drea de cualquiera de cstas figuras no
sobrepasa a nd®. Llamemos & al mayor de aquellos nGmeros
enteros que demuestran que existe una figura de didmetro
d que contiene a F*y que tiene una 4rea mayor o igual a %.
Elijamos una de tales figuras y denominémosla H,. Es
ovidente que H, posee las siguientes propiedades: tiene di-
metro & y toda figura de didmetro d que la contiene, tiene
una 4reca mayor que la de la primera sélo en 1 (ya que de
lo contrario, en lugar de % se podria tomar k--1).

Ahora, designomos por k; el mayor de aquellos niimeros
enteros que demuestran que existe una figura convexa de
didmetro d que contiene a H, y que tiene una &rea mayor

o igual a k-{—f—b. Entre dichas figuras, elegimos una y la

Namamos H,. Asi, H; contienc la figura H,, tiene un didme-
tro d y toda figura convexa de didmetro d que contiene H,,
supera al érea de If; en no més de 1/10.

Exactamente, del mismo modo, trazaremos la figura
convexa Hy de didmetro d, que contiene la figura I, y que
posee la propiedad de que toda figura convexa de didmetro
d que contiene A, supera su 4rea en no més de 1/100. A con-
tinuacién, realizamos tal construccién para 171000, ete.

Al efectuar csta construccidén, pueden presentarse dos
posibilidades: bien en cierto momento de la indicada cons-
truccion se obtiene una figura H,, que es ya de ancho cons-
tante d (y en la que acaba la construccién), o bien ninguna
de las figuras H, serd de ancho constanie y obtendremos
una serie infinita de figuras convexas H,, H,, ..., H,, ...,
cada una de Jas cuales se contiene en la siguiente. En el
primer caso, cuando la construceién termina en la figura
Hy, que tiene ancho constante d, dicha figura H, serd evi-
dentemente la buscada. En el segundo caso, designamos
por H el conjunto de todas las figuras H,, Hy, ..., Hq, ..
En ofras palabras, H consta de todos aquellos puntos, cada



32

unowt)ie los cuales pertenece a cualquiera de las figuras
HA*).

La figura H es convexa. Efectivamente, supongamos que
A v B son dos puntos de dicha figura. En este caso, A per-
tenecerd a cierta figura H, mientras que B, a cierta figura
H,.. Para mayor certeza, sea n==m. Entonces, la figura
H,, se encuentra por completo en H,. Por consiguientie,
los dos puntos 4, B pertenecen a la figura H, y junto con
ellos, a dicha figura pertenece el segmento AB. Pero cn este
caso, el indicado segmento pertenece a la figura H, lo que
significa que dicha figura es convexa.

M4s adelante, vemos con evidencia que el didmetro de
la figura H es d. Naturalmente, supongamos que A y B
son dos puntos arbitrarios de la figura H. Entonces, como
vimos anteriormente, estos dos puntos pertenecen a cierta
figura H,. Y como el didmetro de Hy, es igual a d, A B<d.

Demostremos finalmente, que A es una figura de ancho
constante d, Supongamos lo contrario. En este caso, en vir-
tud del lema 4, existe una figura convexa H’ de didmetro
d que contiene la figura H y cuya frea es mayor. Sea n tal
nimero natural que la diferencia de las &reas de las figuras
H' y H, es mayor que 1/407, Por lo tanto, la diferencia
entre las fireas de las figuras H’ y H, indudablemente se-
r4d mayor que 1/10%. Pero este resultado, contradice a la
eleccién de la figura H,. La contradiceién mostrada, fi-
naliza la demostracién del teorema.

§ 7.
¢PARA QUE FIGURAS
a(F)=3?

Como ya sefialamos, hay casos cuando una figura de
didmetro d s6lo puede ser completada univocamente hasta
otra figura de ancho constante d (como por ejemplo, en el
caso de un poligono regular con nimero impar de lados).
En otros casos, tal operacién no puede realizarse univoca-
mente. Otro ejemplo de figura, que permite hallar variadas
soluciones para completarla hasta otra de ancho constante,
puede ser un circulo del que se ha cortado un segmento con
un arco que sea menor que la semicircunferencia. El did-
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metro d de esta figura F es, por lo visto, igual al didmetro
del circulo inicial K. Por lo tanto el circulo X es una de las
figuras de ancho constante d que contiene la figura . Otro
tipo de complemento hasta una figura de ancho constante
se muestra en la fig. 51 (¢n la que AN=NB=CA=BD=
=d y ~A4B, ~DN, —CN, son acros de radio d).

Ahora, retornemos al problema de la definicién de las
figuras # para las que a (F)=3, que fue planteado al prin-
cipio del § 4. En el presente parrafo, daremos la solucién
de este problema hallada por V. G. Boltianski el afio 1969.

Teorema 3. Para una figura plana F de diégmeiro d, la
igualdad a(F)=3 es vilida en el caso y sélo en el caso cuan-
do la figura F se completa univocamente hasta una figu-
Ta de ancho constante d.

Por ejemplo, para todo poligono regular F con nimero
impar de lados es vilida la igualdad a(F)=3, mientras
que para todo poligono regular con nimero par de lados,
o(F)=2 (la Gltima igualdad est4 clara directamente; véase
la fig. 52). Asi mismo, un circulo con un segmento cortado
(véase la fig. 51) satisface la igualdad a(F)=2 (lo que tam-
bién estd claro directamente; véase la fig. 53).

Demostremos una sorie de proposiciones auxiliares, antes
de pasar a la demostracién del teorema 3.

31922
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Lema 5. Sea F una figura plana conveza de didmetro d.
St existe un circulo de radio d que contiene la figura F y
cuyo centro no pertenece a la figura F*, en tal caso la figura

\

FIG. 52

F se compleia no univocamente hasta olra figura de ancho
constanle d.

Demostracion. Sea K un circulo de radio d que contiene
la figura # y cuyo centro A no pertenece a la figura F*,
Como esta Gltima es la interseccién de todos los circulos

7

\\\\Q\"

FIG. 53

de radio d que contienen la figura F y ya que el punto 4
no estd situado en la figura F*, podemos hallar un circule
K' de radio d que contiene la figura F y no el punto 4.
Elamemos B al centro del circulo K’ (fig. 54). Claro est4,
que la longitud del segmento 4B es mayor que d (ya que el
circulo X’ no contiene el punto A).

Mas adelante, uniendo el punto 4 a la figura ¥, obte-
nemos una figura discontinua F’, cuyo didmetro, como se
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ve facilmente, serd igual a d. (Efectivamente, la distancia
desde el “nuevo” punto 4 hasta touo punto de la figura ¥
no es mayor quo d, ya que F se encuentra en el circulo K).
De esta misma forma, uniendo el punto B a la figura F,
obtenemos una figura discontinua F*’', cuyo didmetro es
ignal a d. Tomemos a continuacion, cualquier figura @’
de ancho constante d y que contiene la figura #* y otra cual-
quier figura @'’ de ancho constante d y que contienc la fi-

s

FIG. 54 FIG. 55

gura F'’ (esto puede ser realizade de acuerdo con el teore-
ma 2). Claro esta que las figuras @ y @’ no pucden coinci-
dir (ya que AB>d y por lo tanto, ninguna figura de ancho
constante d no puede contener los dos puntos 4 y B). Sin
embargo, en cada una de las figuras @’ y @’’, puede encon-
trarse la figura F. Por esta razén, F se completa hasta otra
figura de ancho constante d no univocamente.

Lema 6. Sea F una figura de digmeiro d y @, una figura
de ancho constante d, que contiene la figura F. En tal caso,
M contiene por completo la figura F*.

Demostracién, Sea 4 un punto arbitrario que no pertene-
ce a la figura ®@. Tracemos una recta / que separa ¢l punto A4
de la figura @. Designemos por ' y I’” las rectas de apoyo
dec la figura @, paralelas a I y por B y C, los puntos comunes
de estas rectas y la figura @ (fig. 55). En tal caso, el seg-
mento BC es perpendicular a las rectas I', I'" y tiene longi-

3
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tud d. Llamemos K¢ a un circulo de radio 4, cuyo centro
estd situado en el punto . Este circulo, contiene per com-
pleto la figura @ y a consecuencia de esto, contiene también
la figura #. Por lo tanto, K¢ es uno de los circulos que en
su interseccién forma la figura F*. Por consiguiente, F*
se encuentra integramente en el circulo Kg. Como el punto
A no pertenece al circulo K¢, tampoco pertenece a la figura
F*. Pues bien, si el punto A no pertonecc a la figura @,
tampoco pertenece a F*. Lo cual significa, que F* cstd
por completo situada en la figura @.

Lema 7. Una figura F de didmeiro d se completa univoca-
mente hasta otra figura de ancho constante d en el caso y
sélo en el case cuando su extension F* es también una figura
de ancho constante d.

Demostracién. Sean /* una figura de ancho constante d
y H . una figura arbitraria de ancho constante d, gue contie-
ne £, En virtud del lema 6, la figura H dehe también conte-
ner por completo la figura F*. Ya que I"* es una figura
de ancho constanie d, de aqui se desprende que /4 coincide
con F*. De cse modo F se¢ complela univocamente hasta
una figura de ancho constante d.

Supongamos ahora, que F* no es una figura de ancho
constante d. Entonces, se puede trazar dos rectas de apoyo
paralelas I, I’ de la figura F* la distancia entre las cuales
es menor que d (fig. 56). Sea M el punto en cl que la recta

FIG. 56 FI1G. 57

I hace contacto con la figura F*. Designemos por K; a un
circulo de radio d, que hace contacto con la recta [ en el
punto M y que estd situado por el mismo Jado de la recta
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I que la figura F*. En virtud del lema 3 el circulo K; con-
tienc la figura F*. Es evidente que el centro A del circulo
K; no pertenece a la figura F* (ya que esta (iltima estd
situada en la banda entre las rectas I, ', mientras que el
ceniro A esta dispuesto fuera de dicha banda). Pero en tal
caso, en virtud del lema 5, la figura ¥ se completa no uni-
vocamente hasta ofra figura de ancho constante d.

Lema 8. Si al cumplir las condiciones del leme 3, el
punto M no pertenece a la figura F, pueden ser hallados ita-
les dos puntos A, B de dicha figura siluados en la circunfe-
rencia del circulo Ky, que el arco AB de dicha circunferencia
(menor que semicircunferencia) contiene al punto M (fig.
a7).

Demostracién. Designemos por N a un punto del cireu-
lo K;, diametralmente opuesto al punto M. Para simpli-
ficar el lenguaje, pongdmonos de acuerdo considerar la recta
I “horizontal” y que el circulo X; se encuentra “debajo”
de dicha recta [ (fig. 57). Si la semicircunferencia izquierda
determinada por los puntos M y N, no contuviera ningiin
punto de la figura #, se podria desplazar el circulo X; a la
derecha e incluso entonces, el circulo desplazado K’ conten-
dria la figura # (y por lo tanto, la figura #*). Pero en tal
caso, la figura F* estaria en la interseccién de los circulos
Kyy K’ yla recta I no podria ser de apoyo do la figura #*
(fig. 58). Este razonamiento muestra gue la semicircunfe-
rencia izquierda contiene el punto A (por lo menos, uno)
de la figura F (fig. 57). Andlogamente, la semicircunferencia
derecha contiene el punto B de la figura F. Luego, ya que
los puntos 4, B, M pertenecen a la figura F*, AM<d,
BM<d y por lo tanto, aquél de los dos arcos, determinados
por los puntos 4 y B en la circunferencia del circulo K,
que contiene el punto M, serd menor que la semicircun-~
ferencia (es incluso menor que la sexta parte de la circun-
ferencia, ya que AB<d).

Lema 9. bi la figura F tiene un didmetro menor que d,
su d-extensién F* también tiene un didmetro menor que d.

Demostracion. Designemos por d’ el didmetro de la fi-
gura F, pero de tal modo que d' < d. Seguidamente, Hamemos
F’ ala d’-extensién de la figura F, mientras que a su d-ex-
tension seguimos llaméndola F*. Supongamos que el punto
M del plano no pertenece a la figura F’, es decir, existe un
circulo X' de radio d' que contiene la figura F, pero no
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contiene el punto M. Designemos poxr 4 al punto del circulo
K’ més cercano a M (fig. 59) y tracemos un circulo K de
radio d que contiens el circulo X’ y que hace contacto con
el Gltimo por su interior en el punto A. Es evidente, que el
circulo K tampoco contiene el punto M (pero contiene la
figura F), de lo que se desprende que M no pertenece a la
figura F*. O sea, que si el punto M no pertenece a la figura

FIG, 58 FIG, 59

F’, tampoco pertenece a la figura #* y por lo tanto, F*
est4 situada por completo en la figura #’. Pero la d'-exten-
sién F’ de la figura F de didmetro d’, en virtud del lema 2
tiene un didmetro d’. Por consiguiente, el didmetro de la
figura F* no es més de d', es decir, es menor que d.

Demeostracién del teorema 3. Sea F una fignra de dié-
metro d que se completa no unfvocamente hasta otra figura
de ancho constante d. Demostremos, que a(F)=2. En
efecto, supongamos que @, y ®,, son dos distintas figuras
de ancho constante d que contienen F. Estd claro, que
se puede hallar un punto limite 4 de la figura @, que se
encuentre dentro de la figura @,. Por el punto A podemos
trazar una recta de apoyo I, de la figura @,. Sea I, la segunda
recta de apoyo de la figura @,, paralela a I, y B, el punto
de encuentro de dicha recta con la figura @, (fig. 60). En
tal caso, la recta AB es perpendicular a las rectas 4, .
Demostremos que la recta AB divide la figura F en dos
partes y que cada una de ellas tiene un didmetro menor
que d.

Admitamos, por el contrario, que cualquiera de estas
partes tiene un didmetro igual a d, es decir, por un lado
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de la recta 4 B se encuentran los puntos €, D de la figura F
que estdn uno del otro a una distancia igual a d. Entonces,
los segmentos AB y CD son didmetros de la figura @, de
ancho constante (recordemos que la figura @, contiene la
figura F) y por lo tanto, los segmentos AB y CD deben in-
tersecarse en un punto que es interior para Jos segmentos
AB y CD, o tener un punto extremo comin. La primera
suposicién es imposible, ya que los puntos €, D se sitiian

FIG. 6¢ FIG. 61

por un mismo lado de la recta AB. Por consiguiente, los
segmentos AR y CD deber tener un punto extremo comin.
Pero el punto B se encuentra fuera de la figura @, (ya que
A estd dentro de dicha figura y AB=d) y esto significa que
también, fuera de la figura F mientras que los puntos C,
D pertenecen a dicha figura. Por lo tanto, el punto B ne
puede ser punto extremo comin de los segmentos AB y
CD. En resumen, el punto 4 situado dentre de la figura @©,,
estd alejado de cualquier punto de ®, a menos qus d y por
esta razén no puede coincidir con el extremo del segmento
CD, situado en M, y que tiene una longitud igual a d.

La contradiccién que hemos obtenido, nos demuestra
que cada una de las partes en las que la recta AB divide
la figur?il F, tiene un didmetro menor que d y por lo tanto
a( F)=2,

Supongamos a continuacién que la figura F de didmetro
d se completa unfvocamente hasta otra figura de ancho cons-
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tante d. Mostremos gue en este caso af F)=3. Admitamos,
por el contrario, que a (F)=2, o sea, que podremos repre-
sentar # como el conjunto de dos figuras @,, Q,, ambas
con didmetros menores que d. Ya que F se completa uni-
vocamente hasta otra figura de ancho constante d, F* tam-
bién es una figura de ancho constante d (lema 7). Designe-
mos por Q] y @, la d-extensién de las figuras Q, y (.
En virtud del lema 9, cada una de las figuras Q] y Q;
tiene un didmetro menor que d.

Designemos por T' el contorno de la figura F*. Sea M
un punto arbitrario de la curva T'. Si el punto M pertenece
a la figura F, es evidente que M se encuentra en el con-
junto de las figuras @, y @, y, ademads, sin duda s¢ encuentra
en el conjunto de las figuras Q] y Q;. Supongamos ahora,
que el punto M no pertencce al conjunte F. Tracemos una
recta de apoyo I de la figura F* que pasa por el punto M y
un circulo K; de radio d que hace contacto con ta recta !
en el punto M y estd situado por el mismo lado de Ja recta
! que la figura F* (fig. 61). El centro N de dicho circulo
pertenece a la figura F* (ya que MN | [ y MN=d, es de-
cir, MN es el didmetro de la figura F* de ancho constante
d). Ya que el punto M no pertenece a la figura F, segiin
el lema 8, se encontrardn dos puntos 4, B de la figura F
situados en la circunferencia del circulo K; y que en ella for-
man el arco A B (menor que semicircunferencia) que contiene
el punto M. De esta forma AN=BN =d, o sea, AN y BN
son didmetros de la figura F* de ancho constante d. De
aqui se deduce que N es un punto anguleso de la curva T’
¥ que el arco AB pertenece por completo a dicha curva, ya
que M es un punto regular (no anguloso) de la curva I
En virtud de lo dicho, est4 claro que el punto N debe per-
tenecer a la figura F (pues en caso contrario, cambiando
los “papeles” de M y N, podriamos mediante un razona-
miento analogo obtener que M es un punto anguloso y N
no anguloso de la curva I').

Debido a que el punto N pertenece a la figura F, deberi
estar situado, por lo menos, en una de las figuras Q,, Q,.
Para mayor certeza, supongamos que ¢l punto N pertenece
a la figura Q,. Ya que AN=BN=d y el conjunto Q, tiene
un didmetro menor que d, los puntos A, B no pertenecen al
conjunto Q;. Pero como ambos puntos pertenecen a la figu-
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ra F, tanto A como B, estdn situados en la figura @,. El
arco AB de radio d que contiene el punto M, pertenecers,
evidentemente, a cualquier circulo de radio d, que contiene
los puntos 4 y B. En particular, dicho arco pertencce a
cualquier circulo de radio d que contiene a la figura Q,.
De aqui se deriva que el punto M pertenece a la figura o,-

Anslogamente, si N pertenece a la figura Q,, M pertenece
a la figura @;. De ese modo, en todo caso, el punto M per-

tenece al conjunto de las figuras Q] y @;.

Pues bien, todo punto M de la linea I' (que pertencce
o no a la figura F}, se encuentra en el conjunto de las fi-
guras Q) y @, es decir, la linea T' puede ser dividida en
dos partes, cada una de las cuales tiene un didmetro menor
que d. Pero esto no es posible, ya que I es el conlorno de
una figura de ancho constante (véase la pig. 28). La contra-
diccion obtenida, finaliza la demostracion del teorema 3(1).

En conclusién sefialemos que en virtud del Iema 7, el
teorema demosirado puede ser formulado de la siguiente
forma:

Sea F una figura de didmetro d; la igualdad a(F)=3
serd vdlida cuando y sélo cuando F* es una figura de ancho
constante d.

Sefialemos también el siguiente interesante’ hecho:

Para toda figura plana F de didmetro d tliene lugar la
igualdad a(F)=a(F*).

En efecto, si e(F)=2, existen dos diferentes figuras
®,, @, de ancho constante d que contienen la figura F,
Entonces, en virtud del lema 6, la figura #* se contiene
en cada una de las figuras @,, @,, es decir, la figura F*
se completa también no univocamente hasta otra figura de
ancho constante d. Por consiguiente, a(F*)=2, es decir,
a(F*)=a(F). Pero si a(F)=3, entonces, sin duda, a(F*)=3,



CAPITULO 1I

DIVISION
DE FIGURAS
EN EL PLANO

DE MINKOWSKI

§ 8.
EJEMPLO EVIDENTE

Si como unidad de longitud se ha tomado el segmento
LM, la longitud de un segmento arbitrario AB sc deter-
mina como un nimero igual a la razén AB : LM. La lon-
gitud del segmento 4B sélo depende de su magnitud y no
depende en absoluto de su direccién y disposicion. Sin em-
bargo, en ciertos problemas, surge la necesidad de dar otra
definicién de la longitud del segmento, en la que ésta tanto
depende de su magrifud como de su sentido. Para determi-
nar la longitud desde este punto de vista, hay que prefijar
por separado la unidad de longitud para cada direccién.
Una interesante definicién de este género, fue propuesta a
finales del siglo XIX por el conocido matemético alemén
G. Minkowski. Dicha definicién, se examina en el presente
pérrafo. Para aclarar su caricter, estudiemos primeramente
un ejemplo evidente.

Supongamos que nos encontramos en una gran ciudad M.
En el plano de esta ciudad, la mitad de las calles estén
trazadas verticalmente por todo su territorio, mientras
que la otra mitad, horizontalmente (fig. 62). Alguien (una
persona), desea ir {a pie o en automoévil) desde el punto 4
de dicha ciudad, al B. jCudl es en su imaginacién la “dis-
tancia® entre estos dos puntos?

Sin duda alguna, teniendo el plano de la ciudad, es po-
sible trazar con una regla el segmento 4B y medir su longi-
tud. Sin embargo, en nuestra ciudad, tal distancia podria
ser s6lo imaginaria, ya que para desplazarse por el seg-
mento AB seria necesario pasar a través de las paredes de
las casas*). Conviene considerar como la distancia real

*) Suponemos gue nuestro “Alguien™ no posee la
capacidad del personaje principal de la pelicula “El hombre que pasa
a través de las paredes”.
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entre los puntos A y Bla longitud de la quebrada ACB, que
se muestra en la fig. 63. Adeinds de ACB, hay una serie de
otros caminos reales desde A hasta B de esta misma longi-
tud (fig. 64), pero caminos mds cortos no hay.
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Si en el plano de la ciudad se introduce un sistema de
coordenadas, cuyos ejes se tracen a lo largo de dos calles
reciprocamente perpendiculares, en virtud de lo dicho an-
teriormente, estd claro que la distancia real entre los pun-
tos A(zy, ¥,) ¥ B(xg, ya) de nuestra ciudad M (o sea, la
longitud del “segmento”™ AB en la geometria de dicha ciu-
dad), es igual a

lon. yAB = |23 — 2| + |y3 — il *)

(tig. 65). Al aprender a determinar la “distancia” entre
dos puntes de la ciudad M, se puede plantear el problema
de encontrar en ella un circulo unidad, o sea, conjuntos
de todos aquellos puntos que se encuentran a una “distan-
cia”, desde el origen de coordenadas O, que no sobrepase a
la unidad. Ya que el punto O tiene coordenadas (0,0}, se-
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gan la férmula (*), la distancia desde el punto O hasta el
punto C(z, y), serd igual a
lon.0C = |z + 4.

L
H 1 N
| ) e
(5511
55 » : gty gfxz,yg)
I ) [
T o1
Lon. ACB=lon, AEF8=lon ANHFB= . e
zLon AKLHGDPE =. . o =x X x
FIG. 64 FIG. 65

Por consiguiente, en esta ciudad el “circulo unidad”
se determinard por la desigualdad

2| + |yl < 1.

Ahora es claro que en el plano de esta ciudad el indicado
circulo unidad se representa por un cuadrado (fig. 66).

F1G. 66 FIG. 67

Haciendo uso de dicho circulo unidad, podemos ya deter-
minar las distancias entre dos puntos cualesquiera, de la
forma que se ha indicado al principio del presente parrafo.
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Precisamente, si se dan dos puntos arbitrarios 4 y B, ha-
llaremos en el contorno del “circulo unidad” tal punto C
debido a lo que OC || AB y entonces, la longitud del seg-
mento AB serd igual a la razén AB : OC.

Esta idea, es decir, considerar como circulo unidad cier-
ta figura convexa centrosimétrica, es la base de la geo-
metria de Minkowski en el plano*).

§9.
PLANO
DE MINKOWSKI

Sea G una figura acotada plana convexa, simétirica con
respecto a cierto punto O (fig. 67). Designemos por I' la
curva que limita la figura G. Supongamos que la unidad de
longitud que corresponde a la direccién I, es el sogmento
OL del rayo paralelo a dicha direccion desde el punto O
hasta el punto L de interseccién de este rayo con la linea T.
La longitud del segmento 4 B con respecto al nuevo sistema
de escalas, se determina en este caso por la razén AB: OL
donde OL es la unidad de longitud paralela a la direc-

-

¢ién I, que se determina por el vector AB. (En el caso, en
que el punto A coincide con el punto B, es natural consi-
derar, que la longitud de A B es igual a cero). En lo sucesi-
vo, la longitud del segmento AB respecto al sistema de es-
calas, creado por la figura G, la designaremos con el simbolo
longAB. Es evidente que lon.gOM=1 en aquel caso y
s6lo en aquel caso, cuando el punte M se encuentra en la
curva I'. Si dicho punto estd situado en el interior de la
figura G, entonces lon.cOM <1y por el contrario, si el punto
M estd fuera de G, lon.gOM>1.

Sefialemos que si la figura G coincide con el circulo,
llegaremos a una definicién habitual, en la que la longitud
del segmento depende s6lo de su magnitud, pere no de su

*} Sobre otros métodos de medicion de las distan-
cias (y ademas, a qué llamamos distancia en sentido matemético go-
neral), el lector puede leer el libro de Y. A. Shreider ¢Qué es la distan-
cia? (Serie “Lecciones populares de mateméticas”, publicacién 38,
“Fismatguis”, 1963).
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direccion, mientras que si G es un cuadrado (fig. 66), llegy-
remos a la definicién de la longitud examinada en el pa-
rrafo precedente.

Indiquemos a continuacién, las propiedades principales
de la nueva definicion de la longitud. Como ya sabemos,

lon.g4AB = 0,

teniendo en cuenta que el signo de igualdad en esta rela-
cién tiene lugar Gnicamente cuando los puntos A y B coin-
ciden. Ademas, de la simetria central de la figura G se de-
duce la igualdad

lon.gAB = lon.cBA.

Y por tltimo, si AB y €D son segmentos paralelos y
ademéds, AB : CD =k, entonces

lon.gAB =% - lon.cCD.

Hasta el niomento, no hemos hecho uso de la convexi-
dad de la figura G. Resulta que la convexidad de la figura G
asegura la validez de una de las mds importantes propie-
dades de la nueva longitud:

Desigualdad del triangulo. En todo tridngulo ABC, la
longitud de uno de sus lados (respecto a las escalas deter-
minadas por la figura G) no es mayor que la suma de las
longitudes de dos otros lados.

Demostracion. Supongamos, que

lon.gBC = a, lon.gAC = b, lon.cAB=c¢.
A continuacién, tracemos en la figura G los “radios” OP
—
y 0OQ en la misma direccion que los vectores BC y

CA (fig. 68). Luego tomemos en el segmento OF un punto

M tal, que OM : MP=ga : b y tracemos en el tridngulo

OPQ el segmento MN || 0Q. Obtendremos {teniendo en

cuenta la semejanza de los tridngulos OPQ y MPN)
lon.gOM = OM : OP ﬂa_-:'i-_b’

lon.gMN = MN :0Q = MP: 0P = -,

Por consiguiente,
BC :OM =lon.BC : lon.gOM =a: ——=a-+D,

CA:Mleon.GCA:lon.gMN—;b:;-i—‘b:a—!— b.
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De ese modo, BC :OM=CA : MN; ademaés, LBCA=
=/OMN. De aqui resulta que los tridngulos BCA y OMN
son semejantes y por esta razém, AB||ON y AB:ON=
=a--b, 0 sea, que lon.gAB : lon.qON=a-+b. Asi,

lon. ;4B €

IOII.GON—-": Py =a+b'

F1G, 88

Pero los puntos P y Q pertenecen a la figura G. En virtud
de la convezidad de dicha figura, todo el segmento PQ per-
tenece a ella y en particular, el punto N pertenece a la
figura G. De aqui se desprende que la longitud lon.cON <1,

es decir, a%.gi o bien, finalmente, ¢c<<a-+b. Esto signi-
fica que

lon.gAB < lon.gBC + lon.gAC.

El plano, en el que las escalas de longitudes se dan
por medio de cierta figura convexa centrosimétrica G, se
le llama plano de Minkowski. La propia figura G, se la
llama circulo unidad del plano de Minkowski.

Sea r cierto nimero y C, un punto arbitrario del plano
de Minkowski. El conjunto de puntos 4, alejados del pun-
to C a una distancia menor que r, es decir, que satisfacen
la condicién lon.gCA<r, se llama en la geometria de Min-
kowski cfrculo de radio r. Sefialemos que si dos puntos A
Yy B pertenecen a un mismo circulo de radio r, entonces la
distancia entre ellos no serd mis de 2r; en realidad, si C
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es el centro de este circulo, en viruld de la desigualdad del
tridngulo,

lon.gAB < lon.gAC + lon.gBC < r + r=2r.

Para que podamos imaginarnos claramente como se
represenla un circulo en el plano de Minkowski, recorde-
mos la definicion de la komotecia. Sea F cierta figura plana.
Tomemos en el plano un punto arbitrario O y ademés, un
numero positive k. Para todo punto 4 de la figura ¥, en-
contremos c¢n el radio OA4 un punto 4’ tal que OA": 04 =k
(fig. 69). El conjunto de los puntos A" obtenidos de dicha

manera, representard una nueva figura F'. El paso de la
figura F a la figura F' se llama homotfecia con centro O y
coeficiente & y la propia figura #” se llama homotécica
respecto a la figura . Si F es una figura convexa, también
lo serd la figura F’ homotécica a ella (y si cl segmento AB
pertenece por completo a la figura F, el segmento A’5’
pertenece por completo a la figura F7),

Sefnialemos que si el coeficienie de homotecia % es menor
que la unidad, la figura F’ (que es homotécica a F con
coeficiente k), serd una “copia reducida” de F y si k>1,
serd una “copia ampliada”.

Ahora, ya podemos formular la siguiente afirmacién
que nos da la descripcién de todos los circulos en el plano
de Minkowski: cierta figura es en el plano de Minkowski
un circulo de radio rz1, cuando y sélo cuando ella es homo-
técica a un circulo unidad G con coeficiente de homotecia
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igual a r. Esta afirmacién se demuestra facilmente y por
lo tanto la dejamos en manos de nuestros lectores.

Sea F cierta figura en el plano de Minkowski y G, su
circulo unidad. Igual que en la geometria corriente, llama-
remos didmeiro de F (véase la pag. 9) a la méxima de
las distancias entre los puntos de dicha figura, o sea, al
mayor de los nimeros lon.gcAB, donde A y B son puntos
arbitrarios de la figura F (compérese con la nota (12).

Es iécil comprender que si el didmetro de la figura F
no es mayor que d, el circulo K, de radio d con centro en
el punto arbitrario A de la figura ¥, contiene por completo
toda esta figura (fig. 70). Y por el contrario, si todo circu-

&

FIG. 70 FIG. Y

lo tal contiene la figura 7, el didmetro de ésta no supera
a d.

Como ejemplo, examinemos un plano de Minkowski,
en el gue como circulo unidad sirve cl cuadrado que se re-
presenta en la fig. 66. Es facil comprender, que el circulo
“corriente” circunscrito a su alrededor (y que se determina
por la desigualdad z*+4-12<1 y que, por consiguiente, en
la geometria corriente tiene un didmetro igual a 2), posee
9;1 la 1g)eometria de Minkowski un didmetro igual a 2 /2
(tig. 71).

Sea I cierta recta y A un punto que no estd situado en
ella. Examinando los circulos de diferentes radios con
centro en A, entre ellos se puede encontrar sélo uno para
el que la recta ! serd de apoyo. El radio r de dicho circulo
se llama distancia desde el punto 4 hasta la recta /. Tal
denominacién se explica porque si B es un punto arbitra-
rio de la recta !, dicho punto o bien se encuentra fuera del
circulo elegido (fig. 72) y entonces lon. gAB>r, o bien
12
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se encucntra en el contorno de dicho circulo y entonces,
lon.gAB=r. De esta forma, la distancia desde el punto 4
a la recta I (como en la geometria corriente) es la minima
distancia desde A4 hasta [.

Sefialemos que en la geometria de Minkowski la distan-
cia desde el punto A hasta la recta I no se mide, hablando
en general, por la perpendicular bajada del punto 4 a la
recta I (véase la fig. 72). Adems4s, es posible que en la recta
{ se halle no sélo un punto préximo al A, sino un segmento
que conste de los puntos més cercanos (fig. 73).

FIG. 72 FIG. 73

Es facil comprender que si I y m son dos rectas parale-
las, 1a distancia desde cualquier punto 4 de la recta I has-
ta la recta m no depende en absolute de la posicién de A
en la recta ! (lo mismo que la distancia desde un punto
arbitrario en la recta m hasta la recta I). Esta distancia se
llama distancia desde la recia 1 hasta la recta m. Si, por
ejemplo, I y m son dos rectas paralelas de apoyo del circu-
lo unidad G, la distancia entre ellas es igual a dos (fig. 74).

Sea F una figura convexa arbitraria, situada en el plano
de Minkowski y G, su circulo unidad y sean I y m dos rec-
tas paralelas de apoyo de dicha figura. La distancia entre
las rectas I y m se llama ancho de la figura ¥ en la direc-
cion I. El didmetro de la figura arbitraria F, es el ancho
méximo de dicha figura F(32).

Tomemos, por ejemplo, en calidad de circulo unidad @G,
el cuadrado representado en la fig. 66 y sea F un circulo
corriente, circunscrito alrededor de diche cuadrado G. En
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este caso, el ancho de la figura # en la direccién paralela
al lado del cuadrado G, serd igual a 212, mientras que el
ancho de la figura F en la direccién paralela a la diagonal
del cuadrado G, seri igual a 2. De lo dicho se deduce que
en la geometria de Minkowski, el circulo no es una figura
de ancho constante. Por lo general, si la figura F (en la
geometria de Minkowski, con circule unidad G) tiene en
todas las direcciones un mismo ancho igual a d, entonces
en dicha geometria, F es una figure de ancho constante.
Por ejemplo, si el circulo unidad G es un hexégono regu-

b
™

oLz
F1G., 74

lar, el tridngulo equildtero representado en la fig. 75, es
una figura de ancho constante.

Es interesante sefialar que foda figura acotada convexa
F que contiene puntos interiores, (es decir, no es un seg-
mento o un punto), es una figura de ancho constante en
cierta (jy sélo en una!) de las geometrias de Minkowski (19).

De lo dicho es claro que para el caso del plano de Min-
kowski se difunden todas las definiciones examinadas en
los §§ 4, 5 (el didmetro de la figura convexa, ancho, figu-
ras de ancho constante, etc.). Por esta razén, es convenien-
te examinar en el plano de Minkowski los problemas trata-
dos en el primer capitulo. A continuacién, pasamos a exa-
minar estos problemas.
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§ 10.

EL PROBLEMA
DE BORSUK
EN EL PLANO
DE MINKOWSKI

Sea F, upa figura situada en un plano de Minkowski y
designemos por G su circulo unidad. Llamemos d el did-
metro de la figura F en esta geometria. Examinemos para
F, un problema sobre su divisién en partes de menor did-
metro. Designemos por ag (F) el niimero minimo de partes,
necesario para resolver dicho problema. Es evidente que
tanto el didémetro de toda la figura, como el de sus partes
por separado depende en alto grado de la geometria de Min-
kowski en la que se examina este didmetro, (es decir, de-
pende del circulo unidad G). Por eso, el namero ag (F)
también depende esencialmente de la eleccion del circulo
unidad G.

Por ejemplo, al determinar ordinariamente la longitud
se puede dividir el paralelogramo en des partes de menor
didmetro (fig. 12, b). Si este paralelogramo se examina en
el plano de Minkowski, en que el propio paralelogramo
juega el papel de circulo unidad G, entonces, el “diametro”
de todo el paralelogramo y el de sus partes, es, evidente-
mente, igual a dos (en el plano de Minkowski la “longitud”
de cada lado v de cada diagonal del paralelogramo G, es
igual a dos). Por tal causa, en el caso a examinar, el para-
lelogramo G no puede ser dividido en tres partes de menor
“didmetro”. Sin embargo, cuatro partes serdn suficientes
para efectuar tal division (fig. 76).
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En otras palabras, en este caso ag {G)=4. Eslo nos
muestra, que para ciertas figuras /' y G, puede ser vélida
la desigualdad ag (F)> a (F). Hay, sin embargo, casos cu-
ando ag(F)< a (F). En cfecto si ¢ es un cuadrado y F,
un circulo, es facil advertir que ag (F)=2 (fig. 77), mien-
tras que a(F)=3.

FIG. 77 FIG. 78

El problema de la determinacién de la magnitud de
ag {F) fue estudiado el afioc 1957 por el mateméatico ameri-
cano G. Griinbaum, al que pertenece un teorema, muy
proximo al teorema 4 que mas adelante formulamos.

Teorema 4. Para cualquier figura plana acotada F es
vélida la relacion

ag(F) < 4,

¢l mismo tiempo el signo de igualdad se obtiene wnicamente
en el caso cuando la cubierta conveza de la figura F es un
paralelogramo homotécico a G (o sea, si la figura F contiene
cuatro puntos que son los vértices de un paralelogramo ho-
motécice a G, con coeficiente de homotecia a2, donde d es
el didmetro de la figura F).

La demostracion de este teorema se da més adelanto
{en el § 14).

Los resultados del § 7 también permiten hacer intere-
santes generalizaciones respecto a la geometria de Min-
kowski.
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Ante todn, examinemos el caso, cuandu e circulo uni-
dad del plano de Minkowski esx cierlo paralelogramo G.
Entonces es vilido el siguiente teorema:

Teorema 5. Sea [ cierta figura de didmeliro d, situada
en el plano de Minkouski y cuyo circulo unidad ¢s un para-
letogramo G. La igualdad

ﬂ{"'(}”) = 2

tiene lugar dnicamente en el caso, si la figura F no contie-
ne tres puntos que son los vérlices de un lridngulo cquild-
tere con lado igual a d.
Claro estd que aqui se trata de un tridngulo equilitero
en el sentido de la métrica de Minkowski que tratamos.
Demostraciéon. Admilamos que F es una figura que con-
tiene tres puntog 4, B, €, que son los vértices de un Lridn-
gulo equildtero con lado igual a d. Es evidente que ningiin
conjunto de un didmetro menor que d. no puede contener
dos de estos puntos. De aqui se desprende que ag (F)=3.
Supongamos, a continuacion, que la figura F no con-
tiene tres punlos que son los vértices de un tridngulo equi-
litero con lado d. Tracemos cuatro rectas de apovo 1, Iy,
my, my de la figura F, paralelas a los lados del paralelogra-
mo G (fig. 78). [istas rectas forman ¢l paralelogramo A BCD
gue contiene la figura F. Como los lados de dieho parale-
logramo son vectas de apoyo de fa figura 2, en cada uno
de sus lados se tiene, por lo menos, un punto de dicha figura.
Sea K un punto de la figura F sitnado en el segmento
AR y L, otro punto de esta figura e¢n el segmento €. Ya
que los puntos Ky 1L perlenecen a la figiva 7, la
lon.gKL=<d. Por consiguiente, la distancia cnfre ciertos
puntos de las recias l y I3 no ¢s mayor que d v por lo lan-
Lo, la distancia entee dichag rectas, tampoco serd nayor
que d. De forma andloga, se demuestra gue la distancia
entre las rectas m, y mg, lampoco ¢s mayor que d.
Supongamos gue la distancia enlre las rectas /, v [
es menpor que d; entonees, trazando una recla m, paralela
am, ymy que interseque el paralelogramo A 8CD (fig, 7Y),
dividimos a dicho paralelogramo (v por lo tanto a la fign-
ra ) en dos partes, eada una de las enales fione nn dii-
metro menor (que d. Por consiguiente, en exte caso ag (#)- 2.
Anidlogamente, si la distancia entre las rectas m, y my
es menor que d, ag (F)=2. Nos queda por examinar el



caso, cuando ta distancia enlre I, y ly vy my v m, os igual
a d, o sea, cuando /77 ABCD es un cirenlo de radio d)2.

Supongamos, primeramente, que ninguno de los puntos
A, € no pertencce a la figura 7. Es [deil ver, entonces,
gne la recla AC divide la figura F en dos partes y que el
didmelro de cada una de ellas es menor que d. Efecliva-
mente, en este caso se puede trazar dos reclas n,;, no para-
lefas a la diagonal BD y que cortan del paralclogramo
ABCD wn hexdgono que contiene la figura # (fig. 80).

FIG. 79 FIG. 80

La recta AC divide a dicho hexdgono y, simultdneamente,
a la figura F en dos partes, cada una de las cuales tiene
un didmetro menor que d (fig. 81). De ese modo ag (F)=2.

Se demucstra andlogamente que si ninguno de los pun-
tos B, D no pertenece a la figura F, ag(F)=2.

Por 0ltimo, examinemos el caso en que por lo menos
uno de los puntos 4, € y adem4as, uno de los puntos B, D
pertenecen a la figura F. Pero tal caso ne es real. En ver-
dad, supongamos que por lo menos uno de los puntos 4, €
(digamos, el punto A4), pertenece a la fignra F y que, ade-
mis, también pertencce a dicha figura F, por lo menos,
uno de los puntos B D (digamos, el punto B). Sea L un
punto del segmento CD que pertenece a la figura F (recor-
demos que CD es una recta de apoyo de dicha figura).
Entonces (véase la fig. 82), la

lon.gARB = lon.cAL = lon.gBL =d,
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es decir, ABL es un tridngulo equildtero con lado d. Pero
esto contradice a la suposicién de que la figura # no con-
tiene tres puntos que son los vértices de un tridngulo equi-
latero con lado igual a 4.

FIG. 81 FIG. B2

¥s decir, que ¢l teorema queda demostrado.

Comparando los teoremas 4 y 5, podemos formular la
siguiente afirmacién que soluciona por completo el pro-
blema de hallar Ia magnitud ag (), cuando G es un para-
lelogramo:

8i una figura F de didmetro d conticne cualro puntos
que son los veértices de un paralelogramo homotécico a G,
con coeficiente de homotecia igual a dj2 (fig. 83), ag (F)=4;
si esta condicion no se cumple, pero la figura F contiene
tres punios que son los vértices de un tridngulo equildtero

FIG. 84
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con lado igual a d (fig. 84), entonces, ag (F)=3; en todos
los demds casos, ag (F)=2.

De esta forina, el problema del cdlculo completo de 1la
magnitud ag (F) estd resuelto en dos casos: en el § 7 se da
la solocién de dicho problema por métodos de la geometria
habitual (es decir, cuando G es un circulo), mientras que
en ol péarrafo presente, se ha expuecsto la solucién de este
mismo problema, cuando G es un paralelogramo. En todos
los demés casos, la solucién de dicho problema se descono-
ce por los autores: s6lo se sabe, (véase el teorema 4), que
2<ag (F)<3. Y consideremos que es verosimil la siguiente
hipotesis:

Sea F una figura de didmetro d en el plano de Minkow-
ski con circulo unidad G que no es un paralelogramo. Para
que la igualdad ag (F)=3 tenga lugar, es necesario y sufi-
ciente que se cumplan las dos siguientes condicines:

1. La figura ¥ se completa univocamente hasta otra
figura de ancho constante en la geometria de Minkowski
que se examina.

2. B F* es la extensién de la figura F (es decir, la
interseccién de todos los circulos de radio d que contienen
la figura F}, de cada dos rectas de apoyo paralelas de la
figura F*, entre las que la distancia es igual a d, por lo
menos, una de ellas tiene un punto comin con la figura F,

Seflalemos que si la figura G es un circulo ordinario,
la segunda condicién es superflua: se puede demostrar que
se desprende de la primera. En el caso general, la condi-
cién 2) es necesaria, de lo que nos convenceremos gracias
al siguiente ejemplo: sea F un circulo corriente y G, la
figura representada en la fig. 85. Entonces, como se ve
ficilmente, la figura F se completa univocamente hasta
otra figura de ancho constante (la finica figura de ancho
constante que contiens a F es G), o sea, que la condicién
1) se cumple. La condicién 2) no se cumple. Pero al mismo
tiempo, ag (F)=2 (véase la linea punteada en Ja fig. 85).
De esta forma, sélo el cumplimiento de la condicién 1) no
es suficiente, en el caso general, para satisfacer la igual-
dad ag (F)=3. Y esto es debido, primeramente, a que
ag (F), en general, no coincide con el nimero a¢ (F) (fig. 85).

No fue anteriormente demostrado el teorema 4 que nos
da la estimacion de la magnitud de ag (F). Por ejemplo,
de dicho teorema se desprende que para la figura F=@G,



58

Lienen lugar las siguientes afirmaciones: ag (G)=4, si G
¢s un paralelogramo y ag (G)<3 cn todos Jos demds casos.
Pero la igualdad a¢ (G)=2 no es recal (lo que se demuestra
lo mismo que cuando G es un circulo, pag. 10). Entonces,
si G no es un paralelogramo, ag (G)=3

Iin aquellos casos, cuando G es un circulo corriente,
o paralelogramo, su divisiéon cn tres y cuatro partes de
menor didmetro, se muestra cn las figs. 86 y 76. En cstos

FI1G, 86

casos, cada una de las partes no sélo es de menor diametro,
sino que también se cubre con un circulo de didmetro menor
de acuerdo con la geometria de Minkowski. Es natural
que surja la suposicién de que en dicha geometria lo mismo
sucederd con fode circulo G. En otras palabras, surge la
siguiente suposicion:

Toda figura convexa centrosimétrica G diferente del
paralelogramo, puede ser dividida en tres partes, cada una
do las cuales se cubre con una figura homotécica a G, con
coeficiente de homotecia menor que la unidad (es decir,
con un “circulo” de menor “didmetro™).

Dicha suposicion es valida en realidad no sélo para
tiguras centrosimétiricas, sino que también para fode fi-
gura convexa. A la demostracion de este hecho (y sobre
su principio, del teorema 4) se dedica el siguiente capitulo.



CAPITULO 111
RECUBRIMIENTO
DE LAS FIGURAS
CONVEXAS POR

HOMOTECICAS

§ 11.
PLANTEAMIENTO
DEL PROBLEMA

Eu el presente capitulo vamos a analizar el siguiente
problema. Sea dada cierta figura F plana, convexa y aco-
tada. Se debe determinar el nimero minimo de “copias
reducidas™ homotécicas de F con las que dicha figura puede
ser cubierta por completo. Designemos este ndimero minimo
por b(F). Con mayor exactitud, la igualdad &(F)=m sig-
nifica que existen tales figuras F,, F,, ..., F,., que son
homotécicas a F con ciertos centros de homotecia y coefi-
cientes de homotecia menorcs que la unidad y que en su
conjunto, las figuras F#,, F,, ..., F,, cubren la figura F
por completo (fig. 87); al mismo tiempo, el nimero m es

FIG. 87

minimo, o sea, para resolver nuestro problema no es sufi-
ciente un nimero de figuras homotécicas menor que m.

El afio 1960, I.C. Gojberg y A.S. Markus, plantearon
el problema de los valores que puede tomar 5(F). Con cierta
anterioridad, este mismo problema (pero formulado de

otra forma), fue estudiado por el matemético alemén
F. Levy.
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Como ejemplo, examinemos el caso cuando la figura F
es un circulo. Entonces, las figuras homotécicas menores
son circuylos arbitrarios de menor didmetro. Es ficil com-
prender que con dos circulos tales no es posible cubrir el
circulo inicial #, es decir, b(F)=3. En efecto, sean F,
y Fy dos circulos de menor didmetro y O, v O, sus centros
(fig. 88). Tracemos por el centro O del circulo inicial F

FIG. 88 FIG. 89

una perpendicular a la linea de los centros O, O,. Esta
perpendicular interseca la circunferencia del eirculo ini-
cial F por dos puntos A y B. Por ejemplo, supongamos
que el punto 4 est4 situado por el mismo lado de Ja recta
0Oy O, que ol punto O (si la recta 0,0, pasa por el punto O,
entonces se puede tomar cualesquiera de los puntos A, B).
En tal caso, A0, =A40=r, AO,=AQO=r, donde r es el
radio del circulo F. Como los radios de los circulos F,
y F, son menores que r, el punto A no pertenece a ninguno
de ellos, o sea, que los circulos F,, F; no cubren totalmente
el circulo F.

Por otro lado, es facil cubrir el circulo # con tres circu-
los de didmetro un poco menor (fig. 89). De ese modo,
si la figura es un circulo, b(F)=3.

Examinemos otro caso cuando ¥ es un paralelogramo.
Es claro que ningin otro paralelogramo, homotécico a F
con coeficiente de homotecia menor que la unidad, no puede
contener simultdneamente dos vértices del paralelogramo
F, En otras palabras, los cuatro vértices del paralelogra-
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mo F deben pertenecer a cuatro diferentes paralelogramos

homotécicos, es decir, que p(F)=4. No obstante, cuatro
figuras homotécicas son evidentemente suficientes (fig. 90).
Por consiguiente, si la figura es un paralelogramo, b(F)=4.

N

iy

FIG. 90

§ 12.

OTRA FORMA
DEL PROBLEMA

Al problema del recubrimiento de figuras con las homo-
técicas menores, se le puede dar otra forma que lo apro-
xima al problema de Borsuk para la divisién de figuras
en partes de didmetro menor.

Sea F una figura convexa y G, cierta parte de ella.
Consideraremos que la parte G de la figura F tiene un ta-
mano igual a k, si existe una figura F” homotécica a # con
coeficiente % que contiene ¢, sin embargo, ninguna figura
homotécica a F con coeficiente menor que %, no contiene
por completo G(*). Es evidente, que si una parte de @ coin-
cide con toda la figura F, su tamafio es igual a 1. Por esta
razén, para cualquier parte Gde la que no coincide con la
figura F, su tamafio k<1. Sin embargo, no se debo pensar
que si la parte G no coincide por completo con la figura 7,
su tamafio % obligatoriamente es menor que la unidad.
Por ejemplo, si F es un circulo y la parte G, un tridngulo
acutdngulo inscrito en él (fig. 91), el tamaiio de la parte
G es igual a la unidad (ya que ningdn circulo de menor di-
metro no contiene por completo el tridngulo ¢). Si el ta-

maifio do la parte G de la figura F k<1, la llamaremos
parte de menor tamaiio.
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Haciendo uso de la nocion del tamafio, podremos dar
a la definicién de la magnitud b(F) otra forma: b{F} es un
nimero minimo de partes de menor tamario en las que se
puede dividir la figura conveza F. Es facil comprender,
que esta definicion de 5(F) es equivalente a la anterior.
Efectivamente, sean F{, F,, ..., F, figuras homotécicas

F1G. 91

menores que cubren a la figura F. Designemos por G,

Gay ..., Gy a las partes de la figura ¥ que se cortan de ella
por las figuras Fy, F,, ..., F,,. Es evidente, que cada una
de las partes G, (g, ..., G, de la figura F, tiene un ta-

mafio menor que la unidad. Entonces, si la figura F puede
ser cubierta por m figuras homotécicas menores, ella podrs
ser dividida en m partes de tamafio menor. Y a la inversa,
si la figura ¥ puede ser dividida en m partes G;, Gy, ...,
Gm de menor tamaifio, existen las figuras F,, F,, ..., Fp,
que contienen respectivamente las partes G,, G, ..., Gnm
¥y que son homotécicas a F con coeficientes menores que
la unidad. Estas figuras #,, #,, ..., F,, precisamente,
forman el recubrimiento de la figura # con las homaotéci-
cas menores,

De esta manera, el problema del recubrimiento de una
figura convexa con figuras homotécicas menores, puede
ser también formulado como ¢l problema de la division de
la figura F en partes de menor tamafio. Esta forma, nos
aproxima mucho al probiema de Borsuk examinado en el
capitulo [.

Sin embargo, la relacién entre estos dos problemas, no
es unicamente exterior. En realidad, si la figura F ticene
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un didmetro d, la figura homotécica a F con coeficiente %,
tiene un diametro kd. De aqui se desprende que si la figura
convexa F tieno un didmetro d, cualquicra de sus partes
de menor iamafio es, simultdneamentie, parte de menor
didmetro. (A la inversa, esta afirmacién no es vilida; por
ejemplo, un tridngulo equildtero inscrito en el circulo #
de didmetro d, es una parte de menor didmetro, pero ticne
un tamafio jgual a la unidad, véase la fig. 91). Por lo Lan-
to, si una figura convexa F puede ser dividida en m partes
de menor tamaiio, con mayor razén puede ser dividida en
m partes de menor didmetro (pero, hablando cn general,
no a la inversa, como vemos en el ejemplo del paralelogramo).

De esta forma, parga foda figura conveza F, es vilida la
desigualdad

a(F) < b(F).

Seflalemos que el problema de la divisién en partes
de menor tamafio s6lo se refiere a las figuras convezas,
mientras que el problema de Borsuk de la divisién en par-
tes de menor didmetro, fue planteado para figuras de fodo
tipo (incluso no convexas).

§ 13.
SOLUCION
DEL PROBLEMA
DEL RECUBRIMIENTO
DE FIGURAS

Como hemos visto en el § 11, en el problema del recubri-
miento de una figura convexa com figuras homotécicas
menores (en diferencia del problema de Borsuk), el circulo
no es la figura que exige para su recubrimiento el miximo
nimero de figuras: para el paralelogramo, el nimero b(F)
alcanza un valor mayor que para el circulo.

Es natural que surge la cuestién: ¢existen figuras pla-
nas convexas, para las que la magnitud & (#) adguiera un
valor mayor que para cl paralelogramo? Resnlta que tales
figuras no existen; es mds, entre las figuras planas conve-
xas silo para el paralelogramo es justa la igualdad b (F)=
=4. En otras palabras, ticne lugar el siguiente teorema,
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establecido el afio 1960 por . C. Gojberg y A. S. Markus
(con cierta anterioridad, en 1955, F. Levy obtuvo otro re-
sultado del que también se desprende este teorema)

4 B
N AB’w;
AB>CD, g S An e
AB>MN
1 M D g

FIG. 92 FIG, 93

Teorema 6. Para toda figura plana, acotada Y conveza,
F que no es un paralelogramo, es vélida la igualdad b (F)=
=3; si F es un paralelogramo, b (F)=4,

\ AD=AM >MN

FIG. 94 F1G. 95

Antes de pasar a la demostracién del teorema 6, demo_s
una definicién y demostraremos varias proposiciones auxi-
liares*).

Sea F cierta figura convexa y 4, B dos de sus puntos
limites. Convendremos en llamar al segmento AB cuerda
mayor de la figura F, si toda cuerda de esta figura paralela

*) En resumidas cuentas (junto con las’p-roposicic')«
nes auxiliares) la demosiracién del teorema 6 ocupa 10 pdginas, Mis
adelante (en el § 17), se dard otra demostracién de dicho teorema.
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a AB es de menor longitud. Por ejemplo, ¢n el circulo, to-
dos los diAmetros y sélo ellos, pueden llamarse cuerdas
mayores (fig. 92). En el paralelogramo, cuerdas mayores
pueden ser sélo sus diagonales (fig. 93). Si, a continuacién,
llamamos 1, 7, a dos rectas de apoyo paralelas de la figura
convexa ¥, cada una de éstas tiene sé6lo un punto comin
con esta figura, entonces, el segmento que une estos puntos
comunes, ¢s la cuerda mayor de la figura 7 (fig. 94). En el
caso en que una de las rectas de apoyo paralelas Iy, I, tiene
con la figura /" un punto comiin A4, mientras que la segunda
tiene con la figura F un segmento comin BC, en tal caso,
el segmento que une el punto A con cualquier punto D
del segmento BC, es la cuerda mayor de la figura F (fig.
95). Por iltimo, si cada una de las rectas de apoyo Ly L
tiene con la figura F un segmento comiin, las dos diagonales
del trapecio, cuyos vértices son los extremos de dichos seg-
mentos, son las cuerdas mayores de la figura F (fig. 96).

BL=PL>pg,
A P g g BC=MB>MN
"’f
Q
&y
A 5 Z
FIG. 96 FIG, 97

En virtud de lo dicho, resulta que si I y I, son dos rectas
de apoyo paralelas de la figura convexa F, habrd por lo menos
un segmento con sus exiremos situados en dichas rectas que
es la cuerde mayor de la figura F.

Teorema 7. Toda figura convexa F, diferente del parale-
logramo, tiene, por lo menos, tres cuerdas mayores.

En otras palabras, el paralelogramo es la irica figura
convexa que tiene dos cuerdas mayores. El tridngulo y el
hexégono regular son ejemplo de figuras que tienen exacta-
mente tres cuerdas mayores. Un 2r-gono tiene exactamente
r cuerdas mayores y el circulo, un ndmero infinito.

Demostraciéon del teorema 7. Supongamos, primera-
mente, que el contorno de la figura convexa F no tiene nin-

51922
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gun segmento rectilineo. Tracemos dos rectas paralelas
de apoyo I, y I, do la figura ¥ y sean 4, B puntos de estas
dos rectas comunes con la figura #. Entonces, AB es una
cuerda mayor. Sea € un punto arbitrario limite de la fi-
gura F, pero diferente de A4, B. Tracemos por ¢l punto C
una recta de apoyo m; de la figura F y supongamos que
my, olra recta de apoyo paralela a m,. Designemos por D
el punto comin de la recta my con la figura F (sin excluir
la posibilidad de gue este punto coincida con uno de los
puntos 4, B).

El segmento CD es la segunda cuerda mayor de la figura
F (fig. 97). Por iltimo, tomemos cualquier punto limite
E de la figura F que no coincida con 4, B, €, D). Trazando
a continuacion, la recta de apoyo n, por el punto £ y se-
guidamente, n, paralela a ella, obtendremos una cuerda
mayor més. De tal forma, en el caso a considerar hemos
hallado tres cuerdas mayores de la figura F (por otra parte,
el razonamiento expuesto nos muestra claramente que en
el caso dado la figura F tiene una serie infinita de cuerdas
mayores).

Supongamos ahora que el contorno de la figura F con-
tiene, por lo menos, un segmento rectilineo, es decir, se
puede trazar una recta de apoyo /, de la figura F que tiene
con ella un segmento comtn AB. Designemos por I, una
recta de apoyo paralela a I,. Si I, sélo tiene un punto C
comiin con la figura F, todo segmento que une el punto
C con cualquier punto del segmento AR, es cuerda mayor,
0 sea, en este caso también obtenemos una serie infinita
de cuerdas mayores (fig. 98).

2
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Supongamos, por ultimo, que la recta I, tieme con la
figura F un segmento comin DC. Entonces Ja figura con-
vexa F deberd contener por completo el trapecio ABCD,
teniendo, ademads, cn cuenta gue las dos diagonales de dicho
trapecio son cuerdas mayores de la figura F. Si la figura
F no coincide con este trapecio, es posible trazar una recta
de apoyo p; de la figura # que no tiene puntos comunes
con el trapecio ABCD (fig. 99). Trazando, a continuacidn,
una recta de apoyo p,, paralela a p,, obiendremos la tercera
cuerda mayor (con sus extremos situados en las rectas p,
¥ Pa)-

Queda por examinar el caso cuando la figura F coincide
con el trapecio ABCD. Si AB 7= CD, entonces el mayor
de cstos segmentos es la tercera cuerda mayor del trapecio
ABCD (es decir, de la figura F; véase la fig. 100). Si

FIG. 100

AB=CD, F es un paralelogramo. Es evidente que el para-
lelogramo tiene sélo dos cuerdas mayores,

El teorema queda demostrado.

Lema 10. Sea AB la cuerda mayor de la figura convexa
F, DE, otra cuerda paralela a ella y O, un punto interior
arbitrario de la figura F. Designemos por F, la parte de la
figura F cortada por la cuerda DE y que no contiene la cuer-
da AB. En tal caso, existe una figura G, homotécica a I con
coeficiente de homolecia menor que la unidad gue contiene
por complete la figura Iy y al punto O (fig. 101).

Demostracion. Sea PQ una cuerda de la figura F para-
lela a las cuerdas AB y DI y que estd situada ontre cllas.
Designemos por F’ la parte de la figura F cortada por la
cuerda PQ y que contiene la cuerda DFE. Estd claro que la

b
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figura /' contiene por completo la figura F, (fig. 102).
Como AB es la cuerda mayor, AB>PQ. Designemos por
G’ la figura homotécica a F con centro de homotecia en el

FIG. 10§ FIG. 102

punto 7 de interseccion de las rectas AP y BQ y con coe-
ficiente de homotecia igual a PQ/ADB (fig. 103). Es evidente
que con esta homotecia la cuerda AB de la fignra F se con-
vierte en la cuerda PQ de la figura G'.

Sea M un punto arbitrario de la figura F' que no estd
situado en la cuerda P{. Desde los puntos A y B {racemos
rectas paralelas respectivamente a PM y QM y designemos
por N su punto de interseccién (fig. 103). El punto N

FIG, 103
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pertenece a la figura 7 ya que al mismo tiempo pertenece
al polignno ABQMP situado por completo en la figura F.
Con la homotecia a considerar ol punto N de la figura ¥ pasa
al punto M. De aqui se desprende que M pertenece a la figu-
ra G'. Por congiguiente, todo punto M de la figura F’
pertenece a la figura G', es decir, 1a figura #’ se cubre con
la figura &'.

Asi que, cualquiera que sea la cuerda PQ paralela a las
cuerdas AB y DE y situada entre ellas, con la construcciéon
realizada obtenemos la figura G’ que es homotécica a F
con coeficiente de homotecia menor que la unidad y que
contiene por completo figura F’ y por consiguiente, F,.
Queda por demostrar que eligiendo convenientemente la
cuerda PQ, se puede conseguir que el punto O pertenezca
a la figura G’ lo que nos dard la figura G que buscamos.

Si el punto O estd situado por el mismo lado de AB
que la cuerda DE, es suficiente tomar en calidad de PQ
la cuerda que separa O del segmento AB. En realidad, al
elegir de tal modo la cuerda PQ (fig. 104), el punto O per-

FIG. 104

tenece a la figura F’ y por consiguiente, estd situado en la
figura G'.

Supongamos ahora, que el punto O se encuentra bien en
la cuerda A B, bien por otro lado de dicha cuerda respecto
al segmento DE. Si el punto O est4 situado en la cuerda 4 B,
designemos por C un punto arbitrario de la figura F, situa-
do por el lado contrario de Ja cuerda AB respecto al seg-
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mento DE (fig. 105). Si O no estd situado en el segmento
ARB, desde el punto arbitrario interior A del segmento 45
tracemos un rayo que pasa por el punto O y tomemos C
como el punto de inferseccién de dicho rayo com el con-
torno de la figura # (fig. 106). En ambos casos, el punto

FIG. 105 FIG. 106

O pertenece al tridngulo 4ABC, pero no esta situado en la
quebrada ABC y, ademds, el tridngulo ABC, se encuentra
con relacion al segmento DE por otro lado de la cucrda A5,

Tracemos desde el punto O los rayos /;, I, en la direc-

—

cidon de los vectores Eji, CB y designemos por K y L los
puntos de interseccién de estos rayos con el contorno de Ia
figura F (fig. 107). Estd claro que los puntos X y I estin
situados por el mismo lado de AB que el segmento DE.
Elijamos ahora una cuerda PQ || AB, pero de tal forma,
que el segmento 4B esté situado por un lado de la recta PQ
y todos los cuatro puntos D, X, L, E, por otro.

Tracemos por los puntos P y @ rectas paralelas respec-
tivamente a las rectas AC y CB. Designemos por S el punto
de interseccién de dichas rectas. Para la homotecia mencio-
nada anteriormente con centro en el punto 7T y coeficiente
PQ/AB, el triangulo A BC pasa al tridngulo PQS. Nos queda
mostrar que el punte O pertenece al tridngulo PQS. Esto
significard, en realidad, que el punto que pasa a O en cl
caso de nuestra homotecia pertenece al tridngulo ABC y
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por lo tanto, a la figura ¥, de lo que se desprende que O
pertenece a G .

En virtud de como ha sido elegida la cuerda PQ, los
puntos K y L estdn situados en el interior del &ngulo PSQ
y por lo tanto, el punto O se encuentra también en el inte-
rior de este 4ngulo (fig. 107). Al mismo tiempo, los puntos

FIG. 107

0 y § estdn situados por un mismo lado de la recta PQ. De
aqui se deduce que O es un punto interior del triangulo.
P@S.

Lema 11. Dos cuerdas mayores de una figura conveza F
se interesecan (en el interior de F 0 en su contorno).

Demostracion. Sea A B la cuerda mayor de la figura F y
CD, otra cuerda que no la interseca. Vamos a demostrar que
€D no es una cuerda mayor. 8i CD es paralela a AB, esto
es evidente. Por esta razén, vamos a suponer gue CD no
es paralela a AB y que, para mayor claridad, ¢l punto €
estd més cerca de AB que el punto D (fig. 108). Tracemos
una cuerda CM paralela a AB. En tal caso, los puntos B
y D se encuentran por lados opuestos de la recta CM y por
lo tanto, el segmeto BID interseca la recta CM en un punto
K. Debido a la convexidad de la figura ¥, el punto X del
segmento BD pertenecerd a esta figura. Por ello, CM=CK.
A la vez si AB es la cuerda mayor, CM <AB; por consi-
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guiente, CK<<AB. De aqui se desprende, que los rayos
AC y BD se intersecan en cierto punto O (fig. 108). Por
Gltimo, tracemos en el tetrdgono ACDRE el segmento AL
paralelo a CD. El punto L pertenece al segmente BD vy
por lo tanto, a la figura 7. Pero de la semejanza de los
tridngulos CDO y ALO, se deduce que AL>CD. Esto sig-
nifica que la recta AL corta en la figura # una cuerda de

A

I

FIG, 108

mayor longitud que CD y por esta razén, CD no puede sger
la cuerda mayor de dicha figura.

Demostracién del teorema 6. Mostremos, primeramente,
que si la figura convexa F no es un paralelogramo, b (F) <3,

Segiin el teorema 7, la figura F tiene tres diferentes cuer-
das mayores y ademds, cada dos de ellas se intersecan (le-
ma 11). Consideremos primeramente el caso en que dos di-
ferentes cuerdas mayores 4B y AC se intersecan en el punto
limite 4 de esta figura. Sea O un punto arbitrario interior
de la figura F, situado en el interior del 4ngulo /BAC
(fig. 109}. Tracemos por el punto O las cuerdas DE y KL,
paralelas respectivamente a las cuerdas AB y AC. En virtud
del lema 10, la parte de la figura # que se corta por DE y
en la que no estd situado el punto 4, puede ser cubierta por
una figura homotécica a F con coeficiente de homotecia
menor que la unidad. Idéntica deduccién se puede también
hacer para la parte de la figura F que se corta por la cuerda
KL y en la que tampoco estd situado el punto A. En lo
que se refiere a la parte restante de la figura F (o sea, al
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“sector” curvilineo OLD), eligiendo el punto O suficiente-
mente cerca de 4, dicha parte puede ser situada en un circu-
lo tan pequefio como se desee con centro en el punto A.
De ese modo, esta parte de la figura F pucde ser cubicrta
por una figura homotécica a # con coclicienic de homotecia
tan pequeiio como se desee.

AT
O et
2 o.o.o‘o.o.o.ca
a0 a0 X KX

FIG, 109

Por consiguiente, queda por examinar el caso en que ca-
da dos de las tres cuerdas mayores se intersecan en un punto
interior de Ja figura F. Designemos por A, B, C, D, E, H
los seis puntos que son los extremos de estas tres cuerdas,
desplazando por la curva de derecha a la izquierda y enton-
ces, las cuerdas que consideramos se designarén por

AD, BE y CH.

Sea MN wuna cuerda paralela a AD y que separa la
Gltima de los puntes B y C (fig. 110). Designemos por F,
Ia parte de la figura F que se corta por la cuerda MN vy
que no contiene 40. A continuacioén, tracemos la cuerda
PQ paralela a BE y que separa ésta de los puntos M, A y
H (fig. 111). Designemos por Fy la parte de la figura # que
se corta por la cuerda PQ y que no contiene a BE. Por Ulti-
mo, tracemos Ja cuerda ST paralela a CH y que separa ésta
de los puntos N y Q (fig. 112). Esta cuerda separa de la fi-
gura F Ja figura Fy (que no contiene CH).

Ahora supongamos que O es un punto interior arbitra-
rio de Ta figura F. En virtud del lema 10, existe una figu-
ra Gy (=1, 2, 3), homotécica a # con coeliciente de ho-
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FIG. 110 FIG. 111

motecia menor que la unidad y que contiene la figura F;
y el punto O. Por consiguiente, G, contiene el “sector”
que en F corta la quebrada MON (fig. 113) mientras que las

FIG. 112 FIG. 113

figuras G, y G; contienen sectores andlogos POQ y SOT
(fig. 114, 115). Estos tres sectores y mds atin, las figuras
Gy, G, Gy cubren toda la figura F.

Dc ese manera, en este caso también

b(F) < 3.

Mostremos, por ultimo, que para toda figura convexa ¥,
b (F)=3. Sean F,, F, dos figuras arbitrarias homotéci-
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cas a F con coeficiente de homotecia menor que la unidad y
0,, 04, los correspondientes centros de homotecia. Trace-
mos la recta I que pasa por O; y Oy y sea M el punto de

M

FIG. 114 F1G. 115

la figura F més alejado de la recta I. En este caso, todos los
puntos de la figura F, estin situados de ! a una distancia
menor que el punto M (fig. 116), lo que es también v4lido
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para la figura F,. Por consiguiente, el punto M no se cubre
por ninguna de las dos figuras F, y Fg, de lo que se despren-
de que B(F)>2.

Es decir, si la figura # no es un paralelogramo, p( #) =3.
Es evidente que para el paralelogramo, b(F)=4.

El teorema qucda demostrado.

§ 14.
DEMOSTRACION
DEL TEOREMA 4

Comencemos ahora la demostracién del teorema 4.

Ante todo, consideremos el caso cuando la figura F es
convexa. Sefialemos que la desigualdad a(F)<b(F) se
satisface incluso en el caso del plano de Minkowski:

ac(F) < b(F).

Esto so demuestra de mismo modo que en la geometria habi-
tual (pdg. 67). Por consiguiente, si la figura F no es un
paralelogramo, en virtud del teorema 6, ag (F)<b(F)=3.

Sea ahora F un paralelogramo. Tracemos por el centro
O de la figura G dos rectas paralelas a las diagonales del
paralelogramo ¥ y designemos por 4, C, vy B, D, los seg-
mentos que se cortan por la figura G en dichas rectas. En
los segmentos 4; Cy y By Dy, como en diagonales, construi-
mos dos paralelogramos con lados paralelos a los del para-
lelogramo F (fig. 117). Designemos por F' cl menor de cs-
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tos dos paralelogramos; sea éste, el paralelogramo 4, B,
C,D, con diagonal A, C,. Como los paralelogramos F y
F' son homotécicos, entonces ag (F)=a g(F’) y por esto,
en nuestros posteriores razonamientos podemos considerar
F' en lugar del paralelogramo Z.

Est4 claro que la lon.g A, C{=2 y por consiguiente,
el didmetro del paralelogramo F’ no es menor que dos.
(Aqui y en adelante consideramos los “didmetros” con res-
pecto a las longitudes que se determinan por la figura G).
Sin embargo, el didmetro del paralelogramo #” no es mayor
que dos, ya que F’ estd situado por completo en la figura
G, cuyo didmetro es igual a 2.

Asi, el didmetro del paralelogramo F’ es igual a dos.

Ahora tracemos por el punto O una recta p paralela a
los lados 4, By y €; D,y designemos por M y N sus pun-
tos de interseccion con el contorno de la figura G. Si los
puntos M y N no se encuentran en los lados B, C, y 4,
D, del paralelogramo F’ (fig. 118), el hexdgono 4, B,

FIG. 118 FIG. 119

M Cy D, N est4 situado en la figura G. De aqui se despren-
de facilmente que el didmetro de cada una de las “mitades”
en las que la recta p divide al paralelogramo #’, es menos
de dos (fig. 119) asi que ag(#')=2. Por el contrario, si
los puntos M y N estan situados en log lados del parale-
logramo F’, las rectas By Cy; y A, D, deben ser rectas de
apoye de la figura G (ya que por el punto limile M de la
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figura G debe pasar una recta de apoyo mientiras que toda
recta diferente de B, C;, corta el paralelogramo ¥’ y por
lo tanto, la figura G). Do ese modo (fig. 120), toda la fi-
gura G se encuentra en la banda situada entre las rectas
B, C,y A, D,.

Asi, o bien ag (F')=2, o bien la figura G est4 situada
en la banda entre las rectas B, C; y 4, D,.

/P
w \‘ ’ \v b",/ /5':
7 y >

FIG. 120 FIG. 121

-

Anélogamente trazando una recta g, paralela a los lados
B, €, y A, D, hallamos que o bien ag (¥')=2, o bien la
figura G estd situada en la banda entre las rectas 4,5,y
C, D,, Considerando conjuntamente los dos casos expuestos,
se desprende que o bien ag (F’)=2, o bien que la figura &
se encuentra en el interior de las dos bandas indicadas es
decir, se encuentra en el paralelogramo F’ (fig. 121). Pero
en este Ultimo caso, la figura G debe coincidir con el para-
lelogramo F’ (ya que ella contiene por completo el paralelo-
gramo F’).

Asi, o bien ag (F)=ag (F')=2, o bien la figura G
coincide con el paralelogramo F* (es decir, es homotécica a
F) y entonces, como ya sabemos ag (F)=ac (F')=4. En
otras palabras, para las figuras convezas F, la afirmacion
del teorema 4 es vilida.

Sea ahora # una figura no convexa. Si la cubierta con-

vexa 7 de la figura F es un paralelogramo homotécico a G
(fig. 83), entonces ag(F)=4%. Por el contrario, si la figura
F no es homotécica a G, en virtud de lo demostrado,
ag (F)<3, y como F se encuentra en F, pi que decir tiene
que ag(F)<3.

El teorema queda demostrado.



CAPITULO 1V
PROBLEMA
DE
ILUMINACION

§ 15.

PLANTEAMIENTO
DEL PROBLEMA

En nuestro Oltimo capitulo examinaremos otro de los
problemas de la teoria de las figuras convexas. Por sa plan-
leamiento, este problema casi en nada se parcce a los ante-
riores, pero como veremos més adelante, esti ligado estre-
chamente a cllos.

Sea F una figura plana, acotada y convexa y I, una di-
reccién arbitraria en el plano de dicha figura. Llamaremos
al punto limite A de la figura F punto de luminosidad res-
pecto a la direccién 2 si un haz de rayos paralelos con di-
reccion I, “ilumina™ en el contorno de la figura # el punto
A y a parte de sus proximidades (fig. 122). Sefialemos que

Sy

A
]
]

FIG. 122 FIG. 123

si una recta paralela a la direccién I que pasa por el punto
A, es recta de apoyo de la figura F (fig. 123), en tal caso
no pedemos considerar A como punto de luminosidad res-
pecto a la direccién I. En otras palabras, A4 serd punto de
luminosidad si se cumplen las dos siguientes condiciones:

1. La recta p paralela a la direccién I y que pasa por
el punto 4, no es recta de apoyo de la figura F {es decir,
en la recta p hay puntos interiores de la figura F).



&0

2. 12l punto A es el primero de la figura ¥ que encontra-
mos, moviéndonos por la recta p en la direccion 7.

Convendremos en considerar que las direcciones I, I,
oo, lm iluminan todo el contorno de la figura F, si cada
punto limite de esta figura es punto de luminosidad, por
lo menos, respecto a una de las direcciones indicadas. Por
dltimo, designemos por ¢ (F) el menor de tales nimeros
naturales m que muestran que en el plano existen m direc-
ciones que iluminan todo el contorno de la figura F. Llame-
mos problema de iluminacién del contorno de la figura F
el problema de la determinacién del nimero ¢ (F). Este
problema fue planteado por V. G. Boltianski el afio 1960,

Se demuestra con facilidad que para toda figura plana
F, ¢ (F)=3. En éfecto, sea & una figura plana acotada con-
vexa y I, Iy dos direcciones arbitrarias. Tracemos dos rectas
de apoyo de la figura F paralelas a la direeciéon I; y supon-
gamos que A y B, son puntos limites de la figura ¥ situa-
dos en dichas rectas de apoyo (fig. 124). En tal caso, ni

FIG. 124

uno de los puntos A, B no es punto de luminosidad para la
tlireccion I,, mientras que la direccién J; ilumina no més
de uno de estos dos puntos. Asi dos direcciones no son sufi-
cientes para iluminar todo el contorno de la figura F.
Cuando la figura # es un circulo (fig. 125), para ilumi-
nar todo su contorno son suficientes tres direcciones. Para
el paralelogramo (fig. 126), tres direcciones no son sufi-
cientes (ya que una direccién no ilumina simultineamente



FIG. 126

dos de sus vértices) mientras que cuatro direcciones permi-
ten iluminar todo el contorno del paralelogramo. Eu otras

palabras, para el circulo ¢ (F)=3 y para el paralelogramo,
c{F)=4.

§ 16.
SOLUCION
DEL PROBLEMA
DE ILUMINACION

Al resolver el problema de iluminacion, hacemos nso de
las proposiciones auxiliares establecidas en el § 13, y tam-
bién del Iema siguiente:

5—i922
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Lema 12. Sea F una figure convera, AB su cuerda mayor
y D, E puntos limites de dicha figura situados por uno d_e
los lados de la cuerda AB. En tal caso, todo ¢l arco DE si-
tuado por uno de los lados de la cuerda AB, se puede iluminar
con una séla direccién (fig. 127).

FIG. 127

Demostracion. Sea MN una cuerda paralela a 48 y que
scpara el segmenio AB de los puntos D y £. Ya que MN <
<ARB,se puede tomar en A B dos puntos interiores P y Q de
modo que PQ=MN y por consiguiente, PQNM serd un
paralelogramo. Designemos por ! la direccién que se deter-

—_ —_
mina por el vector MP=N(Q. Claro estd que toda recta
paralela a { y que pasa por el punto arbitrario ¢ del arco
MN (en el que no estdn situados los puntos 4 y B; véase
la fig. 128), tiene la propiedad de que al moverse por ella
desde el punto C en la direccién I, se interseca el segmento
MN formado por puntos interiores de la figura . En oiras
palabras, todo punto C del arco MAN se ilumina por la di-
reccién I. En particular, todo el arco DE se ilumina inte-
gramente por la direccién I.

El Jlema gueda demostrado.

Lo mismo que en el problema del recubrimiento de una
figura por figuras menores homotécicas, en el problema que
consideramos el paralelogramo juega un papel muy impor-
tante. Precisamcnte tiene lugar el siguiente teorema:
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Teorema 8. Para cualquier figura plana acotada conveza
F, que no es un paralelogramo, es vélida la igualdad c (F)=3;
si F es un paralelogramo, ¢ (F)=4.

La demostracién de este teorema es andloga a la del teo-
rema 6. Sea F una figura diferente a un paralelogramo. En-
toneces, en virtud del teorema 7, F tiene tres cuerdas mayores.

FIG. 128

Como al demostrar el teorema 6. rxaminemaos, primeramen-
te, el caso en que dos cuerdas waycres de la figura F se in-
tersecan ¢n su contorno (fig. 109).

En virtud del lema 12 cada uno de los arcos KXBL y
DCE puede ser iluminado por una direccion. En tal caso
los puntos L y D pueden ser elegidos tan préximos al punto
A como se desee. Es evidente que el arco restante LAD
también se puede iluminar con una sola direccién. Por con-
siguiente, en el caso a considerar

o(F) < 3.

Pasemos al segundo caso, cuando las tres cuerdas mayo-
res AD, BE, CH de la figura F se intersecan en su interior
(fig. 110-112). En virtud del lema 12 cada uno de los arcos
MBN, PAQ y SDT se puede iluminar con una sola direc-
cibn. En consecuencia, en oste caso, también cf F)<3.

Por dltimo, como mostramos anteriormente, para toda
figura convexa F es vélida la desigualidad

ﬁ.
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¢(F) > 3.

Por lo tanto. si # no es un paralelogramo, ¢ (F)=3.
El teorcma queda demostrado.

§ 17,
SQUIVALENCIA
DE DOS PROBLEMAS

Sin duda alguna, nuestro lector ya ha advertido quec pa-
ra toda figura plana acotada y convexa ¥, los ntimeros b (F)
y ¢ (F) coinciden (véanse los teoremas 6 y 8).

En otras palabras es vélido el siguiente

Teorema 9. Para toda figura convera F es vilida la igual-
dad

b(Fy = c(F).

Esta igualdad tiene lugar no sélo para las figuras pla-
nas, sino que también para los cuerpos convexos en el espa-
cio (incluso en espacios multidimensionales). Esto fue de-
mostrado por V. G. Boltianski el afio 1960.

La esencia de la demostracién del teorema 9 consiste
en lo siguiente. De los tres teoremas 6, 8, 9 es suficiente de-
mostrar dos de ellos y el tercero serd, evidentemente, su
consecuencia. Por esta razén, de estos teoremas se podria
demostrar aquellos dos, cuya demostracién sea més sencilla.
En particular, si al lector le ha parecido que la demostra-
cién del teorema 6 (por lo visto més complicada) es fatigosa
y él la ha omitido, ahora, después de leer la demostracién
del teorema 9, obtendrs (con ayuda del teorema 8) una nueva
demostracion del teorema 6. Sin embargo, lo m4s impor-
tante es que para los cuerpos espaciales, para los cuales la
soluciéon del problema de su recubrimiento e iluminacion
es, hasta el momento, desconocida (*®) seria suficiente re-
solver uno de estos dos problemas ya que en virtud del teo-
rema 9, ellos son equivalentes. Pero el prohlema de ilumi-
nacién tiene, por lo visto, la ventaja de ser, en cierto gra-
do, més evidente.

Demostracion del teorema 9.

Supongamos que la figura plana convexa # puede ser
cubierta por m figuras menores homotécicas F#,, F,, ...,
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Fr. El centro de homotecia que provoca la conversién de
la figura F a F; lo designemos por O; y el coeficiente de
esta homotecia, por %; (i=1, 2, ..., m). Por lo tanto, cada
uno de los nimeros k,, ky, ... km s menor que la unidad.
Elijamos ahora un punto interior arbitrario 4 de la fi-
gura ¥ que ne coincida con ninguno de los puntos Q,, O,

..y O v designemos por 1, L, ..., i, las dirccciones deter-
—> —_ —>

minadas por los rayos O\4, 0,4, ..., 0,A. Demostremos

que las direcciones Iy, lg, ..., Iy iluminan todo el contorno

de la figura #. En efecto, sea B un punto limite arbitra-
rio de la figura # (fig. 129). Entonces, el punlo B perte-

FIG. 129

neee, por lo menos, a uno de los conjuntos F,, £y, ..., F,,,
por ejemplo, a #;. Ya que en el caso de la homotecia con
centro O; y coeficiente %; la figura # se convierte en F;,
se encontrard un punto € de la figura # que debida a esta
homotecia pasa al punto £. De ese modo, O; B : O;:C=k;.
Ahora tomemos en el segmento AC un punto D tal que
AD : AC=Fk;. De la igualdad O; B : O; C=AD : AC se
desprende, que BD || O; A, es decir, la recta BD es para-
lela a la direccion ;. A continuacién, ya que el punto C
pertenece a la figura F y 4 es un punto inferior de esta fi-
gura, todos los puntos del segmento AC (posiblemente,
salvo el punto €) son puntos interiores de la figura F; en
particular, D es un punto interior de esta figura.

Asi, la recta BD paralela a la direccién I, pasa por
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el punto interior D de la figura #. De aqui se desprende que
B es un punto de luminosidad con respeclo a la direccion
I;. De esta forma, cualquier punto limite de la figura F se
ilumina por una de las direcciones 4, Iy, ..., Ln.

Hemos demostrado, que si la figura # puede ser cubierta
por m figuras menores hemotécicas, para la iluminacién
de su contorno son suficientes m direcciones. Por congi-
guiente, es vilida la desigualdad

o(Fy < b(F).

A continuacion, establezcamos la validez de la designal-
dad inversa

o(F) 2= b(F)

Supongamos que s direcciones l;, 12: .oty 15 iluminan
todo cl conlorno de la figura #. Tracemos dos rectas de
apoyo de esta figura paralelas a la direccion l; (fig. 130)
y designemos por A y B los primeros puntos de la figura £ que
hallamos desplazéndonos por estas rectas en la direccién .

Esta entonces claro que todos los puntos del arco 4;, cuyos
extremos son A, B {disefiado en la fig. 130 con una linea

FIG. 130




8%

gruesa), salvo dichos puntos extremos, son puntos de lu-
minosidad respecto a la direccion Ii. O sea, que el conjunto
de todos los puntos de Jluminosidad respecto a dicha direc-
cién, es cierto arco A; sin extremos; llamaremos este con-
junte a regidn de luminosidad respecto a la direceién .
Come las direcciones I, I,, ..., I, iluminan todo el con-
torno de la figura F, las respectivas regiones de luminosi-
dad Ay, Ag, ..., & cubren todo el contorno de la figura F.

IEn la fig. 130, el punto 4 no cs punto de luminosidad
respecto a la direccion i y por esta razén, dicho punlo se

ilumina por cualquier otra de las dirccciones I;, ' —
i, por cjemplo, por la direccion !3 Pero entonces, la in-
dicada dircecion ilumina todos los puntos suficicotemente
préximos al punto 4, es decir, las regiones de luminosidad
Ay y A5 se sobrecubren (fig. 131). Idénticameanle, el segun-

A.

FIG. 131

do extremo A del arco A, se cubre por una region de lumi-
nosidad mads 4y .

En virtud de que los arcos Ay, A,, ..., 4, que son regio-
pes de luminosidad, sobrecubren con sus extremos los unos
a los olros, podemos disminuirlos un poco y estos arcos
disminuidos, continyardn ocupando todo el contorno de
la figura F. En otras palabras, se pueden tomar de tal modo
los arcos A7, A7, ..., &) situades (junte con sus extre-
mos) respectivamente en el interior de los arcos A, | 4,, ...,
b, (fig. 132) que estos arcos Aj, &.’2, — A;, formen todo

el contorno de la figura F.
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Designemos por 4 y B los extremos del arco 4; y por
A* y B*, los del arco A, Las rectas trazadas por los pun-

tos A* y B*, paralelamente a la direccién j;, deben pasar
por los puntos interiores de la figura F (ya que A* y B*

FIG. 132 FIG. 133

son puntos de luminosidad respecto a la dircceion L). De-
signemos por a y b la longitud de las cuerdas que la figu-
ra # corta en dichas rectas y elijamos un segmento &;, me-
nor que a y b. En este caso, el paralelogramo, un lado del
cual coincide con A* B* el segundo es paraleio a I y tiene

una longitud, igual a k;, estd situado por completo en la
figura # (fig. 133). De aquf resulta que la figura # en toda
recta paralela a la direecién I; y que pasa por cualquier

punto del arco A7, corta una cuerda cuya longitud es mayor
que h;. Esto significa que el traslado paralelo del arco Ad
en la direccién ] a una distancia k; (fig. 134), hace trans-
poner por completo el arco A} en el interior de la figura #.

En otras palabras, que al realizar el traslado paralelo de
la figura # en una direccién inversa a I y a una distancia

ignal o A, obtendremos la figura F2, en cuyo interior se
encuentra el arco A} (fig. 135). Por esta razén, eligiendo
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en el interior de F} un punto arbitrario O] y realizando
la homotecia de F; con centro en O] y con cocficiente k<1
bastante proximo a la unidad, obtendremos la figura F;

FIG. 134

homotécica a F} (y por consiguiente, a la figura £) y que
contiene el arco A]. Realicemos esta construccion para todos
los valores de i=1, 2, ..., s y obtendremos las figuras F,
F,, ..., F,, homotécicas a F con cocficientes de homotecia
menores que la unidad.

FIG. 135 FIG, 136

Fome19:22
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Sea ahora O cierto punto interior de la figura #. Pode-
mos suponer, que las construcciones precedentes han sido
realizadas de tal forma que cada una de las figuras F|,
F,, ... , F_ contiene el punto O (fig. 136); con este objeto,
es preciso tomar tinicamente los segmentos k; suficiente-
mente pequefios y los coeficientes % bastante préximos
a la unidad (véanse las pégs. 69-70}.

Por tltimo, designemos por G; a un “sector” con vér-
tice O y arco A; (dicho sector estd rayado en la fig. 136).
Ya que la figura F; es convexa y, ademés, contiene el arco
A y el punto O, esta figura contendrd por completo el
sector Gi. En consecuencia, las figuras F,, Fj, ..., F, en
conjunto contienen todos los sectores G,, Gy, ..., Gs;. Pero
estd claro que dichos sectores llenan toda la figura F (ya
que los arcos 4f, A} ..., A} cubren a todo el contorno
de la figura F). Por esta razén, las figuras F;, F,, ..., F,
cubren por completo la figura F.

Hemos demostrado que si todo el contorno de la figura
F puede ser iluminado por s direcciones, dicha figura podri
ser cubierta por s figuras homotécicas menores. Por consi-
guiente, es vélida la desigualdad

b(F) < c(F).

De las desigualdades demostradas ¢ (F)<b (F),b(F)<c(F)
se deduce la validez de la igualdad

b(F) = ¢(F),

que forma el contenido del teorema 9.

§ 18.
DIVISION
E ILUMINACION
DE FIGURAS CONVEXAS
NO ACOTADAS

Para las figuras no acotadas convexas (véase la fig. 22),
el problema de Borsuk no tiene sentido ya que el didmetro
de dicha figura llega a ser infinito. Sin embargo, el pro-
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blema de Ja iluminacién y el del rocubrimiento de la figura
con las homotécicas menores (es deeir, con figuras homoté-
cicas a la dada con coeficientes de homotecia menores que
la unidad), siguen teniendo sentido. Pero aqui, desde el
principio, nos esperan una “sorpresa” : el feorema 9 sobre
laigualdad de las magnitudes b (F) y ¢ (F) deja de ser vélido
para las figuras no acotadas convezas,

Con la mayor facilidad esto se ve examiuando el ejem-
plo de una figura convexa acotada por la pardbola P. El
contorno P de esta figura puede ser iluminado por unz sola
direccién, o sea, ¢ (#)=1 (fig. 137, @). Al mismo tiempo,
como al instante veremos, es imposible cubrir la figura #
con un numero finito de figuras homotéeicas nenores, es
decir, b (F)=oo. Efectivamente, sea F’ una figura homo-
técica a F con coeficiente de homotecia k<1 y con centro
de homotecia en el punto O situado fuera de la figura F
(fig. 137 5). Tracemos desde el punto @ las tangentes OA
y OB a la parfbola P que limita la figura F. Los puntos
A y B dividen la pardbola P en tres partes: cn el arco AR
y en dos arcos infinitos A, y A, cuyos extremos son los
puntos A y B. Es claro que la figura F’' no contiene ningin
punto de los arcos 4, y A, (ya que si M os un punto de
dichos arcos en la recta OM tras el punto M, no hay puntos
de la figura F). De ese modo, la figura F’ puede sélo con-
tener una parte finita de la pardbola P (situada en el arco
AB). Si el centro de homotecia 0 pertenece a la figura F,
F' contiene no més de un punto de la parfbola P (fig. 137,
¢, d). Por lo tanto, cada figura homotécica a F con coefi-
ciente k<1, contiene sélo una parte finita de la paribola
P y por esto, para cubrir por completo la figura F (que con-
tiene la pardbola P), es necesario un ndmero infinito de
figuras homotécicas menores, es decir, b(F)=oco.

Sin embargo, existen tales figuras no acotadas convexas
para las que la magnitud » (F) es finita. Por ejemplo, si
F es una semibanda (rayada en la fig. 138, a), b(F)=2;
sefialomos gue en este caso ¢ (F) es también igual a dos,
es decir, b(F)=c(F).

Por dltimo, cxisten también tales figuras no acotadas
convexas, para las que las dos magnitudes b (F) ye(F)son
finitas pero no coinciden entre si. Por ejemplo, si la figura
F estd situada en una banda entre dos rectas paralelas y se
aproxima a ellas mé sy més a medida que se aleje al “in-

L
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finito” (fig. 138 b), es facil mostrar que b (F) =2y ¢ ¥)=1.
En virtud de lo dicho, surgen las siguientes preguntas:

FIG. 137

(Para qué figuras no acoladas convexas sigue siendo vd-
lida la igualdad b(F)=c(F)?

tPara qué figuras no acotadas convexas la magnitud b (F)
toma valores finitos?

iEzisten figuras ne acotadas convexas para las que
¢ (F)=o0?
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Las respuestas a las preguntas anteriormente plantea-
das, fucron halladas por P. S. Soltan y V. N. Visitey (*9).
Daremos sus resultados sin demostrarlas.

Indiguemos, primeramente, que del teorema Y algo queda
para las figuras no acotadas convexas. Precisamente, la
primera parle de la demostracién de dicho teorema, se con-

N\
\y v =
A\

FiG, 138

serva por completo y por csta razdn, paere foda figura F
no acotada convexa es vilida la desigualdad

o(F) < b(P).

Formulemos ahora un tcorema que da la respuesta a la
segunda de las preguntas plantcadas. Sea F una figura no
acotada convexa. Tomemos un punto interior arbitrario O
de dicha figura y consideremos todos los rayos posibles que
parten del punto O y est4n por completo situados en la fi-
gura F. Todos los rayes indicados, tomados en conjunto,
forman, como se demuestra con facilidad, una figura no
acotada convexa K; esta figura se llama dngulo inscrito
de la figura F con vértice en el punto 0. Por ejemplo, para
una parabola (fig. 139 @) o bien, semibanda (fig. 139 ),
el dngulo inscrito consta tdnicamente de un rayo mientras
que para la rogién interior de una rama de la hipérbola,
el dngulo inscrito se representa en la fig. 139 ¢. (Sefialemos
que si en lugar del punio O como vértice se toma otro cual-
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quier punto interior de la figura ¥, el 4ngulo inscrito no
variard, sino que s6lo someterd al traslado paralelo).
Ademis, P. S. Soltan llama a la figura no acotada con-
vexa F casi cénica, si hay un tal segmento r que todos losg
puntos de la figura F estén situados a una distancia no
mayor de r del adngulo inscrito K. Por ejemplo, las figuras
representadas en la fig. 139 b y ¢) son casi cénicas mientras
que la figura representada en la fig. 139 @) no lo es ya quo

FIG. 139

los puntos de la paribola se alejan constantemente de su
eje.

Teorema 10. Para una figura no acotada convexe F, la
magnitud b (F} toma un valor finito, inicamente en el caso
cuando la figura F es casi cénica.

Con esto, para la figura casi ¢énica F la magnitud b (F)
puede tomar sélo los valores 1 y 2. Sea precisamente F una
figura bidimensional casi cénica que no contiene por com-
pleto ninguna recta; si su dngulo inscrito K es un rayo,
entonces b (F)=2, y si K es un éangulo, & (F)=1. Por
ultimo, si la figura bidimensional convexa contiene por
completo una recta, ella puede ser una banda, semiplano
o plano; en estos casos la magnitud & (F} toma respectiva-
mente los valores 2, 1, 1. Por esto, para las figuras planas
no acotadas convexas el problema de Jos valores de la mag-
nitud & (F) estd solucionado totalmente.



NOTAS

(") (pag. 9). La definicién del didmetro de la figura que se da en
el texto, supone imprecisamente que cada “figura™ a examinar es un
conjunto cerrado (es decir, .a la figura pertenecen todos sus puntos li-
mites). Por ejemplo, si F es un circulo abierio de didmetro d (es decir,
un circulo al gque no pertenecen los puntos de la circunferencia gue lo
limita}, el términe exacto superior de las distancias entre dos puntos
de la Iigura F es igual a d; sin embar%o. en este case no existen dos
puntos de la figura F la distancia entrs los cuales es exactamente igual
a 4. En cambio, 5i anexamos a la figura F todos los puntos limites
{o sea, al examinar un circulo cerrado), dicho término exacto superior
se alcanzara: hallaremos dos puntos 4 v B la distancia entre los cuales
es exactamenle igual a d.

Por lo general, si F es un conjunto cerrade y acotado (en el plano
o bien en el ospacio euclidiano con un nimero de dimensiones arbitra-
rio), encontraremos dos puntos 4 y B de la figura F la distancia entre
los cuales es la maxima. En realidad, sean y N dos puntos arbi-
trarios del conjunto. F y p (M, N), la distancia entre ellos. La funcién
p (M, N) es continua (por M, N). Pero toda funcién continua (en el
caso dado, de dos variables M, A), cuyos argumentos varian en un
conjunto eerrado acotado, alcanza obligatoriamente sus valores mé-
ximo (y minimo)}. De ese modo, encontraremos dos tales puntos 4
¥ B de la figura F con los que p (4, B) = (M, N) para cualesquiera
puntos M, N de la figura F. La distancia d=p (4, B) entre tales
puntos es el didmetro del conjunto F,

(2) (pag. 11). En efecto, sean A y B dos puntos del poligono 7.
Si el punto 4 no es uno de los vertices de dicha figura, encontraremos
un segmento €I que contiene ol punlo A en su interior y quo pertene-

B8 B

ar 5>
FIG. 140

ce por completo al poligono F (fig. 140 a, b). Consideremos para mayor
certeza }ua £LBAC> £ZBAD, En tal caso, en el trifngulo ABC el
ingulo 4 es mayor o igual a 90°, es decir, £BAC> ZBCA4, y por



96

lo tante, BC>>AB. Por consiguiente, AB no es el didametro de la fi-
gura F. Pues, si por lo menos uno de los puntos A4, B no es el vértice
del poligono F, 4B no es el difmetro de éste. De lo dicho se desprende
que el didmetro del poligono serd la distancia cntre dos de sus vérti-
ces, 0 exactamente, la distancia entre los dos vértices mds alejados
uno dol otro.

) (pdg. 12}). Aqui so trata de la divisién de las figuras en partes
y do los didmetros de éstas. De acuerdo con la anterior nota, vamos a
considerar que las partes en las que la figura so divide, son también
conjuntos cerrados, Por esta raz%n, la proposicién que se explica en
cl texto, se precisa de la manera siguiente: si un circulo F de didmetro
d estd representado de cualquler mode por la unién de sus subconjuntos
cerrados, por lo menos uno de estos tiene el mismo didmetro d. Sin du-
da, el razonamiento mostrado en la pég. 11 no nos da una demostra-
cién completa de esta afirmacién. l.a demostracién correcta tiene el
siguiente aspecto. Designemos por H; y H, los subconjuntos cerrados
a considerar (lpues su unién H,UH, nos da el circulo completo I?
Les puntos del conjunto H, situados en la circunferencia del circulo
F forman cierto conjunto K,; andlogamente se determina el eonjunto
K;. De esta forma, la circunferencia del circulo ¥ se representa como
La unién de dos de sus subconjuntos cerrados X, y X,. Si uno de estos
conjuntos, digamos K,, estd vacio (es decir, no contiene ni un selo
punto), entonces K, coincide con toda la circunferencia; por esto, .Y
y por lo tanto, A, tienen un didmetro igual a d. Si ambos conjuntos
K, y K, no estdn vacios, ellos tienen obligatoriamente un punto co-
min 4 (ya que la circunferencia es continua y por lo tanto, no podra
ser representada como la unién de dos subconjuntos cerrados que no
so intersecan). Designemos por B el punto diametralmente opucsto
a 4 y para mayor certeza, supongamos que el punto B pertenece al
conjunto K,. En tal caso, K, contiene los dos puntos 4, B. Por con-
siguionte, el conjunto K, y por lo tanto, H, tienen el didmetro 4.
Asi, en todo caso, por lo menos uno de los conjuntos H,, H, tiene el
didmetro d.

{4} {pzig. 13). Hagamos una observacién més con motiva de la
“divisién” de las figuras en sus partes. La palabra “division” se puede
comprender en ¢l sentido de que la figura F estd representada como la
union de varios de sus subconjuntos cerrados:

1“1:![1UI{2U“-UIIM

(precisamente asi se mostré en la nota (3)). En esle caso, los matema-
licos dicen que los conjuntos ¥y, H,...., I, forman la cubierta de la
figura F, Sin embargo, es més nutural si el Lérmino “dividir” se com-
prende cn cl senlido que significa que los conjuntos Hy, H,, ..., Hm
no sélo forman la cubierta de la figura 7, sino que ademas, no se sobre-
cubren reciprocamente, es decir, cada par no tiene puntos interiores
comunes.

Es fficil comprender que el sentido del problema de la divisién
de figuras en partes de menor didmetro no varia en dependencia de
cual de estos sentidos demos al término “divisién en parles”, Efecti-
vamente, si la figura ¥ se representa como la unién de varios de sus
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subconjuntos cerrados
F=H,0H,U...UH,
(siende posible que se sobrecubran reciprocamente), podemos, sin
aumentar el didmetro de las partes, “corregirlas™ de tal manera que
no se sobrecubran reciprocamente. Con este objelo, sefialemos, que
HN (H,UHGU...UH.),
HN(HU...UH,),

L T . .

Hm-l\ (Hm-q UHm)r

m—j,\ T
m

los conjuntos*) forman la cubierta de la figura F y que cada par no
tiene puntos comunes. Es verdad, dichos conjuntos pueden resultar
ser abiertos. Sin embargo, el ecierre de eslos conjuntos, o sea los
conjuntos

lemﬂx\ (HUHSU"'UII"I)?
'y =H\ (H U \UH ),

H'm-i —_— Hm»l\\Hm;
H'm pu— Hm-

serdn ya subconjuntos cerrados de la figura F que cada par no tiene
puntos interiores comunes y que cubren a toda la figura F.

De ese modo, de la cubierta arbitraria de la figura F (H,, H,,
.y Hm) por subconjuntos cerrados, hemos obtenido una cubicria

(Hy, Hy, ..., H,') que consta de conjuntos que no se sobrecubren reci-
procamente, Al misme tiempo, sin duda los didmetros de las partes
no han aumentado (ya que el conjunto H¢ contiene el conjunto H il

(*) (pdg. 13). El problema de la divisién de figuras en partes de
menor didmetro, o sea el problema de los valores que puede alcanzar
a(F), puede ser considerado no sélo para figuras planas, sino que tam-
bién para cuerpos espaciales e incluso para cuerpos en el espacic eucli-
diano n-dimensional, Precisamente, K. Borsuk formulé su problema
para_cuerpos n-dimensionales, pero ballé la solucién completa del
problema, silo para las figuras planas (el teorema de Borsuk se expuso
enel §3 del presente libro). Borsuk también demostré que para la es-
fera n-dimensional tiene lugar la igualdad a(F)=n-+1 (en particular,
para la esfera corriente, tridimensional, es vAlida la igualdad af F) =
=4). Por esta razén, ¢é1 planteé el siguiente problema: demostrar que
pare todo cuerpo de n-dimenstén F es vilide la desigualdad a F)<n-4

*) Con el simbolo A\ B se designa el conjunto que
se obticne si del conjunto A se separan todos los puntos gue pertene-
cen al conjunto B,
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-+1. La original solucién del problema dada por Borsuk para n=2 y
la atractiva sencillez con la que fue formulado el problema, llamé la
atencién de muchos mateméticos. Pero en el caso cuando n>2, el
problema resulté ser mucho més complicade, S6lo en el afic 1955
(o sea, 25 afios después de ser tal problema planteado), el matemético
inglés Eggleston consiguié resolver el problema para r=3; €l demostré
gue ¢omo sufonia Borsuk para todo cuerpo tridimensional la desigual-

ad af F)<C4, es vdlida. Dos afios después, el matemético americano
Griinbaum y el hingaro Heppesh hallaron demostraciones mis senci-
llas q&ua lasde E giglest.on. Para n>>3, el problema de Borsuk no ha sido
resuelto hasta la fecha. Sin embargo, todas estas cuestiones las dejamos
a un lado, ya que el presente libro estd dedicado a las figuras planas,
Los lectores que se interesen por este conjunto de cuestiones, pueden
hallar una respuesta m4s detallada en el libro de log mismos autores,
“Problemas y teoremas de la geomstria combinatoria”,

() (pAg. 15). El razonamiento que se da en el texto (relacionado
con la “aproximacién™ de la recta ! a la figura F), légicamente no da
una demostracion rigurosa de la existencia de una recta de apoyo ;.
Una demosiracién exacta podemos conseguir, digamos, de la manera
siguiente. Tracemos una recta ! que no interseca la figura F y la recta
m, perpendicular a la primera. Tomemos ! y m como ejes de coorde-
nadas éhf 141) y designemos por y(4) la ordenada de cualquicr punto
A (medida por la recta m) de la figura F. Por lo tanto, en la figura F
se determina la funcién y(4), que es continua (ya que la diferencia

(A) — y(A’} no supera a la longitud del segmento 44’). Pero una
funcién continuva, definida para el conjunto cerrado y acotado F,

FIG. 141
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alcanza sus valores miximo y minimo. En otras palabras, cxisten tales
puntos M, y M, de la figura F con los que y(M,)<y(d)<y(M,)
para todo punto 4 de dicha figura. Pero esto significa que si trazamos
por los puntos M, y M, rectas paralelas al eje de las abcisas I, la fi-
gura F estard situada por completo entre estas dos rectas. De esa
manera, las rectas I; y I, que pasan por los puntos M, y M, y son
paralelas a I, son aquellas rectas de apoyo a las que nos referiamos en
el texto (véase la Tig. 14).

(') (pdg. 16). Mostremos, por ejemplo, que el punto 4 depende
continuamente de la direccién de la recta I,. Supongamos que la rec-
ta I; ha girado cierto &ngulo a (fig. 142). La posicién de las rectas ,,

L

Iy, my, my en aquel momento, la designaremos por I;. l:. m, m .
Por los puntos 4 y B tracemos las rectas ma y mp que con m, x‘orman
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un dngulo a (0 sea, paralelas a m:). Puesto que la recta ma corta la
figura F, mientras la recta mp no tiene puntos comunes con F, la
recta m; estd situada enire ma y mp De forma anédloga, si trazamos
por los puntos A y I} las rectas ia y Ip que forman con I, un dngulo

a (0 sea paralelas a la recta l:). hallaremos que la recta de apoyo l:
estd situada entre las rectas !a y Ip. En consecuencia, el punto A4’,
en el que se intersecan las rectas de apoyo m, y I, esté situado en el

interjor del paralelogramo formado por las rectas ma, mp, !4, iD.
No obstante, las dimensiones de este paralelogramo (que esti rayado

en la fig. 142) pueden ser ‘tan pequefios como se deses si el dngulo a
es suficientements pequefio. De esta forma, ¢l punto 4’ puede apro-
ximarse cuanto ze desee al punto A si ¢l 4ngulo a es lo suficientemento
equefio. Y esto significa que el punto 4 depende continuamente de
a direccidn de la recta I,

{? (pég. 23). En efecto, sea M cierto conjunto de figuras convexas
y ©, la interseccién de todas estas figuras (es decir, un conjunto de
puntos, cada uno de los cuales pertenece a fodas estas figuras). Vamos
a demostrar que la figura ® es convexa. Sean A y B dos puntos de la
indicada figura. Tomemos una figura arbitraria F del conjunto M.
En este caso, los puntos 4 y B pertonecen a la figura ', Como ésta ¢s
convexa, de aqui so deduce que todo el segmento AR pertenece a la
figura F. Asi, cedafigura F del conjunto M contiene el segmento 4B
f por esto el dltimo estd situado en la figura ®. Esto significa que
a figura @ es convexa,

®) (pég. 31). En el curso de geometria de la escuela media, la
nocién de dreqe se determina sélo para las figuras més sencillas: poli-
gonos y circulo. En realidad, dicha nocién se define para clases mucho
més amplias de figuras. En particular, se puede hablar sobre el frea
de toda flgura conzeza acotada. No vamos a dar aqui la definicién del
drea de las figuras convexas (véanse sobre esto los arbiculos “Area y
volumen” y “Figuras y cuerpos convexos” en el V tomo de la Enciclo-
pedia de matemdticas elemental en rugo). Para nosotros es importante
solamente que a cada figura convexa acotada F le corresponde cierto
namero positivo s¢ F} que es el drea de dicha figura, teniendo en cuen-
ta que si la figura F* contiene la figura F y tiene puntos interiores que
no perienecen a la figura F, entonces s(F')>>s(F).

(1%) (pag. 34) Asi, H so determina como la unidn de una sucesién
creciente de figuras convexas Hy, H,, Hy, ..., Hn, ... (es decir, una
sucesién tal en la que cada figura contenga la anterior). En el texto
se demuestra ?ue la figura H es convexa y tiene el didmetro 4. Sin
embargo, sefialemos ?uo la unién de una sucesién creciente de figuras
convexas puedo resultar una figura convexa abierta. Por sjemplo,
sea F,, Fy, ..., Fn, ... una sucesién creciente de circulos (cerrados),
y al mismo tiempo todos ellos hacen contacto interiormente el uno
con el otro en el punto M y que el radio del circulo Fyp es igual a
1-1/2n, (fig. 143). Entonces, la unién de esta sucesién creciente de
figuras convexas serd un circulo de radio 1 y con todo el punto M per-
tenece a este circulo, mientras los demés puntos limites, no. En oiras
palabras la indicada unién es una figura convexa gbirrta.
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Como nos hemos puesto de acuerdo en considerar sélo figuras
convexas cerradas, entonces, hablandg en rigor, conviene definic H
de la forma siguiente: se toma la unién de todas las figuras H,, H,,

Hy, ...y Hn, ... y a la figura convexa obtenida (¥ que puede resultar
abierta) se afiaden todos sus puntos lfmites. Sin embargo, esto no
cambia la esencia del problema.

(1) (pég, 43). Sefialemos que para el caso de los cuerpos espacia-
les (tridimensionales), el teorema demostrado no se generaliza direc-
tamente, Por ejemplo, para el tetraedro regular F con arista d, tendre-
mos, evidentemente, a(#) =4, es decir, a(¥) alcanza su valor maximo.
Al mismo tiempo, el cuerpo F univocamente so completa hasta un cuer-
po de ancho constante d (véase las pAgs. 103-104 indicadas en Ia péq.
13 del libro de 1. M, Yaglom y V. G. Boltianski). Por lo tanto, la iguai-
dad (F)=4 en el caso de cuerpos espaciales de didmetro d, estd re-
lacionada con circunstancias més imperceptibles que el complemento
simple hasta el cuerpo de ancho constante d.

(1) {(pdg. 52). Efectivamente, sean I y ¥ dogs rectas de apoyo pa-
ralelas de la figura F fig. 144) y sea A, B puntos comunes de estas
rectas con la figura F. Tracemos en el plano de Minkowski un circulo
Ka con centro en el punto A y para el cual la recta ' es de apoyo.
Entonces, el radio & de este circulo serd igual a la distancia entre las
rectas ! y I', es decir, es igual al ancho de la figura ¥ en la direccion
i. El punto B o bien esté situado en el contorno del circulo X 4 o bien
estd fuera de este circulo. Por esto, lon. GAB»h y por consiguiente,
ni que decir tiene, el didmetro d de la figura F es mayor o igual a h.
Asi, el ancho de la figura F en toda direcci6n no es mayor que d y
por lo tante, el ancho méximo no supera a d.

Nos queda por demostrar que habré tal direccién en la que ol
ancho de la figura ¥ sea {gual a su difmetro d. Dado M ¥ & que son
dos puntos de la figura F, la distancia entre los cualos es igual a d.
Entonces la figura F est4 situada por completo en el circulo X M de
radio 4 y con centro en el punto M. Idénticamente, estd situada por
completo la figura F on el circulo Ky de radio d ¥ con centro en el
punto X (fig. 145). Tracemos una recta de apoyo a del circulo XK
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FIG. 144 FIG. 145

que pasa por el punte N, Entonces la recta m Fa::alela a larecta n y
que pasa por el punto M, es recta de apoyo del circulo K. Es claro
que toda la figura F esté situada en la banda entre las rectas m yn
asi que estas son rectas de apoyo de la figura F. De la construceidén
es evidente que la distancia entre las rectas m y n (o sea el ancho de
la figura F en la direccién m) es igual al radio del circulo Ky, es
decir, igual 4 d,

(*®) (pag. 54). Daremos la demostracién de esta afirmacién, em-
Pleando a nocién de la suma de las figuras convezas (véase el § 4 del
ibro de I. M. Yaglom y V. G. Boltianski indicado en la pag. 19),

FIG. 146
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Sea F una figura convexa arbitraria y #*, olra figura simeétirica
a ella respecto a cierto punto 0. Designaremos la suma F+F' por G.
En este caso, la figura G es convexa, centrosimétirica que se toma co-
mo circulo unidad en el plano de Minkowski. Estd claro que el ancho
de la figura F en cualquier direccién !, es igual al ancho de la figura
F’ en la misma direccién (fig. 146). Por consiguiente, el ancho de la
figura G cn la direccién arbitraria I, es dos veces mayor que el ancho
de la figura F en esta misma direcci6n,

Pero el ancho de la figura G es en toda direccién igual a 2 (ya
que G es el circulo unidad). Pues el ancho de la figura ¥ en toda di-
reecién es igual a 1 ya que F es (en la geometria de Minkowski que
se determina por el circule unidad G) una figura de ancho constante 1.

Sin duda, si en calidad de circulo unidad, se toma en lugar de
G=F-}-F otra cualquier figura homotécica a F--F', resulta que en
tal geometria, F también serd figura de ancho constante.

Por otre lado, sea ¥ una figura de ancho constante cn cierta geo-
metria de Minkowski., En tal caso, evidentemente, F' también serd
figura de ancho constante y por lo tanto, lo serd F-- F*. Pere la figura
F~ F' es centrosimétrica y como es fécil ver que una figura centrosi-
métrica convexa tiene ancho constante sdlo en el caso si ella es un
circulo en la geometria de Minkowski a considerar.

De tal forma, hemos demostrado el siguienie teorema:

Teorema. F serd figura de ancho constante en el plano de Min-
kowski con circulo nnidad G cuando y sélo cuando la suma F-4-F' de
la figura F con la figure cenirosimétrica F' es, en dicha geometria, un
circulo.

De este teorema se desprende que toda figura convexa F es figura
de ancho constante en la geometria de Minkowski con circulo nnidad
k (F—Ii- F’) y sblo en dicba geometria (k es un ndmero positivo arbi-
trario},

s“) {pdg. 65}. Sea F una figura convexa acotada y G, cierta parte
de elia (es decir, un subconjunto cerrado). Examinemos toda clase de
figuras, homotécicas a F con coeficiente de homotecia que no es mayor
guo la unidad y que contienen la figura G. El término inferior exacto

e todos los coeficientes de homotecia para tales figuras homotécicas
lo designemos por ky, Si k=1, el tamafio de la parte G es igual a 1
(ya que no existe la figura homotécica a F con coeficiente de homote-
cia menor que la unidad y que contiens la figura G). Sea k<1. En-
tonces podemos elegir una sucesién Fy, F,, ..., Fq, ... de figuras ho-
motécicas a F con centros de homotecia respectivamente O Ogy vevy
Oq... y coeficientes de homotecia ky, ky, ..., kq, ..., dé manera que
cada una de estas fipuras contenga & y sea valida la igualdad
1im kq=1Jky. Con esto podemos considerar que se satisfacen la desigual-
dades 1225 >k>. >ke>. k.

Es fécil comprender que todos los puntos Oy, Oy, ... , Og, ... €8~
tdn situados a wuna distancia de la figura ¥, que no es mayor
que 1%1 (donde d es el didmetro de dicha figura). En realidad, su-

d

poagamos que el punto Oy estd a una distancia de F mayor que o 7

Entonees para el punto arbitrario 4 de la figura F tememos (';‘;,,A>II
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> 1dT En el caso de la homotecia con ceniro Qg y coeliciente
AT

kg, ¢l punlo A pasa a tal punto 4’ con el que Ogd ' =kq-0gd. Por
lo tanlo, tenemos ‘gue (AA =(1—kq) - O4A>(1—k))-OgA >d. De esc
modo, cada punto A de la figura F se desplaza con csta homotecia
a una distancia mayor que d, 0 sea, pasa al punto A’ que no pertenece
a la figura F. En otras palabras, la figura Fg on la que se eonvierte
la figura # para la homotecia a considerar, no tiene puntos comunes
con F. Pero csto conlradice a que la figura Fy contijene la parte @
de la figura F,

Ast, todos los punios @y, O,, ..., Og, ... cstdn situados a una
distancia finita de la figura F. Por esta razén, la sucesiébn 0y, O,,
-ves Og, ... tiene, por lo menos, un punto limite. Sin limitar la comu-
nidad, se puede considerar (pasando si es necesario a una subsuce-
sién) que la sucesién Oy, O, ..., Oq, ... tiene sélo un punto limile
0o, ea decir, existe el limite \im 0¢ =0,.

g=>00

Es facil comprender que la figura Fy homotécica a ¥ con centro
de homotecia en O, ¥y coeliciente %, conliene la fipura G {ya que
lim kq=ky, lim Og=0,). Por lo tanto, existe una figura F, homolé-
g oo g+ oo
cica a F con coeficiente k, que contiene G pero ninguna figura homo-
técica a F con coclicienle menor que %, no puede contener por comple-
to & (segin la definicién del término exacto inferior). Esto significa
que %, es ¢l tamafo de la parte ¢. De esta manera hemos cslablecido

uc la nocién del tamaiio ticne sentido para cualquier parte G de la
igura F,

(**) (pdg. 88). El problema de iluminacién resulta ser mucho mas
interesante y complicado para los cuerpos espaciales y para cuerpos
en un espacio r-dimensional. BSefialemos solamente que para los
cuerpos convexos, tridimensionales y acotades (¢ incluso para los
poligonos tridimensionales), no se sabe hasta la fecha si es siempre
vilida la designaldad o(F)<C8.

(*) (pdg. 97). Los problemas del recubrimiento e iluminacién
de figuras no acotadas resuilan ser particularmente inlercsanles en
el espacio tridimensional y multidimensional, Como demostré P.S.
Soltan, el teorema 10 es valido para figuras con todo nimero de di-
mengiones, En particular, fue totalmente soluciorado por él el pro-
blema del recubrimiento de cuerpos no acotados tridimensionales con
cuerpos homotécicos menores, Precisamente, en esle caso d(F) puede
tomar solamente valores iguales a 1, 2, 3, 4, oo.
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