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PROLOGO DEL AUTOR

La nocion de envolvente se encuentra en las diversas partes
de la denominada matemdtica “superior”. La busqueda de las
envolventes generalmente sc efectua mediante la operacion de
diferenciacion, una de las operaciones fundamentales de la mate-
mdtica superior. Al mismo tiempo, el concepto de envolvente
también es muy evidente geométricamente, y puede ser aclarado
con ejemplos sencillos comprensibles para los alumnos de los
grados superiores.

En este libro pequedio, basindose cn el material de la mecinica
(movimentos uniforme y uniformemente acelerado, rodadura) se
examinan varios ejemplos interesantes de construccion de las
envolventes. En calidad de tales aparecen curvas notables que
encontramos {recuentemente en la matemadtica y en las aplicaciones
de ésta: la pardbola {capitulo I}, la hipérbola (capitulo 1), la
astroide y la cicloide (capitulo IlI). En el cuarto capitulo, que es
concluyente, se da la explicacién de la nocién general sobre
la envolvente. En este mismo se muestra el procedimiento general
para la bisqueda de las envolventes y, con tal motivo, se expone
una descripcion breve de la operacion de diferenciacian,

El primer capitulo incluye el mateal de la conferencia que,
a peticion de los dirigentes de los circulos matemdticos escolares
adjuntos a ‘la Universidad estatal de Moscu, ley6 el autor hace
algunos afios,

Para comprender el material fundamental del libro es suficiente
tener conocimientos en el conjunto del octavo grado de la escuela
secundaria.

Aprovecho la ocasion para expresar mi mas sincero agradecimiento
a A. N. Efimov e 1. M. Yaglom por sus consejos e indicaciones.

V. G. Boltianski
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CAPITULO 1

PARABOLA DE SEGURIDAD

1. MOVIMIENTO DE UN CUERPO
LANZADO BAJO UN ANGULO RESPECTO
AL HORIZONTE

Supongamos que un cuerpo de pequeiias dimensiones (punto
material) se mueve libremente sobre la superficie terrestre. Para
tener una idea correcta respecto al movimiento de este cuerpe
se debe tomar en consideracién la accion sobre €l de todas las
fuerzas, y en primer lugar, la de gravedad y otras, provocadas
por la influencia del ambicnte aéreo. Estas iiltimas en ciertos casos
son de importancia esencial, mientras que en otros su influencia
no es tan perceptible. Por ejemplo, cuando estudiamos el vuclo
de un planeador no podemos despreciar dichas fucrzas puesto que,
precisamente, el aire “sostiene” al planeador. Por el contrario,
durante el movimiento de un proyectil de artilleria 0 de un cohete
balistico la influencia de la fuerza de resistencia del aire es menos
importante. En la fig. 1 se expone el tipo aproximado de la
trayectoria de un proyectil en el aire (la linea continua es la
llamada curce balistica) y la linea por la que volaria el proyectil
bajo la influencia tnica de la fuerza de la gravedad.

En lo sucesivo examinaremos precisamente semejante movimiento
de los cuerpos, “simplificado” e idealizado, bajo la accion unica
de Ja fuerza de gravedad, es decir, desatenderemos de la influencia
del ambiente aéreo sobre el cuerpo y de otras fuerzas menos
importantes (digamos, las fuerzas del magnetismo terrestre, las
fuerzas de atraccién de la Luna, del Sol y de las estrellas, etc).
Consideraremos que la fuerza de la gravedad P = mg es constante
y estd dirigida verticalmente hacia abajo, De tal guisa, aceptamos
que la tnica fuerza que acciopa sobre un cucrpo lanzado es la
fuerza de la gravedad, y que su accidn consiste en la ‘comunica-
cion al cuerpo de una aceleracion g constante en magnitud
y direccion.

Designemos por L la linea por la que se mucve el cuerpo
lanzado (trayectoria de su movimiento). En cada momento de tiempo
el cuerpo movil se encuentra en algln punto de esta trayectoria



y tiene una velocidad de! movimiento determinada. La velocidad
es un vector (magnitud dirigida) de direccion tangencial a la
trayectoria L. En el caso dado esto significa que toda la
trayectoria Lestd situada hacia un mismo lado respecto a la recta
por la que va dirigido el vector de la velocidad ¢ (fig. 2).
Haciendo uso de la regla del paralelogran o la velocidad del
cuerpo lanzado puede ser descompuesta en dos componentes: una
vertical y otra horizontal. La aceleracion g, por estar dirigida
verticalmente, no puede variar la componente horizontal de la

FI1G. 1

FIG. 2

velocidad y, por consiguiente, en las aceptaciones que hicimos,
la componente horizontal de la velocidad permanece constante
durante todo el movimiento. Con otras palabras, la proyeccion
del cuerpo sobre el plano horizontal se mueve de manera uniforme
y rectilinea (fig. 3). Si suponemos, por egjemple, que la parte
de la superficie terrestre sobre la que se mueve el cuerpo lanzado
es absolutamente plana y horizontal y que el sol se encuentra
en el cenit, resultara que la sombra del cuerpo lanzado se movera
por la tierra de manera uniforme y rectilinea (acéptando ¢l para-
lelismo de los rayos solares). De tal manera, el movifiento de
un cuerpo lanzado.tiene Jugar en un plano vertical. En lo sucesivo
admitiremos que est€ plano coincide con el plano del dibujo.
Vamos a considefar que la direccion hacia arriba de la recta
vertical es positiva, Entonces la componente vertical de la velocidad



varia con la aceleracion —g, es decir, con la retardaciéon de g.
Si designamos las componentes horizontal y vertical de la velocidad
inicial por los signos of y v} entonces las componentes de la
velocidad, una vez transcurridos ¢ segundos desde €l comienzo del

sl

movimiento, respectivamente, seran iguales a
ot = o3, (1}

v =uy — gt : (2)

Supongamos que en el momento inicial el cuerpo lanzado se
encuentra en el punto A a la altura h, sobrg la superficie
terrestre, a la que atribuimos ser lisa y horizontal. Designemos
por O la proyeccion del punto A4 sobre la superficie terrestre
(fig. 4. Vamos a considerar que la componente horizontal de la
velocidad inicial estd orientada a la derecha: La posicion que ocupa
ef cuerpo lanzado transcurridos ¢ segundos desde el comienzo del
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movimiento la designaremos por T, y las proyecciones del punto T
sobre las rectas vertical y horizontal que pasan per O las
designaremos, respectivamente, por las letras B y F. Y, por ultimo,
introduciremos las -designaciones OB = h, OF = x. Entonces, &s
obvio, que

X = vlt, (3)

ya que el punto F se mueve de manera uniforme y rectilinea
a la velocidad de »). Es mds, AB = h — h; es el espacio recorrido
por el punto B, que se desplaza en movimiento uniformemente
acclerado con velocidad inicial vy y aceleracion —g, asi que
obtenemos

o gt?
Ih—hy = vt — ——,
] 0 2
0 2
hh=hy + vt — % 4

Las formulas (1), (2) determinan la velocidad, y las formulas (3),
{4) determinan la posicidn del cuerpo lanzado una vez transcurridos
¢ segundos desde el comienzo del movimiento.

2. PARABOLA

En las formulas (1)—(4) se sobreentiende que ¢ adquiere
solamente valores positivos, puesto que examinamos ¢l movimiento
del cuerpo después del momesto f =0, cuando fue lanzado con
cierta velocidad inicial. No obsiante, estas formulas también tienen
sentido para los valores negativos de 1. Supongamos, por ejemplo,
que el cuerpo comenzd a moverse antes del momento de tiempo
¢t =0 que nos interesa y que en ¢! momento t =0 determinamos
la posicion del cuerpo y su velocidad, habiendo convenido considerar
que cstas dltimas son las “iniciales”. Entonces el movimiento del
cuerpo hasta el momento ¢ =0 también se describe mediante las
formulas {1)—(4) si atribuimos a t cn ellas valores negativos.
En la fig. 5 este movimiento se¢ muestra con punteado. De esta
manera, atribuyendo a ¢ no solo valores positivos, sino que también
negativos, obtencmos toda la trayectoria del movimiento del cuerpo
tanto hacia la derecha como hacia la izquierda de cierto punto
“inicial” A,
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La curva obtenida se apoya con sus extremos en la recta
horizontal OD, el cuerpo cae a la tierra y el movimiento se
interrumpe. Supongamos, sin embargo, que en el punto D sobre
el que el cuerpe cae a la tierra se ha cavado un hoyo (fig. 5).
Entonces el cuerpo seguird cayendo todavia durante cierto tiempo,
y las formulas (1)—~{4) permaneceran siendo vilidas. Con esto,
puesto que el cuerpo se encontrara por debajo de la recta OD, I
adquirird valores negativos. Detal guisa, la trayectoria del movimiento
del cuerpo prosigue naturalmente hacia abajo de la recta OD

FIG. 5§

y se describe con las mismas férmulas (1)—{4). Atribuyendo a ¢
valores cada vez mayores podemos prolongar la trayectoria hasta
donde deseemos. De manera andloga, atribuyendo a ¢ en las
férmulas (1)-(4) valores negativos y absolutamente cada vez
mayores, proseguimos también la “rama” izquierda de la curva
hasta donde deseemos. La curva que obtenemos (fig. 6), que con
sus ramiflicaciones se extiende ilimitadamente a lo lejos de A, se
llama parédbola. Las férmulas (1) —(4) describen el movimiento del
cuerpo por esta curva bajo la accion constanie, en magnitud
y direccidn, de la aceleracion *'.

* La parte del espacio’ en la que sobre cada upidad
de la masa actia una fucrza de gravedad constante en magnitud y valor
se denomina campo homogéneo gravitucional. Con cierta aproximacion se
puede considerar que un sector no muy grande del espacio sobre la
superficie terrestre es un campo gravitacional homogéneo. El movimiento
del cuerpo tiene lugar por una curva que sc aproxima a un arco pequefo
de la parabola y se interrumpe al caer el cuerpo a la tierra, El estudio
de toda la pardbola, es decir, de ambas ramas de la curva, que se
extienden ilimitadamente iejos, en el problema dado tiene solamente
sentido matematico,
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Sobre la base de las formuias (1)—(4) estudiaremos algunas
peculiaridades del movimiento parabdlico del cuerpo que aca-

bamos de examinar. De (2) es obvio que en el momento de tiempo
¥

Yo ; i
t = — la componente vertical de la velocidad »* es nula. Hasta
g

este momento de tiempo la componente v* era positiva, es decir,
el cuerpo ascendia; después de este momento e$ negativa y el
cuerpo desciende. Con otras palabras, en ¢l momento de tiempo

t = % (5)

I

iC

A

;o
F |
/ |
/ |

FIG, &

El cuerpo tiene una altura mdxima de ascencion igual a
; (v5)®
Brnax = ho -+ ? (6)
{vean (4)). Esto también es fdcil de comprobar mediante el calculo
directo:

vy2 vy2 f2
[h0+ (v;; ]—~h=[h0+ (v;; ]~(h0+v5‘r—%)=

(p)* gt* 1 5
PR T — T — W e -
2g Uol + 26}' {vg =~ gt) = 13

2
; (v5)* : ;
es decir, h < hy + T para cualquier t. Designemos €ste punto

mds elevado de la parabola por C. La velocidad de movimiento
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del cuerpo en el punto C es horizontal. Con otras palabras,
la parte de la parabola situada a la derecha del punto C puede
obtenerse lanzandc el cuerpo horizontalmente hacia la derecha
a la velocidad correspondiente. La parte izquierda de la pardbola
s¢ obtendra al lanzar herizontalmente el cuerpo hacia la izquierda
con la misma velocidad. De aqui se deduce que la recta vertical
que pasa por el punto C es el eje de simetria de la pardbola.
En el punto C la pardbola corta su eje de simetria; este punto
se ltama wvértice de la parabola.

3. PARABOLA DE SEGURIDAD

Examinemos ahora la cuestién respecto a las trayectorias de los
proyectiles lanzados por un cafidn instatado en cierto punto O
de la superficie terrestre. Vamos a pensar que la velocidad w,
con la que sale el proyectil del cafién no depende del dngulo o,
formado por la inclinacion del cafion respecto a la linea del
horizonte. De tal manera, debemos estudiar la trayectoria del vuelo
de un proyectil lanzado desde el punto @ a la velocidad u,
bajo el dngulo ¢ respecto al horizonte (fig. 7).

FIG, 7

y vg ; 2
En el momento de tiempo ¢t = — ¢l proyectil alcanza el vérlice

de su trayectoria que, de acuerdo a (6), se encuentra a la altura
2
(vo)
o=

Puesto que el caion esta instalado en la tierra consideramos
que hp = 0, desatendiendo al mismo tiempo de la altura del propio

h
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candén. De la fig. 7 se ve claro que vy <w, y que la igualdad
vy = o se logra solamente cuando ¢ =90°. De esa manera, la
altura maxima de ascensién del proyectil se alcanza cuando el
disparo es absolutamente vertical; ésta es igual a
o5
H=—. (7
29
Nos ocuparemos del cdlculo de la distancia del vuelo del
proyectil. Es evidente que la altura del proyectil sobre la tierra
es nula solamente en dos puntos: en el punto del disparo y en el
punto de explosion, al caer a la tierra. De (4) es obvio que la
altura es nula para los valores de ¢ que son raices de la ecuacion
(recordemos que hy = 0)
2
vt — &= =0,

2

5 5 20y
es decir, cuando t =00 ¢ =

. La primera raiz corresponde al

momento del lanzamiento del proyectil y la segunda raiz, al
momenio de caida. La distancia entre el lugar del disparo y el
lugar de explosion, de acuerdo a (3), es igual a:
2vhv}
i = = ®

Al escribir esta expresion en forma de

2oy [(eF + (08 — vy — o] vk — (5 — vg)?
X, = = = R

mdx g g g

encontraremos que la distancia mdxima de vuele se obtiene cuando
vy = vh, es decir, cuando @ ='45°; dicha distancia es igual a
2
) L ©)
g
dos veces mayor que la altura maxima de ascension.

De manera andloga se puede demostrar que cuando los
dngulos & son obtusos (es decir, en aquel caso cuando v} <0
y, por consiguiente, la trayectoria del vuelo del proyectil se dispone
a la izquierda del punto 0) la distancia mdxima de vuelo del
proyectil se alcanza cuando & = 135°, Por otra parte, esto también
es evidente por razones de simetria (fig. 8).
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Es interesante sefialar que al desviar el cafiéon de la pieza
en un mismo dngulo desde 45° hacia arriba y hacia abajo, la
distancia del vuelo del proyectil resulta ser la misma (fig. 9,a).
En efecto (fig. 9, 5b)

Us lpara el angule 45° +y = g lpnm et dngulo 45° = ¥+
v

— it )
para el angulo 45 +y = Yo |para el dangulo 45° -y

Por eso el producto vy para los dngulos 45° +y y 45° — v es
igual y, de esta manera (vean (8)), la distancia del vuelo del
proyectil también es idéntica.

FIG, 8

FIG, 9

Analizemos ahora Ja cuestion respecto a la zona de tiro, es
decir, resolveremos el problema concerniente a cudl es la parte
del espacio que ocupan las trayectorias del movimiento de los
proyectiles para diferentes dangulos ¢. La zona de tiro (en la
suposicion de que todas las trayectorias estdn situadas en un mismo
plano) estd limitada por la curva cupuliforme, que pasa a través
del punto C de elevacién midxima, y los puntos D,, D, de las
explosiones mds lejanas {fig. 10). Esta curva, como veremos ahora,
también e$ una pardbola.
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Ante todo tracemos una pardbola a través de los puntos C,
D, y D,, es decir, pongamos en claro a qué velocidad inicial

horizontal 'es menester lanzar el provectil desde el punto C, que se
z

L
encuentra a la altura hy = % (vean (7)), para que su trayectoria

2
) ; : . Up

pase a través del punto D,, situado a la distancia — respecto al
g

punto O, {vean (9)). Designemos esta velocidad incognita por u.

Entonces, de acuerdo a la formula (4), en la que se debe poner
2z
v

vy =0y hy= 2—0, obtendremos que transcurridps ¢ segundos

después del disparo la altura del proyectil sobre la-tierra serd

2 2
: 0, t 5 ; .
igual a % - E-i-— El momento de caida a la tierra se calculara por
. vh gt o )
la ecuacion 2% i e 0, de donde t = — (se renuncia de la

raiz negativa). De la formula (3), en la que se debe suponer
b = u, deducimos que el punto de caida se encontrard a la distancia

[ B
ut =u ? respecto al punto 0. Para que este punto ceincida con

Z
Yo bg 5 e
D, es menester que ¥ — = 5 es decir, u =uvy. Asi pues, el

proyectil lanzado desde el punto C horizontalmente con velocidad
v, tiene tina trayectoria que pasa a través de D, Esta trayectoria,
prolongada no solo hacia la derecha sino que también hacia la
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tzquierda del punto C, se denomina pardbola de seguridad ya que,
como veremos pronto, limita la zoma de tiro, y por encima
de ella el vuelo estd fuera de peligro. Para mayor comodidad
escribiremos las formulas por las que se determina en el momento
de tiempo t, la posiciéon y velocidad de un proyectil imaginario
que se mueve por la parabola de seguridad. Estas se obtienen

]2
e (N—(4) al suponer en ellas vy =0, v) = vy, hy = ‘2;:}
I'}h = g, {10)
p¥ = .—g[ (I ])
X = vyl (12)
IJ% gfz
Ll e = (13)

Transcurridos ¢ segundos después del disparo el proyectil lanzado
por el caién O, se encontrard en un punto T, cuya proyeccion
F se encuentra a la distancia x = vt (vean (3)) del punto O.
Determinemos la posicidon T del proyectil imaginario en la que
éste se encuentre en la misma recta vertical que el punio T
(fg. 11). En semejante situacion el proyectil auxiliar se encontrara
transcurrido un tiempo ¢ después del disparo desde el punto C
cuando tenemos que vot’ = OF = vhr (vean {3), (1)), es decir,

transcurridos t' = t— segundos. Los proyectiles imaginario y real

Ty
en este momento de tiempo se encontrardn a las alturas

, g} v} g{ nY
FT"—ho*T—Z—E bt ).

q!
FT--!-‘OI'-"Z—

La diferencia de estas alturas no es negativa

2 2 h \2
t 1 b
FT'—FT=—°—v5:+g—[1—(—°) ]=
2y 2 v
2 2 ¥ )2 NOWE
Uh gf Up 1 Ep
= _— — p ——] =—{vyg—gt— | =0
% vol + 3 (l’o) % (b{, gt DO) =0

De tal guisa el punto T siempre estd situado por debajo del punto

2-973
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2
s : bo :

T'. a excepcién del momento de tiempo t = ——, cuando FT' —
gto

~ FT =0, es decir, los puntos Ty T’ coinciden. De esta forma,

lu trayectoria del movimiento del proyectil esta situada debajo de la

parabola de seguridad y es tangente a esta ultima en un punto.

El proyectil lanzado del cafion O bajo el dngulo ¢ respecto

al horizonte alcanza la paribola de seguridad transcurridos
2

) it : :
t = —- segundos; la proyeccion F del proyectil sobre la tierra en
dvg )

I
I
!
I

&

F

FIG. 1

este momento de tiempo se encuentra a la distancia
A
X =gl =~ = —ClgQ
g « Vo g

del punto O. Al variar ¢ desde 90° hasta 45° esta expresion adquiere

to ;
todos los valores entre 0 y — (la cotangente varia desde 0 hasta

1), asi que la pardbola de seguridad en cualquiera de sus puntos
es tangente a la trayectoria de cierto proyectil lanzado desde O.
Con otras palabras, disparande desde O bajo diferentes dngulos
se puede dervibar al avion que se encuentre en cualquier punto de la
‘pardbola de seguridad o debajo de ésta, pero ni un solo proyectil
ltegu a subir por encima de la paribola de seguridad, s decir, esta
parabola limita en realidad la zona de fuego.

Recurramos de nuevo a la fig. 10. Tenemos una cantidad
infinita de diversas curvas (pardbolas) que son trayectorias del
vuelo de los proyeciiles. Ademas de esto, en la figura vemos una
curva mds, la pardbola de seguridad, que limita la zona llena
de trayectorias de los proyectiles siendo, tangente a cada una
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de éstas. Ese hecho se expresa con las siguientes palabras:
fa parabola de sequridad es la envolvente de las trayectorias del
vuelo de los proyectiles*.

4 ALGUNAS PROPIEDADES DE LA PARABOLA

Examinemos algunas propiedades de la pardbola de seguridad **'.

La distancia entre el punto O y ¢l punto T, en el que el
proyectil que se mueve por la pardbola de seguridad se encontrara

transcurridos ¢+ segundos después del disparo desde C, es igual
a {(vean {12), (13}

e g gt* \?
OT = ], 2+ = V{nor}z + (ﬁ— T) =

(!15 + gr? )’ . 1§ +9f’ 0} ;
— — — = — —_— = - =,
29 2 24 2 g

Tracemos la recta horizontal d, que se encuentra de la superficie

2 3

. , ., Utp Yo . .

de la tierra a la distancia —. Entonces —— §i ¢s In distancia
g

entre el punto Ty la recta (fig. 12). Obtenemos una propiedad geo-
métrica importante de la parabola que, generalmente, se admite como

*' E} lector ahora ya puede pasar a la lectura del
capituloe IT. :
**) Qe puede demostrar que cualquiera otra pardbola
también serd poscedora de propiedades analogas.

o
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FIG. 13

FIG. 14
N
o
4 : ;
-r’/ .
s
F
Fig. 15

definicién de esta curva: lu parabola es el lugar geométrico de los
puntos equidistantes de un punto dado O y de una recta dada d
(fig. 13). El punto O se denomina foco de la pardbola y la recta 4,
directriz.

Para concluir deduciremos una propiedad mds de la pardbola:
si MN es lu tangente a lu pardhola en el punto T y F es la
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proyeccion del punto T sobre una recta horizontal, tendrd lugar
la igualdad -« FTN = £ OTM (fig. 12). Es suficiente demostrar ta
igualdad de las tangentes de estos dngulos. Puesto que la tangente
MN coincide con la direccion de la velocidad v en ¢l punte T

Fig. 6

FIG. V7

(fig. 14), tendremos entonces {vean (10)—(13))

h
v 1 X Bl
tg « FIN = 0 T TN ¢ ; P T (14)

-v° gt h o ef  gt°

Después,
tg 2OTM =1g(180° — 2 OTN) = —1g « OTN =
tg £ FIN +1tg <« OTF

22BNV & 2:0TE) [—1gz FINtg z OTF
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9, después de la-sustitucion de los valores (14) y de la simplifi-
cacion,

tg £ OTM = —. (15)

De tal manera, tg £ OTM =tg « FTN, que es lo que se queria
demostrar.

La propiedad demostrada significa que si desde el punto F
hacia arriba se dirige un rayo de luz, y si la pardbola es un
espejo liso, resulta ser que el rayo de luz, al reflejarse en el punto
T de acuerdo a la ley “el dngulo de incidencia es igual al dngulo
de reflexion”, ird por el segmento OT y pasard a través del
punto Q. Puesto que ello es justo para cualquier punto T resulta
ser que el haz de rayos paralelos de luz dirigidos verticalmente
hacia arriba, al reflejarse en la pardbola, se recolectard en su foco O
(fig. 15). Girando a la pardbola alrededor de su eje de simetria
obtendremos una superficie, denominada paraboloide de revolucion
(fig. 16), que posee esta misma propiedad, es decir, obtendremos
el reflector parabolico. Inversamente, al colocar ta fuente de luz
en el foco de la pardbola o del reflector veremos que los rayos
de luz, una vez reflejados, seguirdn en haz paralelo. La estructura
del proyector {fig. 17) se basa en esta propiedad de-la superficie
parabdlica.
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CAPITULO TI

LA HIPERBOLA COMO LIMITE
DE LA ZONA DE AUDIBILIDAD

{. VUELO SUPERSONICO DEL AVION

Un avién vuela en una altura k sobre la superficie terrestre
a la velocidad supersonica v. ;Cudl es en el momento dado la
regién de la superficie terrestre en cuyos puntos ya se ha oido
o se oye ahora el sonido del motor del avion? Precisamente
queremos utilizar este problema (cilculo de la zona de audibilidad)
para la construccion del segundo ejemplo de envolvente. Vamos
a presuponer que la superficie terrestre sobre la que vuela el avidn
es absolutamente plana y llana, y que la altura del avion h
y su velocidad v son constantes.

Sin duda que para semejante planteamiento del problema tiene
sentido examinar solamente un tramo reducido de la superficie
terrestre, que puede considerarse aproximadamente plano, y un
espacio pequefio de tiempo en el transcurso del cual el avion
vuela sobre este trozo de superficie terrestre. Pero para el estudio
matematico del problema vamos a presuponer que la superficie
sobre la que vuela el avién es un plano iimitado y que el avién
ya vuela sobre este plano durante tiempo ilimitado. Los hechos
que obtengamos de este modo tendrdn sentido real solamente en
un pedazo limitado del plano, que puede considerarse coincidente
con una parte de la superficie terrestre. No obstante, convencional-
mente, vamos a llamar “superficie terrestre” a todo el plano
illimitado. '

Cada momento de tiempo el avidn en vuelo se encuentra sobre
cierto punto determinado de la superficie terrestre. Este punto
{la proyeccion del avidn sobre Ja superficie terrestre) se mueve
uniformemente a la velocidad v, describiendo una linea recta |
paralela a aquella por la que vuela el avién en el espacio (fig. 18);
(vamos a representar que el movimiento del avion tiene lugar
de derecha a izquierda). '

Admitamos que en aquel momente de ticmpo cuando nos
interesamos por la zona de audibilidad el avion se encuentra sobre
el punto O de la recta L Es obvio que hace 1 segundos el avién
se encontraba sobre el punto A de la recta [ que se encuentra
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4 lu derecha del punto O a la distancia OA = »t. El punto del
espacio en el que en este mismo momento s¢ encontraba el avion
lo designaremos por B; este punto se halla a la altura h sobre
el punto A de la superficie terrestre. Al pasar por el punto B
el avion produjo un ruido que comenzd a propagarse desde este
punio B en todas las direcciones. Designaremos por v la velocidad

B
---- ¥ g
i I
:h ih
1
T (A
L

t
<** 7 =
T

! ut,”  h 5,
: ¢ |

A - LA L
0 \u—-—/

FIG. 19

del sonido en el aire. Entonces, para €l momento en que el avion
sobrevuela el punte O, es decir, transcurridos r segundos desde
que ei avion se encontraba en el punto B, el sonido tiene tiempo
para propagarse desde ¢ste punto en todas las direcciones a la
distancia ut. Con otras palabras, en este lapso.de tiempo el sonido
logra desde el punto B propagarse en ung esfera de radio ut cuyo
centro es B. Si el radio de esta esfera es mayor que h, ¢l sonido
ticne también tiempo para llegar hasta la tierra y, ademds, la
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region en la tierra hasta la que llega el sonido desde el punto B
sera un circulo que se obtiene en la interseccion de la esfera que
examinamos con la superficie terrestre. De la fig. 19 se ve que el

radio de este circulo es igual a ]/u — k% y que su ceniro se
encuentra en el punto A.
Para que cierto punto M en el plano pertenezca a la zona
. de audibilidad es indispensable y suficiente que se encuentre una
posicion B del avion el ruido del cual tiene tiempo de alcanzar
el punto M, es decir, que el punto M pertenezca al circulo
mencionado anteriormente. Con otras palabras, cogiendo circulos
semejantes para todas las posiciones posibles del avion obtendremos
precisamente toda la zona de audibilidad.

j0

¥FIG. 20

De esta forma llegamos al problema matemadtico siguiente.
Sea | cierta semirrecta que parte dcl punto O y u, v, k (al mismo
tiempo u < v), tres nimeros positivos. Supongamos que 4 es un
punto arbitrario de la semirrecta I, y que t ¢s un tal mimero
positivo que la longitud del segmento OA es igual a ol
Designemos por K, el circulo con centro en ¢l punto A y radio

|/u"r" h* Hallar en el plano la region liena por todos los

circulos K, que se obtienen para todas las posiciones posibles
del punto A en la semirrecta I En la fig. 20 se exponen varios
circulos semejantes y una linea de puntos que limita la region
rellena por estos circulos, es decir, la linea que es el limite de la
zona de audibilidad. Al examinar esta figura podemos hacer
la conclusion de que el timite de la zona de audibilidad es Ia
envolvente para los circulos que estudiamos.
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2. ANGULO CARACTERISTICO

Examinemos primeramente ¢l caso cuande h=0, es decir,
cuando el movimiento tiene lugar por la superficie terrestre: en
lugar del avion el “automévil supersonico”. En este caso el radio

l/u’tl — h? del circulo K, se hace igual a uf, y nos llegamos al
problema siguiente. Desde el punto A, que yace en la semirrecta |

FiG, 21

FIG. 2

y se encuentra respecte al punto O a la distancia v, como desde el
centro, se describe el circulo K 4 con radio ut (2 su vez u < v). Hallar
en el plano la regidon que se llena por todos los circutos K,
La solucion de este problema es muy sencilla. Como es ficil
ver todos los circulos K4 tienen un centro de similitud ¢ comiin
(ya que al variar ¢ la distancia OA = v y el radio del circulo K,
que es igual a ur, varian un mismo nimero de veces). Por esto,
la region del plano que se llena por los circulos K, es decir,
la zona de audibilidad, en el casc que examinamos representa
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en si el dngulo SOT con el vértice en ¢l punto O, que esta formado
por las tangentes comunes de todos los circulos K, {fig. 21).
Podemos decir que los lados del angulo SOT sirven de envolvente
para las circunferencias que examinamos.

La semirrecta [, como es obvio, es la bisectriz det dangulo SOT.
La mitad del dangulo SOT, es decir, el angulo @ entre la semirrecta
Iy una de las semirrectas 08, OT, se denomina angulo caracteristico

Movimienta de las particulos
FIG, 23

o dngulo de Mach para el “automovil supersonico”™ que exami-
namos *. Puesto gque en el tridngulo OAE, que se expone en la

*) Naturalmente, respecto al automovil supersonico
se tratd solamente para la evidencia: por ahora todavia no existen
automoviles semejantes. Sin embargo, la pocion de dngulo caracteristico
que examinamo$ mds arriba tiene sentido real y se utiliza ampliamente
en la dinamica de los gases. Solamente que alli examinan no el movi-
miento del automévil supersénico en el aire inmévil, sino el movimiento
estacionario del flujo supersénico de aire en el que se encuentra ¢l objeto
inmovil. Al moverse ¢l barco en el agua tranquila {fig. 22) es fdcil ver
el dngulo caracteristico; en este caso se trata no de Ya propagacion del
sonido en el aire, sine de la propagacion de las olas en la superficie del
agua (u es la velocidad de propagacion de las olas y v es la velocidad
del barco).

A este mismo circulo de problemas pertenece ¢l fenomeno descubierto
en ef ano 1934 por los fisicos soviéticos S. I. Vavilov y P. A. Cherenkov,
Este consiste en 1o siguiente. Designemos por u la velocidad de propagacion
de 1a luz en cierto ambiente homogéneo (por cjemplo, en un liquido
transparente). Si en esie liquido a la velocidad » > u se mueve cierta
particula cargada, surgird la luminiscencia, y la Juz se irradiard no hacia
todos los lados, sino solamente en aquellas direcciones que forman un
angulo agudo absolutamente determinado (fig. 23) con la linea de movimiento
de la particula; el dngulo ¢, que se sefiala en esta figura, se determina
por las férmulas (16). Esta luminiscencia es precisamente el efecto de
Vavilov —Cherenkov.



28

fig. 21. tenemos que OA =0vf, AE =ut y, por lo tanto, OF =

= |/t —{(u)? =]/ v* — u?, entonces

ol _AE wt_u
¥ (’O_OA_vt_v’

AE ut u
= —= — = — 5 (16)
OE 1y = | -u?
Por estas formulas, conociendo’ las velocidades u y v, se puede
calcular la magnitud del dngulo caracteristico.

3. CALCULO DE LA ZONA
DE AUDIBILIDAD

Advertiremos primeramente que si, en cierto sistema de coof-
denadas, el punto A tiene las coordenadas (o, B} y el punto M
tiene las coordenadas (x, v), entonces {fig. 24}

MA? = AN? + NM? = PQ* + NM? =
=(0Q — OP)* +(QM — QNY = (x — )" + (y - B)-

Esta relacion, como es ficil de comprobar, también se cumplird
para cualquiera otra posicion del punto M, por ejemplo, si M
s¢ encuentra mas a la izquierda o mas abajo que ¢l punto A
Por esto si el punto M pertenece al circulo cuyo centro es Ayeée
radio es R (es decir, si MA < R), entonces

(x = a) + (y — B)* < R, (17)
y si el punto M yace en la circunferencia de este circulo, entonces
(x — 2 + (y ~ B = RZ. (18)

Volvamos ahora al problema planteado al principio respecto al
cdlculo de la zona de audibilidad para el avion que vuela sobre
la tierra a la altura h > 0.

Examinemos el sistema de coordenadas cuyo origen se encuentra
en el punto O, el eje de abscisas estd dirigido por la linea |
y el eje de ordenadas es perpendicular a ésta (fig. 25). Sea, como
antes, A el punto de la semirrecta ! que se encuentra respecto
al punto O a la distancia OA=vpt. Para que el punto M
con ]as coordenadas x, y pertenezca al circulo K, de radio

[ Wt — it y con centro en el punto A es indispensable y suficiente
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que se cumpla la desigualdad
(x —u) + €t - I,
que se obtiene de la desigualdad {(17) al poner o =w, B =0,
R= [/uzrz — h* o, de otro modao,
(62 — u?) e — 2oxt 4+ (<2 + T + %) < 0. (19)
Puesto que todos los circulos K, posibles llenan precisamente

toda la regién de audibilidad, tiene lugar la aficmacion siguiente:
el punto M con coordenadas x, y pertencce a la region de la

M(xy) 't

Afc.g) N

ol

0| P Q x

FIG. 24 FIG. 25

audibilidad entonces, y solamente entonces, cuando existe un numero

positivo t que satisfuce la desigualdad (19). Demostremos ahora

el lema siguiente, que nos ayudard a comprender las condiciones (19).
Lema 1. Examinemos el trinomio cuadrdtico at* + bt + ¢, en

el que los coeficientes a y ¢ son positivos. Para que exista un

nimero positivo t que verifigue la desigualdad at? + bt + ¢ <0, es

indispensuble y suficiente que se cumplan las condiciones siguientes:
b,

2} el discriminante del trinomio no es negativo, es decir,
b* — 4ac = 0.

Demostracion St no se cumple la condicién 1), es decir
si b >0 para los ¢ positivos todos los tres sumandos en la suma
at? + bt + ¢ no son negativos (puesto que a y ¢ son positivos).
Por consiguiente, el trinomio at® + bt + ¢, para t positivos, adquiere
solamente valores positivos. Si no se cumple la condicidn 2), es
decir, si el nimero b° — dac es negativo, entonces cl trinomio
adquiere solamente valores positivos, ya que

b \? 1
2 X s s
att + bt +ce=a (: + ——uza) 7 {h?* — Aac).
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De tal manera, si para cierto ¢ positivo tiene lugar la desigualdad
at* + bt + ¢ < 0, entonces ambas condiciones 1) v 2) deben cumplirse.

Inversamente, supongamos que se cumplen las condiciones 1)
y 2). Entonces, en virtud de la condicion 2). las raices del trinomio
at* + bt + ¢ son reales y, puesto que « >0 y ¢ > 0, resulta ser que
el producto de las raices es positivo, es decir, ambas raices tienen
signos iguales. De la condicidn 1) se deduce que la suma de las
raices es positiva y que, por. eso mismo, umbas raices son positivas,
Con otras palabras, existe cierto nUmero positivo con el que
at* + bt + ¢ =0, que es lo que habia que demostrar. El lema
queda demostrado.

Este lema puede ser aplicade al trinomio que figura en la parte
izquierda de la relacion (19), ya que en este ultimo los coeficientes
a=v'~u?y ¢=x*+ y* + h? son positivos. De tal guisa, para
que exista un nhmero positivo + que verifique la desigualdad (19)
(es decir, para que el punto M pertenezca a la region de
audibilidad) es indispensable y suficiente que se cumplan fas dos
condiciones siguientes:

1) 2vx >0 0, de otra forma, x > 0;

2) el discriminante no es negativo, es decir,

(2ox) — 40 — W) (x* + y* +hY) 2 0,

Abriendo los paréntesis en la Oltima desigualdad y dividiendo
a ésta por el nimero positivo 4(v? —~ u?)h? volveremos a escribir
esta desigualdad en forma de

2 A

: ¥

—_—— 2,

v —u? e

v
” h por ¢, obtendremos

Y, por Oltime, designando el numero
2 2

X
dow Wt =

4 - v
Senalaremos que v > u y que, por consiguiente, ¢ =—h > h,
u

es desir, el nlimero ¢* — h* es positivo,

De esta forma, fa region de audibilidad se compone de todos
aquellos puntos que se encuentran a la derecha del eje Oy (es decir,
que satisfucen la condicion x >0) y para euyas coordenadas se
cumple la relacion (20),
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Si las coordenadas x, y del punto M satisfacen la desigualdad
2 2

x y
T 7!-5-> 1; (21)
es ficil comprender que el punto M yace en el interior
de la region de audibilidad. Efectivamente, todos los puntos que
se encuentren muy proximos a M (es decir, los puntos cuyas
coordenadas se diferencian poco de las coordenadas del punto M)

FIG. 26

también satisfacerdan la desigualdad (21); con otras palabras, al
punto M por todas partes le rodean puntos que pertenecen a la
region de audibilidad, y ello significa que ¢l punto M yace en el
interior de dicha regién (punto M, en la fig. 26). Si, por el
contrario, las coordenadas x,. y del punto M satisfacen Ia
relacion

x? y?

2 _ 2 _?z_""i’ (22)
resulta ser que el punto M yace en el limite de la region de
audibilidad (punto M, en la fig. 26). En éfecto, es suficiente apenas
variar la magnitud de la coordenada y, aumentando su magnitud
absoluta, para que cese de cumplirse la condicién (20), es decir,
existen puntos que por muy proximos que sean a M no pertenecen
a fu zona de audibilidad. . ' »

De esta forma, fos puntos qué yacen u la derecha del eje Oy,
v cuvas coordenadas satisfacen la desigualdad (21), se encuentran
en el interior de la zona de audibilidad, y los punios que satisfaven
la ecuacion (22). se encuentran en el limite de estg. Zona.
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Si examinamos en el plano todos los puntos cuyas coordenadas
satisfacen la desigualdad (22), y no solo aquellos para los que
x >0, resulta ser que obtenemos no solo el limite de la region
de audibilidad sino que también una linea curva idéntica situada
simétricamente a la izquierda del eje Oy (linea curva punteada
en la fig. 26). Ha sido aceptado el considerar que éstas no son
dos lineas distintas, sino dos partes o, como dicen frecuentemente,
dos ramas de una linea que se denomina hipérbola®.

HgG, 27

De tal manera, anteriormente hemos demostrado que el limite
de la zona de audibilidud es la rama derecha de la hipérbola, gue
se determina por la ecuacion (22). De lo dicho se puede deducir
que la rama derecha de la hipérbola (22) es la envolvente para
los circulos K4 (fig. 27), es decir, que en todo punto M, esta rama
es tangente a uno de los circulos K ,**. En lo sucesivo nos serd
imprescindible disponer de formulas que permitan hallar aquel
circulo K, que es tangente a la envolvenie en el punto M,
Deduzcamos dichas [6rmulas. Supongamos que M, es cierte punto

* Generalmente, la eceacion de la hipérbola se escribe
en forma de

= [,

PLEY

e
Dec 1ak guisa, los nimeros a y b para nuestra hipérbola {22) tienen las
magnitudes o = [/c‘ ~h: b=h

*¥) Ahora ya el lector puede pasar a la lectura del
uu‘pitulo Il ¢ incluso, de una vez, del capitulo 1V,
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que yace en el limite de la zona de audibilidad, es decir, que
yace en la rama derecha de la hipérbola (22). Designemos a las
coordenadas de este punto’ por X, e y, Estas coordenadas
satisfacen la ecuacion (22), ya que el punto M, yace en la
hipérbola de donde encontramos

2

Xp
2—_ —ee .
ot (c’—-h’ l)’

i % ; v

a continuacién, recordando la férmula ¢ =—“-h, obtenemos

c*x3 v2x} 23
=k eyt
Puesto que el punto M, pertenece a la zona de audibilidad {yace
en ¢l limite de esta zona) se registrara un circulo K, comprendiente
este punto, es decir, se¢ registrard un numero positivo t que
verifique la desigualdad (vean (19)):

(0?2 — u?) 12 = 2uxot + (x§ + yi + W) <0,

X5+ yg + bt =

6, lo que es lo mismo (vean (23)), la desigualdad
2.2

U" Xg
(v’ —u?)? = 2uxot + G TR <0

Pero esta ultima desigualdad se puede volver a escribir en forma de

X 2
(0 — u?) [s - %] <0,

vt —u

que, como es obvio, solamente es valida para un solo valor de t

que, precisamente, es el valor
vXo,

f=——
p? — u?

que convierte en cero a la expresion comprendida en los paréntesis
cuadrados. De tal guisa, existe solamente un circulo K, que
comprende el punto M, y que, exactamente, es el circulo con
centro en ¢l punto 4, que se encuentra de O a la distancia

2

vixo c3xo

OA=vt=="r= 5 (24)

El punto M, que examinamos yace en la circunferencia de este
circulo K, ya que el punto M, se encuentra en el limite de la

39
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zona de audibilidad. Asi pues, la hipérbola, que limita la zona
de audibilidad, pasa fucra del circulo K, que examinamos y tiene
con éste un punto comun M, es decir. es tangente al circulo K
en el punto M,.

4. ALGUNAS PROPIEDADES DE LA HIPERBOLA

Representemos ahora en un mismo dibujo a la hipérboia (22)
y a las rectas OS, OT. inclinadas respecto al eje de las abscisas
bajo un angulo @ (vean (16). Haremos ver ahora que toda la
hipérbola estd siruada integramente en los dngulos verticales SOT
y S'OT (fig. 28) y que, a medida que se aleja del punto O, ésta se
aproxima cada vez mas a lus rectas S§' y TT'. Para la demonstracion

T 5
y
//
o v; .
! T
¥ FIG, 28

nos imaginaremos gue por la tierra, a la velocidad v, se desplaza
un “automdvil supersonico”, y que directaraente sobre €] (a la misma
velocidad v) se desplaza un avion. Los circulos K4, pertenecientes
al “automévil” ¥ al avion, los designaremos por los simbolos K%
y K%' Examinemos los circulos K" v K%' con centro en un mismo
punto A, que se encuentra respecto a O a la distancia 0A = 1.
Puesto que cl radio /w1 = 1% del circulo K%, como es obvio.
es menor que el radie wr del circulo K%, resulta ser que €l circulo
K% se encuentra en el inferior del circulo K% y. por consiguiente,
toda la zona de audibilidad del avion se encuentra en el interior
de la zona de audibilidad del “automovil”. De csta manera. la
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rama derecha de la hipérbola (22) se encuentra en el interior del
dngulo SOT (fig. 28): la rama izquierda. simetrica a la rama derecha,
se encuentra en el mterior del dngulo SOT". Mas

e " h*
=1 ut == — ==z <
i

ur + ) ute = h
De tal manera, la diferencia entre los radios de los circulos Ky

K 29

X

FIG, 30

y Ky se hace cada vez menor al aumentar ¢ {es decir, al alejarse
el punto A del 0), y cllo significa que la hipérbola se aproxima
cada vez mas a las rectas OS, OT (fig. 29).
Las rectas SS' y TT' se denominan asintoras de la hipérbola.
Deduciremos ahora la ccuacién de la linea recta rungente

k1
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a la hipérbola, Supongamos que M, es cierto punto que yace en
la rama derecha de la hipérbola. Designemos por x, y yo a las
coordenadas de este punto. Como vimos anteriormente, el circulo
K, con centro en el punto A, que se determina por la relacion
(24), es tangente a la hipérbola (22) en el punto M, (fig. 30).
Pero entonces la tangente al circulo K, en et punto M, también
es tangente a la hipérbola. Puesto que sabemos como trazar una
tangente a un circulo encontraremos de la misma forma el procedi-
miento para construir una tangente a la hipérbola.

Escribamos la ecuacién de esta tangente. Para ello designamos
por D ¢l punto de interseccion de la tangente con el eje de las
abscisas, y examinemos el tridngulo ADM,. Bajando una perpen-
dicular MoN desde el punto M, hasta el eje de las abscisas
encontraremos que < ADMy, = « NMgA y, por consiguiente,
(vean (24))

NA _0A~ON _

1g <« ADMy=1tg « NMyd =

NM, NM,
2%y
X
_ CZ _ hZ 0 B hlxo
Yo ( —h)yo

Si escribimos la ecuaciéon de la tangente que buscamos en forma
de y=kx+ b resulta ser que el coeficiente angular serd igual
a la tangente del angulo ADM,, formado por la tangente con el
cje de las abscisas. Esta tangente es la que acabamos de calcular.
De tal guisa, la ecuacion de la tangente tiene el aspecto de

Queda por saber el valor de Ja ordenada inicial b. Puesto que
la tangente pasa a través del punto M, resulta ser que las
coordenadas de este punto deben satisfacer la ecuacion de la
tangente, es decir,

Wx3

= e -
Yo = @ i)y,

1

de donde
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Ya que el punto M, yace en la hipérbola (vean {22)), la expresion
entre paréntesis es igual a la unidad. De tal modo, definitivamente
encontramos que

n?
b= — —,
Yo
y, por consiguiente, la ecuacion de [a tangente adquiere la forma
hIXO hl

p=—ax—
(Cz""hz))'o Yo

Y, por ultimo, multiplicando ambas partes por %, obtendremos
la ecuacién de la tangente en una forma facil de recordar (comparen
con la ecuacion de la hipérbola (22)):

XoX Yoy
S S

Recordaremos que (25) es la ecuacion de la recta tangente a la
hipérbola en el punto My con coordenadas x,. Yo.

Escribamos ahora las ecuactones de las asintotas; eilo nos
permitirda establecer dos propiedades muy interesantes de la
hipérbola. El coeficiente angular k de la recta §'S es ignal a tg ¢,
es decir, (vean (16))

=1 (25)

AP S R R
]/uJL it 1iR 2 Vet K
V;?—l -1

y+la ordenada inicial b es igual a cero, ya que esta recta pasa
a través del origen de las coordenadas. De esta manera, la ecuacion
de 1a asintota S'S tiene la forma de

h

La recta T'T esta inclinada respecto al ¢je de las abscisas bajo
un mismo angulo, pero sus ordenadas se diferencian por su signo
de las ordenadas de los puntos en la recta §'S. Precisamente por
esto la ecuacion de la recta T'T tiene el aspecto de

h

Vew

x. (26)

X. 27)
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Supongamos ahora que Mg, €8 un punto arbitrario de la
hipérbola; designemos a las coordenadas de €ste punlo por xg, Yo
Tracemos una tangente 1 11 hipérbola en el punto M, y designemos
los puntos de interseccion de esta tangente con las asintotas
mediante Py y P, (fig. 31). Queremos calcular las coordenadas
de fos puntos P; y P; Designemos las coordenadas del punto

FlG, 31

P, por x,, y;. Puesto que el punto P, yace en la asintota §'S,
resulta ser que sus coordenadas yerifican la ecuacion (26), es decir,

h
i = == Xy {28)
L;- (.2 g hl

Ya que, ademads, el punto P, yace en la tangente, sus coordenadas
verifican la ecuacion (25), es decit,
XXy Yo¥1
.

¢ 2 B

{29)

Y, por ullimo, puesto quc el punto M, yace en la hipérbola,
resulta ser (vean (22)} que:
2 2
X Yo
P LA L
De las tres relaciones ultimas no es dificil determinar las coordenadas
del punto P, Exactamente, sustituyendo en la relacion (29} el
numero y, por su valor (28) obtendremos

LN (_*_ - J_) -
| et = h* Vlrz —h* h

(30}
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Multiplicando, a continuacion, ambas partes de esta relacion por

% .
—%:-4- 2 y aprovechando la relacion (30) haltamos
[

V ==

X4 Xo Yo

—_—= +—,
VE-nr [ei-p¥ A

de donde

T SN hz
—— ‘/‘T (31

De manera absolutamente andloga se puede calcular la abscisa x;
del punto P,;

l_/cz = h:
X3 =Xg — Yo h - (32)
De las relaciones {31} v {32) obtenemos ahora
Xy — Xg = Xg = Xz, (33)
7L }2
X, X3 = X5 — ¥§ £ = e (e* — h?) x
h
X3 AV -
\a—w—w)m " 9

{vean {(30)).

Tracemos desde los puntos P,, M, y P, las perpendiculares
P.0,. MyNo, P2Q, sobre el eje de las abscisas. Entonces NoQ, =
= OQ'I = ONO = Xy — Xo. QzNo = ONO . OQ'Z =Xp— X3, ¥ de la
relacion {33) se deriva que NoQ, = O, N, es decir, Ny es el centro
del segmento Q,0,. De aqui resulta (en virtud del paralelismo
de los segmentos P,Q,, MyN,, P,03) que el punto M, es el centro
dei segmento P, P,. De esta forma. el segmento tangente a la
hipérbola, comprendido entre las asintotas, quedu dividido por la
mitad en el punto de contacto.

. Daremos ahora una interpretacion geomeétrica a la relacion (34).
Con este fin calcuiaremos el drea del triangulo OF,FP;. Bajemos
del punto P, la perpendicular P,H sobre la recta SS. Entonces
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el area S, del tridngulo OP,P, tiene el valor siguiente:

Sa=-3 OP,-P;H = OP, -(OP; - sen 20) =

] : 00, 0Q; \_ 1 senlgp _
—Tsmzw(cosq:)(coscp T2 ostg 12T

1 sen 2(p ( 2 hz)

2

(vean (34)).

De tal guisa, cualguiera que sea la tangente que tracemos a la
hipérbola corta del angulo comprendido entre las asintotas un
triangulo que siempre tiene una misma drea y que, precisamente, es

5% 1 serl 2CP ( 2 hg)

3" cos® ¢

{Los lectores con conocimiento de trigonometria comprenderdn
sin dificultad que

-l__scn2<p = i h

2 costo Sq)ﬂ])'c!_hz

y, por esto, S, = h]/c’ - ).
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CAPITULO I

LA ASTROIDE Y LA CICLOIDE

1. CENTRO INSTANTANEO
DE ROTACION

En este pequefio capitulo examinaremos dos ejemplos mds de
envolventes en cuya calidad aparecerdn aqui dos lineas interesantes:
la astroide y la cicloide. Para la investigacion aprovecharemos el
concepto de centro instantdneo de rotacion, que juega un papel
importante en la mecanica.

Examinemos el movimiento giratorioc de una figura piana
invariable, por ejemplo, recortada de carton, es decir, tal des-
plazamiento de la figura por el plano durante el cual cierto punto
O (centro de rotamén} permanece inmoévil todo el tiempo, mientras
que.la figura gira alrededor del punto O (fig. 32). Cualquier otro
punto A4 de la figura en movimiento distinto del punto 0, describe
una circunferencia. En todo momento la velocidad v del movimiento
del punto A va dirigida por la tangente a esta circunferencia, es
decir, estd orientada perpendicularmente al segmento OA (fig. 33).

En la mecdnica se admite considerar (y esto se podria argumentar
matematicamente) que la figura, durante su desplazamiento arbitrario
por el plano, efectia en cada momento aislado de tiempo ¢ un
“movimiento instantineo”, que o bien es un movimiento de avance
rectilineo con cierta “velocidad instantdnea”, o bien es de rotacion
alrededor de cierto punto dencminado “centro instantaneo de
rotacion”, Con esto el punto O, que es el centro instantineo
de rotacién, no se mueve en absoluto en el momento de tiempo
que examinamos (es decir, su velocidad es nula), mientras que
cualquier otro punto A de la figura en movimiento, distinto del
punto O, tiene en este momento de tiempo una velocidad que
no es nula y que esta dirigida penpendicularmente al segmento OA.
De tal modo, €l centro instantineo de rotacion es e! unico punto
de la figura en movimiento que en ¢l momento dado tiene una
velocidad igual a cero, es decir, es el tinico “punto instantineo
en reposo”,

Supongamos, por ¢jemplo, que un circulo (u otra figura cual-
quiera) rueda sin resbalamiento en el plano por cierta linea L
(fig. 34). La palabra “rueda”-significa que el circulo se desplaza
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en el plano tocando en todo momento de tiempo la linea L.
Cuando decimos que el circulo rueda “sin resbalamiento” tenemos
en cucnta que el punto del circulo en movimiento, con el que
contacta la linea L, no resbala por la linea .L, es decir, este
punto tiene una velocidad igual a cero y, por consiguiente, es el

F1G, 32 FI1G, 33

FIG. 34

centro instantdneo de rotacion. De esta forma, si el circulo rueda
sin resbalamiento por la linea inmovil L resulta ser que en todo
momento de tiempo el punto de contacto del circulo con la linea L
es el centro instamaneo de rotacion; si designamos por O el punto
de contacto entonces cualguier punto A del circulo gue rueda, en el
momento de tiempo dado, tiene una velocidad instantanea que estd
orientada perpendicularmente al segmento OA.

2. LA ASTROIDE

Aceptemos en calidad de linea La una circunferencia con radio
R y pasemos a examinar el circulo con radio '/,R que rueda sin
resbalamiento por la parte interior de la circunferencia L. Sedalemos
en la circunferencia del circulo que rueda cierto punto A.
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y observemos la trayecioria del movimienio dei punto A, es decir,
la linea que traza et punto A durante la rodadura del circulo.
Si en el momento inicial, por ejemplo, el punto 4 se encontraba
en la circunferencia L (fig. 35, posicion 1 del circulo que rueda),
resulta que a continuacién el punto 4 se¢ desplaza en ¢l interior

FIG. 35

de fa circunferencia L (posiciones H, Ili} y regresa de nuevo a la
circunferencia L(posicidn 1V), Como resultado el punto A describe
un arco situado en el interior de la circunferencia Ly que se apoya
en ésta con sus extremos (trazas en la fig. 35). Es obvio que entre
los extremos de este arco se encuentra exactamente una cuarta
parte de la circunferencia L, pues la longitud de ésta es cuatro
veces superior que la longitud de la circunferencia del circulo que
rueda. Durante la rodadura ulterior del circulo el punto A
describird un segundo arco idéntico que abarca una cuarta parte
de la circunferencia, y 2 continuacion el tercero y el cuarto. Como
resultado el punto 4 regresa a la posicion inicial, habiendo trazado
una linea cerrada con cuatro puntas (vértices) inscrita en la
circunferencia L(fig. 36). Esta linea se denomina astroide. Uniendo
en cruz los vértices de la astroide obtendremos dos diametros PM
y ON de la circunferencia L que son perpendiculares entre si y que
dividen la astreide en cuatro arcos iguales.

Examincmos cierta posicion del circulo que rueda y el corres-
pondiente punto A4 de la astroide (fig. 37). Como antes, designemos
por O el punto de contacto del circulo que rueda con la
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circunferencia, Es facil comprender que el arco MO de la
circunferencia L tiene la misma longitud que ¢l arcc AO de la
circunferencia del circulo que rueda ya que, en efecto, en I2
posicién inicial del circulo que rueda el punto A coincidia con M

FIG. 37

y la rodadura transcurre sin resbalamiento. Tracemos desde el
centro C de la circunferencia Llos radios CM, CO, CN. Es evidente
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que el radio CO pasa por el centro del circulo que rueda y que
corta a la circunferencia de este circulo en el punto D, opuesto
diametralmente al punto de contacto 0. Puesto que el radio de
circulo que rueda es igual a !/ R resulta que CD = DO = !/,R. En
este momento de la rodadura del circulo el centro instantineo
de rotacién se encuentra en el punto O y, por consiguiente, la
velocidad con que se mueve el punto A, que describe una
astroide, esta dirigida perpendicularmente al segmento OA. Pero

FIG. 38

la velocidad del movimiento del punto siempre estd orieatada por
la tangente respecto a la trayectoria que describe este punto.
Por lo tanto, la perpendicular al segmente 04, que pasa por el
punto A, es la tangente a la astroide en el punto A. Esta
perpendicuiar, evidentemente, pasa por ¢l punto D {(ya que el
angulo OAD se apoya en el didmetro). Asi pues AD es la tangente
a la astroide. Designemos por E y F los puntos de interseccion
de esta tangente con los radios CM y CN.

Designemos a continuacién ¢l dngulo MCO por . Puesto que
el arco MO abarca el dngulo ceéntral « resulta ser que el arco
AO, de una misma longitud que el anterior, abarca en la circun-
ferencia con radio cuatro veces menor um angulo central igual
a 4u vy, por consiguiente, el dngulo inscritc ADO, que se apoya
en el mismo arco AO, es igual % 2a. Ahora encontramos en el
tridngulo CDE: 2 CED =, y del tridngulo CDF, encontramos:
£ DCF = 2« DFC =90° — 0. Por lo tanto, los tridngulos CDE
y CDF son isosceles, es decir, ED =CD=DF ="'/,R y EF =R.
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De estc modo, el segmento EF, que es rangente a la astroide y se
encuentra entre las rectas CM y CN, es igual al radio R de la
circunferencia L. Como que £ CEF =a, y ¢l dangulo o durante
'a rodadura del circulo por el arco MN varia desde 0 hasta 907,
resulta ser que mediante esta construccion se puede obtener cualquier
segmento EF de longitud R cuyos extremos se encuentran en los
fados del dngulo MCN. Con otras palabras, la astroide contacta
con todos los segmentos rectilineos de longitud R los extremos de
los cuales se encuentran en dos rectus MP y NQ de mutua perpen-
dicularidad, cs decir, la astroide es la envolvente de todos estos
segmentos (fig. 38).

En el capitulo IV {vean pdg 73) volveremos a tratar de la
astroide y deduciremos su ecuacion.

3. LA CICLOIDE

Ahora vamos a examinar un circulo de radio r que rueda sin
resbalamiento por la linea recta L. El punto A, que yace en la
circunferencia del circulo que rueda, describe durante este movi-
miento una linea que se denomina ciclotde (fig. 39). Todo “arco”
de la cicloide abarca entre sus extremos un segmento de la recta
L con longitud 2nr.

FIG. ¥

Examinemos cierta posicion del circulo que rueda y el corres-
pondiente punto A de la cicloide. El punto de contacto del circulo
con la recta L lo designaremos por O, y €l punto diametralmente
opuesto en la circunferencia lo designaremos por D. En este
momento de rodadura del cicculo el centro instantaneo de rotacion
se encuentra en ¢l punto O y, por esto mismo, la velocidad del
movimiento del punto 4, que describe una cicliode, estd orientada
perpendicularmente respecto al segmento OA, es decir, estd dirigida
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por la recta AD. Ya que la velocidad del movimiento siempre
tiene la direccion de la tangente respecto a la finea del movimiento
del punto, resulta ser que la recta AD es la tangente a la cicloide
en él punto A.

M
FIG, 40

Si K es cierta curva, A es un punio de ésta y AD es la
tangente a la curva K en el punto A4 (fig. 40), a la linea recta
que pasa por el punto 4 y que es perpendicular a la tangente 4D,
s¢ la denomina normal a la curva K en el punto A. De la fig. 39
¢s evidente que la recta AQ sirve de normal a la cicloide en el
punte A.

FiG. 41

Notaremos ademas que la tongitud del segmento MO es igual
a la longitud del arco A0 de la circunferencia, pues la rodadura
transcurre sin resbalamiento.

Constataremos ahora una propiedad importante de la cicloide.
Examinemos las dos cicloides expuestas en la fig. 41. Ahora
demostraremos que cualquier normal u la cicloide superior es tangente
a-la cicloide inferior (e, inversamente, cualquier tangente a ia cicloide
inferior es normal a la superior). Con otras palabras, la cicloide
inferior es la envolvente de las normales trazadas respecto a la
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cicloide superior. Si en todos los puntos de cierta curva K se han
trazade normales, a la envolvente de éstas se la denomina evoluta
de la linea K (fig. 42). De tal manera, la propiedad de la cicloide

SE

FIG. 42

FIG, 43

que anteriormente formulamos significa que la evoluta de la cicloide
es igual a la primera, pero desplazada: en la fig. 41 la evoluta
de la cicloide superior es la cicloide inferior.

Demostremos esta propiedad de la cicloide. Examinemos cierta
posicion del circulo con la rodadura del cual por la recta L quedo
formada la cicloide superior (fig. 43). Las letras A4, O y D tienen
el mismo significado que en la fig. 39. Construyamos un circulo
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que sea simétrico al que acabamos de examinar respecto al punto
0, y supongamos que A’ y D' son. puntos simétricos a los puntos
A y D. Entonces el segmento MO tiene la misma longitud que
el arco OA, y el segmento MC tiene la misma longitud (igual a nr)
que la semicircunferencia OD. Por consiguiente, €] segmento OC
es de una misma longitud que el arco AD. Con otras palabras,
el segmento D'Q tiene la misma longitud que el arco D'A". Pero
esto significa que el punto A’ yace en la cicloide inferior, y el
circulo inferior en la lig. 43 corresponde precisamente a este punto
A’. De las propiedades de las tangentes y normales demostradas
mas arriba se deduce ahora (en virtud de que D' es el centro
momentdneo de rotacion durante la rodadura del circulo por la
recta L) que OA’ es tangente y A'D’ es normal a la cicloide
inferior. Puesto que los segmentos 04 y OA’ son la continuacion
uno del otro veremos que la normal AA4’ respecto a la cicloide
superior, elegida arbitrariamente, es una tangente para' la cicloide
inferior.
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CAPITULO 1V

LA ENVOLVENTE

{. FAMILIAS DE LINEAS
Y SUS ENVOLVENTES

De toda una seria de cucstiones examinadas en los capitulos
I, Il y Til quisieramos subrayar los hechos ligados al estudio de
tas figs. 10, 20, 21, 38 y 41. En cada uno de estos casos tenemos
una multitud infinita de curvas o, como se dice, una familia de
curvas: en el primer caso una fumilia de parabolas, en el segundo
y tercer caso una familia de circunferencius y, en los dos ultimos
casos, ung familia de rectas (en los dibujos, como es comprensible,
no se exponen todas las lineas de la familia, ya que su numero
es infinito, sino solamente algunas de ellas). En todos los casos
tas lineas de la famiiia que examinamos rellenan en ¢l plano cieria
zona (de tiro en el capitulo primero, de audibilidad en el segundo),
y la curva que limita esta zona, en cada uno de sus puntos,
contacta con cierta linea de la familia. A esta curva nosotros
la denominamos envelvente. Asi, en el ejemplo expuesto en la fig. 10,
tenemos una familia de parabolas: las trayectorias de los proyectiles.
La envolvente de esta familia (ia pardbola de seguridad) contacta
en cada uno de sus puntos con una de las lineas de la familia,
es decir, con una de las trayectorias del proyectil. En el ejemplo
expuesto en la fig. 20 tenemos que ver con una familia de
circunferencias. La envolvente de esta familia de lineas (una de las
ramas de la hipérbola) contacta en cada uno de sus puntos con
una de las lineas de nuestra familia, es decir, con una de las
circunferencias,

En general, si tenemos cierta fumilia de lineas resulta ser que
se denomina envolvente de dicha familia la linea que en cada uno
de sus puntos contacta con una de las lineas de lu familia dada.
Citaremos ejemplos simples. Examinemos una familia de curvas
compuesta de circunferencias de un mismo radio R con centros
en la recta dada 1 {fig. 44). Es obvio que la envolvente de esta
familia se compone de dos rectas paralelas que s¢ encuentran
a la distancia R de la recta .. A continuacion, si examinamos
la familia de circunferencias con radio R cuyos centros se encuentran
en una circunferencia dada de radio r, resulta ser {cuando r > R)
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FIG, 44

que la envolvente de esta familia estard compuesta de dos circun.
ferencias con radios r + R y r — R (fig. 45).

¥, por ultimo, vn simple ejemplo mds. Examinemos la familia
compuesta por todas las rectas que pasan a una misma distancia
R respecto al punto dado O (fig. 46). Es evidente que la envolvente
de esta familia de rectas es una circunferencia con radio R cuyo
centro yace e¢n el punto 0.

4%
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FIG. 46

2. ECUACION DE LA FAMILIA
DE LINEAS

Ahora queremos aclarar de qué manera, mediante formulas,
se puede representar upa familia de lineas. Para ello analizaremos
mas detalladamente los ejemplos ya examinados anteriormente.

Examinemos de nuevo la familia de circunferencias con radio
R y centros en la recta | (fig. 44). Tomemos a la recta / por el
eje de las abscisas del sistema de coordenadas y tracemos el eje
de ordenadas perpendicular a dicha recta. Supongamos que A es
cierto punto de la recta /; designemos la abscisa de éste por a
(la ordenada del punto A, por lo visto, es igual a cero). De acuerdo
a (18} la circunferencia con centro en el punto 4 y de radio R
se describe con la ecuacion

(x ~a)* +y*=R?
{que se obtiene al considerar en (I8) que B es igual a cero),
0, o que es lo mismo, con la ecuacion
x4+ y? —2o0x+92 — R? =0, (35)
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En la ecuacién {35) entra ¢l niumero 2. Para cada 2 obtenemos
una de las circunferencias de la familia, precisamente aguella cuyo
centro se encuentra en el punto con abscisa a. Dando al numero
todos los valores posibles y trazando cada vez la circunferencia
que se obtiene, conseguiremos toda la familia de circunferencias que
examinamos. Por esta razén a la relacton (35) se la denomina
ecuacion de la familia de circunferencias que se examina. La magnitud
&, que a la par de las coordenadas x, y entra cn la ecuacion (33),
se denomina parametro.

FExaminemos ahora las circunferencias de los circulos K, que
estudiamos en el capitulo segundo (vean fig. 20). Elijamos a una
de estas circunferencias: su centro se encuentra en el punto 4 con

abscisa ¢t y su radio es igual a |/u?r? — h% Designemos por « 2l
; ; o u h

numero vl (aSi que ( = —) y, recordando que — = s (vean (20)),
g v X

encontraremos:

B, 2
Vu2:1~h==1/::3a’—h2=l/h’(%z—-" ‘)

Asi el radio de la circunferencia cuyo centro se encuentra en el

e
punto A con abscisa 2 es igual a l/hz (a_}_ l). De acuerdo a
¢

(18) la ecuacion de esta circunferencia tiene el aspecto
: 2
(x—m)3+y’=hz(g—1—+ l),
-
o, después de abrir los paréntesis,

' 2
x? + y* = 2ax +a? ([ - h—z) +h* =0 (36)
3

Para cada o esta ecuacion nos proporciona una de las circunferencias
de la familia expuesta en Ja fig. 20 y, dando al pardmetro a todos
los valores paositivos posibles, obtendremos toda la familia de
circunferencias que examinamos,

Las formulas {35) y (36) nos permiten hacer la deduccion
‘siguiente. La familia de lineas puede ser representada mediante und
ecuacion con tres incognitas x, y, o, en la que x, y son las coordenadas
de los puntos v a es el pardmetro ( magnitud auxiliar); para cuda o
concreto esta ecuacion nos proporciona una de las lineas de la fumiliu



54

que examinamos; dando al numero o todos los valores posibles
y trazando toda vez la linea que se obtiene, conseguirenns toda la
familia de lineas que examinamos.

Convendremos escribir la ecuacion de la familia de lineas en
forma de

fix, y, 0) =0, (37)

donde f(x, y, &) significa aquello quc cstd escrito en la parte
1zquierda de la relacion (35) 0 (36), o de cualguier otra ecuacion
andloga. En lo sucesivo examinaremos solamente aquellos casos
en los que la funcién f(x, y, ) €8 un polinonmio que unc las
magnitudes x, y, o.

Sin embarge, no siempre es comodo representar a las familias
de lineas con una ecuacion de tipo (37). Para comprender esto
y encontrar un procedimiento mas de representacién de las
familias de lineas, examinaremos los dos ejemplos siguientes.

Tomemos la familia de circunferencias expuesta en la fig. 45.
Admitiremos al punto O como el origen del sistema de coordenadas.
Supongamos que A es cierto punto que yace en la circunferencia
de radio r con centro en el origen de las coordenadas, Desighemos
a las coordenadas de 4 por o, B. Entonces los numeros o y B
verificardan la relacion

a’ + B2 =r> (38)

La circunferencia de radio R con centro en el punto 4, de acuerdo
a (18), tiene la ecuacion

(x=2? +(-p) =R (39)

Las relaciones (38), {39) son las que determinan la familia de
circunferencias que examinamos. Precisamente la ecuacion (39)
proporciona una circunferencia de radio R y centro arbitrario;
la relacion (38), por el contrario, exige que dicho centro se encuentre
en la circunferencia con radio r y centro en el punto 0. Abriendo
los paréntesis y pasando todos los miembros a la parte izquierda
volveremos a ecsribir las relaciones (38), {(39) en forma de

x? + y? —2ax — 2By + o + B — R? =0,
o + B2 —r =0 (40)

La primera de estas relaciones, ademds de x, y, contiene dos
parametros 3, f; la segunda relacion vincula entre si estos dos
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pardmetros. Precisamente esta es la forma en la que vamos
a examinar la ecuacion de nuestra familia de circunferencias®.

Y, por ultimo, un ejemplo mds. Examinemos las trayectorias
de los proyectiles qué ya estudiamos en el capitulo primero (vean
fig. 10). Designando a las componentes horizontal y vertical de la
velocidad inicial por « y B, y a la altura del proyectil por la letra
y (en lugar de h), podremos describir el movimiento del proyectil
mediante las férmulas (vean (3), (4)

{xzar,

gi?
v =Bt - E—01H
i pr

Hallando con ayuda de la primera de estas relaciones el valor
de ¢ y sustituyéndolo en la segunda relacion obtendremos

.
y ax 2?’

o, después de multiplicar por 2«? y de pasar todos los miembros
a la parte izquierda,

gx? — 20Bx + 2aly = 0.
Precisamente con esta ecvacion se determina la trayectoria del

movimiento del proyectil. Puesto que o y B son las tomponentes
de su velocidad inicial v, resulta ser que {vean fig. 7)

o + B = v

De esta forma la familia de trayectorias que examinamos se
describe con las relaciones

gx* —20Bx + 200y =0, > +P* 12 =0,  (41)

la primera de las cuales, ademds de las coordenadas x, y, contiene
dos parametros o, P, y la segunda une entre si estos parametros.

Las férmulas (40) y (41) nos permiten hacer la deduccion.
siguiente. Ls fumilia de lineus puede ser representada mediante dos

*) Advertiremos que habiendo resueito la segunda de
las relaciones {40) respecto a § y sustituyendo el valor hallado en la primera
relucion podriamos oblener una ecuacion con un pardmetro z, es decir,
una ecuacién de tipo (37). Sin embargo, las relaciones (40) son mds comodas
ya que no_contienen raices y signo doble, guc se obtiene al sustituir

B=zx)r —ud
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ecuaciones. .
S(x, y,a,B)=0, (42)
gla, B) =0, (43)

la primera de las cuales contiene las coordenadas x, y y dos parametros
o, B, mientras que la segunda enlaza entre si estos dos parametros.
Habiendo elegido determinados valores de los parametros o y P que
verifiguen la relacion (43), con ayuda de la ecuacion (42), hallaremos
una de las lineas de la familia que examinamos, y atribuyendo a los
paramerros o y B todos los valores posibles, supeditados a la condicién
(43), obtendremos todu la familia de lineas que examinamos.

En general. si queremos representar una familia de lineas mediante
la ecuacion

S,y oy, %, oo, %) =0, (44)
que (aparte de x. y) contiene m pardmetros o, o, ..., @, debemos
tener ademas m — | relaciones

g}l (al' &2) ssny G’.n; = 01
) {alv @y v0ey qin) =0, {45}
gu—l(alv Q2 vy G“}=0

enire estos parametros,

3. INTERSECCION DE LAS LINEAS
DE LA FAMILIA

Ahora pasaremos a la cuestion respecto a como hallar,
conociendo la ecuacion de la familia de lineas, la envolvente
de esta familia. .

Supongamos que C es la envolvente de cierta familia de lineas
{fig. 47). Examinemos cialquier linea L de nuestra familia, Esta
linea contacta con la envolvente C (fig. 48) en cierto punto T,
y estd sitvada hacia un lado® de esta ultima. Elijamos en la

*! Debemos anotar que pueden existir lineas con las
que contactan todas las lineas de la familia, pasando de una parte a otra
{fig. 49). Semejantes lineas también se adjuntan a las envolventes, Para
mayor claridad omitiremos este caso en el examen, es decir, vamos
a suponér que cada linea de la familia comacta con la envolvente
disponiéndose hacia un lado de ésta. No obstante se puede demostrar
que ¢l procedimiento para hallar las envolventes, que mas abajo estable-
ceremos, es general {es decir, permite hallar también envolventes del tipo
expuesto en la fig. 49}

:
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FIG. 47
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envolvente cualquier punto arbitrario T, proximo a T, y designemos
por L’ aquella linea de la familia que contacta con la envolvente
en-¢f punto T’. Esta linea L' pasard cerca de la linea L. Si en
las proximidades del punto T la linea L’ yaciera totalmente hacia
un lado de L, resultaria ser que esta primera o bien no tendria
absolutamente puntos comunes con ta envolvente (L") o bien tendria
una doble interseccion con ella {L'’). Sin embargo, tanto uno como
lo otro es contradictorio, ya.que la linea L' contacta con la
envolvente. Por lo tanto la linea L' no puede yacer totalmente
a un lado de L, es decir, pasa de un lado de la linea L hacia
el otro lado. Esto significa que las lineas Ly L' se cortan en cierto
punto M,

KRG, 49

Cuanto mas cerca de L se dispone la linea L' tanto mas cerca
de T se encontrara el punto M (fig. 50) Con otras palabras, para
hallar en la linea L aquel punto T en el que la linea L contacta
con la envolvente es menester examinar las lineas L' de nuestra
familia que son mds y mds proximas a L; entonces el punic M,
en el que la linea L se corta con L, se aproximard al punto
incognito T. Este hecho a veces se expresa con palabras: todo
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punto T de la envolvente es un punto de interseccién de dos
lineas “infinitamente prdximas” de la familia que examinamos,

Estos razonamientos juegan un papel decisivo al hallar la
enyolvente. Demostraremos esto en el ejemple de la familia de
circunferencias determinada por la ecuaciéon (35). Elijamos dos
circunferencias Ly L’ de nuestra familia situadas una cerca de otra.
Designemos por « el valor del parametro que corresponde a la
circunferencia L, y por o' el valor del pardmetro que corresponde
a la circunferencia L', Los nimeros o y o se diferencian poco
entre si pues las circunferencias fueron elegidas entre las
“inmediatas” (recordemos que o y o son las abscisas de aquellos
puntos que son centros de las circunferencias Ly L’). Dicho de
otro modo, podemos escribir «' =a + ¢, donde £ es un nimero
de valor absoluto muy pequefio. Para escribir las ecuaciones de las
circunferencias Ly L' debemos atribuir al parametro en:la ecuacion
(35) los valores o y o + €:

(L) xz+}fz—2ax+a1—R2=0,} (46)
(L) X4y —2(a+e)x+(a+ef ~R=0.

Los puntos que yacen en la circunferencia L satisfacen a la
primera ecuacién, y los puntos que yacen en la circunferencia L'

satisfacen a la segunda. Los puntos de interseccion de estas
circunferencias yacen tanto en L como en L', asi es que satisfacen
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a ambas ecuaciones escritas. Por esto, para hallar los puntos
de intereseccion, es suficiente resolver conjuntamente estas dos
ccuaciones como un sistema. Dejaremos sin variar la primera
ecuacion mientras que de la segunda, para simplificar el sistema,
restamos la primera. Obtendremos

x4 y? = 2ux + o - R¥= 0,} (47)
—2ex + 2ea + &% =0,

Sefialaremos ahora que el numero g aunque es muy pequefio, €s
obligatoriamente diferente de cero: en efecto, L y L' son dos
circunferencias diferentes de nuestra familia y, por lo tanto o 3 o
Por esto la parte izquierda de esta ultima ecuacion se puede dividir
por ¢ v obtendremos el sistema

x? +]’2 _2CIX+C£2 "‘Rz =0,} (48)
=2x+20+e=0 ,

Resolviendo este sistema obtendremos los puntos de interseccion
de Vas tineas L y L’. Sin embargo, recordemos que no son estos
puntos de interseccion los que nos interesan. Nosotros debemos
aproximar la linea L’ a Ly hallar aguellos puntos hacia los que se
aproximan los puntos de interseccion de las lineas Ly L' Pero
qué significa “aproximar™ la linea L' hacia L? Esto significa coger
wn £ cada vez mas préximo a cero. Si cogemos un & cada vez
menor y menor, aproximdndolo a cero, resulta ser que la segunda .
ecuacion (48) se sustituira por la relacion —2x + 2a = 0, es decir,
en el “limite”, el sisterna adquiere el aspecto de .
x2+y2—2ax+cr.2-—R2=0,} } (49)

22X+ 20 =0

La segunda de estas ecuacionies nos demuestra que o =x y, por
consiguiente, de la primera ecuacion encontramos

V=R, (50)

Asi pues, el punto en ¢l que la circunferencia L contacta con
la envolvente debe satisfacer la ecuacion (50). Puesto que esto es
justo para cualquier circunferencia de nuestra familia entonces rodo
punto de lu envolvente debe satisfucer la ecuacion obtenida (50).
A la inversa, cualquier punto que Safisface la ecuacidn (50) es un
punto de la envolvente. Esto se puede demostrar mediante el cilculo, '
pero es aun mds facil verlo geométricamente: en efecto, la ecudcion
{50} se descompone en dos ecuaciones y=R y y= —R, que
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FIG, 51

representan dos rectas paralelas al eje de las abscisas y que se
encuentran a la distancia R de éste (fig- 51). D¢ tal manera, los
razonamientos efectuados nos ayudaron deducir la ecuacién (50),
que precisamente determina a la envolvente.

4. DIFERENCIACION Y DETERMINACION DE LAS
ENVOLVENTES

Es ¢vidente que la envolvente expuesta en la fig. 51 podria
ser determinada inmediatamente, ya que la familia de circynferen-
cias que elegimos era muy simple. No obstante, aquella deduccion
algebraica de la ecuacién de la envolvente, que mads arriba fué
expuesta, no utilizaba de ninguna manera la simplicidad del orden
geométrico de la familia que examinamos; de manera andloga se
puede deducir también la ecuacion de la envolvente en otros casos.

Repetiremos los razonamientos en aspecto general. Supongamos
que se trata de una familia de lineas

J(x, ¥y, 0)=0.

Elegiremos dos lineas “proximas” L y L' de esta familia, para
lo cual atribuiremos al parametro los valores de o y & + &:

(L) flx oy @)= 0,}
(L) f(x, v, o+ ) =0,
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{comparen las ecuaciones (46)). Para hallar ¢l punto de interseccion
(o los puntos de interseccion, si estos son varios) de las lineas
Ly L' debemos resolver estas ecuaciones conjuntamente, como
un sisicma. Recordemos ahora como de la ecuacion {46) ebtuvimos
(47): dejamos la primera ecuacidén sin variarla y restamos la
primera ecuacion de la segunda. De manera andloga hemos
actuado en cl caso genecral. Entonces obtenemos el sistema

Slxoy, o) =10 }
Jlx, po 2+ 8~ f{x, y, @} =0.
Advertiremos que para pasar a las ecoaciones {(48) dividimos la
parte izquierda de la segunda ecuacion por &: procederemos aqui
del mismo modo:
flx, r,9)=0,
J x a+e) - flx 5y %) _g4 (51)
€

Este sistema nos proporciona los puntos de interseccion de las
lineas L y L'. Ahora vamos a aproximar L’ hacia L. es decir,
vamos a coger un numero & cada ver mds proximo a cero. Con
ello en el sistema (48) la ecuacion segunda se simplificé un poco
y, “en €l limite”, obtuvimaos el sistema (49), con el gue determinamos
la envolvente. Es natural esperar que en ¢l caso del sistema (51) la
segunda ecuacion también pasara en el limite a ser cierta ecuacion
mas simple, que también permitird determinar la envolvente.
La cuestion respecto a cual sera la ecuacion que se obtendrd
de la segunda ecuacion (51) en el limite se resuelve mediante el
lema siguiente.

Lema 2. Supongamos que f(x, y, a) es cierto polinomio.
Vamos a colocar a éste segun las potencias de o, es decir, lo
escribiremos en forma de

Slx, po ) =po + prot+ pa® 4+ pyo® ., (52)

donde los coeficientes pg, p(, P2, p3 también son ciertos polinomios
de x, y. Emtonces la parte izquierdu de segunda ecuacion (51) es
un polinomio, es decir, podemos escribir

e U e R T N
£

donde [’ ,(x, v, o) significa la suma de todos los miembros que no
contienen g, y en (53) con fos puntos suspensivos se designa la suma
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de los miembros restantes, cada wuno de los cuales contiene como
Jactor el mimero € o cierta potencia de éste. Con exto el polinomio
folx, y, o) tiene el aspecto siguiente:

foln v o) =p, 4 2p0 + 3pa? 4. (34}
Demostracion,

Jixcpate—flana 1
g E
+pald+e)+ . =[po+tpe+pat+pedt ]l =

3

{Po+pl{’1+ﬁ)+pz[a+€)z+

(a+&)—u (o 4 8)2 — o2
+

£ P £ :

=p +p Qe +g)+ py(30f + Joe+ e} +... =

={py + 2p;a + 3p;a* + ...) + los miembros que contienen . (55)
El lema demostrado permite sustituir €l sistema (51) de ecua-
ciones por el sistema

(o +e)P—o

= +ps *o.=

fix, 3, 0) =0, } -
Fal% v ) +00o=0

en el que con punios suspensivos se designan los miembros no
escritos cada uno de los cuales contiene cl factor &. Al resolver
este sisiema (56) obtendremos los puntos de interseccion de las
lineas L y L'. Sin embargo, recordaremos que a nosotios nos
interesan no los propios puntos de interseccion. Debemos aproximar
la linea L’ hacia Ly hallar aquellos puntos hacia los gue se van
a aproximar los puntos de interseccion de las lineas Ly L'. Con
otras palabras, debemos coger un nimero £ cada vez menor
y menor aproximandolo a cero. Con esto la segunda ecuacion (56)
- se sustituird por la relacién

Jilx, po) =0,
ya que todos los miembros designados con puntos suspensivos
contienen ¢l factor & y, por consiguiente, se aproximardn a cero.
Asi es que, en el limite, el sistema (56) adquiere la forma de
f(xs W G] - 0! [5?)
Satlx, )y, ) = 0.
Esto significa que ¢l punto en el que la linea L contacta con la

envolvente debe satisfacer a las relaciones (57). Puesto que eslo
es justo para cualquier binea de nuestra familia, resulta ser quc
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cada punto de la envolvente, para cierto valor de o, debe satisfacer
a las ‘ecuaciones obtenidas (57). Dicho de otro modo, si eliminamos
el pardmetro o en la ecuacién (57), es decir, si hallamos su valor
en una ecuacion v lo sustituimos en la segunda, obtendremos una
ecyacion que ya no contiene « (es decir, que une solamente x y y)
a [a que debe satisfacer cualquier punto de la envolvente. De tal
manera obtenemos el teorema siguinte.

Teorema 1. Cada punto de la envolvente satisface la ecuacion
que se obtiene de lus relacienes (57) al eliminar el pardmetro o

El polinomio f.(x, y, ), con cuya ayuda se obtuvieron las
ecuaciones (57), se denomina derivada del polinomio f(x, y, a).
El cdlculo de la derivada se denomina diferenciacion del polinomio
S{x, y, ). Como se ve de las formulas (52), (54), la diferenciacién
de los polinomios se efectiia muy facilmente:. es preciso sustituir
en cada sumando que contenga el factor o* a éste por el factor
ko*~!, y omitir los miembros que no contengan o.

Mostraremos abora un teorema, andlogo al teorema 1, pero
relacionado al case en que la familia de lineas queda determinada
por la ecuacién con dos pardmetros « B (vean (42), (43)).

Teorema 2. Supongamos que la familid de lineas estd deter-
minada por las ecuaciones (42), (43). Entonces cada punto de la
envolvente satisface a la ecuacion que se obtiene de las relaciones

f(x! Pv U'; B)=00
gl B)=0, (58)
fags—9:f5=0
omitiendo los parametros o y f.

En la tercera de las ecuaciones (58) el polinomio [, =
= ft{x, y, o, B} se calcula diferenciando por a (es decir, sin prestar
atencion al pardimetro B, se debe hallar la derivada, vean (52), (54)),
y el polinomio f§; se obtiene de f(x, y, o, B) diferenciande por
el parametro P. Esto también atafie a las derivadas g, y gj del
polinomio g (a, B).

Para establecer la justeza de las formulas {58} nosotros, como antes,
examinaremos dos lineas proximas Ly L’ de nuestra familia. Supongamos
que la linea L corresponde a los valores « y B, y la linea L'“corresponde
a3 vulores proximos de los parimetros « + g,, B + g;. Dicho de otro modo,
las ecuaciones de las lineas Ly L’ se escriben en forma

(L) fix, y, o, B)=0, } (59)
(L) fix, poate, B+e)=0

al mismo ticmpo que los valores elegidos de los parametros satisfacen
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a la relacion (43), es decir,

g (o, I3)=0,} (60)
Q{(X+€1, ﬁ+€2)=0,

Restemos la primera ecuacién de la segunda (59) y procedamos
andlogamenie con las relaciones (60), Obhtendremos:

flxoyoo B)=0,
Sx, ), ot ey, Bre)d—fixopoo B)=0,
gz B) =0,
gle'+ e, P+e)—gla, B)=0,
6, lo que es igual:
Six, yoo P)=0,
i ypoat+e, Bred~flxy o d+e)]+
+U oy Bte) = flx yoa B] =0 5 o)
g2, B) =0, -
[gla+e, B+e)—glon B+e)] +[glo P+g)— gl B)]=0.

Las dos primeras relaciones, que se examinan como un sistema respecto
a x y y determinan el punto de interseccion de las lineas L y L'
En virtud de la formula (53) podemos escribir:

Flx, yyat+e, PHe) =1y o Bre)=e(filyy o pt+e)+..)
FOopoa, Bre)-flx pa By=ea(fils pn o B+
glo+zay, -+ —glon B+eg) =g (gl B+e)+..2
glo, P+e)— gl B)=c;(gple, B)+..)

De tal manera tas relaciones (61) se vuelven a ¢scribir en forma
fix, »oo B)=0,

g (o, B) =0, (62)
g (e yoo BHe)+ . )+ e (e, = B +..)=0,
&y (gale, B+e)+..)+exlgplee B)+...) =0
Con puntos suspensivos aqui se designan los miembros que conlienen el
factor g; 0 £;. Multiplicando 2 la tercera relacién (62) por
elgp( B)+..) —6a(gulo, BHeg)+..)
y 4 la cuarta relaci¢ - por
=6 (fple, » % B+ )+ (fuix yoo, BHeg)+..)
y sumando, después de la reduccion de los miembros semejantes
¥ agrupacion, obtenemos
(6 + e {(/alx pow B4e)+ .. )laple B) +..) ~
— (gl B+ JSplx y, o B)+ .. J] =0
El numero £} + €3, indispensablemente, se diferencia de cero, ya que de

£} + ¢ =0 resultaria que g, =€, =0 y, por consiguiente, las curvas L
y L' coincidirian, lo gue no es asi. De esta manera, la ultima relacion

591
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se puede dividir por &? + &3, y obtendremos

(fo0x, v, o B+ ) + .. dgplo, B) +..) —
= {galx, B+ .. ){p(x, », & B)+..)=0.

Esta relacion, conjunlamente con la primera de las relaciones (62}, nos
proporciona los puntos de interseccion de las lineas Ly L'. Si aproximamos
la linea L’ hacia L, es decir, si elegimos los nimeros g, y ¢, cada vez
mds cerca de cero, resulta ser que %a witima relacion, en el limite, pasa
a ser la ecuacidn 7

Falx, poo B)-gpia, B} —gale B)- f5l(x, ¥ o B) =0,

es decir, se convierte en la tdltima de las relaciones (58). Esta, conjunta-
mente con la primera de las ecuaciones {58), nos permite hallar aquel
punto en el que la linea L contacta con la envolvente. De tal guisa,
atribuyendo a la relacién obtenida las dos primeras ecuaciones (62),
hallaremos el sistema de igualdades (58). El punto en el que la linea L
contacta con la envolvente debe satisfacer este sistema. Puesto que por L
se puede admitic cualquiera de tas lineas de la familia, resulta que
cugiquier punto de Ja envolvenle debe {para ciertas z, B} satisfacer el
sistema (58), que es lo que afirma el teorema 2.

El lector, que conoce la nocion del determinante y los teoremas
fundamentales respecto a las ecuaciones linea)gs, puede cerciorarse de la
justeza del teorema siguiente. Si la familiu de lineas esta dererminada por
las ecuaciones (44), (45), resulta ser gue cualgquier punto de la envolvente
satisface a la ecuacion que resulta si afadimos o {44), (45) la relacion

£ foo o Jo
g, (@), o (o),
{giJ;l (g3};2 A (g3)‘!m =0
(gm'-l};l [gu—l)’ml e {gm—l);m
y eliminamos del sistema de iguoldades obtenido los parametros wy, ..., Wy

Cuando m = | este teorema se reduce al teorema [, y cuando m =2
se reduce al teorema 2.

5. LINEA DISCRIMINANTE

En los teoremas 1 y 2 se habla de que cualquier punto de
la envolvente satisface la ecuacién que se obtiene al eliminar los
parametros en las relaciones (57) 6 (58). Nosotros no dijimos que
la envolvente se determina exactamente por la ecuacion que se
obtiene, y solamente afirmamos que cualquier punto de la envol-
vente satisface esta ecuacion. Esto no es casual. El hecho reside
en que la linea determinada por la ecuacion que se obtiene al
climinar los pardmetros en (57) 6 (58) (esta linea se denomina
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linea discriminante), ademas de la envolvente, puede contener una
seric de puntos que no pertenecen a €sta.

. Qué representa en si la linea discriminante? Para contestar
a esta pregunta referiremos {sin aclaraciones, aunque todos los
razonamientos se pueden efectuar utilizando la nocién de la
derivada que mds arriba hemos introducido) lo que puede representar
en si una linca determinada por cierta ecuacion. Supongamos que
f(x, ¥) es cualquier polinomio respecto a x, y. El lugar geométrico
de puntos sobre el plano, cuyas coordenadas satisfacen la ecuacion

flx, y)=0,

se denomina linea algebraica. La linea recta es una linea algebraica,
ya que su ecuacion tiene el aspecto y=kx+ b, 6 ¥y~ kx—b=0.
Las relaciones (18), (22), (41) permiten llegar a la conclusién de
que la circunferencia, la hipérbola, la pardbola, son tambicn
ejemplos de lineas algebraicas.

La linea algebraica se denomina lisa si respecto a ella, en cada
punto de ésta, sc puede trazar una tangente. La recta, la circun-
ferencia, la parabola y la hipérbola son lineas lisas. Pero puede
suceder que la Jinea aigebraica contiene puntos singulares, a los
que atribuyen fos puntos crunodales (en los que la curva se corta
a si misma), puntos tacnodos (cn los que la curva es tangente a si
misma) vy puntos aislados. Asi, por ejemplo, la linca determinada
por la ecuacion

(x* + 3y =208 (x* = y%) =0

{ésta se denomina lemniscata de Bernoulii, fig. 52) se corta a si
misma, la linea

{fig. 53) tiene un punto de autocontacto en ¢l origen de las
coordenadas, v la linea determinada por la ecuacion

(x*+ )y ~x—1}=0,

se compone de puntos que pertenecen a la recta y—x— 1 =0
(es decit, y=x+ 1) y, ademds, del punte O (origen de las
coordenadas), en las proximidades del cual no existen otros puntos
de esta linea (fig. 54). Toda linea algebraica o bien no contiene
puntos singulares, es decir, es lisa, o bien solamente contiene un
namero finito de puntos singulares, que la dividen en trozos lisos

3
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aislados, y ningunos otros puntos singulares, aparte de los
enumerados anteriormente, la linea algebraica no puede tener™®.

Supongamos ahora que se ha dado una familia de lineas
algebraicas determinada por la ecuacion (37) o (42), (43, Si
cualquiera linea L de nuestra familia tiene un punte crudonal 7°
(fig. 55) resulta ser que la linea L', “préxima™ 4 la primera, debe
cortar obligatoriamente a la linea L en cierto punto M cerca del
punto T. Por esto, los razonamientos, con cuya ayuda establecimos

FIG. 52

FIG. 53

el teorema 1 o el 2, nos demostrarin que las coordenadas
del punto T satisfucen las ecuaciones (57) ¢ (58), es decir, el punto
T pertengce a la linea discriminante, Asi pues, los puntos crudonales
de cada linea de la familia deben pertenecer a la linea discrimi-

_ . *' Existen también los puntos miltiplos, que se abtienen
si un punto “aislado™ se encuentra en el arco liso de la curva.
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FIG, 55
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nante. De igual manera, cualquier punto aislado de la linea L
también debe pertenecer a la linea discrimmnante. De tal guisa
la linea discriminante no solo contiene a ta envolvente, sino que
contiene también todos los puntos singulares de nuestra famitia.
Resulta ser que con esto ya se agotan todos los puntos de ia
linea discriminante, e$ decir, la limea discriminante se compone
de la envolvente y del lugar geométrico de los puntos singulares
de todas las lineas de lu fumilia que examinamos (fig. 56). Si, por
el contrario, examinamos una familia de lineas ninguna de las
cuales tiene puntos singulares, entonces la lmea discriminante no
contiene nada mas que la cnvolvente, es dedir, en este caso fa
linea discriminante coincide con la envolvente. En los ejemplos
que mds abajo se examinan todas las familias constan de lineas
que no tienen puntos singulares. Por esto nos limitaremos a hallar
solamente la linea discriminante, ya que en los casos que examinamos
ésta coincidira con la envolvente, es decir, nos limitaremos con
la eliminacion de los pardametros en las ecuaciones (57) 6 (58).

6. EJEMPLOS DE CALCULO
DE LAS ENVOLVENTES

Ejemplo 1. Examinemos de nuevo ia familia de circunfe-
rencia (35), es decir, supongamos que

fix, y, o) =0a? = 2ax + (x* + ¥* — R?).
La derivada de este polinomio es igual a
folx, 3 o) = 200 — 2x.

De tal manera, para determinar la envolvente, debemos eliminar
o en las ecuaciones

2—Zcuc+(.wr’-+-y3—RJ)=0,}

2ot — 2x = 0.

Este mismo sistema también lo teniamos antes (vean {49)), y de
¢l obtuvimos y* = R? (vean (50)). De tal guisa, la envolvente se

compone de dos rectas paralelas y =R y y= —R (vean fig. 51).
Ejemplo 2. Examinemos ahora la familia de circunferencias
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{(36), es decir, supongamos que
2
fix, 5 =0 (I - %)— 2ux + (x2 + y* + h?).
La derivada de este polinomio es igual a

h3
Salx v, o) =2O€'(1 ——c-_g—) - 2x.

De tal modo, para determinar la envolvente debemos eliminar «
de las ecuaciones

2
az(l - 1:-3)—2005 +{(x* +y* + h) =0,

S
20:(1 —%)—2:{:0.

Multiplicando la segunda de estas ecuaciones por -~ — +

x ;
+ ——————y agregando a la primera obtenemos

hz
2(‘ ‘?)

x2+yz+hz_____=0,
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de donde, dividiendo por h* y reduciendo los miembros semejantes,
hallamos la ecuacién de la envolvente * incognita en la forma mds
simple (comparen (22))

XY e

Cz -— }II ¢

Ejemplo 3. Examinemos la familia de trayectorias (41), es
decir, supongamos
fx, 5 o B)=gx* — 2ufx + 2a’y,

g (o, B) =o? + B* —vj.

Calculamos las derivadas:
fo=4day —2Bx, fy=—20x, g,=20, gy=2

La dltima de estas ecuaciones (58) adquiere la forma (después
de simplificar por 4)

20By + (@ — pY)x =0

De tal guisa, para hallar la ecvacion de la envolvente debemos
eliminar « y P en las ecuaciones

- 2ufx + 202y =0,
az-i-ﬁz—uﬁ:ﬂ (63)
2By + (o« ~ B?)x =

Multiplicando por B la primera de estas ecuaciones y por « la
tercera, después de sumar, obtenemos una vez reducidos los

*) Hablando en rigor, por ahora solamente se ha
demostrado que de las dos ecuaciones iniciales, que contienen el pardmetro
o, se deduce que x y y satisfacen la ecuacion hallada de la hipérbola.
¢ Es 0 no justo lo contrario, es decir, cualesquiera x, y, que satisfacen
la ecuacidn de la hipérbola, satisfacerdn con cierte & las ecuaciones
iniciales? De la justeza de esto, en el caso que examinamos, uno se puede
convencer efectuando calculos en orden inverso, Semejante comprobacion
de la equivalencia de la ecuacién obtenida a aquellas ecnaciones con
pardmetros que inicialmente teniamos deberia también observarse en cada
uno de tos ejemplos ulieriores, Nosotros no vamos a hacer esto.

** En el capitulo segundo no obtuvimos toda esta hipérbola, sino
simplemente su rama derecha {vean fig. 20), es decir, a la ecuacion de
esta hipérhola se adiciono la desigualdad x > 0. Esto sucedio porque,
por el sentido del problema, examinamos tan solo los « positivos, es
decir, no 1odas ias lineas de la familia (36), sino solamente las lineas que
corresponden a o posilivos. Si examinamos todas las circunferencias
de la familia (36) resullard que la envolvente serd toda la hipérbola
obtenida {fig. 57).
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miembros
aBx? —afe® + B x =0,
0, teniendo en cuenta la segunda de las ecuaciones (63),
gBx? — avdx = 0.

Puesto que es evidente que la linea x =0, es decir, el eje de las
ordenadas, no es la envolvente (geométricamente estd claro de la
fig. 10, y también algebraicamente: la linea x = 0 no €s ia solucion
de las ecuaciones (63)), esta ultima ecuacién se puede reducir por x

gPx ~ aw = 0, es decir,

g

o 02 b'd
Sustituyendo en la tercera ecuacion (63) este valor de o obtenemos

(después de simplificar por p2x)
ve  gx
PR e B

29' 2!}0
Esta es precisamente la ecuacién de la envolvente incognita.
Es fdcil ver que esta linea coincide con la pardbola de seguridad
que hallamos en el capitulo [. Asi, por ejemplo, eliminando ¢
en las ecuaciones (12), (13) (y sustituyendo h por y), obtendremos
exactamente la relacion escrita mds arriba.

Ejemplo 4. El segmento de longitud constante ! resbala con
sus extremos por dos rectas de mutua perpendicularidad. Hallemos
la envolvente de estos segmentos (vean 38); esta envolvente, como
ya se dijo en el capitulo III, se denomina astroide.

Supongamos que MN es uno de los segmentos que examinamos
(fig. 58). Admitiremos que las dos rectas de mutua perpendicularidad
por las que resbalan los extremos del segmento son los ejes de las
coordenadas. Designemos por o la abscisa del punto M y por B
la ordenada del punto N. Entonces, teniendo en cuenta que la
longitud del segmento MN es igual a {, obtendremos del triangulo
rectangulo OMN:

2

al 4 fE=12 (64)
Ademds, el coeficiente angular de la recta M N, es decir, la tangente
del dngule XMN, es igual a - -g, ya que tg <2 XMN =
= —1g « OMN, y este mismo valor tiene también el coeficiente

6-973
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N

SO

FIG. 58

angular para cualquier otra posicion del segmento MN, es decir,
durante la posicién de este segmento en el segundo, tercero,
0 cuarto cuadrante. De tal guisa, la ecuacién de la recta MAN

tiene la forma
T f— _B..
y ( 5 x + f.

0, después de multiplicar por «,
oy + px —af =0, (65)
Llegamos al problema del cilculo de la envolvente de la familia

de lineas rectas determinado por las ecuaciones (64), (65), 6, lo
que es igual, por las ecuaciones (42), (43), en las que

f(x! Y, o ﬁ)=uy+[3xﬂmﬂ,

g By=0o +p* - 2

Calculamos las derivadas:
fo=y—=B fo=x—-a g,=20, gp=2p

La dltima de las ecuaciones (58} (después de reducir por 2) adquiere
la forma

By —ax+a? =B =0 (66)
De tal manera, para hallar la envolvente, debemos eliminar o y B

en las ecuaciones (64), (65), (66). Multiplicando por « las ecuaciones
(65) y por B la (66), después de sumar, obtenemos

(«® + %)y = p°.
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de donde encontramos, teniendo en cuenta la relacién (64),
B =[(a® + B ¥]"'s = (7)) .
De manera analoga, multiplicando la ecuacion (65) por B y la {(66)
por —u, después de sumar, obtenemos
o =,'\(,‘r2x')l:‘3‘
Y, por dltimo, sustituyendo estos valores de & y B en (64), haltamos
(s + (P = 1,

6, después de reducir por 1*'s,
x¥3 4yl = ¥, (67

Esta es, precisamente, la ecuacidn de la envolvente (es decir,
de la astroide}.

Ejemplo 5. En el plano se da un dngulo recto. Se trazan
todas las rectas posibles que cortan en este dngulo tridngulos cuya
drea es 2. Hallemos la envolvente de todas estas rectas {fig. 59).

| /

VAN

FIG. 59

Admitamos los lados del angulo dudo por los ejes de las
coordenadas. Elijamos una de estas rectas que cortan en este
angulo un tridngulo de drea 2, y supongamos que M, N son los
puntos de interseccion de esta recta con los ¢jes de las coordenadas
{fig. 60). Designemos por o la abscisa del punto M y por B la

6
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ordenada del punto N. Entonces, igual que antes (vean (69)),
haltaremos que la recta MN se determina por la ecuacién

ay + Bx — af = 0. {68)

Sin embargo, los numeros o y  ya no satisfacen a la condicién
(64), que denotaba que la longitud del segmento MN es igual a i,
v si satisfacen a la condicion

af =4, (69)

que significa que el area del trlangulo OMN es igual a 2 (ya que
OM = o, On = B, entonces'S, oy = '/2aB). De tal manera llegamos
al problema del calculo de la envolvente de la familia de rectas,
determinada por las ecuaciones (68), (69), o, lo que es igual, por
las ecuaciones {42}, (43), en las que

fix y, o, B)=ay+ Bx —ap,

g(x, B)=0af — 4.
Calculamos las derivadas:
fi=y =B fo=x-% go=0 g=u
La ultima de las ecuaciones (58) adquiere la forma
ay —Bx =0. (70)

De tal guisa, para ei cdlculo de la envolvente debemos eliminar
e y B en las ecuaciones {68), (69), (70). De (68) y (70} obtenemos

il T
= EaB, Bx = 2aB.

Reduciendo por o a la primera de estas ecuaciones y por P
a la segunda (esto es posible, ya que en virtud de (69) o« y B
son diferentes de cero), hallamos

B=2y a=2x

Y, por ultimo, sustituyendo en la relacion (69) los valores hallados
de o y P obtenemos la ecuacion que buscdbamos de la envolvente

xy =1 (71)
Cualquier tangente a la linea (71) es una de las rectas de la familia
que examinamos ¥, por consiguiente, corta en el angulo recto dado
un tridngulo de drea 2. Como ya vimos al final del capitulo II
la‘hipérbola posee esta misma propiedad cuando sus asintotas son
perpendiculares entre si; a semejante hipérbola se la denomina
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FIG. 6]

FIG. 62

equildtera. De esto se puede deducir que la linea (71) es también
una hipérbola. La diferencia en la forma de escribir las ecuaciones
(71) y (22), cada una de las cuales determina una misma linea
(la hipérbola) se explica por el hecho de que las hipérbolas (71)
y (22) estdn situadas de distinta manera respecto a los ejes de
las coordenadas.

Ejemplo 6. Se examina una circunferencia con radio 2a
y centro en el punto F; y el punto F; en el interior de esta
circunferencia, que se encuentra a la distancia 2¢ respecto al centro.
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El punto arbitrario 4 de la circunferencia se une con el punto F,
mediante un segmento, y a través de la mitad de éste se iraza
una perpendicular L (fig. 61). Hallar la envolvente de la familia
de semejantes perpendiculares (fig. 62).

Para resolver este problema admitiremos la recta F F, como
eje de las abscisas y la perpendicular al segmento FF, en el
centro de éste como egje de ordenadas. Entonces las abscisas de
los puntos F, y F, serdn iguales a ¢ y —c. Supongamos que A
es un punto arbitrario en la circunferencia que examinamos, y que
a y B son las coordenadas de este punto. Para que el punto M,
con coordenadas x, y, se encuentre en la perpendicular L trazada
a través del centro del segmento AF, es necesario y suficiente gque
se cumpla la igualdad MA = MF,, o, lo que es equivalente, la
igualdad

MA* = MF3.

Pero MA? = (x —a)* + (y — B)* (vean pag. 28) y, analogicamente,
MF2% =(x + ¢)* + y*. Asi pues, la ecuacién de la perpendicular L
trazada a través del centro del segmento AF, se escribe en forma de

(x=o)2+(y—BF=x+¢? + 2,
o, después de simplificaciones evidentes,
a? + P* — 20x — 2By — 2¢x — ¢ = 0. (72)

La ecuacion de la circunferencia con radio 2a y centro en el punto
F,, con coordenadas (c, 0), se escribe en forma de (x — f+y=

= (2a) (vean (18)). Puesto que ¢l punto 4 yace en esta circun-
ferencia, sus coordenadas a, f§ deben satisfacer la ecuacién escrita,
es decir,

(@ —c) + p? = 4d?

o, después de simplificaciones evidentes,
o + P? = 20¢ + ¢ —4a® =0. (73)

De tal manera el problema expuesto se reduce al cdlculo de la
envolvente de la familia de rectas dada por las ecuaciones (72),
(73). Designando, como de costumbre, la parte izquierda de la
ecuacion (72) por f(x, y, & B) ¥y la parte izquierda de la ecuacién
(73) por g(a, B), escribiremos ficilmente ja ultima de las ecua-
cipnes {58);

@@= x)Bp—(B—-pe-c)=0 (74)
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Precisamente de las ecuaciones (72), (73), (74) se obtiene la
ecuacion de la envolvente. Esta envolvente lleva ¢l nombre de
elipse; los puntos F, y F, se denominan focos de la elipse.
La ecuacion de la elipse se puede obtener eliminando los pardmetros
o y B en las ecuaciones (72), (73) y (74). No obstante, nosotros
no haremos esto, pero si deduciremos de la relacién (74) algunas
prepiedades .geométricas de la elipse que son interesantes.

Recordemos ante todo que al elegir los valores de o y B, que
satisfacen a la segunda ecuacidn (58), es decir, al elegir cierta
linea L de la familia que examinamos, las incognitas x, y, que se
hallan en el sistema (58), representan en si las coordenadas de aquel
punto T en el que la linea L contacta con la envelvenie. En el caso
que se examina esto significa que si elegimos los valores de o y P
para que verifiquen la ecuacién (73), es decir, si elegimos el punto A
(fig. 63) en la circunferencia, resulta que las incognitas x, y, que

FIG. 63

se hallan mediante el sistema (72), (74), representan en si las
coordenadas de aquel punto T en el que la perpendicular trazada
a través del centro del segmento AF, es tangente a la elipse. Asi
pues las coordenadas del punto de contacto T satisfacen la ecuacidn
(74). Esta ecuacion, después de transformaciones evidentes, se puede
volver a escribir en forma de
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de donde se ve que determina cierta recta. El punto T yace en
esta recta, ya que sus coordenadas satisfacen esta ecuacion. Es mads,
¢l punto F, también yace en esta recta (ya que sus coordenadas
x =c¢, y =0, evidentemente, satisfacen esta ecuacion); también yace
en esta recta el punto A4 (sus coordenadas, como es fdcil ver,
también verifican la ecuacion escrita). De tal guisa, los puntos F,,
Ty A yacen en una misma recta.

Recordemos ahora que ia perpendicular L, que pasa a través
del centro del segmento AF,, es tangente a la elipse y estd trazada
a través de cualquier punto arbitrario T de ésta, ya que la elipse
es la envolvente de todas semejantes perpendiculares. Aun mds,
los puntos F, y A son simétricos respecto a la recta L.
Por 1iltimo, los puntos Fy, Ty A, como ya demostramos, yacen
en una misma recta, ¢s decir, el punto T yace en ¢l radio F A,
Asi pues, si trazamos una tangente arbirtaria L a la elipse resulta
ser que el punto A, que es simétrico al foco F, respecto a la recta L,
yacera en la circunferencia con radio 2a cuyo centro es el foco F,;
el punto T, en el que la recta L contacta con la elipse, coincide
con el punto de interseccion de la recta L con el radio F,A.

FIG. 64

Como los puntos F, y A son simétricos respecto a la recta L
resulta que 7F, = TA y, por lo tanto, TF; + TE, = 2a. De tal
manera, la suma de las distancias desde el punto T, que yace en la
elipse, hasta sus focos es igual a 2a. Esto es justo para cualquier
punto que yace en la elipse, ya que en cada punto de ésta
contacta con ella una de las rectas L (es que la elipse es la
envolvente). No es dificil comprender que para el punto 7", que
yace en el interior de la elipse, la suma de las distancias T'F,
y T'F, es menor que 2a (fig. 64), y que para el punto que yace
fuera de la elipse esta suma es superior que 2a. Asi pues, la elipse es
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el lugar geométrico de los puntos en el plano, la suma de las
distancias de los cuales respecto o dos puntos dados, denominados
Jocos de la elipse, es igual a un segmento dado 2a. Esta propiedad
de la elipse, generalmente, se admite como determinacion de ésta.

Ademds, puesto que los puntos F, y A son simétricos respecto
a la recta L, y los segmentos F, Ty TA son la prolongacion uno
del otro, resulta que

£ FyTT = 2 ATT = < F,TT".

Esto significa que el rayo de luz que sale del punto F; en direccion
F,T, al reflejarse en la recta L segiin la ley “el dngulo de incidencia
es igual al dngulo de reflexion”, seguird en lo sucesive por el
segmento TF,. Pero la recta L contacta con la elipse en el punto
Ty, por consiguiente, 1a reflexion del rayo en el punto T de la
recta Les equivalente a la reflexion de la propia elipse en el punto
T. Asi pues, si colocamos en uno de los focos de la elipse una fuente
puntiforme de luz resulta ser que cada rayo, al reflejarse en la elipse,
seguird a continuacién hasta el segundo foco, es decir, todos los rayos
reflejados se reunirdn (“enfocardn”, y de aqui la denominacion
“foco™) en el segundo foco de la elipse (fig. 65). Esta propiedad

FIG, 65

“Optica” de la elipse recuerda la propiedad de la pardbola
establecida en el capitulo 1. La hipérbola también tiene una propiedad
andloga. Para finalizar anotaremos que la ecuacion de la elipse
que examinamos tiene la forma de
2 2

X

il i

a at—¢
Esta ecuacion puede ser obtenida de (72), (73), (74) eliminando los
pardmetros o y B: semejante eliminacion de los pardmetros exige
transformaciones algebraicas no muy cortas y, por elle, aqui no las
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exponemos. Generalmente la magnitud positiva a® — ¢* se designa
por b%, ¥ la ecuacién de la elipse se escribe en forma:
2 2
LR T (75)
a b
Observacion. Hemos examinado algunos ejemplos de calculo de
las envolventes habiéndonos limitado solamente con lineas ai-
gebraicas. Lo dicho anteriormente se puede emplear también para
las lineas no algebraicas (transcendentes). Los ejemplos mds simples
de lineas no algebraicas son la sinusoide, las grdficas de las
funciones exponenciales y logaritmicas, la cicloide. Sin embargo,
para hallar las envolventes es menester saber diferenciar no solo
polinomios, sino también funciones mds complicadas: exponenciales,
trigonométricas y otras™. Ademads, los puntos singulares de las
lineas no algebraicas pueden fener estructura muy complicada
y pueden ser infinitamente muchos, Precisamente para evitar todas
estas complicaciones nos hemos limitado a examinar solamente las
lineas y familias algebraicas.

7. EVOLUTAS Y EVOLVENTES

Recordemos ciertas nociones introducidas en el capitulo Il
(pag. 47). Examinemos cierta linea curva K. En un punto arbitrario
A de esta curva trazaremos una tangente a ella 4D y una
perpendicular AN a esta tangente (fig. 40). La recta AN se denomina
normal a la curva K en el punto A. Si examinamos las normales
de la curva K trazadas en todos los puntos de esta curva
obtendremos entonces una falimia de rectas: la familia de normales
de la curva K. La envolvente E de esta familia de rectas s¢ denomina
evoluta de la linea K. que examinamos.

Tracemos normales en dos puntos proximos entre si A, A’
de la curva K. Supongamos que N, N’ son aquellos puntos en los
que estas normales contactan con la evoluta, y que @ es el punto
de interseccion de las normales AN y A'N’ (fig. 66). Entonces en
el “tridngulo” AA'Q, que en calidad de “base™ tiene el arco AA’
de la linea K, los dngulos de la base serdn iguales (seran rectos,

* Vean el libro “Qué es la diferenciacion” del mismo
autor (Lecciones populares de matemdticas, ed, 17) o el articulo
“La integral y la derivada” en e! tercer tomo de la “Enciclopedia para

La ntegral y
nifios”.
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ya que AN y A'N’ son las normales). Si la base AA’ fuera un
segmento rectilineo resultaria ser que, de la igualdad de los dngulos
con esta base, los lados laterales AQ y A'Q son iguales. No
obstante, en la realidad, la base A4’ esti un poco encorvada
y, por ello, los lados laterales AQ y 4'Q tan solo son aproximada-
mente iguales

AQ =~ A'Q.

Es mds, el arco w NN’ de la evoluta estd poco encorvado (jlas
normales AN y A'N' forman entre si un angulo muy pequefio!)

FIG. 66 FIG. 67

y, por lo tanto, la longitud de este arco se diferencia muy poco
de la longitud de la linea quebrada NON':

v NN = NQ + gN’
De¢ tal guisa,

UNN > NQ + ON' = (AN — AQ) + (A'Q - AN) =
= (AN — A'N') + (A'Q — AQ) ~ AN — A'N".

Es notable que la igualdad aproximada que obtuvimos U NN’ ~
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= AN — A’N’ en la realidad es exacta
UNN = AN — A'N". (76)

Esto se demuestra sobre la base de la igualdad aproximada sefialada
mas arriba medianie la integracion: operacidn inversa a la diferen-
ciacion que se estudia en la matemdtica superior. Con esto la
igualdad (76} es justa sin la suposicién de que el arco AA" es
“pequefio”.

La igualdad (76) admite una interpretacion muy simple y evidente,
Vamos a imaginar que se ha fabricado una placa de forma de

FIG. #8 FlG. 69

evoluta y que en esta placa s¢ ha enrollado un hilo de ideal
delgadez, flexible y no expansible. Admitamos que este hilo estd
tendido de tal manera que pasa por la evoluta hasta el punto N',
siguiendo por el segmento N'A’ tangente a la evoluta, y que en el
punto A’ se ha fijado un idpiz al hilo {fig. 67). Ya que, en virtud
de (76), AN = U NN’ + N'A’, el lapiz se puede desplazar al punto A,
y el hilo permanecera tenso. Puesto que esto es justo para cualquier
punto 4 en la linea K resulta ser que, moviendo el lapiz de tal
manera que el hilo se desenrolle de la evoluta permaneciendo tensv,
describiremos con ¢l lapiz la linea K. Busdndose en esto la linea K
se denomina evolvente {desarrollo) de la linea E.
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Asi pues, si E es la evoluta de la linea K, entonces K es la
evolvente de la linea E. Si ponemos el lipiz en otro punto del
hilo enrollado en la linea E resultara ser que, al desenrollar el
hile, éste describirdé otra evolvente de la linea E. De tal guisa,
la linea E corresponde a una miltitud infinita de evolventes; para
cada una de estas evolventes la linea E es la evoluta. Puesto que
cada tangente a la evoluta E es normal a su evolvente K (jla
evolula precisamente se determina como la envolvente de la familia
de las normales a la curva K!), cualesquiera dos evolventes de la
linea E tienen normales comunes, es decir la normal a una evolvente
también es normal a la segunda (fig. 68). Con esto la longitud del
segmento de la normal comun, comprendido enire las dos evol-
ventes, es constante, es decir, AB = A'B' = A"B" =, ., Efectivamente,
si fijamos dos ldpices al hilo que se desenrolla de la evolvente
de la linea E (fig. 69) resultard que estos ldpices describiran dos
evolventes de la linea E, y la longitud del segmento de la normal-
comiin, comprendido entre estas evolventes, permanecerd todo el
tiempo igual a la longitud del segmento de hilo entre los ldpices.

Si fijamos el hilo que se desenrolla de la evolvente en cierto
punto N de la linea E entonces el lapiz, durante el movimiento
ulterior, describird un arco de circunferencia tangente a la linea
K en el punto A (fig. 70). El radio de esta circunferencia es igual
a la longitud del segmento de la normal desde el punto A hasta
el punto N, en el que la normal contacta con la evoluta; el centro
de la circunferencia se encuentra en el punto N (fig. 71)
La circunferencia construida se denomuina circunferencia tangente
de la linea K en el punto A. Esta circunferencia se acerca
mdximamente a la curva del punto A4 en comparacion con todas
las circunferencias restantes. Se puede decir que el arco pequefio
de fa linea K cerca del punto A se comporta igual que el arco
de la circunferencia tangente; en particular, el encorvamiento
{curvatura} de la linea K en ia proximidad del punto A, es decir,
la velociddad de giro de la tangente al desplazar el punto de
coniacto por la linea K, coincide con. el encorvamiento de la
circunferencia tangente. Debido a esto el centro N de la citcun-
ferencia tangente se denomina centro de curvatura de la linca K
en ¢l punto A4, y a su radio AN lo llaman radie de curvatura
de la linea K en el punto A. Asi pues, ¢l radio de curvatura
de la curva K en el punto A (se designa por p,) es igual a la
longitud del segmento de la normal desde el punto 4 hasta el
punto N, en el que la normal contacta con la evoluta, y el centro
de curvatura {punto N) yace en la evoluta. Dicho de otra manera,
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la evoluta E de la curva K es el lugar geométrico de los centros
de curvatura de esta curva. Anotaremos también que la igvaldad
(76) expresa el teorema geométrico siguiente: la longitud del arco
de la evoluta es igual a la diferencia de los radios de curvatura que
corresponden a los extremos de este arco {es decir, UNN' =
= P4 = Pa)

De esta manera la evoluta, por sus propiedades geometricas, se
encuentra estrechamente ligada a la curva inicial K. Indicaremos sin
demostracidon de que manera, conaciendo la ecuacion de la linea K, se
puede hallar la ecuaciéon de su evoluta. Supongamos que la linea K estd
dada por la ecuacidén
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Elijamos en Ja curva K un punio arbitrario A; designemos a las
coordenadas de éste por ¢ y 8. Como el punto A yace en la linea K las
coordenadas o, § de este punio satisfacen la ecuacién de 1a linea K,
es decir

[ B)=0. (7

En ia matemdtica superior se demuestra que la normal a la linea K,
trazada en el punto A, tiene la ecuacion

(v — B fula, B) ~(x — o) f (e, B) =0 (78)
De tal guisa la familia de normales de la curva K se determina por la
ecuacion (78) que conticne los parametros o, B, ligados por la relacion (77).
Para hallar ia envolvente de ¢sta familia, es decir, para hallar 1a evoluta,
se debe emplear ahora ¢l teorema 2.

Nos limitaremos a sefialar tres ejemplos sin efectuar cdlculos.
La evoluta de la elipse (75) es la curva

(ax)’-;a 5 (by)zh - (ﬂz _ bz)z,f3

(fig- 72, a y b); esta curva se obtiene de la astroide “alargdndola”
en la direccion de los ejes de ordenadas. Es mds, como evoluta
de la astroide

xZa's + yZ.fa - !2a’3

sirve una nueva astroide, que se obtiene de la primera aumentando
semejantemente en dos veces y girando en un angulo de 45°
(fig. 73). Y, por ultimo, sedalaremos también que, como vimos en
el capitulo IT, la evoluta de la cicloide superior, expuesta en la
fig. 43, es la inferior. Por consiguiente, la cicloide superior es la
evolvente de la cicloide inferior. En esto se basa el dispositivo
del péndulo cicloidal (fig. 74). Por detalies remittmos al lector
al libro de G. N. Berman “La cicloide”, que contiene muchos casos
interesantes de la geometria y de la mecanica tigados con la cicloide,
astroide y otras curvas que se obtienen durante la rodadura del
circulo,






LR A RN R R R RN R R RN RRERE AR LR SN RALAREREER SR RNERS LSS

lecciones populares
de matematicas

Obras de nuestro sello editorial 1977
“Lecciones populares de matematicas"”
Beskin N. Representaciones de figuras
espaciales
Yaglom I. Algebma extraordinaria
Nentsel E. Elementos de la teoria
de los juegos
Rosenfeld B., Sergueeva N.
Proyeccion estereognifica
Natanson |. Problemas elementales
de miximo y minimo
Barsov A. Qué es programacion
lineal
Markushévich A. Curvas maravillosas
Markushévich A. Nimeros complejos
y representaciones conformes

Editorial MIR

IR A EEEREE R R R R SRR RS R ERE SRR Z R AR R RE R R R SR R RRERE N R R EES R B E R SRR RN EREE SR E RN TY)
LA E S R AR ERERE R R EE RE L NN RN R R R E R R E R SRR RRE RN R PR R R AR SN E R AR R RN R R N RN R R AR R R RS N RS NN R N NN Y

(EEEEER R EE NS R ENE R R RS R SEEREERERRNEEEEREEENENRSERNZ.]





