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PREFACIO

El primer parrafo del libro que se ofrece al lector esta dedicado
a la demostracion del siguiente teorema confeccionado por los
matematicos Bolyat y Gerwien: si dos poligonos tienen igual dreq,
uno de ¢stos se puede dividir en iales partes de las cuules es posible
componer ¢l sequndo poligono. Hay una formulacion mas breve;
si dos poligonos son equivalentes, €stos son equicompuestos. El libro
entero se dedica al estudio de ciertas cuestiones relacionadas con la
equicomposicion de figuras y conticne dos capitulos, en el primero
de los cuales se estudian los poligonos y en el segundo, los
poliedros. El teorema formulado anteriormente es uno de los
fandamentales en el primer capitulo.

En el segundo, el mds interesante e§ el teorema de Dehn:
existen policdros que tienen idéniico volumen (som equivalentes),
pero no son equicompuestos.

A la demostracion de los dos teoremas citados, que ya se
hicieron clasicos, estd dedicado el libro de Veniamin Fiddorovich
Kagan (1869 —1953) «Acerca de la transformacibén de los poliedros».
Este pequefio libro escrito vivamente tiene mcrecida fama. Al mismo
tienpo. la demostracidbn del teorema de Dehn en el libro de
V. F. Kagan en cierto grado no es elemental: en clla se emplea
la nocion de la continuidad, las propiedades de los sistemas
de ecuaciones lineales; etc.

En dltimos tiempos los gedometras suizos recibieron nuevos
resultados que profundizan los teoremas de Bolyai—Gerwien
y de Dehn. Estos nuevos resultados, asi como el hecho de que
el libro de V. F, Kagan ya s¢ convirtid en una rareza biblio-
grafica, inducieron al autor escribir un nuevo libro sobre esta
cuestion,

Los teoremas de Bolyai—Gerwien y de Dehn se demuestran
en el § | y en el § 5, respectivamente. Las demostraciones que
se aducen aqui se diferencian de forma considerable de las que
contiene el libro de V. F. Kagin, En particular, la demostracion
del teorema de Dehn difiere por su caracter mas elemental y su
sencillez.

En los §§ 2...4, 6 se aducen los resultados de los ultimos
afios (estos pertenecen a Hadwiger, Glur, Sydler; es una excep-
cion el teorema que se da en el § 4 y que, al parecer, es nuevo).

Los primeros tres-cuatro parrafos en el libro son los maés
faciles. Para entenderlos se exigen conocimienfos del octavo grado



de la escuela secundaria. A la vez, estos parrafos abarcan el
circulo Gnico de las cuestiones relacionadas con la medicion de las
areas de los poligonos. La exposicion del material en los tres
primeros parrafos se basa en las conferencias que el autor leyo
en la Universidad estatal de Mosct M. V. Lomonosov para los
escolares. La siguiente parté del libro segiin su dificultad es el
quinto parrafo y el principio del sexto. Estos ¢xigen conocimientos
de casi todo el curso escolar de geometria y capacidad de pensar
I6gicamente. Por ultimo, la parte restante mas dificil del libro
(letras menudas) se destina, en lo fundamental, para los estudiantes
de los institutos pedagogicos y de las universidades,

El autor considera su agradable deber expresar sincero. agrade-
cimiento a I. M. Yaglom por su ayuda amistosa durante la prepara-
cion definitiva del manuscrito.

Al trabajar con este libro fueron usados los siguientes materiales:

. B. @. Kazan, O npeobpasopanun MHororpaunukon, I'TTH, 1933
(V. F. Kagan,-Acerca de la transformacion de los poliedros).

2. A 0. Hixanpesudi, H. H. Yeiyoe w H. M. A2z0m, M3Gpannsie 3anauu
B TeopeMbl anementapuoll martemarnkn, 4. T[T, crepeomerpus, «Bub-
JMUOTEKA MaTeMaTudeckoro xpyxkaw, Bem. 3, Tocrexmapar, 1954,
(D. O. Shkliarski, N. N, Chentsov ¢ I. M. Yaglom, Problemas y teoremas
seleccionados de ia matematica elemental, p. 111, estercometria).

3. H. Hadwiger, P, Glur, Zerlegungsgleichheit ebener Polygone, Elemente
der Mathematik 6 (1951), 97— 106.

4. H. Hadwiger, Zum Problem der Zerlegungsgleichhecit der Polyeder.
Archiv der Mathematik 2 (1949 —1950), 441 —444.

5. H. Hadwiger, Zum Problem der Zerlegungsgleichheit k-dimensionaler
Polyeder, Mathem. Ann. 127 (1954), 170=174,

6. H. Hadwiger, Erginzungsgleichheit k-dimensionaler Polyeder, Mathem.
Zeits, 55 (1952), 292208,

7. H. Hadwiger, Zerlegungsgleichiheit und additive Polyederfunktionale,
Archiv der Mathematik 1 (1948~ 1949), 468 —472.
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CAPITULO 1

EQUICOMPOSICION DE POLIGONOS

§ 1. TEOREMA DE BOLYAI-GERWIEN

1. METODO DE DIvisION. Examinemos las dos figuras expuestas en
la fig. 1 (todos los segmentos que componen la figura cruciforme
son iguales entre si; el lado del cuadrado es igual al segmento AB).
Las lincas de trazos trazadas en el disetio parten dichas figuras
en un namero idéntico de partes iguales (las partes iguales de ambas
figuras estan marcadas con cifras). Este hecho se expresa con las
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Fig. 1

signientes palabras: las figuras expuestas en la fig. 1 son equi-
compuestas. Hablando de otra manera, dos figuras se Haman equi-
compuestas, si, cortando de cierto modo una de éstas en un nimero
finito. de partes, se puede (al disponer estus partes de otra forma)
componer de ellas una segunda figura.

Esta claro que dos figuras equicompuestas son eqguivalentes,
es decir, tienen igual area. En esto se basa ¢l sencillo procedimiento
para calcular las areas, que se llama métado de division (o de parti-
cion). Este método (ya conocido por Euclides, guien vivié hace
mas de 2000 afios) consiste en lo siguiente: para calcular el area
se intenta dividir la figura en un nimero finito de partes, de tal
moda que .de las mismas se pueda componer una figura mas
sencilla {el area de la cual ya conocemos). Recordemos los ejemplos,
para aplicar este método, conocidos del curso escolar de geometria.

2-30
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En la fig 2 se da el procedimiento para calcular el area del
paralelogramo: este y el rectangulo que tienen bases ideénticas
y la misma altura, son equicompuestos y por esto, equivalentes .
La figura 3 muestra como se puede cdlcular el area del tridgngulo:
el tridngulo tiene la misma area que el paralelogramo €on la misma
base y la altura dos veces menor (ya que estas dos figuras son
equicompuestas). Por Gltimo, en la fig. 4 estd demostrado el
procedimiento para calcular el area del trapecio.

Se puede, naturalmente, examinar también la cuestion acerca
de la cquicomposicion para las figuras curvilineas (véase, por
gjemplo, la fig. 5); sin embargo, aqui no sc examinan tales
figuras ®. En este capitulo solo trataremos los poligonos.

Asi pues, dos poligonos equicompuestos cualesquiera son
equivalentes, Es natural plantear la cuestibn inversa: (son equicom-
puestos cualesquiera dos poligonos, que tienen el 4rea idéntica?
Respuesta afirmativa a esta cuestion fue dada (casi simultaneamente)
por el matematico hiingaro Farkas Bolyar (1832) y el oficial
aleman y aficionado a matematica Gerwien (1833). Ahora pasaremos
a la demostracion de este teorema de Bolyai—Gerwien.

2. TEOREMA DE BOLYAl - GERWIEN. Primeramente demostremos algunas
proposiciones auxiliares.

** Sin embargo, es menester sefialar que tan sencilio
pracedimiento (la separacion de un triangulo) no siempre conduce al
objetivo, En el caso expuesto en Ju figura que se demuestra aqui conviene
dividir el paralelogramo no en dos, sino que en un ndmero mayor

!
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de partes, para que de estgs pucda componerse un rtectangulo con las
mismas base y aitura {véase a continuacién la demostracion del lema 3).

% F] problema acerca de la medicion de las areas
de las figuras curvilineas se reduce {con ayudu del paso limite) al problema
de fa medida de las 4reas de poligonos, es suficiente recordar el calculo
del area del circulo en el curso cscolar de geometria. Por eso, limitindonos
con el estudio de los poligonos, estamos cxaminando, sin embargo,
cuestiones mas fundamentales en principio de la medida de areas. De modo
semejante en el segundo capitulo se estudian sblo los poliedros; mientras
que {a cuestion del cilculo de los volimencs de tales cuerpos -que tienen
superficies curvilineas no se examina.
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Lema 1+ Si la figura A es equicompuesta con la figure B,
¢ la figura B es equicompuesta con la figura C, las figuras A y C
tamhién son equicompuestas.

Efectivamente, tracemos en la figura B las lineas que la dividen
en tales partes de las cuales se puede componer la figura A4
(lineas llenas en la fig. 6,a); tracemos, ademgs, las lineas que

Fig. 6

parten la figura B en las partes de las cuoales. se puede componer
la figura C (lineas Henas en la fig. 6,b). Unas y otras lineas
conjuntamente dividen la figura B en partes mas pequeias, estando
claro, que de estas partes mds pequefias pueden componerse
también 1a figura 4 y la figura C. Por lo tanto, las figuras A
y C son equicompuestas, '
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1ema 2 Todo tridngulo es equicompuesto con algin rectangulo.

En efecto, sea AB el lado mayor del triangulo ABC (fig. 7),
CD, la altura bajada a este lado. Entonces, el punto D se encuentra
entre A y B (de otra manera uno de los angulos 2 A o bien « B
seria obtuso y el lado AB no seria el mayor; véase la fig. 8).
Por la mitad de la altura CD tracemos una recta _paralela a AB
y bajemos a esta recia las perpendiculares Af y BF. Entonces,
obtenemos el rectingulo AEFB que es equicompuesto con el
triangulo ABC. Efectivamente, los triangulos marcados en la fig. 7
con la cifra / (asi como también los tridngulés marcados con
la cifra 2) son iguales. Cada una de las figuras ABC, AEFB
consta de un trapecio, rayado en la fig. 7, y de dés triangulos 1, 2.

Lema 3. Dos pardlelogramos que tienen buse comin e igual ‘Grea
son equicompuestos.

Sea ABCD y ABEF dos paralelogramos que tienen base coman
AB e igual drea. Entonces, las alturas de esos paralelogramos
son idénticas, es decir, los segmentos DC y EF se encuentran
en una misma recta. Tracemos en la recta AB consecutivamente
una serie de segmentos iguales al segmento AB y por cada punto
de division se trazan rectas paralelas a los segmentos AD y AF.
Entonces, la franja entre las rectas paralelas AB y DE se parte
en una serie de poligonos (fig. 9). Cada uno de estos poligonos,
al desplazario en un segmento igual a AB coincide con otro
poligono que es igual a éste. (jDemuéstrenlo!). En la fig. 9 los
poligonos iguales estan marcados con cifras identicas. Queda por
notar que cada uno de los paralelogramos ABCD, ABEF contiene
una parte marcada con la cifra 7, una parte marcada con la
cifra 2, con la cifra 3, etc, Por consiguiente, estos paralelogramos
son equicompuestos %,

LeMma 4. Dos rectangulos de igual area son equicompuestos.

Sean ABCD y EFGH dos rectangulos de igual area, De los

" Si los paralelogramos ABCD, ABEF, cxpuestos en
la fig. 9, son tales que los lados AF y BC no se intersecan, enfonces,
la fig. 9 tomard e} aspecto mostrado en la figura adjunta, es decir,

J] F & £
es suficiente separar del paralelogramo ABCD un tridngulo, para que
de las dos partes obtenidas se pueda componer ¢l paralelogramo 4BEF

{véase la llamada en la pag. 10}.
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cuatro segmentos AB, BC, EF, FG elijamos el mayor: sea este,
por ejemplo, el segmento AB. Ahora prolonguemos el segmento HG |
fuera del punto H y en esta recta, con un radio igudl a AB,
hagamos una raya del punto £ (ya que AB > EH, la circunferen-
¢ia de radio AB con centro en el punto E tendra con la recta HG
un punto coman). Al marcar el punto recibido per L, tendremos
AB = ELYy, trazando el segmento LK = EF, construimos el para-
lelogramo EFKL (fig. 10). Este paralelogramo es equivaiente al

&
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e

Fig. 8

rectangulo EFGH {y al rectangulo 4BCD). Del lema 3 se desprende
que los paralelogramos EFGH y EFKL, los cuales disponen de 1n
lado comim EF, son equicompuestos. Pero, los paraiclogramos
ABCD y EFKL también tienen un lado igual 4B = EL. Por é&sto
{én virtud del lema 3).ellos son equicompuestos. Por altimo, ya que
el paralelogramo EFKL es equicompuesto con cada uno de los
rectangulos ABCD. y EFGH, entonces (lema 1) estos rectangulos
son egquicompuestos.
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LEMA 5. Todo poligono es equicompuesto con cierto rectingulo.

Todo poligono (indiferentemente, si es convexo o bien no
convexo) puede¢ dividirse en un namero finito de triangulos.
Designémoslos con las cifras 1, 2, 3, ... (fig. 11). Elijamos,
seguidamente, un scgmento arbitrario AB y sobre sus extremos
levantemos las perpendiculares AC y BD (fig. 12).  Tracemos el
segmento A4,B,, paralelo ‘a AB, de tal modo que el area del
rectingulo ABB, A, sea igual al area del triangulo !. Entonces,
el triangulo I y cl rectingulo .ABB,4; (marcado con la cifra /)
son equicompuestos, En efecto, el triangulo / es equicompuesto
con cierto rectangulo (lema 2) que, a su vez, es equicompuesto
con el rectangulo I, el cual tiene la misma éarea (lema 4); por
eso (lema 1} el tridngulo I y el rectangulo I son equicompuestos.

Fig. 10

A continuacion, construyamos el segmento A,B,, paralelo a 4B,
de tal manera que ¢l rectangulo 4,B,B,A4; marcado con la cifra IJ
sea equivalente con el triangulo 2. Entonces, el triangulo 2
y el rectangulo I son equicompuestos. Luego construyamos el
rectangulo fII, que sera cquicompuesto con el triangulo 3, etc.
Los rectangulos construidos I, 11, II1, ... conjuntamente componen
un rectangulo (sombreado en la fig. 12), el cual, segin su
construceion, es equicompuesto con el poligono inicial.

Ahora es facil demostrar el teorema citado en la pag. 10.

TEOREMA DE BOLYAI-GERWIEN. Dos poligonos de iguales areas son
equicompuéstos. ;

DEMOSTRACION. De acuerdo con el lema 5 cada uno de los
poligonos es equicompuesto con cierto rectangulo. Los dos rectan-
gulos obtenidos tienen igual area y, por consiguiente, son equicom-
puestos (lema 4). De tal guisa (lema 1), los dos poligonos
iniciales son equicompuestos.

~oTA. Por «poligono» en el teorema de Bolyai—Gerwien no hay
que entender obligatoriamente una parte del plano limitado por
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una quebrada cerrada. Este teorema queda también yilido para
figuras mas complicadas limitadas por varias quebradas cerradas
(tales figuras se muestran cn la fig. 13). En efecto, la inica
propiedad del «poligono» que hemos empleado anteriormente
(véase la demostracibn del lema 5} es la posibilidad de dividirlo
en triangulos. Pero, esta propiedad es también propia de cualquier
figura-limitada por varias quebradas -cerradas (fig. 13).

3. METODO DE ARICION. El método de division a menudo se sustituye
por otro proccdlmlemo para calcular las dreas, el cunal en cierto
sentido es inverso. Este procedimiento, que se llama método
de adicion, lo examinaremos ahora. En lugar de intentar cortar

Fig. 11 Fig. 12

I,

Fig. 13
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dos figuras en partes iguales, adicionaremos ahora dos figuras con
partes iguales, de forma que las figuras obtenidas después de tal
adicion sean iguales. Examinemos de nuevo las figuras representadas
en la fig. 1. Estas tienen igual area (en virtud de su equicomposi-
cion). Pero, la igualdad de sus 4reas puede demostrarse y de otro
modo (fig. 14): agregando tanto a la cruz, como al cuadrado cuatro
triangulos iguales, obtendremos la misma figura. De ello se deduce
quc las figuras iniciales (la cruz y el cuadrado) ‘son equivalentes.

El método de adicion puede aplicarse con éxito para demostrar
los tcoremas de. geometria elemental. Por ejemplo, para demostrar
que ¢l paralelogramo y el rectangulo, con bases y alturas iguales,
son equivalentes, es suficiente dirigirse a la fig. 15. En esta figura
se ve que tanto el paralelogramo como el rectangulo pueden ser

Fig. 14

con ayuda de un selo triangulo completados hasta formar un
mismo trapecio. Por esto el paralelogramo y el rectingulo son
equivalentes 1,

Con este mismo procediciento es ficil demostrar el teorema
de Pitagoras. Sea ABC un tridngulo rectangulo. Para demostrar
que el 4rea del cuadrado I construido en la hipotenusa es igual

' Este procedimiento para calcular el 4rea del para-
lelogramo es preferible que ¢l empleado habitualmente (fig. 2). En efecto,
el procedimiento que se demuestra en la fig. 15 se aplica siempre
en distincion del expuesto en Ja fig. 2 (véase Ja llamada en la pag. 10).

3-30
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a la suma de las 4reas de los cuadrados If y IIl construidos
en los catetos (fig. 16), es suficiente dirigirse a Ia fig. 17. En esta
figura se muestra que el cuadrado I, tanto como los cuadrados
I y 111 tomados conjuntamente, pueden ser completados por cuatro
triangulos iguales al ABC hasta la misma figura, a saber, hasta
el cuadrado, el lado del cual es igual a la suma de los catetos.
Con ello ¢l teorema de Pitagoras esta demostrado. Para compa-

H 1
Fig. 15
A I
I
I3 B
o
Fig, 16

rar, conduzcamos la figura a la demostracion del teorema
de Pitagoras con ayuda del método de division (fig. 18).

U Esta figura fue tomada del libro de D. O. Shkliarski
y otros (véase la pag. 188) citado en el prefacio,
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Fig. 17

Fig. 18
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Fig. 19

3¢



20

Acordemos llamar dos poligonos equiadicionales, si, aplicando
2 ung y otro los mismos poligonos, pueden obtenerse dos figuras
identicas. Claro esta, que las figuras equiadicionales tienen igual
drea. Es natural plantear la cuestidn inversa: json equiadicionales
cualesquiera dos poligenos de igual drea? La respuesta afirmativa
4 esta cuestion es ficil de hallar en el teorema de Bolyai-
Gerwien. )

TEOREMA. Dos poligonos de iguales areas son equiadicionales.

DEMOSTRACION. Sean A4 y B dos poligonos de ignal area. Elijamos
dos cuadrados idénticos de dimensiones tan grandes, que en su
interior puedan ubicarse los poligonos 4 y B. Al cortar de uno
de los cuadrados el poligono 4 y del otro, el poligono B, que
tiene la misma drea, obtenemos dos figuras equivalentes C v D
(rayadas en la fig. 19). De la igualdad de las Areas de las
figuras C y D se infiere su equicomposicion (en virtud del teorema
de Bolyai—Gerwien). Asi pues, las figuras € y D pueden ser
cortadas en partes iguales de dos en dos. Ello significa la equia-
dicién de los poligonos 4 y B.

Los teoremas de este capitulo muestran que la equicomposicion
y la equiadicion significan para los poligonas planos, precisamente,
lo mismo que la equivalencia. Como veremos en el capitulo II,
en el espacio {cudndo se examinan los policdros) €l problema
es completamente diferente.

§ 2. TEOREMA DE HADWIGER —GLUR

El teorema de Bolyai—Gerwien muestra que los conceptos
de equivalencia y de equicomposicion para poligonos son idénticos.
Este teorema abre una serie de posibilidades para su posterior
investigacion. En. particular, surge una cuestion interesante: jes
o no posible superponer algunas condiciones adicionales al niimero
o a la disposicion de las partes, de las cuales se componen los
poligonos equivalentes? Un resultado extraordinario de tal género
fue obtenido en 1951 por los matematicos suizos Hadwiger y Glur.
Ellos establecieron que en el teorema de Bolyai— Gerwien se puede
exigir complementariamente que las partes, en las cuales estd
cortado uno de los poligonos equivalentes, y las partes iguales
a ellas del segundo poligono, tengan respectivamente lados paralelos.
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A primera vista, este resultado parece inverosimil: es dificil creer
que dos triangulos iguales, girados uno con respecto al otro a un
angulo arbitrario (fig. 20), siempre pueden ser divididos en partes
jguales con lados paralelos respectivamente. No obstante, tal
divisién existe no solo para los triangulos, sino que también para
poligonos equivalentes arbitrarios, El presenie parrafo esta dedi-
cado a la demostracion de este heche.

. Mmovimientos, Dirijimonos de nuevo a a demostracion del
teorema de Bolyai—Gerwien, expuesto en el parrafo anterior.
Al demostrar el lema 3 (fig. 9), dividimos ¢l paralelogramo ABCD
en algunas partes (marcadas con las cifras 1, 2, 3, ...), de las
cuales resultd posible componer el paralelogramo ABEF. En la
fiz. 9 se ve que para formar este paralelogramo es suficiente
aprovechar la translacion paralela de las partes, es decir, es sufi-
ciente desplazar cada parte a un segmento, sin girarla con ello '\
En particular, la. equicomposicion de los dos paralelogramos, que
se muestran en la fig. 2, se establece con aynda de la traslacion
paralela,

Para establecer la equicomposicion de las figuras expuestas
en las figs. 3 6 4, ya no son sblo suficientes las traslaciones
paralelas, sin embargo, es ficil mostrar la equicomposicion de estas
figuras, utilizando, ademias de las traslaciones paralelas, tambien

D Recordemos lu definicion de la traslacion paralela.
Sea PQ un segmento dirigido (vector); su sentido estd marcado en lu
fig. 21 por una punta de saeta, Tomando el punto arbitrario M, tracemos
de éste el segmento MM’ ignal y paralelo al segmento PQ y dirigido
al mismo lado; vamos u decir que el punto M’ {el extremo de este
segmento)} se obtiene del punto M con ayuda de la traslacion paralela
sobre el segmento PQ. Al aplicar a todos los puntos de una figura f
la traslacioén paralela sobre el segmento P, obtenemos una figura nueva
F', de la cual tambicn diremos que ésta $¢ obtiene de’'la F con ayuda
de la traslacion paralela sobre el segmerito PQ. Claro estd que para el
paso contraric desde la figura F’ hacia la F es preciso emplear la
traslacibn paralela al segmento QP, que coincide con el PQ, pero
de sentido contrario. Notemos que el paso .desde la figura F hacia la
misma figura F debe examinarse también como la traslacién paralela
(la traslacion sobre el «segmento nulon)
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las simetrias centrales V. Efectivamente, al sustituir {con ayuda
de la simetria central con respecto al punto O} el triangulo BOD
por ¢l triangulo COE (fig. 3), obtenemos el paralelogramo ADEC
que, a continuacion, con ayuda de la translacion paralela, se puede
hacer coincidir con el paralelogramo KLMN. De modo anilogo
se demuestra la equicomposicion de las figuras expuestas en
la fig. 4 Durante la demostracion del lema 2 hemos empleado
también la simetria central (fig. 7).

N\

Fig. 20 Fig. 21

Recordemos ahora la demostracibn del lema 4 (fig. 10).
La demostracion de la equicomposicion de los rectangulos ABCD
y EFGH se ha realizado en dos veces: primeramente hemos
notado que e} rectingulo EFGH es equicompuesto con el para-
lelogramo EFKL, y luego, hemos establecido la equicomposicién
del ditimo con el rectdngulo ABCD. La equicomposicion de las
figuras EFGH y EFKL puede ser establecida solo con ayuda
de las traslaciones paralelas {en virtud del lema 3, ya que los
paralelogramos EFGH y EFKL tienen base comin). En cuanto
a los paralelogramos ABCD y EFKL, aunque tienen lados iguales

I Recordemos la definicion de la simetria central. Sea
O cierto punto (centro de simetrift). Si AA’ es un scgmento, el centro
del cual sc encuentra en el punto O, entonces, sus extremos A y A’
se Jlaman simétricos con respecto del centro O. Sustituyendo todos los
puntos de alguna figura F por los puntos simétricos centrales a Estos,
obtenemos una nueva figura F'. Las figuras F y F* se llaman simétricas
centrales una de otra {respecto al centro O). El paso desde una de estas
figuras hacia la otra se llama simetria central (fig. 22).
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AB = EL, pero estan dispuestos asi, que éstos no son paralelos
y para emplear el lema 3 es necesario, inicialmente, girar el
paralelogramo- EFKL, haciendo que el lado EL sea paralelo al
lado A4B. Por lo tanto, la demostracion expuesta anteriormente
del lema 4 usa el gire de la figura EFKL (vale decir también
y de todas las partes,. en las cuales fue partida esta figura)
a cierto angulo.

Nosotros vemos que, en la mayoria de los casos examinados
en el primer parrafo, es suficiente, para establecer la equicompo-
sicion de las figuras, aprovechar solo las simetrias centrales y las
traslaciones paralelas. Una exception constituye el lema 4, para
cuya demostracidon se tuvo que usar el giro de la figura a cierto
angulo. Naturalmente, surge un problema: ;es o no posible durante
la demostracion del lema 4 evitar también el uso del giro?
(Se puede o no, en general, demostrar la equiomposicibn de
cualesquiera dos poligonos equivalentes, sin emplear el giro de las
partes componentes, es decir, utilizando simetrias centrales y trasla-
siones paralelas solamente? Para responder a estas preguntas,
tenemos que estudiar algunas propiedades de los movimientos.

La traslacion paralela, la simetria central, el giro " son
ejemplos de movimientos. El movimiento arbitrario se puede repre-
septar del modo siguiente: cierta figura F «se saca» de su plano
y se traslada «como un solido enteron a la nueva posicion F';
cnlonces el paso desde la figura F hacia la figura F’ se llama
también movimiento ? (fig. 23). Designaremos los movimientos con
letras minusculas,

Para cada movimiento d existe un movimiento contrario, que
consiste en que cada figura de su posicion nueva, a que é&sta
se traslado como resultado del movimiento 4, retorna a su lugar
anterior. Por ejemplo, para la traslacién paralela sobre el segmento

" La simetria central es un caso privado del giro:
para sustituir alguna figura con otra simétrica central, es suficiente girarla
en torno del centro de simetria a 180° (fig. 22).

# Aqui se trata del movimiento de una figura (la
figura F). A menudo es mas comodo, hablando del movimiento, tener
en cuenta el movimiento de todo el plano (con todas las figuras que hay
en este plano). Por ejemplo, la- «traslaciéon paralela sobre el segmento PO»
puede ser utilizada para -cualquier figura en el plano, es decir, ésta
representa de por si el movimiento de tode el plano; «simetria central
con respecto al centro O» también es el movimiento de todo el plano, etc.
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PQ, el movimiento contrario es la traslacion paralela sobre cl
segmento QP (dirigido al lado opuesto). Para la simetria central
con respecto al punto O, el movimiento contrario’ es esta misma
simetria. Enunciemos estas afirmaciones como un lema inde-
pendiente.

H Y

Fig. 22 Fig. 23

LEMA 6. Si el movimiento d es Ia traslacion paralely o lu simetria
central, su movimiento contrarvio también es lu traslacion paralela
o la simetria central,

Los movimientos pueden ejecutarse uno tras otro. Por cjemplo,
podemos, inicialmente, ejecutar la traslacion paralcla sobre algan
segmento (primer movimiento), y luego, la simetria central con
respecto de algin punto (segundo mowmlemo) Si efectuamos,
primeramente, ¢l movimiento d, y, a continuacion, el movimiento
d,, obtendremos, en conclusion, un movimiento nuevo (resultante),
el cual designaremos V' por d, -d,; éste s¢ llama producto de los
movimientos d, y .

Lema 1. Bl producto de dos simetrias centrales con centros Oy y O
es la traslacion paralela sobre el segmento 20,0,.

En efecto, sea A’ un punto simétrico al punto A con respeclo
del- punto 0,, y A", un punto simétrico al punto 4’ con respec{o
del plnto O, Emonces 0,0, ¢s una mediana del tridqngulo

' En ocasiones, es mas comodo designar la ‘ejecucion
consecutiva de los movimientos d, y d, no por dy-d,, sino por d; d,.

D 8j el punto A se encuenira en la recta 0,0,
entonces, los puntos A, A v A" se éncuéntran en una recta, es decir,
no forman un 1r|angulo_ Sin cmbargq. los razonamientos qucdan correctos
también en este caso, .
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AA'A", es decir, el segmento AA” es paralelo al segmento 0,0,
pero tiene doble longitud (fig. 24). Asi pues, durante la traslacion
paralela sobre el segmento P@ = 20,0, el punto arbitraric A
pasa al mismo punto A” al que éste pasa durante la ejecucion
consecutiva de las simetrias centrales ¢con centros O, O,.

LEMa 8. El producto de tres simetrias centrales con centros Oy,
O, v 04 es una cimetria central.

Efectivamente, sea ‘O tal punto, que los segmentos 0,0; y 00,
son iguales, paralelos y tienen igual sentido (fig. 25). Entonges,
el producto de las simetrias con centros Oy y 0, coincide con
el producto de las simetrias, que tienen centros O y O (ya que
y uno y otro producto es, en vigor del lema 7, la traslacion
paralela sobre el segmento 20,0; = 200,). Por lo tanto, en lugar

A
4}
A s i
0y
A! ad 0".
Fig. 24 Fig. 25

de tres simetrias con centros 0,, 0, y 03 podemos multiplicar
las simetrias con centros O, O3 y 0;, lo que da, evidentemente,
una simetria con respecto al centro O {ya que, como resultado
de la ejecucion consecutiva de dos simetrias cen respecto al mismo
centro O, ¢ada punto. llega_al lugar anterior).

LEMa 9. 87 cada uno -de dos movimientos d; y d, es wna traslacion
paralela o simetria central, su producto d-d, representa de por si
una traslacion paralela o simetria central.

Verdaderamente, ya que la traslacion paralela se reduce a dos
simetrias centrales (esto se desprende facilmente del lema 7),
entonces, los dos movimientos indicados en el lema se reducen
a las dos, tres o cuatro simetrias, Pero dos simetrias nos dan

4-30
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la traslacion paralela (lema 7), tres simetrias se reducen a una
(lema 8), mientras que cuatro simetrias pueden reducirse, inicial-
mente, a dos (ya que las tres ~ a una), y después, sustituir estas
dos simetrias por la traslacion paralela. En todos los casos el
producto resulta o bien la simetria central, o bien la traslacion.

2 TEOREMA DE HADWIGER-GLUR. Digamos que dos poligonos son
S-equicompuestos , si su equicomposicién puede establecerse con
ayuda de varias trasiaciones paralelas y simetrias centrales solamente.
Hablando de otro modo, los poligonos son_ S-equicompuestos,
si uno de éstos puede ser dividido en un nimero finito de partes
My, My, My, ..., y el otro, en el mismo nimero de partes iguales
respectivamente M), M3, M}, ..., ademas, los poligonos M, y M,
se obtienen uno del otro mediinte la traslacion paralela o la
simetria central; lo mismo es justo para M, y M3, para My y M,
etc.

Pasemos a la demostracion del teorema acerca de que dos
poligonos equivalentes siempre sow S-equicompuestos. Su demostra-
cion es complctamente analoga a la demostracion del teorema
de Bolyai—Gerwien y se apoya en lemas semejantes,

LeMa fa. Si 4 y C son dos poligonos, cada uno 'de los cuales
es S-equicompuesio con el poligone B, entonces A y C también
“son S-equicompuestos. )

En efecto, tracemos ¢n la figura B las lineas que dividenia
en tales poligonos, de los cuales se puede (con ayuda de
traslaciones y simetrias) componer la figura A; ademas, tracemos
las lineas que dividen la figura B en poligonos, de los cuales
se puede (con ayuda de traslaciones y simetrias) componer la
figura C (fig. 26). Estas y otras lineas conjuntamente dividen la
figura B en partes menores, al mismo tiempo estd claro que de
cstas partes menores se¢ puede (con ayuda de traslaciones y simetrias)
componer también la figura 4 y la figura C. Por lo tanto, las
figuras A y C resultaran de cierto modo divididas en partes.
Designamos las partes, de las cuales esta compuesta la figura B,
por MY, M3, M3, ...; las partes correspondientes de la figura A
designémoslas por M,, M, M, ..., mientras que las partes
correspondientes de la figura C, por” M|, M3, M3, ... Cada uno
de los poligonos M, y M{ se obtiene de M) con ayuda de la

Y EJ sentido de. este término se aclara més profunda-
mente en cf § 4.
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traslacion paralela o la simetria central. De aqui se desprende
(leha 6) que M) sc obtienc de M, con ayuda de la traslacion
paralela o la simetria central, y por esto {lema 9) el poligono M7y
se obtiene de M; con ayuda de la traslacidn paralela o la simetria
central. De modo semejante, el poligone M3 se obticne de M,
con ayuda de la traslacion o la simetria; lo mismo es juste
para M, y Mj, etc. Por consiguiente, las figuras A y C-son
S-equicompuestas. ]

Sefialemos, que solamente aqui se emplean las propiedades
examinadas anteriormente de las simetrias y las traslaciones
{lemas 6 y 9).

Fig. 26

Lema 2a. Todo triangulo es S-equicompuesto con cierto rectangulo.

Veéase la demostracion del lema 2 § 1 (pag. 12). Los triangulos
marcados en la fig. 7 con la cifra | se obtienen uno del otro
con ayuda de la simetria respecto al centro O, mientras que los
triangulos marcados con la cifra 2, con ayuda de la simetria
respecto al centro O'. Por tltimo, el trapecio rayado cn la fig. 7
queda en su lugar, es decir, respecto a éste se aplica la traslacion
paralela sobre el «segmento nulo». Asi pues, las figuras ABC
y ABFE, que se muestran en la fig. 7, son S-equicompuestas.

4%
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1eMa 3a. Dos paralelogramos eguivalentes con. bases iguales
y paralelas son S-equicompuestos.

Efectivamente, con ayuda de la traslacion paralela se puede
hacer coincidir las bases iguales de los paralelogramos, a continua-
cion, queda por repetir la demostracion del lema 3 § 1 (pag. 13):
las partes, marcadas en la fig. 9 con cifras idénticas, se obtienen
una de la otra con ayuda de traslaciones paralelas.

LEma da. Dos rectangulos de iguales dreds son S-equicompuesios.

La demostracion del lema 4 § 1 aqui no sirve, ya que en
esta se utiliza el gire (véase la pag. 23). Por esto, examinemos
otra demostracion.

Sean ABCD y A'B'C'D’ dos rectangulos equivalentes. Construya-
mos el paralelogramo AB,C,D, que es equivalente a los dos
rectdngulos y que tiene un lado AD comiin con el rectingulo
ABCD y otro lado AB,; paralelo a uno de los lados del rectangulo
A'B'C'D' (fig. 27, a). Entonces, los paralelogramos ABCD-y AB,C,D
son S-equicompuestos {lema 3a). Luego, construyamos €l rectangulo
AB,C,D,, que es equivalente a los rectangulos iniciales y tiene
un lado AB; comin con el paralelogramo AB,C,D. En este caso
las figuras AB.C,D y AB,C,D, son S-equicompuestos (fig. 27,5).
Con ello, los lados de los rectingulos AB,C,D; y A'B'CD’ son

24 A B i
A s, 7 g
b 3 g b i F: Fisd {,‘)
A 5
A 5
) A

4

Fig. 27
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paralelos respectivamente, Por fin, con ayuda de la traslacibn
paralela superponemos el rectingulo AB,C;D, en A'BCD' de
manera que el punto A coincida con el 4, mientras que ¢l lado
AD, se dirija por A'D. Obtenemos el rectangulo A'B"C"D" que
tiene con el rectangulo A’B'C'D’ un angulo comin A’ (fig. 27, ¢).
Dado- que durante esta construccion cada vez pasamos de un
paralelogramo a otro, que es S-equicompucsto con ¢l primero,

A B’ 8"
.D" [ % Gu ! H 2 3
2
BF c! J
Fig. 28 Fig. 29

en vigor del lema la, obtenemos el rectangulo A'B'C"D", que
es S-equicompuesto con el rectdngulo inicial. ABCD. Queda por
demostrar la S-equicomposicion del rectangulo obtenido A'B"C'D"
con el rectangulo A’‘B'C’'D’. Consideraremos con ello, para precisar,
que A’B" > A'B’ (v por esto A'D" < A'D'). Tracemos los segmentos
B'D', BD", C'C" y mostremos que éstos son paralelos (fig, 28).
Verdaderamcme de la igualdad de las areas obtenemaos:
A'B-A'D' = A'B"- A'D", (1)

de donde, sustrayendo de los dos miembros de la igualdad el
producto A'D": A'B’; obtenemos:
AFB! £ DIDH - AI'DH i BIB’I’
0 bien
A'B - 0C = A'D" . OC". (2)
Al anotar las igualdades (1) y (2) como proporciones, obte-
nemos;
A'B :AD"'= A'B": A'D' = 0C":0C".
De tal guisa, los triangulos rectangulos A'B'D", A'B"D' y OC'C"
son semejanies. De aqui se deriva que 2 A'D"B' = 2 A'D'B" =
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= ¢« B'C'C", y por eso, los segmentos B’D', B'D" y C'C" son
paralelos,

Designemos los puntos de interseccion del segmenio B’D’ con
los segmentos B'C' y C'D" por M y N.:Con ello & B'C'N =
=AMCD(BC =MCyC'N=CD yaque B'C'CMy NC'C'DY
son paralelogramos). Seguidamente, los paralelogramos B'B"ND"
y B'MD'D” son equivalentes v tienen una base comin B'D”,
de esta manera, en. vigor del lema 3a, estos son S-equicompuestos.
Finalmente, el tridngulo A'B'D" pertenece a los dos rectangulos
ABCD y A'B'"C"'D", Asi pues, de la particion obtenida de cada
uno de estos rectdngulos en tres partes (fig. 29), llegamos
a la conclusion de que éstos son S-equicompuestos (las. partes
marcadas con las cifras 1 y 3 son iguales, respectivamente, y se
obtienen una de la otra con ayuda de la traslacion paralela,
mientras que los paralelogramos marcados con ia cifra 2, son
S-equicompuestos).

Lema 5a. Todo poligono es S-equicompuesto con cierto rectdngulo.

TEOREMA DF HADWIGER -GLUR. Dos poligonos de iguales areos son
S-cquicompuestos.

Las demostraciones del lema Sa y del teorema de Hadw1gcr -
Glur se obtienen mediante la repeticion textual de las demostra-
ciones del lema 5 y el teorema de Bolyai — Gerwien con la sola
diferencia. que en lugar de «equicompuesios» se ha de decir
«S-cquicompuestos», y en lugar de las referencias a los lemas
1,2, ... hay que tener en cuenta las citas a los lemas la, 2a,

Del teorema demostrado de Hadwiger—Glur se infiere directa-
mente que los poligonos equivalentes pueden ser divididos en partes
de lados paralelos respectivamente (véase el comienzo de este
parrafo). En efecto, si 4 y B son poligonos equivalentes, entonces,
uno de éstos se' puede partir en fales partes, de las cuales se
puede, empleando solamente las traslaciones paralelas y las
simetrias centrales, componer un segundo poligono. Queda por
sefialar que si dos poligonos se obtienen unc del otro con ayuda
de la traslacibn paralela (fig. 21) o la simetria central (fig. 22),
sus lados son paralelos respectivamente.
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§ 3. EQUICOMPOSICION Y NOCION
DEL INVARIANTE ADITIVO

Despues de la demostracion del teorema de Hadwiger—Glur,
naturalmente, surge la cuestion: jes o no posible dividir™cuales-
quiera dos poligonos equivalentes en partes que se obtienén una
de la otra solo con ayuda de traslaciones paralelas? Con otras
palabras: ;jes o no excesivo el empleo de las simetrias en el
parrafo anterior? Al examen de dicha cuestion se dedica el presente
parrafo. Veremos que no todos dos poligonos de igual area pueden
ser divididos en partes que se obtienen una de la otra con ayuda
de traslaciones paralelas; en particular, el triangulo y ¢l parale-
Jogramo equivalente a éste no permiten tal divisibn en partes.

Para establecer estos hechos se utilizara la nocion del invariante
aditivo, que se determina en adelante. Esta nocion encontrara su
empleo también en los parrafos ulteriores. ;

1. INVARSANTE ADITIVO J (M), Sea M un poligono arbitrario.
En cada uno de sus lados marquemos mediante una flecha tal
direccidon que, avanzando por este lado en la direccion indicada,
veremos cerca de este lado, d la izquierda, los puntos, que
pertenecen al poligono examinado, mientras que a la derecha, los
puntos, que no pertenecen a éste ! (fig. 30). Elijamos, a continua-

) §i recorremos uno por uno los lados del poligona,
avanzando en las direcciones indicadas medianté las flechas, recorreremos
todo el contorno del poligono y volveremos al punto inicial, En este caso
se dice, que hecimos efectuado ¢l recorrido del contorno del poligono
en sentido antihbrario,
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cion, cierta recta dirigida I, es decir, una recta, en la cual
la direccion estd marcada mediante una flecha. Designemos por
Ji{M)} la suma algebraica de las longitudes de todos los lados del
poligono M, paralelos a la recta /, ademas, tomemos los ladas
dirigidos igual que la recta [ {lados AB, DE y FG en la fig. 31)
con el signo +, mientras que los lados de la direccion contraria
(lado KL en la fig. 31), con el signo ~. Si ¢l poligone M no
tiene lados paralelos a la recta /, el nbmero J;(M) se considera
igual a cero. El niimero J,(M) lo. llamaremos invariante aditivo
{la causa de tal denominacién se esclarece a continuacion).

La importancia del invariante J;(M) para el problema acerca
de la equicomposicion de fos poligonos se aclara del teorema,
a cuya enunciacidn pasamos.

2 rEQUIcoMPasICioN Llamaremos dos-poligonos Tequicompiestos,
si su equicomposicion puede ser establecida solo con ayuda de las
traslaciones paralelas {(comparese 12 pag. 26).

TrorReMa Sean A v A’ dos poligonos, y 1, una recta dirigida.
Si Ji(A) # J(A'), los poligonos A y A’ no son T-equicompuestos.

La demostracidn de este teorema serd examinado mas adelante,
pero ahora sefalemos un simple.corolario, que se desprende de
géste. Sea A un fridngulo, ¥y P un paralelogramo equivalente a ésté
{la base del paralelogramo es paralelo a la base del tridngulo,
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fig. 32). Elijamos una recta ! paralela a las bases del triangulo
y del paralelogramo y determincmos los signos de los fados
en concordancia con la regla indicada anteriormente (fig. 32). Con
eflo encontraremos: J, (P)= 0, J;(A) # 0, de esta manera J;(P) #
# Jy(A), y por eso; las figuras P y & no son T-equicompuestas.
No son tampoco T-equicompuestos los triangulos iguales, que se
muesiran en la fig. 33,

1
¥

Fig. 32 Fig. 33

Pasemos @ la demostracion del teorema enunciado aqui.

1 PROPIEDADES DEL INVARIANTE J; (M),

LEMA 10. Sea | una recta divigida, mientras que My M, dos
poligonos que se obtienen uno del otro con ayuda de la traslacion
paralela. Entoncos. J (M) = J, (M').

Con otras palabras el nitmero J, no varta durante la traslacion
paralela; de aqui vicne la denominacion imvariante, es decir,
invariable.

La afirmacidén de oste Jema es evidente (durante la traslacion
paralela del poligono las longitudes de sus fados y sus direcciones
no cambian).

LEMa 11. Sea | una recta dirigida, mientras que A, cierto poligono
dividido en un ntimero finito de poligonos My, My, ... M,. Entonces,

Hablando de otro modo, si el polipeinio 4 se compone de
ciertos poligonos menores, su inyariant¢ sc obtiene de los invariantes
de ©stos poligonos componentes mediante la adicion: de aqui
viene la denominacién el invariante ¢ditivo (de 1a palabra adicion).

.1
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‘pEMOSTRACION, Examinemos todos los segmentos <que son los
lados de los poligonos 4, M,, M,, ..., M,. Marquemos ¢n estos
segrmentos todos los puntos que representan ltos vértices de los
poligonos 4, M,, M,, ..., M,. Entonces, obtendremos un nimero
finito de segmentos menores que llamaremos eslabones. Cada lado
de cada uno de los poligonos 4, M,, M,, ..., M, consta de uno
o varios eslabones. En la fig. 34 se muestra la divisién del poligono
en partes menores. El lado AB consta de tres eslabones AM, MN
y NB; de tres eslabones consta también el lado NP del poligono
rayado en el disefio.

Indiquemos, que para calcular ¢! invariante J, (4) del poligono 4
(0 bien de cualesquiera de los poligonos M, M,, ..., M;) se

Fig. 34

pucde tomar la suma algebraica no de los lados, sino de los
eslubones paralelos a la recta 1, ya que la longitud de cada lade
es igual a la suma de las longitudes que lo componen. Por esta
razon, para calcular ta suma en el segundo miembro de la propor-
cién (3) es necesario compener la suma algebraica de ias longitudes
de todos los eslabones paralelos a la recta /, ademas, hay que
tomar en consideracion estos esiabones por todos los poligonos
M, M, ..., M,

Examinemos cierto cslabon que estd ubicado enteramente
(salvo, puede ser, los extremos) dentro del poligono A4 (eslabon EF
en la fig. 34). Entonces, con ¢l lindan dos poligonos de los
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poligonos M,, M,. ..., M,, ademads, &stos son limitrofes a) eslabon
por lados diferentes {uno —a Ja derecha, otro —a la izquierda).
Por cste motivo, al calcular el invariame de un poligono, el
eslabon examinado entra con un signo, mientras que, al calcular
el invariante de otro poligono, con signo opuesto, y en la suma
algebraica total de eslabones estos dos miembros sc¢ anulan
mutuamente. Nosotros vemos que, al calcular el scgundo micmbro
de la proporcion (3), se puede no tomar en consideracion
absolutamente los eslabones dispuestos dentro del poligono A.

Examinemos ahora cierto cslabon ubicado en el contorno del
poligono A4 y paralelo a la recta { (eslabon AM en la fig. 34).
Con cste linda solo uno de los poligonos M,, M,, ..., M,,
ademds, por el mismo lado con que el poligono A linda al eslabon
examinado. Por consiguiente, este eslabdon entrara en la suma
Jo(M )+ (Ma)+ ...+ J; (M) con ¢l mismo signo que en ¢l
invariante J; (A).

Asi pucs, el segundo miembro de la relacion (3) es igual a J; (4).
es decir, la formula (3) es vilida.

Ahora ya cs facil demostrar ¢l teorema enunciado en la pag. 32.
Efectivamente, sea J, (4) # J,(4), con ello también (contrariamente
a la afirmacion del tcorema) los poligonos 4 y A' son T-equicom-
puestos. Esto significa que A puede ser compuesto de tales
poligonos M, M,, ..., M,, mientras que B, de tales poligonos
My, M5, ..., My, que M, y M) se obtienen uno del otro con
ayuda de la traslacion paralela; lo mismo es justo para M, y M5,
etc. Entonces, de acuerdo con ¢l lema 10, obtenemos:

JiMy) = J (M), 3y (M) = i (M), ., S (M) = (M), ()

y de acuerdo al lema 11

J,(A]=J,(M,}+J’,(M2]+...+J¢(M,‘),} %)

Ji(A) = J (M) + J(MYy) + o+ T (M),

De (4) y (5) se deduce que J;{4)=J,(4'), lo gue contradice
a la condicion. De este modo, al cumplirse la desigualdad
Ji(A4) # J;(A), los poligonos no pueden ser Trequicompuestos.

4. POLIGONOS DE SIMETRIA CENTRAL. El tcorema, cuya demostracion
fue expuesta anteriormente, se puede enunciar también de la manera
siguiente: dos poligonos 4 y A’ pueden ser T-equicompuestos
solamente en el caso, cuando para cualquiera recta | tiene lugar
la igualdad J,(4)=J,(4'). Hablando de otro modo, para la
T-equicomposicion de los poligonos A y A’ es preciso ¢l cumpli-
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miento dc la igualdad J,(4) = J,{4'). Se puede demostiar que esta
condicion también es suficiente; es decir, que tiene lugar la siguiente
proposicion ',

TEOREMA Si los. poligonos equitalentes A y A' son tales que para
toda recta divigida [ tiene lugar la tgualdad J,(A) = J,{4"), entonces
los poligonns A ¥ A" son T-equicompuestos,

“Planteernos ahora el siguiente problema: hallar todos los
poligonos convexos que son T-eguicompuestos con el cuadrado.
Es facil de ver, que para el cuadrade Q el invariante J,(Q) es
igual a cero con cualquiera recta (el caso, cuando la recta !
es paralela a uno de tos lados del cuadrado, se ilustra en la fig. 35;

Fig. 35

pero, si-la recta I no es pdralela a ningin lado del cuadrado,
entonces, J,{Q) = 0 en vigor de la determinacion del ntmero J, (Q)).
Por -esta razon, nuestro problema puede ser enunciado del modo
siguiente: hallar 1odos los poligonos convexos, cuyo invariante J,
es igual a cero para cualquiera recta L Sea M ua poligono que
liene esta propiedad, 4B, uno de sus lados, mientras que /, una
recta paralela a AB. En estc caso el poligono M debe tener también
un lado paralelo a 4B (ya que de otra modo seria J, (M) = AB > 0,
vease la fig. 36). Si este Jado * paralelo a la recta 4B lo designamos
por PQ, obtendremos (fig. 37) J;(M)= AB—PQ, y ya que el

"' La demostracion se encuentra en una obra colectiva
de Hadwiger y Glur citada en el prefacio. ,

? Ya que ¢l poligono M es convexo, éste no puede
tener mas de dos fudos paralelos a fa recta [,
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nimero J; (M) debe ser igual a cero, AB = PQ. Asi pues, para cuda
lado del poligono M hay otro lado («opuesto») igual y paralelo
a este, de donde sc deriva facilmente, qué cl poligono M es
de simetriu central. Esth claro también lo contrario: $i el poligono
M es de simetria cesitral, para toda recta ! cl invariante J,(M)
es igual a cero. Por lo tanto, para la T-equicomposicion del
poligono convexo con el cuadrado es necesario y suficiente que este
poligono sea de simetria central,

Hemos obtenido estc resultado, basandorios en el teorema
anteriormente enunciado (pero no demostrado). Sin embargo,
gutandose por la fig. 38, el lector demostrara facilmente "(sin

IS

Figx 38

aprovechar cste teorema) que el peligono de simetria central puede
ser convertido (al dividirlo en partes y empleando las traslaciones
paralelas) en varios paralelogramos, y, lucgo (véase la demostracion
del lema 3), en un cuadrado.

§ 4 EQUICOMPOSICION Y NOCION DE GRUPO

En el § 2 hemos hablado de los movimientos del plano.
Designemos por D todo el conjunto de movimientos; cada movi-
micnto independiente lo llamaremos elemento de dicho conjunto D.
Por ejemplo, cuda traslacion paralela {o cada simetria central)
es un ¢lemento del conjunto D. Para cada dos. movimientos esta
determinado su. producto, es decir, el conjunto D posee las
siguientes propiedades. s
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PROPIEDAD +. Para catla uno de dos elementos dy, d; del conjunto
D estqd dererminado su producto d,-d; que tambien es un
elemento e este mismo conjunte D,

Entre fos movimientos hay uno que desempefia un papel
particular. Este es un movimiento que deja todas las figuras en su
propic lugar, el movimiento que consiste en que, si se puede
decir asi, «faita todo movimientor. Nosotros designaremos este
movimicnlo por la letra ¢ y lo llamaremos movimiento idéntico.
Este posce 1al propiedad, que para todo movimiento d los
productos d e y ¢-d coinciden con d:

d-e=e-d=4d.

En efecto, si, primeramente, aplicamos e {dejamos todas las figuras
en su lugar) y, después, aplicamos d, esto, justamente, significa. que
hemos ejecutado el movimiento d, es decir, ¢+ d =d, Del mismo
modo esta clare que d-¢ = d. Esto nos recuerda las propiedades
del nitmero 1 durante la multiplicacion {a-1 = 1 -a = q para todo
nitmero «). Por esta razon, €l movimiento ¢ se llama también
unidad. Asi pucs, :

PROPIEDAD 2 En el conjunta D hay tal elemento e, llamado unidad,
que para todo elemento d del D se cumplen las correluciones

die=e-d=d. : (©6)

~A continuacion para cada movimiento d existe un movimiento
inverso que se designa por 4”7, El producto del movimiento d
y del inverso a este d”' (asi mismo como el producto del
movimiento d~' y el movimiento d) es un movimiento que deja
todas las figuras en su lugar anterior, es decir,

dd l=dl.d=e

Por consiguiente, obtenemos la

PROTIEDAD 3 Para cada elemento d del conjunto D hay un elemento
d™', que pertenece a este mismo conjunio y que s¢ lama inverso
para el elemento d, para el cual se cumplen las correlaciones

O e W B )

Ahora sean d,, d, y d; tres movimientos. Supongamos que
cierta figura A se traslada mediante el movimiento d, a la figura B,
esta se traslada mediante el movimiento d; a la figura C, mientras
que ésta se traslada mediante el movimiento dy a Ja figura D.
Examinemos el producto (d,-d,):-d, que consiste en que los
movimientos «, vy d, se multiplican entre si y el producto obtenido
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se multiplica por d,. El movimiento d, -d; traslada, como es facil
de ver, la figura 4 a la C, mientras que el movimiento d; traslada
la figura C a la D. Por este motivo, el movimiento (d, -d,}-d;
traslada en seguida ia figura A a 1a D. Si efectuamos ta multiplica-
cibn en otro orden: d, -(d, - d3), entonces hallaremos que la figura
A se trastada mediante el movimiento d, a la figura B, la cual
por ¢l movimiento d,.d, también se traslada a la D. Asi pues,
ambos movimientos (d, - d;)- ds ¥ d; - (d5 - d3) trasladan cada figura
A a la misma figura, es decir, estos movimientos simplemente
coinciden.

De tal guisa, tiene lugar la

prOPIEDAD 4. Parg cualesguiera tres elementos d,, d, y dy del
conjunto D se cumple la correlacion

(dy-d)-dy=d-(d,-ds), (8)

que se llama condicion de asociatividad.

Asi pues, el conjunto D de todos los movimientos posee las
propiedades enumeradas [ —4.

Llamase grupo ™ todo conjunto que consta de cualesquiera ele-
mentos v que posee las propiedades 14, .

Como hemos visto, i conjunto D de todos los movimientos
del plano es un grupo. Examinemos ahora el conjunto 5.
que se compone de todas lay traslaciones paralelas y las simetrids
centrales, 'y mostremos que tste también es un grupo. En efecto,
los elementos del conjunto S son movimientos; para cada dos
de &stos (como también para dos movimientos arbitrarios) esta

Y Examinaremos aqui solamente los grupos de movi-
mientos (vease a continuacion). Como ejemplo de grupo, cuyos elementos
no son movimientos, se puede indicar el conjunto G de todoy los nimeros
positivos (la unidad es el nimero L: e} producto tienc el sentido habitual;
el niimero inverso para ¢l ndmero ¢ es lja=a"'). Podriase aducir ain
una serie de ejemplos de grupos.

La nocion de grupo desempefia un gran papel en la
matematica moderna. A los interasados pucde ser recomendado el libro
de P. S, Alexandrov, «Introduccion a la teoria de gruposy («Uchpedguizy,
Maosci, 1953, en ruso), que estd escrito de modo clemental y contiene
un gran nbmero de ejemplos interesantes. Sobre ¢l empleo de la nocibn
de grupe en geometria véase la segunda parte det libro de L. M. Yaglom,
«Transformaciones geomeétricasy «Gostejizdate, 1956, en ruse). lndiquemos
que en los libros de P. S. Alexandrov e L M. Yaglom la operacion
en &l grupo no se llama multiplicacion, sino adicion,
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determinado el producto, ademas, de acuerdo con ¢l lema 9 éste
también es un clemento del conjunto S. Por lo tanto, la propiedad 1
esta cumplida, La propiedad 2 tambicn, evidentemente, esta
cumplida, ya que el movimiento ¢ es la traslacion (es decir,
pertenece al conjunto §). mientras que la correlacion {6). tiene
lugar en general para fodos los movimientos (y. en particular,
para las traslaciones y simetrias, es decir, para los elementos dcl
copjunto §). La propiedad 3 esta cumplida, porque para las
traslaciones y simetrias los movimientos inversos de nuevo son, las
traslaciones y simetrias {lema 6), v la correlacion (7); vilida para
todos los movimientos, estda cumplida, en particular, para los
elementos del conjunto 8. Finalmente, la condicion de asociatividad
{8), que ticne lugar para todos los movimientos, también es valida
para las traslaciones y simetrias. Por lo tanto, ¢l conjunto §
es un grupo.

Asimismo sc puede mostrar, que el conjunto T compuesto por
todus las trasfaciones paralelas, es un grupo.

Cierto conjunto G se llama grupo de movimientos, si sus elementos
son movimicntos (por lo tanto esta claro en que sentido se puede
multiplicar éstos elementos) ¥ se cumplen las propiedades 1—4
(es decir, G es un grupo). Los grupos D, § y T examinados
anteriormente pueden servir de ejemplo de grupos. En calidad
de un nieva gjemplo de grupo de movimientos se puede sefular
el grupo -0, que consta de log giros en torno de un mismo punto
a uno de Jos angulos 0, 2n/n, da/n. ém/n, ..., (2n = 2)n/n (el giro
al angulo 0 es et movimiento idéntico ¢). Ofrccemos al lector
cerciorarse de que O, es un grupo. Indiquemos solamente que, como
lo muestra este ejemplo, el grupo puede estar compuesto de un
numero finito de elementos (en el grupo O, hay n clementos).

Sea G cierto grupo de movimientos, mientras que 4 y A', dos
poligonos. Supongamos que hemos logrado dividir el poligono A
en tales partes M,, M,. ..., M,, y cl poligono A', en tales.partes
M\, M5, ..., M, las cuales se obtienen una de fa otra con ayuda
de movimientos que pertenecen al grupo G (es decir, en el grupo G
hay cierto movimiento g,. que traslada el poligono M, al M},
otro movimiento g,, que traslada M, al M}, etc). Con ello los
poligonos A y A’ se llaman G-equicompuestos. Si en calidad de
grupo G se examinan los grupos § o T, obtenemos las nociones
de S-equicomposicion o T-equicomposicion, examinadas anterior-
mente. Todos dos poligonos de igual area son D-equicompuestos
(teorema de Bolyai— Gerwien) e incluso, S-equicompuestos (teorema
de Hadwiger—Glur). Sin embargo, existen poligonos (por ejemplo,
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triangule y paralelogramo) que tienen igual drea. pero gue no son
T-equicompuestos.

En resumen schaiemos el siguiente teorema, que contesta
a la cuestion que, posiblemente, ya se plantearon los lectores.

teorEMa El grupo S es el menor grupo de movimicntos, que
permite establecer la equicomposicion de cualesquiera  poligonos
equivalentes. Hablando de otro modo, si G es tal grupo de mouvi-
mientos, que todas dos poligonos equivalentes son G-equicompuestos,
el grupo G contiene todp ¢l grupn S (es decir, contiene todas las
traslaciones parafelas y todus las simetrias centrales).

La demastracién se upoya sobre algunos femas: al enunciar éstos,
supongamas que G cs un grupo que satisface las condiciones del teorema.

LEMA 2 Si P ¥ Q son dos puntos arbitravios del plane;, entonces en el
grupe G existe un movimiento que traslada P oo Q (esta propiedad del
grupo de movimiéntos sé lama la tronsitividad).

Supongamos lo contrario: existen tales dos puntos P y @, que ningitn
movimiento pertenecicnte al grupo G noe traslada el punto P al Q. Aquellos
puntos, a los cuales ¢} punto P puede ser trasladado mediante smovimientos,
que pertenecen al grupo G, los Namaremos marcedos. Si M es cierto
poligono, la suma de sus dngulos, cuyos vertices son los puntos marcades,
la designaremos por Jp{M). Si los poligonos M y M’ se obtiencn uné
del otro con ayuda de ciesto movimiento, que pertenece al grupo G,
Ip (M) = Ip{M’). A continuacion, si ¢l poligono 4 csta dividido en varios
poligonos ménores M. M,. ..., M,, tiene lugar la igusldad

IP(A} = l';g(_Mi) + 1;,(1342} T fp(i\’fp(iwk) + AT,

donde n es cierle niimero entero (esto se demuestra mediante el céloule
directo de los angulos). De estas propiedades del nimere Ip(M) sc
desprende facilmente {(compérense fos razonamientos en ia pag. 36), que
si M y M son dos poligonos G-equicompuestos, entonces, In(M)=
= Ip(M’) + nn, donde n es cierto néimero entero,

Sean ahora PQR y PQS dos tridhigulos oblusingutos isbsceles iguales
con el dngulo « en la base. de los cuales uno tiene el vertice del angulo
obtuso en P, mientras gue el otro, en @ {fig. 39). Ya que ¢l puntc P
estd marcado, v el punte Q, neé, el ntimero [p{PQOR) es igual a m— 2
o 7t — v {en funcibn de si eftaria o no marcado. ¢l punte R): en tanto
que et nomero Ip(POS} es igual a2 o a 2o Por esto la igualdad

Ip{PQR) = 15 (PQS) + nx

no puede ser valida con ningiin nizmero enicro # (ya que x <m/4), y los
tridngulos POR y POS no son G-equicompuestos. Esto, sin embargo,
contradice a las propiedades del grupo G (los poligonos equivatentes,
vy tanlc ‘mas iguales, deben ser G-cquicompuesios) La contradiccion
obtenida demuestra et lema.
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LEMA 13 Ef grupo G contiene por lo menos ung simetria central,

Marguemos primeramente (sin demostracioncs ') algunas propiedades
de los movimientos. Cada movimieto del plano tiene unc de los tres
siguicntes aspectos: éste es ya traslaci n paralela, o giro, o bien la llamada
simerria deslizante, que representa de por si Ja simetria com respecto
a clerta recta, la cual s¢ acompaiia por la traslacion paralels a lo largo
de esta recta. Esta se llama eje de la simetrin destizante. El eje se
determina umivocamente (es decir, dos simetrias deslizantes, cuyos egjes
no coinciden, son diferentes movimientos), Por ltimo, sefialemos que el
producto de dos simetrias deslizaates, cuyos ejes forman entre si ¢l dngulo
4, €5 ef gire al angulo 2a.

Lol

' i
R : o
& 0 % /Q

H 5 1
Fig. 39 Fig. 40

Pasemos a la. demostracion del lema 3. Elijamos del modo siguiente
la recta It si en el grupo G hay por lo menos una simetria deslizante,
entonces tomamos por [ ¢l cje d¢ upa de estas; en el caso contrario
clegimos la recta ! arbitrariaumente, En la secta [ elegimos cualquicra
direccion. Sea I' una recta dirigida arbitrariamente, ¥ ¢, un dngule formado
entrc Ty I (fip. 40); consideraremos la recta I' marcada, si en ¢l grupo
hay un giro al dngulo o. En particular, toda rectu paralela a [ (es decir,
ja que forma con e} angulo mdo), se ha de considerar marcada.

Supongamos ahora {a pesar, de la afirmacidn del lema} que en ¢l
grupo. G no hay ni una sola simetria central. Entonces, para toda recta
marcada I' la recta I, que es paralela a ', pero gue tiene lu direccion
contraria, no & marcada {en caso contrario ¢l grupo G contendria dos

I Lag demostraciones dé lus propiedades de los movi-
mientos se puede encontrar, por eiemplo, en la primera parte de} libro
de 1. M. Yaglom «Transformaciones geométricas» {«Gostejizdatr, 1955,
en ruso).
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giros, cuyos angulos se distinguen por wm, y por esta razon, tambicn
contendria et giro al angulo m, es decir, la simetrin central, véase
la fig. 41).

Examinemos c} poligono arbitraric M y sen AB su Iado mientras
que I, la recta que interseca este lado y perpendicular a éste. Elijamos
en la recta ! tal direccién que, avanzando por la recta I' en esta direccion,
saldremos, al intersecar el lado AB, dei interior del poligono M aluera
(fig. 42). Si la recta I' dirigida de este modo c¢s marcada, atribuiremos
al lado 4B el signo +; ¥ si la recta " es paralela a I, pero dirigida
de modo contrario es marcada, atribuiremos a este fado el signo —;
finalmente, si ni una de estas recta$ no es marcada, al ludo AB pondremos
correspondientemente ¢ numero cero. Compongamos ahora ja suma

Fig. 41 Fig. 42

algebraica de Jas longitudes de los lados del poligono M, tomando en
consideracion dichos signos (si al lado AB esta puesto correspondiente-
ménte el plimero cero, éste no entra completamente en fa suma algebraica
examinada). La suma aigebraica obtenida la designaremos por J;(M).

El niumero J;(M) posce as dos siguientes propicdades: 1) es aditive
(compérese la formula (3% v 2} es imariante (si los poligonos M, ¥ M,
se obtienen uno del otro con ayuda de cierto movimiento, que pertenece
al grupo G, J; (M) = J; (M3)). La aditividad se establece mediante la repeti-
cion casi textual de la demostracion del lema L.

Demostremos la invariacion, Sca g un movimiento que pertenece al
grupo G v que traslada el poligono M, a M,; 4B, es el lado del
poligono M,, mientras que 4,8, es el lado, correspondiente al primero,
del poligono M, (s decir, el lado al que se traslada A, B, en consccuencia
del movimiento §). Sca, luego, I, una recta perpendicular al fado A8,
mientras que f,. una recta perpendicular a 43B;, ademis, cada una de



44

estas rectas estd dirigida de lal modo que, al intersecarse con ¢l lado
indicado, salimos del interior del poligono- afuera (fig. 43). Designemos
los dngulos formados: por tas rectas Iy y 1, con la recta I, respectivamente,
por o, y o, Suposgamos que la recta I, es marcadu, ¥y mostremos que
I tambien es una recta marcada, Si el movimiento g es uma traslacion
paralels, entonces, la recta [, es paralela a la recta Iy y estd dirigida
idénticamente que ésta, y por esto, es marcadi. Si g es un giro, el
angulo de este giro es gual a &, — o, ¥, ya que en G hay un giro
al anguio o, (pucs, la recta /, es murcada}, entonces, en G hay también
un giro ul dngulo (a; — o))+ o = ay; esto significa que la recta [, cs
marcada, Por fin, si g es unu simetriu. deslizante, su eje compone con

Fig. 43 Fig. 44

lu recta ! (fa que también es en este caso un eje de la simetria deslizante)
[+ SO N
2

el angulo (fig. 44), y. por esta razon, en ¢l grupo G hay un giro

al dngulo 2, + a, Ademas, en G hay un gire al angulo o; (ya que
la revia !, &s marcada), y por esto tumbién el givo &l angulo (x, %
+ @23 ~ & = .- Por lo tanto, también ¢n cste caso la recta I; es marcadi.
Pues bien, si al lado A,B, del poligeno M, estd puesto en concordancia
cl signo + (es decir, la recta I; es marcada), entonces al lado A,B, del
poligono M, también estd puesto en concordancia el signo + (la recta [,
tambign es marcada) De modo semejante se cstublece que si al lado
A,B; estd puesto en concordancia el signo —, entonces at lado 4,8,
tambien estd pucsto en concordancia el signo —. Finalmente, si al lado
A, B, esta puesto en concordancia el nimero cero. 1o mismo también tiene
lugar para el lado A;B; {el poligono M, se ohtiene del M, con ayuda
del movimiento ¢~', v si 4l lado A,B, correspondiera el signo + o —,
entonces ¢ mismo signo corresponderia también al lade 4(B,). Asi pues,
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los lados correspondientes de los poligonos M, y M, se toman en las
sumas algebraicas J; (M) v J;(M;) con iguales coeficientes, de esta manera
Jf_ (M[) = J; (Mz)-

De la aditividad y de la invariacton del numero J;(M} se infiere
{compﬂresc el razonamlemn en Ja pag 36), que si los poligonos M, y M,
son G-cquicompuesios, J; (M) = J; (M ,).

Examinemos ahora dos tribngulos reciangulos isosceles iguales 4,8,C,
¥ A3B;C, dispuestes como esta indicado en ja fig. 45. Al lido B,C, del
triangulo 4,B,C; correspondetel niémero cero; efcctivameénte. fn recta f,
perpendicular a este lado, forma con I el anguko 3/dr, mientras que el giro
Al dngulo 3/4n no entra en e grupo G (va que of empleo cuadriplicado
de este giro da ol giro al angulo 3m, es decir, fa simetria central),

4 P
. F &
A [
'4,; G & 4z
Z
Fig. 45

An&logamente, a cada uno de los lados 4,C,. B,C, y 4,C; corresponde
el numero cere. Por altimo, al lado A4,B, corresponde el signo +.
micntras que al lado A,B,, el signo ~. Veémos, que Ji(4,B G #
#Ji1{A2B,C;) (va que uno de eslos numeros es positivo, ¥ Ll otro,
negativo), y, por-esta razon. los tridngulos 4,B,C, v A;B,C, no son
G-equicompuestos. Esto, sin embargo, camradice‘ a las propiedades del
gripo (5,

LEMA 14, EI gripo G contiene todos las simetrias centrales.

Sea s la simetria central que perienece al grupo G (lema §3), 0;. el
centro de csta simetria, mientras que @, un punto arbitrario en el plano.
Sea, a continuacion, g el movimiento que pertenece al grupo G y que
traslada el punto O al O, (lema 12}, Entonces. el movimiento gsy™"
perteneciente al grupo G, como es ficil de ver, deja el punio O en su
lugat y, por lo tanto, representa de por s&i da simetria central con
respecto al punto O. De tal guisa, la simetria centrai respecto del punto
arbitrario O pertenece al grupo G.

Para la demostracion del teorema quecda ahora solo sefidlar que,
de acuerdo con el lema 7, el grupo G contienc también todas las
traslaciones paralelas.



CAPITULO T

EQUICOMPOSICION DE POLIEDROS

$ 5. TEOREMAS DE DEHN Y DE HADWIGER

| POLIEDROS EQUICOMPUESTOS. En este capitulo examinaremos el
problema accrca de la equicomposicion y la equiadicion para las
figuras espaciales (para poliedros). Dos poliedros se laman
equicompuesios, si, ai cortar de cierto modo uno de éstos en un
namero finito de paries, se puede componer de éstas un segundo
poliedro.

Fsta claro que dos poliedros equicompuestos son equivalentes,
es decir, tienen igual votumen. Naturalmente, surge la cuestion
inversa: json equicompuestos cualesquiera dos poliedros que tienen
igual volumen? Con otras paiabras, ;es .valido en el espacio
un teorema analogo al de Bolyai—Gerwien? Nosotros veremos
posteriormente gue es nccesario dar una respuesta negativa.

Ante todo intentemos comprender, qué significa la respuesta
negativa a la cuestion planteada. ;Significa esto gue ningunos dos
poliedros, de iguat volumen, son equicompuestos? No, naturalmente.
Esta claro que poliedros equicompuestos existen, Par ejemplo, dos
prismas rectos de igual altura e igual area de las bases son
equicompuestos (fig. 46). Esto se desprende de facil mode ddl
teorema de Bolyai — Gerwien. (Mas adelante, en la pag. 66, sera
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demostrado que cuazlesquiera dos prismas equivalentes, rectos
u gblicuos, son equicompuestos). ;Y qué significa en este caso
la respuesta megativa a la cuestion planteada? Significa que no
todos los poliedros, que tiénen igual volumen, son equicompucstos,
Hablando de otro modo, ciertos policdros de igual volumen son
equicompuestos (por ejemplo, prismas), sin embargo. pueden hallarse
también tales pohcdrm, que tienen lgual volumen, pero no son
equicompuestos. Por primera vez este hecho fue demostrado por
el matematico aleman Dehn (1901), El establecié que el cubo
y la piramide triangulai regular (tetraedro} de igual volumen no son
equicompuestos. Naturalmente, se puede también hallar otros
poliedros que tienen igual volumen, pero no son equicompuestos.

Este parrafo contiene la démostracién del teorema de Dehn
sobre la falta de equicomposicion del cubo y el tetraedro regular.
En la demostracion se utilizan las ingeniosas ideas gue pertenecen
al gedmetra suizo Hadwiger.

2 TEOREMA DE HADWIGER Sean oy, @y, ..., 0y cualesquiera niimeros
reales. Diremos que estos nimeros son dependientes, si se puede
hallar tales nimeros enteros #y, na, . ... 1, que no todos se anulan,
que tiene lugar la correlacion

oy + .+ may =0, {9
Llamaremos esta correlacion (9) dependencia. Subrayemos una vez
mas que todos ltos nflmeros n;, ny, ..., M se supone que son
enteros (positivos, negativos o iguales a cero), ademas, entre éstos
debe haber obligatoriamente nimeros que difieren de cero.
Entre los mismos nameros pueden existir diferentes dependen-
cias. Tomemos, por ejemplo, los nimeros
= f oo ¥
L, V2-1, 3)2+1, 2)2

Es facil de comprobar, que entre estos nitmeros hay las siguicntes
dependencias:

2- 14 1-02- 1)+ (=1)BY2+ )+ 1-2)/2 =0,
4-1+3-(VE— 1)+(-—l)(3]/§+1]+0.2Lﬁ=0.
01+ (=1)(/2=1)+(-=1)@B)2+ 1)+2-2)/2=0.

Advirtamos, que- dos nimeros inconmensurables o, y o3 (es
decir, dos nivmeros diferentes de cero, cuya relacion es irracional)
no pueden ser dependientes. Efectivamente, de la dependencia

nyoty + 10, =0
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se desprenderia que el cociente /o, es igual a la relacion
—ny/n, de dos numeros enteros, es decir, es racional,
Ahora supongamos que a cada uno de los numeros oy, ¢, ...
.., o, estd puesto cortespondientemente otro nimero mas:
al nimero =, estd puesto correspondientemente ef nimero f (%),
U " - R i (33

” - 2 " » " " " f {m)

Diremos quc los ntmeros f{oy) f (82} ... f o) forman la
funcion aditiva V', que corsesponde a los numeros o, %y, ..., O,
si &stos poseen la propiedad siguiente; para cada dependencia

”1':@1 + ”_}_az_ o o, "r’)‘.;

que existe entre los ndmeros o, o ..., 7, # unte la misma
dependencia también existe entre los nameic 1 (o), -ooo S ()
es decir,

nyf{ey)+ npf () + .. 4+ n f ) =0.

Pero, cn lo demas, los numeros f (o) f (a2 ..., f{=,) pueden
ser cualesquiera,

Tomemos; como. ejemplo, los nlmeros a; =1 y oy = [/g Dado
que -estos nimerds son inconmensurables, entre éstos no existe
ninguna dependencia. Por este motivo, tampoco sc exige ninguna
dependéncia entre los nimeros f (%) y f (¢;), es decir, para obten
una funcion aditiva se puede escoger los numeros f(1} y f (l/c_‘%r)
‘de modo completamente arbitrario. Sin cmbargo, si los numeros
tomados resultaran dependientes, los valores de la funcion aditiva
también estan ligados por dependencias.

Por ultimo, sean

By, Oy ..., O (10)

D Degde el punto de vista moderno tenemos una
funcion, st a cada uno de los elementos de cierto conjunto estd puesto
corzespondientemente {seghn una regla) cierto elemento de otro cenjunto,
De tal modo, poniendo correspondientemente a cada niamero real x ¢l
nlimero sen x, nosotros obtenemos una funcion {scno); al poner corres-
pondicntemente a cada nimero positivo entero su divisor méximo
sencillo, obtenemos una funcibn; al poner correspondicntemente 4 los
niimeros 4, ..., % algunos otros nbmeros f(w,), ..., (%) tumbién
tenemos un funcion.
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todos los angulos diedros interiores de cierto poliedro A, expresados
en radianes, mientrag que Iy, I, ..., [, las longitudes de las aristas
que corresponden a estos dngulos diedros (fig. 47). Si esta elegida
cierta funcion aditiva '

Sl flea) s flow) (10
para los niimeros (10), entonces la suma
' W (o) + 12 f (o) + ..+ of (o) (12)

la designaremos por f {4) y la llamaremos invariante del poliedro 4.
El invariante f(A4) depende no sblo de la eleccion de! propio
poliedro A, sino también de la eleccion de la funcion aditiva (11).

Ahora podemos enunciar el siguiente interesante teorema.

TEOREMA DE HADWIGER. Seant dados dos poliedros 4 y B de. igual
volumen. Designemos por oy, 0, ..., oy, todos los angulos diedros
interiores del poliedro A, expresados en radianes, v por By, By, ...
.~» B, todos los angulos diedros interiores del poliedro B. A los
nUMEros Oy, Oa, ..., % Pi, Ba ..., B, agregaremos, ademds, el
nimerg m. Si para el sistema de nimeros obtenido

n, alg O, "'v'aps Bl’ BZ! » iy Bq (13)
se puede escoger tal funcion aditiva
S S ad fa) oo £ £(B), £B). .. F(B) (14)

que se cumpla la correlacion

fm=0, (15)
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mientras que los invariantes respectivos de los poliedros A y B no
son iguales: - '

114)# f(B), (16)

en este case los poliedros A y B no son equicompuestos.

La demostracion del teorema de Hadwiger serid ‘examinada
posteriormente {pag. 54), pero ahora mostraremos, como de éste
se desprende ¢} teorema de Dehn sobre la falta de equicomposi-
cion del cubo y la piramide regular,

% TEOREMA DE DEHN. Ante todo demostremos el lema siguiente,
con ayuda del cual es facil de establecer {a base del teorema
de Hadwiger) fa validez del teorema de Dehn.

LEMA 15, Sea n un numero entern, mayor gue dos, mientras gue @,
tal dngulo expresado en radianes, cuyo coseno es igual a /n,
(es decir, @ = arccos [/n). Entonces, el numere @ es inconmensurable
con T, 0 sea, no existe ninguna dependencia

@+ nan=0 (17

con coeficientes enteros hy ¥ ny que difieren de cero,

Efectuaremos la demostracion mediante el método «por re-
duccion al absurdo». Sipongamos que tiene lugar la correlacion (17},
donde n; # 0. Nosotros podemos considerar que n, >0 (de otro
modo, en la correlacion (17) se podria cambiar los signos por los
inversos) Ya que n,@ = —n,% es ¢l miltiplo. numérico entero del
angulo =, entonces cos n,@ ¢s igual a +1, o bien —1, es decir,
€5 un nomero enfero. Esta misma afirmacion Ja reduciremos a una
contradiccion, Precisamente mostraremos que con ningin nimero
entero k > 0, el nimero cos kg no es entero.

A base del teorema de adicion conocido del curso de trigono-
metria, podemos cscribir:

cos (k + 1) @ = cos (ko + @) = cos k¢ cos @ — sen k@ sen @,
cos (k — 1) 9 = cos (k¢ — ¢} = cos ko cos @ + ken k¢ sen ¢,
Sumando estas dos igualdades, obtenemos:
cos(k + 1)@ + cos (k — 1)@ = 2 cos kp cos @

o bien
cos(k+1)lp=-i-005k¢p-—cos(k" De (18)

(dado que cos@=1/n). La parte posterior de la demestracion
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la realizaremos independientemente para los valores de » pares
¢ impares,

caso 1 El nitmero n es impar ', Mostremos (con ayuda dcl
método de Ja induccibn ‘matematica completa). que en este caso
coskx se expresa mediante una fraccion, cuyo denominador es
igual a n* en tanto que el numerado es reciprocamente sencillo
con n; de aqui se desprenderd que el niumero coskx para k>0
no ¢s entero, Para k=1 y k=2 esta afirmacidn se comprueba
directamerite:

1
cos p = —,

cos2p=2cos ip — 1 ="

(el nimero 2 es reciprocamente Pprimo con n, ya que a es impar).
Supongamos, que para todos los numeros 1, 2, ..., k nuestra
afirmacion esta demostrada, y. demostrémosla para el niimero
&+ 1. De acuerdo con la suposicion de la induccion tenemos:

a b
cos kg = ey cos (k — l)q:a=—’?;:-{-.

donde a y b son nitmeros reciprocamente primos con n. De aqui
a base de la igualdad (18) obtenemos:

2 b 2a — bn?
cos(k+l)cp—m?—nk_l= I

Ya que el nimero ¢ y el nimero 2 no tiesen con n factores
comunes, el numerador 2a — bn? es reciprocamente primo con n.
La induccion se cumple.

caso 2 El niimero n es par, es decir, n = 2m. Con ello cos ko se
expresa mediante una fraccion, cuyo denominador tiene el aspecto
2n*, mientras que el numerador es reciprocamente primo con m
(lo que se demuestra seghn la induccién analogamente como en el
caso 1). Por csta razdn, para k> Q, al dividir el numerador entre
¢l denominador, resulta un nimero no entero.

TEOREMA DE DEHN. El cubo y el tetraedro regular, de igual
volumen, no son equicompuestos.

! Solamente este caso (a saber, n = 3) se utiliza para
la demosteacion del teorema de Dehn.



52

pemostRACION. En la piramide triangular regutar ABCD bajemos
del punto D la alwra DE (fig. 48). El punto E es el centro def
tridngulo equilatero ABC, de esta manera el segmento AF, que
pasa a través del punto E es una mediana. Por esto F es el punto
medio de la arista BC, mientras que el segmento DF, la mediana
del trianpulo BCD. El segmento EF compone una tercera parte
de la mediana AF o de la mediana DF, es decir,

EF:DF =1:3.
Con otras palabyas, al designar por @ el angulo F del triangulo

rectangulo DEF (es decir, €l angulo diedro del tetraedro ABCD),
hallaremos:

cos @ = 1/3, (19)

Ahora utilicemos el teorema de Hadwiger. Cada angulo diedro
del cubo A es igual a n/2; el angulo diedro del tetraedro regular B

Fig, 48

lo hemos designado por ¢. Por esta razéon los numeros (13),
de los que se trata en el teorema de Hadwiger, aqui serdn los
siguientes:

T, m2Yy Q. (20)

Hallemos, qué dependencias existen entre estos numeros. Sea que
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existe la dependencia

T+ 12 + nao = 0, 20
donde ny, n, y ny son nlmeros ¢énteros. Entonces

(2ny + )+ 2n39 =0,
es decir, obtenemos la dependencia entre los niimeros n y ¢. Pero
tal dependencia con coelicientes no nulos no existe, ya que,
a causa del lema 15, el angulo @ es inconmensurable con w

(vease (19)). Por esto 2::1 +ny=0,n3=0, y la correlacion (21)
toma el aspecto

nirt +{=2n,)m/2 =0, (22)
Otras dependencias entre los niimeros (20) no existen. Hagamos:
" S =r{r2)=0, fle)=1 (23

Esto nos da la funcion aditiva deterniinada para |lcns n(rheros (20).
El‘euwamcnte, para, toda dependencia entre los niimeros (20), es
decir, para la correlacion (22), tenemos una dependencia anéloga
enfr¢ los nitmetos (23):

m S (®) +(=21,) f (7/2) = O

Asi pues, hemos obtenido una funcion aditiva prefijada para
los numeros (20) que satisface también la correlacion (15). Queda
por establecer la corrclacion (16), y la filta de equicomposicion
del cubo y de la piramide serd demostrada.

El cubo A tiene 12 aristas. Designemos la longitud de su
arista por I. Entonces, el invariante f(4) tiene para el cubo A
el valor

f(A)= 12l (r/2) =

(véase {(23)). La longitud de la arista de la piramide rcgular B
fa designaremos por m. Entonces, el invariante f(B) de la piramide
B tomara e aspecto

£(B) = 6mf (¢) = 6m #0

{vease (23)). Por lo tanto, f(4) 3 f(B), y por esta Tazdn el cubo
A y la piramide B no son equicompuestos. El teorema de Dehn
estd demostrado.

Queda por demostrar el teorema de Hadwiger. Pasemos a su
demostracion.
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4. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE HADWIGER.
LEMA 16. Sean

Ay Ogy oaen O (24)
y
e Y2 ooes T (25)
numeros reales. mientras gue
fla) Sl - Sl (26)

una funcion aditiva para los nimeros (24). Can ello se puede clegir
tales nimeros

o) fla) o fln) (27)

que los nimeros (26) y (27) formen una funcidn aditiva para los
niimeros (24) y (25) tomudos conjuntamente. Hablando de otro modo,
la funcitm aditiva para los nimeros (24) puede ser completuda hasta
una funcion aditiva para los nitmeros (24) y (25).

Es suficiente examinar el caso, cuando para los numeros (24)
se adiciona s6lo un namero ¥ (ya que los nimeros™(25) no pueden
ser adicionados de ura vez, sino uno tras otro). Pues bien, estd
prefijada la funcion aditiva {26) para los nimeros (24) y, ademas,
esti prefijado el niimero y. Debemos escoger tal numero f (Y)\quc
el sistema de los nimeros .

fley)  floa) oo Sl FO) (28)

represente: de por si una funcion aditiva para los numeros
O G2y -eoy By Y- (29)

Examinaremos dos c4sos.
caso . Entre los niimeros (29) no existe ninguna dependencia

oy + My .oy Fay =0,

donde el coeficiente n para el nmero y seria diferente de cero.
Con otras palabras, el nimero y no entra ¢n ninguna dependencia.
En este caso el niamero f(y) no esta relacionado con ningunas
condiciones, es decir, por f(y) se puede tomar cualquier nimero
real.

caso 2. Entre los nmeros (29) hay una dependencia, en la cual
entra ¢l namero y:

oy 4+ ey . may +ay=0 1 #0 (30
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En cste caso determinaremos el niimero f(y) de la correlacion
W f () + mof () + ook i f (on) + 0 () =0, (31)

es decir, hacemos:
Jfy=~

Hy
’Il -

"y
F

fla) =22 ) == 2o )

Mostremos que de tal modo obtendremos una funcibn aditiva
para los nimeros {29). Sea

Moy o g o ma +ny =0 (32
cualquiera dependencia entre los nimeros (29) (diferente de fa
dependencia (30) o coincidente con ésta).. Debemos mostrar gue

esta misma dependencia también éxiste entre los nimeros (28),
es decir, que tiene lugar la correlacion

mfleg) +maf () + .o+ o f (o) + 0 (v) = 0. (33)

Demostremos esto. Maultiplicamos la correlacion (32) por #'
y restamos de esta la correlacion (30) multiplicada por n:

(n'ny ~nni) oy + ('R, —anh) oy + .+ (W' — ) 3, = 0.
Obtenemos la dependencia entre los numeros {24), y ya que (26)
es vna funcion aditiva para estos nOmeros, tiene lugar la correia-
cion
'y — mmy) £ o) + (g — mn) f (o) + ..o+ (' — m) [ (o) = 0.

Al adicionar 4 esta propercion la igualdad (31}, multiplicada
por n, hallaremos:
Wy f () + 1 () + . 4 S () + 0 () = 0.

Por ltimo, reduciendo esta igualdad en el nlmero # #0,
recibiremos (33). Por lo tanto, los nhmeros (28) nos dan una
funcion aditiva.

LEMA t7. Sea A wn poliedro dividido de mode arbitrario en un
numero finito de poliedros menores My, M, ..., M,. Designemos por

ul_; aag ey ap (34}
todos los angulos diedros del poliedro A, mientras que por
. Yh ‘Y:! LI ] Yr.'s [35]

todos los angulos diedros de todos los poliedros M,, M,, ...,'M;(.
Agregamos ademas a los: nimeros (34) y (35) el nimero n y supon-
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gamos que para el sistema de nitmeros obtenido
Ry Sy Bz ot Yo Yoo T (36)
esta prefijada la funcion aditiva
S o) floa) ooy flo) S S oo f0), (37)
que satisfuce la condicion
S (®)=0. (38)

Entonces, los imvariantes f(A), £(M,), f(M2), ..., f(M,) de los
poliedros a examinar se relacionan mediante la correlacion

f(A)= (M) + f (M) + ...+ f(M,). (39)

Fig. 49

Para la demostracion examinaremos todos los segmentos que
son las aristas de los poliedros 4, M, M,, .... M, Marquemos
en estos segmentos todos los puntos. que son los vértices de los
poliedros A, My, M;, ..., M;, asi como todos los puntos, en los
cuales se intersecan las aristas entre si. Con ello obtendremos
un nimero finito de segmentos menores, Los llamaremos (segin
V. F. Kagan) eslabones. La fig. 49 ilustra la division del cubo en
poliedros; l4 arista del cubo designada en esta figura por I, consta
de tres eslabones m,, m, y m;. En general, cada arista de cada
uno de los poliedros 4, M,, M,, ..., M, consta de uno o varios
eslabones. Cada eslabon del poliedro 4 (es decir, el eslabon que
se encuentra en una de las aristas del poliedro A) también es el
eslabon de uno o de varios poliedros M,, M;, ..., M;. Tomemos
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cualquiera eslabon del poliedio A4, y sea m su longitud, en tanto
que ¢, el angulo diedro respectivo del poliedro A. Entonces, o
¢s uno de los nimeros (34), y por esta razon, csta determinado
el nimero f(e). El producto m-f(e) lo llamaremos peso del
eslabon examinado en el poliedro 4. Precisamente asi mismo se
determinan los pesos de los éslabones en los poliedros M, M, ...
v« My Advirtamos que un mismo eslabén puede tener diferente
peso en distintos poliedros que lindan con este eslabon: los
poliedros adyacentes pueden tener diferentes angulos diedros en
este eslabon,

Ahora tomemos todos los eslabones del poliedro A, hallemos
sus pesos en este poliedro y compongamos la suma de todos
estos pesos. Es facil de ver, que esta suma es igual al invariante
f{(A4) del poliedro A. Efectivamente, examincmos la arista {, del
poliedro 4 y sea que consta, por ejemplo, de tres eslabones, que
tienen las longitudes my, m, y m; (fig. 49). En este caso a cada
uno de los eslabones m,, m, y m; corresponde en el poliedro A4
el mismo angulo diedro «,, a saber, el angulo -diedro en la
arista !;. Por estd razon, la suma de los pesos de los eslabones
my, Bty ¥ omj oes igual a

maf (o) +omaf () + myf (o} = {my +mz + ms) f (00) = 4 f (o).

Precisamente asi mismo la suma de los pesos de todos los
eslabones, de los cuales consta la arista !, del poliedro A, es igual
a I, f (%), etc. Por este motivo, la suma de los pesos de todos
los eslabones del poliedro A coincide con 1a suma (12), es decir,
es 'igual al invariante f(4) del poliedro A.

Absolutamente igual, el invariante de cada uno de los poliedros
M M;, ..., M, es igual a 12 suma de los pesos de todos sus
eslabones {naturalmente, el peso de cada eslabon se calcula en el
poliedro examinado).

Ahora es facil de establecer la validez de la correlacion (39).
Para calcular la suma, que se encuentra en el segundo miembro
de esta correlacion, es necesario tomar la suma. de los pesos
de todos los eslabones por todos los poliedros M,, M,, ..., M,
Hallemos el coeficiente con que cierto eslabon m entra en esta
‘suma, DcSIgncmos todos los angulos diedros de los poliedros
M, M, ..., M,, que lindan con el eslabon m, por

Tis ?_jv vees Y

(estos valores s¢ contienen entre los nitmeros (35)). Entonces, el
peso del ‘eslabon examinado en el poliedro con el 4ngulo diedro
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v, es igual a mf (y,): su peso en el poliedro con el angulo diedro
y; es igual a mf (y;), etc. Por lo tanto, la suma de los pesos del

eslabon m por todos los poliedros M,, M,, ..., M, lindantes
con este eslabon, es igual a
mf (v) 4+ mf (y;) + ...+ mf (v,). - (40)

Todos los eslabones pueden ser divididos en tres grupos.

1) Los eslabones que enteramente (salvo, puede ser, los extremos)
se disponen dentro del poliedro A. Si m es tal eslabon y si cada
uno de los poliedros M,, M., ..., M,, que lindan con el segmento
m, tiene este segmento como su. eslabon, entonces los 4ngulos

e
e

_..u\\\\\\\\\\\"///)‘/g\\

a) 6)

Fig. 50

diedros de los poliedros, adyacentes al eslabén m, forman con su
suma un angulo entero (fig. 50,a; esta figura, asi como también
las figuras 50, b, 51, 52,u y 52, b, ilustran la seccion del poliedro A
y de los poliedros, que lindan con el segmente m mediante el plano
perpendicular al eslabén m; el mismo eslabon m se muestra en
estas figuras por un punto R). De tal manera, ¢on ello v; +
+‘U+...+'Y,l=21'5 Q

vt htty-2n=0.

Esto es una dependencia entre los numeros (36), y por esta razon
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_tenemos;
SO+ fl)+...+ flr) -2 (=) =0.

De acuerdo con (38) obtenemos de aqui f(y)+ f(v)+...
vt S =0, y la expresion (40) se anula.

Pero, si m es el eslabon que se ubica dentro del poliedro 4,
mientras que uno ! de los poliedros M,, M,, ..., M,, que linda

AN
RS

Fig. 52

D Si dos pofiedros lindantes con el segmento m no
tienen &ste como su eslabon, es decir, si el segmento m se encuentra
dentro de las aristas de dos poliedros adyacentes uno con el otro, sélo
estos dos poliedros lindan con el segmento m, de manera que éste no
se encuentra en ninguna arista de los poliedros M,, M, ..., M, y por
esto no es un eslabon.
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con el segmento m, no tiene éste como su eslabon (es decir el segmento
m se ubica demtro de la cara de uno de los poliedros
M, M, ..., M), los angulos diedros de los demas -poliedros,
adyacentes al segmento m, forman en su suma un- angulo
(fig. 50,b), es decir,

Yi+ Yt .+y=n

De aqui, como también anteriormente, se- desprende .que la expre-
sibn {40) se anula,

Por lo tanlo, los eslabones dispuestos dentro del poliedro A
se pueden no tomar en consideracion (para éstos la suma de los
pesos es igual a cerg), al calcular el segundo miembro de la
igualdad (39).

2) Los eslabones dispucstos en las caras del poliedro 4, pero
no en sus aristas. En este caso

Yk Yyh ok Y=

{fig. 51) y la expresion {40), como también en ¢l caso anterior
s¢ anula.

3) Queda por examinar los eslabones que se encuentran en las
aristas del poliedro 4. Con ello la suma y; + y; + ... + v, es igual
o bien al dngulo diedro o de la arista respectiva:

Y1+YJ+....+Y3=U

{fig. 52,a), o bicn, al angulo a— = (es decir, v+ 7;+ ...+ ¥, =
= ¢ — 1; esto’ puede ocasionarse, si ¢l dngulo % es obtuso, véase
la fig. 52,b). En ambos casos tencmos:

f+ )+ +1v)= 1),

y la expresion (40) resulta igual a mf (x), es decir, al peso del
eslabon a cxaminar en el poliedro A. Asi pues, la suma que se
encuentra en el segundo miembro dé la correlacion (39), es igual
a la suma de los pesos de todos los eslabones del poliedro A,
es decir, es igual al invariante f{A).

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE HADWIGER. Admitamos, que los
poliedros A y B somn equicompuestos, y sean M;, M, ..., M,
tales poliedros, de los cuales se puede componer tanto 4, como B.
Todos los dngulos diedros interiores de todos los poliedros M|,
M, ..., M, los designaremos por ¥y, ¥, ..., ¥, De acuerdo con el
lema 16 la funcion aditiva (14), prefijada para los niumeros (13),
se puede completar por los nimeros f (v), f (v2), - - -, f (y,) de forma
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que obtendremos la funcion aditiva para los nimeros
T, gy Vgs vvey CCP, B]a BZ: ey ﬂqs Tiy Y20 2oy Tre

(Esta funcion aditiva, como antes, satisface la condicion (15)).
Ya que el poliedre 4 se compone de fos poliedros M,, M,, ..., M,,
entonces {lema 17) ¢l invariante f{A4) tiene el valor

F(A)=f(M)+ (M) +... 4+ f(M,).

Mas el poliedro B también se compone de M,, M, ..., M,
y por esto

3 J(B) = SM) 4 £ (M) + ...+ £ (M)

De tal modo, f (4) = f(B), lo que contradice a la correlacion (16).
Asi, vemos que la suposicion sobre la equicomposicion de los
poliedros 4 y B conduce a una’ contradiccion.

5. POLIEDROS Hn-DIMENSIONALES Para el lector que conoce la nocidn
del espacio n-dimensional se puede ahadir lo siguiente. Sea M clerto
poliedro n-dimensional, mientras gue L, su cara (n ~ 2}dimensional.
Entonces, existen exactamente dos caras (n — 1)-diménsionales, que lindun
con la cara L del poliedro M; designemos éstas por A y B. El angulo
entre Jas caras A y B sc lama anguwlo diedro adyacente a ia cara L.
Este se mide por su angildo lineal, es decir, el anguio formado por dos
perpendiculares a la cara L, una. de gstas pasa por ia cura A4, y la otra,
por la cara B.

Si Ly, ..., Ly son todas las caras {# — 2)-dimensionales del poliedro
n-dimensional M, Iy, ..., L, sus volumenes (n — 2)-dimensionales, en tanto
que %y, ..., o, los angulos diedros del poliedro M cn estas caras,
entonces, utilizando la funcion aditiva (11} para los nimeros a, ..., &
(vease la pag. 49), podemos determinar la suma (12), que acordamos
llamar invariante del poliedro M. Con esta determinacién del invariante
el teorema de Hadwiger {pag. 49) queda valido (conjuntamente con la
demostracion) también para los poliedros n-dimensionales.

El tcorema de Dehn se geéneraliza tambign con facilidad. La piramide
n-dimensional regular (simplex} tiene los angulos diedros iguales a arccos
1/n fes facil cerciorarse de esto por induccidon con ayuda de los razona-
mientos queson por completo anatogos a los adicidos en las pags. 51..52).
De esto y del lema 15 se desprende, que pera n 2 3 la pirdmide regular
y el cubo de igual volumen no son equ:compuesros {véanse los razonamientos
en las pags. 53...54).
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§ 6. ACERCA DE LOS METODOS PARA
CALCULAR YOLUMENES

1. SOBRE EL METODO DE LIMITES. Recordemos como actuamos para
calcular las areas de las figuras planas, Después de establecer
la formula para el area del rectangulo, el calculo de los areas
de otros poligonos se efectiia mediante sencillos procedimientos:
método de division o metodo de adicion. El método de limites
se aplica en planimetria solamentc para ‘calcular las areas de las
figuras curvilineas.

Durante el calculo de los voliimenes de las figuras espaciales
algunas veces se usa también ¢l método de division (o de adicion).
Por ejemplo, para demostrar el teorema acerca de que el volumen
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del prisma oblicuo es igual al producto del area de la seccion
perpendicular por la longitud de la arista lateral, se emplea el
método de division (fig. 53) o el de adicion (fig. 54). Hablando
de otro modo, todo prisma oblicuo es equicompuesto (y equiadi-
cionado) con el prisma recto; cuya arista lateral tiene también
la misma longitud que la del prisma oblicuo, y su base es la
seccion perpendicular de dicho prisma. Dado que, a su vez, todo
prisma recto es equicompuesto (y equiadicionado) con el parale-
lepipedo rectangulo, obtenemos tal teorema: todo prisma oblicuo
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es equicompuesto ( y equiadicionado) con el paralelepipedo recténgulo
del mismo volumen. Por lo tanlo, para calcular el volumen de
cualquier prisma (recto u oblicuo) se puede también emplear con
éxito el método de division o el de adicion.

Sin embargo, al <alcular el volumen de la piramide no se usa
el método de division, ni el de adicibn. Para este fin se wtiliza
¢l método de limites: se examinan cuerpos escalonados muy
complicados (fig. 55) y, luego, se pasa al limite con el niimero
creciente indefinidamente de escalones («escalera diabolica»). ;De
qué se trata? ;Es posible, que esto se explique solamente por el
hecho de que hasta la fecha los matematicos «no tuvieron la
buena suerte» de hallar la simple deduccion de la formula del
volumen de la piraimide medidante ¢l método de division. o el de
adicidon? Resulta gque esto no es asi: los métodos de divisidon
y de adicion, en general, son impotentes para establecer la formula

Fig. 55 " Fig. 56

del volumen de la piramide. Para deducir esta formula es recesario
emplear un método méas complicado (método de limites).

Para cerciorarse de esto, recordemos en breve ¢omo habitual-
mente se calcula el volumen de la piramide. Sea ABCD una
piramide triangular. Construyamos el prisma triangular {oblicuo)
ABCDEF con la base ABC y la arista lateral AD (fig. 56). Este
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prisma puede ser dividido en tres piramides triangulares ABCD,
BCDE y CDEF (fig. 57), las cuales designaremos para brevedad
por M,, M, y My Es facil de establecer que cada dos piramides
de las M,, M, y M; tienen iguales bases e iguales alturas.
De tal manera, «queda» por demostrar, que las dos piramides
de iguales bases e iguales alturas son eguivalentes. Precisamente
esta proposicibn se demuestra con ayuda del método de limites.
Mostremos, que con ayuda del método de division es imposible
demostrar este hecho. Para ello demostraremos, que existen dos
tales piramides de iguales bases ¢ iguales alturas, que tienen (para
cierta eleccion de la funcion aditiva) distintos invariantes; entonces
del teorema de Hadwiger se desprendera que estas piramides no
son equicompuestas, '

Dirijamos de nuevo a las figs. 56 y 57 y supongamos, que
la piramide M, (es decir, la piramide ABCD, con cuya ayuda
fue construide el prisma ABCDEF) es regular. Conforme al lema 16
la funcibn aditiva (23) puede ser extendida a la funcidén aditiva
prefijada para todos los angulos diedros de las piramides M,, M,
My y del prisma ABCDEF. Entonces, obtendremos (lema 17)
que la suma f (M) + f(M,)+ f(M;) es igual al invariante del
prisma ABCDEF. Ya que este prisma es equicompuesto con el
paralelepipedo rectangulo {que tiene todos sus angulos diedros
iguales a m/2), ¢l invariante de este prisma es igual a cero.
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Por lo tanto,
' F(M}+ [ (M) + f(M;)=0. (@n

Ya sabemos, que para la piramide regular M, el invariante f{M,)
difiere del cero. Por esta razon; las igualdades

f(Ml) = f (Mz) i f(Ms)

no pueden cumplirse (esto contradeciria a la correlacion (41)).
De este modo, entre las pirdmides M,, M, y .M, se encontraran
dos tales, cuyos invariantes no son iguales y ids cuales, por
consiguiente, no son equicompuestas. {en virtud del teorema de
Hadwiger). Asi pues, queda demostrado que existen dos piramides
_de iguales bases e iguales alturas, y que no son egquicompuestas.

Ahora esta claro que el método de division no puede emplearse
para calcular el volumen de la piramide. ;Y cbmo va el -asunto
con el metodo de adicion? Su inaplicabilidad se demuestra con
la misma sencillez a base de la siguiente proposicion ‘.

Tteorema. Al cumplirse las condiciones del teorema de Hidwiger,
los poliedros A y B no son equiadicionados.

DEMOSTRACION. Admitames lo contrario: mediante ciertos poliedros
M, M, ..., M, se puede adicionar tanto 4, como tambien B
hasta el mismo poliedre C. De acuerde con el lema 16 los
niimeros (i4) pueden ser adicionados hasta la funcidn aditiva
prefijada para todos los angulos diedros de todos los policdros
M;, M, ..., M, C. Conformg al lema 17 obtendremos:

fO=f(A)+ F M)+ f(M) +...+ f(M,),
FO=f(B)+ f(M)+ (M) +...+ (M)

Pero- estas igualdades contradicen a la correlacion {16). Por lo
tanto, los poliedros 4 y B no pueden ser equiadicionados.

Del teorema demostrado s¢ inftere gue la piramide triangula
regular y el cubo no solamente no son equicompuestos, sino que
tampoco son equiadicionados. Tampoco son equiadicionadas las
- dos piramides de-iguales bases ¢ iguales alturas, y cuyos invariantes
no coinciden. Dado que la existencia de dos tales piramides fue
demostrada anteriormente, esta claro, que el método de adicion
también es inaplicable para calcular el volufmen de la pirdmide.

D La inaplicabilidad del método de adicion se deriva
también del seorema, mas general, de Sydler, que se demuestra a continua-
cion. -
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2 EQUIVALENCIA DE LOS METODOS DE DIVISION Y DE ADICION, En el
capitulo anterior hemos visto, que la equicomposicién significa -
para los poliedros planos lo mismo que la equiadicion, es decir,
los métedos de division y de adicion en este caso son equivalentes.
La demostracion de este hecho, aducida en el capitulo anterior,
sustancialmente se basaba -en ¢l teorema de Bolyai—Gerwien
acerca de la equicomposicion de cualesquiera dos poligonos-
equivalentes. Ya sabemos, que para los poliedros de la igualdad
de los volamenes no se desprende la equicomposicion, ni la equiadi-
cion de los poliedros examinados. Por esto, mediante razona-
mientos, semejantes a los que fueron aducidos en el capitulo
anterior, ¢s imposible establecer-si son equivalentes los métodos
de division y de adicion para los poliedros. A la cuestion sobre
la eguivalencia de estos metodos contesta afirmativamente el
teorema siguiente,

TEOREMA DI SYDLER. Dos pohedros son eqmadmonados cuando
y sélo cuando éstos son equicompuestos.

Pasemos a la demostracion de esie teorema.

LEMA 18, Si fos policdros A y B son equicompuestos, éstos son equiadi-
ciphados.

Efectivamente, sean M,. M,, ..., M, tales poliedros, de los cuales
se pugde componer tanto 4, como B, Scguidamente, sea M un poliedro”
que contienc dentro las figuras 4 y B, mientras que. M, una parfe
del poliedro M no ocupada por las figuras A y B. Es facil de ver que
con las figuras Mo, M, M,, ..., M, se pucde adiciohar tanto 4, como B
hasta ¢l mismo poliedro M. En efecto, al lenar el poliedro A con las
liguras My, M,, ..., My, halluremos que las figuras My, M,, M), ..., M,
ocupan todo el poliedro M, salvo el poliedro B, es decir, estas figuras
adicionan B hastua el poliedro M. Pero, al llenar ¢l poliedrc B con las
figuras M,, M, ..., M,, hallaremos que se puede adicionar A hasta el
poliedro M con las !'guras Mg, My My, ..., My, Por lo tanto, A y B
son equiadicionados.

Indiquemos, que la figura M, es el poliedro M, dentro del cual hay
dos «vacios» en forma de los poliedros 4 y B. Si el lector no se siente
propenso a considerar tal figura como un «poliedro», entonces, para
concluir la demostracion se tiene que «cortan» la figura M, en vaiios
poliedros que no tengan dentro «vacios». (Es suficiente trazar un plano
que interseca ambos poliedros 4'y B; éste cortara la figura M, en partes
que no contienen «vacios»).

LEMA 19. Cualesquiera dos prismas equivalentes son equicompuestos.

Notemos, ante todo, que si ias bases de dos prismas tiemen iguales
dreas y estan dispuestas en planos paralelos, mientras que las generatrices
de estos prismas son iguales y paralelas (fig. 58), tales prismas son
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equicompuestos (va gue segin ¢l tcorema, de Bolyai~Gerwien sus bases
s0n equicompuestas).

De esta nota sc desprende que lodo prisma ¢s cquicompuesio con
cierto paralelepipedo {hablando en.general, oblicuo).

A continuacion, cualquicr paralelepipedo oblicuo es equicompuesto con
¢l recto. Efectivamente, sea p cl plano de la base del paralelepipedo
oblicuo P, A, un punto de este plano. AB, un segmento que es igual
y paralelo a la arista lateral del paralelepipedo P. Sea luego | la
proyeccion de la recta AB en el plano: p, en tanto que m, una recta
trazada en el plano p perpendicularmente a [ y que pasa a través del
punto A-(fig 59). Elijamos en las rectas | y m tales puntos C y D,
que ¢l rectangulo de lados AC y AD seri equivalente a la base dcl
paralelepipedo P, y en este rectangulo, como ¢n una base, consiruyamos -

T
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el paralelepipedo ¢ con I arista lateral AB, Entonces, los paralelepipedos
P y @ son equicompuestos (en virtud de la nota hecha anteriormente}.
Al tomar ahora el paralelogramo de lados AB y AC por la base del
paralelepipedo Q, y AD, por sy arista lateral, veremos que el paralelepipedo
Q es recto (AD L AB, AD L AC).

Sea K un cubo equivalente al paralelepipedo @, y 4, la longitud de su
arista, Al sustituir la -base del paralelepipede @ por un rectingulo
equivalente de lado a, recibiremos un paralelepipedo rectangular, una
arista del cual es igual a a, equicompuesto. con Q. Al tomar esta arista
del paralelepipedo rectiangulo por la altura y, sustituyendo su base por &l
cuadrado cquivalente, obtendremos el cubo K.

Asi pues, todo prisma es equicompuesto con el cubo cquivalente con
este, y, por esta razon, dos prismas equivalentes son eguicompuestos
entre si.

Antes de pasar a la enunciacion de los lemas siguientes, tomemos
algunas designaciones. Sean 4 y B dos pohedros que no tienen puntos
interiores comunes. Por A + B designaremos una parte del espacio
{poliedro). ocupada- por los poliedros A ¥ B. De modo scrne_]dntc se
determina también la «suma» de varios poliedros. En particular, si el
poliedro A esta dividido en los poliedros que lo componen M,, M, ...

., My, entonces escribiremos: A = M, + M, ...+ M, A continuacion,
si estin dados n poliedros M;, M, ..., M, cada uno de los cuales
es igual &l poliedro M, entonces en lugar de la suma M + M+ ... + M,
también escribiremos nM. El poliedro semejante al poliedro M con la
razon de semejanza A, lo designaremos por M®. Finalmente, por el signo
~z acordemos designar la equicomposicion de los poliedros: la inscripeién
Ao B significara que 1os pohe[iros A v B son equicompuestos.

LEMA 20. Sean Py, Py, ..., Py los prismas que no lienen puntos interiores
comunes, en lanto que P, es un prisma equivalente a su suma. Entonces,
PI +IP2+..-+P*NP.

Para la demostracion sustituyamos los prismas Py, Py, ..., Py por
los pdralelepipedos rectangulares Iy, I1,, ..., I, equivalentes a éstos y de
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iguales bases, y, después, los componemos en forma de una «pilaw,
poniéndolos uno sobre el otro por las bases iguales {fig. 60} En conse-
cuencia obtendremos el paralelepipedo IT equivalente, evidentemente, al
prisma P de manera que (véase el lema 19)

PidPr+ .+ AT 40+ .+ o P

LEMA 28 Sea M un poliedro arbitrario, mientras gque n, un nimero
natural.  Entonces, MYWoo P4 nM, donde P, es cierto  prismo.

Demostremos este lema, supon lendo inicialmente que M es una piramide
triangular. En este caso M™ también es una piramide triangular, ademas,
su altura es p veces mayor que la aktura de la piramide M. Dividamos
la altura de la piramide M™ en n partes iguales y a través de los
. puntos de division tracemos planos paralelos a la base. En este caso
la piramide M™ se dividitda en n «capas», la superior de las cuales
es una piramide igual a M (fig. 61). Examinemos cualquier capa diferente
de §a superior. Este serd una piramide truncada; sus bases inferior

Fig. 61

y superior las designaremos por 4BCy 4,8,C,. Tracemos a través el
lade 4;B, de la base superior un plano paralelo a la arista CC,
(ig. 62). Dicho plano cortara la base inferior por el segmento A:B,,
dividiendo la pirdmide truncada en dos partes: ef prisma 4,8;CAB,C,
y el poliedro AA,4;BB,B,. Ahora tracemos a través de 1a arista A,4;
un plano paralelo 2 la carz BB;B; del ltimo poliedrd. Con ello, éste
se dividird en dos partes: e prisma 4,4,4,8,B8,;B y la piramide 44,4;4;
igual, lo que es facil de ver, a la pirimide M (ya que ésia es semejante
ala plrarmde M ¥ tiene la misma altura). Pues bien, cada capa, salvo
la supcrlor, se puede dividir en una pirimide, que es 1gua] a M, y en dos
prismas. Toda la piramide M™ esti compuesta dé »# pirdmides, que son
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iguates a M, v dc una serie de prismas. Estos pueden ser sustituidos,
en virtud del lema 20, por un prisma P, y obtendremos:

MY oo P+ aM,

es decir, en el caso, si M es una piramide triangulur, ¢l lema es valido.

Ahora sea M un poliedro arbitrario. Si éste ¢s no convexc, entonces,
al trazar todos los planos, en los cuales yaten sus caras. lo partiremos
en nibmero finito de poliedros convexos. Luege, cada poliedro convexo
puede ser dividido cn piramides (poligonules): para esto es suficiente,
tomando dentro del poliedro et punto O, examinar todas las piramides
que ticnen ¢ punto O como su vértice comiin. en tanto que las caras
del poliedre, sus bases (fig. 63). Por Ultimo, cada piramide poligona
pucde scr dividida en varias pirdmides triangulares {fig. 64). De este mode,
todo pofiedro puede ser dividido en un nimero finito de piramides
triangulares. Sea que

M=T+ T+ +5 (42)

la divisidn del poliedro M cn pirdmides trianguiares. Al aumentar todas
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Fig. 62

estas figuras semejantemente n veces, obtendremos:
M® = T+ TP 4+ T
De acuerdo con lo demostrado anteriormente, tenemos:
TP Py + 0Ty, TMeo Py +nTy, ..., TP +1T,
donde Py, P,, ..., P; son ciertos prismas. Por lo tanto,
M" o (P4 Pyt o+ P+ (0T + 0Ty + ..+ nT)oc P+ nM;

agui la suma de los prismas Py + P, +.., 4+ P, esla sustifwida por un
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prisma (lema 20} mientras que de las pirdmides Ty, 73, .... T, cada una
de las cuajes se toma en » ejemplares, se compone, cn virlud de (42),
n ejemplares del poliedro M. El lema queda demostrado.

LEMA 22. Si dos poliedros son equiadicionados, éstos son equicompuestos.

Durante la dembostracion, el volumen de cierto poliedro M lo
designaremos por V (M). Sean 4 y B poliedros. equiadicionados. Entonces,
existen dos poliedros C y D, que son ¢quicompuestos entre si y que
adicionan 4 y B hasta una misma figura:

. A+C=B+D, C~D (43)
Sea C, un cubo, en ¢l interior del cual se puede colocar ¢l poliedro C,
mientras 3 ; : L)

que », un nimerc enlero, Mayor gue i+ V@) Entonces,

nt>1+ iy(%-})— o #*V{d)> V(4)+ V{C,). Muliipticando ambos miem-

bros de esta proporcion por n, y, sefialando que n’F{4}) es el volumen

det poliedro A™, podemos escribir:

V{4™) > nV (4) + nV (C,). (4d)
Ademas, de acuerdo con el lema 2, podemos escribir:
AW es P+ nd, B™Wac 0+ nB, {43)

donde P y @ son ciertos prismas; la primera de estas proporciones nos
da V(A™) = V{P)+ nV(A). De esta igualdad y de (44) se inficre que
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¥{P) > nV(Cy), es decir, el volumen del prisma P &s por lo menos n -
.veces mayor que el volumen del cubo C,. Con éllo, de acuerdo con el
_ lema 20, podemos considerar que P es un paralelepipedo rectangular

con la misma base que el cubo C,. Entonces, la altura del paralelepipedo .-
P es por lo menos n veces mayor que la altura del cubo C,, de forma
que ¢n ¢f interior de P se puede colocar » cubos iguales a C,, y tanio
méas en el interior de P s¢ puede disponer n poliedros iguales a C.
Asi pues, ubiquemos dentro de P la figura aC; la partc restante del
paralelepipedo P (no ocupadu por Iz figura pC) Ja designaremos por T:

P =T4nC. {46)

A continuacién, los prismas P y Q son equivalentes (va que V (4)= V(B),

V{4") = ¥(B"), y por esta razon, en virtud de (45), tenemos que
¥{P)= V{Q)) v, por consiguiente, son equicompuestos’ (lema 19)):
PoQ. - @)
Comparando las correlaciones (43) y (45)...(47), hallamos: *
Ao P4 nA=T+rCH+nA=T+r(A+ C)ouT+n(B+ D)=
=T4+nB4+nrDocTH+nB +nC=

=(T+ nC)+ nBes P+ nBow + nBro BY,
De.este modo, los poliedros 4™ y B™ son equicompuestos, es decir,
se pueden dividir en partes iguales respectivamente, Al disminuir de modo
semefante n veces los poliedros A™ y B™, asi como. las partes, ¢n las
cuales &stos estan divididos, hallaremos que los poliedros 4 y B también
son equicompuestos. El lema queda demostrado.

eeda por indicar, que el teorema de Sydler, enunciado anteriormente,
se¢ desprende directamente de los lemas 18 y 22,



COMPLEMENTOS

i CONDI(‘ION NECESARIA ¥ SUFICIENTE DE EQUI(.‘()M!-‘OSI(.IDN DE LOS
POLIEDROS. Aduzcamos (sin demostraciones) ta condicion de equicomposi-
cion dada en una de. las obras de Hadwiger. Supongamos, que a cada
poliedro A se ha puesto correspondientemente cierto ntimero {4}, ademas
han sido cumplidas las siguientes condiciones:

i} a los poliedros iguales 4 'y B corresponden los niimeros iguales
1.(4) = 7 (B) {condicion de invariacion);

2) si el poliedro A estd dividido en varios poliedros My, M,, ..., M,,
tiene lugar la igualdad

1(A) = M+ (M) # ...+ (M)

(condicion de aditividad);

3) si A™ es un poliedro semejante al poliedro A con la razdn de
semejanza A, entonces ¥ (4™ = ).y {4) (condicién de lineatidad).

Con estas condiciones se dice que esta prefijado el insuriante aditive
lineal 4. Tiene lugar el seguiente

TEOREMA. Para la equicomposicion de los poliedros 4 y B es necesaria
y suficiente que sus volumenes sean iguales y, ademas, que para todo
invariante aditivo lneal y sea cumplida la igualdad (A} =y (B).

Hablando de otro mode, si los poliedros equivalentes 4 ¥ B no son
equicompuestos, existe tal invariante aditivo lineal y, para el cual
¥ (A} # % (B). Indiquemos, que en virtud del teorema de Sydler demostrado
anteriormente, esta condicién también es necesaria y suficiente para la
equiadicion de los poliedros A ¥ B.

Es intercsante comparar esta condicion con la enunciacién del teorema
de Hadwiger que fue demostrado anteriormente (pig. 49). En aquel caso
también fue constritido cierto imvarignte f{4). A los poliedros iguales A4
v B correspondieron valores igualés del invarianter f(A4)= f{B). Este
invariante fue aditico (lema 17). Este también [ue linea! (ya que todas las
aristas del poliedro 4™ son % veces mayores que las aristas del poliedro
A, mientras que sus angulos diedros, iguales, de forma que de Ila
definicion  del invariante f en la pig 4% se desprende la igualdad
S(AY =X f(A). Sin embarge, el invariante f de cualguier modo,
difiere de los invariantes, sobre los cuales se habla en el teorema
enunciado anteriomente: el invariante f no estd determinade para fodos
los poliedros. Este fue determinado solamente para dos poliedros, sobre
los cuales se trataba en el teorema de Hadwiger, pero cuando encontramos
nuevos poliedros (en el lema 17), adicionalmente determinamos el valor
del invariante [ para &stos.

Es menester sefalar que la existencia de los invariumtes adilivos
lineales, determinados a la vez para todos los poliedros, se demuestra
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en esencia de forma no elemental. Para construir tales invariantes » {asi
como tambign para la demostracidn del teorema formulado en este
apartado) se emplea la llamada induccién transfinita, la nocion de la cual
sobrepasa mucho los limites de ¢ste pequefio libro. :

2, G-EQUICOMPOSICION DE LOS POLIEDROS. Andlogamente al caso de los
poligonos se puede hablar de la G-equicomposicion de los poliedros,
donde G es cierto grupo de movimientos (se sobreentiende, aqui se tiener
en cuenta los movimientos de las figuras espaciales, en particular, los
poliedros). Designemos por T el grupe que consta de todas fag traslaciones
paralelas (en el espacio). En este caso se puede hablar de si serdn 0 no
los dos poliedros prefijados T-equicompuestos. Notemos el siguiente
interesante teorema, gue lambién pertenece a Hadwiger.

TEOREMA. Al objeto de que el poliedro convexo sed Teequicompuesto
con el cubo, es necesario y suficiente que cada una de sus caras seq
un poliedro de simetria centrat ®,

De aqui se deriva que dos poliedros equivalentes, cada uno de los
cuales tiene caras de simetria central, son T-equicompuestos ecntre si.
Enr particular, si hay dos poliedros iguafes con caras de simetsia central,
Entonces, como giMera que sean éstos girados uno con respecto. al otro,
siernpre seran T-equicompuestos.

A la par con los poliedros G-equicompuestos s¢ puede examinar los
poliedros G-cquiadicionados (G es el grupo de movimientos). Si el grupo G
contiene todas las traslaciones paralelas {éstc prede, salvo las traslaciones,
también contener otros inovimientos), los dos paliedros son G-equindiciondi-
dos, cuando v sélo cuando istos son G-equicompuestes. La demostracion

""" de este teorema {que es vilido también en el cspacio n-dimensional)
se alcanza sblo por medio de la complicacion insignificante de la
demostracion del teorema de Sydler, que ya se habia aducido antes.

Y Existe solatmente un invariante, cuya construccion
es ¢lemental: ésie es el invariante igual a cero para cada poliedro A.
Sin embargo, €l examen de este invariante no tiene contenido, _

B De las obras del geometra soviético A. D, Alexan-
drov se infiere, que ¢l poliedro que posee csta propiedad, es de simetria
central. -
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Golovina ‘L., Yaglom I,
[NDUCCION EN LA GEOMETRIA

Este libro, dirigido a los alumnos de ‘grados superiores, profesores
de matematicas y estudiantes de las facultades de fisica y matemdtica
de los institutos de pedagogia, tiene puntos de contacto con el libro
“Meétodo de induccion matemaética” de 1. Sominski {Editorial Mir, 1974)
y puede ser considerado come su continuacion; serd de interés especial
para los que conocen ya el libro de 1. Sominski.

Contiene 37 ejemplos seguidos de la solucidon detallada y 40 problemas
acompafiados de breves indicaciones, Esta dedicado a diversas aplicaciones
del método de induccibn matemitica ‘para la solucion de problemas
geomeélricos. A nuestro parecer, lo mas importantie en @l son los distintos
aspectos del metodo de induccibn matemitica; algunos {no todos, por
supuesto} ejemplos y problemas pueden también representar interés por
si mismos.

El texto puede utilizarse en el trabajo del circulo matematico de la
escuela secundaria, asi como cn forma autodidacta.



Markushévich A.
AREAS Y LOGARITMOQS

‘Este trabajo del Doctor en Ciencias Fisicomatematicas, A. Marku-
shévich, fue cnunciade primeramente en la Universidad de Moscl ante
los alumnos de grados superiores de las escuelas sécundarias.

En la obra se expone la teoria :geométrica de los logaritmos en la que
los Gltimos aparecen como ciertas areas. Las propiedades de logaritmos
se¢ obtienen del analisis de las propiedades respectivas de, las dreas. -
Junio con esto el libso proporciona tas mas simples nociones y propiedades
del calculo integral,

No es forzosamente necesario que el lector sepa qué es un. logaritmo.
No -obstante, ¢l lector debe tener conocimientos primarios sobre las
funciones y su representacion grifica, progiesion geowmétrica y ¢l limite,

En ¢l .caso en que ¢l lector desce obtener la mayor informacidn sobre
los logaritmos podria referirse a la obra “Series” del mismo autor,

El libro sera util como libro de lectura para cscolares y aquellos
lectores gque estén interesados por los problemas que en ¢k mismo se
cxponen, '



Markushévich A.
SUCESIONES RECURRENTES

El concepto de sucesion recurrenie es una amplia generalizacion del
concepto de progresion aritmética © geométrica. También comprende como
casos particulares las sucesiones de cuadrados o cubos de los nameros
naturales, las sucesiones de las cifras de: la descomposicion decimal
de los nameros racionales {y, en general; todas las sucesiones periodicas),
las sucesiones de los cocficientes del cociente que se obtiene al dividir
dos polinomios cualesquiera escritos en el orden creciente de las poten-
cias de x, etc. Por lo tanto, ya en el curso escolar de las Matematicas
se puede tropezar muy frecuentemente con las sucesiones recurrentes.
La teoria de estas sucesiones es un capitulo de la disciplina matematica
llamada “Calculo de diferencias finitas”. En presente librito s¢ expone
esta teoria de manera que no exija del lector conocimientos especiales
previos {solo una vez el autor se refiere, sin demostrarla, a una proposi-
cion general de la teoria de las ecuaciones algebraicas lineales).

Esta destinada a los alumnos de los grados superiores de la escuela
secundaria asi como a todos los que se interesun por las Matematicas.



Boltianski V.
¢QUE ES EL CALCULO DIFERENCIAL?

El proposito del autor es -explicar {de forma comprensible para los
alumnos que cursar los iltimos afios de la ensefianza media) ciertos
conceptos de las matematicas superiores; como son los ‘de derivada,
ecnacion diferencial, atimero e, fogaritmo natural {lo corriente es que los
alumnos se enteren de estos dos 0ltimgs conceptos y se interesen: por”
etlos). El autor ha procurado que las explicaciones de estos conceptos
sean lo mas claras posibles, basandose para ¢éllo en ia resolucion de
problemas tomados de la fisica, Al proceder asi ademds del deseo
de lograr la claridad antedicha, le ha guiado el de mostrar que los
conceptos de las matematicas “superiores” son ¢l teflejo matematico de las
propiedades de pracesos reales que ocurren en la naturaleza y demostrar
una vez mas que las matematicas estan ligadas a la vida, y no al maggen
de ella, que se desarrollan, y no som una cienciz acabada
¢ invariable. No todas las demostraciones y razonamientos contenidos.
en el libro se hacen cop absoluta rigurcsidad matemitica. Algunos
de estos razonamientos tienen caricter de aclaraciones.

Esta obrita puede utilizarse en el trabajo de los circulos matematicos
y fisicos de las escuelas e institutos de segunda ¢nsefianza: para su
comprension bastan los conocimientos que se adquieren en los primeros
nueve cursos de las escuclas de ensefianza media.
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