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2
PREFACIO A LA SEGUNDA EDICION

En la segunda edicidn este folleto fue sometido a una modifi-
caciéon. El método de iteraciones estd expuesto aqui en la base
del concepto de la aplicacién contraida lo que hizo posible relatar
de ella antes de introducir ¢l concepto de la derivada. Se ha
ampliado considerablemente la parte del libro dedicada a la reso-
lucién aproximada de los sistemas de ecuaciones. Por fin, todos
los problemas van acompatiados de las indicaciones sobre la reso-
lucién de ellas.

PREFACIO A'LA PRIMERA EDICION

El objeto principal de este folleto es exponer varios métodos
de la resolucién aproximada de las ecuaciones. El valor préctico
de estos métodos es indiscutible. No obstante, se les da poca
atencidn, como en las escuelas medias tanto en la escuela superior.
Por esta razén ocurre con frecuencia que un graduado de la escuela
superior, en la que é! cursd las matemdticas, experimenta dificul-
tades encontrdndose ante la necesidad de resolver una ecunacion
transcendente mds sencilla. Con la resolucion de las ecuaciones
tropiezan no sdlo los ingenieros, sino también los técnicos, obreros-
racionalizadores y los representantes de muchas otras profesiones.
El conocer los métodos de la resolucion aproximada de las ecua-
ciones es también Wtil para los escolares de clases superiores.

Puesto que la mayoria de los métodos de la resolucién apro-
ximada de las ecuaciones estd ligada con el concepto de la derivada,
nos vimos obligados a introducir este concepto. Tomamos por base,
para ello, los evidentes razonamientos geométricos. De este modo,
para leer la presente obra son suficientes los conocimientos de las
matemadticas en los limites del noveno prado de la escuela secun-
daria.

Para el libro fue utilizado el curso de las conferencias dictadas
por el autor ante los alumnos de las clases 9 y 10, que asistian
el circulo matematico escolar adjunto a la Universidad Estatal
M. V. Lomonosov de Mosai.

El contenido de estas conferencias fue aplicado por S. 1. Schwar-
zburg®, profesor de la escuela secundaria No. 425 de Mosai, para

* Profesor, doctor en ciercias pedagogicas, miembro
correspondiente de la Academia de las ciencias pedagdgicas de la URSS,
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el trabajo fuera de clase con los alumnos de novena clase. El autor
expresa su gratitud a 8. L. Schvarzburg por haber elaborado y
prestado a la disposicion del autor los problemas que se resuelven
por el método de iteraciones y que fueron utilizados al escribir
este libro.

La profunda gratitud el autor expresa para V. G. Boltydnski
cuyas observaciones contribuyeron en un grado considerable a refor-
zar el cardcter practico de la variante original del manuscrito.
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8L
INTRODUCCION

Al estudiar las matemadticas en el curso escolar, mucho tiempo
se dedica a la resolucidn de las ecuaciones y de los sistemas de ecua-
ciones. Primero se abordan las ecuaciones de primer grado y los
sistemas de éstas. Luego aparecen las ecuaciones cuadriricas, bicua-
drdticas e irracionales. Y por fim, un alumno se entera de las ecua-
ciones exponenciales, logaritmicas y trigonométricas.

Esta atencidn para las ecuaciones no puede considerarse casual.
Se. explica por la importancia que tienen las ecuaciones para las
aplicaciones prdcticas de las matematicas. Sea cual fuese la apli-
cacion, para obtener una respuesta definitiva, se debe resolver, con-
mayor frecuencia, las ecuaciones o los sistemas de ecuaciones.

En las clases escolares recurren frecuentemente a las ecuaciones
para resolver problemas fisicos. Examinemos, por ejemplo, el
problema siguiente:

Una piedra se deja caer en un pozo. Hallese la profundidad
del pozo, si se conoce que el sonido provocado por la caida de la
piedra se ha captado T segundos después de darse la piedra al
fondo del pozo.

St designamos por x la profundidad del pbzo, para deter-
minar x obtenemos la ocuacién

E"+i=T&
l d t

donde ¢ es la velocidad de propagacion del sonido en el aire
2x : ; x :
Tes el tiempo que dura la caida, y L-l; es el tiempo

que transcurre hasta el momento de captar el sonido)

Es una ecuacion irracional. Haciendo |/; = y, reducimos-
la a la ecuacién cuadritica

2

y 2

S L,
v+ gy':'O,

que se resuelve segin la férmula conocida,
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Las ecuaciones también se aplican para resolver problemas
geométricos. Por ejemplo, el problema de division del segmento AB
de longitud ! en la razon media y extrema (es decir, en los
segmentos AC y CB tales que AB :AC = AC :CB) conduce a la
resolucion de la ecuacion cuadritica

X*+ix—-1P=0,

donde con x estd designada la longitud del segmento AC.
A una ecuacion mas compleja se reduce €l problema de divi-
sion del dngulo x en tres partes. Esta ecuacién tiene la forma

4x* —=3x—cosa=0,

donde x = cos%-. Las ecuaciones de este tipo, llamadas cibicas.

no se estudian en las escuelas, pero en el curso del algebra
superior se demuestra que la formula para resolver las gcuaciones
aibicas también existe (véase mds abajo la formula (3)).

Sin embargo, en la fisica surgen frecuentemente los problemas
que conducen a las ecuaciones mds complejas para las cuales no se
dan formulas de resolucidon en la escuela média, ni aun en la
Universidad. Tomemos, por ejemplo, una barra de hierro (viga,
como dicen los técnicos) con extremos empotrados. Sometida a un
golpe, la barra empezara a efectuar oscilaciones transversales.
Como se demuestra en la fisica matematica, con el fin de hallar
la frecuencia de estas oscilaciones se debe resolver la ecuacion

£ (1

e = v
COS X

donde ¢ = 2,71828. ..

Las escuelas no dan ningunas reglas para resolver la ecuacion
de esta indole. No se debe pensar que esto se explica por la
brevedad del programa escolar respecto a las matematicas.
No existe, en general, la formula para resolver la ecuacion (1)
en el sentido escolar. Precisemos esta afirmacion.

Suele decirse que para cierta ecuacion existe la formula de
resolucion, siempre que las raices de la ecuacion puedan ser expre-
sadas en términos de las magnitudes, que figuran en ella, por
medio de las operaciones ariiméticas, la extraccién de raices o con
ayuda de las funciones expouencial, logaritmica, trigenométricas
y trigonometricas inversas. En este sentido la ecuacion cuadra-
tica x* + px + ¢ = 0 tiene la formula de resolucién que tiene por
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2
x=—%i’/%—-—q. (2)

Existe también la férmula de resoluciéon para la ecuacion
clibica ¥

expresion

x}+px+4g=0

Ella tiene la forma

3
_1/_4a ,fﬂi ¥ o1t g '/3.’_ r
x#I/ >+ 4-1-2.f+]/ 3 4+ﬁ-. 3

No obstante, la aplicacion préctica de la formula (3) esta
obstaculizada con toda una serie de inconvenientes y requiere el
empleo de los nimeros complejos.

Existe también la férmula para resolver las ecuaciones de
cuarto grado, pero ésta es tan compleja que aqui no la vamos
a indicar.

Para las ecuaciones de quinto grado y de grados superiores
el asunto es peor todavia. Abel **!, un matemitico noruego, demos-
tro en el ario 1826 que para 7 > 5 no exist ia formula que expre-
sara la solucion de la ecuacion algebraica

GX"+ay X" '+ ... +a,=0

por medio de las operaciones aritméticas y la extraccion de raices.

* A esta forma se reduce cualquicr ecuacion cibica
aGx® + a;x* + a;x +ay =0,

mediante la sustitucion x + == y.
300
**! Sobre la vida y el trabajo creador de Abel véase
el libro de O. Ore “Notable matematico Niels Hendrik Abel”. Los trabajos
de Abel fueron desarrollados por el matematico frances E. Galots, De éste
hay un libro “Favorito de los Dioses™ escrito por L. Infeld.



12

Pueden haber férmulas de resolucion® sélo en algunos casos
particulares de las ecuaciones algebraicas cuyo grado es superior
a cuarto.

Si los matemdticos se limitaran al estudio de las ecuaciones
que admiten una solucidn exacta, es decir, la solucidn cbtenida a
base de cierta férmula, podriamos imaginarnocs una conversacion de
un ingeniero con el matematico.

Ingeniero: Al calcular la construccion, he llegado a una ecuacidn de
este tipo (le muestra al matematico la ecuacion). Tengo que resolverla
urgentemente, pues dentro de un mes debo temer terminado el proyecto,

Matemético: Con mucho gusto quisiera ayudarle, pero para las ecua-
ciones de este tipo no hay férmula de resolucion.

Ingenfero: (Y no podris Ud. deducir la férmula?

Matemdtico: No vale la pena. Hace tiempo se demostré que para estas
ecuaciones no existia Ja férmula de resolucion. :

Como resultado de semejante conversacidn la opinidn del
ingeniero sobre los matemédticos y sus posibilidades se empeora-
ria, probablemente, en el grado considerable. Afortunadamente,
tal conversacion no puede tener lugar. El hecho es que, habitual-
mente, al ingeniero no le es necesaria la frmula para resolver
tal o cual ecuacién, Lo que él necesita es la respuesta obtenida
con el determinado grado de precision y no le interesa el modo
por cuyo intermedio se obtiene la respuesta. La propia formula
sdlo sirve para que se pueda calcular la respuesta con el grado
necesario de precisién.

Supdngase, por ejemplo, que la formula estd obtenida, pero la
respuesta, hallada segin esta férmula, se representa en la forma
x=34+ [/|_3 Estd claro que esta respuesta no puede ser usada
inmediatamente (seria absurdo pedir que un ajustador haga una
pieza de longitud igual a 3 + |/13cm). Para los fines practicos se

debe expresar ]/1_3 en ¢l sistema decimal de cdlculo, tomando tal
niimero de signos decimales que se requiera para el problema
prictico dado. ‘

Asi pues, el ingeniero serd totalmente satisfecho, si el mate-
mético le indica tal o cual modo de calcular la raiz de la ecua-

* De las ecuaciones algebraicas pueden leerse los li-
bros de la serie “Lecciones populares de matematicas” (e¢n ruso):
A. G. Kirosh, “Ecuaciones algebraicas de grado arbitrario”, Editorial
Mir, 1976. ;

1. R. Shafarevich, “*Acerca de la resolucién de las ecuaciones de grados
- superiores”, Gostejizdat, 1954,
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cién con el grado necesario de precision. En las matemdticas
estd elaborada toda una serie de los métodos para el cdlculo
aproximado de las ecuaciones. Esta obra se dedica precisamente a
la descripcién de algunos de estos métodos.

§2
APROXIMACIONES
SUCESIVAS

La mayor parte de los métodos de la resolucién aproximada
de las ecuaciones s¢ basa en la idea de las aproximaciones suce-
sivas. Fsta idea se usa para solucionar no sélo las ecuaciones,
sino también algunos problemas pricticos.

El método de aproximaciones sucesivas se emplea, por ejemplo,
por los artilleros. Si se necesita batir algin objetivo, en la pieza
de artilleria se establecen las graduaciones correspondientes de ele-
vacién-y deriva, después de lo cual se efectia un disparo, Failado el
tiro, a base de la observacién del punto de explosién del proyectil
se introducen correcciones en las graduaciones de elevacion y deriva,
después de lo que se efectia el disparo siguiente. Realizadas unas
cuantas aproximaciones, la elevacion y la deriva se gradian de
tal manera que el objetivo resulta derribado,

go A A
Ay
0
Fig. 1

A veces las aproximaciones sucesivas se necesjtan para determi-
nar el punto de punteria. Supongamos que un cafidén antiaéreo,
ubicado en el punto O, efectia el tiro contra un avién en vuelo
(fig. 1). Si apuntamos el cafién al punto A4,, donde se encuentra
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el avion en el instante dado, tendremos tiro fallado: mientras el
proyectil vuela, el avion se desplazard al otro punto A4,. Este punto
se determina de una manera bastante facil, si se conocen las velo-
cidades del proyectil y del avion. No ocbstante, si dirigimos el
proyectil al punto A, de nuevo podemos errar el blanco. En efecto,
como resultado del cambio en la inclinacién del tubo del cafion
se altera la ley de movimiento del proyectil. Por esta razon, el
tiempo que tarda el proyectil en cubrir la distancia OA, se diferen-
cia del tiempo que se necesita para alcanzar el punto A4,. De
resultas, el proyectil no dard en el blanco. Sin embargo, el error
serd menor en comparar con el caso de punteria en el punto A,.
Para que el error sea ain menor, hace falta determinar el tiempo
durante el cual el proyectil cubre la distancia OA, y, ademds,
hallar el punto en que, al pasar este lapso, se ubicard el avién.
Este punto A, serd la aproximacion siguiente para el punto de
punteria buscado. Después de esto se debe determinar el tiempo
durante el cual el proyectil alcanza el punto A, y calcular el punto
A; en el que se ubicara el avién, pasado este tiempo. Realizadas
unas cuantas aproximaciones, encontraremos, con el grado necesario
de precision, ¢l punte de punteria.

El método de aproximaciones sucesivas se emplea también para
la resolucion de muchos otros problemas.

Supongamos, por ejemplo, que se necesita transportar la arena
desde las canteras de arena A,, ..., A, hacia varias obras de
construccién By, ..., B,. Sea a; el rendimiento de la cantera A,
medido en toneladas por dia. Supongamos que la obra B, consume
b, toneladas por dia y que el coste de la transportacién de una
tonelada de arena desde la cantera A; hacia la obra By es igual
a cy (esta magnitud depende de la distancia entre 4; y By,
el estado de caminos, etc).

Con ¢l fin de elaborar el plan del transporte, compongamos
la tabla 1. En esta tabla con x; estd designada la cantidad de
arena que se traslada desde la cantera A4, hacia la obra B,

Tabla 1
B B, B,
4, Xy X1z Xim
Ay ¥au X2 Xam
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Esta claro que los nimeros x, deben satisfacer las siguientes
correlaciones

XJI+XJ2+---+XJM-€..GJ

{desde la cantera A; no puede transportar mds que a; toneladas
de arena por dia),
Xix+ Xap b oo+ Xa =By

(a la obra:B, se debe llevar by toneladas de arena por dia).
Segin el plan proporcionado por la tabla I, el coste del
transporte de arena es igual a

C=C11x11 + CiaXy2 + v F CpnXin +

+ c31Xa1 + C2pXgp F o+ C2Xan F (4)
+ C1Xmi t Cm2Xmz + -+ F ConXom

El plan se debe ciaborar de una manera tal que el valor de
C sea minimo. Con este fin se compone primeramente un plan
preliminar. Se procede, por ejemplo, de tal modo:

A la cantera de arena 4, se le atribuye una obra de cons-
truccidn mas proxima a la cantera. Si esta cantera produce mds
arena que se necesita para la obra dada, se le agrega a la cantera
otra obra, que entre las restantes obras ¢s mds préxima a la misma
cantera. Realizados unos cuantos pasos, el rendimiento de la cantera
A, resultard agotado. Después de esto, a la cantera A, se le concede
aquella de las obras restantes que es mds proxima a A,, etc.
Al fin y al cabo, cada obra resultara atribuida a alguna de las
canteras.

Sin embargo, el plan elaborado de este modo no es el mejor.
puesto que al final quedardn unas pocas obras y ellas pueden
estar muy alejadas de las canteras restantes. Por €so nos veremos
obligados a cambiar el plan elaborado. Algunas de las obras designa-
das a las canteras de pequefios mimeros serdn tomadas de éstas
ultimas y atribuidas a las otras canteras de nimeros mayores.

Los métodos de la alteracion del plan, que tienen por objeto

disminuir el coste del transporte, se consideran en el apartado de
las matemdticas, llamado programacidn lineal *'.

* Sobre la programacidn lineal véasc “Introduccion
en [a Algebra lineal vy la programacion lineal” por A. 8. Solodovnikov.
Editorial “Prosvescheniye”, Mosca, 1966.



16

Después de unas cuantas aproximaciones, realizadas en con-
formidad con estos métodos, obtendremos un plan segiin el cual
la suma (4) serd minima o poco se diferenciard de la minima.

En general, al elaborar un plan (o bien un horario) cual-
quiera, se toma al principio una aproximacion basta la que,
después, s¢ mejora de manera sucesiva logrando, al fin y al cabo,
el resultado reguerido,

El maquinado de una pieza en los talleres de una planta
puede considerarse también como la aproximacion sucesiva a la
forma requerida. Primero se toma una aproximacion basta, esto es,
una pieza de fundicién o cualquier otra pieza bruta. Esta pieza es
trabajada en un torno y se le comunica una forma préxima a
la deseada. Luego, la pieza se transmite al otro torno de mayor
precision. Realizadas unas cuantas etapas del maquinado, es decir,
unas cuantas aproximaciones, aparece, por f{in, la pieza que desed-
bamos obtener.

La idea general del método de aproximaciones sucesivas estd
bien expresada en uno de los versos de Piet Hein, un sabio y poeta
danés, los cuales é mismo denominé “gruks”:

“Espinoso es el camino a la verdad,
Pero, siguelo y no te demores,
Falio, fallo, otra vez fallo,

Pero cada vez menos y menos™.

§3
AQUILES Y LA TORTUGA

Por primera vez las aproximaciones sucesivas se mencionan
en los razonamientos del Zendén de Elea, filésofo griego, que vivié
500 afdos antes de nuestra era. Este fildsofo trataba de demostrar
la ausencia del movimiento en la naturaleza (recuérdense los versos
de Pushkin llamados “Movimiento”: “El movimiento no existe,
dijo un sabio barbudo..”). La demostracién suya fue como sigue:
si Aquiles, un hombre mds répido de todos los griegos, hubiera
tratado de alcanzar corriendo a una tortuga, nunca podria hacerlo.
Efectivamente, sea la distancia entre Aquiles y la tortuga 1000
pasos y supongamos que Aquiles hace corriendo 10 pasos por 1 se-
gundo, mientras que la tortuga cubre 1 paso por segundo. Trans-
curridos 100 segundos, Aquiles habrd recorrido 1000 pasos que le
distan de la tortuga, pero durante este tiempo la tortuga se alejard
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a 100 pasos. Transcurridos 10 segundos mds, Aquiles cubrird co-
rriendo estos 100 pasos, pero la tortuga estard 10 pasos avanzada.
Para superar estos 10 pasos Aquiles necesita 1 segundo, durante
el cual la tortuga se desplazard un paso mds. De este modo,
razonada Zendn, la tortuga siempre ird delante y Aquiles nunca
la alcanzara. Por consiguiente, el movimiento no existe.

Este razonamiento de Zendn es, por supuesto, nada mas que una
paradoja graciosa. El movimiento es una propiedad imprescriptible
de la materia. Es que los versos de Pushkin sobre Zenon son
como sigue:

“El otro viejo se puso a andar silencioso,
No podria ser la objecién mds curiosa,
Elogiaban todos la respuesta ingeniosa”

Todo escolar calculara sin dificultad el tiempo que es necesario
para que Aquiles alcance 1a tortuga. Para ello seria suficiente
escribir la ecuacién ;

10x — x = 1000, (5

en la que con x estd designado el tiempo buscado.
De esta ecuacidén se obtiene
1000 1

g S=111§5

No obstante, el razonamiento de Zenon puede considerarse
como un método original de la resolucion aproximada de la
ecuacion (3).

Para concretar, en la ecuacién (5) pasemos x al segundo miembro
y dividamos ambos miembros de la ecuacion entre 10. Obtendre-
mos la ecvacién

x =100 + 3. (6)

Si prescindimos en el segundo miembro del sumando f—o (es

pequerio al comparar con x), obtendremos para x un valor apro-
ximado x, = 100. Ahora podemos precisar la respuesta, sustituyendo
en el segundo miembro la aproximacion hailada de x, = 100 en
lugar de x. Obterdremos para x el valor mds exacto, a saber,
x5 = 100 + 10 = 110. Sustituyendo este valor en el segundo miembro
de la ecuacion, encontraremos la aproximacion siguiente x3 = 100 +

2-71



18

+ _110_= 111. De este modo obtenemos las aproximaciones

10
xp =100, x; =110, x3 =111, x, = 111, ...

es decir, los mismos mimeros que se obtenian en el razonamiento
de Zenon. Estos mimeros estdn ligados entre si por la correlacién

Xpty = 100 -+ lx_ag (?J

que permite calcularios uno tras otro. Con el aumento de n ellos
: 5 1 i
se aproximan a la solucién exacta, x = “15‘ de la ecuacion (5).

El métode que acabamos de exponer ha sido coronado por

€xito, porque ¢l sumando era pequenio comparando con x.

X
10
De lo contrario, obtendriamos los mimeros que no se aproxi-
marian a la solucién buscada. Supongamos, por ejemplo, que
Aquiles compite no con una tortuga lenta, sino con un antilope
que ¢s capdz de correr con la velocidad de 20 pasos por segundo.
Con el fin de determinar ¢l tiempo necesario para que Aquiles
alcance al animal, hace falta resolver la ecuacion

10x — 20x = 1000. (8)

La solucidn es x = —100. Esto significa que Aquiles y el anti-
lope estaban al tado hace 100 segundos v en el momento dado
el animal estd a la cabeza de Aquiles y la distancia entre ellos
solo va a aumentar en lo ulterior.

Trataremos de resolver la ecuacién (8) del mismo modo que la
ecuacién {5). Pasemos el sumando 20x al segundo miembro y
dividamos los dos miembros de la ecuacidn entre 10. Obtendremos
la ecuacién

x = 100 + 2x. 9

Hagamos en el segundo miembro x, = 0. Resulta que x, = 100.
Sustituyendo este valor en el segundo miembro de la ecuacién (9),
obtenemos la aproximacion siguiente x; = 300. Continuando este
proceso, obtendremos los mimeros

xo =0; x; = 100; x; = 300; x5 =700, ...

Vemos que estos nimeros no tienden a la solucidn exacta, x, = — 100,
de Ia ecuacién (8).
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DIVISION
EN LAS COMPUTADORAS

Es posible que el lector de este libro quede asombrado:
Jcudl es la razén de resolver la ecuacién (5) por el método de
aproximaciones sucesivas, si s¢ puede obtener la respuesta exacta
de manera muy sencilla? Nos interesa, por supuesto, no la propia
ecuacién (5), sino el método de aproximaciones sucesivas el cual
nos proponemos aplicar en adelante a las ecuaciones mas complejas.

Por lo demds, hay que decir que el empleo del método de
aproximaciones sucesivas para resolver las ecuaciones parecidas a
la (5) se necesitd hace muy poco tiempo, cuando aparecieron las
computadoras de accion rapida. Existen modelos de las mdquinas
que son capaces de ejecutar sblo tres operaciones aritméticas:
adicion, sustraccién y multiplicacion. Ademds, ellos permiten dividir
entre los nGmeros del tipo 2". ;De qué manera estas mdquinas
hacen la divisidn entre numeros cualesquiera? ’

Dividir el nimero b entre el nimero a significa resolver la
ecuacién ax = b. Puesto que la maquina puede multiplicar y dividir
entre 2", se puede considerar que '/; < a < 1 (de lo contrario mul-
tipliquemos o dividamos los dos miembros de la ecuacién ax =&
entre la potencia correspondiente del numero 2).

Escribamos la ecvacién ax = b en la forma

x=(1=a)x+b, (10)

Tomemos por la primera aproximacién del nimero x el valor
xy = b. Designemos con «, el error de esta aproximacion, es decir,
supongamos que x; + o; = b/a. Entonces, de la ecuacién (10) obte-
nemos

X+ ay=(1—a)(x; +o)+b=(l—a)x, + b+ (1 —aa,. (11)

Como !/, <a <1, resulta que
D<l—a < L / 2+
Puesto gque ¢l coeficiente | — @ es comparativamente pequefio, en el
segundo miembro de la ecuacion (11} despreciemos el sumando

(1 —a)a,, el cual es, por lo menos, dos veces menor que a,.
Obtendremos:

X +oyx{l—a)x +b.

2%
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El namero
X3={1-a)x, +5b
lo tomaremos por la siguiente aproximaciéon para x.

Designemos por «, el error de la aproximacion x,, es decir,
hagamos X, + o, = b/a. En este caso, de la ecuacidn (10) se infiere

e X2+ 0 =(1l —a)x; + b+ (1l — a)a,, .
Despreciando en el segundo miembro de esta ecuacién el
sumando (1 — a)o,, obtendremos la igualdad aproximada
X+ @ =(l —a)x; + 5.

Asi pues, a titulo de la siguiente aproximacién se puede tomar
xyg=(l —a)x, + b.

Siguiendo con este mismo procedimiento, encontraremos que la
siguiente aproximacion tiene la forma

Xg=(1=-a)xs +b,

etc. Los nimeros xy, x;, ..., X, ..., calculados sucesivamente
segun la férmula
Xpe3 = (1 —a@)x, + B, (12)

van aproximdndose al nimero b/a. Mds, en esta formula se
utilizan sdlo las operaciones de adicién, sustraccion y multiplica-
cién lo que significa que la mdquina puede operar conforme a ella.

El método de division descrito se basa, de hecho, en la fér-
mula para la suma de una progresién geométrica infinita decre-
ciente. Para concretar, escribimos la fraccion b/a en la forma

... B
a 1-(1—-a)
Pero, segin la fé6rmula citada tenemos:

b 2

+bh(l—a)" ' 4 ... (13)
Designemos con x, la suma de n primeros términos de esta

progresion:
x,=b+b(l—a)+...+b{1l —a)"}
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Es evidente que
Xpp1=b+bl—a)+...+b(l —a)"=
=b+(l—-a)[b+b(l=a)+...+b(1-a)""]=
=b+ (I —a)x,.

Esta formula y la férmula (12) coinciden. De este modo, sus-
tituyendo 1a fraccion b/a por el valor aproximado de x,, sustituimos
la suma infinita en la formula (13) por la suma de los primeros
n términos. Al aumentar el niimero de los sumandos n, esta suma
va aproximéndose a la suma de toda la progresién (el decreci-
miento de la progresion (13) se deduce de lo que '/, <a<]|,
y, por tanto, 0 <1 —a< /)

§5
EXTRACCION DE RAICES
CUADRADAS POR EL METODO
DE APROXIMACIONES SUCESIVAS

Mostremos ahora, cémo se emplea el método de aproxima-
ciones sucesivas para la extracci6bn de raices cuadradas. En las
escuelas se estudia un método de extraccién de raices cuadradas
que permite hallar, uno tras otro, los signos de la raiz buscada.
Se lo puede considerar también como el método de aproxima-
cién sucesiva hacia la respuesta. Sin embargo, es bastante compli-
cado y muy frecuentemente los alumnos lo usan mecdnicamente,
sin darse cuenta completa de lo esencial en la operaciébn. Vamos
a describir aqui el otro método de extraccién de raices cuadradas
que se utilizaba ya en Babiloniaantigua mucho tiempo antes de la
era nuestra. Lo empleaba también Herdn, un matemdtico de Alejan-
dria. Después, este método fue abandonado, pero en nuestros tiempos
se le recurre a veces para extraer raices cuadradas en las mdquinas
de cémputo.

Supongamos, por ejemplo, que se mecesita extraer una raiz
cuadrada del nimero 28. Elijamos primero algin valor aproximado
de esta raiz, haciendo, por ejemplo, x, =35. Designemos por «,
el error de este valor aproximado, es decir, hagamos
]/2—8= S+ a,. Para hallar el valor de a; elevemos al cuadrado
los dos miembros de esta igualdad. Obtendremos:

28 =25 + 100, + o,
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es decir, af + 100, — 3 =0.

Obtuvimos, de este modo, una ecuacién cuadrdtica para «.
Si tratamos de resolver esta ecuacién con exactitud, obtendremos
el valor de ¢; = -5+ ]/2—8 Asi pues, para hallar el valor exacto
dé «, se debe calcular ]/% Pareciera que estamos dentro de un
circuio vicioso: para hallar },/2_8 se necesita calcular o,, y para
hallar a; se debe calcular ]/55

La siguiente consideracion viene a ayudarnos. El error o, del
valor aproximado x; = 5 no es significante; de antemano se sabe
que es menor que 1. Es menor aun el nimero «? Por esto,
hagamos una tentativa de hallar el valor aproximado de «,,
despreciando en la igualdad (14) el sumando pequeiio af. En este
caso, para o; se obtiene la ecuacidén aproximada 10a, — 3 = 0.

De ella se deduce que «, ~0,3.
Por consiguiente, el valor aproximade de la correccién oy lo

tenemos. Puesto que [/28 =5+ a;, la segunda aproximacién x,
para ],/2_§ tiene por expresién
x=5+03=53.

Repitamos el procedimiento descrito con el fin de hallar la
aproximacion para ]/2?5 mds exacta todavia. A saber, designemos
con a«, el error del valor x, =353, es decir, hagamos

28 = x; + ;. Elevemos ambos miembros de esta igualdad al
cuadrado y despreciemos el pequefio sumando a2. Obtendremos:
28 = x3 + 2x,1,, y, por lo tanto,

_ 28-x%

o
& 2x2

Esto significa que la tercera aproximacion para /28 se expre-
sa mediante la formula

28-x2 284 x2
X3 = X3 + £ — * X2 5
2)C2 sz
Puesto que x; = 5,3, de aqui se infiere que x; = 5,2915.. De un
modo igual, partiendo del valor aproximado x; = 5,2915, encontra-
mos la siguiente aproximacion x,, expresada mediante la férmula
28 + x3

Xy = 2x3 = 5,2915...
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En general, una vez hallado el valor aproximado x, para
[/28, la aproximacién siguiente tendrd por expresion
28 + x2
| T (15}
i
Con elio, todo paso consecutivo del procedimiento conduce a las
aproximaciones para Vﬁ, que son cada vez mas exactas. El proceso

de las aproximaciones s¢ da por terminado cuando la diferencia
entre X,.; ¥ X, se hace menos que la precision predeterminada

de los cdlculos. Por ejemplo, si es preciso calcular 'Vﬁ_g con un
error inferior a 0,0001, serd suficiente tomar cuatro aproximaciones
y hacer l/f=5,2915 {en efecto, x3 =52915.. y x,=152915.).

De la manera sumamente ig_ua! se extrae la rari_z cuadrada de
cualquier nimero positivo. A sdber, calculando }/a, eligimos algu-
na aproximacion inicial x,, y luego determinamos las aproxima-
ciones siguientes, valiéndonos de la formula
a+ x;

2x;

La formula {16) se puede deducirla también de los razona-
mientos algo diferentes de los que hemos aplicado al extraer
]/ﬁ. Supongamos que ya hayamos hallado la n-ésima aproxima-

o a
cién x, para ]ﬂz-. Dado que l/E = entonces )/a es el
|/ L%

promedio geométrico de los numeros x, y xi. En calidad del va-

Xn+1 =

(16)

Xp+1 =

n
lor aproximado para este promedio geométrico tomemos el pro-

F i S 3 d .
medio aritmético de los nameros X, ¥ i es decrr, hagamos
A :

, _1x+a _Xi+a
n+ i 2 (] X zxn'

Esta es precisamente la férmula (16).

De este modo, ¢l método aproximado de la extraccion de rai-
ces cuadradas escrito mds arriba consiste en lo que en cada paso
de las aproximaciones el promedio geométrico de los mimeros x, ¥

a

se sustituye por el promedio aritmético de los mismos.

Aclaremos ahora: (es que siempre ¢l proceso de las aproxima-
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ciones sucesivas lleva al objetivo al extraer raices cuadradas, es
decir, siempre serd el asunto tal como lo observibamos cuando.
Aquiles corria tras la tortuga o, quizds, a veces ¢l asunto recordard
su competicion con el antilope? En el primer caso los matemad-
ticos dicen que el proceso de las aproximaciones es convergente;
en ¢! segundo caso el proceso diverge. Yamos a demostrar que al
extraer las raices cuadradas nunca nos tropezamos con compli-
caciones algunas: el proceso de las aproximaciones siempre converge,
siempre lleva al objetivo.

¥
Para ello comparemos los errores o,=)'a—x, ¥ %+ =
=]/a - x,,, de dos aproximaciones que siguen una tras ofra.

Valiéndonos de la formula {16), el error 2,.,; puede ser escrito
en fa forma

2 2
~ Xxi+a X, —2x,//a+a
a"+1=]/;v-—x,,+1=],"ﬂ_— 2x A . 2x]/7 .
Pero,
X3 D [,—'G ta=(x,—|a?=af
y por esto
2
oy
Iy = = 2x G (1?)

Consideramos s6lo las aproximaciohes positivas x, para ]/E.
Por esta razén, de la igualdad (17) se puede sacar la deduccion
de que todos los errores o, %, ..., O, ... SON negativos. En otras
palabras, todas las aproximaciones x, a partir de la segunda,
son aproximaciones por exceso™; la primera aproximacion x, puede
ser tanto por exceso como por defecto.

Con ayuda de la formula (17) se demuestra con facilidad que
el valor absoluto del error de la aproximaeion aproximado de x,
disminuye con cada pase al menos en dos veces. En efecto, la
igualdad (17) se puede escribir asi:

et 5
A, x,—)a 1 [ a
Oy+y = — 8y = Gy =15 e

2x, 2" Am g

Por esto

. Vﬂ\ia.,t- (18)

m"ﬂl:\i_Txn

* Esto se explica por el hecho de que ¢l promedio
aritmético es siempre mayor que el promedio geométrico.
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Pero, como x, > 0, entonces
1 ]/E 1

- - <=z,

2 2, 2

Por otra parte, segin lo mostrado mds arriba, para nz 2
tenemos x, > }/a, y por tanto

1 a
E-E—.;,‘_)OI

De aqui se deduce la desigualdad

1 Va
-2-——2? <E. (19)

Explorando las correlaciones (18) y (19), nos convencemos de que

1
|u'||+1| {Elanl'

1

Esto precisamente demuestra la validez de nuestra afirmacién:
con cada paso de las aproximaciones el valor absoluto del error
va disminuyendo por lo menos en doble. De esto se deduce que
después del segundo paso de las aproximaciones el valor absoluto del
error disminuird al menos en cuatro veces, después del tercer
paso, al menos en ocho veces, etc. Estd claro que al crecer n,
el valor absoluto del error o, = /4 — x, va disminuyendo y tiende
a cero. Pero, esto significa que los nameros x, tienden a
]/c-: cuando n crece.

Ahora pondremos en claro, cémo influye la eleccidn de la
aproximacion inicial x, ¢n el proceso de las aproximaciones, En pri-
mer lugar indiquemos que esta eleccidén no tiene influencia alguna
en el resultado final. Es que ya hemos demostrado que con cual-
quier aproximacidon inicial x, los errores a4y, ..., &, ... de las
aproximaciones ulteriores tienden a g¢ero cuando n-» o0, De este
modo, §i la precision necesaria de cdlculos estd prefijada, se ob-
tendrd el mismo valor para 1/5 con la precision predeterminada,
cualquiera que sea la aproximacion inicial x,. 8i incluso la elec-
cién de la aproximacion inicial no es acertada, llegaremos por fin
al resultado correcto. Realizados 10 pasos de la aproximacién,
el valor absoluto del error disminuird mds que en mil veces
(210 = 1024 ~ 1000); realizados 40 pasos, por lo menos en mil mi-
llones (10'%) veces. Por ejemplo, si, al calcular ]/5_, ponemos
x; = 105, entonces a; ~ 10% y por tanto, |as| < 107 En otras
palabras, al principio del proceso el error era cerca de un mi-
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llon; al final, su valor absoluio se hizo menos que upa milio-
nésima.

No obstante, la eleccion de la aproximacién inicial influye en
la duracion del proceso de aproximaciones. Si la eleccion de la
aproximacion inicial no es acertada, tendremos que esperar mucho
hasta que la diferencia entre x,.; y X, se haga menos que la
precision dada de los cdlculos. La eleccion acertada de la apro-
ximacion inicial contribuye considerablemente a la aceleracion del
proceso. Por esta razon, se procede con frecuencia de la manera
siguiente: la aproximacion inicial x; se toma de las tablas de
raices cuadradas y la formula
a+ xi
> T {20)

2Xxy

solo se emplea para precisar el valor obtenido,
Este procedimiento es de comodidad particular porque la
velocidad de disminucion del error crece considerablemente cuando

X, va aproximandose a ],-’E. En efecto, al deducir la desigualdad

Xy =

1
iqﬂ-rll <"2"iu-n|a

ot G 1 a

en la formula (18) hemos sustituido el factor 5= -é'/x-;l por el
n

nimero —; Pero, si x, es proximo a ]/:1, la fraccion
1 Ve . Va
3 I serd muy pequeiia, por lo que |, | = 32 [, |

es considerablemente inferior a %|a,,1.

Precisemos esta afirmacién. Examinemos, a la par con el error
absoluto Iac,,|=]]r.»’g— X, un error relativo B, del valor aproxi-
mado x,, es decir, la razon del error absoluto |«,| al valor exacto
de la raiz I/:r. Este error tiene por expresion

_ a1 x,

De la igualdad (17) obtenemos la siguiente formula para la
magnitud B, ,:
|un+l| - Io‘l'i'rl2

Va  2)a

Bn+l =
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Puesto que x, > |/E, tenemos:
z
ot |

L.
Pai1 < 2(1/5)2 ZB"'

Asi pues, para los errores relativos B, de los valores apro-

ximados se cumple la desigualdad
2
Bas1 < E;'— (21)

Por ejemplo, si el error relativo de la aproximaciéon x, es
igual a 001, entonces para la aproximacién x,., él no supera
a 000005, y para x,.. no es superior a 000000000013, Vemos que
la precision de las aproximaciones crece cada vez mds rdpido.
Sz puede mostrar que estando ya cercanos a ]/E, con cada apro-
ximacion ulterior ] nimero de signos exactos s¢ dobla,

Ejemplo. Calcitlese ]/2_3§ con un error inferior a 0,00001.

Rigiéndonos por las tablas de 1. N. Bronstein y K. A. Semen-
diaev®, encontramos |/238 = 1543. Tomemos 1543 por x, y ha-
llaremos x, segin la formula

15.43% + 238

30,86 = 1542725...

X2 =

Evaluemos la precisién de la respuesta obtenida, Como el error del
valor 15,43 no supera a 0,01, entonces o, = 0,01, y por eso
0,01

B~ 15 43 < 000

Pero, en este caso

2
By < 0’0‘2“ = 0,0000005.

Esto significa que ¢l error absoluto de la aproximacion x;
no es superior a 1543-0,0000005 < 0,00001. En otras palabras,
en el valor /238 = 15,42725... son exactos todos los siete signos.

Si desearamos obtener catorce signos exactos, la tercera apro-
ximacién ya nos daria la respuesta requerida. Sin embargo, esta
precision es casi siempre supérflua.

En conclusion sefialemos la siguiente particularidad del metodo

* [, N. Bronstein ¥ K. A. Semendiaev, "Manual de
Matemdticas para ingenieros y estudiantes”, Editorial Mir, 1977.
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de aproximaciones sucesivas. Al emplear el método ordinario de la
extraccion de las raices cuadradas, cualquier error cometido en
alguna operacién hace completamente invalidos los cdlculos ulte-
riores. Otra cosa es, cuando se usa el método de aproximaciones
sucesivas, Supongamos, por ejemplo, que como resultado del error
cometido, en lugar del valor correcto de la n-ésima aproximacién
X, obtuvimos el valor falso y, Entonces, todos los cdlculos ulte-

tiores pueden considerarse como obtencién de [/E con la apro-
ximacion inicial y,. Ya hemos visto anteriormente que cualquiera
que sea la aproximacién inicial, e! método de _aproximaciones
sucesivas lleva, al fin y al cabo, al valor de }/a con el grado
deseado de precision. De este modo, el error cometido va a tender
en lo ulterior a cero. El unico inconveniente que afecta la opera-
cién consiste en lo que nos veremos obligados a tomar unas cuantas
aproximaciones de sobra.

Gracias a la particularidad descrita del proceso de aproxima-
ciones, al principio del procedimiento se puede calcular las aproxi-
maciones con menor precisién y tomar la precisién dada sélo para
las tltimas aproximaciones. Esta circunstancia reduce ¢l tiempo
necesario para los cdlculos.

§6
APLICACION DEL METODO
DE APROXIMACIONES SUCESIVAS
A LA EXTRACCION DE RAICES CON
EXPONENTE NATURAL

El método de la extraccion de rafces cuadradas expuesto méds
arriba, se lo puede emplear también para extraer raices con cual-
quier exponente natural, Para ello sirve la férmula siguiente®

(x+atax+ixt"tadt..., (22)
en la que con los puntos estdn designados los términos que con-

tienen o2, &, etc.
Demostremos esta férmula. Del curso escolar sabemos que

(x + ) = x* + 2xa + o2,
(x4 o) =x>+3x%a + Ixad 4+ o,

*! Esta formula s¢ deduce del binomio de Newton,
pero no s¢ supone aquf dar 8 conocer al lector la {érmuia del binomio.
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Se puede escribir estas igualdades en la forma siguiente
(x+aP =x*+2xa+..., (23)
(x + 00 = x> + 3x%0 4+ .. (24)

De este modo, la férmula (22) estda demostrada para k=2y k=13
Multipliquemos, ahora, ambos miembros de la formula (24) por
x + a. Obtendremos:

(x + o) = (x* + 3x%a + ...)(x + %).

Si en esta expresion abrimos paréntesis, se ob:endran un su-
mando x* que no contiene o y dos sumandos, 3xx y x7a

en los que o interviene en la primera potencia, en cuanto a los
snmandos restantes, éstos contienen x en las potencias segunda y
superiores. Por eso, se puede escribir que

x+af=x*+3xc+xx+.. . =x*+43x+... (25

(igual que antes, con los puntos estin designados los términos que
contienen o2, ot3 ete.).

Asi pues, la formula {22) queda también demostrada para k =4
Del mismo modo, de la formula (25} se deduce que

(x+o=x"+5x%a+... (26)

Es evidente que siguiendo este procedimiento se puede demos-
trar la férmula (22) para cualquier exponente k entero y positivo.
Volvamos ahora a la extraccion de la raiz de cualquier expo-
nente natural k. Supongamos que ya estd encontrada alguna apro-

: i : e ;
ximacion x, para la raiz buscada |/a. Designemos con o, el error
k
de esta aproximacion, es decir, supongamos que x; + o, = |/ @
Entonces, (x; + o;)* = a. Pero, valiéndose de la formula (22), se puede
escribir esta igualdad en la forma siguiente:

xh o kxtiTley + .. =a,

donde con puntos estdn designados los térmunos gque contienen
2 A

oy, oy, etc.

Si la aproximacion elegida x; es suficientemente cercana a
k
]/e_r, entonces el error x; de esta aproximacion es pequefio, por lo
que se puede despreciar los términos que contienen las potencias
superiores del error. Obtenemos, de esta manera. una igualdad
aproximada

xh o kxt ey =,
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De esta igualdad se infiere que

a=xi

oy X —,
kxt™!

y, por ello, a titulo de la aproximaciéon ulterior para i/a se puede
tomar el numero

a—x{ a+k-1x}

kxk=1 ~ kxt1

X; =X, +

Del mismo modo, partiendo de la aproximacidon x;, hallamos
la aproximacién siguiente:
a+k—1)x%
XS = gmr
kxy!

Y. en general, una vez hallada la aproximacién x, para

k
]/E, la aproximacién posterior se definird por la férmula

" _a+(k— 0 xx 27
a+l — kx:"l

Igual que en el caso de la extraccion de raices cuadradas,
se puede mostrar que el proceso citado converge con eleccion
cualquiera de la aproximacion inicial x, (con tal de que esta apro-
ximacién sea un numero positivo). En otras palabras, cualquiera
que sea la eleccion de x,, los nimeros x;, X3, ..., Xp ... S€

&~ 5 ;
aproximan a |/a. El proceso de aproximaciones se lleva a cabo
hasta que coincidan, dentro de los limites de precision dada, los
DIMeros X, ¥ Xp+1-

3

Ejemplo. Hdllese el valor de |/970 con un error inferior a

0001. Para k=3, la f6rmula de aproximaciones (27} adquiere
la forma

a+ 2x3

3x2 (28)

Xpw1 =

En nuestro caso a = 970. Hagamos x, = 10. De la férmula (28)
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se deduce que
970 + 2103 _ 2970

XZ = 3. 101 = 300 =9,900,
970 +2.99°  2910,60
3= T3097 20403~ 2%

Vemos que dentro de los limites de la precision dada los
valores de x, y x; coinciden. Por ello, con un error inferior a

0,001 tenemos
/570 = 9,899,

; § 7
METODO DE ITERACIONES

Todos los ejemplos expuestos mas arriba son los casos pat-
ticulares de la aplicacién de un método general para la resolu-
cién de las ecuaciones. Este ultimo se denomina método de ite-
raciones 0 método de aproximaciones sucesivas. La esencia de este
método consiste en lo siguiente.

Una ecuacidon a ser resuelto, f(x) =0, se escribe en la forma

x=@(x). {29)

Luego se clige la aproximacion inicial X, y se sustituye en el
segundo miembro de la ecuacion (29). El valor obtenido de
X, = @(x;) se toma por la segunda aproximacion para la raiz.
En general, si se conoce la aproximaciéon x, la aproximacion
posterior x,., se halla segin la férmula

Xpt1 = (P{xn)'

Supongamos que después de realizar unas cuantas dproxima-
ciones llegamos a la conclusién de que con el grado dado de
precision se cumple la igualdad x, = x,.;. Sabemos que x,.; =
= ¢(x,). Esto significa que con el grado dado de precision se
cumple la igualdad x, = ¢(x,), es decir, que x, es un valor apro-
ximado de la raiz de la ecuacidon x = @(x).

Por ejemplo, al resolver el problema sobre Aquiles y la tortuga,
escribimos la ecuacion

10x -~ x = 1000
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en la forma

X
x=100+ﬁ

y buscabamos las aproximaciones segiin la formula
xﬂ
10°

En el problema sobre la division con ayuda de una computa-
dora escrihimos la ecuacién

ax="b

X,‘...l =100+

en la forma
x={(1—a)x+5b

y buscdbamos las aproximaciones por medio de la férmula
Xpe1 =(1 ~a)x, + b.
Por fin, al extraer la raiz de k-ésima potencia, transformamos
la ecuacién
t=a
a la formula

a+ (k- 1)x*

después de lo cual buscabamos las aproximaciones segin la
formuia .

=

a4 (k—1)x

Xn4p = PIEr
L]

Demos a conocer un ejemplo de la ecuacién mas compleja
que se resuelve por el método de iteraciones.

Efemplo. Resuélvese la ecuacién
10x =1 ~cosx =0 (30)
con un error inferior a 0,001
Escribamos la ecuacion (30) en la forma

1 +cosx_
10

(3N
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Elyamos alguna aproximacion imcial, por eemplo x, =0, y
sustituyamosla en ei segundo miembre de la 1gualdad {31) El valor
obtenido

| + cos0
Ny= ———=

10
lo tomaremos por la segunda aproximacion de la raiz buscada
Sustituyendo el valor de x, en ¢l segundo miembro de la igual-
dad (31). obiendremos lu tercera aproximacion
_ l+cosh2 14098

xy= B2 L DH B 0 1

0.2

Luego hallamos
I +cosO.198

X4 = x 0,198
i 10
Vemos que con un error inferior a 0004 se cumpie la 1gual-
| 4+ cosx, .
dad v, = x,. Puesto que xd=-----—m-----'—-, esto significa que con

un error inferior a 0,001 el numero x; = 0,198 es la raiz de la

. l4+cosx
ecuacion x =—- B 5

En relacion con ¢l método descrito de iteraciones surge toda
una serie de preguntas.

{ /Siempre converge hacia un cierto numero & Ja Sucesion
Xps s Xp ., Obtenida segun el metodo de ieraciones?

2 Si se verifica la 1gualdad lim x, =, ¢sera ef numero § la

h— x
solucién de Ja ecuacion x = ¢(x)?
3» (Con cudl rapidez ios nitmeros x,, .. x,, . S aproximan

a la raiz £ de la ecuacion x = ¢(x)?

Con mayor facilidad puede ser obtenida la respuesta a la scgunda
pregunta. Supongamos que los numeros Xx,, .. X, .. $¢ apro-
ximan al aumero & Examinemos la igualdad x, ., = @lx), que nos
proporciona la expresion para la aproximacion posterior a través
de ia antecedente. Al aumentar a, €l miembro primero se apro-
xima a & mientras que el scgundo miembre se aproxima a
@(Z)* Por consiguiente, en limite obtendremos 3 = ¢() es decir,
£ es la raiz de la ecnacion x = ¢l(x).

* Suponemos que ¢(x) es una funcion continua
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La respuesta a la primera pregunta es negativa. Efectivamente,
exploremos, por ejemplo, la ecuacién

x =10 — 2.
Si hacemos x; = 1, obtendremos:
Xa =8, Xy = 108 —2,...

Con el aumento de n los numeéros x, van creciendo ¥y no
ticnden a ningin limite. Al mismo tiempo, si escribimos la ecua-
cion en la forma x =lg(x + 2), el proceso de aproximaciones va
a converger y, después de tres aproximaciones, obtenemos que
x =238

De este modo, la primera pregunta se la debe cambiar por
otra que sigue: /;como debe ser la funciéon @(x) para que la
sucesion de los numeros xy, Xz, ..., X ... converja?

Antes de contestar a esta pregunta demos a conocer la inter-
pretacion geométrica del método de iteracioncs.

§8 ,
SIGNIFICADO GEOMETRICO
DEL METODO DE ITERACIONES

Es evidente que la busqueda de la raiz § de la ecuacion
x = ¢@(x) significa_nada mds que la tentativa de la abscisa del
punto M en el que se intersecan la curva y=¢(x) y la recta
y = x. Sea x, {fig. 2) un cierto valor inicial. Entonces, el punto
M, con coordenadas M, (x;, ©(x;)) se ubica en la curva y = p(x).
Tracemos por este punto una recta horizontal. Esta cortard la recta
y = x en el punto Ny (@(x;), @(x,)}. Designemos o(x;) mediante
x,. En este caso el punto N, tendrd las coordenadas N (x;, x;).
A continuacién tracemos por el punto N; una recta vertical.
Esta cortard la curva y=@(x) en el punto M. (xz, @(x;))-
Repitiendo este procedimiento, obtenemos el punto N; en ia recta
y = x con las coordenadas N,(xs, x;}, donde x, = @(x;), ¥ luego
el punto M, en la curva y = @(x} con las coordenadas M,(xs,
¢{x3)), etc. Si el proceso de aproximaciones converge, los puntos
M, M, ... M, ... van aproximindose al punto de inter-
seccion buscado.

De esta manera, el significado geométrico del método de apro-
ximaciones sucesivas consiste en lo que nos desplazamos al punto
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buscado de la interseccién de la curva con la recta a lo largo de
una quebrada cuyos vértices se ubican alternativamente en la curva
y en la recta, mientras que los lados tienen alternativamente las
direcciones horizontal y vertical (fig. 2, a}

¥ ¥
1 . | >»V
My : N,
M. I' &
- fo 1
e I:is i ﬂln‘f-q-l..t:&zj
A AT
g . gl i
BTz Xp X & PN T T
a) b

Flg. 2

Si ja curva y la recta estan dispuestas tal como las muestra
la fig. 2, a, la quebrada se parece a una escalera. En el caso
representado por la fig. 2, b la linca quebrada es parecida a una
espiral.

L4
¥
Ms M Ny
M
M, INZ .'M‘
i i
M:: H Ny 11
=ll : { 5
v/ i AR
0 H 0 P
/‘(5' o —F 7 Lzkr Xy X
Y a) ] ’

Fig. 3

El proceso descrito de aproximaciones puede también divergir
y no conducir a ningtin resultado (igual que en el caso del problema
sobre Aquiles y la tortuga). Graficamente esto implica que los
escalones de la escalera {0 los eslabones de la espiral) se hacen
cada vez mayores, por lo que los puntos M,, .... M, ... no se
aproximan al punto M sino se alejan de €l (fig. 3).

3=
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La diferencia entre las figs. 2 y 3 consiste en lo siguiente,
Tracemos por el punto M, en el que se intersecan la recta y = x
y la curva y = @(x), una recta que forme con el eje de abscisas
un dngulo de 135° Esta Gltima recta junto con la recta y = x
divide el plano en cuatro partes. Si la curva, que pasa en algin
entorno del punto M, esta dispuesta en los cuadrantes izquierdo
y derecho del plano'y la aproximacién inicial se toma en este
entorno, entonces el proceso de iteraciones converge. Si en cambio,
ta curva estd dispuesta en los cuadrantes superior e inferior del
plano, el proceso de aproximaciones diverge.

No obstante, para poder emplear esta regla, es preciso dibujar
primero la grifica de la funcion y = ¢(x), lo que no siempre parece
conveniente, Por esta razon se debe establecer otro indicio de la
convergencia del proceso de iteraciones que permitiria juzgar sobre
la convergencia o la divergencia basindose en los calculos anali-
ticos y no de las construcciones geométricas. Esta condicion serd
dada en el § 10 Pero al principio demos a conocer el concepto de
una aphcacion contraida.

§ 9 |
APLICACIONES CONTRAIDAS

Examinemos ta funcion y = ¢(x), definida en el segmento [a, b].
A todo x, de este segmento le corresponde un punto y, en el
gje de ordenadas, a saber, el punto y, = ¢(x,). Para obtener este
puntc se debe trazar por el punto x, del eie de abscisas una
recta vertical hasta que ésta corte la grdfica de la funcién
¥ = @(x), y luego trazar por el punto de intersecciéon una recta
horizontal hasta que se corten esta recta y el eje de ordenadas
{fig. 4). De este modo, la funcién y=@(x) nos da la aplica-
ciéon del segmento [«, &) en el eje de ordenadas. El conjunto
de todos los puntos del eje de ordenadas correspondientes a los
puntos det segmento [a, b], se denomina imagen de este segmento,
Por ejemplo, la imagen del segmento [2,5] en la aplicacién y = x?
serd el segmento [4,25]; la imagen del segmento [ — 1,6] en la misma
aplicacion sera el segmento [0,36] (sea al cargo del lector consiruir
la grafica de ia funcion y = x?). Se puede demostrar que si la
funcion y = ¢(x) es continua en el segmento [a, b], la imagen de
este iltimo sera un segmento del cje de ordenadas. En el caso
en que la funcion y = ¢(x) sea, ademds, monodtona creciente, la
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imagén del segmento [a, b] se representard por el segmento
Ecp(a), @(b)), y si sea mondtona decreciente, por el segmento

o), e(a@)] (fig. 5).
¥

=P

Yy~ o)

1 ]

0 Zg

Fig. 4

En lugar de la aplicacion del segmento [a, b] en el eje de
ordenadas se puede considerar la aplicacién suya en el eje de

y ¥
P
i -go)
sl Tz pebr
a a 3 a a d; T
Fig. 5

abscisas. Para ello, después de aplicarlo en el eje de ordenadas
hagamos pgirar el eje mencionado 90° en el sentido horario.
De resultas, los puntos del segmento [a, b] se aplicardn primero
en ciertos puntos del eje de ordenadas y fuego, en puntos del eje
de abscisas, D¢ este modo, la funcién @(x) determina la aplica-
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cion del segmento [a, b] en ¢l eje de abscisas. Esta aplicacion
la vamos a escribir asi: x— @(x). Si @(x) es una funcién conti-
nua, obtendremos, como resuttado, algiin segmento del eje de absci-
sas,

Pugde ocurrir que la imagen [a;, b,] del segmento [a, b]
sea una parte de [a, b]. Por ejemplo, en la aplicacion y = }/x + 1
el segmento [0,4] pasa a ser su propia parte [1,3]. Suele decirse
en este caso que la aplicacion ¢(x) transforma el segmento [a, b]
en la parte de éste. Si @(x) transforma el segmento [a, b] en la
parte de él [a,, b,], entonces cualquier parte del segmento [a, b]
se convierte en la parte del segmento [a;, b;]. En particular,
el propio segmento [a;, b;] pasa, realizindose la aplicacion ¢ (x),
en la parte de él mismo [a,, b,]. Del mismo modo, el segmento
{a;, b;] se transforma en la-misma aplicacion a la parte propia
[as, bi], etc. De resultas, obtendremos el sistema de segmentos
[a, b], [a1, 1], ... [@n Bu]s ..., cada uno de los cuales es una
parte del segmento antecedente y de los segmentos tales que en la
aphicacion @ (x) el segmento [a,44, b,4,] sea la imdgen det [ b.)-

. i 1
Por ejemplo, la aplicacién x— [ — z transforma el seg-

+2
mento [04] en ta parte de él ['/,, */s]. Aplicando esta apli-
cacion al segmento [/,, */¢] obtendremos el segmenta [%/5, *!/4,],
etc. Cada segmento siguiente constituye una parte del antecedente.

Se consideran dos casos eventuales: o bien existe el segmento
[, d], perteneciente a todos los segmentos’ [a,, b,], o bien estos
segmentos tienen un solo punto comiin . En el Gltimo caso se
dice que el sistema de segmentos [a, b,| se encoge al punto E.

Mis abajo enunciaremos la condicién en la que se encoge
el sistema de segmentos [a, b], [ay, by), ..., [a,, b,), ... Para
ello introduciremos un concepto importante de aplicacion .con-
traida, Una aplicacion ¢ (x) que transforma el segmento [a, b] en su
parte [ay, by], se llama contraida, si ella disminuye la distancia
entre dos puntos cualesquiera de este segmento al menos en M
veces, donde M > 1. Puesto que la distancia entre los puntos
X1y x; mide |x; —.xy|, la condicion de contraccion se puede
enunciar asi:

Existe un numero q tal que 0 < g <1 y para cualesquiera dos
puntos x,, x, del segmento [a, b] se cumple la desigualdad

'(P(Xﬂl—q)(xl)]{ﬂlixz*-‘ﬁf (32)
(aqui, ¢ = I/M).
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La longitud de una parte arbitraria [c, d] del segmento [, b]
disminuye, en la aplicacién contraida ¢(x), por lo menos en
M = 1/g veces. Efectivamente, sea [c,. d,] Ja imagen del segmento
[c. d]. Entonces, ¢; y d; seran las imdgenes de ciertos puntos
X; y x; del segmento [c, d],

¢ =0(xy), dy=9(x,)

Pero, en este caso
ldy —&] = |o(xz) — @ (x,)| € qlx; — x|

Ya que los puntos x; y Xx; estdn dispuestos en el segmento
¢, d], la distancia entre ellos |)t:Z - x1| es inferior a la longitud
d — ¢| del segmento [¢, d]. Quiere decir,

]dl mCIISq|d—C'|.

Nuestra afirmacién queda demostrada.

Ahora podemos enunciar la condicion para que un sistema de
segmentos [a;, by), ..., [a, b,), que se obtienen del segmento
[a, 4] aplicando sucesivamente la aplicacion ¢(x), se encoja.

Si la aplicacion @ (x), que transforma el segmento [a, b] en una
parte suya [ay, by], contrae dicho segmento, entonces el sistema de
segmentos [ay, by}, ..., [a, b.), ... se encgje a cierto punio §
del segmento [a, b].

Ffectivamente, siendo contraida la aplicacion ¢ (x), para todo n
tenemos

|b, — a, gqlb—l"‘ﬂn-xl-
De modo igual
|bn—1-an—1]$4|bn~2_“n-1|'
Pero, en este caso
Ib,,—a,,|£q’|b,,_2+—a,|_2|.

Repitiende este razonamiento, obtenemos
b, -wa,'| gg"‘b —al.

Ya que 0 < ¢ < [, la sucesiébn de los nameros g, ) R (.
tiende a cero, por lo cual las longitudes ]b,, - a,,l de los segmentos
[a,, b,] tienden a cero cuando n tiende a infinito. Pero, en este
caso no puede haber un segmento [¢, d] que pertenezca a todos
los segmentos [a,, b,]. Por consiguiente, el sistema de los segmentos

[a, b], [a:. by). ..., [ b,,],

se encoje.
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En conclusion examinemos las aplicaciones @ (x) para las cuales
la desiguaidad (32)

[ @(x2) — 0(x1)| < q|x2 — x,],

donde 0 < g < 1, se cumple para cualquier par de ndmeros x; y Xx;.
Estas aplicaciones son contraidas en todo el eje numérico. Mos-
iremos que en este caso existe un segmento que es contraido
mediante la aplicacién ¢ (x). Dado que la condicion (32) se cumple
para cualesquiera dos puntos x; y X3, €s suficiente demostrar que
existe un segmento que es transformado en si mismo por medio
de la aplicacién @(x). Tomemos un numero a cualquiera y hagamos
b = ¢(a). Elejamos el numero g, < 1 tal que ¢ <¢,.
Pongamos

|b—al
1-q

y mostrenios que el segmento [@ — R, a + R] pasa, realizindose
la aplicacién @(x), en una parte de él mismo. En efecto, sea x
un punto de este segmento. Entonces, | x — a| < R. Debido a la
desigualdad (32) encontramos que

lo)~b|=]e(x) - o@|<q|x—a|<qR.
Pero, en este caso
lp(x)—al = |@(x) =b+b—al <
%|tp(x)~b[+[b—a|$qR+]b—a]=
=qR+(1—-gq,)R=(l4+¢=g)R<R

R

Esto precisamente nos convence de que todo punto del segmento
[a~R, a+ R] se transforma en la aplicacion ¢{x) a un punto
del mismo segmento, razén por la cual la aplicacién @ (x} contrae
¢l segmento [a — R, a+ R]. .

§ 10 '
APLICACIONES CONTRAIDAS
Y EL METODO DE ITERACIONES

Volvamos ahora al método de iteraciones. Este método se
emplea para resolver las ecuaciones del tipo x = @(x). Si § es la
raiz de esta ecuacidn, £ = ¢(£), entonces, en la aplicacion x @(x)
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el punto £ se queda en su lugar. De este modo, el problema
de la resolucién de la ecuacién x = @(x) es equivalente al problema
de la biisqueda de los puntos inméviles de la aplicacion px)
Si la aplicacibn @(x) es contraida en ¢l segmento [a. b,
en este segmento siempre hay un punto inmévil. Con el fin de
convencernos de esto, iomemos una sucesion de los segmentos

[ab bl]s [ﬂz, bZ]" Ty [am bn]’ e

que se obtienen del segmento [a, b] como resullado de efectuar
sucesivamente la aplicacion ¢@{x). Ya que @(x) es la aplicacion
contraida del segmento [a, b], existe, por tanto, un punto unico &,
que es coman para todos los segmentos [4,, b,] Este es el punto
inmovil de la aplicacion @(x).

Efectivamente, la aplicacion @ (x) transforma todo segmenio
[a,. b,] en su parte [a,.. ba.i]. Por esto, la imagen ¢{x} de
todo punto ¢ del segmento [a,, b,] se ubica en su parte [a,.,
b.s1), ¥, con mayor razém, en el propio segmento [a, b,]. Dado
que el punto & pertenece a todos los segmentos [a,, b,), también
su imagen o(£) debe pertenecer a todos estos segmentos. Pero, el
anico punto que pertenece a todos los segmentos [a,, b,] es el
punto £. Por consiguiente, @ (E) =& es decir, & es el punto in-
movil de Ja imagen ¢(x).

Asi pues, para las aplicaciones que contraen el segmento [a, b],
siempre existe un punto inmoévil ubicado en €l mismo segmento.
Es el punto dnico. En efecto, si hubiera otro punto inmévil m,
1n = ¢(n), deberia cumplirse la desigualdad

[n =& =om —¢E)] <gln—5]

Como 0 < g < 1, esta desigualdad solo puede tener lugar cuando
[n - é! =0, es decir, cuando 1 = &,

Podemos, ahora, enunciar la condicién suficiente para la con-
vergencia del proceso de 1leraciones.

Supongamos gque la funcion @(x) prefija la aplicacion contraidu
del segmento [a, b]. Entonces, para cualguier punto Xg de -este
segmento, la sucesion de nimeros Xg. Xy, Xz« . Xy oo donde
X,+1 = @(x), converge hacia la raiz & de la ecuacion x = @(x),
ubicadd en este segmento.

Efectivamente, sea [a, by}, # =12, ..., una sucesion. de los
segmentos que se obtienen de [a, b] como resultado de efectuar
sucesivamente la aplicacion @{x). Como el punto x, se ubica en
el segmento [a. b], su imagen X, = @{xp) estd cn el scgmento
[e:. by], la imagen X, = @(x,) del punto x; se encuentra en el
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segmento [a,. b.]. etc. Asi pues, para todo n, el punto x, se ubica
en el segmento [, b,]. Puesto que las longitudes de los seg-
mentos [a,, &,] tienden, con n creciente, a cero, la sucesién de
los puntos x;, ..., X, ... tiende al punto comin £ de estos
segmentos.

El razonamiento realizado ensefia que por el punto inicial x,
puede tomarse cualquier punto del segmento [a, b).

Aclaremos, (a qué velocidad tienden los puntos Xg, Xy, ...,

X, ... al punto £? Como & = @(E), para cualquier punto ¢ del
segmento [@, b] tenemos

lole) =&l =) — o) <qlc —§|. (33)
Apliquemos la desigualdad (33) a los puntos xg, ..., X, ... Ya que

x, = p(x,_,). entonces
xs — &l =901} — &l < gl x.-1 — &I
Pero, en este caso, para todo n tenemos
| Ry = gy = E] 28 iy B £linotiPlageo B,

De este modo, af crecer n, el error |x,— E| va disminuyendo al
menos a la velocidad de una progresion geométrica con la ruzon q.
Demos algunos ejemplos de la aplicacion demostrada.
Ejemplo 1. Puede aplicarse el método de iteraciones para
resolver la ecuacién

1 0
s D 4
M B4)
En este caso
(x) —““—z—l
X) = ;
AT
Para cualesquiera x, y x, tenemos
Loix,) (x,}| = E L
LR e 44+ x2 a4 %3
| x? — x5 | X1 + x|
[x3 — %y 1.

T @+ @+ xh T d+ T

Pero, segun la desigualdad entre el medio aritmético y el medio
geométrico
4 + x?

7

!x|=% lax? <
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Por esta causa
@+ x})+ 4+ x})
4
2 2 2 2 2
X1+ X2 Xy +Xx; | XiX

<
3 A T

fxg + x| x|+ %20 <

2

-2+ L oL@+ )

Hemos demostrado que para cualesquiera x; ¥ x; se cumple
la designaldad
Xy + X3 " 1
4+ xD@+x3) 8
y, por tanto,

1
[@(x2) = @(x1)] 5“8“|-‘<2 —xq]-

Esto significa que la aplicacién @(x) es contraida a lo large de
todo el eje.

Ya sabemos que en este caso existe un segmento que en
esta aplicacion se transforma en si mismo. Para hallarlo, hagamos
a = 0. En la aplicacion o (x) el punto a = 0 se transforma en el punto
b = 1/4. Luego, en nuestro caso q = /g, Hagamos ¢, = 1/4 y desig-
|b—al _1 kA
T El segmento [ 3 3] se
transforma, realizandose la aplicacion @(x), en si mismo. Esto
quiere decir que en este segmento existe un punte 1movil, es decir,
la raiz de la ecuacion (34). Para hallar este punte, tomemos cual-

nemos por R el ndmero

; i1 ;
quier punto del segmento -3 3| sea por ejemplo, x4 =0,

Empleando ¢l método de iteraciones, obtenemos
L

X = Z = 0,25,
= S
2= 4025 40625 L L0
{ {
= = = 2
X3 = T03a617 ~ 40605 - 02463
1 o

X4 = 41024637 40605
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Con un error inferior a 0,0001 tenemos x; = x,. Por consiguiente,
% ; 1 ,

la raiz de la ecuacion (34), ubicada en el segmento [—%, 3:| es igual

a 0,2463 con un error inferior a 0,0001. Ya que la aplicacion @{x)

es contraida en todo el ge, la ecuacién (34) no tiene otras raices.
Ejemplo 2. ,Puede aplicarse el método de aproximaciones
secesivas’ para resolver la ecuacién
3 -
x=1+)x
en el segmento [ — (,8]?

il

Aqui, (x) =1+ |/x. Ya que 9(—1)=0, ¢(8) =3, entonces,
la aplicacion @{x) transforma el segmento [—1,8] en si mismo.
Sin embargo, la aplicacion dada no es contraida en este segmento,
puesto que, por ejemplo, para x; = 0,008, x, = 0,0008

3 +
l@xs) — @fx;) ] = |1 0.008 — i/ —0,008 =04 > [x; = xy.

Al demostar el hecho de que la aplicacion en el ejemplo | fue

contraida, empleamos la designaidad |/ab < & '; B, Ntisia el

T

Fig. 6

algunas desigualdades las cuales se usan con frecuencia para la demos-
tracion de que dicha aplicacién es contraida.
Demostremos que para x > 0 tiene lugar la desigualdad

senx < x < tg(x), ' (35
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Notemos, para ¢llo, que en ia fig. 6 el drea Spup del sector OAB con el
dngulo central x estd comprendida entre ias areas de los tridngulos
OAB y OAT:

S 2048 < Ssector 048 < S 2047
Pero,

R?senx Ritgx
Ssoa8= ——5 Snoar= zg

(R es el radio del circulo). Mientras tanto, el area del sector OAB es

R*x

2

ignal a (medimos ¢l dngulo en radianes). Por esto,

R%*senx " R%x - Riigx
2 2 2
2

Al reducir por %— llegamos a ia desigualdad (35). De la desiguaidad {35)
se desprende que para 0 < x < 1, tenemos

X < arcsenx,

y para x > 0, tenemos
X > arcig x.

Indiquemos también las desigualdades
> 1l+x, x>0,
n{l+x)<x, D<x<l,

cuya demostracién €§ un poco mas complicada.

Ejemplo 3. Aclarese, si puede resolverse mediante el meétodo
de iteraciones la ecuacién

x=1+ % arctg x. (36)
Dado gue para todo valor de x se tiene | +% arctg x > 0, entonces
la ecuacion sélo puede tener las raices positivas. Tenemos:
l
o(x)=1+ 3 arcig x. {37)

Por esto,

lp(x;) — @lx) ] = )(1 + %arctgxz) — (1 + %arctg xl)

|arctg x, — arctg Xy {.

(1 R



Pero, para x, 20, x; 20

arctg x, — arcig x, = arct Fa
L B S Temn
¥, por lo tanto,
i X3 — X, 1 Xq — X 1
- Sfarctg —————— | < | | & =y — g
|<P(x2l @(‘xl)ﬂz 8 1+x'x2 2 l+x1x;- 2‘ 2 xll

Esto significa que la aplicacion (37) es contraida en el semicje [0, o]
Esta aplicacion transforma el segmento [0, |/3] en su parte
[1, 1 + n/6]. Por esta razén, existe una raiz iinica de la ecuacién (36),
ubicada en el segmento [1, 1+ n/6]. Para hallar esta raiz, haga-
mos x; = 1, En este caso,

m

x2=1+—;arctgl=l+ g

= 1,39,

Xa=1+ %arctg 1,39 = 1,474,

Xe=14 %arctg 124}'4 = [, 487,

Xs=1+ %arctg 1,487 = 1,489,

|
x¢=1+ Ea.rctg 1,489 == 1,490,

xp=14 %arctg 1,490 = 1,490,

Vemos que la igualdad x; = x5 = 1,490 se cumple con un error
inferior a 0,001, Quiere decir que con esta precision la raiz de
nuestra ecuacién es igual a 1,490, Ya que la aplicacion ¢(x) es
contraida en todo el semieje 0 < x < o0, resulta que la ecuacién
(36) no tiene otras raices.

Ocurre con frecuencia que la ecuacion x = ¢(x),'la cual no se
resuelve por el método de iteraciones, puede transformarse a una
ecuacién del tipo que admite este método. Tomemos, por ejemplo,
la ecuacion

xmx?—2 (38)
Puesto que aqui

p(l)==1<1, ¢Q2}=6> 2,
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esta ecuacion tiene una raiz en ¢l segmento [1, 2]. Pero, la aph-
cacion x® — 2 no es contraida en este segmento, ya gue no aplica
este segmento en su parte. Escribamos la ecuacion (38) en la forma

3
x=L-x+2.

' P
Aqui, Y{x) = |, x+ 2 y, por tanto,

| (x3) = W (x )]

N +2- px +2|=

3
|}
x2—~x1
3 - 3 A - - - 3. 5 )
| (x2 +2) F 0+ Dlxp + 2+ [ lxy +2)

En el segmento [1, 2] tenemos x, = L. x2 2 1. Por consiguiente,
en este segmento

1
W (x3) = Wix) € —5=Ix2 = x}

31°9
Hemos demostrado, pues, que la aplicacion y(x) es contraida en
el segmento {1, 2}. Hagamos x; = i y apliquemos el método de
iteraciones.
Obtendremos
Ar—
x; =] 3=1442,
3
x; = |/3,442 = 1,510,
3
Xg = |73,510 = 1,520,
J
x5 = | 3,520 = 1,521,
3 .

Asi pues, la raiz de la ecuacién (38), ubicada en el segmento
{1, 2] es, con un error inferior a 0,0001, el numero 15321, Esta
ecuacion no tiene otras raices.

Vemos que la transformacion acertada de la ecuacion de partida
Ja llevé a la de otro tipo que admite usar el método de iteraciones.

El criterio de convergencia del método de iteraciones, descrito
aqui, no es muy comodo para el empleo, dado que requicre la
demostracién de las desigualdades bastante complejas. A conti-
nuacion {en el § 21) vamos a conocer un corolario de este criterio,
que simplifica considerablemente el procedimiento de demostrar la
convergencia del proceso de iteraciones.
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, § 11
METODO DE CUERDAS

El metodo de iteraciones es uno de los métodos mds generales
de la‘resolucion aproximada de ecuaciones. Muchos otros métodos
para la resolucion aproximada de ecuacionmes representan casos
particulares del método de iteraciones. Ahora, demos a conocer
uno de estos métodos, llamado método de cuerdas.

Supongamos que se necesita resolver la ecuacion f(x) =0,
Este problema es equivalente al de busqueda de los puntos, en los
cuales la curva de la funcion y =f(x) corta el eje de abscisas.

A

avvaf

Flg. 7

Supongamos también que la funcién f(x) es continua y en los puntos
a y b tiene valores de signos contrarios. Entonces, al menos en un
punto del segmento [a, b] esta funcion se anula. En otras pala-
bras, al menos en un punto del segmento [a, b] el grifico de la
funcién y = f(x) corta el eje de abscisas. En general, pueden haber
unos cuantos de tales puntos (fig. 7). No obstante, si la funcién
¥ = f(x) es monctona en el segmento [a, b] y tiene en sus extremos
los valores de signos opuestos, el grifico de la funcién en este
segmemnto se interseca con el eje de abscisas sélo en un unico
punto & Para hallar aproximadamente este punto, sustituyamos
en el segmento [, 4] ¢l arco de la curva y = f(x) por la cuerda
correspondientc M N y encontraremos el punto de interseccién de
esla cuerda con el eje Ox (fig. 8),

Exarmnemos con este fin los tridngulos semejantes MM, T ¥
NN, T Dec la semeanza de estos triangulos se deduce que
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1T _ TN,
MM, NN’
TN, =b—a,, MM, = —f(a) y N.N = f(b), donde mediante o,
estd designada la abscisa del punto de interseccion de la cuerda

Pero, de la fig. 8 se ve que M T=a, ~a

4 N

p]

=

L)
ooy o
L~ 2
taf

Fig. 8

MN con el gje Ox. Por esta causa
a—a b-a
—fla  fb)
Al resolver esta ecuacion, encontramos que
oy = O =8
fb) —fla)

Esta igualdad puede escribirse también en la forma

b—a
a=b -1 (39)
* o bien :
b—uo
@ =a—fla) mpy iy G0

(compruébese, reduciendo los segundos miembros en las formulas
(39) y (40) a un mismo denominador).

El nimero a, es precisamente ¢l valor aproximado de la raiz
de la ecuacion f(x) =0, que se encuenira entre los puntos a ¥ b

4=71
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Como los signos de los numeros f(a) y f(b) son opuestos,
entonces, o bien el signo de f(a) o bien el de f(b) se diferencian
del signo de f(a,). Si en los puntos a y a, la funcién f(x) tiene
signos contrarios, se aplica al segmento [a, ¢,] la férmula (39)
y se obtiene la aproximacién siguicnte para la raiz buscada:

- flay)

Ll 41
Ty 7@ Eh
Si fa funcion f(x) asume los valores de signos opuestos en los
puntos a, y b, se aplica la formula (40) al segmento [a,, b] y se
supone

b a
a, — flay) —————.

v/ T )
Al hallar el valor a,, se aplica la férmula (39) al segmento
[4, 8:] (0, correspondientemente, la formula (40} al segmento {a,, b])
y se halla la siguiente aproximacién a,. En general, una vez hallada

la aproximacion a,, se busca la siguiente aproximacién segin la
férmula

(42)

Upyy = Uy — (an) f[a ) f(a) (43}

0, segin la formula

dys | = dp f(anJ f{b) f{a ) {44)

Hemos obtenido dos formulas (43) y (44). Veamos, ahora, en
qué caso debe ser usada una y otra formula. Supongamos que la
curva gira su concavidad hacia 1a parte positiva del eje de ordenadas.
En este caso se deben unir los puntos de la curva con aquel
extremo M o N, en el que la funcidén es positiva. Si, en cambio, la
curva gira su concavidad hacia la parte negativa del eje de orde-
nadas, Jos puntos de la curva se unen con aquel extremo, en el
cual la funcidn es negativa. En la figura 9 aparecen los diferentes
casos posibles. Estos dibujos hacen evidente geométricamente la afir-
macién siguiente.

Supongamos que en el segmento [a, b] la funcién f(x) es continua,
mondtona, gira su concavidad hacia la direccion constante y admite
en los extremos del segmento los valores de signos opuestos. En este
caso, con la eleccion adecuada de la formula de aproximaciones el
método de cuerdas da una sucesion de puntos convergente hacia la
raiz de la ecuacion f(x) =
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En el caso de que la eleccion de la formula no sea acertada,
el método de cuerdas puede llevar a que el punto a, resulte
fuera de los limites del segmento [a, b]. Esto se ilustra en la fig. 10.

El método descrito de cuerdas es un caso particular del método

a /l_b
Wb)

) @

Fig. 9

de iteraciones. Supongamos que la funcién f(x) no se reduce a cero,
cuando x = a. Entonces, la ecuacion f(x) =0 es equivalente a la
ecuacion

X =-Q

*=x=f T @

En efecto, si f(€) =0, entonces

(45)

-t f(E) o8

Inversamente, si £>a y se cumple la igualdad (46), entonces

j€) =0

4
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Pero, la ecuacion (45) tiene por expresion x = ¢(x), donde

x—a _ af (x) — xf(a)
J(x) = fla) Jx)—fla) -

Hagamos x, = b y apliqguemos el método de iteraciones. Obten-
dremos la misma sucesion de nuimeros a,, aj; ..., Gy ..., que
tuvimos al emplear el método de cuerdas:

—a

Qn
pp1 = 4y —f(ﬂ") f(ﬂ"} ""f(ﬂ) '

P(x}=x— f(x)

¥

e 0}%& 2%
5 W -

Fig. 10

Como ¢jemplo, resolvamos, por el método de cuerdas, la ecuacion
x4+ 3x—1=0, (47)

Aqui, f(x} = x> + 3x — 1. Dado que f(0) = —1, f{1) = 3, entonces
la ecuacién (47) tiene por lo menos una raiz en el segmento [0, 1].
Si dibujamos el grifico de la funcién y = x* + 3x — 1, veremos
que en el segmento [0, 1] €l gira su concavidad hacia la parte
positiva del eje de ordenadas. Por esta razon aplicamos la férmula
(39). Segin la férmula (39), la primera aproximacién para esta
raiz es el numero

b — 1-0

a
=b—fh)7m—F—=1 -3 =—m—=1025.
=l 3--1)
La segunda aproximacion se halla por medio de la férmula
- = )
s s g = Bus 0 e

O —fix) - T 3%023
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A continuacion,

xa= 13 %=0,319,

+
~ 0,319
%= =S50

3
1
2 =0,322,
1-0322
3

x5=1—3 m=0‘322

De este modo, con un error inferior a 0,001, la raiz de la ecua-
cion, ubicada en el segmento 0,1, es igual a 0,322,

, § 12
METODO DE CUERDAS
PERFECCIONADO

Si el método de cuerdas converge, la velocidad de la conver-
gencia serd la misma que es propia para el método de iteraciones:
el error en el valor de la raiz disminuye como una progresion
geométrica. El perfeccionamiento del método de cuerdas da la
convergencia mucho mas rdpida. En ¢l método de cuerdas habitual
s¢ usa, en cada paso, uno de los extremos del segmento [a, b]
y la tGltima aproximacién obtenida. En lugar de esto pueden ser
empleadas dos tltimas aproximaciones, pues, ellos son, cominmente,
mds cercanas a la raiz buscada que los extremos del segmento
[a, b])-

La férmula, en la cual se utilizan dos ultimas aproximaciones,
tiene la forma siguiente (fig. 11, a):

v 4 fn ™ Bn—1

[ ay ,f(an} f(a,,} -’f(ﬂ"_ 1} : (48)
Con ello, a; se calcula por medio de la férmula (39} y 4,
mediante las férmulas (41) & (42), segiin sean los signos de f{a),
f(b), fla,): si fla) <0, f{b) > 0, entonces para f(a,) <0 se toma la

formula (42), y cuando f(aq) > 0. se clige la formula (41).
Si, por casnalidad, llegamos a que el punto a,, calculado por
medio de la formula (48), estd fuera de los limites del segmento
[a, b], entonces, realizando el paso siguiente, en lugar de este punto
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se debe tomar el extremo del segmento [a, 4] que sea mds proximo
al punto citado (fig. 11, b).

Resulta pues, que la convergencia del método perfeccionado de
cuerdas es mas rdpida que la del método ordinario, A’ saber,

¥

¥
a dr.j _dn | Tl a dy
7 77 b T =

a) )]

Fig. 11

si § es una raiz de la ecuacién f(xj =0, entonces

la,; ~&| < Cla,—E]", (49)
donde
1+ /5
L= 3 ~ 1,618.

A titulo de ejemplo usaremos este método para resolver la
misma ecuacion

X3 +3x—1=0,

que antes resolviamos con ayuda del método de cuerdas. Las
primeras aproximaciones, a; = 0,25 y a, = 0,31, son las mismas que
en ¢l método habitual de cuerdas.

La sigutente aproximacién calculamos por medio de la férmula

_ a—a 031-025
a3 = d, f(az)m = 0,31 + 0.,040 W = 0,3223

Obtenemos que f(0,3223) = 0,0004, Est4 claro que x = 0,3223
nos da la raiz buscada con un error inferior a 0,0001.



55

§ 13
DERIVADA DE UN POLINOMIO

Al resolver la ecuaciéon f(x) =0 por el método de iteraciones,
mucho depende del método por el cual la ecuacién citada fue redu-
cida a la forma x = @(x). En muchas circunstancias resulta mds
conveniente el método propuesto por Newton. Este método se basa
en el concepto de la derivada. En estc pdrrafo vamos a relatar
qué es la derivada de un polinomio. Esto nos permitird aplicar
¢l método de Newton a la resolucion de Jas ecuaciones algebraicas,
es decir de las ecuaciones del tipo

agx* +ax* 1+ ... +a,=0 (50)
Sea
fix)=daox* +a;x* ' +.. + 4

— cierto polinomio. Examinemos el polinomio f(x + a), es decir, la
expresion )

g+t +a(x+2" 4+ Fa (51}
Si abrimos paréntesis en la expresion {51), en algunos sumandos x
faltard, en otros sumandos figurarda en el primer grado, en los
terceros en el segundo grado, etc. Reunamos los términos que

contienen & de un mismo grado, Entonces, el polinomio f(x + &)
tendrd por expresion

Flx 4+ 90) =fold) + fi(a+ () +...+ filx)ot (52)

(ya que el grado del polinomio f(x) es igual a &, el grado supe-
rior de « en el desarrollo (52) también es igual a k). Es evidente,
ademis, que fy(x), ..., fx(x) también son polinomios de x.

Ejemplo. Sea
fix) = 2x3 — 3x? + 6x — 1.
Entonces,
fix+o)=2(x+oP -3x+a) +6(x+2)—1=
=2( + 3%+ 3xa? + ) 3P + 2xa + o)+ b(x + o) — 1 =
= (2x% = 3x? + 6x — 1) + (6x* — 6x + 6)at + (6x — 3)a? + 2o°.
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Por lo tanto, en este caso

fo() =2x* = 3x% + 6x = 1,

Ji{x)=6x* — 6x + 6,

Lx)=6x—3,

filx)=2.
Vemos que el sumando f;(x) coincide con f(x). Esta coincidencia
no es casual. Si en la igualdad (52) ponemos « =0, obtendremos
que f{x) = fo(x).

Exploremos, ahora, el siguiente sumando f, (x)«a. El coeficiente de
o, esto es, el polinomio f,(x), se denomina derivada del polinomio
f(x). Por ejemplo, la derivada del polinomio 2x® — 3x? + 6x — 1
tiene por expresion 6x* — 6x — 6. La derivada del polinomio f(x)
s¢ designa mediante el simbolo f(x).

Asi pues, la derivada f' (x) del polinomio f(x) se llama el coefi-
ciente de « en el desarrollo del polinomio f(x + o) segin los grados
de o.

Al emplear las designaciones introducidas, la formula (52) puede
escribirse en la forma

Slx+ o) =f(x)+ " (x)t +... (53)

Los puntos en esta formula denotan los términos que contienen
o® o ..., a* Por ejemplo,
2(x 4 o) 3(x 4 o) + 6(x 4 0) = 1 = 2x> = 3x% o 6x = | +
+ (6x% — 6x + ) + ...

Hemos introducido el concepto de. la derivada de un poli-
nomio f(x). Sefialemos, ahora, como se calcula esta derivada.
Examinemos con este fin el polinomio

Jx+ay=ae(x+ o +ay(x+ "+ ...+ a1 (x + o) + .

Sustituyendo cada sumando segin la formula (x + o™ = x" +
+mx" 'e 4 .. (véase § 6), obtendremos

fx+o)=a(xt+kx* 1o+, )+
+a [k~ + L ]t ax ) Fa =
=ax*+a; X '+ .. +a+
+oalkapx* 1+ (k — Dagx* 2 + ..+ @]+ ...
Comparemos esta igualdad con la (53):
fixx+a)=fx)+af (x}+...
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Obtenemos la siguiente afirmacion:
La derivada del polinomio

Sx)=aoX* +ax* P+ g x+ gy (54)

tiene por expresion
) =kagx*"' +(k=1ax*"?+... +a_, (55)
Por ejemplo, la derivada del polinomio '
J(x) = 6x7 4+ Bx® — 3x? — |
€s
f(x) = 42x® + 24x* — 6x.

, § 14
METODO DE NEWTON PARA
LA RESOLUCION APROXIMADA
DE LAS ECUACIONES ALGEBRAICAS

Volvamos a la resolucién aproximada de las ecuaciones alge-
braicas., Sea dada la ecuacion

ao'xk'i'ﬂlxt-:‘}‘..."“akﬂ——o- (56}

Supongamos que de una u otra manera fue hallado el valor

aproximado x; de la raiz de esta ecuacion y seflalemos cémo

se puede hallar el valor de esta raiz mds exacto. Designemos

con «, el error del valor x;, es decir, supongamos que x, + o, es la
raiz de la ecuacion (56). En este caso tiene lugar la igualdad

Go(x; +a ) +ay(xy +a )" +... 4a=0. (57)
En otras palabras,
Slxy +0,) =0,
donde con f(x) estd designado el polinomio
aox* + a, X" ...+ a
Pero, segun la férmula (31), tenemos
Sy + o) =fx) + oS (x)+...,

donde por medio de los puntos estdn designados los términos
que contienen of, ..., of. De este modo, para determinar «
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nos disponemos de la ecuacion
Slxg + o) =f(x;) + 0 f (%) + ... =0. (58)

Si la aproximacion inicial x, fue suficientemente acertada, el error
ay de esta aproximacion es pequeiio. En este caso, los t€rminos
en la 1gualdad (58), designados con puntos, serdn pequefios en com-
paracién con a,. Despreciando estos términos, obtendremos la
igualdad aproximada para determinar o,

flx) + oyf'(x,) = 0. (59)
De esta igualdad se deduce que
J(x,)
ey SN 60
. Sxy) 0

Por eso, el valor mejorado x, para la raiz de nuestra ecuacion
se define por medio de la formula

f(xy) 61
Después de esto, puede ser mejorada de nuevo la aproximacion

hallada, La tercera aproximacién para la raiz se da por medio
de la formula
Slx2)

X3 = Xz =
fxz)
En general, una vez determinada la n-ésima aproximacion x, de

la raiz buscada, la siguiente aproximacion se da por medio de
la formula

Xy =Xy —

_ . S
Xn+i = Xy f{xn_} . (62}

En la forma desarrollada esta formula se escribe asi:

ﬁo¢+aix:-l +...+ak-1x,,+a,‘
Kapxs™ 'k — ay Xt~ 4+ .+ ey

Si, en los limites de la precision prefijada, los valores aproxi-
mados x, ¥ X,+, coinciden, nuestro proceso (en los limites de la
precision prefijada) se considera terminado, y el valor buscado
de la raiz estd determinado.

El método descrito de la resolucion de las ecuaciones se debe a
Newton, famoso matemdtico ingiés.

El método de Newton estd estrechamente ligado con el método de
iteraciones. A saber, si las funciones y = f(x) ¢ y = f'(x) no tienen

(63)

Xpw1 = Xy —
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raices comunes, la ecuacion f(x) =0 es equivalente a la ecuacién
xX=x—- =, (64)

Al aplicar a esta ecuacién el método de iteraciones, obtendremos
una sucesiébn de nimeros xy, X3, ..., X, ligados con la misma
correlacion

J(x)

IR e

que teniamos, al operar con el método de Newton. En otras
palabras ¢l método de Newton consiste en lo que la ecuacibn
f(x} =0 se escribe en la forma (64) y a él se le aplica el método
de iteraciones.

Ejemplo. Resuélvase por el método de Newton, la ecuacion

x*=3x—-5=0

con un error inferior a 0,001, tomando por la ‘primera aproxi-
macion x; = 3.
Como la derivada del polinomio

f¥)=x*-3x-=5

(65)

es ¢l polinomio

Sy 3=y,
entonces, la formula (62) tomard, en este caso, la forma
X =3x,~5

Xpt1 = Xpg = — a3 .
Ix; — 3
Por esta causa,

X3 = 2,46 — 14’8f8:“1 g ‘383“ 2 = 246 — 0,165 = 2,295
X4 =2295 - ’2'08185,;0‘;"8_853 =2 = 2295 - 0016 = 2279,
Ry 2278 ”’83175;82'?(_)2" S 2279

Vemos que la igualdad
X4 = Xg
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se cumple con un error inferior a 0,001, Por esta causa, la raiz
de la ecuacion x* —3x—5=0 es igual a 2,279 con un error
inferior a 0,001. ,

El método del calculo aproximado de raices, expuesto en el
§ 6, es un caso particular del método de Newton. Efectivamente,

k
la busqueda de ],/_a no es otra cosa que la resolucion de la ecua-
cion
xt—a=0

Pero, la derivada del potinomio x* —a es igual a kx*"7, y,
por tanto, para la ecuacion

xXkwa=0

la formula (62) tendrd por expresion

*—a a+k—-1x
T T T Y

Xut1 = Xy —

Esta es la formula. segdn la cual se calculan las aproximaciones
para |/ a.

Indiquemos la siguiente diferencia esencial que existe entre las
soluciones de la ecuacién x* —a=0 y de la ecuacion algebraica
general

auxk‘l'al_\'k-l o Oy =0

Para la ecuacion x* —a = 0, la eleccion de la aproximacion inicial
x, no tenia mucha importancia. Sea cual fuera el valor de x;,
al_haber realizado unos cuantos pasos, llegaremos al valor de
| '@ con la precision prefijada. No es asi, cuando resolvemos la
ecuacion (56). En este caso, algunos valores iniciales llevan a ciertas
raices de la ecuacién, otros valores iniciales conducen a las raices
diferentes, y ciertos valores iniciales no llevan a ningin valor
determinado de la raiz: la sucesion de nimeros X, Xz, ..., Xp -« 1y
calculada por medio de la férmula (62), no tiende a ninguin
limite determinado, es decir, es divergente,
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§15
SIGNIFICADO GEOMETRICO
DE LA DERIVADA

El método de Newton lo expusimos solo para las ecuaciones
algebraicas. Con el fin de extenderlo a las ecuaciones de forma
arbitraria, es necesario generalizar el concepto de la derivada,
introduciéndolo para cualesquiera funciones. Con este objeto

YA

'd
_.Zﬂo z Z

Fig. 12

aclaremos el significado geométrico de la derivada. Examinemos
el grifico del polinomio

y=aoxk+a1x"_l+.-,+ak

y escojamos en este grifico dos puntos M y N (fig. 12).
Supongamos que la abscisa del punto M es x, y en el punto
N la abscisa es igual a x + o. Entonces, las ordenadas en los puntos
M y N se definen, respectivamente, por las expresiones

f(x) =agx* + a,* ' 4+ ... + G

fx+)=ap(x+of+a,(x+a ' +... +a.

Tracemos por los puntos M y N.una secante y calculemos el
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coeficiente angular k. * de esta secante. Del dibujo se ve que
N
tgy = ——,
=
Pero, el segmento M Tes igual a la diferencia entre las abscisas de los
puntos M y N, y, por tanto,

MT=(x+a)—x=n02

El segmento TN es igual a la diferencia entre las ordenadas de estos
puntos y, por tanto,

TN = f(x + &) — f(x).
Por consiguiente,
X+ 3)—
b %= Slx+ O)( fx)
Pero, segtin {a formula (53}
fx+a)=flx)+ of (x) +. .,
donde con los puntos estan designados 10s términos que contienen

0, B
Por esta causa
tgy = L6 & S
donde con los puntos estan designados esta vez los sumandos

que contienen o, %2, ...
Asi pues, el coeficiente angular de la secante MN se expresa por

medio de la formula
koo =t = f'(x) + ... (66)

Vamos ahora a disminuir el valor de a. La secante MN girard,
en este caso, alrededor del punto M. En limite, para « =0, la
secante se transformara en una tangente a la curva en el punto M,
La fig. 13 ilustra las posiciones de la secante para o= I:
1 1

of(X) + ...
a

3 7

*' Se Uama coeficiente angular de una recta a la tan-
gente del angulo que forma esta recta con el sentido positivo del eje Ox.
Por gjemplo, si la recta forma corj_e[ eje Ox el angulo de 60° el coeficiente

angular de la recta es igual a }/3.
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Pero, todos los términos, designados en la formula (66) con
puntos, se anulan cuando « =0. Por eso, el coeficiente angular
de la tangente al grafico del polinomio y = f(x) en el punto de
abscisa x se expresa por la formula

Feee = ()« 67

¥
!
N

M.
//
7 / T T+l 14 TF7 —r

: Fig. 13

Asi pues, la derivada del polinomo f(x) es igual al coeficiente

angular de la tangente al grdfico de este polinomio, trazado en el
punto de abscisa x.

Ejemplo. Hallese el dangulo que forma con el gje Ox la recta
tangente al grafico del polinomio

fxy=x* = 4x? + 5x + 1,
trazado en ¢l punto de abscisa x = 2.
Dado que f*(x) = 3x? — 8x + 5, entonces [*(2) = 1. Por consr-

guiente, tg ¥ = 1, de lo que se deduce que ¢l angulo de inclinacién @
es igual a 45° N
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§ 16 .
SIGNIFICADO GEOMETRICO
DEL METODO DE NEWTON

Ahora podemos aclarar el significado geométrico del método
de Newton para la resoiucion aproximada de las ecuaciones alge-
braicas. Supongamos que se necesita resolver la ecuacion f(x) = 0,
donde f(x) es un cierto polinomio. Desde ¢l punto de vista geo-
métrico es un problema en que se buscan los puntos de interseccion
del grifico de la funcién y =f(x) con el eje Ox, es decir, los
puntos donde p =0.

¥y

Fig. 14

Supongamos que el valor aproximado x, de la raiz de esta
ecuacion ya estd conocido. Tracemos por el punto N de abscisa
Xy una tangente a la curva y = f(x), Siendo acertada la eleccion
del valor x,, el punto T de la intersecciéon de la tangente con el
eje Ox serd mds proximo al punto en que se cortan la curva
y=f(x) y el eje Ox que el punto M (fig. 14).

Para hailar la abscisa x; del punto 7, examinemos el tridngulo
TMN. El cateto MN de este triangulo no es otra cosa que el valor
de la funcion y=f(x) en el punto x,, es decir, MN = f(x,).
Mientras tanto, el cateto TM es igual a x; — x;. De aqui se
deduce que la tangente del dngulo ¢, que forma la recta tangente
con el eje Ox se expresa por medio de la formula

g, = ‘g_x—l::; {68)
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De la igualdad (68) se desprende que
Sxy) ) (69)
tgo,
Pero tgg, es el coeficiente angular de la tangente a la curva
y = f(x), trazada por el punto de abscisa x,. Por esta razon, en
virtud del significado geométrico de la derivada, tg@, = f(x).
Esto significa que la formula (69) puede ser escrita asi:
" J(x)
Fx)
Por consiguiente, hemos hallado la segunda aproximacién para
la raiz buscada. Tracemos, ahora, una tangente a la curva p = f(x)

X2 = X —

X=X

¢

o ey Tz I s
1)
SE&

Fig, 15

por el punto, donde la abscisa es x;. La abscisa del punto de
interseccién de esta tangente con el eje Ox se da por medio de la
formula

Sfix,)

o f’(xz} '

En general, una vez hallada la aproximacion x,, entonces,
para obtener la aproximacidon siguiente x,., se debe trazar una
tangente a la curva y =f(x) en el punto de abscisa x, La abscisa
del punto de interseccién de esta tangente con ¢l eje Ox nos da x4

X3 =

5-71
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La formula para calcular x,., es:

T (5.
Kot Xn fa txn] (?0)
o, lo que es lo mismo,
_ J(xa) .
Xp+) = X — 12 @, ¥ (70)

donde ¢, es el dnguio de inclinacién de la tangente a la curva
y = f{x) en el punto de abscisa x, Esta féormula coincide con la
formula (62) del metodo de Newton. Pusimos en claro, pues,
el significado geométrico del método de Newton. El consiste en que
el arco de la curva v = f{x) se sustituye por la tangente a esta
curva. Por eso, el método de Newton se llama también méiodo de las
tangentes. En la fig. 15 se ve como los puntos xq, Xz, -.-n Xp -0,
que se obtienen por el método de Newton, van aproximéndose
al punto £, donde se cortan la curva y = f(x) y el eje Ox.

§ 17
DERIVADAS DE LAS FUNCIONES
CUALESQUIERA

El significado geométrico expuesto del método de Newton permite
generalizarlo sin dificultad alguna para cualesquiera ecuaciones
del tipo f{x)=0, donde f(x) ya puede no ser un polinomio.
A saber, para hallar la solucidén de esta ecuacién, tomemos algan
valor aproximado x, de la raiz. Tracemos una tangente a la curva
y = f(x) por el punto de abscisa x, y designemos con X, ei punto
donde la tangente corta el eje Ox. Por el punto de abscisa x,
tracemos de nuevo una tangente a ia curva y = f{x}, etc. Al igual
que en el caso en que f(x) sea un polinomio, es fdcil establecer
que
Sx,)
gy

(71)

Xpe| = Xp ™

donde tgg, es el coeficiente angular de la tangente a la curva
y =/(x} en el punto de abscisa x,

Por el momento la formula (71) no sirve para los calculos,
puesto que todavia no sabemos determinar tg o, Por consiguiente.
debemos aprender a calcular los coeficientes angulares de las tan-
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gentes a los graficos de cualesquiera funciones y = f(x) (y no sdlo a los
graficos de los polinomios). Hallemos primero el coeficiente angular
de una secante. Sea M un punto en el grifico de la funcién
y =f(x), y MN, una secante que pasa por este punto. Razonando
igual que en el caso de los polinomios, obtenemos que el coefi-
ciente angular de la secante se expresa mediante |a formula

Kiec =tgY = fLﬂ_ﬂf}_ (72)

donde x es la abscisa del punto M, y x + «, la abscisa del punto .
Si hacemos disminuir o, la secante va a girar alrededor del punto
M y tender a ocupar la posicion de la tangente a la curva
y = f{x) en este punto (véase fig. 12). Por esto, podemos escribir que

S+ 2 = fx)

kls=tg(p=1i_{l;1) o

(73}
El limite en el segundo miembro de esta igualdad lo llamaremos
derivada de la funcién f(x) vy lo designaremos por el simbolo f fx), es
decir, hagamos

() = tim ﬁ"_"“‘:‘_ﬂ"). (74

Podemos, ahora, escribir 1a igualdad (73) en la forma
klu =1g9 =f' (x). {75)

De este modo, también para las funciones cualesquiera {y no solo
para los polinomios), la dertvada de la funcion fix} en cierto punto
es igual al coeficiente angular de la tangente a la curva y = f{x)
en este punto*.
Puesto que tgo, =f'(x,), la férmula (71} puede ser escrita en
la forma
fx)

T
Esta formula coincide con la formula (62). De este modo, el

- método de Newton queda generalizado para todas ias ccuaciones del
tipo f(x) =0

(76)

Kpr1 = Xy

*) Si por algun punto de abscisa x no puede ser tra-
zada una tangente al grafico de Ja funcién v = f{¥) (por ejemplo, $1 en este
punto el grafico sufre un viraje), entonces la funcion y =fix) no tiene
derivada en dicho punto.
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§ 18
CALCULO
DE LAS DERIVADAS

Hemos visto en el pdrrafo anterior que para hallar el coefi-
ciente angular de la tangente a la curva y = f(x), se debe calcular ¢l
limite
£ = lim M

Este cilculo, en general, es bastante dificultoso. Pero, este
limite estd calculado para muchos casos importantes. En otras
palabras, para las funciones que se encuentran con mayor frecuencia,
sus derivadas estdn conocidas. Abajo vienen dadas derivadas mads
usadas:

l. (@) = 7. {ctgax) = — ﬁ.

2. (M = kX!

3. (@) =a"lna 8 (oge)= xlna’

4. (senax) = acosax. 9. (arcsenax) = a

5. (cosax) = — asenax. 1 —a*x?
6. (tgax) = F‘:axn' 10. {arctgax) = H—‘;j;!"-

(En las formulas 3 y 8 mediante In a estd designado el logaritmo
que tiene por base ¢l numero e = 2,71828..., o sea, el logaritmo
natural). Seiialemos que en la férmula 2 el exponente kK puede ser
no $6lo un namero natural, sino también cualquier niimero real. Por
gjemplo,

Las formulas | — 10 son aan insuficientes para el cdlculo de las
derivadas de unas funciones cualesquiera. Sin embargo, si la funcion
f({x) se compone, mediante las operaciones aritméticas, de las
funciones para las cuales nosotros sabemos calcular las derivadas,
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resulta fdcil hallar la derivada de f(x). Con este fin se emplean
las siguientes reglas que se demuestran (asi como también las
férmulas 1—10) en el curso de las matemdmicas superiores.

1. La derivada de ia suma de dos funciones es igual a la suma
de las derivadas de estas funciones, es decir,

i+ L)) =f1(x)+f2(x).

2. El factor constante puede ser sacado fuera del signo de la

derivada
[af(x)]" = af'(x).

3. La derivada del producto de dos funciones se calcula por
medio de la formula

If: (92 () =S 00£00) + 6}
4. La derivada de una fraccidn se calcula por la formula

[f; (x) ] _ LG (0 ~ f1 (03(%)
fa(x) [fz (x)]z ‘

La regla para calcular derivadas de un polinomio, expuesta en
el § 13, es un corolario de las reglas 1 y 2, y de la formula 2
de la lista de las derivadas.

Ejemplo 1. Hallese la derivada de la fraccién
fix) = 3xt-x4+1
T T

Haciendo uso de la regla 4, encontramos

Bx2 —x+ 1y2x* 4+ 5 —(3x* —x + 1{2x* + 5y

Fy= 3x® + 5)°

A continuacion, segun la regla para derivar polinomios

Bxt—x+ 1y =6x—1

(2x3 + 5) = 6x?,
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y. por esta razon,

oo {233+ 5)(6x = 1} — (3x% — x + 1)6x?
Pl 2x° 4 51

=—6x‘ +4x® + 6x7 +30x =5
(2x* + 5)

Ejemplo 2. Hallese la derivada de la funcién
I 1
flx) = m—(arcscn 3x — Tx-i—)

Resolucion. Segun las formulas 2 y 9 y las reglas 1 y 2,
tenemos :

{3 1 {2 3 |
Sl e TO—( x )_ 0} -9 @ 3

Ejemplo 3. Hallese la derivada de la funcion
Sf{x)=10"sen2x.

Segun la regla 3 y las férmulas 3 y 4, tenemos
Fix)=(10"Y sen2x + 10¥(sen2x) =
= 10"sen2xIn 10 + 10¥-2¢cos 2x =
= 10* (sen 2xIn 10 + 2 cos 2x).

Las reglas indicadas permiten hallar las derivadas en muchos
casos. Existe una regla mds que es muy importante: la regla para
calcular ta derivada de una funcion compuesta. Esta regla se enuncia
asi:

Si la funcion y = f(x) puede ser escrita en la forma y = F(z).

donde - = @(x), entonces su derirada se define por medio de la
Jformula " ) ,

S (x) = F'(2) @' (x). (1
donde - = @(x).

Ejemplo. Hallese la derivada de la funcion y = sen(x3). Esta
funcién puede ser escrita en la forma y =sen z, donde z = x’.
La derivada de Iln funcion F()=sen: es igual a F'(z) =rcosz,
y la derivada de la uncion @(x)=x" es igual a o (x)=3x"
Aplicando la formula (77). obtenemos ;

[sen(x?)] = F'(2)@'(x) = cos z+ 3x?,
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Sustituyendo, en lugar de z, el valor z = x>, tenemos
[sen(x?)] = 3x? cos(x?)

La exposicion mds detallada del concepto de la derivada el
lector puede encontrar, por ejemplo, en el libro “Matematicas
superiores para los primerizos” por Ya. B. Zeldovich, “Fizmat-
guiz”, 1960.

19
ELECCION DE LAS PRIMERAS
APROXIMACIONES

Examinemos, ahora, el problema de la eleccién de las aproxi-
maciones iniciales. Al resolver la ecuacion f(x) = 0, la busqueda de
la primera aproximacion puede efectuarse por el método grifico.

T_/Aé a b ) \/4
2 — ) o

Fig. 16

Para ello es menester dibujar el gréfico de la funcion y = f{x) y encon-
trar los puntos de interseccion de este grifico con el eje Ox
{en estos puntos y =0, y, por tanto, f(x) = 0).

Si, debido a ciertas circunstancias, resulta incomodo dibujar
el grdfico {digamos, si la ecuacidén se resuelve con ayuda de una
mdquina calculadora), recurren al otro método de determinar la
primera aproximacion. Con este fin, se calcula el valor de la
funcién para ciertos valores del argumento (por ejemplo, para los
valores enteros del argumento ubicados dentro de los limites deter-
minados). Si la funcion y = f(x} es continua (es decir, su grafico
no tiene puntos de discontinuidad), entonces, entre los valores a y b,
en los que la funcidn tiene signos contrarios (fig. 16, a), se encuentra
la raiz de la ecuacién f(x) =0 (si el grafico de la funcién sufre
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discontinuidades, puede ocurrir que ella pasa de salto de los valores
negativos a los positivos, sin reducirse a cero (fig. 16, b)) Los valores
a y b se pueden tomar por las primeras aproximaciones para la
raiz de la ecuacidn f{x) =

A
e

/.

A
T
I~

a)
Flg. 17

Observemos que en este caso se puede omitir algunas raices
de la ecuacion. Asi por ejemplo, la fig. 16, c ilustra el caso en que
la funciébn y = f(x) tiene en dos puntos los valores de un mismo
signo, pero se anula entre estos valores.

Hemos obtenide. de esta manera, dos puntos: a y b. Con
el objeto de aclarar, cual de elles puede tomarse por la aproxima-
cion inicial x en el método de Newton, examinemos la fig. 17.
Las figuras 17, @ y 17, b nos muestran que si la curva gira su
concavidad hacia la parte positiva del eje de ordenadas, por la apro-
ximacion inicial se tomard aquel de los puntos a y b, en ¢l que la
Juncion f(x) es positiva. la otra eleccion de la primera aproxima-
cion puede incluso conducir a que el punfo x, se encuentre fuera
del segmento [a, b]. Del mismo modo, si la curva gira su concavidad
hacia la parte negativa del eje de ordenadas, por la aproxima-
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cidn inicial se tomard el punto, donde la funcion f(x) es negativa
(ig. 17, ¢, d).

Esta regla es comoda para usar, si se conoce el grifico de la
funcién y = f(x). Si, en cambio, el grifico de la funciéon no esta
dibujado, se necesitan cdlculos adicionales para determinar la
direccién en que la curva gira su concavidad. Para ello se debe
encontrar la segunda derivada de la funcion f(x). Se denomina
segunda derivada de la funcion f(x) la derivada de la primera
derivada.

Por ejemplo, sea dada la funcién

f) =x*—4x* +3x — 1,
entonces, su primera derivada es
fix)=3x*—-8x+3,
y su segunda derivada es
[ (x)=6x —8,

En el curso de las matemdticas superires se demuestra que si en
el segmento [a, b] la segunda derivada es positiva, la curva en
dicho segmento gira su concavidad hacia la parte positiva del eje
de ordenadas. Si, en cambio, la segunda derivada en ¢l segmento
[a, b] es negativa, la curva gira su concavidad hacia la parte nega-
tiva del eje de ordenadas. Al hacer uso de esta circunstancia,
obtenemos la siguiente regla para aplicar el método de Newton:

Supongamos que er los puntos a y b la funcién f(x) tiene
signos contrarios, con la particularidad de que en el segmento [a, b]
la segunda derivada de la funcion f(x) es positiva. Entonces, por la
primera aproximacion x; se debe elegir aquel de los puntos a y b,
en el que la funcion f(x) toma un valor positivo. Si en el’ segmento
[a, b] la sequnda derivada es negativa, por la aproximacion inicial se
escogerd el punto, donde la funcion f(x} toma un valoi negativo.

, § 20
METODO COMBINADO PARA
RESOLVER LAS ECUACIONES

Al resolver las ecuaciones, con {recuencia recurren # la combi-
nacién de los métodos de cuerdas y de Newton. S1 el gréfico de la
funcion y = f(x) gira su concavidad hacia la parte positiva del
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¢je de ordenadas, los puntos a; y x; se hallan por medio de las
formulas

b-a
a=a=fO e e
x,=b-"—{;%. (79)

Si el grafico de la funcién gira su concavidad hacia la parte
negativa del eje de ordenadas, el punto a, se halla por la férmula
(78), mientras que el punto x, se obtiene de la expresion

_ f(a)
Xy, =a— 7@ 80
a Ty &
] A 75T &
a) \ )
Fig. 18

Como lo muestran las figuras 18, a y 18, b, la raiz £ de la
ecuacion f(x} = 0 se ubica, cominmente, entre los puntos obtenidos
a, ¥ x,. Aplicando, nuevamente, a estos puntos las féormulas de los
métodos de cuerdas y de Newton, se obtiene otro par de puntos,
a, y X, etc.

De este modo se obtienen dos sucesiones de puntos a;, aj,
cervs @p oo Y Xy, X3y ..., X, ... Que van aproximandose hacia
la raiz buscada & desde las direcciones opuestas. La ventaja det
método descrito consiste en lo que en este caso se obtienen
los valores aproximados tanto por exceso como por defecto.

Ejemplo. Resuélvase por el método combinado la ecuacién
x—senx—-05=0

con un error inferior a 0,001,
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Compongamos una tabla de valores de una funcion continua
flx)=x —senx — 0,5

X —1 0 [ 2
f{x) —0.65¢ —-05 —0.341 0,591

De esta tabla se desprende que la raiz de la ecuacion se ubica
entre | y 2. Hacicndo uso de las formulas 2 y 4 del § 1§, tenemos

fl)=1—cosx

Por ello, 1a formula de Newton toma cn nuestro caso la forma

X, —senx, —0,5
1 —cosx,

Xp+1 = Xn— (81)
Para determinar, cudl de los valores, | & 2 hay que tomar

por X, hallemos la segunda derivada de la luncion f(x). Segin la

formula 5. § 18, la derivada tiene la forma f(x!=senx. Mas, en €l

segmento [1, 2] la funcion sen x es positiva*. Por consiguente.

rigiendonos por la regla citada anteriormente, por xg sc debe tomar

el valor 2, para el cual también es positiva la funcion f{x)
Sepin la [6rmula {81} tenemos

2—-sen2-05 2—-0909-0,5
=) =) —— — = |, 83
% | —cos2 1+ 0416 2
Por otra parte, segun la formula (78) tenemos
2-=1
-l (=03 e = 1366
4 [ ) 8.5 = (0341

Siguiendo a aplicar las formulas (81) y {78} al segmento [a).
x,]. obtenemos

1,583 — 1,000 — 40,5
Xy = 32— = 501
el [+0012 (=0
Y
1.366 + 0,113 o L LY
e L T T
A coptinuacion, encontramos
%, = 1,498,
iy = 1,498,

* Sen x es positivo en el segmento (V] = [0 34l ]
Por 1o tanto. sen ¥ es también positivo en la parte [1. 2] de este segmento
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Asi pues, la raiz de nuestra ecuacién con un error inferior a
0,001 es 1,498

§ 21
CRITERIO DE LA CONVERGENCIA
DEL PROCESO DE ITERACIONES

Emplearemos, ahora, el concepto de la derivada para obtener
un nuevo criterio de la convergencia del proceso de iteraciones.
Nos hard falta, para ello, una formula, ltamada férmula de Lagrange
{Lagrange es un matematico del sigio XVIII, que vivié en Francia).

g

fea)

Fig. 19

Examinemos en el segmento [g, b] la curva y = f(x). Designemaos
con M el punto wnicial de esta curva, y con N, su punto final,
y tracemos la cuerda MN. El coeficiente angular de esta cuerda
tiene por expresion

k

: s =t = —
cuerd gW MP

{fig 19} Pero, MP =b —a, y PN =f(b) — f{a), por lo que
_ S —fla)

cuarda T b —a

k

Destgnemos por T un punto del arco MN que sea mds alejado
de la cuerda MN. Si por este punto trazamos una recta, parale-
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lamente a la cuerda, ella sera tangente a la curva: en el caso
de interseccion, en Ja curva habrian puntos mds alejados de 1a cuerda
MN, que ¢l punto T. En otras palabras, la tangente a la curva,
trazada en el punto T, es paralela a la cuerda MN y por esta
razon tiene el mismo coeficiente angular que la cuerda. Mas, el
coeficiente angular de 1a tangente es igual a fic), donde c es la
abscisa del punto T Por ello, resulta vdlida la formula

C s S = fia)

K==

Esta es la formula de Lagrange. Indiquemos que el punto ¢
en la (6rmula de Lagrange siempre se ubica entre los puntos a y b.
La férmula de Lagrange puede ser escrita también en la forma

siguiente o _
J(b) — fla) = f" () (b — a). (83)

{82)

Volvamos ahora a la resolucion de ka ecuacion x = ¢(x) por
¢l método de iteraciones, Supongamos que la aplicacion y = ¢ (x)
transforma el segmento [a, b] en si mismo, con la particularidad
de que en este segmento se cumple la desigualdad |cp'(x)1 < q,
donde ¢ es un nimero menor que la unidad, ¢ < 1. En el segmento
[a, b] tomemos dos cualesquiera puntos x, y Xp. En este caso,
los puntos ®(x,) ¥ ¢ (x;) también pertenecen al segmento [a, b]
Segun la formula de Lagrange tenemos

©(x2) — @lx;) = @ (c}Hxs — x,).

donde ¢ es un punto que se ubica entre x; y X y, por tanto,
ertenece al segmento [a, b]. Es wvilida la desigualdad
0'{c)| < g <1, y, por esto,

l@(x;) — @(x)] € qlx2 — x| (84)

La desigualdad (84) muestra que @(x) prefija una aplicacion
contraida. Pero, ya sabemos que si x — ¢(x) es l1a aplicacion que
contrae el segmento [a, b] en si mismo, para todo punto x, de este
segmento la sucesion xg, Xy, ..., Xm -... donde X,.. = @(x,)
converge la rajz de la ecuacidn x = @(x). De este modo, hemos
demostrado el siguiente teorema:

Teorema. Supongamos que la funcion y = @(x) define la apli-
cacion del segmento [a, b] en si mismo y que en este segmento se
cumple la desigualdad |¢'(x)| < g, donde g < 1 Entonces, sea cual
fuese el punto x, del segmento [a, b], la sucesion de puntos o,
Xfs oeey Xy +r.n donde x,., = @(x,) converge hacia la raiz de la
ecuacion x = @(xh
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En términos generales el sentido del teorema demostrado consiste
en lo que el proceso de aproximaciones sucesivas permite hallar
aquellas raices & de la ecuacién x = @(x), en las cuales se cumple
la desigualdad |cp’(E,)| < 1. Puede decirse que estos puntos atraen
hacia si una quebrada que representa geométricamente el proceso
de iteraciones (véase el § 8), y los puntos, donde ‘(p’(é)[) 1,
repelen de si la quebrada citada.

Si la desigualdad |¢' (x)] <g¢ <1 se cumple en todo el ¢je
numérico, el proceso de iteraciones converge con cualquier eleccion
de la aproximacion inicial x, (véase el § 10).

Ejemplo 1. ;Puede emplearse el método de iteraciones para
resolver la ecuacion
cosx + senx

. )

En el caso dado
COSX + senxy

P(x) = 3
Por eso
g ~Senx + Cos X
PRy ————,

Pero, |senx| < 1, [cosx| < 1, por lo que

—~S€Nn X + COS X < |senx| + [cos x| & _l_,
4 4 2

y, por tanto, el proceso de iteraciones es aplicable.

|9'(x)] =

Ejemplo 2. ;Es aplicable el proceso de iteraciones para resolver
la ecuacién
x=4-2%7 &3)

La raiz buscada se ubica en el segmento [1, 2], puesto que la
funcién continua y = x — 4 + 2* en este segmento cambia de signo:

1—4+4+2'<0y2-4+22>0,
Pero, en el caso dado tenemos
@' (x)=—2In2.

Acotemos la expresién 2°In2 en el segmento [1, 2]. Si

1 € x €2, entonces 2 < 2* < 4,
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¥y, por esto,
2In2 € 2In2 £ 4In2.

De las tablas de logaritmos naturales (cuya base es el numero
e~ 2,78.. ) tenemos In2 = 0,69 . . . Esto significa que en el segmento
[1, 2] se cumple la desigualdad

1,38...<2*In2 < 276...
y el proceso de iteraciones no es aplicable.

Para aplicar el proceso de iteraciones, transformemos la ecua-
- cién (85). Escribimosla en la forma

=d=-x
y tomemos logaritmos en ambos miembros segun la base 2.
Entonces obtendremos
x = log, (4 — x).

En este caso
1

= - @amy
y en el segmento [1, 2] estd cumplida la desigualdad

. o
o <315 = 35 <L

(El lector mismo puede deducir con facilidad esta desigualdad).
Por esto, escrita la ecuacion en esta forma, el proceso de ite-
racién converge,

§ 22
RAPIDEZ DE LA CONVERGENCIA
DEL PROCESO DE ITERACIONES™®

Hagamos uso de la derivada de la funcién @{x) para estimar
la rapidez de la convergencia de iteraciones al resolver la ecua-
cién x = @(x). Nuestra tarea es evaluar la velocidad con la cual
disminuyen los errores &, = § — x, de valores aproximados xq, ....
X, ... de la raiz &

* Este pdrrafo puede ser omitido en la primera lectura,
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Observemos que son vilidas las igualdades £ =@ (&) y x,4; =
= @ (x,). De éstas se deduce

By = g = Xpa = q}(E.l) F 1 "p(xn}'

Pero, segun la formula de Lagrange tenemos
('p(g" s q)(xu) = (P’(Cn}{& o xn} = (Pr(fn) %y
donde ¢, es un punto ubicado entre los puntos x, y E Por

esta causa n
Dyt 1 = Q(Ca) O, (86)

De la igualdad (86) se deduce la afirmacién siguiente:

Supongamos que & es la raiz de la ecuacion x = @(x), se ubica
en el segmento [a, b]. Si en este segmento se cumple la desigual-
dad |@'(x}| <g< 1, y la aproximacion inicial x, también estd
elegida en el segmento [a, b, entonces para todo n se verifica la

correlacion
|t | < 7|2y | _ (87)

Efectivamente, de la igualdad (B6) tenemos
ay = [@'(c )]l oy |-

Pero, el punto ¢, se encuentra en el segmento [a, b] (fig. 20)
y, por lo tanto,

[9'(c))| < g
a E & o b
Fig. 20
De aqui se deduce que \
laz| < gl .

Del mismo modo obtenemos que
lasl =lo'lea)| oz | < glag ) < ¢* oy
¥, en generaf,
|y | < g"[ots ]

Con esto queda demostrada nuestra afirmacién,
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Puesto que, para 0 < g < 1, la sucesién de numeros ¢, ¢%, ...,
q" ... tiende a cero, también a,,, tiende a cero cuando n crece.
En otras palabras, hechas las suposiciones indicadas anteriormente,
los niimeros xj, ..., X, ... S¢ aproximan al nimero &, con la
particularidad de que la diferencia |E,—- Xp+1| decrece con mayor
rapidez que [o;{g"

Del modo igual se puede demostrar que si en el segmento
[a, b] se cumple la desigualdad

fo'(a] > 1,

el proceso de iteraciones diverge.

El proceso de aproximaciones sucesivas converge con una rapidez
particular, cuando en el punto § la derivada de la funcién ¢(x)
se reduce a cero. En este caso, ¢l valor de ¢@'(x) tiende a cero
a medida que nos aproximamos a &.

Dado que
Iun+1|=‘|tpr(cn)l|un|»

la convergencia del proceso se hace mds rapida con la apro-
ximacién al punto &,

Ya nos tropezamos con esta circunstancia al extraer raices
cuadradas por €l método de iteraciones. Recordemos que en esta
operacién sustituimos la ecuacion x*=a por la ecuacién

x*+a &
2x
la expresién

, 2 'Y - 2 2 -‘
@' (3= (x* + a) x4x(jx + a)(2x) -

+a ‘
gs igual a

. Pero, la funcién arbitraria ¢(x) = = 5=

X =

2 2x—=(x*+a)2 _ x* —a
- 4x* T 2

(véase la regla 4 del § 18 y la formula (55) del § 13), y, por lo
tanto,

De este modo, en el punto X x]/'ﬁ la derivada de la fun:cién
@(x) se reduce a cero y esto provoca la aceleracion de la conver-

8-71
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gencia del proceso a medida que nos aproximamos al punto
x=Va,

El fenémeno de la aceleracion del proceso con la aproxima-
cién a la raiz de la ecuacién se observa también al emplear el
método de Newton (el método indicado de la extraccidon de raices
es un caso particular del método de Newton). Efectivamente, ya
indicamos que el método de Newton estd relacionado con la susti-
tucion de la ecuacién f(x) = 0 por la ecuacién

_ Jx)

J'(x)
y la resolicion posterior de la iltima por el método de apro-
Ximaciones sucesivas. En este caso tenemos

N
*()=x - 5

X=X

pero
v (ST LIS — O @Y _
s ‘[f""(x)] =1 THEIR
_ PP /e @ _ e
Lf {x)]* el

Ya que en el punto £ s¢ cumple la igualdad f(£) =0, enton-
ces P'(E)=0. Y esto, segiin lo mostrado, asegura la aceleracién
de la convergencia del proceso de aproximaciones a medida que
nos acercamos al punto &.

82
RESOLUCION DE LOS SISTEMAS

DE ECUACIONES LINEALES POR EL METODO
DE APROXIMACIONES SUCESIVAS

Hasta este momento resolviamos las ecuaciones con una incég-
nita, Pasemos ahora a la resolucién de los sisternas de ecuaciones.
Iniciemos con la consideracién de los sistemas de primer grado.
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Sean dadas m ecuaciones del primer grado con m incégnitas™®
Q31 %) +agax; +oo ot Gk, = by,

a4Xy + Ag3Xs + ...+ 43, %y, = b)_, (88)

p1 Xy F GpaXz + oot QX = By

Tales sistemas intervienen en diferentes aplicaciones. Por ejemplo,
cuando los geodestas nivelan los resultados de las mediciones de las
grandes partes de la superficie terrestire, ellos tienen que, a veces,
resolver los sistemas de ecuaciones que se componen de muchas
centenas de ecuaciones. Los mismos sistemas de ecuaciones aparecen
ante los ingenieros, al calcular las construcciones de vigas, y ante
otros especialistas.

La resolucidon de tales sistemas por los métodos habitnales
(por ejemplo, usando el método de eliminacion de las incégnitas)
suele ser con frecuencia extremadamente dificultosa. Mds comodo
resulta €l método de aproximaciones sucesivas. Al principio mostre-
mos con un ejemplo, como se hace esto.

Sea dado el sistema de ecuaciones

i0x; —2x, + x5 =9,
x1+5x;—x3=8,
4x1 + 2x2 + SX3 = 39.
Es necesario hallar las incognitas x,, x;, x3 con um error
inferior a 0,01.

Despojamos x; de la primera ecuacién, x, de la segunda y
x3 de la tercera ecuacién. El sistema tomard la forma

Xy =09 + 02x; ~ 0,1x,,
x2 = E,6 == O,Zx]_ + 0,2.7C3, o {89}
Xy = 4— O,le = 0,2x2.

Tomemos cualesquiera valores de x;, x; x3 a titulo de las
aproximaciones iniciales, por ejemplo, hagamos x{% =0, x{¥ =0,

*) En estag ecuaciones las incognitas se designan por
las letras x,, X3, ..., X ¥ 108 cocficientes con las letras a;; Aqui, el
primer signo indica ei nimero de la ecuacién y ef segundo, el numero
de la incognita. Por ejemplo, ay, significa que esto es el coeficiente de la
séptima incégnita en la cuarta ecuacidn.

&
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x49 = 0. Sustituyamos estos valores en les segundos miembros de
la igualdad (89) y tomemos los valores de x;, x;, x; que se
obtienen por los siguientes valores aproximados. Obtenemos

x{ =09;
x3" = 1,6;
xf =4,

Los valores hallados los sustituyamos de nuevo en los segundos
miembros de la ecuacién (89). Obtenemos las aproximaciones

x=09+0216—-01-4=082
x{*=16-02.09+02-4 =222,
x$V=4-0509—025-1,6 = 3,15.

En general, una vez hallados los valores de x{, xi, xj¥,

las siguientes aproximaciones se calculan segin las férmulas

xH 0 = 09 4 02x4" -~ 0,1x4",
XD =16 — 0.2x{" + 0,2x§™, (90)
X0 = 4 — 0,5x{ — 0,25x 4.

Los resultados de los cdiculos se exponen en la Tabla 2.

Tabla 2
n i 2 3 4 5 6
x4 0,9 0,82 1,03 1,01 1,00 1,00
= ] L6 2,22 2,07 2,00 1,99 2,00
xP 40 3,15 3,03 2,97 3,00 3,00

Yemos que en los limites de la precision prefijada se cumplen

5 {6 5 {6 B ] 9
x].[]—xl ,, xzt]—xz ], x;”—-ng’ { l)

Haciendo en las igualdades (90)n =35 y tomando en conside-
racién las igualdades (91), obtenemos que en los limites de la
precisién prefijada

X9 = 09 +02x ~ 0,1 x4,
X4 16 = 025 4+ 0289,
x 2 4 — 0,5 + 0,25 x{*
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{en realidad, estas igualdades se cumplen exactamente, pero esto
1o es esencial). De aqui s¢ deduce que los mimeros x{* = 1,00;
x§% =2,00; x{¥ =300 son (en los limites de la precision prefi-
jada) las soluciones del sistema dado de ecuaciones.

De un modo sumamente igual se procede en el caso general =k
Sea dado el sistema de ecuaciones (88). Despojemos x; de la
primera ecuacion, x, de la segunda ecnacién, ete. Entonces, el sis-
tema (88) tomard la forma

_ b a1z 2 Q1om
Xy = il " = == Xm
a4 ayy apy
b a; a
Xy = — - : Xy - - —im Xy
d22 azy a2
b a By, =
- Tttt et ST ()
Sean x{Y, ..., xV ciertas aproximaciones iniciales para las in-

COgNItas Xy, ..., Xp-
Sustituyendo estos valores aproximados en los segundos miem-
bros de las igualdades (92), obtendremos las segundas aproxima-

ciones x!¥, .., x{? para las incognitas buscadas:
b a a
1 12 {1 Im . (1)
x1{2]=_""'" __""xz)'“"'__'—'xmv
ap, ayy ap
bz asy a
1 2m 1
L S TR S——
daz aza @22
b Ay a = 1
o I PR ) 1L T T, e WO

Del mismo modo, una vez halladas las n-ésimas aproxima-

ctones x,", x,",

..., X para las incognitas, el siguiente paso se

set omitido en la primera lectura.

» B[ texto ulterior hasta ¢l fin de este pdrrafo puede
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efectia segin las formulas

b a a

+ 1 12 1

xllfn l}=___ ___xz{n]_.“___lx"gn),
a1 a3 a3
b a a

2 21

it = 2 2y o 2 ()
a2 Qrz [0Y]
b a

1) . Ym mi Ay, m—1

DAL T coo— T Xt (93)

Gpm L [+ N—

Estudiemos, ahora, el problema en el que s¢ trata no de la
resoluciéon del sistema de ecuaciones lineales por el método de
aproximaciones sucesivas, sino al revés, resolviendo un sistema
de ecuaciones se debe hallar un estado limite de cierto proceso de
aproximaciones.

Se tienen tres cubos. El primer cubo contiene 12 litros de agua,
los cubos segundo y tercero son vacios. Del primer cubo se trasiega
la mitad del agua en el segundo; luego, la mitad del agua se trasiega
del segundo cubo en el tercero y de éste ultimo la mitad del agua
se trasiega en el primer cubo. Este ciclo se repite 20 veces. Hace
falta determinar (con un error inferior a 00001 }), ;cudnto agua,
después de esto, habrd en cada uno de los cubos?

Estd claro que aqui se trata de las aproximaciones sucesivas
hacia cierta distribucion limite del agua. Esta distribucion limite se
caracteriza por lo que ella no cambia después de realizarse uno
de los ciclos de trasegar descrito mds arriba. Si al principio
del ciclo en el primer cubo estin contenidos x litros de agua,
en el segundo y litros y en el tercer cubo, 12 — x — y litros (el volu-
men general del agua no se altera durante el proceso de trasegar),
entonces el ciclo descrito se da por medio de la siguiente tabla:

I-r cubo 2-do cubo 3-r cubo

Estado inicial X y 12=x=—y
Después del primer trasiego % 12‘ +y 12—x—y

i x XY .
Después del segundo trasiego 3 at3 12 3*~3
Después del tercer trasiego 6+ % —% '; + % 6 — gx - %
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Para que este ciclo de los trasiegos no cambie la cantidad
del agua en cada cubo, se deben cumplir las siguientes ecuaciones

Al resolverlas, encontramos que x = 6, y = 3, Esto significa que
la distribucion limite se caracteriza por lo que en el primer cubo
se encuentran 6 litros del agua, el segundo contiene 3 litros y en el
tercer cubo habrdn 3 litros del agua.

Aclaremos, a qué velocidad la distribucion dada del agua se
aproxima a la distribucién limite. Supongamos que ¢l primer cubo
contiene g litros ¥ el segundo cubo, b litros. Realizado el primer
ciclo, en el primer cubo habran

a b
@ =6+3-7 ©4)
litros, en el segundo cubo
a b
by _1+§ 935)

litros.

Designemos & — 6cona, b — 3conP;a; — 6 mediante &,y b, — 3,
mediante B,. Entonces, de las igualdades (94) y {95) proviene que

al=al_ SR e = m———— D m—————

S B _lfo Py Lfa BN 3 5
“"T_T"a(s 4) z(ﬁz)-—a““‘iﬁ‘ﬁ’

B, 1f{a B 1/ B 5 3
B = -+ T=_(§_Z)+E(E+§)=§§”“"E’B'
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Por esto, si |a| <ty \B] < g, entonces

13
Iazf < -a E= 0,28,

11 .
1B;] < 338 = 034¢.

Esto quiere decir, que dos ciclos de los trasiegos disminuyen
fos errores « y B por lo menos en tres veces. Por ello, después
de 20 ciclos el error disminuird por lo menos en 3'° 2 70000 veces.
Por lo tanto, realizados 20 ciclos de los trasiegos, con un error
inferior a 0,0001 |, en el primer cubo habrdn 6 litros de agua,
en el segundo cubo, 3 litros, y en ¢l tercer cubo, 3 litros.

§ 24
RESOLUCION DE LOS SISTEMAS
DE ECUACIONES NO LINEALES POR
EL METODO DE APROXIMACIONES
SUCESIVAS

El método de aproximaciones sucesivas (de iteraciones) se emplea
también para la resolucion de algunos sistemas de ecuaciones no
lineales.

Consideremos, por ejemplo, el sistema de ecuaciones

_ x4y

x=2+ 202, %
_ x+y

yﬂ—1+~-—20 5

A titulo de las primeras aproximaciones tomemos Xp =0,
yp = 0. Sustituyendo estas aproximaciones en lugar de x e y en los
segundos miembros de las ecuaciones, obtendremos las aproxima-
ciones siguientes: x; =2, y, = 1. Sustituyendo estas aproxima-
ciones en los segundos miembros de las ecuaciones (96), obtenemos

2241
Xz--2*+' T——LZS,
2
}’2=1+2+1 =l,15

20
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Continuando este proceso, obtendremos

x3=2+-2’2—-522%£-5—=2,31,
ya=1+ —2—’25—-;0-1'1—52+=1,18,
x4=2+-2’—3}-2—:,3—-1-'—1-8—=2,33,
oo i 2,31;01,18 = 118,

Xg =2+ 2—’?’3226-1’1—82~=2,33,
k=1+%£%$gi=hm

Vemos que con un error inferior a 0,01 se cumplien las igual-
dades x, = x5 = 2,33 ¥ ya = ys = 1,18. Por esto, con la precision
indicada tenemos x =233 ¢ y = 1,18

En general, si se da el sistema de ecuaciones

x =(P(x|)’)’ }

97
y=vy(xy), &)

donde @ (x,¥) y¥(x,y) son ciertas funciones, entonces eligimos las
aproximaciones iniciales x, € g, 108 sustituimos en los segundos
miembros de las ecuaciones (97) y luego hacemos los cdlculos
segin las férmulas

Xpoy = ‘P(xm}’n}v } (98}

Ynwi = ‘b(xmyn}-

Si para cierto nimero n, con el grado dado de precision se cumplen
las igualdades X, 4+ & X Yo+ 1 % X,, entonces con el mismo grado
de precision tenemos x & x, ¥ & yy

De esta misma manera se resuelven los sistemas de ecuacio-
nes con tres y mayor nimero de las incognitas,

Aclaremos, ahora, en que condiciones puede ser garantizada
la convergencia del proceso de aproximaciones sucesivas al resolver
los sistetnas,

Vamos a considerar que las funciones ¢{x,y) ¥ ¥{x,y) en el
sistema de ecuaciones (97) estdn definidas en cierto dominio ce-

7=
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rrado y limitado D en el plano x, y. En otras palabras, consi-
deremos que ¢l dominio D se encuentra enteramente dentro de un
cuadrado y que le pertenecen todos sus puntos limites. Como ejemplo
de tales dominios pueden servir un circulo, un poligono {tomado
junto con una guebrada limite), una elipse, etc. Ademds, vamos a
considerar que las funciones @(x, y) y ¥(x, y) son continuas en el
dominio D. Las funciones ¢(x, y) y ¥ (x, ) determinan la aplicacién
del dominio D en algin otro dominio ubicado en €l mismo plano,
Para halfar el punto en el cual se transforma el punto M;{xy, yo)
del dominio D, es necesario sustituir sus coordenadas, en lugar
de x e p, en ©(x, J) ¥ ¥(x, y). Los resultados de la sustitucion
nos dardn las coordenadas de la imagen del punto M, Por
ejemplo, si
o(x, y)=x? + y?,

Vix, y) = 2xy,

entonces el punto M, (I, 3) se transforma en el punto N, (10, 6).

En lo sucesivo designaremos con Ja letra ® la aplicacion dada
por las funciones @(x, y) ¥ ¥ (x, y) y mediante @ (M), la imagen
del punto M para esta aplicacion, Por & (D) designaremos la imagen
de todo e] dominio D.

(s

Fig. 21

Supongamos que la aplicacién @ transforma el dommio D
en una parte de éste D, = P (D). Entonces, podemos realizar
reiteradamente la misma aplicacion. En este caso, el dominio D,
se transformard en su parte B; = @ (D;), la cual también se ubica,
por supuesto, en el dominio D. Continuando este proceso, obten-
dremos un sistema de los dominios D, Dy, ..., D,, ..., encajados
uno en otre (fig. 21},
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Llamaremos la aplicacion @ contraidd. sl existe un numere
g tal que 0 <4 < | y que para dos puntso cualesquiera M, y M,
del dominio D se cumple la desigualdad
@ (M), DM )< qr(M,. Mal

Aqui con r(M, N) esta designada la distancia entre dos puntos
My N

Tgual fue en ¢l caso de una sola variable tambicn se demuestra
ta siguiente afirmacion.

Supongamos que la aplicacion ® transforma el dominio D en una
parte de éste ¥ que es contraida. Entonces. en el dominio D existe
un tmico pwito N tal gue N = @(N). Este¢ purito pertencce do todos
los dominios D, Las coordenadus & n del puito N satisfacen el
sistema de ecuaciones 197), es decir

E= (& )
n =yl n

Como en el caso de una sola variable, los valores L y n se
caleulan  aproximadamente por el método de iteraciones. St
M, (xq. Vo) €8 un punto cualquiera del dominw D y M, = ®(M,)
(€5 Gecit, Xuey = Q(Xp Yab Voay = V(X, 1,)). cntonces, la sucesion
de los puntos M. M,. .. M, .. converge hacia ¢l punto inmaovil
N de la aplicacion @

§ 25
DISTANCIA MODIFICADA

La condicion de que la aplicacion @ ¢s contrda nos presta
el criterio suficienie para la convergencia del proceso de iteraciones.
Miis, este criterio no es necesario. La aplicaciin @ puede no ser
contraida y ¢l proceso de neraciones. no obstante, es convergente.
Por ejemplo. ta aplicacion @, dada por las funciones ofx, v) =

=44+ 2 e =13 +§ no s contraida, S tomamos A {8, O\
B (8, 4). entonces

Fid, By=4 d(4)=(l. 4) D{BI={24)

e

rd{A} D(B))=8 ~r{4 B}

-1
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Sin embargo, cualquiera que sea el punto M, eligido, 1a sucesién
de los puntos My, M,, ..., M,, ... converge hacia el punto

1 1
N(93, 4 6)'

En ciertos casos se logra establecer la convergencia del proceso
de iteraciones al modificar la manera en que se determina la distancia
entre los puntos de un plano. El hecho es que la distancia entre
los puntos puede medirse a la manera diferente. Para un viajero
es natural medir la distancia en las unidades del tiempo que se tarda
para llegar al punto B, partiendo del punto A. En este caso,
la distancia entre los puntos 4 y B en la fig. 22, a se determina

B y
Vi . 8
db—lc

Flg, 22. 8, b

por la suma de longitudes de los segmentos AC, CD y DB (para
llegar al punto B, partiendo del punto A, es necesario alcanzar
el puente CD, pasar este puente, y del punto D llegar hasta el
punto B). Si el movimiento en un plano sélo puede realizarse
en dos direcciones mutuamente perpendiculares, entonces por la
distancia entre los puntos 4 y B en la fig. 22, b se debe tomar
la suma de los segmentos AC y CB. En otros casos es mds cd-
modo considerar como la “distancia” entre los puntos A y B la longitud
del mayor de los segmentos AC y CB. Pueden también idearse
otras definiciones de la “distancia” entre los puntos de un plano.
(Los mayores detalles sobre diferentes modos de medir las distancias
se puede sacar del libro “/Qué es la distancia?”’, escrito por
Yu, A. Schreider.)
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Habitualmente se requiere que la distancia r{A, B} entre los
puntos posea las siguientes propiedades:

I. La distancia r(A, B) entre dos cualesquiera puntos 4 y B
es no negativa, con la particularidad de que ella es nula sélo
en el caso cuando A y B coinciden,

-2. Para dos cualesquiera puntos 4 y B se cumple la condicidn

e T
= s r(A, B)=r(B, A).

3. Para tres cualesquiera puntos 4, B, C se cumple la desigual-
dad triangular
r(A4, By<r(4, C)+r(C, B).

Si en algln conjunto de objetos queda determinada una distancia
provista de estas propiedades, dicho conjunto se denomina espacio
métrico, y los elementos del conjunto son puntos de este espacio.
El papel de los puntos de un espacio métrico incluso pueden
desempeiiar las funciones. Para las funciones continuas @ (x) y y{y)
en el segmento [a, b] la distancia se determina como el valor
méximo en este segmento de la funcion |@(x) — Y (x)]:

r (. ¢)=ag‘éghi¢(x)— Vix)].

Ya vimos mas arriba, que un plano puede ser transformado
en un espacio meétrico por los métodos diferentes: para todos
los métodos de determinar las distancias, citados anteriormente,
se cumplen las condiciones 1) — 3).

He aqui un ejemplo interesante en que las condiciones 1} y 3) estdn
cumplidas, mientras que la condicién de simetria 2) no se cumple. Vamos
a medir la distancia entre fos puntos A y B en un terreno montahoso
en las unidades de tiempo necesario para llegar del punto 4 al punto B
Puesto que el tiempo para subir la montafia se diferencia del tiempo
del descenso, entonces, r{4, B) # r(B, A)

Resulta que para la convergencia del proceso de aproxima-
ciones sucesivas al resolver el sistema de ecuaciones

x=0(x, ) }

(99)
y=¥(x ¥
es suficiente que se cumpla la siguiente condicion:
La aplicacién @, prefijada por las funciones ®(x, y) ¥y ¥(x, ¥),
transforma el dominio D en si mismo y es contraida respecto
a siquiera una sola “distancia” r(A, B). En otras palabras, debe
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existir tal nimero g que 0 < g < 1, y para cualesquiera dos puntos
M: y M2 de D se cumple la desigualdad

r(® (M), ®(My)) < qr(My, Ma).
Tomemos, por cjemplo, las funciones o(x, y)=1+2y y

Yix, =3 +J-; Resuita que la aplicacién @, definida por ellas,

es contraida v tiene el coeficiente 1/2, si la distancia r(4, B)
entre los puntos A(xy, y;) ¥ B(xz, ya) €s determinada por medio
de 1a férmula

1
r(4, By= i(xz ~x)+ 2(y; — )’1)| + %(Xz —x) =202 —yil.

Por ejemplo, para los puntos A8, 0) y B(, 4} tenemos
r(A, B)= 16, y para sus imdgenes ®{4) y ®(B) tenemos

r(@(4). ®(B)=8.
Realizada la aplicacion ®, la “distancia” se disminuyé dos

veces. Precisamente por esto se explica que el proceso de itera-
ciones para la resolucién del sistema de ecuaciones

x=1+42y,
X
y-—3+'8'

converge, aunque la aplicacion @ no es contraida respecto a la
distancia ordinaria (véase la pdgina 91).

§ 26
CRITERIOS DE LA CONVERGENCIA
DEL PROCESO DE APROXIMACIONES
SUCESIVAS PARA LOS SISTEMAS
DE ECUACIONES LINEALES

Apliquemos el criterio de convergencia obtenido a los sistemas
de ecuaciones lineales. Al elegir de manera diferente las “distan-
cias”, obtendremos los criterios de convergencia para estos sistemas
expresados mediante las propiedades de sus coeficientes.
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Examinemos primero un sistema de dos ecuaciones lineales

con dos incognitas
A x4+ a y = b 3 X
s ¥ : } (100)

a X 4 azay = bz-

Sea a,, # 0y a3, # 0. Resolvamos la primera ecuacion respecto
a x, y la segunda, respecto a y. Obtendremos el sistema de ecua-
ciones

_ by @2
o +
gy ay
o by dyy
} —_————— —
Az [10F)
; b a b
Para abreviar, hagamos — =By, - 02y, =8,
a ag, a4z
Q2
I S
a3z

Entonces, el sistema tomara la forma

X=5¢1}’+|31}

(1007
¥y =tx+ P,

En este caso las funciones que prefijan la aplicacién @, tienen por
expresion
@ix, ) =09+ By, Vix, y)=22x+ Bz

Aclaremos, cusles deben ser los coeficientes oy y o para que
esta aplicacion sea contraida,

Como sabemos, la distancia r(A4, B) entre los punios
A(x;. y;) ¥ B(xa, v;) se expresa por medio de la formula

r{A, By= Vixz -xy) 4 (2 — .\’1?-

La aplicacion ® pasa el punmo A en el, punto A, (y, + B¢
asX; + B,), v el punto B, en el punto B, (2y2 + B, 2%z + Ba)
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La distancia entre estos puntos se calcula segiin la férmula

r{4,, B)) = V(_Dtn)’z — o y1)* + (X = 0pxy) =

= VYod (2 =~ yo)? +odxa — x)?.  (101)

E! mayor de los numeros |o, | ¥ lu.z{ lo designemos con g:
g =max(jo,|, |22]).
Entonces, de la formula (101) se desprende la desigualdad

r(4y, B)) < qVlx2 = 1) + (2 = y1) =ar(4, B).

Quiere decir que si g < 1, la aplicacion @ es contraida en todo
el plano. Entonces, como sabemos, €l proceso de aproximaciones
sucesivas converge.

Hemos, pues, demostrado que si

max(|o], fazf) <1, (102)

el proceso de aproximaciones sucesivas, al resolver el sistema de
ecuaciones (100} siempre converge.
Expresemos el criterio de convergencia obtenido directamente
en términos de los coeficientes del sistema de- ccuacmnes {100).
Para esto recordemos que
a1z a2,

Uy = — Uy = = .
dpy’ A2

Sustituyendo estas expresiones en la condicion (102), obtenemos la
siguiente deduccion:

Para que el proceso de aproximaciones sucesivas, al resolver el
sistema de ecuaciones lineales

@y X + ay,y = by,

811X + g3y = by,

sea convergente, es suficiente que se cumpla la condicion

1 a a
max( .._i __2_l.. < 1.
ayy az2

Esta condicién implica que los coeficientes diagonales deben ser
mayores que los coeficientes no diagonales ‘dispuestos en la misma
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linea. Por ello, por ¢jemplo, al resolver el sistema
x=—3y=-11,
6x+y=10

la primera ecuacion tiene que ser resuelta respecto a y, y la segunda,
respecto a x:
11

ok i A de

with
=

A veces resulta util transformar de antemano el sistema de
ecuaciones, habiendo sustituido las incognitas x ¢ y por unas
incognitas proporcionales. Tomemos, por ejemplo, el sistema de
ecuaciones

12x + y =14, } (103)

Ix—-2y=—1.
Para este sistema

max = md —1— é —3
B v e

y, por tanto, no se cumple el criterio suficiente par la conver-

Qg2

Qyy

day
T3z

gencia del proceso- de aproximaciones. Pero, si hacemos x=%z,

entonces obtendremos el sistema

4z +y=14,
¥ } {104)
2—2y==1,
para el cual
a3 1 | %21 G T
m‘i"( 2 | [ s )’ma"(w 2)‘2'

Esto significa que el sistema (104) puede resolverse por el método
de aproximaciones sucesivas.

Por supuesto, la idea de emplear el método de aproximacio-
nes sucesivas para resolver tales sistemas sencillos como es el
sistema (104) no va a ocurrir a nadie. Sin embargo, este método
suele ser muy util para los sistemas que tienen gran numero de
incognitas. Los criterios suficientes de la convergencia para el
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sistema
dypxy + Xy + L+ ayx, = b,

d21X4 + QazXs + ...+ dypX, = bz ' {105}

a1 X + paXy + ... + Xy = bn

se establecen de una manera aproximadamente igual que para
el sistema de ecuaciones con dos incognitas. No obstante, en este
caso los diferentes métodos de hallar la distancia entre los puntos
conducen a los resultados diferentes. A saber, subsiste la siguiente
afirmacion,

El proceso de aproximaciones sucesivas para el sistema (105)
converge, si s¢ cumple una de las siguientes condiciones:

n
1) méxZ A (106)
i ay
=1
i i di;
2} maxz — e (107)
i aj;
i=1
N P
3 mdx Z e Y I O (108)
k a“

ij=1
Una raya en las sumas (106) y (107) significa que esta omi-
tido el sumando para el cual i =j En la suma (108) el signo (k)
significa que estdn omitidos no s6lo los sumandos para los cua-
les i = j, sino también aquellos para los cuales i = k. Observemos
que la condicion 3) se cumiple a ciencia cierta, si
"

i, j=1

2

<1, (109)

4y
Qi

donde la raya significa que estdn omitidos los sumandos para los
cuales 1 =j En la mayoria de los libros sobre las matematicas
de cdlculo esta condicion interviene precisamente en la forma (109),
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Como ya hemos indicado, las condiciones {106) — (108} se abtie-
nen si exigimos que la aplicacién

b, ay a
L
Xy = —— = —=Xy — .., — —X,
a1 2y ay
b a . a y,n-y
Y R § xl____ﬂ_?_x:__-__.._L_x"_l
a!‘lﬂ anll aml am'

sea contraida respecto a cierta distancia.
A saber, la condiciéon (106} corresponde a la distancia

{4, B) = max([x3 = yils -5 [%5 = ¥al),

la condicion (107) corresponde a la distancia r(4,B)=

n
= 21::; - ¥|, ¥ la condiciéon (108) corresponde a la distancia
i= :

(x; = y)* entre los puntos 4 (x,, .. , x,) ¥y Blyy, ...

1=

r(A,B) =

1

Ya)-

Como en el caso de dos varables, a veces resulta util sustituir las
incognitas x,, ..., x, por las incogmtas proporcionales a éstas, y, = p,x|,
ey Yn = PnXn, donde p, >0, . ., p, >0

En este caso, ias condiciones (106), (107), {108} tomaran la forma

1) maxz By By, (106)
f Gy | Pj
=l
2) maxz Qi B ooy, (1079
i Ay | Py
i=1
= 1% 2
1) max Z i‘ﬂ-‘ L (108
i} py

En particular, cuando p; = |ay|, estas condiciones toman la

forma
i
. a;
1) max —L
i ajj

j=i

<1, (1067)
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2") mdx Z
,

S
ay

< (]0’}'”)

H

A s {k}
3} max
k

i j=1

2

<1 (108")

ayy

A titulo de ejemplo examinemos el sistema de ecuaciones
x—06y-~05z=—26,
—02x+ y—-04z=3,
—0,ix+05y+2=39.

Las condiciones 1), 2), como también 1'), 2') para este sistema
no se cumplen. Del modo igual para él no tiene lugar la desi-
gualdad (109): la suma de los cuadrados de elementos no diago-
nales es igual a 1,07. Pero

k)
a
max L
K ay

y, por tanto, el sistema puede ser resuelto por el método de
aproximaciones sucesivas.

Indiquemos que todas las condiciones, enunciadas mds arriba,
son suficientes para la convergencia del proceso de aproximaciones
sucesivas, pero de ninguna manera no son necesarias. Eligiendo
otros métodos para medir la distancia entre los puntos y apuntando
la condicién de contraccion, obtenemos otras condiciones de la
convergencia. Sin embargo, ahora no vamos a considerar este
problema,

Para los sistemas de ecuaciones lineaies son vdlidas las mismas
observaciones que hemos mencionado en el § 5. Por ejemplo,
el resultado de las aproximaciones no depende de la eleccion de
la aproximacién inicial. Por esto, si en el transcurso de los cdiculos
fue cometido un error, éste no desvaloriza los cdlculos ulteriores
sino sélo demora la obtencion del resultado final.

Existen vartos métodos de las aproximaciones sucesivas para

2 '
= max(0,6% + 0,5% + 0,22 + 0,4%; 0,6% -+ 0,5% +

+0,12 + 0,5%; 0,22 + 0,4 4 0,12 +0,5%} = 0,87 < 1,
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resolver los sistemas de ecuaciones lineales. Por ejemplo, en algunos
de ellos, al hallar el valor aproximado x{**"), para encontrar x{"*!,
sustituyen los valores x{** ", x{" xM™ _ _ x{. a continuacién,
para encontrar x3"*' sustituyen los valores x{"*V, xf*h xf

, X ete. La descripcién de todos los métodos posibles de
Ias aproximaciones para los sistemas de ecuaciones lineales podria
constituir el objeto de otro libro.

§ 27
APROXIMACIONES SUCESIVAS
EN LA GEOMETRIA

Hemos descrito las aplicaciones del método de aproximaciones
sucesivas para resolver las ecuaciones y los sistemas de ecuaciones.
Este método también se emplea en algunas ramas de la geometria,
por ejemplo, al calcular la longitud de una circunferencia. Como
sabemos, para calcular la longitud de una circunferencia, primero
se halla el perimetro del cuadrado. inscrito en ésta, luego el
perimetro del octégono regular inscrito, luego el perimetro de un
poligono regular de 16 lados, etc. El limite de estos perimetros es
precisamente la longitud de la circunferencia. Con ello, cada peri-
metro ulterior se calcula con ayuda del perimetro anterior, Esto se
hace del modo siguiente:

Designemos por 4, un lado del poligono regular de 2" lados
y por P, el perimetro de éste. Por ejemplo, 4, es un lado de un

cuadrado, y por lo tanto, 4, ——R]/E P, —4R|/§ Supongamos
que ya encontramos P, Entonces, evidentemente,

A,' = —2';'

En la geometrla se demuestra que el lado a,, de un poligono
regular inscrito de 2n lados se expresa a través del lado ay del
poligono regular inscrito de » lados y del radio R de la circun-
ferencia segun la formula ®

¥ Esta férmula se deduce con mayor facilidad con
ayuda de la trigonometria, Es evidente que si g, ¢s el lado de un poligono
regular inscrito de n lados. y a;, es el tado de un poligono regular
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a

=R |/2-)/a- 5. (110)

Esto quiere decir que el lado A4,., del poligono regular de
2"*! lados se expresa mediante el lado A, del poligono regular
de 2" lados segun la formula

Af
An-i—[ = R 2 = 4 = F.
P P
Como 4, = )—:‘I Y Apyy = %‘ entonces
, / p?
P, =2""'R V - ~ JERT (110°)
La sucesion de los niumeros Py, Py, ..., P, ... tiende a la

longitud de la circunferencia, es decir, al valor 2nR. Por esta

inscrito de 2a lados, entonces

d, = 2Rsen§ Y da, = 2R sen ——

n

{véase el dibujo). Puesto que

cend o |/L—cosa
gy 2 §

NE



103

razon, la férmula (110) puede considerarse como la formula para
el calculo del valor de 2nR por el método de aproximaciones
sucesivas. Empleando este método, se puede hallar el valor de n
con cualquier nimete de signos decimales.

Existe otro método del cilculo aproximado de n, denominado
método de perimetros iguales. Al aplicar este método, el poligono
regular de 2" lados se sustituye por el poligono regular de 2"*" lados
que tiene el mismo perimetro. Designemos por /, la apotema del
poligono de 2" lados y por #,, €l radio de la circunferencia circuns-
crita. La apotema del poligono regular de 2"*' lados que tiene el
mismo perimetro que el poligono de 2" lados la designemos por
1,+: ¥ el radio de la circunferencia circunscrita, por r, ..

Sea AB (fig. 23) un lado del poligono de 2" lados, inscrito en la
circunferencia de radio r,. Unamos el centro C del arco 4B con

1
.

Fig. 23

los punitos A y B y tracemos lu linea media DE del triingulo ACB,
Es evidente que el dngulo DOE es igual a la mitad del angulo 408
Por esto, DE cs el lado del poligeno regular de 2" fados imscrito en

. . I
la circunferencia de radio OD. Puesto que DE = 5 4B, cnlonees el

perimetre del pofigono de 2"*' lados es igual al perimetro  de
poligono de 27 lados. Esto quiere decir que v,y = 0D, I,., = OK
Es facil calcular que

!'rr

l,, =0K=1n (111

kJE"f'
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Luego, del tridngulo rectangular ODC encontramos

The1 = ]Iru’n+1- (112}

Las férmulas (111) y (112) expresan ry4; ¥ l+q en términos de
o, Gl P

Al crecer n, los perimetros de los poligonos no cambian y los
niimeros r, v I, van aproximandose a un mismo limite. Este limite
es igual al radio de la circunferencia cuya longitud es igual al peri-
metro de nuestros poligonos. Si elegimos e} poligono inicial de una
manera tal que su perimetro sea igual a dos, entonces tanto r,

como [, tienden al numero =

s Timd e
N0 T H=s ot n

Por ¢jemplo, si tomamos per el primer poligono un cuadrado

1 ;
de lado 1/2, entonces ry = X [, = r Por esta causa subsiste la

2
siguiente afirmacion: si hacemos r, = [—, L= % y calculamos los

valores ryeq, hs1, =2, 3, ... segin las formulas (111) y (112),
entonces

fimra =iy = -

Por medio de estas formulas podemos hallar aproximadamente
el valor de ?r!' Con este fin se debe realizar los cdlculos hasta
que los valores de r, y I, coincidan en los limites de la preci-
sién escogida. Este valor general de r, y I, serd el valor de :—t con
la precisién prefijada.

§28
CONCLUSION

Hemos conocido en este libro el empleo del método de aproxi-
maciones sucesivas en la resolucién de diferentes problemas: la ela-
boracién de los planes, la extraccién de raices, resolucién de las
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ecuaciones, cdlculo de la longitud de la circunferencia. Con estos
problemas no se agota la diversidad del uso de este método.
Muchos problemas lievan a las ecuaciones diferenciales (en las que
figuran las derivadas de las funciones buscadas), las ecuaciones
integrales, y a las ecuaciones del tipo ain mds complejo. El método
de aproximaciones sucesivas también constituye uno de los métodos
mad$ acertados para la resolucién aproximada de dichas ecuaciones.
Por supuesto, en estos casos el uso del método de aproximaciones
sucesivas es mucho mds complejo en comparar con el caso de las
ecuaciones algebraicas, No obstante, se puede afirmar que sin el
empleo del método de aproximaciones sucesivas no seria posible
resolver ni uno de aquellos grandiosos problemas fisicos vy 1écnicos
que hoy dia se resuelven. Este método es de amplic uso en los
calculos, del movimiento de los sputniks, de Ios reactores nucleares,
en la exploracion de la estructura del dtomo. Sin embargo, el
relato sobre el empleo del método de aproximaciones sucesivas
fuera de los limites dc las matemiticas elementales no es la
tarea de esta obra.
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EJERCICIOS

Para que ¢l lector pueda comprobar en qué grado €l se apoderé de
los métodos de la resolucion aproximada de las ecuaciones, expuestos en
este libro, damos a continuacion unos cuantos ¢jemplos de la resolucion
aproximada de ecuaciones.

Resuélvanse por el método de iteraciones
ias ecuaciones *

1
l-‘€={—x—+—ﬁr, 8. x* =senx.
B
R - x'—-arcsenx"_l. 14. x* =In(x + 1}.
2 4 15. Inx =4 — x%.
8 e [£EEL 10. x = cosx. 16. Inx =2 ~ x.
x+1
d & 11, x= _i_ 17. x2=¢*+ 2.
'x_fzi'”‘ SRl 18. lnx = 0,1 x.
ki S =k 12. x=1+~1—g—senx. 19. tgx =lgx.
6-4"'X=ts.'l:. 1 N
R 13, x= =+ ],4glx+2). 20. x = T Sl
Resuélvanse por el método de Newton
las ecuaciones.
2l x* —5x+1=0 24. x54+54+1=0.
22 x* - 9x* £ 20x - 11 =0 25, senx + x= 1.
23, -+ 11=0 26. x* — 10lgx—3=0.

27. Haciendo uso del método de las aproximaciones sucesivas, resuél-
vanse con un error inferior a 0,001 los sisternas de ecuaciones

X = 0,2y — 0,1 z + 0,898,
a) y=03x + 0,15z + 1,383,
z2=025x —-04y + 3,677,

g4 x= VX + 2y — 0,710,

x=%sen (x + y) + 0,336,
by {
y= —éscn(x—y]+0,362; y=)y—x+ L

* En unos de los ejemplos dados es necesario, pri-
meramente, reducir la ecuacion al tipo x = @(x).
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RESOLUCIONES
I. Hagamos ¢(x) = -i;:—“z—.Emonces Ppix)= “—;%]-3— Tenemos

1
¢{0}=1>0, o(l) = < 1. Por ello, el segmento [0, 1] conticne ta raiz

de la'ecuacién dada. Sin embargo, no podemos aplicar el método de

aproximaciones sucesivas al segmento dado, puesto que |(p"{0}| =25,

Para hacer el segmento mas estrecho, indiquemos que (0, 4) =
i

o7 T 0,4. Por esta razon. la ecuacion tiene raiz en el segmento {0,4. 1],

Ademas, |cp’lx]| £ ‘;%‘3‘ < 1, siempre que 04 < x<1, y, por lo tanto,

puede emplearse el método de aproximaciones sucesivas, Haciendo x, = 04,
obtenemos, después de [l pasos de la aproximacion, que x;, = @(x 4} =
= 0,4655,

Por consiguiente, con un error inferior a 0,0001 tenemos x = 0,4655.

2, Hagamos ¢(x) ={x+ 1)>. Emonces, ¢'(x)=3(x + )>. Tenemos
@(—2)= ~1> —=2,¢(=3) = —8 < =3, Porlotanto, el segmento [~ 3, —2]
contiene la raiz. de la ecuacion dada. Sin embargo, no podemos aplicar
el método de aproximaciones sucesivas, puesto que en el segmento [ ~3, —2]
tenemos |tp'{x” > 1. Escribamos la ecuacion dada en la forma

. 3

x=|x=1

3
Entonces, Y(x) =[x -1y W=

En el segmento [—3, +2]

X =

 HE

: L
¥ (x)| € —5—=< 1.y, por lo tanlo, puede emplearse c! método
3 x
de aproximaciones sucesivas. Al hacer x; = —2, obtenemos v, = lxg) =
~ —2,325, Esto quiere decir que con un error infenor a 0,001 tenemos
x= — 2325

tenemos

a

3. Hagamos @{v) =4+ |/ %—ll . Tenemos
y 2
Pl = e
M | AT T T
;S
La fig. 24 muestra que la recta v = x corta la corvay =4 + ]//{“E—ll

en dos puntos, ubicados, respectivamente, en los segmentos [ — [, 0] y [4.5).
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En el segmento [4,5] tenemos |¢'(x)] < < 1. Haciendo x, =.4,

o o
15/45
tenemos x; & ¢ (x3} & 4,870. Esto quiere decir que con un error inferior
a 0,001 obtenemos x, = 4,870.
En el segmento [—1, 0] ¢l método de aproximaciones sucesivas 1no
puede emplearse directamente. Escribamos en este segmento la ecuacion
-1 x—1

X
en la forma (x —4)® = = de donde W'_x+ 1yx=
. %=1
T x—a
Aqui, $oa= "1 1y ww==2"1 Est daro que para ~1 <
| T x—4* {x —4)°
< x <0 tenemos | (x} < ot < ], y ahora podemos aplicar el método

256
de aproximaciones sucesivas, Al hacer x; = 0, tenemos x; = Y (xz) = - 0,9840.
Por consiguiente, con un error inferior a 0,0001 tenemos x = ~0,9840

Hemos encontrado dos raices: x = —0,9840, x = 4,870.
1
]
i
y=r
Y
|
I
| e
_________ :;.5.‘4__ o ! y=px)
1
i3 -
i L
1 ! !
1 LI
1 1 |
1 | L
=110 > =
I
!
]
Fig. 24

4 - e
4. Aqui, 9, (x) =2+ | v ¥ ¢:(x) =2~ /x. De la figura 25 se ve que
i
la ccuacion x = 2 + |/ x tiene raiz en el segmento [3, 4]. En este segmento

1
o' (x)| = ——<1
4 |x?
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Empleamos el método de aproximaciones sucesivas Al hacer x; =4,
tenemos x, & @(x,) = 3,353 Por lo tanto, con un error inferior a 0,001
tenemos x = 3,353,

y y.-_'.r
ys fx}

A

% 3 oz

Fig. 15

1_
Ahora resolvamos la ecuacion x =2 — |'x Tiene la raiz x = 1. Asi
pues, las raices de la ecuacion som iguales a | y a 3,353
; 3 =1
5 Aqui,e()=/5—x ¥ 0(0)=—5——
IS - X2

Tenemos . 5
el)=)3<2 e@=V3>1.
Por esto, en el segmento [1, 2] existe la raiz de la ecuacion. En este

segmento [ (x)] < ——,l—;,— < 1. Al hacer x, = 1, tenemos xs = @{xs) = 1,516,
319
Por consiguicnte, con un error inferior a 0,001 tenemos x = 1,516,
6. Escribamos la ecuacion en la forma
x = arctg (4 — x).

Aqui, ¢(x)= arctg (4 — x). Tenemos @(1) = arctg 3 & 1,25, ¢(2) = arctg?2 =
~ 1,10, De aqui se deduce que existe la raiz de esta ecuacion ubicada
en el segmento 1, 2}. En este segmento tenemos

' - 1 1
]‘P{X}l—m&s.

Por lo tanto, podemos emplear ¢l método de aproximaciones sucesivas,
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Al hacer x; = 1, tenemos x4 = @{xs) = 1,225. Por consiguieate, con un
error inferior a 0,001 tenemos x = 1,225,

7. La ecuacion dada tiene la raiz x =0. De la figura 26 se ve que
la segunda raiz de la ecuacién es positiva. Por esto, ella satisface lo

Yy

i

Fig. 26

COs x

2 Vsenx ‘

ecuacion x = |/senx. Aqui, @(x) = |[senx y @'(x) =

Ya que
w(%) = scn% = /04794 >

k
2

" @)= ] senl =~ /08414 < 1,

; i 1
entonces, la ecuacioOn tiene una raiz ¢n ¢l segmento I:i; 1| En este

segmento tenemos
1

208703

I‘p,{x][é F ~= 1,3846 '
2 seni

y por razon el método de aproximaciones sucesivas converge. Al hacer
¥y = 1, tenemos x; = @ (x4} = 0,8768, Quicere decir que con un errot inferior
a 0,0001 la segunda raiz de la ecuacidén es igual a 0,8768.

8. Se resuelve igual gue ¢l anterior. Escribamos la ecuacién en forma

cos

3

p—

x = senx,
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hacemos x, = | y obtenemos x¢ = ¢ (xg) = 0,9286. Por esto, con un error
inferior a 0,001 una de las raices de la ecuacién es igual a (,9286.
Como ambos miembros de la ecuacién son las funciones impares, tenemos
una raiz mds, a saber, 09286, La tercera raiz es 0,

o s t
9, La ecwacion podemos escribifla en ia forma = senx.

X+
3

Yi

Fig. 27

—n/2 < x €7/2,De la fig 27 se deduce que esta ecuacion tiene la dnica
raiz qgue se encuentra entre O y n/2. En este caso

@ (x) = arcsen x:i .
1

16 = (x + 1)

@ (x}=

b4 1
En el segmento [0. -2—] tenemos |tp’ (x) < —l—‘.;- < {, Al hacer x, =0, halla-

mos Xy = @(xe) % 0,3422, Por lo tanto con un error inferior a 00001
tenemos x = 0,3422,

10, Puesto que cos0 =1, cosl >0, entonces la ecuacibn x = cosx
tiene Ja raiz en el segmento [0, 1]. Ya que |@'(x)| <senl < I, se puede
emplear ¢l método de aproximaciones sucesivas. Al hacer x, = I, obtenemos
que con un error inferior a 0,0001 x = §,7391.

11. La fig. 28 muestra que las raices positivas de la ecuacién son
préximas a los puntos de interseccién del grafico de la funcion y = cosx
con ¢l eje de abscisas y se ubican a la derecha de los puntos de interseccion

del tipo 12:-+ (2k + 1), y & 1a izquierda de los puntos de interseccidn del

tipo g + 2k x. Para hallar 1a solucién ubicada cerca del punto x = 4 nm,

2
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n i ;
hagamos x —nm — 3= La ecuacion tomard la forma

n 1 {— 1)
F=HT A= —— =
2 ( n) seny
cos{y + Bm + =

¥

Fig. 28

T b1 o e
En este caso, — 5 £y & 3 y, por lo tanto, la ecuacion puede escribirse

en la forma .
y=-(-——1}"“'arcsen_.,__l_ )
b
y+nn-+ 3
Aqui,
@) ={(—1)""'arcsen : =
y+nr+ 3
y (___ l)ll

@) = . —

Esta claro que cerca de]l punto p =0 tenemos Ilp'['y)i < g <1, ¥y por esta
razon podemos emplear el método de aproximaciones sucesivas. Hallemos
la solucion para n = 1 con un error inferior a 0001 Sea y, =0 Entonces,

¥2 = @ly;) = 0,204 Por consiguiente, 3 = 0,204; x = grr +y = 4917,
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Para hallar la primera raiz negativa, hagamos n = — 1 Obtendremos
la ecuacion

y = arcsen -

-3

Hagamos y; = 0. Entonces
ys = @(ye) = —0,503.
De este modo, y & —0,503, y, por lo tanto, x * —2,074.

Con mayores valores de |n| el método de aproximaciones sucesivas
da la formula aproximada para y:

n+ i ("'I)"”'z
v =@y = (=17 " arcsen =% B+ Nn
nm+ 3 .
Por esta razon W Y. (=12
- @n+ On

12. Al hacer x, =0, encontramos que X3 ¥ @ (x3} = [,088. Por consi-
guiente, con un error inferior a 0,001 x =~ 1,088

13. Primero resolvamos la ecuacion x =} Igix +§]. Tenemos ¢(x) =

= },fg(_x+2}, y por esto
; lge

eixl= - ey
2(x + 2} lgix + 2)

Como ¢{0) = [fgz =0, plly= ],'l?% < 1, entonges la ecuacion utene
una raiz en el segmento {0, i]. En este segmento se cumple la desigual-
dad |q1'(x)| < g < 1. Por lo tanto, puede emplearse el metodo de apro-
ximaciones sucesivas, Al hacer x, =1, lenemos s &= @(xs) = 0,6507.

Quicre decir que la raiz de la ecuacién v =] lgix + 2) con un error infe-
rior a 0,0001 es igual a x = 0.6507
Examinemos Ja ecuacion

x=— |lgx+2.

Aqui,
p(x)= - }igx +2)

Puesto que ¢(0) = — | ig2 = ~0.55, qo(-%) = - |ig 1.5 = —0.42, dicha

ecuacion tiene fa raiz en ¢l scgmento [F- 1,2, 0]. Al hacer x;, =0,
hallamos que Xg = pixgl = — 0,4397. Asi pues, con un error nferor a
0,0001 tenemos x = — 0.4397.

14. Una de tas raices de la ecuacion es v =0, Para hallar la segunda

raiz, escribamos la ecuacion en la forma x = + | inix + 1). Pard ta ecua-
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cion x = |/In{x + 1) tenemos

X _Mea. 1
@(5 = ni>§‘
P(l) =l/‘ln2 <l

Esto signfica que la ecuacién tiene una raiz en el segmento [i/2, 1].

, i
Puesto que @' (x) = — , entonces en ¢l segmento [1/2, 1]
2ix+ 1) ],-*"in{x + 1)

tenemos |cp'(x)1 < g <1, Hagamos x; =1, entonces xg = Pixg) = 0,7469.
Asi pues, coa un error inferior a 0,0001 tenemos x = 0,7469. La ecuacion
X= - ]/in(x+ 1) no tiene raices, a excepcién de x=0. Asi, x=0 ¢
x = (,7469.

15, Escribamos ia ecuacion en la forma

—

x=}4=Inx.

s
qull 1

P} =2, o) =4 =In2, ¢(x) = ——==.
2x}4 —Inx

Puesto que o{il =2, 9(2) = |/4 ~in2 <2, entonces la ecuacion tiene una
raiz en el segmento {1, 2]. La fig. 29 muestra que la ecuacién no

¥
W
o i 2
£

Y-zt

Fig. 3%

tiene otras raices, A} hacer x, = 2, obtenemos
xq = 0 (xy) = 1,841,

Asi pues, con un error inferior a 0,00t tenemos x = 1,841,
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16. Escribamos la ecuacion ¢n la forma

x=2-inx.
Agui, v (x)=2—-Inx, @ (xI= ~ '\]' De la fig. 30 se desprende que la raiz

de la ecuacién se ubica en el segmento [, 2]. En este segmento |q:'{x}| <
< 1. Al hacer x, = L5 encontramos x;; = @{x;3) =~ 1.557. Asi pues,
x = 1,557 con un error inferior a 0,00t

17, De ia fig. 31 se desprende que la ecuacion solo tiene una raiz
negativa, Escribamos la ecuacion en la forma

X= - et 4 2.

y y
1 YeeTs2
% 4
\ «\nZ L4
] %
3
artf 2 T
________ P R SR
y=2-x 0 7
Fig. 30 Fig. 31
Entonces,
' PlO= ~ & +2, @l = —=
2+ 2

Pl=0= =] 2+¢ 'z —154 @(—=2)==|24+¢x ~146.

Por lo tanto, la raiz se ubica en el segmento [—1. —2]. Al hacer
x; = —1, encontramos que x, = ¢ {v,) * — 1492 Por consiguiente, con un

error inferior a 0,001 tenemos x = =492,

18. Estd claro que una de las raices de la ecuacion es x, = 10.
Para hallar la segunda raiz. escribamos la ecvacion en la forma x = 10%'*
Aqui, @)= 10" o'(x)=01.10""In10 Ademas, (1) =10"!> L,
©(2) = 10°?% < 2. Por esto. la ecuacion liene la raiz en el segmento i, Z].
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En este segmento
l@'{x)] £0,1-10%2.In10 = 0,37 < 1.

Ahora podemos aplicar ¢! método de aproximaciones sucesivas. Al hacer
X, = 2, encontramos que X+ = @{x;} = 1,372. Asi pues, con un error inferior
a 0,001 tenemos x = 1,372

19, De la fig. 32 se deduce que la ecuacion tiene raices en cada uno
de los segmenios

n T
[“2-‘4-1‘!?1, -2~+(r;+1)r:]. n=041 ...,

¥ y=43z

y-ux

Fig. 32

con la particulanidad de que estas raices se¢ ubican en las mitades derechas
de los segmentos. Para hallar fa primera raiz positiva, hagamos la susti-

, In o "
tucién x = G g La ecuacion tomard la forma

3
clgy = [g( ._;__. y).

de donde, va que G < y < x, tenemos

y= arctg[lg Grr - y)]
3 &
QL) = drcia[ls (E“ = J’)J

Aqu,
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- ige

= [1 + lg’(%" . ’)]GH )

En el segmento [0, n} hay raiz de nuestra ecuacidn, y en este segmento
|Lp’(y){ < 1. Hagamos uso del métode de aproximaciones sucesivas. Al hacer
V1 =0, tenemos yq = @{v,) = 1,059. Esto significa que con un error infe-
rior a 0,001 tenemos y = 1,059, y, por 1o tanto. x = 3,654,
5
Para hallar la segunda raiz positiva, hacemos x = sm — y. La ecuacion

toma la forma ¢
- y= arctg[lg (5;-: - y)]

Al hacer y, =0, obtenemos y4 = @©(y4) = 0,876. Por lo tanto, con un error
inferior a 0,001 tenemos y = 0,870 y x = 6,984.

20. De la fig. 33 se deduce que la ecuacion tiene una raiz ubicada

entre 0 y 1. Tenemos ¢(x) = 110 e, (X)) = — 'lt} ¢”* En el segmento
y y—f'r
i
= 7] T
Fig. 33

[0. 1] se cumple la desigualdad |o'(x)| < IIO_ que hace posible el empleo

del métode de aproxwnaciones sucesivas. Al hacer v, =0, hallamos
Xg = P(xy) 0,098 Por lo tanto, con un trror inferior a 00001 tenemos
x = 0,091
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21. Sea
f(x)=x%=5x+1.
Entonces J
f(x) =3x* =5, f"(x) = 6x.

Segian la férmula de Newton, tenemos

_a  PR=35B+1
Bx-n—ﬁ. - ——"'"3[53_5
Componemos la tabla de los valores de la funcién
x -3 -2 -1 0 1 2 3
fix) -1] 3 5 1 -3 ~1 13

Esta tabla muestra que la ecuacion x* — 5x + 1 = 0 tiene las raices en los
segmentos [ -3, —2], [0, 1], [2, 3].

Hallemos primero la raiz ubicada en el segmento {~3, —2]. Puesto
que en este segmento f“{x} <0, entonces, como primer valor tomamos

Bo= —3 (ya que f(Bo) = —11 es un numero negativo). Tenemos
(=3P =531 _
Bi==3 ET = =25,

Continuando los calculos, encontramos que B, = B, =~ ~2,331. Resuita que
con un error inferior a 0,001 la raiz de la ecuacion ea el segmento [ -3, —2]
es igual a —2,331.

Ahora hallemos la raiz que se encuentra en el segmento [0, 1]
Aqui tenemos f”(x) =z 0. Por ello, hacemos Py = 0. De aqui obtenemos

0°=504+1

T =02 Bs =B, =0202

« Pym0-

Con un error inferior a 0,001 tenemos x = 0202,

Por fin, para hatlar la raiz en el segmento [2,3] hacemos fo =3
y tenemos
3 -53+1

= 2,409,
3.33-5

‘31'_-3—

Continuando los calculos, encontramos que By = fis = 2.128. Por esto, con un
error inferior a 0,001 la raiz es igual a 2,128. Hemos, pues, encontrado
tres raices: x; = —2,331; x; = 0202; x; = 2,128
Resolvamos esta misma ecuacién por el método de cuerdas perfec-
cionado. En el segmento [—3, ~2] encontramos
-3—-(=2) _ _ (-3 _ _
o, =—3—=f( 3]f['—3]—f(— ) 3+ll—-—_l4 x —2.214,
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Como en este segmento f"(x) <0, la curva gira su convexidad hacia la
parte positiva del eje de las y, por lo cual g, se determina segun la
féormula

—3=(=2214)

0= =3 = (=N T S 2253
A eontinvacion hallamos
X3 = ~2293 ~ f(~299) c2iR 22 Lo,

=2.293) = [(—=2.234)

Esto coincide, con un error inferior a 0,001, con el vaior de x hallado
antes,
Del modo igual resolvemos la ecuacién ¢n los segmentos [0.1] y

b2 2)
22. Aqui tenemos
Jix)=x%—=9x* 4 20x — 11,

fiix)p=3x% — 18 x + 20,
£ = 6 18 = 6k —3)

Componemos la tabla de la funcion f{x);

¥ 0 I 2 3 4 5 6
ftx) -1 ] 1 -8 —11 —11 ]

Las raices de la ecuacion estdn en los segmentos [0, {1, [2, 3]. [5, 6].

En ¢l segmento [0, 1] hacemos By = 0 ¥ hallamos que By =~ fi; = 0,834,
En el segmento [2, 3] hacemos P, = 3 y encontramos que B, = f; = 2,216
En ef segmento (5, 6] hacemos P, = 0 y encontramos que B, = fs = 5.249.
Encontramos (con un error inferior a 0,001} tres raices de la ecuacion

v =0,834; x; =2216; x; = 5240

23, Aqui, flx)=x>—3x2=3x4 11, f(x)=3x2—6x~3, fMx)=
=6x—6=56(x — ). Componemos la tabla de jos valores para f{x):

X -2 -1 0 1 2 3
f(x) -3 10 11 6 i 2

La ecuacién tiene una raiz real ubicada en el segmento [-2, —1]. Para
hallar esta raiz, hacemos Po = —2. Obtenemos que B, = ff; = 1,847,
Por esto, con un error inferior a 0,001 tenemos x = — 1,847,
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24, Aqui, fixt=x*+5x+ L f(x)=5x*+5 f"(x)=20x> La tabla -
de los valores de la funcidén f(x):

x -1 0 1]
f(x) -5 | 7
Por esto, la ecuacion tiene una raiz en el segmento [—1, 0].. Hacemos
Bo = — 1. Tenemos, con un error inferior a 00001, By =~ Py = —0,1999.
Por eso, con la precisién indicada tenemos x = —0,1999,
25, Aqui, fix) =senx 4+ x — |, f(X) = cosx + 1, [ = ~ senx. La tabla
de los valores de la funcion:
X 0 1 2
J(x) -1 08115 1,9093

La raiz se encuentra en el segmento [0, 1]. Hacemos o =0 y hallamos
que B, = B; =0,5110. Por esto, con un error inferier a 90,0001, tenemos
x=0,5110

10
26. Aqui, f(x) = x> — 10lg(x) =3, f'{x)=2x— AT ffixy=2+

x)
L La tabla de ] alores de la funcion f{x};
Fhnia" a td 05 valores a funcion jfixj;
X 0,5 1 2 3
f(x) 0,26 =2 -2,01 §,23

Las raices de la ecuacion se encuentran en los segmentos [0,5, 1]y [2, 3].
En ¢l segmento {0,5, 1] hacemaos By = 0,5 y obtenemos que fi; = B3 = (,535.
Por esto, la raiz correspondiente, con un error inferior a 0,001, es igual a
0,535. En el segmento [2, 3] hacemos B, = 3 y hallamos que B; = B; &~ 2,705.

La ecuacion tiene dos raices: xy = (0,535; x, = 2,705.

27. En ¢l sistema a) hacemos xg = 0, yo = 0, zo = 0 y después de unas
cuantas aproximaciones encontramos que con up error inferior a 0,001
tenemos x = 1,021, y = 2,150, z = 3,072

En ¢} sistema b) hacemos xp =0, yo =0, y después de unas cuantas
aproximaciones obtenemos (con un error inferior a 0,001) que x = 0,520,
y = 0,310.

En el sistema ¢) hacemos X, =0, yy =0 y hallamos x = 1,000,
y = 2,000.
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