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PREFACIO 

QUE EL AUTOR ACONSEJA LEER CON SUMA ATENCION 

La actual enseñanza esc.olar de l as matemáticas se orienta 
fundamentalmente a de.~arrollar en el alumno el pensamien­
to funcional, y cttpncitarlo para operar con objetos matemá­
ticos continuos. Los cambios quo se planean en los programas 
csc.olares dll esta materia están enca uzados en la misma 
dirección . Al mismo t iempo, últimamente, se investignu 
nuovo8 campos de nplicación do las matemáticas: la compo­
s ición de programas para computadoras, a lgunos aspecws 
do la cibemótic.a y el estudio de operaciones , economía 
matemática, lingüística matem<ltica, etc. E l dominio d e 
estas ramas do la cienei.a, junto con el perfeccionamiento 
del apara to c.Jásico, exige el dosarrollo de la técnica combi­
na toria , el aná lis is de lo discreto y la creación de nuevas 
abstracciones fructíferas. Los aspectos enumerados de las 
matemátic-as también deberán ilustrarse en l a li teratura 
do divulgación científica . 

Desde la linde a la espcsurn do un bosque conducen rnu 
chos sonderos. Son si nuoso~, se juntan, se separan de .nuovo 
y se crn2an . Paseando podemos notar su gran cnnLidau, 
recorrer algunos de ellos y ver cómo se internan en las 
frondas. Si se quiere estmlinr seriamente un bosque es nece­
sario seguir sus senderos mientrar- se puedan distinguir entre 
la pinocha seca y las pequeñas matas de arálldaao. Para 
poder aprovechar Jos donos del bosque hay que abandonar 
por completo Jos caminos trillados y abrirse paso a trav6¡¡ 
do l entrolaz~miento do ramas ospinosas. 

El presente folleto puede c.o.osiderarse como uesc.t·i pción 
do \liiO de los posibles paseos por la linde de las ma lerntíticas 
C.(>n temporáneas. La exposición de los da tos básico~. refo­
r(>otes a los criterios de divisibilidad, nos obliga a iuc.lui 1' 
on este folleto algunas c,ucstioncs bastante a llstr.a~. t.ns de las 
ma tom:ílir.,;ts iiisn:etas. A é,'\l.nR pori.Qnoc.eu, nu lo t,odn, In!" 
ttfimutrioncs clC\ In l~n ría elermmta l do los números, ngl'u­
pndas llll torno ni toororn a fnndnrnont.o l de la arit.nH~I:ir.n y a l 
t~nldisis de la 1lcsc.ornposici611 canónic.s\ do un númoro nnLur-nl 
en factores simples. Luego, la propia divisihilid sHl de lo!-i 
números se examina como una rel ación definida en el conjun-
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to de los núm eros ~nLeros , es dec.i r, como l:l realizaci óJJ dt• 
uno n or.iiln bnl'LHn l e general y abstracto . l?or úJtimo, los 
cl'itorios de divisibilidad se tratan aqní como algoritmos t¡\1(1 

Lrnnsformn 11 cadu c.ifra en respues ln 1\ la in terrogadón ¿so 
divida o no por el número dado? E l autor cons ideró útil 
destacar en Lre los crilerjos de clivi::;il>ilillad los «criterio!-~ 
de oquir,·esJdualiclad o residuos equivnlcnles}> q1.1c tran~fur­
man los números eu re~iduo~ nJ dividil·los pot' un númcm1 
dado. 

Con objelo de acE:'Jlluar bs variadas r (!laciones 10ut.uas 
t•n tre hechos m~ t cmá Licos sueltos y las po~ihllid ad es de di­
ferout.os enfoqnes de UJL mi:;mo tema, a\guuas afirmacio111'S 
se esta hlecon de dos ma n eras dif<'nmtes. 

El libro está dest.inndo a los escolares de los grados 
s uperiores aficionados n l as rrlflt.cmá licRs y (a excepción de 
algunas O'lenciones de la fórmula del hü10mio) no e.xigt:~ nin­
gún conocimiento previo, excepto c.avaddad p~tra e.fcctuar 
senc.illaf.\ transfor·maciones idénticos. Poro la estruc.t.ura 
lógica del matorial es baslrulte compleja . por lo que la 
asimilación del rnismo en wdos s us detalles exige m ucha 
atención y pac.iencia. 

Recomendamos al lector el siguierll.e plan tlo estudio 
del libro. 

E n la primera lectura puedo limitarse soJammlte al 
texto básiro §§ 1-4 sin rcso l vor los prob lemas (a t~xcepc i é!n 
d<~ lo~ .N'2J\'2 :u, 34, 36, 45, 47, /¡~ y !iO) Esto rlará un 
c.onoc.\micmto descriptivo ge.11crnJ do ln J ll ftleriil. Como l lt 
mayo.óa do 1a geu t (), sin oxperiNtC.ia en m;üem(ll.icaa oslÍl 
convenc.idn de ln exactitud del lcoreru:~. ue desr.omposición 
WJÍYO('a rl e un número nat ural en fuclot l'S primos (c.on!'i­
derúndolo por lo visto, como un axiom a), e lht ftu edc l'Hlt'Jt ­
d er los teoremns 9-13 como sus consecuenci a~. 

En la segunda lectura es necesario tral:H d e demo~lrnr 
por sí mismo torlo~ los teoremas t>n el ol'd cn cu C]ll(' :'e prD· 
~enl.~ul. Pnrn que (>1 lector no ccdll U(.lntn:;:iado fre r.ucntomcul e 
n la tcutnc.ión <l e utiliza1· ln¡; J cmlls iT<lt ioHl'l'i y;~ lwrhtb clo 
los ·(.óO I'ema~. hHi nr-. l.' lllls fueron inscrt;ul n:-s <'lt un <t pH.-Iutl o 
ospfJc i u1. tl!w o.x.c.·t•prión vicn o u ~<o •· la dt·u,n:;L•·ncit.n d1~. 1 
l eOTGJnl\ 7, \lamUu U n S~t:\• Ír U~ Uil\lJGSÓU Q.Ul' .I:Jl'C¡Jurc n l !<H LCH' 

ya. dosde la vrimer(:l lec.t.m·u , al nivel necesario de J'igurosi­
(iaq, 
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En In segnnd n lectura r..on vüme estud i~r el § 5 y resolver 
también Jos problemas del texto básico. 

Por Ílltimo, en la tercera lectura se estudia Jo que está 
on gallarda y los problemas que contiene. 

EL que desee profnndizal' sus conocimientos en e\ campo 
de la teoría de los uúmel'oS deberá recurrir al curso clásico 
del académico I. l\1. Vinográdov «Fundamentos de la teoría 
de los números¡> (Editorial Mir. 1977). 

Se recomienda estudiar la. teoría abstracta de las rela­
ciones en 1m conjunto y las sucesivas cuestiones vinculadas 
a éJ por el libro «Lecciones de álgebra general» de A. G. Ku­
rosh (Ed. Naúka, 1973) o la «Teorfa de la$ estructuras» de 
G. Birkhoh. (IL, 1951}. 

Por fin, el folleto «Algoritmos y resoluciones de pro­
blemas eon computadoras!> de B. A. Trajtenbrot (Fismatguiz, 
1960) contiene una explicación más detallada y sistemática 
do la noción aJgoritmka. y en la monografía básica «Teoría 
de Jos algoritmos~> (TrabAjos matemáticos del Instituto 
Steklov de la. Ac.adcmia de Ciencias de la URSS, t. 42, 
1954) de A. A. Márkov lwllamos una exposición rigurosa 
del tema. 

La segunda edición se d üerencia de la primera sol a­
mente JJOr algunos mejoramicJ\tOs de rodacción. El autor 
ngrauece al profesor Grolla (RDA) por la ayuda prestada en 
este asunto .. 

N. N. Vorobiov 



PREFAClO A LA PRESENreE EJ)TCION 

En esb1 adición se explica con JUás det31lo que eu In 
anterior la esencia aJgorítmic.a de los r.l'itcrios de oquí­
tresidualidad ydivisibilldad y se incluye, además, un examen 
de ellos eu sü;;toma8 numéricos arbitrarios. 

Vyl'itsa 
aiio 1ü79 

N.N. Vorobiov 



§ 1. IJl VlSlBILlDAD DE LOS NúMEROS 

1. La suma, diferenci~1 ~· producLo do dos ~túmeL·os enteros 
1·esultan sie.mpro onteros. b~s lo que se suele llamar a vlwe~ 
ronjunto cerrado de n Únlúro:-¡ en teros , refi riéndose a Jas 
opeta('.iortes do ad ición , rcs t:n y mulliplicacióo. 

Pero referido n lll oporn~~ión el e di v is ión, esto C.·oll junlo 
deja de st~r corrado: hahiRnrlo ~n general. o! eodoul.o dll la 
división de un euloro pOl' o tro puede no ser entero. 

Por eso , al estud iar las particularidades de la dívi.sión 
ele Jos enteros, una de l<ts primeras c.uestioncs que so pre­
sen ta trata de ~i. es fnc.Lihle o no esta operadún para dos 
números d :Hl Of\, es ueeir, de Sil divisíbil idad . Al cxamiJtar 
las o t.r~" operaciones nri tméLira~ eon números tm tor·os . ovi.­
de.ntemeut.c, tal problem a no surge . 

En ndolnnlo r()nl"idel'tu·emo~ c.ouodda~ las p'l·opi~dades 
Í11nda rneu t.a les de las opcrncionc~ ;u-i Lmétkas con númoros 
(>nterok , a.sí como In!'> c]omonlalos do lns íg ualil ndes y des­
ig ualdades. Al expr·esar (lnÚmero>> vamos a entender siempre, 
:-;i no sH dice lo tol}tr~río , {¡uo GS entero. 

Como os hnhit.mrl , los números. enteros u o negat.i vos: 
O, 1, 2, . . . se lhunaTán naturales. R cfiri éndouos a t odos 
e llos emplea remo:; el t 6rmino conjunto de todos los númerns 
naturales. 

HEI~JN I (': ION. l~l núrnoro a. e.s divisible por e l b (<> lo que 
es lo mis mo, lJ dlul.de a a) s i exi~ te 1111 número e t al. qut> 
( t = be . 

l~~l:e hecho ¡;.e denomirw diPisibUldad d el número a. por 
d b y se auo t. a m;í a : b. 

l}ogt,nc.amm; qne la eseritnra a.: b no P.ignifka nna ope­
rucián C(tnc t·c ta q IU! :'ill d(•lll<ní ~?-ft:w.l.uar \.011 a y b, s i un dct<~r­
rnillacla afirmación t¡tw ¡;~ refiero a ollos. Scgi'ln los valo rel-1 
numéricos que Lomen tL y b, la t'lfi rmación a; b puetlc ser 
\'t<H'I II o no . A~L por· ej<~mp.lo , 4 : 2 lo E~s y 4 ! 3 .no . 

Para (lifucirlar :¡¡j In nfionación a ; b es ciortn o IHJ, 

e~ docü. ¡>llr'a ¡¡c lnrn r la clivü•ibilirl;¡il dnl nítmcrf! a por el 
/1. r. ü..:leu llltl<'l tos y va riadns p1·ocecl imien tos. Uno do ello::: 
con~ i "i i.O e u dív iclir cl ir·erlarr H'Illü tL por· h. Pü.r'CJ a memulo t:>..<;:J o 
l'f' '-;lflla clc•nt:t.'li :. d o largo y f:rtigo~n y, rr a l·r¡ra lm c•rr t<>, RUI'gl' 

el deseo de compro l>m: j ¡l a utenti cidad de la divisibi1idad que 
no$ inl~r~~a ~in efec. ~unr Ja tli v i ~i6n misma, Tamporo est~ 
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de más la siguiente consideracion: pór tAhora nos i ntercsn 
únicamente el hecho en sí de la divisibilidad d el número a 
por el b; a l efectuar la división, sabcomo$ l,am hién su co­
ciente y regiduo (si la división no re~u lla exacta) aunque 
carentes de tod o valor p ara 11osotros, yn q ue (m el momen to 
dado sólo nos intel'esa saber si el residun rlo la división 
va a ser igual o no a c.ero. Por consiguien te. hay molivo.s 
para suponer quo efectuando la divisióu nosotros ]unno::; 
m a lgastado un a parLe de nuestro t r aba jo (y, por l o visto, 
no pequci\a ) en obtener «despe:rdic.iol3 de prodnccfón». Es de 
esperar procedimientos de aclaración de la d i visibilidad más 
directos y económicos quo la <(burda>> división , capaces tlü 
cstab1ecor el heobo do la dl\risibilidad por u nn v ía máfi' 
corLa, sin dejar desechos tan abundantes. E~S~as t~iiperlul t.as 
efectivamente se justific.an, ya que tales procedimicr'l\.os 
existen. E llos se Haman criten:os de divisibilidad. 

In dudablemente , el lector conoce algunos de ello~. La. 
finalidad da este libro es examinar los diferentes criterios 
de divisibilidad fundamentalmente on el aspecto bá!<iC.O. 

La esencia de cualquier criterio d e divisibilidad por 
un número dado b es quo, "{)Of medio de él, la cuestión de hl 
divisibilidad do cua lquier número a -po r b so reth1 ce a la 
div isibiliduu por b do cierto número meno r de a. (No os 
difícil ver q ue .la <'<.,rnprobación de la divis ibilidad, np li­
cand() la di vis ión c.omún, también so basP on t~st~ com pren­
sión.) 

De tal morlo, el c.riterio dt> divisihílidnd es nn ohj~to 
mate mático de carác~cr. muy d f fltn(lido, <'lttnq\lc no sa ltc 
a la v ista . Esto no os ní fórmu la, ni t~orema, ni definic.ión, 
sino cierto proceso a bsolu~nmento del m.ism<> lipo como el 
de lR mu ltipltc.ación <<(In columna)> o , digamo~. el de caku­
la r uno tras o tro lo¡;; lérminos do alguua pn>gre~ióu <'lJ•ltm{>­
tic.a. 

La noción de c..riterio do divisibtlidad ~erá r•·e~ i~arla 
en el párra.fo siguiente. 

2 . E n la rlefi.t~tción cl~ Ja d i vi :o. ihi lidad de l•>s números 
110 se díco n ~d n ::-o lJ rc los difcrcn l.N~ vu lorcs q nl' pu<.•<lo t~uor 
al roci.en1.e :11 <'livirlir a pOI' /1. Adarl'!JW::I t'l'l l.l\ t'ue:-;t.ióu 
hlls ta, ol f in IHJ.Uf, p:u:n CJIIO 0 11 :!(l()hllllO 11 (~ l<ll'l~tltllllA (}ll<' 

l'Cgresar a olla. 
Sea 

a= be (1.1) 
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y , a l mismo tiempo,, 

a """bc1 • 

D<.1 o~Las igualdades obtenemos que 

be == bcu 
o que 

b (e- c1) =O. 

Si para es to caso ú =1= O. enton('.es e - c1 = O, o sea, e = 
= c1 • Pet·o si b =O, entonces, evidentemente, también 
a. =O y l~ igualdad (1.1) se cumple para c1.1alquier c. 

De tal rnodo, por cero es divisible solamente cero, siendo 
el <~ocieJlto de tal división indetermiz1ado. Precisa m en te 
se tiene pre::;en te esto al hablar sobre la imposibilidad de 
dividir por cero. Pero s í el dJvisor difiere de ~ero y la divi­
sión tiene lugar, ontonees el cociente tiene un sólo valor 
completamente determinado. 

H ablando de la división, siempre supondremos que el 
divisor os distinto de cero. 

Fijemos nlgunas propiedades elemonta !e~ de l a di visibi-
lidad . 

'J'EOREMA l. a ; a . 
Esta propiedad se litlma reflexiva. 
TEOREMA z. Si a : b y b : e, entonces a : c. 
Esta propiedad se llama transitiva. 
TEOREMA a. Si a : by b : a, entonces, o bien a = b, o bien 

a = - b (propiedad asimétrica de la divisibilidad). 
TEORF..MA '· Sí a: b y 1 b 1 > 1 a 1, entonces a = O. 
Corolario . Si a! b y a =1= O, entonces 1 a 1 >- 1 b 1· 
TEOREMA r, . Para que a ! b es necesario y suficiente que 

1 a 1 ~ 1 b 1. 
Basándose en esto tcorcrnu, has ta limitarse en adelanl.e 

R ex.nminm· eJ c.aso cuando el divisor es un número positivo. 
De igunJ modo , la div isibilidad de números enteros cuales­
quiera se reduce a la divisibilidad de nútneros 110 negativos. 

TEORI?.M'A 6. Si a 1 : b, a 2 : b, ••. , a.n ; b , en.tonl".es, 

(n1 + a 2 + ... + an) · b. 

Corolario. Si la s uuw de dos números y uno de los suman­
dos son divisibles por un número b, entonces, el otro suman­
do también lo será. 



t3 

No se debe considerar que todos estos teoremns son evi­
dentes y JlO hau menester do ninguna demostración pnrti­
cular. Lo. cues tión incluso no estriba aqui en que en las 
matemáticas cualquier nfirmación dobe ser dcrnosLratla, con 
exclusión del axioma y Las definiciones. Las demostrnciones 
de estos hechos (por ejemplo, que cualquier número es divi­
sible por sí mismo) son imprescindibles por prjncipio, dado 
qne ellas no pueden ser obte.a.idas únicamente de la defini­
ción de lo. di visibilidad sino que se ven en Ja necesidad 
de emplear las propiedades de los mismos números. 

El siguienLe ejomplo nos ayudará u comprende r eslo más circun­
atanciadainentc. 

Evidentemente, la suma, la diferenc.ia y el producto do números 
pares son siempre pares. Al mismo tiempo, la díviaión de un número 
par por otro no siempre es Iaotlble y, di! serlo , el cociente nd resulta 
sin fnlta par. Por eso introdttcimos la noción de divisibilidad do núme­
ros p ares. 

DEFlNICiúN· El número par a es dlvl.sible de un. modo par por el 
número par b si existe tal número par e que a = be. 

Evidentemente, ol teorema i no es cierto para la divisibilida<l 
par, dado que., por ejemplo, no existe un número par e tal, que a = a.c. 

A las cuestiones relacionadas con la divisibilidad par de números 
pares volveremos aún vari.a.s veces. El ejemplo anterior muestra que 
se pueden crear diferentes teorías de divisibilidad con distintas pro­
piedad~>s y que los toorelllAs, eonectos para algunas rle ost.as teorías. 
puedert resultar incorrectos para otras. 

Problemas. Demostrar las siguientes nfirmac.iones: 
1. O ¡ a. 
2. a¡ 1. 
3. Si 1 : a, en ton ces a = 1.. 
4. Cualquiera que sea a* O existe un númoro b, <lísLinLn 

de a, tal que b : a. 
5. Cualquiera que sea a, existe uu númBro b tal, que 

de b ¡ e y e: a se deduce que o bien e = b, o bieu e = a. 
6. Demostrar los teoremas análogos a los teoremas 2, 3, 4 y 5 para 

la divisibilidad par. 
7. Construir tal teoría de divisibilidad en la que los teoremas 1. 

3 y 4 resutten correctos y los 2 y 6, no. 

3. Ya después de tener conocimiento superficial acerca 
de los hechos concretos de la divisibiliclad, salt.o. o la vis tR 
la s iguiente circunstancia: prácticamente, la divis ibllidnd 
de los número~ no está ligada a su magnitud. Por un lado, 
hay pequeñas cifras que son divisibles por una cantidad 
relativamente grande de números. Por ejemplo, 12 es divi-
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s j blo por· 1, 2, :J, 4. ü y 12: 60 tione 12 di visores. A ~a les 
cifrfls. ri.eas 011 cl i v i~MOS, se Jos pueden oponer númoros wuy 
grouUC!:l C()ll 111111 Clll'ltiu'-IU mfuimu u~ (livist~res, 2 (do acuerdo 
n i Lconunn 1 .V 11 l problema 2, cada número distinto de la 
unidad es divif;i blc siquiern por dos números diferentes). 
Aunque tltt r<'alid ad se eouocen alglll.las leyes quo vinculan 
l as propiedades de Jn divisibilidad de los números con sus 
valore~:~, de todos modo::>, ellM tienon un c.nrácter tan intrin­
cado y co11fuso que aquí no las vamos a tratar. 

4. Tanto más interesante resulta el hecho de que la 
mi~mn divisibilidad permite establecer enLre los números 
un c.icrto ordeu, distinto del usual según la magnitud, pero 
que tiene con el últímo mucho de común. 

En efecto, reflexionamos, qué sentido exacto se expone 
en Jns palabras sobre ln posibilidad de ordenar los números 
unt.u•·alos por sus m11gnitndes. Como no es dificil ver, bnjo 
t.>StH posibilidtH.l Sl~ en tier1de que para algunas pArejas do 
uúmero~ a y b tiene lugar la relación «mayor o igual»: 

a> b, 

lo que signiüc11 qua la diferencia a - b no es negativa {es 
decir. deberá existir 1111 número natural e tal, que a = 
= b + e). ¡Pero si también el fenómeno do la divisibilidad 
•·.on~ísle on que ciertas parejas de números a y b responden 
11 Rlguna condición completamente determinada (precisa­
mento, a la existencia de un entoro e, tal que a = bc)l 
A si , las relaciones do divisibilidad y «mayor o igual» son 
nociones de unn misma naturaleza y es por eso que podemos 
!.abiar do sus propiedades comunes o, al revés, contraponer­
l<~s twa a otra. 

E11 particular, ln relación de ~mayor o igual» entre dos 
númoros nalucnles, Jo mismo que la de divisibiliand, es 
c.iortn cnundación sobre estos números y puede ser justa 
(por ejemplo, 5 ~ ... 3) ó no (por ejemplo, 3 > 5). 

Seíil-llamos on seguidn que con la !'elación de divisibiJi­
dnd tiene más propiedades comunes la relación de «mayor 
<> igual» quo Jn de «mayor». Esto está ligado a quo la relación 
de <<mayor o iguuh>, semejante a la de di visibí1idad, es re­
flexiva (en tJfec.tn, Ln correlación <~ >a es cierta paro cual­
quier a.) y la .reJ u<:ióll Jo «mayor11, no (ln desjgualdad a> a 
11unc.a Licue lugar). J usLamente por eso, c-omo reJación de 
orcl~n entre los númru-os naturales, aquí se examina la 
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de ~uyor u igunh> y 1111 la «rnH yo n> 'lliC pare•·-Nía m;ís simple 
y n atural . 

!'i. La t'l!lac.ióu ;;;,:. ltene lt.ts s if!ui•: HLI!s propiedades, iácilcs tle oorn-
prohnr·: 

1° a ;;t. 11. (~s t·eil t!xlvn). 
2" Si a ~ u y b ~ a, eulonct•s a = b (ca astm\ltricn). 
ao Si a. ;;t. li y b ~e, l'nt.onces a ~ e (es l.rauts itiv:¡), 
'Í0 l~n todn s \ICt•siÍIIt d~ n{llllt}ros naturales 

a1 ;;;;. 112 ;;a. a 3 ~ ••• ~ a11 ;;.. • • •• 

~;uoy8 t.érminos dHhmm uno de olrn. t•JCist irá c-1 ~· uruéru último. Est.n 
propil'tlad de la reladón S<.> llum:l algunas veces 1le urde-Ilac-ión u (lrdeM­
.mienlo ciJmpkto del c.onjnnl•l de números no.lu:rulcs. 

La propiedad de ordcnución completo. t iene unn formuluei6u 
bastante c.oroplicnda y un tanto art ificial. No obstante, revela rasgns 
de extraordinaria importmwio en In construcción del conjunto dl' 
números nn\.uralcs ordenados por la :ro lt.~ción ~· De aquélla se deducen 
muchas otras propiedades dll esta relación . Atleouís, scgfln voremos. 
precisament.c c.m uqnélla csl.án bosndos los ru:r.<IOAmitmi.<IS <• intlnctlvos• 
tan empleados en distintos problemns matemáticos. 

Para el ompleo provechoso do esta propiedad sciialnmos lo sigui­
ente: existe tal número a , quo de a > /¡ ~e deduc~ que a = b (aquí 
a y b son números naturales). 

En electo, si tal número no existiera, entonces, nosotros podríamoll 
~~n~ontrar p ura cada 4n tal an+l q1tt~ lln ~ a,.+ 1 y ll-,¡ 't lln+t· Comen 
umdb con el n:rhit.rario a 1 nhtcndr íamos una sur..csión 

a1 ~ a 2 > a3 ;;a. ... ;;;;, an ~ a,.+t ~ . • .• 

de nunca acahar. I•ero su exisl.(mciu c.outrnría la ¡•r()picclacl d{' orde­
namiento comple-to del cc,njnn to de n<ímc•ros naturales. 

Por consiguieule, el número a sciialado realme-nte existe y SI.' llnrnu 
primero o mfnimo (cviclentemcnte es el cero). Señnl!~mos aqul mismo 
qu~ no hemos establ{'cido la \lnlcidad d11l número mínimo. L<) hM<>mo.~ 
luego en forma indirecta. 

5° Cualquiera que ~n el número a t-xistu un númPro b ilisLinto tl1• 11 
para el cual b ~ a. 

Esta propiedad d~l conjunto do los núm~n,s naLumles se lhunu dc 
!límitact6n, en el sentido de la rclaclóu ~. 

6° Cualquiern que sea el ní.unero a, a t!Xcepción ue mínimo, l'XÍS\l• 
uno b, que a ;;;. b. a :fo b y para cUDlq uier número e, dt• a;¡: e ~ l! 
~f! desprende qtll' o l>ien e = a., o bil•n e = b. Esta afirmatiúu (o non 1 
ll~vada o un lengua je subsLancial sign ifica qul' eada núntcru natt•rn l, 
a I!Xcepción u<!l cero, tiene o tro natur al inmediato anterior. (Es\o tam­
bién puede ser formttl.ado así: entro hHios los mímeros menores Qlll' t•l 
dado existo uno que es <ll más grande.) 

7° O bien a ~ b, o llicn b ~a. Estn propiedad de la reludótl SI' 
llallUl su dtcotom!a. En matemática, con este térmlnc, comúnmente ~~ 
c~presa lo realizac.ión obligada de una de las dos Pl>sihílidzules. Ef'l!.H 
palabra l?s de origen griego y significa div isión en tl•>S partes. 

Destaq·uemos que 1°-7° son propiedades de In propia relacltln 1?11 
eleonjunro de todos los números na torales y nu las propi~tladt-s dt> UMs 



16 

u uLrw~ número~ l'nlm:Hc.lvs ¡>ur esLa relación . . l:!or l'SO pucdl' resultar que 
para otra rel11cibn ..-ualq\1 iera, que una núm~ros N1 par(•jas no por el 
vulor siuo por algún motivo disLinto, algunas de las afirmaciones 
1°-T' pueden no r~snltor ciertas. 

Problema 8. Ba.s.índosc únicamente en las propiedadell 1°-7° de 
lu rotación ~ y de ninguna manera en las do los mismos números y las 
l•¡wa·aciont's con dios : 

11) demostrar la unicidad del númem mínimo, 
b) tlemostrur la unicidad del número imnediilto antor ior, 
e) formular lu definición del número inmediato posterior al n ú­

mero dado a (es dcc.ir, del número a + {) y demostrar su existencia y 
unir.idad . 

Problema o. VerHicur <\ ui\11.'::~ do las afirmaciuoos 1°-7° siguen (•n 
vigor para la relnción do «mayor» (>) . 

6. La justeza de las propiedades de la relación;;:. (como también, 
por otra p arte, de cualq1úer otra relación) puede ser establecida de dos 
maneras. En pl'imer lug~r. podt~mos aprovechar lus cual idades de unos 
u otros números o las par t icularidades conocidas de la estruc tu ra dul 
c:oujunLo de todos los ntÍmoros u.o.turales. Asi fueron verifieada::; pór 
nosoLros, precls!lmente, lns propiedades 1°-7°. En sogundo lugar, ya 
a:.onvencidos dt' la jusleza de 1.0 - 7°, podemos dejar de lado qUB la rela­
ciiin;:. uno números en p3rcjns y deducir la s siguientes propiedades de 
e:.ta relación únicamente de sus propiedades 1°-7°. Así fueron dcmostrn­
tlns por nosotros la existencia del número mínimo y las ufiranaciones 
•l •~ l problema 8 . 

El segundo en(oqllc do la cuestión es muy empleado en las mutemá­
Licas c.ontemporáneas y Ucva ol nombre de ~Uiomálico . Con el se deter­
minan varios axiomas (en nuestro caso, las afirmaciones 1"-7°) que 
reflejan l as principales propiedades de los objetos esLudiaclos y no estún 
sujetos a demostración, y de ellos, por medio de la l ógica pura , sin re­
l'Urrir por segunda vez a las propiedades de los obJetos estudiados, se 
deducen todas las restantes á.firmacíen~s llamadas teorema$. 

Puede ser que a algunos de los lectores el examen do las propiedades 
de lns relaciones sin los objetos enla-zados for (;>llas (por c.•jemplo, lo!! 
números) los parezca alcanzar alturas de n a bstracción matcmlíticn 
completarucnte innecesar ias en la prácti<:'a . Por este motivo es nece­
sario hacer tlos observaciones. 

Bn priml•r lugar, desde el punto de vlllta dl' las matemáticas con­
\emporánaas todos los razonamientos efectuados aquí no son en abso­
luto «p:lrticolarmente abstractos»· Es más, en nuestros días las matn­
mátioas st> ven obligadas a examinar simultáneamente muchas rela­
ciones, e incluso unir <9 parejas de relaciones distintas con relaciones 
nuevas (por de~irlo ast, do «segundo grado&) . 

El material expuosto hastn ahora permite ilus trar l11 nttción de 
relación entre relaciones C·on un ejemplo. 

Sea a , ~. . . . un determinado conjunto de relaciones que vinculan 
nú meros naturales. Es Lo significa que para cualquier paroja de números 
a. y by una rolRci6n arbitraria 'V de nuestro conjunto, sabemos si la pareja 
a, b ostá onluzadn o no por la relnción y. De estal'lO ese ribiremos ayb . 

Vamos a d~cü que la rl' lación :x es más fu.tru que ln 6, y escribir 
r.c => !}si cual<p.J.iPr pareja de números, ligada por la relacion j3 . resolla 
ligada tamhión {101' Ja ~. l'S decir, si rlc af\b sigue aa.b. 
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Así, por CJI;'m (llo. dt•:o<lgnautlu iu relat••(ln do la thvlstbihdatl par 
; 1 

por ruc1.hu de p, potlemos CSHÜ>Ú : :;, p. L uogo, es elo'iJI!DI.\l que;;;¡¡. :::::; 
:::> >· t\1 mismo l.i•' mpu, ~~loE r.c.njuntos d1• ut.iml:'ros nuturn iC':; ~isLen relacioul's también nnt.uralc!'>, con TeSJWl'lo a lt•s c.tta ll's no se pul!de a(ir· mar que uua es más rul'rl,(' o mús úé.bi l que <• lra . gu.toM•.•s, si para dos 
números fl. y /; no\.urak~. pt•l' ejC'mplo, supoul•IO<m ' l\H' tl >· ú y qul! la 
última cifra, <'ll la uo1.ació11 decuual (lu a. l':l tlli\~'f• r qu•· la fiHIJlltl de 
b, Pll\OOC('S 111 >· -=- .;;:., 111 ~ ;:;:! >· 

Clnm qut: pm·u IIJ)t•rut• llbrt~menle u011 tWl'luUI!S \1111 ..: \HIIIJICJU.S como 
lns réludunes cnlt'l? t'elvdoncs ('8 indi:;p•msuhl t• una prácllca eSlWCinl. 

Er1 &>¡¡untlo lugar, lu ll'S r¡¡zonumlentos e 1nclu....,, uún más a bs lnlc­
t.os so eoml<'nznn u l'llcou tr:n cudu vez. t:on más y mós h·l'cll~· n<:w en lus 
apli('nciont•s dt· Jn¡., nu1 tl'máticas a la l't:.onomí:.. I.Jioi •J~(n, JlugiHslit:n 
y al ~\Ttl' milí tnr P~sbrTaciadamt>nlc , Pxplicnciones naús rlct.ulludus 
sobre t•sto no:; ulH)Ilríall ,Jcmasiado d <• niu~::; trQ Lema ¡>rindpal. 

7. La pol'ibi lida cl do cmp lcar cl toHodo d e imlu.cción 
completa (Hamndo taml.li6n de inouccjón perfeL~ta. o mate­
mática.) está c.strcdHimNllc JigHna a ln orden¡¡c.ión del con­
junto d o ll.Úmcros slaLu.r<~les por medi(l de la reJaciún >· 
Habitua 1 mente este m ótodo se emplea de l!i s tguien L~ rnuucr:L 
Se." A (n) \llltl nf1rm élci6n conccrnionto a l nú mero natural 
arbitrario n. Esw ~ngu iDCI.l quo , dt• hec ho, op0-rnmof' <X>r• ia 
serie iufioitn UQ nfil'maciones 

A (0), 11 (1), ... , A (n), . .. 
sobt·e cada uHCI t.lo l us uúmcros nnlUl'a1os Sup•mgum(IS que 

a} ln afírmudón A \0) éS corl'ec lo (<,l><lsH tl<' In indu<·­
ciéml>)'); 

b) de la con·ccc16n de in afil'mnc.ión -· 1 (11) se desprl..'ndo 
la d e la nfirmuclóu 11 (n + 1) (<< f.rnllsici6u imlli ~ Li nv>). 

El prindpio de inducc ión mat emátic~ <lfirmn que an lns 
hipótosis a) y b), A (n) es correcla pnt·n cua \quíer uúml'ro 
nnt.urnt n. 

Er.t1• J>T.inciJIÍO no es una uJir.lllucJón Hlti t' JII ' tllll•·u l•· . . '!J h tl !]U•' puedt ser deduc1do de las l>I'O)Iiedntle:; 'l0- 7° oJt:l cu uJllnllo ti•• n 11merr>!> nnLu.­
t'a1l'S ortlenndos por la l'<'lari{¡n ;;:. 

Bn efec.to, l:l\l }lú Ug<lmos qt1e las c.ondic·imu'!' a) y N dd prúlcipio clf: induccióu. paru lu ul irmuc.lón A (n) se " " mp lcu . pe1·o 1,, •·ondusi6n (le esl·l' principio no ll~lw lugar. Lv úl t.im<> l!igniticn q lte dc11fln ~xísLil' 
!Jllc:; núml'tos 1r1 pam los rnult•slu atirmacwlt A (mi nu es jus tu . ~en m, uno de ellos. Si. P•cra todos los n <. ml 111 a ftl' trlioCllltl A (11\ 1·~ jusl.;t. en­
lon~<'s, m1 es ol mpn,,r I)Cl los números rur;o \,os r1ml~s 11 (u\ 110 \íen~ 

l) Fl·~cut>nl<•mcllll•, l'·Ctl'll(l LtUil' u<> uno it~t1ucc16n: se 
loma la arirmndtín A (1 ). F.vic.lcnlélllent.c . •·s t~'l tlil'crc•nri•t no ~s. ~sen.­ci<>l. Lo imporlanlc ~:s que rlidta buse cun~·H·rnc uJ ¡\rim~:rt• de: los. oú­mel'O:; examinntlo, por .nosotrCis. 

2-01319 



·18 

lugar. Pero Sl no lo es, entonces deberá cxist..ir un m3 < m1 tal, qllto 
A (m11) sea inctcrln. 

:Eu condusión, uosotros llegamos a la :;ucesió,l de números dlfe­
rent.cs 

lnt ~ m~ ~ • • • ~ mr ~ • •• , (1.2) 

para cada uno dé los c.uales A (m) no ticm1 Jugar. Por la 4° condición 
de orthmmniento <'•unpleto t'l úllimo término de la sucusión (1.2) ik~ 
bcrú ser m,. Evideut.cmente, rnr es el menor de to.dos los nútrwros para 
los cualc8 A (ri) no es cierta. 

Por c.uanto A (O) us cier~u por con(licióu, rrtr *O, y existe el nú­
mero m•, lrunedJRlo anterior u ~ (en realidad es el mr- 1.) . Como 
m: < m.~, la afirmitCJÓn A (m:> dcb'erá Sér cicrtu. Pero entonces, por la 
condición h) del principto de iuuucei6n matern6.ticn también lo dcbcn·ú 
ser la afirmación .A (m~ + 1). es decl.r A (mr)• llegando n una cont:ra­
dicción. Ella indJc.n que uo b.ily números m. paru. los coulC!s A (n~) uo 
tuviC!rll lugar (es · rtecir, no fue.rn c.ierW) 

Hacemos la siguiente obsel'vaei6u. Los razonamientos que aca­
bamos de eiectunr no so d~:bcn c.onsiderar tú demostración, .n.i funda­
mentQ uel principio de inducción. Ellos solamexlte indican que Uflli 
afirmación xnatcmát.Jca (del mólodo de inducción) p\lede ser deducida 
tle otras (de- las }>rupwdades de La rela~ión ;;.:). Estas mismas propieda­
des han sido empleadas por nosot.ros como axio.mas, por lo cual D(l fue· 
ron demostrado.s 1¡ino &olamcntr. l'orificudas. Cualquier intento _para de­
mostrarlas en forma maten1ática tropezaría inevit4hlcmente Cúll Ja 
necesidad de introducir con(Uciones nuevas en calidad de axíomas. 

En part.icular, las demostraciones de la propiedad de ordenación 
completa deberán emplear los mismos razonam'ientos inductivos (el 
lector-puede cerciorarse de ello por si mismo). 

Al método de inducción matemática en sus diferentes 
variantes le fueron dedicados los folletos de L S. Sominski 
<~Método do inducción matemática» (Editorial <<Naúka)), 
1974) y de L. l. Goloviná e T. M. Yaglom «<nducción en ]a 
geometría>> (Editorial «Naúka», 1956) que contienen gran 
cantidad do ojemplos ele su aplicación. A lo largo de nuestro 
libro también vamos a emplear este método frec.uentomente. 

Problema 10. Supongamos que pares de objetos de cualquier na tu· 
qtleza (números, puntos, jundones, teoremas, etc.) se hallan vincus 
Juclos pór una determinada relación s-. con propiedades amUogas a la 
1 <>-7°. Demostrar que- en este caso estos objetos (elementos) pueden ser • 
numerados (es decir . escritos en un cierto orden); AH A 2 , A 3 , • •• 

de modo qur. A ¡ ~ A J• única y exclusivamente c.uando i ~ ¡. 
De hec.ho, lo dicho significa que la relación, pos<'cdora de IM , 

propiedades 1°- 7°, ordena al conjunto en \lna cadena lineal d<!- ele­
mentos: 

A 1 -3 A 11 -B A a ~ .. . 
8. No obstante, volvamos a la relación de divisibilidad. Para el 

caso de números positivos los teoremas 1, 2 y 3 y Jos t)roblemas 3, 4 . 
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y 5 muestran que en las afirmaciones 1.0 -6° podernos s u.o;t i tult· la ru·kt­ción ;;;¡, por la :. En lo que u llr afirmac.ión 7" concicrn!~, rd('rJd:t n l11 oplicacíón de la thv•síhilidnd, ellu nfirma: ~ !.!(• rlos Tti'uru~ros 1111•) pur l1• menos es divisible por el otro~>. 
Pero L•sto uo es c-ierto, Así. la rebciJ o de divisthihdacl l-INW lus mismas propil'dadcs que la de orden, a oxr('peión 1lc 11m•. Dt>hi,lo n esto 

la relación dt: divisihilirlad no ordena loo nuulcros naturales en forma de cadena Hnea t· sinn 1le un modo m(i:s <:t11npiej11 (véas<.' !11 Hguru). Soñalamos que los números vüt'Ílli •S p1•r SU!! valores yuedon resulto.r hnstante ~alejados~ uno de otro en el sen~ido de !11 1livisibilidad . Los números 4 y 5 6 :1 R lf• llctnucsln•.ll •~ h•nuneulr. 
Probemos pusm· de lit divi~ihi!idarl de nonncn•);S culeros positivos ll la de naturales, es dedJ', ind11yumos ecw NI L'l exnmen. Entonces d 

esquema de la figutú S<' enriquec-e c.on una ( asillu uhicada mús nrribu de las demás. ya que n •ro es divisilole :por cunlqHicr número y ninguno distinto de cero e!' rliv isiblo por él. 
Dejamos que el lector por su c>UE>nt.u VUI'Ivn n furmulnr y v<>rifí~,nr las ¡\firtnaciones 1° - 7" pnra os\1) <~aso . 

9. DEFINlt:JON. Clli>IQtli<.'rrcl&ciún E-. l!llhordi ttailn n lasr.oJttlicioues · 
1° de propit•rl11d refl~>xiva (a f.- a)~ 
2° de propicdHd asimótricn (ele a ~ b y ¡, &··· '' se' tlesprcmrlt• r¡tw 

a= b¿; 
3 de propied:1d transitiva (de a &- /1 y l• ~ ( ¡;;u Jc.>~ptentle quL' 

a E- e), sc~ llama relación de ordenar.ión parcial. L•.tR n:laciones de orde­nación pnrcial jue~an \1 n gran -papel n IH <lon<lc la or.Jr•nnc.ión linenl *1\Ul.u rul» no ti('ul' lugar, fJor t•jemJ)lO, d•lnlle t:nda ohjeln (se desc.ribe o aprecin por vMin<> índ icC'S di ferentes, C\ta!Jt.,¡ liv:uncnt¡· t nc.ompar~tbles entre aL 
Como <-j(•mpln se JHII.'(Ie dtur la aprc~:. ia<.'iún 1le I<•S I'('SUltados dl? las competidom~s deportivos pnrn varios tipos 1hft'ri'TtU~.~ de deportes. 

Si uno de los equipos ocupú puestos más aHos q 11e otro on Lodos los tipo!; de pr<>gmmll dP 1:-ompr.~kh)nes, ent.once!', ,,~ natural con~ider..r que el priml:'r <'QIIipo logró mayorc>s éx:ito:<~ . l~l'ro 'li 1' :'\ l.li~ pncst.os ftwrlll\ 
2* 
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~cupndos en l.l·dos los Lipos de programa, a exceJJción, digamos, d~ll 
]uego de ct·oqu<'l (el cual, por nlgun motivo, esta v~z iue incluido eu lu::¡ 
(OinJ!l'lldonesl, thq¡Je el ~gundo equipo resultó mejor, enloUC·CI:I, In 
<:Hl•sLión sobre la dist.ribudón dcHnitiva <](' los pUl'stos mltro smesl.ros 
equipo¡; ya no t:s tan clura . Los entusiusto.s del croquet pueden oxigrr, 
inc.lusn, u.u pue;slo más ulLo P<lra su equipo. Do t<H.Ios modos, cualquior 
distribu~ióu tot.alüante de }Hiestos estará ligada a determinados ro­
cut!nlo:l conven(.io;la.ll!.s de ](Js puntos (por ejemplo, al :registl'O de ellos). 

tU. Los comlidones 1°-:J", cuyo c.umplimicnto hace que ln rela­
ción r .S('l\ rlt urdcnaulicnto purcial , ~Ull bastante liberales. Por C!sú 

cor1 pt•ocedwlieutos muy variadús, pueden ser ordenados pa.rcialm.enLc 
los objeto:> más distintos, en virL11d do lo cu:~ l se puede decir bt~sútnle 
poco sobr<.' la r~lación de ordenación. parc.ial arbit.rarin, fuera de que 
elln e,; de on.lcuamiento par·l,ial. En particular, a los objetos para los 
cwlle:; SI! determinó la I'tdadón de ordenación parciai es ímpot~ible, 
hablundt• es forma general, uplit:;ar t!l método de inducción rnntemá­
tica . 

C()mpl<.•lmnos, si u emhal'g<J, las c1mdiciones 1° -3c- <~on los Biguien-

'•" <•rclcnación com¡1lt>l•t; 
5° lllmilad(tn; · 
(1° cada objeto que no seu l'l m1uimo posf.~r. un inmediaLv auterivr: 
8" c.:Hia objetft no tüme más quo un número finit.o de auterlor<!s; 
9° Cllalcsqui<mt qlte Foeun a y b &- a (b .¡:. a}, existe un e, inmediato 

anterior de b, tal que e &- a. 
Hesulta que a base tle la ordenación parcial del conjunlu de núme­

ros naturales con la relación que satisface llu! condlc-ioues 1°-6°, 8" 
y 9° se puodo r-onsU'Uir del~rminada variante del método de inducción, 
consistente en lo que sigue . 

Sea oucvam~nte A (n) un u afit·mnr. .í6n concerniente ul número arbi­
trario n. Supongamos que 

a) lo. operación A (a) es cierta allí llonlle, en el sentido de la orde­
nación s-. a es el número mínimo; 

b) st n es un número y la jus teza de cada una de las afirmuciones 
del tipo A (m) hn sido establecida para todos }(¡s m, tales que n s- rn 
y n r:F m., entonces, A (n) también es cierta . 

La nut:.va forma del principio de inducr.ión afirma que eumpliéJL­
dose las condiciones a) y b), A (n) es cierta para cualquier n. 

Problema 11 Deduc.ir rle In «forma viejal> del principio di' induc­
c-ión una «nueva». 

Como la relnctón de divisibilidad sa tisfac.e las condiciones 1°-6°, 
8° y 9° (formúlen...-.e y verifíquense para dicha relación las 8° y 9°), 
est.c pl'iuoipio tle inducción es aplicable a la relación de divisibi lida('L 

u:! nuevo princijlio do in¡lucci6n aplic-ado a la divisihilírlad })Ued<' 
ser formr•laclo dt> tal manl'ra: si una aflnnación A (n) es c.orrcctn para 
n = t y de sn jnsteza para todos los divisores ele n , distintos do 61, 
se c-onc.luye que tambi6n -para n. r.s cierta, entonC()S, lllln t.irnP lngnr 
parn t: lr:\lfJHicr número , 

11. Ln d ivír.;ióu do 11Úmoros en teros, r.omo lte.mos vi::~ to, 
no ~iemp t•(l S(l pnodo haeer. Pot· eso, paralelamente a la 
misma, os útil examinar también otra operadón más gono-
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ral , siempre factibl ~ y que , si l a división r('Rnlta vi<llll e, •le 
hec.ho coindclo con ella. Diclu\ operación os ln dwf.sión con 
residuo. 

DEP1NICt OI'l . D ividlrconresiduo el número a pnr <•1 ú (b :.> > 0) signifit'.n prt'sent:u ol primero en Jn forma 
a= bq ·+ r , 

dondeO ~ r-<b . 
En este c.aso , el número q se don ominn cocierttc i ncom­

pleto y el 11úmero r, residuo de la di~isíón de a. flOr b. E!"tá 
claro que r =O única y exclusivamente cuanllo a : b. En 
tal circlmStancia q es igual al cociente (] 9 ilívidir a por b. 

Mostremos que la división c.on res iduo 11i cmpr(l es fac.­
tible y que éste y el cociente inc.ompl (\Lo quedan en tera­
monte determinado~ por el di vidon clo y el divisor, es decir, 
l!On ú n icos . 

Sea a 1 prindpir1 a. :·;~, O. E sc.ri Lmmu~ los 111Í1Ue ros uno 
detrás de- ol'ro 

a, a - b, a - 2il. . .. (1 3) 
has ta que aparezca un número negnli \7o (Larde o tompr.<trlO 
cvidenLemcnto tennrá que aparec.er1) ) • .Acepl.erno~< que ol 
último de los términ o!' uo n egati vos de l1r sueesió11 (1.:1), 
as cl ocir, e l rn;1~ pcqueíio de todos, os el número a- bq. 
Des ignándo lo r tendremos 

a = bq + r . ('1.4) 
Iodudablemonle r < b (do otro modo r - b, l~ clt'l'u' n­
- (q + 1} b, sería n o nega tivo, <'-osa iiDlJO!:IIhle siendo r eL 
menor de los númeroR no negativos de In sm·.e.•;üón (1..3}). 
De tal modo, (1.!1) aparece prec. i ~:~Hml'lnte como ta re prP.::senta­
ción buscada del número a. 

Sea ahorna< O. Rozonando igual quo ant.os, o:;<'rihamos 
ln s ueeesión de lo~ rnímoros 

a, a + b, a + 2l, , 
~hasla que ti parezca e l primer número no n().g:ttL vo ,. (o:j fá r.d 
comprobar que r < b). Dejemos 

r := n + úq'. 

'J flulJI,,ndo ('on más exm tit lltl, l'Sl•t S(t ¡lt ·spro•th iP 
de ha Qr tlclUl.Ción romp le l.a ch; l c.(m.jun\.0 •k lltllnero;; n•t ~urnlcs por la 
relación ~. 
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Enlonws, d~signnn<lo -q' pol' g, obtenemos 

a = bq + r 

~·esto e~ lo que j ustamente se pedía. 
La posibiJid:~d de divif; ión residual fue -probada en todos 

los ~HSO~. 
DMnol) lrt.\lllOl:i uhora I'JilC est.n división es nnívocn. e~ 

cft'l\ir. s i 
a .,., bq + r (1 .5) 

y ndollláS 
(1.6) 

l11ll011 Ct'!' (J -: IJJ y f' = r1. 
'f;ll dl••uo~< l n,ción de In t.uudtlod no se puúde sim plo· 

uwutc clu<lil' rlidondn qne, siendo unívoca la operación de 
sust.rnc.d(ín, la suC.t!Sióu (1.3) puede ser construida por un 
solo pror..edimil'fll.o~ su último término no negntívo también 
es completam ente determinado; soa, puos, óste nue.stro 
r ... , et(' .. Tal rn1.onamionto aún no nos libra do l a po::-íhi­
lidnd d e obt.cnor ott'OS valores de q y r por c.unlqniera otra 
vin nbsolulament.u distinta . 

Compurnndtl Jas rclacimlos (1.5) y ('(.6). no!io tros \'cruos 
quo 

úg + r = bq 1 + ~"1, 
do uoJHio 

r- r 1 = l; (fJJ. - q), 

t1S dec ir, r -- ''.t es divisible por b. Pero 1 r - ~'.t 1 < b 
y por ol tcor·o•YIH {t esLo puede ser solame.utc. cuan<lo r - r1 -

= O. o ¡:¡en, I'Í r =- r 1. l)oro entonces, 

ú (ql - q) =o 
y, conF;itloraudo t]uo ol n\•mcro b difiere ilo c.ero, q1 - r¡ = O~ 

es dedr, q1 - r¡. Quéda pro bada la unicidad de Ja divis ión 

ros id ll st ) 
De tnl mod!J, hemos demosl.rtHl!) e l s iguicnLe teonmut. 
TcOn P.,\1., ? (sobre In división residual}. Para. lo.'i n úmeros 

arVltra.rio.~ a y /• (f., ::> O) existen lJ son únicos tales 11 1íntaros 

r y q, qne a bq ¡ r , sümd.o O ~ r < b. 
li: ll' l'Jil!Js no l ll t' q tw en parlic.ular, para I.J ~ 1, tendremos 

r - ll 1 de tlo11d 0 a = q. Esto rospondo a !a a firmación dol 
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problemn 2. Juntu con ello queda duro que si l; > 1 , onlon­
MS, a> q. 

Problema 12. Formulnr y llc.mostmr <'1 l~orc:-m11 de la divis if,n res i­
•lunJ -pnrn la divi&hllio:Hl p nr . 

t2. nEFI:\'TCI<í"<. Un número p. cli$tin 1.o rl~ la unid~u1. se 
llama primo o simple !'i el' divisibl e ~olamenle por sí mismo 
y por tmo. 

PrimoR son , 130r ~jeroplo , los números 2, 3 , !1, 7 , 11, 
1:3, etc. 

Un número djstinto de la unidad v que no es s imple se 
tleuom inn compue.<:to 

TBOnEMA ll Los números primos son in/ initll.me.nle nume-
roso.c;. ~ 

Cunlquicr número que divida simultáneamente n los 
11ínneros 11 y b se. Unma divi.'wr comtf.n élC! est.of'. oúmeroR. El 
may or dt' los divisores com une.s de los liÚme.ros a 'Y b so 
rlenominn máximo común. divlsor de t•llof' y l1ahitualmen~e 
se ind irn por moil iil de (a, b) . 

Si el máximo común di.viSQr de a y bes igual a ln unidarl , 
C'Jüonc.e.'l se .dic.e que e~tos números son primos entre sL 

Con o Lras pnlnbrns. a y b son primos en t.rc. sí si ellos 
a un tiempo r•o ~on divisible~ por ningún número , exduyenclo 
la un1dad. 

'l'EOREMA !l Si a y p son m1rneros naturales, siendo p primo, 
entonces, o Men a ; p o bien a.mbo!{ son primos entre sí. 

Cualquier número divisihle si.mnltánen.nwnte por a y b 
se llama múltiplo cOmlín de ellos. Al menor mú1Lip1o comúu 
po::;itivo de a y b se le denomina mfnimo común m1í.ltiplo 
de estos número~. 

TEOREMA to S i M es múltiplo comtin y m mín.irru.> común 
múltiplo de a y b, entonces, M ¡ m . 

TEOJtEMA tt. El mfnimo común múltiplo de dos número,~ 
primos entre si es igual a su producto. 

• Corolario . Para que a sea djv íRíblc por los números 
b y e priinos entre ~i , e~" nectlsnrio y s ufie;icn t.e q110 lo~sea 
p or el prolltt<'l:o de ~1los. 

'l'F.oTmMA 12 S i ab : e, sien(lo los nrimeros b y e prunos 
entre sí.. a. · c. ~ 

'l:EOm~:~u 1 ;; S i el producto de varios factores es clillisible 
por el número primo p, entonces, al meno.'l uno de los factores 
también es divisible por él. 
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Cornl~tno . Si p C$ primo y o< k< r. ontonce.~ ol númoro 

e,,, 1-~ .•• (p - J)p 
· r· -= 1 ::: . . . (ft- f ) k-1 ·:¿ . • . (p-k-1)(p-A') 

tl!-:1 di v·isi i,J e por p 
·rl~0IlEM,\ 1·\ (II!ON~mu f~rndameutal de Jn aritmética). 

Cualqnter mí.mero entero pnsttlvo. e:tcr.pto la unidad, puede 
ser representado en forma de producto de factores primos, siendo 
el tínicf) modo (los pm<lu('tos 4ue sólo .!-1~ difcrenrinn pur el 
ol'dou de lo~ f;\c.tore-; uo ~e cous itleran dis li nt.os) . 

llt teo l'oma rundnnH'rttltl de la aritmética scñnla la posi­
bilidtHI, en pri11ripio, rlc rlP~com¡wnol' cu;tlctuier· número en 
fnet.Qres primo$ Sin ornhul'go, lu re<~ liza<>ión Jll'Úclic.a de 
tal descompor·t~C.iún prE\gontn 1.1\n scr' tS\~ dificult11dos que las 
mnl~máticnf'i rontomporlíH Ni~ todnvín, a vecos, no pueden 
su purar. mn la acltul fi<lacl los r)úmeros grnndes se doscompo­
IH.' I'l <'n fn<:torcs o ~~~ estabil:lc.e rruo son primos po.r med io el o 
cornpllli\Ut)ra!-< olectrónicn~ . Así, hac-e solamente muy p oco. 
í'l<' desr.ubl'iú IJliC el nt'1mero 21fl937 - 1 es primo. 

Soa q110 dcrto número a lo t.onernos desc-ompu~sto e11 un 
produclo do fa~ tore"' primos. AgruparHl o los factores igunles 
oiJten~mos una fórrn rlla dt\1 tipo 

a ;.- pf(-tp';~ .•. p~'· (1. 7) 

donde p 11 p 2 , • • , p., son dis tintos númt'fOS primos y 
cx1 • a 2, ••• , ar V11rios números culeros posit ivos. El pro­
ducto ubícndo E'll ol segundo miembro de la f6rmnln (1 .7) 
se lhlma d<tscompo;~icf.6n. can6ntca del número a . 

·rrwu~MA t li Para. que los números a y b sean prtmO.\' 
~?ntrc .<rí es n.cce.<:a,-to JJ su.fictcnte que ninguno de lo.<; lactore,<; 
primos que ü?.tegran la. descompositi6n. can.ón,tca del número a 
integre la del número b. 

T rt.onr:;M \ rG Sea (1.7)! la descomposición canónica del 
¡uímero a. Entouce.s , para ta divisibilidad b : a es necesario 
!/ !ilt/ICÜ'rtle qU(' 

b: [.')Cl.l l>:pa~ b: prxr 
• l 9 • ' ' • • • t • T • 

Do lo<> tooremAs 15 y 16 1'\0 despl'ende que lo divisihi!iclnd 
pol.' el pr<Hlu(\l.o ele Vltr·in~ n(llllOl'()~ primos entre A1 es eqni­
vnl~nl.<.' t1 la di \l'ÍSoilllil id nll simult:ínoa por cuela un o do ellos 

Problema 13. Estimo-r. desdo nrriha el .a1ínimo divisor 
pritno del númoro compuesto a. 
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TEOHgMA 17 Sea 

la descomposición canónica del número a. Entonce.s para la 
clivfsibilidad a. ; l> es nt?Cesurio y suficiente qu.c ln. d(!sccrnposi­
ción cant5n.iw ele b ten¡{CI- la. jomw 

1· = pl\1 n ll2 p llr u 1 r2 • · • r , 

donde O ~:; ~. :t.:; <t-1 • O :.;;-~ ~~~ ct2 •••• U ~~ ~r ~:, CX.r · 

Para l os fitws de e~fo libro rmmltn m11y hu¡>ortani,Q Jo 
siguiente.. 

TEOREMA rs Sean m !/ t números naturales. Rulcmces m 
puede ser presentado como un 11roducto m = m1m2 , clondt 
(m1 , t) = 1 y se halle tal k pam el cual t1' .: m 2• 

Esto hecho posee anaJt1gías algelmdcas de largo aJcanco, 
que.• aquí no l:oc.aremos. 

Problema 74 Jorlirar ol ptO<'><',{limion1.o Q\lf\ no~ permite 
<',(ln~truir. por lfls dcscompo~i<'ionc· ca.nóuk ns de dos núme­
roR, la dt•!'Womposic.ión cnnóni<:o del mínimo c.om(m múlLip}(¡ 
de ellos y su máxi111o rom\m diviso•· . 

Problema 15 ])('signemos por T. (a) ht ('Hnt.idnd dr. los 
di~;l:inLos tli visores u el uúmero n (iucluidos 'In mdrl11d y ol 

propio a) . Mos trar Qll(\ píHII a. cuya do. .. 'iCOHlJIO!'II (',i (m vn uóuí c11 

C~> l''f' P'J:~ · · · fl'f', 
T. (a) = (r:xl 1 1) (a2 + 1) .. , (ar 1 1). 

Prnblcm.a 1G. ElH:.oJltntr tl s~t bieuclo quo tt , :J, l¿ ¡ :1 
y 't (a) = 1 Q. 

Problema 17. La rlt:s~.tHllposiciún <'llnúnkll de>l 11Úrnoro a 
LionC> la forma p:;-1p~~ .v 't (a~) = 8'1. ¿.\ qul; e1< ig11al • (a3)? 

Problema 18. 1;.A qué es igua 1 a, si a .. · 2't (aV 
Problema 19. Dt•·•HMI I'III' <JuC 1..'~ p(• :-<i hlo llnl lar 1111 IIÍIH•I'J'(l 

uatural k tal, que para <:ualc¡uiLW K : ... () y I'Uíllrptif).r' 111Írrwro 

a poseedor de k factores primos 

"'(a2)> K 
T: ja) • 

Problema 2(), ,! 81)11 euJ-rec.Ln::s lof' Ll.lon•nJHR a 11 :ífogo~ a los 
11 - 14 pura lu uivisi uiliuud par? 
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§ 2. DIVISIBILIDAD DE SUMAS Y PRODUCTOS 

1. Muchas voces en lllla división residual nos interesa 
hallar prec.isamente el residno de la división del número a 
por el b, mientras que la magnitud dol cociente incompleto 
de el ll'l. no juega ningún papeL 

Supongamos~ por ejemplo, que queremos ~aber qué día 
de la semana será e]iro de enero del año 2000 (naturahnenl.e, 
de ronservarse hasta esa época ol calendario que se emplea 
hoy). Es ffir..i1 enterar¡::e, pot· el almanaque, quo el 1ro de 
enero de 1980 ((c,ne>> en mo~:tes. Los veinLe ~ños que nos 
separan do esLn (ocha están formados por 20-365 + 4 (el 
último 8umunuo es lll c.::mtid ~d do afios büüestos en el curso 
de oste lapso), o sen, 7305 dias, los que componen 1043 se-
71'\anas completas ~' 4. días. Al c.abo de 1043 semanas será 
nuevamente m:~rL~<~ y 1 con los cuatro días más, el 1_1'0 de 
enero del año 2000 va :t ser sábado. Evidentemente. para 
resolver el problennt recién planteado no tiene ninguna 
jmportanda sahe,r precifiamente c.uántas semanas completas 
transcurrieron en 20 años y sóto nos i nteresa la cantidad de 
día¡:¡ restantes después do estas semanas. 

Con problemas de tnl género se encuentran a veces los 
histotiadores. sohre todo los orientallstas, al confrontar 
las fechas indicadas en distintos calendarios. 

Pareciera qu~ para hallar el residuo de la diyjsión de 
nn número por otro lo más simple es efectuar directamente 
la división con residuo. Sin embargo, ella no es tan fácil 
e.n la práctica, sobre todo si el dividendo que investigamos 
no está escrito en el , sistema decimal de cálc11lo a que ~sta­
mos ncostuntbrados, sino en forma de expresión compleja 
del tipo, digamos, 21000 + 310-00• Al mismo tiempo, la mayor 
parte del trahajo será inver.tldo-en hallar el c.ocientc in­
c.ompJeto que, por sí mismo, no nos es necesario. Por lo 
tanto se hace indispen8ahle encontrar un procedimiento que 
nos permita bal1ar ol residuo directamente sin calcular 
d idto <:ocien te 

Prosont.emo,s u11o do t:ntes procodimicntos a base del 
problema quo acabamos de resolv~r !)ara el jro de enero del 
nño 2000. Vodomosrazonat así. Cada año simple (no bisiesto) 
se compone de 365 días que forman 52 semallas completas 



27 

y un día. El año bisiesto c.omprondo Ja misma c.antidad de 
semanas y dos día~. Quiere decir quo todo el lap!'o desde el 
tro de enero de 1980 al 1_ro de enero del aiio 2000 e~t nrá C'.Qffi­

puosto por \JO número (no importa cuál) de f'0mnnas comple­
tat~ más l~J. canLü]ad de días igual a In do aií.os lrnnscmridos 
durante este tiempo , ademós, cndn hi~wsto -se cuenta por 
dos. Tal <~<mLidnd du clíl\s es igual a 20 + !i = 25. gxclu­
yendo de el la 3 soman~s completn!" rcsnltan !~días. a contar 
desde n uesLro marLes Ocnn·e que tnl S ll~titución <<n iio por 
día>> e..<> In manifestac ión ile un ro!'\ur"o nw y ron1Ú11 cuvo 
estudio comenzn.remos do inmodiato. 

2. Otro ejemplo, en que ol ohjNo dC' lA divi!'lión rElsiuua1 
es olllcncr precisamente uu residuo, y d cociente jncompleto 
sólo se consiflcra como material flc partida p:rra la~ ~iguien­
tes opetac.ione~, no:s :-ucninisLra la lisLn de números en uno 
u ntro sistema m¡,mfrtco de /;ase o pmnct:onal. nccoJ:domos que 
el número A so dt•n ominn uúnwt·o tusc.riplo en el sisLemn 
numérico posirionnl con hase t o, mojor dir.ho. en el tu..rio 

sistema numérico (dondl' t o« un niÍutc•·o cnt.t~ro positivo, 
mnyor que Ln unidnd). si vn prt>scnLndo en Jn forma 

.-1-- a,t•• 1- r~ u 1t 'H-j . .. l· a,1t )- a.0, 

dontlo 
11 #~ (Li <' ( p ll l'lt t ·· - f), 1, . n. (::! 1¡ 

Los números o0 , a1 , .. a 11 ~e dNWilllll<ln c.H1·as l"'"·ü 

dol número A 1). 

Cunndo t = tO out(lJICffiOS un l<i~tQmn numérico decimal . 
El'rrihir eu ('::oto si~tcmn <~ualquio.r c.Hra pa1·11 nosotros E\S 

t an lJSun l. qm· lanhlnndo <.le nu núlller() , ht~bilUitln'lcntc lo 
ifllaginamos só lo do c•stn fo l'ma. En rccdid,,<l. ~ iu <'mbrargo. ~i 

las considlwaciones conientes dejnn de c1csempefior aLgún 
papel, como ~;nc.edo. por ejemplo 1 a 1 n;~gisLt:Jr lol' liÚmero::; 

cm las rompuladorns oJoc. t.r·únicas. htrnbiCi.n puudcn result,nr 
más c.onve-nicntes olro::t shlemas do <'Ómpulo (ol I.Jin<~rio 

octóneo 11 octonario, Me.). 
Dado que en este HbrQ no hcmo <> do eJCnminnr ~istomn~ 

nnmódc.os quo n0 sean ele LaRc (pM Bjomplo , In nolndón do 

1) Un~~ t•xposic.ión c.k•rnl·CJLill. 1 .,., " :d m1smu t.it•lllJll• 
fJrofuoda , dP lt1s cuestíl)nt!s ligudas a los sistemtt~ ole ~úJc.u lo. ¡¡e c:J a en 
(') CoUel.u dt> S V Fomlo •Sisl~mns de ciilculu• (Ed «.Nt•ú)m•, 11..108). 
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cifras en .números <<romanos~). la indfcadón de que lo s011 

~erá omj lid a. 
Está clnro que d o (2 .n res ulta 

A=(a.,. t"- 1+a,_,tn-z+ .. . + a,}t+a0 • 

{l;s rkrir. la ú1timn ci fra t7wri..J dol r•Úmoro A es el reslo 
de ili vid ir coH rc!'; iduo A por t . A quí , ol c.ociente inc()mpleto 
do tttl d iv isi6n so hnllu ontre parén tesis. Dividiéndolo ro~i­

dualmentc por t obtenemos 

(a.ntn·-2 ¡~ an-Jt11-3+ ... + a2 ) t + aJ. 

Ln penúltima cHrn ¿unria del número A resolLa el rt'Si ­
d uo. Prosiguiendo es le proceso de reiterada división ro:"~idual 

J'or t, ~4>usegll iremos SliC(\SÍ vamc.n te todas l as pwrl•\• cifras 
tlcl númel'o A , rnnt nml o de derer.hu n izquierda (e¡; d <.1c.ir, 
de i nferio1·os u supGrim·es) , Evidenteruonte (mojo.r clicho, 
c.c111 urreglo al ordcn umiento c.omplcto dl'l conjunto do 
uúmm·os natnrale!" según la magnitud ), esto proce¡;o dC' <1i vi­
~i6n rosidual sucosivn, tarde o temprano ha de i.oter.rumpirl:'e. 
Como resuJtado Jograreroos Lodas l as t~>.m'iur c i fras de 
n ú mero A, o sea . su no Ladón en el s ist emn nurnádco tnarto • 

AsL eu particular. es <"Omo se efectÚJ\ el pt~So d o un nú­
mow de un sil>t.omn numóJ:ic.o u otro . Por (l.jeruplo, 

10 000 = 6·1666 + 4 
1666 = ().277 + q 

277 = 6·46 + 1 

46=6·7 +4 
7=6·1+ 1 
1=6·0+ 1 

J:lot· üSo , tO 000, en el süstemn uuméric.o ,~ompu('F-In J •Ul' 

ü guu rismos, se escribe c.omo j 14144. 
s DEFINICióN. Llamarornos equirresiduales a los Jlúrneros 

a y b si, divididos por m, sus residuos o restos resultan 
igllll lt>~ . 

l ~i jemo~ nlguoH~ propH!dadcs ric tales níím cl'•'l~ . 
'I'EOHIGMA 111 Prwa que los números a y b, a.t ser dwulid.os 

¡10r m., .r;eaJt equiJTe:>idual<?S, es necesario y suflctenle que 
(a - ú): m. 



29 

Corolario. Si los númoros a y h -;on equim>,Hifl u<1les ol 
divilUtlos. por m,. y m : d, t:uniH<}n Jo ¡:¡crá 11 al divülirlofi 
por d. 

'l'EOIWi'I'JA 20. S i al dwulir por 1n, los mirneros a.h a2, •. • 

. . . , a,1 son equirre.siduates, respecttr;amente, con los números 
bJ., b~, ... , bn, entonces, lambfe.n lo .w?rlin los m.ímer<'S 
a1. + a2 + .. . + a11 y b1 + b2 + . . . -1 b,,1 qsí como lo.~ 
~U.z . , . a,, y blb2 . . . bt•· 

Corolario. Si ul di vidit• _por m los números 1¿ y b sor1 
cq uirresiduales. onlon<.~es Ln rnhiúu lo sotñH a,n y b" J>lli'H 
cualquier número no.Lut•nl fl. 

El teorema 20 y su coroLario no~ brin(Laa ya posibilidnde,~ 
muy r-ic.ás para lHdllu~ los rosidnof-t rlt! lu ci1Vii$1Ón. Exp(>uga­
mos al.gunos ejemplos. 

FJJTI;MPLO r Rallar el residno de la di vi<ción pot :l dd 
número 

Evidentemente, al d1vid.ir por 3, 13 .rosultn equir.rosidual 
con 1, 2 con. - 1 y 5 también con -1 . Quiere decir que, n base 
de lo demostndo, al ser dividido por 3, A es equirresiduol 
con o] número 

116 - ( -1 )2li ( -1 )15 = 1 - 1 = o! 
o soa, el residuo buscado es iguul a cero y A e::; divi~ihl~ 
por 3. 

~JEMPI.O 2 1I allar el re::; id UO d C la el i visión del mismo 
número A por 37. 

Para e~to presentamos A en la siguiente forma: 

A = (132)8 - (2~>)ó · (53)". 

Dado que al ser otvidido por 37. 1:12 = 169 es equirresitlnnt 
COJl - 16, 211 = 32 COD - 5 y !):l = 125 C(Jil + 14, t•nt,on~~.~ el 
núm('fO A ínt.egrn lo es c.<>rJ 

(-Hi)8- (-51!)· H-f4¡n 

o, lo tfll<' os I<J mí~mr, , con 
(1fi2) " + 70~ . 

Peto 1()2, e~> decir 250. es equirrcsitlu<l l Cüll - .. .:~ 'r 71) (' OH -1• 
Ec:: t o c¡¡ignlficn qnc ; J e.s equ il'rcsid un 1 t: (JJI 

(-~3)-1 + (- i)• 
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o, lo quo es lo mismo, con 

81 - (2~'>)2 , 

y, por lo tanto, con 

81 - (-~)8 = 81 - 25 = 5ü. 

Por fin , 56, a l ser dividido por 37, resulln oquirresidual 
con 19, el cuaJ . al lio ser negativo y .resultar m enor de 37, 
~e considera como el residuo buscado . 

p .. oblema 2.l. Hallar el residuo de la división de: 
a) A = (116 + 17' 7 r.u por 8; 
b) A = 14::.&a por 1.7. 
Problema 22. Demostrar qve p ara conlq_uicr n : 
a) (n3 + H n) : 6; 
b) (4" + 15n - 1) ¡ 9; 
e) (103n - 1) ; 3 "+2 ; 

d) para cualquier a 

[a1 n.+1 -j- (a - 1)"+2J:(a2 - a -j 1); 

o) para cualquier le , 

(n11 - 1) l (n - i) ¡ 

f) para cualquier k impar, 

(nh + 1): (n + 1). 

4. Los n.-tmcros a ·y b I[UC en la d1visión por m soncquirrcsiduales, 
tomhién so llnman congruentes reRpeclo al rnorlrll•> m. Esto se indica así· 

a= b (m6d. m), 

y In propia fórmula se llamu rongruencla. 
La congrUOltcio de dos números respecto a cierto módulo Iijo m 

o1 lo que l'S lo mismo, su propi~dad de residuos cqulvalc>ntcs en Ja divi­
stón por m, también es unn relación que onlau números enteros l'nlre 1!1. 

Señalemos varias pyopie1lades de ln relación d(' Cl•ngrul'nr.in rcs-
pec.to a \In rn6dulo. 

t" Prolllcdrul rl'ftcxivn: a a.- u (móu . m). 
En ef~clo , a - a= O: m. 

m) 
2° rropiedn¡J sitnétric•a: si a ~ l((mlÍ•l . m) . t·ntonces b = a (miícl. 

U(' hcclto, s i (a - b) : m. entonces (aunque son sólll pCJr t'l \cm·c~ 
ma 5), también {11 -a) ; m. 

3° PropiC'dllfl transilivn: s'i a = b (mód. m.) y b a.; e (rnchl. m) , 
enlonces, a !!l9' e (móli. m). 

l'ara In tll'mostrs.ción Cl> 511ricil'nte ;;ciiular qnc ¡wr t' l lcorema 6, 
de (a - b) : m y (b - e) ¡ m t;e deduce qlle (a-e) : m. 

Si \lna rolaci6n {la dcsignnmos por medio de ....... ) posee propiedades 
rt•f lexlva, shnétr1en y lrtmsit.ivn, se Huma r~lari6n tJ.t. ~aulPaltncta (o 
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equi¡,·alente). 81 eJemplo más simple de relación equivalenLe spbre un 
conjunto de números es la Tl'lación de igualdad. 

Problema 23. La relación de equivalencia,...., l:!tllire 1m conjunto dr 
números divide a óstc en Laltls clasos o tipos (lla.madus de equivalencia), 
que dos números cualt!squiera de una misma clus1! :wn unidos por la 
relación de equivalencia y dos cualesquiera de clases dift-rentes, JlO. 
(Dmnostrarlo). 

Este problema trata sohrc la rclacibn tic cquivalcmw.t que enlaza 
los númuros. Sin cm~ar~>, esto no es sustanc.ial y la arirmac·ión de di­
cho problema es corTecln para relac.Joues tle equi"aicnCJa que 1me obje­
tos de la. más arbitraria naturaleza. 

Da.do que la relación de congruencia respe(,to al módulo m es rela­
cjún de cquivalenr.ia, también ilivide un conjunto de números enteros 
én clases, las cuales se llaman clases de _restos respecto al módulo m. 

4° La cantidad. de clnses d~ restos respecto al mód\llo m es iguaJ 
a m. 

De hcc.ho, dos números a y b pcrl.encc.cn a una misma clase de res­
tos rl:'s¡>ecto al módulo m iínica y exclusivumenle c.uando al ser dividi­
dos por m dan el mismo remanente. Pero el re:~iduo de la división por m 
puede t<.'ner exactanwntc m valoros: O, 1, 2, .•• , m - l . 'Por consi­
guiente, también la cantidad de clases es Igual a rn. 

S(.!nn.lamos una d rc.unstancin ext.raordinariamen~t' interesunte, 
quu lla<:c nuís preciso el corolorid del teorema '19. 

Para quo t~ada clase de restos respec.lo al módulo m1 esté conte­
nida lln alguna clase tle restos r<.'specto D L módulo rrt2 es n~cc<>ario y sufi­
ciente que m1 ¡ m2 • 

Efec.tivameute, examinemos la clase de restos K1 respecto al mó­
üulo m1 que conLicn.e el número O. Bvidontement<!, la clase K1 esta 
compuesta, por todos los números que al ser divididos por m diill O 
como residuo es decir, son divisibles por m1• En parHcular, el'a con­
tiene el número rn1 • La clase de restos rcspoctQ nl módulo m.11 que con~ 
.tiene K1 también contiene O y por eso está c.ompllesta de todos los nú­
meros divisibles poi;' m2 • Daflo que en ella ent,m <.'! TlÚrnt'ro ·m11 dcbcrú 
sor m1 : m2• Con est.o queda demostrada la necesidad, su suficiencia es 
!.'vidente. 

D<.' tal mndo, la rcl.lc.i.ón de divisibilidad puede determinarse por 
medio de las corrL'lac.iones entre las dases de restos. Este procedimien­
to yermite estabkccr la divisibilidad pa:ra objetos Ut' naturaleza muc.ho 
mas general y compleja que los números naturales. El sUC<'sivo de­
snrroilo de estas irlcns conducen ln 1.eor1a de grupos, unn .ramn jmpor­
tallte del álgebra contemporánea que lieno llplicachín 1:n la físicu t(!ó­
dea y la cristalografía. 

Prosigamos la enumen1ción de las propiedadc~:~ 1le la cCingrllenc.il• 
de los Tlúmcros. Por el Ll'Ort'ma 20 s~· deducen inrne,\iawment.c; 

5° Si a :as b {mód. m) y e = el (mófl m ). entonces 

a + e = b + d (tll<Í !lll~) . 

Corolario. Si a :$ /) (móc1. m), entonces 

a + r E> b + r ln1Ó1l. m) 

para cualqujel' cnl<'ro r. 
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(.¡" 81 a. !Sol! IJ (ln \ll l. H~} y 1' = d (mórl . m), OlllOJl('. ~S 

at: = úd \ffiÓd n~). 

Las propi~dudl!:; ;;·=· ;y (i · mu~:sLran 1[\le l a;; untgnwn<:ias, lo mismo 
<¡IJ<' las ig1s:t1dail<n;, :>e ptwdcn l!lllnar y multiplicat· por miembros. 

Probl~:ma 21. Si cu UH ~: <•lljuuto d<! números cnLc-ros se clü la reln­
C-tóu tl<1 c<]uívúÜ.'Ut:JII,..., . qu!:.' lo tlh•hlo eu m clasl•s, di.' tal modo QIH! de 
a ""' b y e ~ ll st> dt•U II<\~.a rl + e ~ b + rl, ont<JIII.!I.'S, la rclac.iún ,.., 
~::erá una congruP.nci;l l'f!!;(.•ec. lu ai múdulo m (t!s •ICJcir, a ~ b únir.a y 
toxetusivamcnl<~ r:ua11do ,,, = b (tnúd . m)) . 

P rohlcmta 25 Formula!' y 1lemoslr¡lt Ja!:o r~·g-las <lu síruplific.ación 
de la:. cougrut•uc i<l~ . 

l'rvlili'I'HJ. 26. S¡ eitl~lllll'fl • (' lll> prÍJllíl y a ind tvi;;nlole jJOr él, l'lllon­
ccs en~r.e a. 2a, 1!a, . . , ((' - 1) íl uuucu J1uhrá du:l rtÚTO<•ros (' l•ll­
grur.l t\.Cs cutre sí resped•· Ji módul<, p Port·Rn, al d1vidir los núnwros 
a , 2a, 3a, • . , (p -1! a pvr· p, ohleueuws una sola vez c-ada l'Osiduo, 
11 CXC-<' pdÓJI del W l'tl. 

)'rublt'T/1 1~ 27 (WOl'Clll ll th• \·Vi l ~tll cl. Para <Jll l' t f. 11ÚI1tl! l'fl p $(!(1. pri fll(l 
es lri!Ceso.rlli !J suj i.rk11 t1· I{JI. ,< ( ¡l - .. t) · -l- J '·' 1 '2 • • . (p - 1) + 1 
11ea ilit;i:nh lc p or p 

Problenw 2X. l''onr\ltl;u· .\' Ht•tul)st.¡·ar n n tcol't' lllft ;wÍllogo al 16 para 
los l'~·:;i<hws t~«tuival~·t\tt•~ -

§ ~, CHJ'J'EnlOS J)J:: Rl~~ fDUOS J·~Q UTVALENTgS Y DIVISIBILIDAD 

1. 8l-procerlimiento rnny gcnornl de hn.ll ar el re!'iduo de 
la tH vi!:li6n de url. número a 11.nturnl nrbitrnrio , aunque fijo , 
por uno natcLraL dado m. congis Lc on lo .siguhmte. Vamos 
a const.rn it· Jn suc-el'ión de 11 úmcros naturales 

(3.1) 

equirrosidunles pam la di vil"ión por m. El proced imie11 to 
de construec.iórt do In ~uces ión h a de ser tal que u cualquiera 
de s us ténn tno~. mayor o igua l a rn. lo sucederá por Lo 
menos un o m tí~. Enl;onc~fi . O '-'idonLem~nte. cualquier término 
rlc Jn SIJCCI'i6n (3.1) meno1: de m (si desdo hwgo ésta cxL~t.e). 
SE:\r·á igua l al residuo il o la división de a por. m. Dicho térmi­
no pued o sot•. por ~>jornp l o, ·~1 Íllti mo de l ;1 RtH'l'~c;ión (a..;irnismo 
::;i cllfl e,·ds l · t~). 

Uno (l o 111-"' ejl-'m p),~ mltg ,.,:onri l ln:-; do tal ~ r l<'l\¡.;i(ln O!\ 

la (1 .:1) , 1-omntl n del p . 11. § 1: 

a. a. - rn. a - 2m., 
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De hecho, los problemas de hall azgo de residuo en los 
ojomplos 1 y 2 del pJ r.rafo precedente se. reduc·en ll la construc­
ción de succ::;ionos uc esLe Lipo. 

Cualquier procedimiento de cou~Lruc,ción de la sucesión 
(3 .1) que con tenga el ú1 timo térmiJto, será 1 la m a do criterio 
de residualidad o de residuos equi~'ltlentes para la dlv.isión. 
por m. 

Del ejemplo que ac11bamos de preseJllar se dcspronde 
que uno de estos criterios es el pt•oceso ue ir restando sucesi­
vamente el número m, hasta obteuor t1l primer númer.o 
menor que él. 

2. Evidentemente, para garantizar un criterio !¡egtuo 
de equirresidualidad o de residuos equivalentes es necesario 
que él satisfaga la$ tres condic-iones siguientes: 

1) El criterio de residuos equivalentes debe sec aplicable 
a cualquier número natural a. Con otras palabr11s, Cllal­
(¡uiot~a que sea el número a, la suce:->ión (:i.1), construida 
por él, t•eolmooto deberá tenel" ln propiedad anté::~ indicada: 
después de cada tá1mino suyo no infotiol' a m, doherá seguir 
siquierH WlO más. Esta os ln propiodnu del cl'iler·io, llar.nadn 
masividad. 

2) El. c.ri torio de equiuesid ualtund ht~ dE' sor JH'ec.J~o 
en sumo grado. Es decir, el clú meto a ueol3 deter·rninar 
completamente todos los términos do Ja suc.usión {3.1), 
sin daja.r lugar a ninguna ar bi tral'ietlad. 

3) Por fin, debemos estar segnros do que al menos un 
término <le la s ucesión (3 .1) es menor que rn. Esl,e l'equisiLo 
podrá ser curnp.lido si con struimos la ;:;u<:.esióu (3.1) de lal 
modo quo sin faltn posea sólo una c.mlLidnd Iíuitfl de tétmi­
uos, es decir, que el proceso de su conslrucciórl no pueda 
prolongarse tul tiempo in dcfin ido, y lard.e o l.um p rano lar­
mine con Ja aparic.ión del residuo de In dl visión diJ. a. por m.. 
La propjed<.td deJ criterio de residuos oquivaloulos CJiuuciada. 
se llama su eficiencia. 

3. Los procesos dotados de propiedades de. wasividad, 
precisión y oficienda., !!>e denomJJI:lll ltlgontmos y on las 
matemátkas actuales desempeñan un pHpe.J c.:ula vez más 
importante. · 

Se sobreentietlde que 1a rofcridu ctil'actedzacióH del 
i1lgoriLmo como proceso dotado de las tres 1n·opiodadcs 
enumeradas, no os su dofinición oxacla. A p~sar de. haber 
sido c.roada por J a.s matomátic.~l.s moilcnw:s es rola~¡ vameu l.e 
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C.Q1Uploia y aquí. no puedo ser forLO.ulado. l'io obstnJlto , los 

re<ruis itos onurnl'r·.uJos .reflejan c.le manera has lnnLo compleln 

~~~ COJldictOnc:s que dol>erán fltltisfac.er lot~ pco<:·CSo!:i maLcmó.­

Licos llamados algoritmos. El papel do estos úLtimos queda 

determ inado por el bocho de t¡ue son proccdimlentofl unifor­

mes lle l'csolucióll rlc tod a una serie de pl'Oblcmas dol mümw 

tipo. Así, cada criterio de oquines td uaJidad pormHo hallar 

Los residuos d~ ln d ivi¡;ibn de HU número a variable por 

uno m. fijo. 
HnJJla.udo a lgo lJbremertt~. se .~.·aducen a Hlgorltmos todos 

los probtemms rrtat.emñt.ieos cuyas re.solucioues pueden ser 

nutomatizadm1. flo.1.· eso. uo os casual que el desarrollo de l<l 

teoría rl e los algoritmos coinc,idiú históricamente con La 

a pttl'ic.i6a. y difus ión da las c.omputarlora~ electrón icas. 

A algoritmos se reducen no sólo los problemas <.le t-ómpu­

Lo, on el sentido ostr.icto de lo. pnlnbra , o se.a, nquoUos para 

Jos cuales, basándose ou los datos i rüciulos, por reglas más 

o menos complejas se puodc obtener una respuesta numérica. 

También podemoB plantearnos la tarea de hallar un algo­

ritmo que nos permit.n .res olver c-ualquier problema en 

alguna rama (por s npuoslo. estrictamente deHmitada) de la.s 

matemáticas . El'>to algoritmo deberá se.r capaz de I:!'~Htsforrnar 

Ins formulaciones do los teoremas en sus demostraciones. 

A pes~r do lo fantástico que nos pncdn parocer, tales algoriL­

mus existen, aOn cuando se empleen eu esferas no muy 

nmplicHl de los mntemliLicas. A su ve~. on cj~rtal:i esferas de 

é~tns (por ejempLo, Las quo abarcan Lodn la aritruétic,n), 

dichos nlgoritmos no p•todon existir on principio. 

4. .Pn~c.isemos. con arreglo a Los cr.Uorios do ro~üd uo~ 

8C[uivnle11tos, el contenJd(, y las conscctLencia.fl de observar 

los tres requisitos pl<mLeados a los ;.tlgoriLmo~. 

De lu masividad úel <·.riterio <.le equiuesidualidad se 

flcspreude (tue ósto d ebet'Ú transformar diversos uúmeros 

y que los re~ultados do tale$ traus formaciones. ha blando e11 

general, tumblén deberán se!' distintos (ya que aJ dividir 

por cuulqui.er m> 1, no todos los números tedundnn equi· 

t•residun lcs eu l.re s1) . Esto ~igni1ica que t:.omo parte irHe­

grau L(' i nelud ibte de e~ lo proceso tiCLlO que flgttrar la distin­

ción (por suf! mugnitudE:II-I) de los llúmeros. 
La propit.!c..lfld do precis ió n del c.riterio c.l(.l oquit~csidual i­

dad siguifica que los números ya auotad os ..-10 , A.t • ... , An 

cl<' La suc.esión (3 . 1.) dobeu ser <<identific.¿¡ IJles>> u tal pun to 



quo a hn~e do el lo~ S(' pueda CSl~l'i hir <.•1 n íurwt·n signitmte rlc 
el ii::Jw suc.csión , A 11 ,. J 

l)or fin , la prop.iQdad ne ofici.eu{'Íil. adt~~rllÍi" rl o Lotlo t';m ; 
también lleva tras de s1 una noe.esidad de po!':'i hilidades ilimi­
tad lis pt~ra c.omp~~rm· (por 11·1 maguit.nd). 011 carln pnfi() rlo 
nnc!i'lro procoso. <!1 número ohLenido A ,. r(lll el el ivi~o t' m. 

A~í pncs, la obf'crvnncia de Cil Ó¡t ltno rlc los trc~ Tt\qlti ­
f'it.c)"' a lgorítmi<'ol' por el cri.tetio do oqu.ll:l'C'F-idunlidaél so 
Hpoya, anle todo, ~n la indefcr.t.ible IH'<'Csid<\d d(• poder 
e()mpnrat• (por Sui\ m~gllitudel') los númMn~ qu~ ::;o llnllnn 
1mtr('l los pares arbitrarios, e i11d il'nr, on ol <' ll!'IO de que) 
IJcguen a ser ublinlos, cuáJ de ello~ ('.S mayor y c.uál ruenM. 

5. J..,a «ner.e~id?~d de lJOdex compurar)>. mour.ion:~dn hHct~ 
tm morrHmto. t.amlJién r.s, evidentemon t.c, ele uataralcza 
aJgoríl.micá: dos númoros naluralt!s C.tta le;,;quicra estar.í.n 
.sujeto~ n ser CJlmJm:rndos (ma~i vitlnd ) y .':\n re~nHflilo hn fle 
ser tma sóla respuesta: mayor, m enor o igual (precif:\LÓn) 
y elfa sei•á obtenida sicmpro (ofidondu) . Quiero decir t¡ue 
esLo 1lOI'i da farulLad para hahla1: do algorilnwf' M rompara­
d(m (por Ja magnit.ud) de dos númm·o~. Su l'Ol):o;trunci(m 
lf(l e~ algo muy evitlento. como vodría parecol'lo a primera 
vlglf•. Por ejemplo, J'e.solver f•l prohlomn del «i tos númoros 

220 - :3 ·~>2 ·11·31.1.1:1 y ~po - 2.:·\- .1::.757 {:~.2} 

,oo,on iguales o rlifc¡·ent.e~c; y, en o! ú ll.im~l t'ilSO , (' u;'i l dt~ ello.~ 
os 'f>l ittayor , rcqnj oro r.onsahidos osfnor1.os-. nunquo u.n l'NlJi­

dad , el primem de l-I.'!Lo::; uÍimer:os os .!'to lnrnontn uno, y e] 
l'tlg\1 n 11 o :~. 

E~ evitlentt>. que la c.omparación de los tn'llntwos dC' (::1.2), 
según f\ 11 mngHitud. e~ clifíci1 dobido fl 1<1 forma do stt c."~· riLu­
ra. Por lo tanto, parn C()nALru ir lo~ r.l'iLnriM< do ocplit•t·osid nfi ­
Jidi1d .o.'? muy import.::~ n te prf'stml.ar lo~ númoro~ <'1<~ lnl 
rn an ~ra <tUO. Íll l'ltllb)emOIHO, VUOdllll ~(\l' t'(lfllf)llrHd OS COll 
nrrogJo a sn mugnl tncl. Dichns forro os do C$Cr· i.l.ur·a c.x.isLNl. 

Por ejemplo . Rnn lns quo se h nr(ln en 11110:>. '' ott·ocr !>iiltc­
mns uumérkos (d!' lm)';t>) (vénsP § 2 p. 2). El a lgo•·itrno pnr•n 
comparat· tlol' númoros, csrrilos en 1111 rni:;rno si81.om;.l uu­
mél'ic(), c~t.ri hR r..n 10 q l\e sigue: 

1) Al principio l'~t C.<lda núm"ro "'0 tnc:ltlltt la« c· lfr·<\s 11na 
lJOl' 1111n (c.omct~znnd n, dignmo:;; , dl•~'dl.l la clt>~·c•<··ll;l); ~i . do:-;pné'> 
que 1mo de ellos re::;ult a comp ll:\tn mou to llll' hado, al ot.ru 
aún le íptcrlan ~uarismos, enlnnees ('1 :::C>g11t11lo ~er;\ ma yor 



que él p rimcxo; pero si en ambos números las reservas do 
cifras (uCl'OH agotadas a l mismo Licmpo, entonces, ]J(u·o. 

compararlos ~:>H ejec.nLa ol siguion te proced.ímion to: 
2) Las inscl'ipcioues de los números que se ve.cifican 

se resLah1ecen compat·smdo SllS primo!'OS (desde la izquierda) 
guari::Jmos. En est.e (',;tso, cuanto mayor sea la cifra, mayor 
será e l mhncro; l'i las cifras resultan iguales, entonc.c~ 
pltsamos a comparru· lus segundas, etc. , hasta que apnl'ezca 
la primera diferencia de éslas. Además, cuanto mayol' sen el 
guarismo, mayor será el número. Si todas las cilias respec­
tivas do los uúme.ros re$ultao idénticas, todos lo?. números 
serán iguale..s. 

A l ofoctuar el ~egun<lo de los procedimienLos indicados, 
se supone que sabemos c.ómo comporar La magnitud de lo~S 
número~ unívocos, o sea , menores que l a base del sistem"' 
uumérico. Esto siguüicn que en cada si¡;¡tcmu numél'ico los 
signos-cifrns irndales de antomano son presentados e1t 

cierto orden fijad o; por ejemplo, eu la numeración decimal 
corrieute, el signo «2» antecede a l «3», en el sentido de qu~ 
el primero d escribo una c.antidad menor quo el segundo. 

Desdo el jJwlLo de v 1sta de tal cotojo a lgorí tmico. todos 
Jos sistemns ll\Jméricos sou equivalentes teórica meulo. Eu 
este senLido, la c-omparación ruism11. de Jo¡; ~istemas n uméri­
cos puedo servir, ~egún su comodidad prác.Lica, de OJ~mpln 
de pfanteamionto no algorítmico deJa cuest ión (no se c urnp lc 
la condición do precisión) , pero en és l.a no nos detend remos. 
Sólo presLcmos atención. al hec.ho de que en d icho cue:::.ti6n 
la fuerza de la costmnbrc de lrahajar <'OO el sistc,mu de 
números decJ.malcs no nos hrindu ninguna vontaja parLi­
c ulnr. 

6. Adcu11ís do los a lgoJ'ii.UloS de comp:uac1ón de núUlet•os, 
csc.ri tos on u11 mismo E<i~loma num~rico, exi~len tnmhián 
aquello~ cuu lo$ que se ejecutan operaciones arilméticaR. 
Son los proced1mientos dt• adición, sulitraccióu y rn ultiplica­
cióJl do número!:. <<Hn columna» y In división <•sexagesimal» 
d e ell os, univen;almcnLo conocido!' (y q ue, evidenlemonte, 
dependen poco de la base del SL:stema uuHH~I'i.co). Claro esLú 
que on ol úlLimo proc.t,dimienlo Jo más adecuado quizl1s 
sería tll) hah lilr ~lllll)lemeu le ll l' tli v is ióH , s ino ele división 
t•esid unJ. 

¡\ 1 tljoc ulllr h1s O J)erát~lonef;, nos propordou(l un grn n 
ll li v in 1!1 pr·,k l H'll cf(.\ tYHI IIOJCI do1 ::OIAt OIIIll de nÚffiOl'OS doc.ima-
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les. t'o1· ejemplo, la ojocucwn de la oporanún 

13110 1221 
1232 31 

240 
224 

11 
en el s istema quinano do nume•·aoi6r1 requtl'rü <lcl.ct•mlnndos 
esfuerzos mentales. 

Dé lA nl.goriLrniza.ción de lu did~ión resa!uul ~o de~­
prende también, según lo dicho en el p. 2 § 2, lá a]goritmí­
.zación del paso de la escritura de los números de un sistema 
de numerac.ión a otro. Por con!>iguienLe, JHHlemos hahlar 
también de los algoritmos de c.omparación de IlÚmeros y de 
ejec.uclón do operaciones con ellos, SI es que so hallan escritos 
en futinLos sistertuts n uméricos . Como deducción ulterior, 
de aquí msulta que todas las clases do c-ómputos, utilizando 
fMmulas aritm6ticns en las que en lngar do letras podamos 
colocar unos u otros números, son algoritmo::~. 

Y, por fin, prestemos atención al hecho de que aquí no 
hablamos de] algoritmo del propio proce-So de esc.ritura d~ 
los números .naturales, arbitrn:damenLo prt'${mlados tln uno 
u otro sistema numóríc.o, ya que nadio sabe cuál puede ser 
el problema inicial. 

7. Como cjomplo ilustrudor examrncmos ln siguwn t.c tous(.ruc­
ción. Componemos para cnda número natural /l ln sn<~ l~lliún U{' niiml.'ro 
(cifras) aónl, at"' , a¡111, . .• , quu son las d íras de unt~ dcsc(lmpvsi(:\ón 

docimal infinita dclnúmer•o Vn (~i el JIÍuncr¡, '' n11 es {'.Xá<-.tamr.ute uu 
cadrndo, ovídcnlcm~ntc , esta sucesión rcsullll aperiód ico), a¡lmHlentlo 
QUl' r{ n l, re 71 1

, •• • son los nÍlrn<:rus l\c hts cifra¡¡ ig111dCS U C(lro: a).~ 1 (n.) = 
= O (i = 1. 2 . •. . ). Si ahora 1n cantidad de gtwri:~mers i¡.cual<'s;; cero 
<'S HruUI (con e 1 úllimo de ellos, un número r1r'" tal, qu¡• a<?' .> 1) pura 
€ > r'¡[ll ,) ponemos que 

1nJ 'rn ' nJ 
f (nl = 10r1 + 10r 11 + , . . + 10Th -1 l. 

p~·I'O :11 la l:ll lllidud do Cll(lS ('S infinita, CillOIICCS ¡Hfmitin'IU<IIi, .JJgu­
lllCJS, que f (t•) = O. Cntlu uno de los númeJ'I•:s .f (tt) ~~ ualuml. .Con lutlo 
~e tor na dudo'4o haLlar <le un a lgorilmo cap111- d~ Lralll)ftJrmar el núm.et't• 
11 t'n 1:~ escritura rlel número { (n), dentro del sistema numérico dl.'r.imnl 

Se s(l l>r•~~.·nlie>tule qnc lr1 no ulgoriL•no:sidnd ti<' esLn l'l.> liSlrllrrill t• 
cvusistl.' en la (•xiglmna de discernir si en la desr:otnpostc1ón ctN'tmul 
} f il resulLar<i un número finito o infinito de- cel'vs. A prupósilo, en 
cierto sentido (precisamente. en cuál, no hemos aquí de tratar), e:~ 
natural pensar que para cualquier nú~cro natural n, f (n) =O, 
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IS. U1111 ll•; h•:. nub luqH¡rtnu lc:s a i¡,C<.•rilt)loS en las uwlcndillc.u~ . 
tp il' lh·vu c·J rtt~ tu hr<! de J::uclides, mdic11 en lcr :$(guicml.t.' . 

~1•,111 ct y !J d,,q tnllfH?rvs llltlllt'll ll!." y 1\llt•mús ú > ti ltealrct•mus '" 
1I 1Vl:>hÍ II l"l'~Ít) II,¡J dt• fl flM IJ : <4 = bi]o + r, dc>llrll' (1 ~ rl <~ (¡ ::0j 

r 1 ..,. O, podi!mo, tt·td t7ut' ln divi~úÓJl ¡·~:;iJ\Inf tlc Z, por r· 1: [¡ • •·1q1 + 
r r2• dutule O ~ r2 ..,_. r Pr¡¡,siguiem.lo l'SI.<I:. ~uce::;ivits clivisir'l!WS 1'<' · 

:sitlualt\S por el res.ultt•> t.k fn thvi:":ión preeerll•ntl' obtt>netnos las siguic: ll l.;,!.;; 
igunl tl.lll<•s: r , r~•l a r r~ r~-= r¡¡q¡ + r,, , ol.c. 

l\lol'li·I'<'IW1"i <Jitl• l•l Pl'l'I: C'~r> rlpscrrpl() es vt>rtlncltmunl'ut.e 1111 nl¡N­
ril.mo, 1.'!1 dcdl' , ll'lll pc ·~e<• lus propil••la J<•s el<.> pl't'•~i>:'Í ÚII , masa y l·l'i ­
''·ll'Jidll. 

s~ ·ilcllamú'$ qut· 1'1 ¡n·r• ..:l'~O cx,uninatlu pOl' nusQ tn>-' l'ildll:a co dec­
l ttlll' ~ucc•si vas <ll vr:;iow•s t•,.sidualés. 

Por ~so, ¡.,¡; J>r!•PÍ<'datll!.S d(' precisión y masa ti~ ('sle pi'OI' l!Sil son 
t'Csullaclos de l:.t iliuutac.Ja posiutl itlad de l'('ab<~:act/m y unl<.'idad dt• la 
1ltv isiún rl•sidual. La t>fiCIC' IICia de nuestro prfl<:(!sn se (lctermina lam­
b•éu 111uv f(t~.illlH'Hll' C11tllllti'I'O b ,. lc>s t·esitluos th• l.•s d t\ isitllll'S iul~·­
(!l.'tl ll lc·.!l ~\e IIIW~lro l'lr1•1' 1.1SU fc• rlllaLl, t•Vi•fCJill'liWOLI!. Sllr e :;itllll'S d l!l' ft' ­
l: ll!ld l'~ dl' n Úill(')'(•fi 11(1 !JI'~al i VOS 

( lO) 

P tll'CJ lá C¡\IILi,JIIIl clv l.111 l!•l' lt•s uurrwrvs 110 u<.>¡.rativtlS. 11(1 tn••Y••res 1ll' /J , 
1!5 Í~\W) 11 b + 1 l'or 1':.11 . l,¡.liTipi!C·O fCl ~ICC('SÍOD ( J 0) J)Ul' llé C<Jilt/11' Cl)ll 

11t tÍ~< de b térrnuws •\l'í . utw~trl, proceso uo pvdr:\ el' lar formadu por 

más de IJ di\•isiom·~ resicluules'). D<' lal man••ra , l'IJ>rncesn exarni11udu 
P.s. efectivamt•nt<•, 1111 :~l¡,:orlLmo y just.Hica cou tn<la y leniLvd su drno­
minur.ión 

.'\ chm!mos lus cnnd tciones e11 qüo Iirwlizu el p·roceso. Evidcut.e ­
l'llente, lu 1ílt.ima divtsi6n tll'herít ser tnl <¡uc hat,::u imposibl<.' st•gu ir d ivi­
diendo por su Tl'Sid1 1o . Pero <'Sto o<:um~ 111•lamente cuando ól t!!:l ig'llnl 
a l'<•ro, u sea. C·IHUlúo In última divisiúu re~uHn exacta. 

Problema 29. a) El últinw residuo ''¡t ciifr.renw rll• c<.•ro, t·n ht apli­
~ncilín eJe] :llg1•ritmo d<' Euclirft•s a los numern!\ a y b <.'S (a, b) . 

b) Cuu\(•squieJ'<1 qut• snan Los natural<.'s a y b, existen t.nlt•s on ll!l·os 
A y B qu<:> aA. + IJB ~ (a, b). 

Problema 3fl. DNiú<'.ir Los teoremas O, 12, 1a y 14 riel res\tltndo bl 
del proble-ma 20 . (S11bray:unns quo nue~ttos ta1.onnmientos

1 
li~a rlos 

Jtl ¡¡)goritm'O ¡}(! 1~\IC. ll l)(!:;, fllet'ol\ bnsad OS Anlntn<.'nt<..' CJ\ la posJbiliclacJ 
do l!fc!cl uar divisit•ues rl!sidual<•s. Nosotws Jl(l emplNunos etl ellos n i 
los lt!Ort~mas !1-14. ni cunlesqui<'ra otras t'onsi<.lci·ad<,nes basadas t•u el 
I.('Ol'(>ffi(l fnndam<'lllll [ de ln arjt,métiua.\ 

9. [,a ap lic-<\.r.ión do loR a lgoritmos (por decirlo usí, 
<csu l l'llbajo») pucclo resultar bastante vol umi.nosn . .Exomine-
1110 , como ejemplo, el proceso parn obtener su descomposi­
ción canónica por ol número n (o sea, el algorHmo que tl'nns-

l ¡ De ltecl.to, el nÚinl'l'O c.l<! <!sl.üs diviRioucs r\u t.iene 
t¡u~ sobrepas.tr :, ltr~ 1.>, lo cHal S<.' desprendo al examinar lo!> númet'll :s 
de Fibonacc1 (véase, vor t•jemplo, e l libro del autor «Números llc Fi­
bonaecu, E dit.ol'ial <~Nnúka• 1 1978, págs. 82-83). 
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forma un núm~ro mtt.m·al en s u d~sc-omposición r<tnónicu). 
Pnra dosl.acnr In t'.senc.ia a)go\'i t.micn de este prot.Pf'.O induy{L­
moalo, C<1mo etapH , den Lw d e l proco~o dP lwJJazgo ~U<'f!~j vo 
do l aR desoompo:-<icione!l canónicas do Lodo¡:; l<1S números 
Jlnturnlns, uno LJ'fi.'l ot.:ro. Esto uvn ln los 1'= iguientes l'OZOJH\ ­

mi~ntos hec ho~ <<por inilucc.iónl) (v6a!>e p. 7. § 1). Suponga­
mos que pnrn todos los número!=. menores d~ n, ln$ cl 0scompo­
sicionc¡: canónicns ya han sido e.scl'itns. Por t.nl lis ta es 
posib le sabor (en fonua c.ompletnmcnlc algoríLmica) cuáles 
de Jos números inferiores a n son pr.ímos. Enumerándolos 
d e menor o mayor. C<Ldn un o d e ellos será di vidiclo por n 
Si n el'! tl ivisiblo por r.ierto p, ent()ncos n = n1p y n1 < n, 
pero la de~composición canónica ele n. pot lo supuesto, 
fj_quro en mJesll'n lista (vi~lo ol Tt:!SIIll.ado del problema 13 
es ¡¡ufic.ionto dividir i<ó lo por R<¡ueJlos p que son mcnore~ 

de. lfñ) y se obtiene la de~c.omposición canón icn por l a 
flc~;composidón <'anónkn d o n3 , tlumontado eu olla el oxpo­
nenlo ¡> ou la unidntl. 

10. Volvamos, no ob~LnJlLO. u los cri terios de cq u irrc· 
s idna lirlad . La ronRirncción al¡:nritmic.tt de ln ~uce.sión (3 .1) 
puede sor efectuad~ pol' muy cli n.•rsas "1as. Ln JU Ú!'l nnLurul 
~~ la siguiente. 

Proc uremos hnllar Ja func.i6n f (x) s 11jotil n In~ comHciont's 
q110 siguen: 

~t) pnra :r >-m el va lor do f (x) os tUl núm ero nntnral; 
b) para x <m ~1 vt1lor ele f (:r} ,_,~ indct'orminndo (es d(l­

cir, no t.ieHe $cntido) ; 
(no es nnda asomb,·oso qn~ uun u ol.ra función piorda l'tJ 

sentido para ci<"rtos valor('.s del nrgnmento. Por ojt~mplo, no 

lo Liene el va lor de la fu11r.ión ( 1 
1' pn•·n 1· = O o J.' __, 1); 

X X - ) 

e) s i x ~ m.t entonc.o.o; f (:r.) < i ; 
d) si x >m, cntonc<:'S los números x y f (a·) soJl equirn'­

s idunlcs pnrR la división por m.. 
T;dus func ionos oxiston. Pm· t.tJ(.Implo, f., (:>·): 

f (~ ) _ { .r - m, panL x >-m, 
11 .r,-

· indetorminnd.11 pnrn "' <,~~ m. 

Ju¡;~umenl.e, é:">La. e~ In fuLH~ión ton ]¡._ quo ~e C(ln:5ll'liYC 
Ja sucesión (1.3) en ~ 1. 

Cada función j (x) quo satisfago las condiciones 11)-d) 
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re1>-ponde a cícrto procedimiento de con~;trucdón de la 
suc.esión (:-3 .1), el'~ decir, a determinado c-r iterio de residuos 
equivalentes parll la división por m, 

l~ fectivamenl,e, toowmos el número ml.tura l arbitrario a 
y construyamos la suc.esión de 11úmeros 

Ao • .A 1 , A 2 • •• • t (3.4) 

donde A o =a ~' A lt+I = f (A 11 ) para k =O, 1, ... (3.5) 
Si A k ;:~-m, el v alor de la fm1ción f (A") es a oterminado, 

por lo que a A 11 le sigue a] menos un término más_ Pero si 
A¡¡< m, f (A,.) es indeterminado y A1, resulta e l últ imo 
término de Ja sucesión (9). 

Así , nosotros t.enemo~ verdMloramen~c dctto criterio d o 
residuos equi-valentes. 

11 . Mostremos que el criterio do equirresid unlidnd ha­
Hado posee las tres propiodades del algol'i Lmo. 

La c.ondioión de masi vi dad aquí es obsorvad a, ya que 
eualquiel' número da comienzo a cierta sue.esión (3.4) notada 
de la propiedad (3.5). 

La condición de precisión se ve cum111ida, dado que para 
calcular los valoros de f (x) de la función f es suiiciento 
saber comparar por la magniLud los números x y m y efectuar 
la operación de sustraeción (restando m. de x) . Como fue 
explicado, ambos procedimientos (de tratarse de. número::; 
escritos on cierto sistema· numérico) son algoritmos y por 
Jo tanto poseen propiedad de precisión. 

Dirijámonos a la condición de eficiencia . La fun ción f ue 
elegida ta l quo, por su propia-·constntcción , los términos 
de 1tt sucesión (3.4) son positivos y decrecientes. Por eso en 
ella podemos enc.ontrat• el término mínimo no negativo. 
(Su número, como es fácil de comprobar, n.o supera al 
número a). Pero si e::ste término (llamémoslo a } fuera mayor 
o siquiera igual a m, entonces existiría, como antes , un 
valor de f (a) no negativo, pero menor de a . Esto signifi­
caria que entre los términos no negativos de la sue.esió11 
{3.4), o: no sería el último. Por consiguiente, el último 
término n o negativo de (3.4} deberá ser menor que m. Pero 
en tonces el valor de f (a) pierde todo sentido y, hablando 
10\n general , a resulta el ú ltimo término de nuestra su<'.esión. 
De tál modo, e1 proce.so de construcción de la su(;esión 
c.oncluye y su último término es el residuo de la división 
de a por m. 



En conclusión, hemos constatado que e l criterio de resi­
duos oquivalenle.s, descri pto por nosotros, verdnderamonil• 
JlOSee las propiedades do precisión, masividad y efiriencia 
requeridas, o sea, es un algoritmo. 

12. Empleando el procedimien to expuesto eu el p. 9 
para formar los criterios de eqnirresidualidad, hallemos 
algunos de elJos. Coincidiendo con lo dicho anteriormente, 
consideraremos que los números cuyos residuos de s u divi­
sión es preciso halJar, están escritos I?Jl un sistema posicional 
numéric-o de ('.ierta base t. El criterio de equirrcsiduaüdad 
para la división por c.ierto 1n, a l divliHr por dic.ho m, trans­
forma, de hecho, en rosiduo no el propio número, sino a su 
~critnra , en concordancia con el sistema numérico . Por eso, 
hablando en general, el criterio do residuos oquivalente8 
para la división por un número COJ1Creto fijo, dependerá do 
la base del sistema numérico. Sirnultó.neamente, la formuln­
ción textual del c.rite:rio de oquirresidualidad para la divi­
sión por un m dado, en un tMI'i& sistema de numeración, 
puede valor plenamente para el c.riterio de equirrcsidualidad 
a l divi d ir por otro m' en un sistema numérico con otra 
base t'. Los ejemplos respectivos ¡;erán tomados del conte­
nido do los teoremas 19, 20 y 21. 

Pnra evitar posibles malcntei1d idos c.onveognmos que, 
on adelante, vamos a escribir («denom inar>>) tanto el divisor 
m. c.omo la base t del sistema numérir.o, en ol sislomn do 
numeración decimal. Así, al hablar del criLorio do rosiduos 
oqui valon tos para la división por 12 en el sistomn septe­
nario de numeración , hemos de en tender que 12 precisa­
mento os o] número 3-4 y no el 3·3 (así resultaria si 12 fuera 
examinado como un número escrito E>n el sistema septenario 
do numeración). 

Como ptimer ~jemplo hallemos el criterio de residuos 
equivalentes parn fa diviRión por 5 en el sistern !t decimal 
do numeración. 

Sea A un número nntura l. P reseutémoslo c.on lu forma 
10 a+ b (b es la úllimn cüra del tlúrnoro A) y é.ldtnilnmos 
QUO 

{ 

b, 
f 1 (A) "-'- b-5, 

indeterminada, si A< 5. 

si .1;~~10 , 
si 5~A<10, 
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El lcw(.<)l' puorl C\ ·ve1·ific.nr pM sí mismo (¡ue una fundón 
llct!'.rm inailn el ~ estf' modo satisfnce Jns condidonos A)-d) 
dol p. 10. 

Do t.al rnc,do, p11 ra hall11r ot residuo dt1 ln clivisión de 
fierto número por 5 eg suficiente tomar su última c.ifra. 
Si c11a es menor quo 5, entonces, precisamente, sorñ el 
rl:'f\itluo llllsrxdo; en caso contrario rlehcmos qnit:-~rle 5· 
Smínlnmos que p:ua r.unlquier número ol empleo do este 
rr•ii('CÍO lle rosi(]uo~ equ i va lente~ c.oJl()uc.o a construir U03 
15\ICl'S ÍÓJl doJ tipo (3.4.), r-ompuesla por 1\0 mi)¡.:¡ de tres térmi­
Oei'-'. 

Do.•Hio hwgo, ol objeto (le Lodos los razonamientos efec­
I.Hados 110 os descubrir <<el criterio de divüübilidad» por 
!í quo C·()noc.omo!l tod os. sino obtenerlo por el procedimiento 
nniforrne de.<'~cripto en (l) p. 10. 

Problema 3.l . Seiínlnr y analizar los c.ritorios análogo~ 
de l'()Siduos equivalentes paro Ja división JJOr 2, 4. 8. 10, 
1(), 20 y 2!"> en el foli~temn dE>cimal de nu.merar.ión. 

Problema 82. Señalar y analizar lo~S criterios análogos 
de cqnirrosid ualid nd para las dívisioneR por: 

H) 9 y 27 en el ~istcma ternario de numo.ración; 
b) ~. ~. H1, 18, 24, :36. 48 y 72 enyel sistema dnodec.i­

mnl do mmteradón. 
Probl-ema SS. Presentemos ol númerú natural A en lA 

formo 
tOkr.t + b (O ~ b < 1011

) 

y ndmilnmo~ que~ 
f (A)= 

si A ;,?101\ 

{ 

b, 
= al t·esiduo de la división de 

i n(loterm inacla, 
A por m, si m~A< 10", 

si .A< m. 
¿Cu:íles son Jos númems m con los que tal algoritmo, 

piil'a cierto Ir . ~;>s criterio do re~iduos equi valentes? 
'l'lWmr.~u 21 Presentemos el número arbitrario natural A 

en la .ft'rma at" + l>, donde O ~ b < th. y pongamos que 

{ 

b, si JJ ;;;?.: th, 
/(A) - h- m, si m~A<t\ 

indeterminada, st A <m. 



A fin de qtt~' el nl~tontmo de CPitStrur.cuín. rle la. suc.esi6n 
(:~. '1) por ln regla. (J .[¡) .<:ett rrilerw rle eqnin·Nddwdidad para 
la. di1·tslón por m con ww f¡.¿nr.i.rítt da.da f, es necr:satw !1 :::u/1 · 
cien.le que t11 ; m. 

130 Como segtult'lt.l ejemplo ~.xnruiuHuw;;. ol ~l'it~rlo dLI 
ms icluos oqui valcn.h'::- para h1 di vio.:ióu por ~~ en t.d ~ ist<•Hlu 
u eci mol rl e nm-rwradótL 

La escriLuril d<.d ltÍJtnero naLur.ll A en t\1 Sti'WIIl ll decimal 
'' " Humtll"é\t'ión tÍI~llt.' lH Jornw 

donde 
Ü ~ G¡ < 11) (H.lr:\ ¿-= ll , 1, , _1 f?.o 

Admitamos !ptP 

r,¡l ; l ,.? J(J , 
-.:j ;~ ~ ol < 10, 
~¡ A< ~i o 

Problemn 34. Vorificar que l t1 fum: tÓH fz (x) salis faco 
las condic iones u}-d) y dcter míua c-ou ello un crí torio 
de residuos equivalentes en la di'-il'ióu por 0. 

Problema .15. Aplicar el c.rilerio con•<.truulo de re~itlnu8 
oquhalenlcs para la división por 3: 

a) n Los número:-; 858 77'J y 7~9 988¡ 
b) ul número, cuyn notación dec.imnl está C.<Hllpu e-sLH 

do 444/l c uatros. 
Problem,a 360 Señalar y analizar lo~ c.ritodos análogos 

do residuos equivalentes pnra ln <livisióo por 7 , 9, 11, 13 
y 37 en el Si!'tema decimal de ntuno•·adón o 

Problema 37. Señalar y analizar lor-: rriLo.rios d o O((tti-
rresidualidad para la división por: 

a) 2, lt, y 8 on ol sistema de numcr<l.c.ióu Lernario ; 
u) 2, 4 y 8 en el sistemtt clo uumcrac.ióu scploum·i¡, _ 
Tl~ll rt:\B. 22. Presentemo~ el mímero arhilml'io 11aturaL .~.t 

en la forma 

donde 
O~ ai < th. para l = O, 1, o o ., n, 
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y admitamos que 

{ 

ao 1 a¡+ ... 1 

f(A)= A- m., 
ind~term tnada, 

St A ~tU, 

si m~A< tit, 
si A <m. 

Hntonces, para que el algorttmo engendrado por la fu.nciún J 
de construccfón de la suceslón (3.4), por la regla (3.5}, sea 
criterio de equirrestdu.alidad para la dtui!~i6n por m, es nece-
sario y suficiente que (t 11 - 1) : m. 

Problema 38. Indiear Jos criterios de re~1duos tlquiva­
lon Le~ que «caen» bajo la férula do este t-eorema para los 
númct·os escritos en los sistemas llumérico~ do 1laso i¡ 9 y 13 
o c.ompuesLot' de 6, 7, 9 y i3 guarismos. 

'lCOHE MA 23 .. Sea A un ntirnero natural presentado en la 
forma 

donde 
O ~ a1 < t'" para i = O, 1, . . , n. 

Admitamos que 

{ 

a0 -a1 ·l-a2 - . - . ± a,1, 

f (A) = al res e duo de dividir A 
indeterminada, 

St A ?-> t" .. 
por m, si m ~A<t 11 , 

st A<m. 
Entonces, para que el algoritmo de construcción de la 

sucesión {3.4) por la regla (3.5), engendrado por la función 
/ , sea criterio de eguirresidualida.d para la división por m. 
es necesario y suftciente que (L1

' + 1) ¡ m . 
Problema 39. Señalar ol crite1·io do oquirrcsidualidad 

que ilcne~> bajo lu férula de (.'Ste tco1·emu , para los uúmoros 
escritos en Jos sistemas numéricos ternario, quinario, oc lonco 
u ocwnario y decimal. 

i 4. En mucl,os problema~ Lieno poca iln portancio uo sólo 
la magnitud do) COCiente iiJCOmpJoto do 111 nivis ión fle UD 
númet•o por otro, sino tt•mbién , la cltl 81l residuo, y unica­
men l.o intere~a el hecho ele lfUO ostc (tl titno so nñu la <> r1o, 
es decir, sea o no el primer llúmero di vi~ i I.J lo por oJ segundo . 
Después de lo dicho en el p. 1 queda claro c-ómo enfocar 
los problemas de tal tipo. 



Llama remos aqutdwzstbLe.<: en J 11 d 1 visión por m a lo~ 11 ú me­
ros a. y b si nmlw~ "011 divi>;iblt'.s por m o f<i amhos no lo son . 

Prt>blema 40 Cn.1l esq uJ ora q u o senrt Jos números do t'O.~J ­
duos ~quiva1outes pnrc. la divisióu por rn, fuer:~ cual (ueHO 

este último. son equidivisibJes Jlor 61. Mostrar en un ejemplo 
que lo lnverso uo es cierto. 

Problema 41 . ¿P111':\ cuáles m que dividnn dos n\Jmerl)s. 
de lu cqu"Ldivísillilidud de égLos se cleduc~n Bns ecprii'Te<>itlna­
J.idnd ~s en tal dr VÜ<ión? 

Problema 42. Demostrar que In reladón de equidi villihi­
Jiuutl , llara la divisi{m por un número dndo m, os oqu ivalen­
te y divicle e! conjuuto de números entero~ en dos ciH~es . 

Problema 43. ¿Son c.orrectos eJ teorema 20 y su corolario 
para los números equid.i v.isibJos? 

15. Atlrnitamos la necesidad do JJOllP.I' Pn cllu·o l a d ivi~i­
hilidacl ele A 110r rn. Vnrnos ~ (;.ons t.ruir la ~ur.-e:?ióu do Hllrne­
r·os M 1 ero~ el ocrcc.ion t es: 

oquitlh·i ·üule~ con ¡J pnrn la división residtwl por m. 8 1egi­
mo~ 1111 proceso clo con!'lrn<"cibu do la sw:os ión (3.(1) l nl. 
que n ('. nnJrpri~r térmi11o ele ell11, mnyur o igual 011 v:dor 
ahgoJuto a m. lé ~u<:olln por lo m<1no~ uno rn(ls. As í, ClU'IIHio 

el úllimo li:Írrnmt) tl G {3 .6) e~; ignnl a 1:N·n, A es divi l'l ihle 
por rn y euando uo , uo lo el'. 

C Ltalqni<'r prQcedimionto do co u~lrucci(Hl de la ~llt:<'f4 Í ÍHI 
(3 .6) será liamnclo <"riterio de dwisibilickul por m. 

Prolllema 44. Domostrar qut> <'rHdqtrier criterio d!• ro~i­
duo~ equivalentes }lara La div isión r or m e.::; niteri() c( p cli vi­
.sí hilinad por m. 

Evidentemeute, los t:ritorios d., diviRibílidnd t.i tHHm cpw. 
!\Ot' algoritmos, es dc.•cir. saLisfacor las n1i:--rnas C()Jt<licw m~~ 

de precisión, mas ividad y f.\ficienc.ia que los r.riter·ios do 
equirr~sidualidail . 

Es fácil com pro!Jo.r (so lo dej:uu o<; al lat~tor) que cm p lean­
do cualquier f un ción f (x ). qu(• satisfaga Jn!S c.ont.lic icm cs 
a) - c) del p. 10 y In condición ti*} , o;¡ f (x) t icno sont.ido, 
los números x y f (.z:) ~on equidi v i~t i.Jlos por m, so pu~t.l~ 
·~·Onstrnir el crJI:el'io do divisibilülnd por m e.xnc. l:lmelllo dol 
mismo modo como ~e construyó ol cri.t.crio do residuos 
eqniva)ente.s pnrn la di visión )H>r In ll bftSO de t.vclo rundúu 
qua sa tisfaga lm~ condiciones n}-dl. 
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Hallcmnf4 rtlgunos critorios de di visiLi li dncJ. 
St~gúu el lcor•(>rna 1!í ~~s sufic iente podor UCit orminar ln 

di vi'-il.üUd¡ld d(.\ lo;; núrncm!:' por uno del tipo p4 (oJovudo 
a la potoncia de un númot·o J1rimo). 

16. Cri terio d~ divisibilidad por 7 eu d sistema decimal 
fle ~.numcruC!ili n. Srn A un n(rmom nnLu •·nL Present.émo~}o, 
coro(' ·ya c:o ]lli'.O nu l.t•riorm<.«~.n t.c, 1'11 In form n 10n + b, •londo 
O ~ b < 10, ad rn il icnclo que 

f3 (A) =-

~i A ~ 10, 
= ni rt-siduo do la di vio;ión de A { 

ja- 2új, 
pnr ';, pn rn í <A < 19. 

in rletel'lll i nad n, P<~~'n A< 7. 

Problema 45 Vcrific.ar el cumplimiento tJe las c.oJJúit·.io­
uos n) - r) y d*) pSlrn In función !;l (A) . 

La fuución f 'J (t i ) nos dn un ('.('iteJ'io ronoddo do d ívisi­
bilidau por 7: el guarismo lOa + b (O ~ u< Hl) os divi­
s ible por· í, úni<:a y exdusivHmcn t.o l: u<~n d o Lo ClS n. - 2b: 
ol número obtonido ~l' vorifiM nuOVI\lll On i.<J a In di visibilidntl 
por í co11 esto ]Jroccrlintien to , ek. 

Problema. 4fj Dc·mostrnl' que e l c.r.itcrio obLcmido de divi­
tiibilidad po1~ í no es el cri torin de t•es illun!'> oqui,•u lon te~ 
p<~ ra l a •li vi:;ión rcsid mll por 7. 

17. Criterio etc d ivisibilidad por 13. Presc:ml.omos ol 
uútnt•ro ltAturnl A t~n Ja formn 10rL + h, admitiendo qne 

fdA J= 

{ 

a+ 4b, 
- a l rosicluo dl• la 

indct.Mm inacln, 

si A~4.0, 
div •~ión di! .<t po•· 13, si t3~ A< 40, 

si A< 13. 
Problema 47. VNilicur el cUJo plimicHLo de las condic io­

ues a) - c.) y d*) [HWt la función / ,1 (;:r.) y formular el r ritcrio 
ohtonido d o divis illiliaucl por i~L 

Problemn 48 ,:Qué cfoctos t.cndr:\ la sust iLucióu d~o• l 
número 40 por 11110 mc•w •· en la clot.ermiundón do l:l tun­
dóu / 4 '? 

)"roblemt'l 11.9 1•:11 (ormn F-imil a r· a l a~ I'On8t.ruc<:ioue:< dt~ 
Jo,.. cl'HOrh•~ ti~! cii vi~ilH i idf\U por 7 r 13 rnmpOHCI' los l~ri­
t<.'l'iog auó logo."1 d1' cl 1visibilidnd JJOr 17. H~. 2:~. :¿H y 31 . 
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Problema 50. ConsLruir dos criterio$ do tll\•is1 bilidad 

por 49. 
18. '1'amhién :PUL'U los uúmoros oscri tos Oll otlo:; ::;tst.om a!$ 

de numeración, no decimales, ha y Cl'iterios de djvisíhilidad 

de ese mismo tipo. 
~:.El criterio d e d.i\·isibilidad por 1J on el s is temn de 

numeración de base 6 o C()mpuesto de U gunr tsmos. PreseuLo­

mos el número na Lural A ou la forma üa + b, dondo ú ~ 
~ b < 6 (en concordan cia con lo ant criorml'ULe dicho, 

todos los razono.mielttos se efectúan emplomu)o Jos signos 

y donomin:~oiones de los números en ol si~,;toma decimal 0(1 

n umerac.ión) y pongannos q1te 

{

a + 2b, si A ;;.~11 , 

j(A) = O, siA-11, 

indeterminada, s1 A.< 11. 

Problema 51. Verificar el cumplimie.L'Ito dt~ l as c:onJicio­

nes n)-c.) y d *) para la fw.tción j y formtdar ol cl.'i torio 

de divisibilidad obtenid o. 
Problema 52. Análogo nl crito\'io de divisioiliuad ttt·.a­

bado do c.on:;Lruir, construyamos los c.ritur.io.o; de di vtsihil i­

datl por: 
a) 5, en el sistema de numcrac.ión soptonario; 

b) 7, en ol sistema de uumeracióu do J}ase 11 o com­

puesto de 11 guarismos; 
e) 17, en el sistema de numernción duodecimaL 

19. En los puntos anteriores dé este párrafo nosoLrl)s 

homos visto gran cantidad do los Jrut~ diJoxCH Los <:l'iLorio:s 

de residuos equivaleutes y d ivisil.>ilidad. L a liualidad prác­

tica tle la cons~rucc.ión de todos ~sLos critol'ios e~ obteuer 

algoritmos fácilmente manejables que doLcrmincn los resi­

duos en !a división por algunos números detcrmiuados (cri­

terios de residuos equi valent~) o nos reve len si t ales resi­

duos son iguales a c.oro o no (cl'iteriós ele divisi bili.Jad) . 

¿H asta quó punto hemos cumplido, pues, el oLj('Livo pro­

puesto? 
Algunos criterios de oquirresidua lidad, talüs como los 

de la divisióu po.r 2, 3, !) y 10 ou el sit~ternn dec ima l de 

numcrnclóu (y eu general, por el divisor uel grado do In 

baso c.lél ~i~t~nü1 do nurucradóü) , realcocnto I'Osultaron muy 
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prtic Licos y con ven icoLes. EL empleo de otros está ligado 
n o.pernciono.s deo c;í lr.ulo más o monos voluminosas. 

Es naturfll , eu Lunccs, husco.r y o.plicar los criterio::; de 
di vis ibilidad y resid uos equivalentes, cuyo empJeo lleva 
a l objetivo por las vías más sencillas posibles. 

Uno de lns dificultade~ c.on las que se tropieza en tal 
tipo do prueb11s es va lua1· la sencillet: (o al Tev~s, la comple­
jidad) del empleo de laJ o c.ual criterio con liD número. 
'.l'nl <'arac.wrísLic.a numérica puede ser1 por ejemplo, la 
cantidad de operaciones aritméticas con números dígitos 
necesarias duranLe el proc.oso de ap1icac.ión del criterio dado 
n uno u otro número. 

Pol' dcsgrnc.iu, toda cnrncLerísLica del volumen 1le lo!' 
c.álculos depende en gran medida de las propiedlldes irHlivi­
duales del núrnero cuya divisibiJidnd ensayamos. 

Por Gjcmplo , podemos comprobar con muclw fncilidad 
que el residuo ele la división de 31 025 por 8 es 1. Pnra ello 
bn~ta con hallar ol resiuuo do la cl i visión de 25 pol' 8 . Poro 
para hnllar ol do Jn divlsióu do 30 525 por 8 hny que reali­
r.ar In división residual de 525 por esle último, lo cunl yn 
requioro url mayor número do cÓmJHllos (siendo indistinto 
<¡u~ se efectúeu m en tal m en te o por esc.rit.o). 

Otro ejemplo es el criterio de residuos eqnivn iQrHes para 
la división por 37 (véase ol prob1oma 36). El re:;iduo du 
dividir 10014 023 por 37 so haUa djvidiondo por él lu 
sumn 10 + 14 + 23. Como es fácil de ver, resu 1 La Igua l a 11) 
De todos modos, poco~ Mn los quo pue<len <~pli<'ar mental­
meutc este criterio rlo res iduos equi valentes al número 
782 639 485. 

Por eRo, a.L tratar Fobre la c.onvenienc.ia del ompleo de 
los criterios de divisibilidad y re~Sidnos equivalentes, no­
sotros tenemos q~to dejar de lado ln complejidad do ln:::. prue­
bas individuaJe~ de divisibilidad de los números y va lorflr 
lns posihiliuades de cada criterio como <1término mcdiol). 
Con tal enfoquB os de esperar una fotmulación prodsn de l a 
medida de complejidad del criterio de divisibilidad o de 
residuos oquivalontos o incluso halJar el que en este senf..idCJ 
Fea más económic.o. Por desgraci a nqu1 no tenemos posihi­
lidarl de desnrrollnr osLe nspecto de la cne<~tión en forma 
mó¡:¡ dcto1Jnda . 



~ 4. CRITERIOS G~N ERALES 
DE llESIDUOS EQULVALENTES Y .D~ DlVISIBlLIDAD 

1. Todos Jos criterios de residuos equivalentes, así 
como los do divisibilidad construidos anteriormeuLo, se ven 
un tanto artificiales y a primera vista pareco que ellos, 
o al menos algunos de ellos, fueron bailados de casualidad, 
o b ien son el resultado de l)tuebas y ensayos. En realidad 
esto no es así. Ocurre que existen procedimientos de cons­
trucción de criterios de divisibilidad y resi<luos oquivalen~ 
tes pará cualquier número dado de antemano. Ellos se lla­
man, respectivamente, criterios generales de divisibilidad 
o criterios generales de residuos equivalentes. 

Los criterios generales de divisibilidad son procedimien­
tos de obtención de criterios concretos de di visibilidad. Po1· 
eso a estos últimos se los puede considerar como !os resulta­
dos a los que llevan los criterios generales. Con tal punto de 
vista los criterios generales de divisibilidad son a los concre­
tos absolutamente así, como el concreto es al .resultado de su 
aplicacióJt a cierto n úmero, es decir, al residuo de la división 
del número dado a por el número dado m. 

Los c.riterios generales de dbdsibilidad y residuos equi­
valentes semejan algoritmos, por !o demás, bastante origina­
Jes: sus conclusiones y resultados tienen que volver a ser 
nuevamente algoritmos, precisamente, criterios cor¡c.retos 
de divisibilidad o residuos equivalen tes. 

Pero, para tratar estos criterios generales como algoriL­
mos, debemos estar seguros de que ellos poseen las condi­
cion~ necesarias de precisión , masividad y eficiencia. 

J>a.ra hablar. en detalle, señalando el criterio general 
de divisibilidad (lo mismo que el cdterio ge1lcraJ de re:;i­
duos equivalentes) nosotros tenemos que verificar el cumpli­
miento de las siguien tes condiciones. En primer lugar, para 
cualquier número m, él debo dar realmente un criteri() de 
divisibilidad (de r esiduos equivalentes) por este ll.ÚnH~ro. 
Deberá, digamos así, «transformar)) cada número natural m 
en criterio respecU vo. Precisamente en esto reside su eficien­
cia. En segundo lugar, el criterio geueral tiene que sor 
determinado, es decir, aplicado al número dado m, él dohe 
l-OI 3 1U 
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J l~var pot· 1111 procedimümt:u IJion dufiniúo n uu criLerio c.om­
¡Jictumcntu Nmc.rol() de dlvisihilid ud (de resicluos eq uivul<m­
lt\iio} por esto número . . Por (in, en Ltm:.er lugar, el c.riler.io uel>e 
ser masivo es decir, verdaderamen te general, y dar criterios 
de divisibilidad o oe residuos equivalentes para cualquier 
aú mero uatural concebido de antemano. 

En este sentido , el procedimiento de construcción del 
criterio de residuos. equivalentes , descripto en el p. 6 § 3, 
así como el proc.odimíento para haHar los criterios de di vi­
sillilidad doscript.o en el p. 9 § 3, 110 son c.riterios generales. 
En efecto, Ln indicación de las funciones que observan las 
conilicioues nec.esarh1s es un proceso quo no satisface, por 
ahora, ninguno fl e los xequisitos de precisión, masividad 
y eficiencia . 

En realidad , e~t.os proc.edimiontos no nos dan ninguna 
garantía de que la función necesaria sed hallada; qtúere 
1iecir q uo ollos carecen de eficiencia. Luego, si la función 
re<tuerhl a precisamonte existe, a ella se puede llegar pol' 
diferentes v Ía!i, ~:~üt hablar ya de que lates funciones pueden 
ser varias. O flOR, estos procedimientos no tienen precisión . 
Finalrnen te, allos tampoc.o son suficientes, y podría ser que 
para ltnos u otro!'~ valores concretos de m tampoco hallemos 
las funciones requeridas. En todo ca!'o, por sí mismo el 
proccdimiou to no iufotm a sobre esto. Así, para qua el proc.oso 
desc.ripto llegue a sec un algoritmo deberá sor completado 
nú.n con instr uc.cioJlcs predsus que garan t,icen la construcción 
de una función fm, nbsolutnmcnte determinada para cada 
número concreto m. 

Este prohlorna do <~algotitmizar>) la. construcción de los 
c.riterio!i de cJ ivisihilidad puede ser re~m~lto inclusu coa 
Jla.slante Far..illdad , puc~ los criterios generales de divisi­
bilidad son c.onoc.idos desde hace mucho. 

De hacho, 11110 de tales criterios gerrerules do residuos 
eguivalentes fue c.ongtrujdo por nosotros en el p. 11 § 1 aJ 
tratar sobw Ja cuestión de la división residual. So puedo 
formulnr así: u cada número entero positivo m se le conforma 
un pro<~eso do fiu~ttacción sucesiva de esle númoro m hasta 
ob tener uuo mtnlOr tJUe ~l (véase la úHima fr~-tsa d ol p . 1 
§ 3). 'fnl r.orlfor·mnc.ióo, está claro, posee todas l a;; yropioun­
de~ requeridas: de prec.isi6rt (nosotros sabemos oxactamenLe 
lo qu e C<)l lforma rrt<'JS al JlÚmero m: el proceso de susLr;lcdoues 
succsiVal'\ de m), de masividad (dicho proceso do sustrar<'.io-
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llt}H JHJt.·tl~ ::.c1· C(lnrrout :•do rC)n c' ua i (JnÍ!'I' m) y do cfi<'ivMía 
(l~ l intento s iompro c11 exi ~~~)- N() oh~ltlllle , ol vn lor prácli­
Ch (lel eril.crio gcnC'ral de residuos cquivnlunl.t•s descripto 
e~ muy peqtJcño. 

Cierto perfeccionamieltto del cril.erio goll<.wnl de residuos 
equivalente:-, lntsodo en la su.c:; l.n~t:dón sucel-<iva, c.onduce 
ni conocido proc.eso de división «Srxngcsimal» do números 
on l.cros. Este proc.oso también puede sf.\r examinado como 
criterio geueral de resic1uos equ.i.valon te~ . No ostá de más 
recordar que la ap1asLililte mayorin de gente lo ompJeu. pre­
cisamente. l)nrn encontrar los residuos de la div isión. En 
este caso se razona siguiendo el esquema que tL·anscrihimos 
en dos variantes: en el lcngullje común de Lodos los días y 
en )a lcngur~ algorítmkn. 

En la lengua com(ln 

1) Yo debo hallnr el residuo 
do la división de a por 
ol m dado: 

2) para esto tengo que divi­
ili•· por m; 

íl) en este momento comien­
zo a. efectuar la diVisión 
de a por m .. . 

4} • . • di vi do y obte-n~o <' 1 
residuo. 

En In l engua algorltmfca 

El eriteri•> gonoral de rc~ iduos oqui­
vall'ntos eomil'nta a t.ransforrnar 
lll n t•mcro m; 

el criterio general ''úc1s da" el resuL­
tado de la transfi>rmacibn del nÍI· 
mero m; un c rit<>rio concreto de 
residuo>!' equivnlentos parn la di· 
v is i1)n por m, wnsist.ente en divi­
dir por m dirl'ctamonte¡ 

el critorio concreto obtonido comien­
za o transformur el n ú n\Ol'O a: la 
división con residut> por m¡ 

el criterin concrot•J nos Uovu ni ob­
jetivo: :~ 1 ros iduo do In •l ivisión 
de a. l'Ql' m. 

En este razonamiento los tres primm·op. pasos son m11y 
sencillos y por eso no puede asombrn rno::; que el cuarto puso , 
la ejecuc.ión do la división en sí. re::mlte t.:m volu minosa. 
La finalidad do los criterios genel'ales de residuos equivalen­
Le.q y divisibilidAd , prPcisamento, P.S n.l tgerat· el cunrto paso 
a cuenta de que so porfeccione el segundo. J ustnroon~o o~Lo 
es lo que se :>obreentíende ltabitualmonte ni hablar de tates 
('.ri torios. 

2. El primor crilerio general de d iv if'ibtlidad (con más 
exactitud , incluso el do residuos cqu ivt~len t.os), hist6rica-



mcmto fue ¡•ru put~c::.lo Lodnvín :t m ediados d el siglo XVII })Ol' 

el famoso matornátir.o ft·aucé~ Pascnl. s,, esencia es Ja si­
guiente. 

Sea m un numet·o natural. Compongan1os la s ucesión de 
números 

(4.1) 

s uponiendo que 

r~ es iguaJn aJ re~iduo de la división de W por m, 

r~ >> '' iO 7'1 por m, 
1 r8 • » » 10 re por m, 

etc. 
Presentemos ahot'a el número natural arbitrario A en la 

forma 
1011a 11 + tOn-1 a,\-t + .. . + 10 ~ + ao , 

y determinemos la función 

Fm(a)= 
si 10n~m, 

{ 

a.u + r ta t +r2az+ · · · +rnan, 
= al resill uo de la rHvisión de A por m si 10n< m~A, 

indeterminada, si A<m. 
Problema 53. Verificar que la f.unción F m sa tisface las 

condjciones a) -d) del p . 10 § 3, para cualquier m. 
Así, hemos construido un criterio de residuos equivalente, 

para la división por el número arbitrario m, o sea, un crite­
rio general. 

Problema 54. FormiJlnr los criterios do residuos equiva­
lentes obtenido$ dol criteri o general de Pasca l en la divisi6n 
po~: 

a) 2, 5 y 10; 
b) 4, 20 y 25; 
e) 3 y 9: 
d} 11 ; 
e) 7. 
Problema 55. Sean en la sucesión (4.1) 

r 1, o.l residuo de dividir 100 por m, 

1> 

!} 

e l.c~ .• 

)) » 

1> 

100 r1 por m, 

100 r 2 por m, 
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Deducir de aquí 11r1 criterio gonet·al du residuos cqtlivn­
hmLes, gimilnr a l de PnscaJ. 

Problema 56 . Dedudr eJ criterio general do equirresi­
u\lalidnd en Ull sistema tnaril1 do llllmeracióu, auáJogo al 
c.ritel'io de Pasea]. 

3. En el p. 19 § 3 hemos hn blado Hohrt: la¡;; propiedades 
comparativas de los criterios de div isil.tilidad (o do residuos 
equiv alentes) por un número determinado. Como el criterio 
general de divisibilidad tiene que proporcionarnos el criterio 
de divisibilidad !)Or cnnlquier número natural, eotonce!!, 
nada tiene de particular que para distintos números puede 
conducirnos a criterios de divisibilidad do Ja más diversa 
calidad. 

Affi, por ejemplo, ol criterio general de PasCJll junto con 
los criterios de residuos eqnivalentc.o:;, completamente admt­
sibles paca la u.i.visiÓn por 3 y 11 1 llOS da UO criterio d~ 
1·esiduos equivalentes para la división por 7, muy volumino­
¡;o y de difícil aplicación (véase el problema 54, e)). 

Con relación a esto, a propósito de los cri terios generales 
a~ divisibilidad y residuos equ ivalentac;, !le pueden enunciar 
consideraciones semejantes a las que se expusieron en el 
p. 19 § 3 durante el examen de la calidad de los criterios 
concretos de divisibilidad. En este sentido se considertmi 
óptimo el criterio geueral do divisibilidad (de residuos 
equivalentes) que, aplic.atlo a r.unlquier entero positivo 
undo de antemano m. nos dé el mejor c.riterio de divisibilidad 
(de residuos equivalentes) por este m. E l 1ector comprenderá 
que hallar el criterio genera l de divisibilidad má~ ncertado 
es una cuesti6u qu13 está lejos no sólo de ser resuelta, sino 
inclu...«<> de tUl planteo riguro.~o. 

§ 5. OIVl!;JBILIDAD D~ PO'fENGJA~ 

f. Corne.uccmos ror Jn do¡.;cripción de un proc.eso al quo 
so podría Jlamur «critorio muy gent~ral do residuos equiva­
lcntcl"-1>>. 

Soa k cior·to rn'wwro nat.ornJ y rol rcl'ilino do Ln divisióu 
do t 1

' por m: 

t'' = mq + r (O ~ r < m}. 
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Por el corolario del teorema 20 (véaso el }J. 3 § 2), pa.ru 
cualquier n, )os números r" y tkn, al ser divididos por m 
también deberán ser equírresiduales. 

Fraccionemos ahora el número arbitrario A d~> derecha 
a izquierda, en «grupos)) ¡,.narl"•, o ~~· . pr('..s<mtémoslo en !a 
forma 

,•1 = u,.tl"' + (!,.-lth(n-t, + .. . + a.ltll + ao, 

O~a1 <t1' para i=O, i, ... , n, 
y I>Ongamos quo 

{ 

anr" + an_1rn-L¡.. ... +a1r -l-a0 , si A~t1\ 
f (A)= al residuo de d ividir A pQr m, si m~A < t11

, 

indeterminada, si A< m. 
Es evidente qua en casos similares, como antes , el pro­

<'t'~o do construcción d o los números 
A 0 =A, A 1 = / (A 0), A~= 1 (A 1 ), ••• 

es un c.riterio de residuos equivalcuter:;. 
Problema 57. Corciorar:lc, no obstante, que esto real­

mente es así . 
Problema. 58. Suponiendo que t = 10 y k = 2, baUar ol 

t'csiuuo do la división del zaúmcro 1 Q1¡8 576 por 7. 
Problema 59. Cerciorarse de q_uc o) cril:erio de residuos 

equivalentes que acabamos de esc.ribil· $Ólo es lula forma más 
dara de aquella generali~ac.ión del criterio de J?asc.nl men­
cionarlo en el problema 5fi. 

2. Hahlnndo formnlrneoLe, al componer en oJ p.1 el 
cri1.ol'io general de equirrosiduaJidad, aplicamos las pro­
piedades de Jas poton<:-ÜHi ati.notlles a su divisil>iHdad. Si.n 
embt~rgo. la cuesti6u relntiva a dicha divisibilidad e..s, en 
esencia, uJgo que trata sobrllla di visió11 de cior.~o~ productos. 
Po1· eso, en prirH'.tpio, también se logn1 J'e~o!vcr esto tomando 
r-omo base los resultados de § 2. Simultnueamcnte. la reaH­
zación prác.tic.a del c.ril~rio de equírrosidualid ud obtenido 
para un as 11 otras combinacíoHes de Jop. valores de Los núme­
ros t y rn puede cmaducir n gr1mdcs v:dort>,s de k. y r, talos, 
quo cJ cútc.u lo rl<' lo:s valoras de la !twdón f r.c()uiOl':-1 JJc.wnt• 
11 rabo unn c-on:>idc.•ralJJc cunLidnd do cóm.puLo~. que in c-luso 
podria !~upemr, en volumen. l~ts opcrocioues do lo división 
directa por m. 
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Está claro que el cálculo de los valores de lo función j 

resuJ brrá tanto más sencillo, c.uan to menore.s ~ean los valores 
d e los númnros k y r. Se sobreentiende que los m ás cou­

venientes, en este sentido, son cuando r = 1. Entonces, el 

valor de f se obtiene c.omo resultado de la ejeruc.ión de una 

operación más fúcil: 1 a adición , 
Según el teorema 22, este caso (r = t} tiene lugar, únic.a 

y exclusivamente cuando (tll - 1) : m o, con otras palabras, 

c.uando th, divid ido por m, deja como residuo 1. Surge el 

intecrog11.nte: ¿hallaremos para los datos t y m tal k que 

(t'' - 1): m? 
Todo lo dic.ho induce a estudiar Ja diviF:ión de las poten­

cíns con más detalle. 
;~. Ampliemos un tanto nuestros c.ouocimientos on el 

campo de la teoría de los números. 
TEORBM.A 2'• (de Fermat). Si el número p es primo, la 

diferencia a'P - a es divisible por él. 
No se debe conftmdir el denominado «pequeño teorema& 

de Fermat con su «gran teorema». Este úllimo afirma que 

para un entero n > 2 no existen onteros a, b y e tnles 
quo an + bn =en. A despecho d e numerosas tentativas, 

basta ahora el gran teorema oo fue ni domostrado ni refu­

tado. 
Corolario. Si p os primo y a indiv i~ihle por é l, enton<'t~" 

aP-1 - 1 es divisible por p. 
Problema 60. P reseJitar ma ejenapln donde ~e mnnifi~t.(• 

quo tanto el teorema 24 como su c.orolario pnra uu p co m­

puesto, hablando en general, no son correcto~;. 

Problema 61. Demostrar e] teorema de Fe>rmnt ba~ñnd ol'e 

en el resultado delllroblema 26. 
Supongamos que el número nntur:Jl rn tiene la descompo­

sición c.anónica: 

m - p«zpat p«.lt • 
- 1 ~ •• • h • (;) 1) 

pongamo::; que 

<f (m)= p·~~ -1 (p~-1) p~' - ' (pz - 1) ... P~"' ' (p,, - 1). (5.¿) 

Las iómwlMI (5.·1) y (5.2) ~uformítH ¡wra c.adu rn IHlturuJ 

tm númoro completamonte dott!t'rnínado '1' fm) . Esto quiere 

decir qne podemos hablar d e fuorión tp del nrgumcnlo natu­

raL 
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DEf'INlCJON La fnnción tp ¡let.t3rminada antes se llama 
función de Euler. 

La (unción de Euler juega un papel extraordinariamente 
importante en muchas cuestiones de 111 teoría de l os números. 
Incluso en oste libro i.udicaremos varias aplicaciones de 
t'JlA. 

't'I~OHBMA 25 Para m1 y m~, primos entre sí, tiene lugar 
la siguiente igualdad: 

Problema fi2. Calcular (p (12). '!' (120) y q> (1000). 
Problema 03. Determinar lodot; los números m para los 

cuales: 
a) q:¡ (m) = 10, 
b) <p (m)= 8. 
Problema 64. Demostrar que no existe tal m., plll'll ol 

que q> (m.) = 14. 
Problema 65. Demostrar que q> (m) e!! igual a In cantidad 

de números naturales primos entre si r.on m y menores que m. 
Esta propiedad de la función de Euler t iene extraordinaria 
importancia. Frecuentemente olla os coufundida con ln defi­
uic.ión de la función. 

'l'EOR~ 20 (teorema de Euler). Si los números a y m. 
son primos entre s~, a.ll'(mJ - i es divisible por m. 

Los residuos de la división de un mismo dividendo pot 
diferentos d ivisoros, se hallan ligados entre sí do un modo 
bastante c.omplejo. Del toorema de Euler se puedo obtener 
la dopondenda, do principal importancia para nosotros, que 
tienen los residuos de la división po-r .fac.tores primos entre 
sí, con la división por e] producto do ellos. 

Prpblema 66' . Senn (m,. m2) = 1. a1 y a2 números etju i­
-rresiduolos con A para Jas divisiones por m 1 y m2, l'CSpcc.ti­
vnmente. Entonco11. en ln división por m1m2 , el número 

sor á oq1tirresi.d n:d oon A. 
4. A base de los hechos Ec>.stablccidos:. podemos formular eL 

criterio general do l<>s residuos equ iva lentes para uu t.livisor 
arbitrario m, ~n nn si!<toma t.<tmbión ariJitrario de numera-
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ción t, en aquella forma c.]ara y suficientomcnte mnnejnble, 
de la que se habló en el p. 1. 

Les rooordamos nuevamente quo cualquier criterio de 
equirresidualidad es un algoritmo, o sea, un determinado 
proceso y, por eso, el carácter de cualquier descripción de ól 
deberá ~r unn narración en de~arrollo. 

Así, tenemos los números m y t. P resentemos m en la 
forma de un producto m= m,rn2 tal que (m1t) = 1 y para 
cierta potencia k tenga l ugar la divisibilidad th : m2• Según 
el t eorema 18, tal presentación es posible. En vigor del 
problema 66, el asunto que trata sobre ]a equin-esidualidad 
para l a divisiÓD por "'-l_m2 puedo ser reducida a una cuestión 
análoga en la división por m1 y m2• Pero el criterio de equi­
rresidunlidad para mz lo contiene ol teorema 21, y el de 
equirresidualidad par11 m1, el teorema 22. Después de aplicar 
estos criterios de residuos equivnlentes debemos utiliznr 
el resultado del problema 66. 

Por ejemplo, en el caso do hallar el criterio de eq1ti­
rresidualidad para la divisiónpor 12 en un sistema de nume­
ración flecimal, evidentemente, 1nJ = 3, m t = 4, y k = 2. 

El proceso descripto es criterio genera] de residuos equiva­
lentes, en el sentido de que él, para cualquier m, brinda 
cierto c.riterio e.onc.reto de equirreflid uaHdad. Esto se dc~­
prendc de la algoritmizabilidad de la construcción dt~ ll\ 

descomposición canónica del n úmero (véase el p . 9 § 3). 
Nos queda formular c.on clar idad eL c.riterio de equlrre­

sidualidad señalado para la di visión por TnJ, Yaliéndonos 
de la posibilidad de determinar el índice k, basándonos on 
el teorema de Euler . 

5. Aplicando los teoremas demost.rnuos cons truyHmos 
varios critel'ios general M de. di vi!'i hi lidad y re.-, id u os equiva­
lentes. 

F'ijemos ol núrnoru n<tturnl rn y JlrcsonLorno~ o1 níHnorn A 
en la fot·mn 

donde 

o sea, Jos números a1 (l = O, 1, . . .. k) son ~ (m)-narios. 



La func.iÓJl 

F(A)= 

58 

{ 

· A ¡OqJ(ut) 
a0+ a1 1- ... + a1., s1 ~ L , 

= nl residuo de 1a divií'iÓII <le A pur rn, si m~A < 10cp(ml , 

indeterminada, s i A< m, 

es tablece, como as fácil do comprubar, cierto criterio geuond 

d o residuos oqni vnlontcs. 
Problema 67. Verificar esta circunstancia . 
'J' t::OnEMA 27 Si ws ntímeros a y m son primas entre sí 

y los k1 y k 2 , equirrestduales, en la divlsiórt por 'P (m), los 

números ah1 y ah son equirreslduales en la división por m . 
ProlJlama 68. Formular lo.':! criterios c.oncretos de cqui­

rresidunlidnd THtTa la di visión por 7, 11 y 13, obtenidos a 

hnse de este criterio ge11eral ele residuos oquivalentas. 
Problema 69. FormulHr el c r-iterio análogo general de 

equirresidualidad para ltr) sistema ¿narlo arbitrario de nume­

ración. Cerciorarse de que el c.riterio general do residuos 
equivalentes, así obtenido. por su formulación uo dependo 

do la base t d el sistema numéri(J(I. 
Problema 70. Demostror que (n13 - n) l 2730. 
G. E n muchos c.asos el criterio general do Tesiduos egui­

va lentes no es, por decirlo así, <<Suficientomenle económico», 

~n que, hAblando en genoral, ol número cp (m) puede resultar 

domasiado grande. De ~hí que, al emplear este c.rit.erio nos 

vumos obligados, por un lado, a sumar enormes guarismos y, 
por el otTo, en este caso, a dividh los números <p (m)-narios 

diL•ectamentc por m (f) om plear a lgún criterio distinto de 

divisibilidnd y residu oR equivalentes). Por eso, en lugar de 

11• (m) es deseable pro ba r otro expone.ute menor. En uJHI 

~erío de cRsos esto se consigue hace1·. Por ejemplo, para 

m = 37, fle puede tomar 3 en lugar d~:~ <p (m,) = 36, ya t¡u(' 

WOO. on !11 di visión por 37 deja un uno r.omo residuo; para 

1n = U Stl puede tomar 2 en lugar de <p (m) = 10; ulc. 

IHWT!IIlCWN ElnúmeL'O ~ mínimo, para el cuaJ al divjdir 

tL" por m t¡ ucd;~ como re..<:iduo 1, !'e llama exponente, al que 
lt.! perlimt.•ct• el wí.m.c!rO a pnm Jn diviRión re~inunl vor m. 

Con rnayo.r frnc.uonri:• este riÚmcro uR llnmadf) e.r..porumte, 

al gue pertenece. n, con el tnóriulo m. 
Evidonl.ement.c , uualesqu iera que ¡;can los números pri­

rnos onll'O sí lL y m1 el exp()J~onto 61 al que portl'nece a en 
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lu di visióu pot· m, no !Supera 'Jl (rn) . Este exponente se puf}de 
tomar, prec.isamento, en lugar do (fJ (m), nl formular el cri­
terio genernl de divisibilidad del p. 5. 

Problema 71. Modificar el c.ritor io genera] do divisihilid nd 
construido, emplonndo en lugar do q> (m) el cxpoueutc al 
que le perlcn occ 10 en la divi8i6n residual po¡ m. 

Problema 72. Lo mismo pnrn un Rifltemn t•wrlo de numerll­
ción. 

7. El exponente, lll que ll' pnrtcnccc ~~ númi'TO a en l.n división 
por m, llabland(l en ,:tC'ncral, t;nn biéu puedt' ser igtw la cr (m). l'nr ejem­
plo, la Slt(~C'slón dt' los l't'sirluos de dividir las potcncht!i 1lel nú111cro rlos 
por H. S<>ci 

2. 4. s. 5, 10. 9, 7. a. 6, ' · 

tal. que al diviilir por l'l , 1•1 número 2 pertenezca nl ('Xpononto 10. 
Eslo significa que parn ¡•mplcar e l cri tt!rio ele N[Uit·rc~idualidnd tld 
p. 5, en este cn!'.o, nos WJn<ls obligados a Lomllc k= 10 = IP {H l. 

No u·hsLiilltt>, on mucho~ c.asos !Jast.n •·lo)xpnnenle 1/ltt¡¡ (m\. St.>u tn, 

por ejemplo, exponent-e O•' un número prirur¡: m = pa y p :;k 2. Entonces 
cp (m) = pa.-l (p - 1), y ~ 1 Leorerna 111' Eulcr adquit'l'l' In for mo : 
(al'a-l(p-1)- 1) ¡ pa p:trn {a,¡,)=- t. Dudo tJUl' el ntínwro ,a.-l (p - 1} 
PS par, el últi mo d.ivit.lt·tulu resulta una dift·rencia 1lc t'Uitllradu:l, y DQSO· 

tros t••nem,,s lfue 

(alhl>a -1(J• - 1l -j-1) (a112ll.1.-1tp- l ) -1): ¡P·. 

('mno p -:=¡:. 2, umlHll:i (nrt.vrt~ll. no puedt•n ¡¡imultlicu:.uueult• ~l'l' llt v t!;t­
bles lJOl' fl· Esto signilil'n que lo es, () hwn n1 J~rp(m) + 1, u hí<:ua1 ~lf("')­
- 1. li:n ~¡ primer caso nos vernos t.!ll J.w.; cunctid,,nt·s olol l.l~llf'l! nt.t 23. 
dond<> Ir = CJ~r:p (m.), y C'n el segunde). un ln.s ch.•! tcort•OHt ~2, con el 
rn isrno k = 1/ tcp (m) 

8. El empleo de In fuoci6u y ol teorema d ~ Eulor no 
r¡ueda limit~do n los rri t(wio~ de divisibilidad_ Por sn inter­
modio se pueden re.'3o1vm·. por ejorn plo. cc. u11 ei one~ c.nu uúme­
ros entero:<. 

·rr.:onEMA 2-s. St los ruítneros a ¡¡ ú :;tm primos cntl·<! si. 

la ~cuaeión 
ax + by = e 

siempre puede ser t'esudta. en nú.rneros entero:; ylocla.~ lct.~ ¡uu·cjtt.~ 

de nli:meros (x 1, y 1) tlonile 

x 1=ca<r<M- t 1- bt , 
1 -n.ll'(ll) 

Yt=C b - ttt 

(l es cttalquier número entero) serárt sus soluciones com pleta.s. 
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Problem¡¿ 73. Demostr:tr tUl teorema análogo nl 28 sin 
~upomw quo Jos números n y b son primos ontre r4. 

Problema 74 . Hallar ol procedimiento de resolucióu, e11 
números entero~>, de llll:l ecuaciones del tipo -(5.3), busándose 
cm el rcsultndo dcJ problema 29, b). 

Problema 75. Reso1vt'r on números enteros los ecuaciones 
n) fJ;r + 7y = 9, 
b) 25.t: + i3y = 8. 

9. 'l' IWnKrtfA 29 Sean m !J 10 primus entn! si y k equlrre-
sidual crm f_Q~J;C1n)-l en /,(¿ clil:ist6n por m. Entonc..es los números 
10a + b y a -t· kb serán equidtvlsíble.<; por m. 

Bnsúndo$o ~n este teorema, se pued& C<lnstruir el s iguien­
te críteJ•io general de di visibilidad. Designemos con k al 
i'A!-'i duo de la divjsión resicltta1 de 10~~><m)- l por m, pre!S~:~nte­
mos el número arbitrado A (Ul la forma 10a + b (O :;:;;;; b < 
< 10) y pougnrnos (}ue: 

F (11) -= 

{ 

a 1 /eh parn A>a -1 l>b, 
_.. ul1·csiduo de 1:\ d iv isi6u de A por rn para m.~ A< a 1· kb, 

iuuctcrndnada, pam A< m. 
Si k resulta denHt8iau u l;l'llnd o (próximo a m), cu stJ lugar 

l'~ convenk•ntc coJocar, CJl la forrnuhu~-ión del ro~Spec.tivo 
c.rtlcl'io, k - rn. 

Problema. 76. Vorifictl1', para lu fuución F, e.l <'tunpli­
milmto de Jas condkiono~ n) - C') d~l p 10 § 0 y d*) deJ 
p. ·J5 § 3. 

Problema. 71. A ba!lc del criterio general d o divisibHi­
<lad quo acabamos de construir, deducir e] criterio de divi­
s il,ilidau por los 11úmero:s 17, 19, 27, 31, y <'19 . 

Problema 78. Construir un cri terio general de divis iLili­
dHd fwft logo, r(.'prescntanrlo nl n{tmero natural arbjLrari<l en 
¡,, fonnn 100a + b (0 ~ b < i OO), y deducir de él lt)S n·ito­
ri o~ ele clivisihilidocl por 17. t1;-!. 49. 67, 101 y 19!J. 

Problema 7.9. Cof•st.ruir uu criterio ~nálogo de divisilJili­
dnd en un 8Í8tema L11'

1rlo ño numcracióJt. 
ProhlrmlL SO ¡\ baii(' rl ol c r.:iLcl'io gor11~ral de divi~tbili­

dnd !'Oll f; lruidn, dcdur11' r rit.twim; conNei.os do divi~i bilid11d 
J.IMn In di vi:;ióu por: 

n) 21. en et si s1om<l octónfh) 11 ucLOJH\tlO de nunwrnciÍln; 
b) :-11, 011 ol ~ i~lcma dnodeei rrllll de nurn t'mción. 



DEMOS'fRACIONES DE LOS TEOREMAS 

l. l'!:s s uf¡c.ionbe 1-(0ñnlar quo tL = a·1. 
2. !Jot• condic.ión, se hallarán dl y d~ Lnlcs, que a = bd,. 

y b = cd2 • Pero entoncos, a = cd1d2, os decir, a : c. 
3. Nosotros tenemos que a = bc1 y b = ac2 , de donde 

resulta que a = ac1c2 , es decir, c~c2 = 1. Como los números 
e1 y c2 son enteros por condición , en 'llnces o bion e1 = c2 = 
= 1, o bien e1 = e, = -1. En el imer caso a = b y en 
el segundo a= - b. 

4. Sea a = be. Si 1 e 1 > 1, entonces, por c uanto 1 b 1 > 
> 1 a ¡, también 1 be 1 > 1 aj, lo que contradice la hipótesis. 
Quiere decir que 1 e 1 < 1, y como el número e es entero por 
condición, e == O, por lo que también a = O. 

5. Evidentemente, da a = be se deduce que 1 a 1 = 
= 1 b 1 1 e 1 y de 1 a 1 = 1 b 1 1 e 1. que a= be o a= b(- c), 
ndemás, los números e, - e y 1 e 1 ~on entero~ o no, simultá· 
nenmento. 

6. En efecto, soan 

aJ. = bc1, 

at = be,, 

dor1do todos los números c1 , c2 , .•• , en son enteros. Su­
mando por miombros osLns igua ld ndos obtenemos 

a1 + a2 + . .. + tt71 = b (c1 + Cz + ... + C11 ) . 

Lo que se halla entre paréntesis es un número entel'o, 
quedando demostrado con ello justnmcnLe ]o que so pedía. 

8. La demostración se efectúa por el absu.rdo. Supenga­
mos que la cantidad de números primos es finita , de moclo 
que Lod os ellos puedan ser escritos: 

P~· Pz, • • ·• P"· (Demost. 1) 

Designamos por P al producto de t()(los estos n úmeros y exa­
minamos la diferencia P - 1. Estn supera a cada uno de los 
números primos enumerados en la notación (Demost . 1) 
por lo que no puede ser número primo. De tal modo, ella es 
divisible como mínimo por un número primo P~<· Poro 
incluso P lo es por p 11 • Por consiguiouto, a base del corolario 
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del toorcma li, lnrnbién 1 : p1 .. t.l o tl olldc p1, = 1, lo r uH.l 
('.ou tr<td k.() el hecho de que el número Jlrt se<~ primo (véa::;{} 
la 11ág. 24). 

La demostración expuesta ue la inLinidad del conjunto 
de oúuteros primo~ fno hallada por Euclüle¡:¡ (en el siglo 
IV a.n.e.). 

9. Si los números a y p son primos entre sí, entonces 
el teorema qneda uemosLrnilo . EH caso eonLrario ambo¡.; f\orán 
di visibles ponm mismo número, distinto de Ja unidad. Como 
p es prjmo, tal número :puede ser· solamenla p . Quiore decir 
que e11 este caso a; p y esto es precisamente Jo que se pedía. 

10. Dividiendo con re-siduo M por· rn obtenemos 

M =mq+ r, 
c:low.l o O ::~ r <m. Como J~l y m son divisibles por a y v, 
en ton ces .• sogún cJ corolario del teorema 6, t ambién el núme­
ro r lo deberá ser, con lo cual rcsulLn mú!Liplo c.omú.n de 
estos números. P ero r <m y m el'! eL mínimo común múltiplo 
positivo de a y b. Quiere decir que r no puede set positivo, 
de taJ modo, r = O. Por eso M : ru. 

1L Aceplemos que los número¡,~ a y b son primos cnLre sí 
y m es SlL mínimo común múltiplo. Como ab : a y ab : b, 
entonc.es, por el teorema anterior, ab : m. Sea ab = mk. 
Pongamos q u o m = ac. En ton ces ab = ack, es decir, b = ck, 
así que b : k. E xac.tamente de igual manera podemos per­
suadirnos de que Lnmllién a ¡ k. Dado qua a y b son primos 
eJlt.re sí por condición, k = 1, y eslo quiere decir, precisa­
mente, que m = ab. 

12. Llamemos m al mínimo común míltiplo do Jos núme­
ro::; b y c. Por el teorema precedente m = be. Prosiguiendo, 
por cond ición ab ¡ e, además, evidentemente, ab : b. Quiere 
decir, según el temema ·10, que ab ¡ be, es decir, que ab = 
= bck o, dospués do simplificar por b, que a = ck, y esto 
es jus l.amen Le lo que r:;e pedía. 

13. La demostrac-ión se efectúa por inducción sogún el 
oúmoro de factores. Hahicmlo uno solo, entonces el teorema 
ef! l.rivial. Supongamos quo el teorema fue demostrado para 
cu.dquicr producto de n factores . Sea a 1a.2 • . . a.narl+l : p. 
OE~signemos (~1a2 •.• a.,~ p.or A . En este caso Aan+l: p. 
Si a.,, +l : p, eJ teorema queda demostrado, en caso c.on trn1•io, 
tt, 11 y p, scgÚJl el teof(~ma 9, son primos entre sí. Poro 
OJ II.ou c.P~, ror lo anterior, A : p. Dudo que A es un producto 
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do n hu:.l.ot·os, 11110 Je olios , por <:OIIsidcrnciom.ls tlo iuúuccióH, 

t ieue 4uo ROl' divisible por p. E l Lcorernn quedu dcmos lr<H.Io. 
Col'olario. Todo el quebrado J'eprescnta uu núme1·o cnlero, 

es decir, su uumerauor es d ivisible por eJ denominador. 

Consideremos al numerador producto de úos fuctol·es: p y 

1· 2 - .. (p - 1) = (p - 1) ! 
Ningww de los factores del denominador del quobrado es 

divisiblo por p. De ahi que, según el Loorem.a anterior, tull)­

poco lo sea todo el denominador. J.>ero entonces, de acuerdo 

al teorema 9, él y p son primos en Lre s.i. Por eso, deberá ser 
divisible por el denominador el segúDdo íactol' del numera­

dor. Llamando q aJ cociente de esta división, C~ = pq 

y Jo exigido queda demostrado. 
14,. Probemos al principio que cualquier númoro dilercute 

de Jo unidad puede ser descopuesto on factores simples. 

Supongamos que todos los números mrulores de N p ueden 

ser desc.ompuestos así . Si N es primo, entonces, él se des­

compone automáticamen Le en :prod neto de primos (compaest..o 

precisamente, de un solo factor, del propio número N) y 

el teorema queda demostrado. Sean ahora N compuesto, N 1 

un divisor suyo, diferente tanto de él como de ía unidad, 

y N 2 el cocienle de dividir N por N1• EnLonces, N= N 1N" 
y además, como es fácil comprobar, 1 < N 2 <N. Dado 

que N1 y N t son menores de N, eutouccs, por hipótesis, 

ellos pueden ser descompuestos en prod u e tos de factores 

primos. Sean estns descomposiciones N 1 = p 1p2 ••• Pll J 

N2 = q1q2 ••• q, . .En tonces, PtP2 . .. Pkfhq'i< .•. r¡, es la 

doscomposición buscada del número N. De lal modo, la 

posibilidad de descomponer queda demostrada . 
Pasamos a demostrar la unicidad de la descomposición. 

Aceptemos que se nos llayan dado dos descomposiciones del 

uúmt:lro N en Iact.ores primos: PtP'i< ... Pk Y q¡qz - • . q 1· 

Evidentemente, 
(Domost. 2) 

Como q1q2 • •• q1 es divisible por P1> entonces, de ncuordo 

al teorema anterior, a l menos uno de los mimaros de q1 , 

q2 , ••• , q 1 será divlsib]e por Ps.· Aceptemos que q1 : p1 

(ol hecho de que consideremos divisible por p1 t> recisamente 

í ll primer f'actor del segundo miumbro do (Demost. 2) no es 

ninguna hipótesis complementario, ya que leuemo~ derecho 

a en mbi<lr do lugar los fnctores y deRignar por q1, prer.isn-
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mont~ a .aquel que es tliv1slble por p1). Dado quo el número 
q1 o;-; primo, entm1ces, esto os factible solarnon.Le para p1 = 
= q1 • Simplificando I)Or p1 la igualdad (Demost.. 2), obtene­
mos 

(Oemost . 3) 

1~ 11 forma :m{doga a Ja anterior nos cortvcnccmos do que uno 
do los números de q.,h q1h •. •• q 1 (por ejemplo, q2} es djvi­
~-¡ ible por p2 y, por eso, p 2 = q2 • Simplificando Ja igualdad 
(Demost. 3) por P'i disminuimos la cantir.Jad de factores de 
sus miembros aún en una unidad. Tal proceso de simplifica­
ción, evidentement.e, se puede prolongar hasta que uno de 
los productos quede completamente simplificado. Sea el 
primero en simplificarse el producto ubicado en el primer 
miembro de (Dernost. 2). El producto u.bicado en el segundo 
miembro rle (Demost. 2) también <{uedará íntegramente 
simplific.aoo, de lo contrario obtendríamos una iguuldad 
del tipo 

i = qk+l • •. q¡, 

<'o~a imposible, ya que In unidad no es di visible vor ningún 
número primo. Con lo cual nosoLcos obtcnomos también que 

PI = ql> P2 = q,, ••• , Pll = qli • 

.IT. l teorema queda enteramente demostrado , 
15. Saan P~'P~· .. . p~J· y qrtqfz ... qr,. respectiva­

mento, descomposiciones canónicas de los números a y b; 
y d, un d ivisor común tlc ellos. Si d =F ·1, será divlsiblo por 
un número primo p. E ntonces, de acuerdo al ~oremn 3, 
eL : p y b : p, de manera que p se halla tanto en tre los núme­
I'OS p1 , p 2 , •• . , p", c.omo entre los q1 , q2 , ••• , q1• P or eso, 
cutre los núme1'0S primos que integran la descompo!-lición 
c.11eónica a ha brá uno que in tegre la canónica b. 

A La invc•-sa, si a y b son primos entre sí y p integra la 
doscomposición cnnónkn a, enton~, b no será di visible 
fJOr p y p no integrará la descomposición canónica b. 

16. Necesidad. Como a: pr1 (i = 1, 2, . .. , k), de b: a 

obtenemos lo ntquerido mediante la simple referencia al 
Leorema 2. 

J.a suficiencia sa demuestra por i.uducción . L a divisibili­
tlnd b : p'f1 t'S una de lm~ condicione¡;. Supongaml)!-1 estable-
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cido ya por nosotros que 

b
• CX.t a 1 :p, ... pl ( i~ l<k). 

Además, disponemos de la divisibd.1dnd b. PTJtt. Como 
los números P1t ... p~l y PWtt, según el teorema anterior, 
son primos euLro sí, nosotros podemos ompJoar cJ corolario 
del teorema 11, por el que 

b:po.l p(1.lp(itl+t 
• t • • • l 1+ 1. 

Así, el paso inductivo queda fundamentado. 
l7. Necesidad. Pongamos que a : b. Del teorema 13 se 

deduce que cada divisor primo bes uu divisor primo de a. 
De tal modo, b posee la forma 

p~l p~2 . • • p~lt, 

donde O~ ~1• O ~ fh, ... , O ~ ~~~- Supongamos que ~1 > 
> a 1 • Como 

a p~L p~: .• . p~k p~~ •• • p:k 

T= p~·p~2 ... p~k = p~· -Cit·p~2 • •• prh 

es un número entero, eJ número del último q uehrado deborá 
ser divisible por el deuominador y con máR razón por p~a-« 1 • 
Pero entonces, sog·ún el teorema 1~. a l menos tmo de los nú­
meros p 2 , ••• , P~t 1 deberá ser divisible por p1 , lo que no 
puede ser. Quiere decir que ~~ ~ a.1 • Como para nosotros 
esj indiferente la numeración6 de los divisores primos de a, 
hemos probado con ello que también ~2 ~ a 2 , ••• , ~~~ ~ a 11 
Lu uecesidad quedó establecida. 

Para. demostrar la suf iciencia señalnm(>S quo si ú tiene 
Lo. forma indicada, entonces 

a - bpat-lltp<I~-~~ p«¡.-fllf. 
- 1 2 • • • lt • 

18. Escribamos In descomposi ción cnuónica úe los tLú­

rne.ros m y t: 
. rL¡ O.n t 111 fl¡ rn=Pt . .. p,~, = qt ... q,. 

Escojamos entre Jos primos p1 , •.. , Pn aqueiios que 
dividan t, o sea, que se hallen entre q1, •• ., ql. Pnra ser 
precisos, aceptemos que p1, ••• , Pr sean respectivamente 

6-01319 



igua lt'" n r¡11 1 fj r· l'ongl1 lllO~ en tour os tj IJ(', 

/11 ., - p~ ' .•. p;r y mi ,.;: P41• ... P~" • 
~l~~ÍIII ~1 leor·<·nlll l:í. (1~, t) = L Adt\rnáf;, LornN nos PI 

númt'l'(J 111\l\lrltl /; que tH) !'l'l'Íil infcrio•· a uiug rw a dü h11' r·ola 

riorw:-

J~~lo siguirk a qaw p<n·a i =- 1. 
lo qHt', tlü acuerdo cnn e l ttlorema 17, t1

' 

19. i'\cct•sidad . StHHI 

,., kB 1 .,> et¡ , 

; Tnz. 
por 

a = mq~ + ,.t 
b = mq2 + r 2 

(0 ~ r1 < m). 

(0 ~ r 2 < m). 

(Dl'most. L¡) 

(Demo~l. ;, ) 

Corno a y lJ ~OJ • t>fJuiJTe.-:id uales, r1 = r 2• Es t.o significa que 

a - b = m (qJ - q~) . 

O!' d c:d r , (fl. ··- fJ) rn . 
Suficiencia. Sea (a - b) : m. Di vid ion do tt y ú por m 

ohtenomo~ (DC'most·. ~,) y (Demo!'!t. r1 ). i\dernñ~. 

n - ¿, = m. (q1 - qz) + ~'1 - t'z, 

(n - b) - m (q1 - q<:.) = r , - r 2 • 

SogÚJl t>l teorenw () , (r, - r 2 ) : m. Per·o 1 r 1 - r?. 1 < m . 

O Aca. que p(H' ol ttl<>romH 4, r1 - r 2 = O ó r1 = r 2 • y eslo 

(~.f\ [H'L'Ci::.amouiP. Jo que :::e pedía. 

20. Do In <'ondic.ióu a hnf3e d tll l.t!or·enw W l on<.'rnos 

n., -=- bs + mq, ) 
a2 - 112 ·1- mq2• • • 

Cln =bn +mq11 • 

(Dt• m os t. (i) 

SumHntlo mic!TI hm :1 rniorn br·n estns igt1ald1td e:-. degrur~ 

dt! ~im¡)IC~ ll'llllsforrnHdone!', o btcnern o~ 

{a1 + a 2 + .. . + ttn) - (/>1 + b2 + . .. + h,) = 

=- m. (q] + '12 1 . .. + Q¡¡). 



quo J!OI' el l.oormna H) tng tlifit.;t quo pt'('l'lo;Huwulo l,t'< !>11Ulil1) 

!'.011 <HJ 111rrcsid u H Le~. 
lhu·a tlorn osl:l·~t t: que Jo~ prod u <'tos stHt cq uiJTtl.-<td u aJe~ 

:seii<tlamos la AiguienLe ltlenLid~d: 
(k + bm) (p + gm) = lcp + (pq + lp .. ¡ tqm) m. 

De olla se deduce que oltH·oducto de dos númot'<>!S del génel'o 
/'l.+ bm l'(~n)IH nu()\mnento \lll nÚmero rlol mismo gúncro. 
Por t'SO, razmtanclo induclivarnm.tc, nu~< ron veut:.emo~ do 
que ol producl.o do c.uaJquier t·ant.ida.d de IIÍlmo¡·os L1po 
a + úm es Ult número de igual lípo. 

~1 ultiplic:wdo túnnino por lt'mlino L1Jdn.<, lu~ igunldmlo.-, 
(Demo:;t. Ü) y «pJiowdo al F;t'g-Hnfl o micmht•o lo:-c rnzonn­
mientos efee.tltados ubtcnomog 

a1a2 ••• Un = btbt . . . bn + mt, 
dondt- tes uu n(tmet•o enlN·o . Do tol modo, cJ hecho do qut; 
los proilur..lo~ !'Ion t1qttirrosidunlof' qncda probado . 

2L Necesic.latl. Sj el nlgorilmn descripto es un criterio 
de residuo~ eqnivalotllCS p¡u·n la divtsi(m por m , entouc.os, 
para ella, t.nmbi~n Jo:-t 11Úmeros A y 1; debedu ::;er equirresi­
du~tle!' . En particular, t>St() ser{t a:-<Í s i A = th + fJ Pero 
o.sto :;ignifica que A - b = t~< : m. 

Sufi(~iencia. E n nue:4ras dt-f,ig~tnr.wncs A - b = atl' , 
es dt> r ir, lo!' número::; ... 1 y b SOll eqllirrosidulll0.'5 Ort La di\•i­
sióu por rn. Si t1• :. m, eJl loucef, pura é~l.a, por ('.L corolariu 
del teor1.1ma 17, ellos tambi6n :iOJt cquirres1dmdes. Por eso. 
on esto caso, Jn suc.csión A 0 , .4 1 , •.. , const·.ruidn c.on el 
nlg(lfiLrno. est1í rompucs tn por uúmeros qm! :::on oquh·t·f'~l­
dualcs en la división por m, . .r'\sf puo::~ , ol proCQ'-~O de c.uustrut­
ción rl c dtcha sucesión t1S criterio de et[uirr<l::;id 11nlidad pnra 
la dh·isión por m.. 

22. N~<~sidad. Si el ulgol'itmu Je. .. cri(>W t\S roa lmcutc Hrt 
criterio dP equirre. ... iduttlidod p1u·a la di.,.rs ióu por m, t't 
mismo , t:'ll parlh.~uhtr. tambi6Jl dolJN:í se1· apltc.nhlo nlu úm<.•­
ru A = th + a0• Aquí, f (A) = all + 1 y In O<tuirrosi­
dualit.lad de los número¡¡ A y f (A), en la divisíóJL por m. 
significa que (t''' - 1) : m. 

Suficiencia. cea A ~ t 11 
• .l!;n LOIIC~O$, do la defiml.'.itÍII lio 

In función f se desprende quo 

A - f(A)=a,1 (tim-1) 1- a,H(t '' ('•-li-1), .. .. 
. . . +a, (t 1

'- 1). 
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Aquí, cada sum11udo (véase, por ejemplo, el problema 22, 
p. e)) es divis1hle por tk - 1. Esto signific~ . que si 
(tk- 1) :¡ m, también A - f (A) :¡m. La equirresiduaJidad 
de los restantes términos de la sucesión (3.4) y también de 
sus términos, si ella comienza por el número A < t~¿, se 
desprende de su construcción. 

28. Necesidad. E n el caso de A = ¿h + a0, )a oqui­
rresidualidad de los números A y 1 (A) = a0 - 1. en la 
división por m, nos dn (t11 + 1) : m. 

Suficiencia. En nuestro caso tenemos que para A :> tk 

A - /(A) "'" an (t'··n ± 1) + an-t (t 11
<'H) =F 1) + ... 

. . . + a.(t" + 1) (Demost. 7) 

(uquí, ~~ sig11o cmás» se 11al!a en e1 término que correspondo 
a 1 coeficien to impar con k como expo.oento, y el «menos», al 
coeficiente par). Según los p. e) y f) del problema 22, la 
expresión t11 r + 1 para uo r impar es divisible por t'' + 1., 
y la t 11r - 1, para un r par, también es divisible por tk + 1. 
Eso significa que si (t11 + 1) : m, en (Demost. 7) cada térmi­
no es divisible por m, contando desde la derecha, y, por 
lo t anto, también lo es toda la diferencia A -1 (A). Así 
pues, los números A y 1 (A), en la división por m, resultan 
equir1·esidnales. La equirresiduahdad de lo~ términos restan­
Les do la sucesión (3.4), así como de los propios términos de 
esta última, si ella comienza por el número A < t11 , se 
desprende directamente de su construcción. 

24. La demostración se efectúa en form a inductiva lJOr a. 
l'ara a = 1 

a" - a = 1 - 1 = O, 

'i u. p. 
Supongamos que aP - a es divisible por p y demostremos 

que (a+ 1)" - (a+ 1) también es di visible por p. En efec­
to, descomponiendo (a + 1)" por la fórmula del binomio de 
Newton tenemos 

(a + f)P- (a-1- 1) ~ aP + C~aP-1 +C:aP~-1- • .. 

. . • -I-Cf,- 1a·-1 1- a-1 = a"-a+ C~aP-• -t- C:aP-s+ ... 

+cp-t (D 8) • • • P a . emost. . 

o" - a os divis1Uie cutre p por hipót.esis. De acuerdo coll el 
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corolario del teorema 13, e~ (1 ~ k ~ p - i) igualmente 
es d ivisible por p. Por <'.onsigu iente, entro p e~ divisible 
cada sumando del segundo miembro de la relación (De· 
most. RL ele ahí quo (teoremn 6) t nmbién lo sea todn Jo 
suma. 

liemos fundamentado el pnso induc.t ivo y demos trado 
todo el teorema. 

Corolario. Por el lcoremn do Fenn!lt. 

a•- a= a (p~2 - 1) ; p . 

Si a, eu este caso, no es divisib le TJOr p. s~gún el teorema 13, 
por p deberá dividirse aP-1 - 1. 

25. Sean m¡ = ¡fft ... p;h y m2 = qf• • . . qPl . Por el 
teorema 15 cada nno de los números p1 , • . , Ph. es d iferente 
de cnd n uno do los números g1 • • • • , q1• Quiere dec.ir que lu 
desc.omposición canónka m1m2 será p~1 . . • p~~q~• , . . q~t . 
Por eso 
<p(m1m2)=p'f1 - i (p1- 1) ... p~h-t . 

X (p,.-i)·q~(-t (q1 - 1) . . . q~l- t (q, - - 1), 

es decir, 
<p (~m.¿)= tp (m,} 1P (~). 

26. Demostremo~ a l l>rincipio en rorma deductiva según 
a., que aP~- 1P<-1>-t es divisible por pa.. P~ra a = 1 In 
Hfirmaci6n demostrada, evidentemente, es c.orol11ri (1 del teore~ 
lOa de Fennat, cuya corteza ya fue establecida. De tal modo, 
la ba.<:<o de la inducción queda demostrada. 

Supongamos ;~hora que (apa- ' IP-1l - 1) ; pa y exam!~ 

nemos la expresión apa<P-11- 1. Nosotros deberemos do~ 
mostrar que ella es divi.Rible por pan . P ero 

a p<l-{p-\)_1. = (aj)~- l(p-I ))P-1, 

D ado quo apl%-•v, - 1> - 1, según hipótesi!;, es divisible 
por pa,. ol número aPu.- tc7'- 1>lt iono la forma N ¡P- + j . Esto 

significa q 11 o 
a 'P1X(-p - t) _ 1 = (N p~ -1- 1.)"'' -1 t 

es dec.ir. por la fórm ula del binomio, 

aPa(f' t \-1 = NP p<~P + C!NP-1 pi'J.CT•- t) +· , .. 
. . . + C~- 1Npa.+ 1- 1. 
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1 ·~ 1 pritn t\ t s u nw1Hin d <.1 lu últiJtw P. lltnll o¡< cii viRiblo p or p.~-+ • , 

va q uo lo os pOI' p':l.' ' '':-' 11.p ;,?:-a + '1. ~n cuda uno do los 
::.i~tlÍI.'Jd.t\'5 ::-u •uatuln:-:; JI - 1 de fc\P. Ln adidón cutra p cou un 
e~ ponen l.f.' •w iufc rinr a ~ . y además . el <~.oeficiou to bi no­
mia l que, en vi gor dt>l coro lf1rio del teorema i 3 , c.•.s divisible 
por p . Qui(lrc dN"ir qne cada un o de t>s l.o:-t s umandos (.Hm lJién 
es divj¡;;j hiH por ¡l.,+1 Por 1thimo , la di ferenc. ia 1 - l = O 
pue.cln ser ~; upl' i lnill a Por e~o . l'IOg'ÚII eJ Leoroma 6 . 
(n"Ctti•- l"t_ 1 ) · / '17.+1 • Dt• tlll modo queda anu Jiz¡H]o el t; u;-fn 

t.'ll tLIIt' el núnH.Iro tn {.)(I!:WC so Jam c~n lt~ uu div iKQr lll'Üno 
Supong¡¡mo:- a iWJ'l1 qur c.1 l tCCII'Cmn de Etder fue d <.•mos tr-n­

tlo }lM ll Jv :-; Í nd H' CS Tnt y m~, Siendo O JI O¡.¡ rr iOLOS C.•n 1 1'0 SÍ 

Demostrun11~ l''' c L~c.rem n pa rn el íudi('-C m.-= m1m2 • Si 
l uego nclmi ti mo~ qu<.• m, = p~t . , p~;" y m2 = ~~t• . 
l' rHOIH'e!'. \'V Il todo cv i tl e11dn. nos••lruf:i o hlcii C.nws, p rec+m­
wcn to, ol p Hf'(o tnducl.i vo i.t Jdi~rwngu b.lo pnrn dar f in H la 
rl omotjLt acJÚJI clo l l.eor (' ll llt. Así, tl omo~tn.\ftiOs la a fll·mnc.ión 
l>ntlll r..ind n. 

Scau los uúmcro~ a y m, primo" t111l1'c sí. E ntoncc.:; lo 
:-,Or;Ín , Htl cmás. tL y m J. Q uiPro (l oe-ir q11e lt~ <'""2 t ~, m, tnrnbil\n 
::l011 prim{JS entro ~- .Por eso, según h i¡Jót.esis , 

(<t''u '"·~ ' )'•'' 1"' l_ 1 ,.. a'' V" • •<s>Cr,.~>- 1 = a 1P(''' ' ' '"·2.1 -1 -- a'~·<mJ- 1 

<'~ dids ible por m1 . E::ü\{~ tamertLo tl o igtta l mauorü nol:l con­
vort<' tllllO~> clo q ue~ a'~'1111 l - 1 eg di viHiblo t nn1 hit'n por rnz. 
Pe m como lolS n (r w oru:-; m1 y m 2 !'o u pri mol:\ en Lrc sí , a'viMJ 

- j (\~ d i v i~J b l o adom;í,.: por su -prod uc to , H ~OIL l lll r m .. E l 
IOO!l\tn <t do ~:11 lor qucrln d eJO OI'LI·ndo. 

21. s('an 

J~ t l lOUC<t\:5 , 

k1 - (J (m) ql + r, 
k 2 = ((' (m) q2 l· r . 

al•, _ a'' ' "~·•q,+r -:- (a''·'tHI)'' ta'. 

A Ólt~e d l• lo;-. h •o••nnw s il t~ E ulor y 2ll , rtori"•l•J t fl,r e:- t>.qu i­
f'l'l'"ulun l CHII ar (.In h1 •l tvis iún p o r m . De modo 11 11Úiogo ~m 

t"i l ~th iN' (' que 011 <.':;I n dt \i.:(i{Hl Aon oqn irr·C'o:; icltt ; d<'<~ log n iÍm(>­
f'llR il.l, .: y lLr Jo;l'o l.t) ¡o; jgoíflt:,¡ que~ IOilllliÚJl los llltnl tlf'O."' IL/¡ 1 

,. a '·~ >'O II or¡nit'l'l•"> ~tlunl 0A on In dr v isiún p o 1· m. 
2R. 11 11 1 l urn •>~ ul pt' t ll<:i pw pol' Jo UH.' flll " no n l'(~"tJ i m:. ión 

~-r' . 1/'} tl o esta e\~H itCiou .Ev ideu LomcnLo, pa ru esto ti:-! ~u fi-
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cicuLo tmr.fllllrar t,al nÍirncro .t: ' que (a:~· ' - el : !J . Por (ll 
l.eowrun d~ Eu ler (a.1~'' 1 t'\ - 1) : IJ. Quwro dtwit· (111~ 

(ca•t("'> -e) : b y que el númem ca.<Pl1'•- 1 so puNio l.omnr 

~omo x' 
Soa 11 ahor¡¡ (.t ,. • !1 '') ctw 1 <J 11 itlf o lt'll ruso lnci ón el o la 

ecuacii>u ax -1 by ,_ c. Moslromo~ quo l o~ uÍII ! II~ t·os .r' y .r '' 

soll equirrcsi•lu olc:s c>n la divüü6u por b. E11 ofr>et.o. ltt:.Qp t.cmo~ 

(J llQ 

ax' + by' = e, 

ttr." +by" =-· c. 

llt~l'llttH i o I. Ól' tHitJO por tt:!rmirw IH !'Cf:!llll da t¡!t l/tldall dc lll 

pri111cra ohl o rH.'tTIOS 

a(x' - x") - b(y' - ¡/) -= O, 

de cloncle a (.r. ' - · x")! b. Como ¡Jor contliciúH a y ó son 
pri ruo~ entre ~í, St.'gún ol teorema 12 (x' - x") : b. y HOS 

<f11Cd n c itar el Lt.>orcm n 19. 
De t~tl modo, l.odo~ los va lores r.unoc.idos de x se ha­

Han entre los nümcros 
X¡ =caQ>(b)-t + bt . 

Po1·o (a.x, - e) j b, nsí que, suponit.llld ll 

-llXf..L (, 
y, ~ IJ . u.l , 

obtoneruos que toda~ I n~ parajns el ~ númt,ros x1 t! !lt t<un 
rosoluc.i()nc~ de lUW~t.t·~ ce11nción. 

29. Considerand o que tn y t O son primos cut.rc si. ln::; 

números lOa -t b y (10a + b) 1 Qq¡lmM • según el loorcma 
·15. rusul~nn equidivi:sible~ por rn. P<:lrn 

(10a + lJ) 10'~'~"11-1 = 10!¡!'"'' a + 10•wn.•- 1 b, 

así, rlo acuorcln ll los leol'omas tlo J~ ult~r y :¿(1, 1Ua. + b es 

cquidivisiblt• por rn <'·<m ol níuucro a -f kl>. 



RESOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS 

1. O =a·O para cualquier a. 
2. a= 1·a, quiere decir que a '1 1. 
3. Sea 1 i a. Esto significa quo para determinado -ente­

ro e, 1 = ac, do rlonde se deduce que lal < 1. Y como a =1= O, 
a.=L 

4. Es .!luficiente tomar cualquier e > 1. y lJOner b = ac. 
5. En calidad de tal b se puede t.ornar. por ejemplo, 2a. 

Sea en este caso que para determinado e también 2a ~ e y 
e : a. Asl, hallaremos tales d1 y d 2 que 2a = d1c y e = d2a· 
De nquí se detluco qllc 2a = <l1d.2a o, ciespués (le simplifi­
car por a, quo 

2 = d¡d:¡. 

Pero para los e11teros d1 y d2 tnl igualdad solamente es 
factible ct1a.ndo tiUO do estos números es igual a 1 y el otro 
a 2. Si d1 = 1, entone-e..~ e = 2a = b; pero si d2 ~ 1, en­
t.onces e =a. 

6. Las rlomost.raciones no St' diferenc.inn tm nndn flc lns que S" 

hacen en ,;} caso de divisibilidad común. 
1. S~.>a n un número fijo mayor qut> fu nmrlnd Snp(lllgi\mo:; que 

a : b si hil)l' un en!R.ru e taL,! que a= br y e ~ n. Ln JUSL~za de los tco­
n 

rema:~ ::mrílogos a los 1, :.1 y 4 ,:;e c-omprueba sin dificultar! . No {lhsl.anlc , 
ai :ulmitimos q ü<' a = 11b y ¡,= 111: , cntoncc~ a : by b: e En cstc- (!l iSO 

n ,,, 
a = n'c¡ y, dado <pre nll > 11 , fu rlivisil>ilid~ul a : e nu (.ic-rw lngar. A::;í , 

'll 
t:.mpoco lo tll'ne (a + a) ¡ b. 

11 

8. a) Sean a¡ y a1 dos oumeros mínimos. Por ln dkotomía, o bil'n 
a1 ~ a1 , o bien a1 ~ ar Si a1 ~ a1 , entonc.es, d(>.bido a lu pequeñez 
de a1 tcncmus a1 = a11 • Si az ~ au entonces, debido n La PNfU('ñcz do 
a3, toml\mo.s a1 = a2• 

b) Sean a un número d(;'t.orrninado. b1 y b'J los dt)S inmccli:ll.ns antt~ 
riores. Por la dicotomía , o hicn b1 ~ b,, o hieo b2 ~· b1 • Para c:.onerctar 
acep,temos qtw b4? b2 ,Noso tros .tenemos que. a ~· b1 ~ b, ,_ y eomo 
el numero ba es el mmcd111to antor1or de a, o bten b1 = a o bren b1 = 
= b1 Pero por requisito b1 >Fa; quiere decir qut> b1 = b1 y la unici­
dadlexigida qllC•da demosLrarla. 

('.) St' Unmu nÍimcro inmediato posterior ·1~ 11- il uuo b, tnl que b ~a 
y b ::p n, y de b ;;;;:. r ~ a ~t' deduc.e que o bi~n e =- b, ( t hion e = a. 

Supcm~umv:~ que ciert.o a no tient' 1tn númt>ro imnNlinto posterior. 
!!;sto slgnif¡cn r¡!Je j)ara c.\talquler a11 ~ a y f!Her<'nlt• de a , se halln.r 'í. un 
a 11+1 cllver~o tttul.o de ttn como de a. t nl que a11 ~ a11 +t ~ n. T~>mantos 
ahora \Ul a1 ~ a arbitrario y distinto de a (en vigor de 2° esto so puodc 



h~cer) y pllrti«:>ndo ele 61 construyamos ln suc.esi6n infinit., rlt> números 
OIVOt'l)()S 

a1 ~ a~ ';;;;t ••• ~ an ';;;;t an+t ... > a. 

La propia existenriA de t>sta SlH'e!li6n contrndic(' a 4°_ PPr C(lnsiguiente, 
1'1 número inmediato pP'3tl>rior t>::dste. Aplicando la rHcotom~:t SE.' esta­
blece su nnicidali romo st> h1zo en IM puntos a) y h) " 

9. La propiedad transitiva (3°), lo llimitRdo del conjunto de n(tme­
ros (5~ . la propicdttd 4° y la existencia del número inmodlat.o anterior 
(6°) siguen en vigor Ln rliootomía Sl' st•stituye por tricotomfa (o hi<.'n 
11 > 11 : o hien b > a, o bien a= b). 

T..R propiedad ~flexiva (f 0
) rast1lt11 lnc.orrecta. ya que a > a 

OIJnc.a es dert.o. 
Por fin , lo que conri~·•ne a la afirmación 2° formalmente sigu«:> l'n 

vigor (:mnqu<.>. pndft>ra ~r. qu!l t.1mbi~n nos par<.>zca un tant.o pnrnrló­
jlco). 

En ofer-to. ri~turosamente hablnndo, esta afinnaci6n E'n nHl'stro 
c11so so Jormula nst: para los númorns nnturAles cualt>squlera a y b, 
rle n > b y b > a !le dt>dnce quo o: = b. 

Sopon~nmos qu~ rst,:~ enunciación no es cicrta. Enton<',(JS hnllnre­
mos tRies números naturales a y b que nl mismo tiempo a > b, b > a 
y n + b. cosa imposible. LR contrndicci6n obtenida demuestra qnl.' 
nuest"a :\firmadón es aorrcc.ta. 

JO. Admitamos tm conjunto ordenn(IQ por ln relad6n f-. poseedor11 
M 1115 propiedade>s f 0 -7°. Como ya rnera estnble>c.ido, el (.".(lnjnntn tícnc 
nn elemento mínimo. LlamémMlo a1 • De los Tl'Sttltados MI problema 8 
se derluc~ quP. c11da elemento tiene su inm<>rliat(l posterior DesignemoR 
p<~r n1 cll'lcmcntn qur e~ inmerli11to pnBt~rior dr n~ . por at el que rs in­
ml'~iato po~crinr c!r n¡. etc. Cnmo r~>sult.:ulo <'htenemos la sucr.sión 

(R 1) 

ñonde parn cualquier n., an+l ~ an. 0<.'1 hcr.ho que la r~>lnclón f- es 
rcflt>xiva y tran11itiv:~ sr ilr<~prrndc qm! a1 ::- a1 únirn y l':'{c.hssivnmcnte 
cuando t ~ j . Nos queda mostrar qne la sucN\iÓn (R.1) :\barca torlos 
los objet()S examinados lX>l' nosotros. E!{to se ln.f!Ta por inrlucdóo r.on 
nn rawnamiento muv sutil. 

SuponJ?amo~ que 170 110 pertenoco :1 In S11CJ?si6n (R.1i. ('..nnsldcrnre­
mos como primer fln!!O dn nuestro r(IZonamionto por imluceión la oh­
t.tmci6n !Je este b0 • Acept.Pmos haber ofnctu11rlo n do sns flMOS, 1t re¡:.ultns 
rl~ los cuales hemos ohtt-nirf<~ dctP.rmlnn<lo olcmttnt.o bo-f · 

Si b11 _1 = a0, c.onsidenremos t.ermlnndo nuestro proct>so;t VpP.ro 
Ri b,_, .p a0 ontnnr.t>A, Pl r.temento bn- i tlrn~ un inmetfinto antt'rior, 
que parA nosoll'OR Sl'rfi. flt'P.riRamonte , 1>., , Rn conr.lusiñn, ohtttnomos la 
Sllr('si6n rie el~mentos diversos · 

b0 f- b1 f- b2 &- • • • ~ b,. f- • . . 

A haSf' rll' 4° cst.tl !\IIC<'sión llrlH~rá trn"T' un tlímtino último. Pero 
por el mismo prinripln dr su conP.t.rne!'lón t:~l t.érmhm puPdP llf'l' Ro1n­
ment.P a0 • Ren, yarl! ser pre>cisos, bn. = n.0 . 

No N! difíd comprobar qnr. si rlc!.rrmlMdiJ n Nl el inmNHnlo ante­
rior de b . entonr-('8 b Ps el l nmP.ilint.o po~tnrlor fle a Qui~r~ derir que 
bn-1 ""' ai, bn-s• ... bn = a". 
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Ln Ílllimn Sl l{ll lfiea q\11.' /¡~ llt>rtcncel.' fl la SIIC-t•;.ió n (IL 1), r c~l'(> nslc) 
t:·IJIIIJ';t• liCt! 11 la h i ¡lÚ I.t~;;i .-; Poi' t! flllS Íg'UÍC'IltC' , 1u l;tll'l\sióu (H.1) eouliene 
l otlvs lo:; obj{-l.of! c.xnmtu;l(\o::; piJr nosoiJ·u.:;. 

1 l . .St•:\ rl dr••lt¡ utÍ rnN·u. Culilt¡Ui«:l' Sll<:c· .~ i ún lit• núrnt•r<•s rl ivtH'Stl~ 
llu - '' · a1, a2• , , tt11,, pa ra lo~ cuales 

(H.2) 

cl•¡ndc• ,, <::; ut f1d m(l , «:u c!l "•:uticlo 1lt~ lu ordc•ns•<!ión ¡;- , SOI'Ú llama1f11 
(c«2t~ li rt r~: tWII.'I'i •II' P.I! dt~ rt0 ; <·l número n se 1111111a zo,4Ht U<t el<: c¡:,l.a t:-u•lcua. 

i\1ol:! l rl'lrlli~ 111 v r rn!'ip io CJII (! pnra 1115 con él it:.iOJle:-; qUe IIOSOÜ'CI~ h• 
ÍIUfl ll !<hlli)S 11 lu lll't iC'IIIlC l f>U ~, t•ll(l ¡¡ lllJ!nCl'O ('<.)JlC.l'C LII llll puc(fe lenc1' 
<·na lqui .. r c:an(;idllcl tiC' t'IHl l'llll::l lurgus eh• untt·r(nn•s. 

1:~ 11 l.'ft:t:.t.o, 5/!u tt !lc• l t~rrn i nadu n ÍIIIWl'O y /.t1. b2 • • • • &~t. sus imuc· 
ii Í<If (l¡:, lln(,('fj(l (' I; S 

Si at 110 t '!:l inru •·• l lüo ii JI Lt~ ri(l l' d(• <1¡11 1\ ba,:$(.1 de o? plldcmos C.<llocar 
ett llí ead<•na (ll .2l u¡¡ w irrwro qur.• St!a inmcd iato a ntt.•rior rle a. Por eso,~ ¡ 
ha y eaclun;tH rl <• a nl••rÍQrt•-'HI(! a tHn lnrgnscomo se q uiC>l'a , dC> b<>l'án exisl.ir 
I..Htll>i t;.lí t.a l <~:< 1~a cleuus r lt~ a nt.l'fiores t:nt lnT~llS 1:-omo se quiera que co­
lllleur-Nt 1lesdc lu,o,; nllmt~n·~ inmcdíntt>s ault~ri<)rt~s de a. En adulunlo 
varnus u examirw r· -;(! lamente tnles ~-:lll<>uue . 

Gacln eaflnna rl•.' antt'rír•n•s d<> a es más larga exa1:tamt?-nle cu una 
1111 ic l:úl (} IH' l: ÍI!l'lJt c:uh.>IHI dt• an terjon ·s· rle uno dt• Jos ninnt'ros inmodia­
l.os " ntcri<rr.l'fi . Si ¡•ada uno de r.l los tuvit.•ran <J adcuas ele nntl'riorcs rlt.• 
longitud limila<la, en~once:-l el propi<• a no P<!dría tener cadenns lit.! 
illlWl'hlrcs lan lllt'gM ef•mn ~e quiN'<t. 

Q HiCl'e decir (J IW ('lani lltli.!Stnt h ipúteSÍS, p o r ltJ fill'fi()S UJI() de los 
uilmC>ros lmteri!>l'eS inmediatos tic a n posee c.ntiC>nas ele ant.erinn~s l.nn 
largas corno se quwra. Des ignémoslo por a1 y repil<1JilOS, aplicallllo u ól, 
l.(l!los l ns razouamiPnl r, ~ que acabam os ele baeet•, (!;¡;to JU>s <11'1 cied " 
númern fl:h ant.cri•.>r ÍIIIl\l'd ia l<J de a 1 que tiNle e a <lenas dL• anLL•riorcs tan 
}¡,¡·gas c.<¡mo sr <plÍPra . HL• Jl i l. it~ ndo esw prn<Yso llt.'g1nnos a la sur.t.•síón 

11¡-1 ~ a 1 ~ 1t 2 ~ • • • ,' 

la ••ua1, ('11 vi~tor •Ir ·'.'", tnrrlc• o f.('mprant> deh1~t'iÍ rc•rt.a.rsC'. gsl<'o stgni­
fir.¡, 11'"' In SHI' l'l:-IÓn va a l.l.'rH•r lul lérminu, al c ual mtel:il.ros rtl:t.tlllll · 
mit•ntos ya nn :>l' t'Ítll np1i1·n hh•s. Pl'ro la nplic.ahili rltHl rle los razona­
mient-o!; n eadn trrminn suhsi)(ll irmto cln ln snresión ya fue l'Sta bleeidn 
por n os(l t tC>!\. I..:• contrndicr. ión ohtcnitl11 mut•:-;t.rn r¡ IH' nlngím n•ímNt.• 
pos<:r r.adcm11s dt• 11ntrriores 1·1\11 largns Cflmo se q njcrn. 

p,,r <:onsigui t•nt.r•. parn <:1\da n(tmero a !;e }Hte<le «: legir enll·c su~ 
Clftlcmus ('(' nn tc•I'Íiti'CS In m:ís ]nrga , nesignt•mos Sil longitud por ll(a). 
~ ¡ L'l uut.c• rior irun•·dioLo d(' r, r:-s a, ('ntonr.es, evident.t.•Jnent(.>, n (b) = 
- 11 (n) - 1, y -pn r•a Lr•c1os los a rnin imos ~' (a) = O. 

Sr.11 .-1 (11) . pr•r f! u, 1111 I'TIIr n c íH<Io dc.•pc>n<líl'nte tlt> n. lksignt'llli\S p11r 
11 (n) c•l l•nt• nd .<ll ll•. ~A (11) ··~ d t'r l.a pum t.vdn~< los n•ínwrns a. pal'll l c·~ 
<' llíJ Ír>s o (a) · = m Gulnm·-•~:<, t omo 1~!; fáe.i'l r:I L' Vt' l'. In formulac.ión 1l1d 
prÍ))(' lplo oll• inclt rc l'i(¡n <'11 !u ll llt'Va forma ¡)arn las afirmadonc.·s A (a) 
• uml'i dt• r.on '~ll fot'lfi(JI ;tr io'm 1~11 In fortnil v it•jll para l :u; :tfirmur.Jnr\PS 
R (nL 

12. a) Sean l ' lla i P;~ l'u<' J'iUl lus níurwros pare~; a y /;, t•.xi.:;len !.a l e~ 
fHII'I.'l; ({ y /', (f lll' 
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Lslt~~ numcrus tJ y r .. ou 11111<' 1•!'. 
lletnost.rnt:lcín. n ev11fint11H tl'.,illualeu,.nlt• 11 I'M 21' , ole• In nwuc:n 1 

hnbituaJ: 
a = 'l,oq + r (1) .;;; r <. .21, J ( Jl .;:l) 

J~n l\SI.<~ ~;aso '1 y r ~·n tlc: tm·utiuullos unhc11.cllncule. lk lt• pawlud de n 
~ 2bq s~J dt•:.prt~udc l;a l'ttl'icl.HI de la diiL•t·cncw ele dhl~. t·:> •l••cJr. lid 
núm~·~~ ~ r. ~os c¡ uN hl, l'u lc ot· .uulo qnt• '!.IJ - q'. V<J lvt' T 11 t'M'fl h1r (H . .'.1) , 
c u 1n form.1 

n -t¡' l¡ + r (O ~r < 21.>) 

'i oh.s~.< J:var qut! ;l lllilos Jlll!llttrc>!j rt' y r Sofl J!ill'l!~ V se dcl.l!fllllllllll d1.• un 

'«11 <> trwtfc,. 
13. Scu fl el mí11lmo divisor priruo del llllltlllro a. J)c> 

ac.}í :-:e d educo que a -= ph. Cu a lq uior el i v isor pl'i 1110 t¡ ti el 
número h e~ L111nbién, al mismo tiempo, divisor do a. Por 
e~o, q~ p, o ~ca, t.nmiMn b ~ p, nsí, a ;:?- ¡1\ y. por fin, 

P~ ra. 
14. Ser. p 1, p2 , .. . . p,, 111 r elnci<Ín comjJiotn do tonos lof\ 

números primos c¡uc !mlt·an, al mt'ttos, 011 umt do lns <lcs­
c.ompo~icion (.lS cauóuicn~ clfl a y b. l'on~amos c¡no 

'XI r.t~ 1).¡ 
IL - P t [lo¿ • •• /'¡ .• . 

b = Pfl apfl• /'lls1, ' 1 2 .. • 1, • 

(Si a no <•S tli v i~ih]l>. por p¡. t•ntouce;o:: a, - 0: sa b 110 e..'l davt­
~ible por p1, cmlunecs ~. = 0.) Sea )' 1 r l nwyor ri Cl los níamr­
t•os .te 0'.¡ y f~¡ pru:n i ·-. 1 , 2, . .. , /,·, y 61 c.l tllNlOJ' do cll•1~. 

EntoJtces. " hHse del teotOtrHl 17. ol mñx • nlo eornún divi-
~or do(¿ y b e~ r~ · P~ · ... (!~/¿, y 1'\1 mín imo C·OIIli'lll múl-
tiplo, 

'l -~ V P.t P2t ... f' k'' · 

l !i. Como se d~chJ<•(• dt!l t e<H't'lllll 7. Co\l lh 1ltvesn¡• del 1111nwrn 11 , 

~"fl ll ll<t~<~ orup .. sleibn c:nnónit:;e t•~ 1 ¡/f2 . ti"f¿ll , cf¡•f>I!I iÍ ad(lpl.ur lu flll'-

llli• ,r• . .. , pP,11, donll1• ~~ Lorun los valnrel> ce.+ ·1· (l 1, 2, . . r:t1: 

~,. los valores rx 2 + 1, <'ll' . Y a que son l}(ISthl<'s Lu.!le8qui¡•l'l• Cll llllunn ­
cir•nc¡o: (((.> r•l!tos valun~~ v e llas nos d:trl l~ldcl!! l 11H diVISOI 'r:~ ,!(. o. ap;tfl•­
c wuclo cadll lllliJ mm su l.t Vfl7 (11i t~ua lqll i l'r div i):l(er ~ rt•piliNil vltrin~ 
vt•t•.•.'l'l , l!tgrurk:tl'Í•I 1111•' úl Lrcue v r1rios <lr•>~cn rn po:o i l ll) fll.'!c\ 1 [l nbu it· n~), 
t· l liÚtrtet'u clco t.11le:o <ftvi•or·('¡-; 11 Cl\ ~~nnl n 

(rJ. 1 + 1) (r1. '1 + 1) • •• (a11 + t) . 

16. ;\flmttam•IS que la desuoruposición canón ia.;n tic a ~a Jl~'plf1 • • 
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. r:h F.vlcll:.ntcmentc>. podemos poner que i't = 2. ct1 ;;¡, 2 Y p2 = 8, 
tJ.1 :;;;¡: 1. Prosiguiendo. o)Jtonr.mps: 

(a1 + 1) (a2 + t) •.• (cch + 1) = 14 , 

rle dond(• /r = 2, a 1 + { = 7 y a 1 + 1 = 2. De loJ modo, a = 28 • 3 = 
= Hl2 

17 Nosotros ll'nemos! 

't (a2) = -r (pra,,~o:e) = (2cc, + 1) (2a 2 + i ) = 81, 

MlÍ q11 l' (2rx1 + 1) (2at + t ) es 111 descomposición clcl núml!ro 81 
l'n (los rnrtClT<'S Como 1(1 numl!raelóu de los divisores simples de n clc­
{!f'Orlr ele nosotros, limitémonos al'l'xlllnen de las sigu icutcs r osibilida-
des: · 

2a 1 + 1 = 1, 2<X2 +t=8i; 
2a1 + 1 = :1, 2a2 + 1 = 27; 
2-x1 + 1 = 9, 2a: + 1 = 9. 

l•:n el primero ti~ estos caeos a 1 = O, lo 'lue contradic!' a lo supo­
s ición •le que el número a.1 e:; positivo , En los rl.'st.antcs, 

a1 = 1, a, = i3; 
a 1 = 4, « a = 4. 

Quiere decir quo, o bien 

't (a' ) = 't (p~CtJ Piat ) ='t' (pfp~9 ) - (:.\+i ) (30+ 1) = 160. 

o hll.'n, 

-r (11' )=T (p~l p~a! = 't (p: 2pi2)= 1iH3= j69. 

18. Sr.a p~1 pr¡z . • pk11· In dcsC<>mposic.ión canónica del número a . 
Ln romli r. ión drl probl('mn nos da 

p~ 'P27 • • • p:ll =2(a~+ ·l ) (ad · 1} ••. (eth + 1), 

ó 

Scñolnmos que 

21 2a 4 2• za. 
t + t = 1 <2+i=3 < 3 + 1 - 2 < a+1 (cz.~q), 

1 ... 31 < 2 < 3'11. ('"' ':>- '' ) 
<< t + i a + t "' <-- ~ • 

Pa 
2< -- (p ;;?- 5, a -:';.• 1). 

a+i 

(fl.S) 

Pur eso , en l'l prnnor miembro de (H .5) cada quebrado no es lnfe­
r inr 11 uno y, nRI..uru~ente. oln¡noo mayor qua dos. O sea, e~ el primer . 
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miembro de (H.5) úmcamt'ltle pued~.>u húh~.>r quebrados del siguiente 
conhtut.o: 

_:¿1 22~ 2~ 31 
t+t' ::!+1' 3+1' 1+1' 

además, su yroducto es 2. Pero est.o sólo ocurre en rlos circunstllncias: 
cuando en e primer miembro dt> (R .5) se halla solamNlte un quebrado, 

23 22 31 
3 

+ 
1

, o dos, 2T1 Y 
1 
+ 

1
. Arnhos ~!\sus corrúspondeu o las tlos 

respue::~tas del problema: 8 y 12. 
19. "'Escribamos h\ descomposición cun6nica del n(Jmcro a: 

a = pr:l . .. p~ll. 

Entonces, 
a2 = PZat PZalt 

~ • • . ll 

y de acuerdo con (R.4) (problema la) 
't (a:!) (2a.t + i) . .. (2a.d- i)' 
't (a) (a1+1) ... (ak+1) • 

Es fácil ver que cada quebrado (2at + t)/(-x¡ + t) crece (aproximón­
dose a 2) con el aumento de a 1, de modo que el mínhno valor de cale 
que!>rado será alcanzo.do cuando a1 = 1 y Cl>nstituirá 3/2. Esto quiere 
decu· que 

t (a2) - ( 3 )11 
't (a) ~ 2 • 

Está claro que siendo k suficientemente grand.t>, (3/2)11 > K. Para 
eslo basta con tomar 

k log K 
· > log 3/2. • 

Por ejemplo, cuando K= 100, os suiiciento tomar k> 2/0,18 = 
- H,t¡ como k Liene que ser entero, podemol:! tomar k= i2. 

20. Para ]a división par, los teoremas análogos a los 1.1-14 dl'jan 
de seY ciertos. En erecto, los números 30 y lt2 son primos en paridad. 
El mínimo par múltiplo es 420, y el producto, 1260. 

Prosiguiendo, 60 = 6·1.0 es divisible en paridad por el número 30 
primo en paridad; 6 y 30 son primos en paridad entre sí, y íO no es 
divisible en paridad. por 30. 

Por último, 60 = 6·10 = 30· 2 son dos descomposiciones distin­
tas del n úmero 60 en iactorcs primos en paridad. 

21. a) U6 es equirresidual con 4, y 1.7 con f, en la divi­
sión \)Or 8. Quiere decir que A lo es con 521 = (52

)
10 

• 5. 
Pero en esta divjsion, 5: = 25 es equirresidual con la uni­
dad . Por. consiguiente, en la división por 8, A nos da el 
residuo 5. 

b) 14 es equirresidual con -3 en la división por 17. 
Por eso A es equirrosiilunl Mn (-:W11>8 = sm = (38)86 , 3 . 
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L'ero :-¡a lo ¡ HH.It•tno~ sugliluir ¡}nr l ll . illtit> . ;~ "-"- (102}-tt X 

:1tL Ltwgo, Jll~ e:. t' ltturresidu:ol c·ou L'l uúuwr·o - 4. y 2~ 

(\ 011 -.J, (.111 ( rl d 1 V Í::;LÓII por J. 7. Q U LC'l't\ el CC.ll' t¡ UO .A tiS CC'J lJ i­
l'l't'~ilhllll cmt l-2)~2 ·30 = 2"2 ·30-=- (2~)10 -4- :~u _::: t- 1)1° x 
x /l· 3LJ ....; 120. Peto ol (dtimo JJÚm~m al ::>c•r· dividido por 17 

rln CO lriO J'ü::>tdiiO l . 

22. <t} Sc;t 111 l!l rcsiclnu dt' dindir n pol' t}. E.nt OIICCS tt1 

prwdo Lonwr Jo<., vaJort~~ ü, 1. 2. ~. 4. y .-, , mícmlras n¡' 1 

1- ·fln. 1 Oi'i nqnil'rcsid nnl ~011 na 1- Hn eu ln divi:-;ión por l:i . 

U ~l'•' · do.bt•nw$ LH'O DIII' In divisll>ilidad por() Ll€• los 11úmcro:< 

ll, 1;¿, :10, IJIJ. 11)8 y l~U. Todos ello~ son divisihlol-: Jlor ti. 

1'111'll o ht.cutll el m i!'lrno ¡·csnll;•du LHm ll ié11 t ll' posiblo u li-

1 i:t¡u· ..:nnsiclon\I.'ÍOJt('$ mfí!\ purtícuhu'C'S. )~ 1 nú uwro n;s -, H n 

l'~ c.>quirtt,~idual con 1'1 n3 + 1 i n - 12n = n3 - n = 
::- (n- 1) n. · (n 1 ll en la d ivisión por ti . Pero tl c lo::: 

lms números u11 lt!rvs suc.nsivo~ n - 1, n y n + 1. uno ni 

monof\ e:-< pM (vsdü dt'cir, es di visihle por· 2) y turo t'S djvi­

silile por 3 cou l\.x actilud. Es to s ign ilica (:-.egún el corol;nio 
del t<.~ot·orrul J1 ) quo lll ¡H'oducto ue Psto~ lrcs númcms es 

did1-1ib lo por ü. A pr()pó~íto, hacemos JIOLill" que 

¿ ( ~~ - '1) n ( n + 1) = e;:+ 1 • 

h) I'M•t tt _p 2 (empleando la fórmula do! Liuouuu) : 

4" + L ~m - 1 · = t;~ + 1.)" + 1!"lfl. - 1 -

.. _ ·¡n _ 'l"- 'C' + .J. "{2r.n- : ~ ~~en- • _1 1 , 
• · n • .. , ' . ,. · • n T 

+ 1f>n -- 1 - ~ t:3"-2 ~ 3"-:'c~ -~ . . . ·1 Crl.-2)-t-i~u , 

y :un ho~ Slllll llll tlos e\· íclenl.eHien Le , ~o n divi~;ibJcs pur 9. 
Pa.r11 n · l n uc:-l rn cxpro~ión os tgu:d 11 1.\ + J 5 · 1 

1- .IR. 
e) Lu demo:-. IJ"IIci611 so efr~tlú a por iuduc.dúrt . 
l'~~ru n = n 

w:111 _ 1 = 10l - t = 9 y ::~ !)+:~ = \J. 

Son qnc a hm·n liNI O lugar In dívisihilirlm.l 

( j\}1" - 1) l :1''+:1. 

P.rrlonc.r~", 

((l:¡ti H - · 1 • ( lfl'111):1 · - f' = (10:t'1- 1} (1(JZ · ~n (-1 (13"-1- 1). 
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Por hipóLe:-;i:-~ do indut~ción el vrimer fnd.ot· dP.I ~eguudo 
miembro os divü>ihle por· ~1'+2 • l'odemo;.;- su~l. iL11ir· los diecüS 
del segundo factor por las tmid al.! O!> ft u o on la d i v LSión l)Ol' ~) 
son (\(!_ uitrosid nnJes c.on ellos; (.\1 númm:() 3 ü.bl.cu ido rn u o~ l. m 
que el sogtmdo factor el' di vi~ ihJc por 3. l.'or <:on ~ iguiou Le, 
todo el J>toducto es J ivisible pol' :v•+a - *n"·'J" :t , s iendo 
e~to pre<.~b~1menté Jo qtu~ ~o pedía. 

d) a2 cviden lcuwnto e.s ct¡uin·c.">td u:d 1'011 n - 1 \!JI la 
divi:::~iún por a.2 - a. + L Quiero d.ecH que a2"·H j (a.-1)''~+2 

es equírresidual con 
a 2"+Lj- ( a2)n+2 = a2"+ 1 + (1tn+1 = a.2'11+t ( 1-j- a:l) _ 

=a2u+·J (1 ta)(1- ·a. 1 ci~) , 

~ion(] o j ustmn en te lo que so exigía. 
e) (nlt - 'l) = (n- 1) (n"-L 1- n11-~ -1- 1 n + 1). 

f} (nzl+l + t) = (n + 1} (n2L - n2l-' -¡ ... <- n -i-1 ). 

23 . .Sea ,..., ttlln rei:LclÓII cquival~uLJ~ 1.!11 el (.;•JIIJllltto 1le Húrw: to:ii. 
'l'ornamos el OltliWI'O urbitt':Jl'Íú 1J. 'Y üXIIIHlrHI IIIOS ltHh•~ lo:; llÚIHcl'CtS IJUI! 
le so11 cquiv~\ lünl.cs. Com<> la rdución ,...., e¡s t ran!l.it.iv.u tocl (),'! tillo!' :<on 
cquivaleJlt.cs cutre sí. Ht!sigi.IC.Il'lus j>vr .N ];¡ dn,':lt- tic todos <·~ln.'< núme­
roB. 

Est.udicm<.l¡; ah<,ra <!l númcru arbi~ruriu b nu p~l·tcnccttnl!· a l\ .• 
Si f•wr;1 b""" e, dondn e l'!l cierto uímww de K , entolll~·•;:; L<llllhi(•tt sería 
b,.., a, lo quce~ hnposihl<~ por la l'le~<:l~iún de IJ. Q1d<.•re el<~cir <\'11' niu­
g-Hno do lo.>S núuwr·o~ uhic.adus In<>rn 1lc f( son t•quivah.•nt.e;; a ningm11• 
tic los t¡no c:otáu <'11 f< . Por ~·t>ll!liglliünl.<•, K t>S la d;oS(' d<' <~<¡II ÍVti )IÚtr ia 
1{\IC' ('.onti t!lll;! a. 

O.'ld<' quo ~~ ! número a (nC' lomado 11or umsOLrc•s il.hstdutumctlt.t• ariiJ ­
Lt·arib, los razonamientos dcct11ados m•u•slt'au (}!!(' t•:uln número p<·r· 
tcncee a d <•rta dasü de equivaltm<:i¡L E~t.o <!S lo • ¡ lit~ . prt•('.i ::lMlli'Uin, st~ 
p.eilía. 

21. No <:.nltc dudn qu() 1.'1111'(> Jos Utl llll!l'l•s O, 1, _ , 111 ]J;thnín dns 
pt.•.rtcnec.ientcs a nn,l misma c];.se. Sean oHo~ k y 1: 1.- ~ /. ll.lhlillltlo 
en gem•ral , t.11lés part'jas cll~ númerN:; de 11na mr~nll:~ c.llt.~11 J•lH'IIPu in­
c.htsh resultar varias. Elijamos llqlll'!bqwl'il l11 ~:.utíl. la mal{nil·l•d 1 Ir- f1 
SC'a máx iJTm. Oo.<lo qt.lt ' -/ """ -l, por t'l¡llill <' d•u o blctwtoos 

k - l ~ l - l ,,. (1. 

Lue(:!o, nosolros hallamos que t.ambién parn Cllll lqlll l'l' n l•nl.<•ro 

n (k- L) '""O. 
Por fiu, para enalqtrier r 

n: {f;.- l) + r .- r, 
~~l:l decir, di) a = !1 (rnú1l. k. - t) SIJ tl<~duec qu¡• a ,..., {¡ , Dt- ta 'l manera 
Jos tipos de rt'l:u:ión ,.... t'HULir.nen íntl•¡tratnNlt(• a l111:1 da.s1•.s tlt• I'<.'Stos con 
respl'lll.(> al m6dolo 111. 
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J:lara que hubwra m o!ascs Je...., et¡uivuJeoLcl:l es necesariO quo cada 
una de ella11 c(mLuugu no lUUt> de un Lipo do rc:~t.os y que k - l = m. 

2~. a) Ambos tnicmhros de la congrucnl.tu y l'l módulo son divi· 
slbles por un mismo número (se sobreenUendc, diferente de cero). 

En ei(!(;to, 
ad = bd (roód. md) 

signilica que 
ud - bd = (a- b) d: md. 

es dec1r, (a - b) : m., de donde a e;¡ b (mód. m). 
b) Ambos m1embros de La congruencia pueden ser divididos por 

un número primo cou el módulo. 
~f~t1vamente. st d y m 1100 primos ent.re sí, ent.onccs, por el Leo· 

rem~t 12, de 
ad = bd (mód. m), 

es decir, de (a - b) d i m, se deduce que a - b ¡ m, lo que precisa­
mente se requería. 

26. Supongamos quo 

1 ~k < l ~ p - f., ka 10 la (rnód. p). 

Esto significa que (t - k) a : p. Por cuanto a no es divisible por p, 
l -k i p. Lo cual tampoco puede ser, ya que O < l - k <p. 

27. N&ceSidad. Sen el número p primo. Tomemos O< q <p. 
Entre los números q. 2q, . ..• (p - 1) q se hallará exactamente uno 
que al ser dividido por p nos dé ()OJDo resldtLo la unidad. Aceptemos 
q Ul! ~al número sea qq: 

qq = i (ro6d. p}. (R .6) 

Por otro lado, ~1ntre los números q, 2g, . .. , (p - 1J q tambiéu puooc 
~xistir sólo uno que a l ser divirlido por p no~ dé !\omo residuo la uni<lud. 
li:llte, según fuorn cswblecido, es qq: 

Aclaremos en qué cruwsq = q. Ea todos estos casos la congt-ucncia 
(28) se anota así: 

q'J. = 1 (mód. p), 

n lo que es lo nusmn, 
qZ- t =O (mód. p). 

li:sLO significo que 

q~ - 1 = (q + 1) (q - 1) : p . 

En vistu de qu() t•l numero p es primo, por el t.eorcma 13 deberá ser o 
bi<'n (q + 1) : p, u bien (q -1.) : p . Como q se halla entre cero y p, el 
primer ('.aso es Jlosihlc únicamente para q = p - t, y el segundo, para 

1¡ = 1. Deo tulimodo, para p = 2 y p = 3lsiernpre serú q = q, mien­
Lras que parn p ;;., 5 , solamcmtc en )os casos cuando q = 1 y q = p - f . 

Por consiguiente , para p ;;;;: 5, todos los números restantes 2 , ... , 
••• , p - 2 pueden ser uni•los en pares (p - 3)/2 tales, que el produc-­
~o •le los números component.es de cada uno ue ellos, al ser divididos 
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por p, dejen c.omo residuo J. Anotemos tu congt·uencw del Upo {H.6) 
para el Lota! rlc dichos pares, agrega111lo a esta hsta la congruencia 

p - 1 =:= p - 1 (UlÓd. p), 

y volvemos a multiplicar miembro a miembro todos los (p - 1)/2 
obtenidos de Las congruencias. 

Como rl:'sultado de E'Sta mult1plicac.ión, E'll t'l primer 1.niernhro se 
obtiene el producto Je l.ot.los los números desde ~ IMSlil p - 1, y en 
el segundo, p - 1: 

2·3 •• • (p - 1) .... 1' - 1 (mód. p), 

o bien 

1·2·3 ••• {p - 1) + t 6$ o (mod. p). 

La última collgruencia significa que 

l1·2 • . . {p-i}+il!p, 

y esto es prccisamenll' lo que se exigía. 
Quedan ]lOr verHic.ar-.los casos cuaudo JJ = 2 y p = 3. Pero p ara 

ellos, evi dentemente, (1¡ 1) : 2 y (2 + 1) ¡ 3. 
Suficienc.ia. Si el número p no es primo potlrá ser deS<.'<Hnpuesto 

en el produ<:Lo de dos factores menoL·cs; p = p1p~. 
Si p1 =¡1= Pa• entonces, p1 y p , entran también wmo factores en el 

prot.IUCL<~ i ·2 • • • (p - 1) haciéndolo divisible por Ptf.'z, es dcdr, 
por p. Aceptemos ahora que p1 = p,. ~ q. Entonces p = q' (o sea, 
p es el cuadrado de un .número prímo). Si q > ,2 cut.on<:es p > 2q y 
en d producto 1· 2 ... (p - 1~ E'ntran los fac:Lnre~:~ iJ ~· 2r¡ , de modo 
que queda divisible por t¡2, e:> decir, pur p. En ambos casos 1·2 . . . 
. • . (p - 1) + 1 no {Htede ser \Uvisihlcp(lr p . Para finalizar, si p = fJ , 
ent.oncPs 1-.2·3- 1 = 5, y por 4 no es divistble. 

2.~ . 'l'EONEl\'lA . Sea m= p~1p';1 , .• J!~li la de.~wm¡¡(lsición t anónka 

d.e m. Entonces, a fin de que los números A fl lJ sean equirresidualr~ e!l la 
división por 111, es TIIICesarlo y s¡~fictenle q~te ello.~ lo MM! en la d wisión por 
p~1 , par P'i2, . • . , por p~h. 

Demostración. ~ete.~idad. La equirre:;í~lu;Jiid;u.J de A y B en la 
división por m significa que (A - B) ! m AJem.ás, (A - B ) ; pf' {i ~ 
= 1, ... , k} y los números A y B resuH.an equure.sidH;,l!•:¡ rn !11 divi­
sión por todos los p~i • 

Suticiencia. Sean los números A y B elJUitrt·~•du;lllls (•n la división 
por cada 1mo de los p~•. Designemos por r¡ nl residuo t!e la divis ión ~~~ 

A y 11 por P1¡ (i = 1, 2, . •. , k). Eslo sigmfica qut> 

A - 'J at-== r¡ (mo • l' i ). (H .7) 
Supongamos que en adelante 

m 
'""(i"'=m,, z .... t ..... k, 
P1 t 

•-uau 
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y multtplt quvmo.s l'1 LllÓ<luJo y a mbos miembros du la congruencia 
lH .?) JlUr m1; 

.1\m¡ ::.. m¡r¡ (mód. m). 

Suu1autlo m iu111bro u rn lomlm• \.odus ostas eongt'Ul' llCins, ohtmmmos 
A(m1 ·¡- m2+ . . + mh) == 

m1rJ 1- m2 r 2 ·1 . •• + llt~¡rJt (tHÍid . m). 

Cmno A y U son llll\lll' rl'l:'idunl!•s 1111 la tl ivisuí u pur pa.t ,/f·, 
p~~k, uht.OHlllllOS tamh.ién 

1.1 (m.1 + m,~ + . . J-mh) =: 
tt1 1r 1 + , . , + IIIJ¡Tf¡ (111{111. 111). 

(H.8) 

( IUJ) 

Rc::.tan•l<J nunml•rv a llt íl'lllbro Jn cnugrut•ncio (n.U} do 1n (H.8) 
r1:sulta 

(A - lf( (m¡ + m2 1·· , •• + mkr¡,) a (l (mód. m), 

c:s 1lecir, (A - B) (m1 + m,+ ... + n~1.) a m. 
P~ro lu sumu m1 + m, + ... + m11 y 111 Sl'l ll primo¡; ~ntrtl sí. 

En dceto, s• ella tuviC'r:J con m un tlívlMr t·omun primo 1' él inww-arín 
Jo clcscomposiclóll nmbnico dt• m, <• sea, tl'IHlría l a rorma JI¡. PN·o 
cnl<lllCtiS sería dtVJSible pot· ól t.nnlo lodn In sumit romo c,ada uno •le 
los Slmtundo~. a oxm:pción do uno, el m¡. cosa im¡~e>siblt>. 

Ahora se puede aplicar el l('orema t 2. p111' t>l que (A - IJ) :m, 
!'S dec1r, los uumeros A y IJ SQD equirresidua l~s ~n la divi~lón por m. 

29. a) Anotamos sisll'm:íti~amente tndns Las ¡gnalclacles q1w fle!'.­
críbt'n las divisio tws rcsidua l<>s que constituyen );\ ilplicnción cl!' l nlgo­
ri IJnCI de fo!ucll•lef' a lo¡; wÍJll('ros a y b: 

a = bq0 -!- r1 • 

b-= rJq1-l r~, 
r1 = r,t¡,-j- r3 , 

Tn-2 = Tn-tqn-11- Tn , 

rn_, - Tnlfn · 

l 
1 
1 

(H.HI) 

Nnsutros toJH'lii<JS que rn.- l f 'w J unLo con r~-~~ = r,__1q,._, + rn• 
t>S~<• U() S flll que r 11 _ : rn- i\ vauzando de modo an:Hogo por ~~ 1 s islmna 
•lf' •goa ld:ull·S (II . IÓ). ha<"iu .trríba nm:olrvs ohlc•t~cmos, pnr fin, c¡uc 
u : r 11 y b ! r 11 . O ~m. qnl• r,. t'S un divisor COIJ\Úu de a )r b 

Sl•a d <'lllllquit·r div1snr común de a y b. Junto con a - bq0 + rL 
t.'::! l<l nos da qtu• r1 ;d. AvanzundQ por el sist.cm:J de ignnldadcs (f\. i Ül 
l uH~·l<l ahaje •• nm!l•l.rl'·" üblt' tHir!'mos sucesivamt•nle qut> r2 : d, r3 ! d, ... , 

. . , r 11 ' d. QUil't<'lleeir q11 t> r 11 e::; clivisiblc ptll' cualquit,•r clivhmr l"fHilÚll 

111' a y b, ~h!ndc¡ llUI' t•ll,, mismn su mtí:l:im u cumún 1livi:wr. 
h) Ln tl('lllhstrm:itÍJ\ ::w <'fN· LÍHl por inlhtl'.ción . Su puniendo A 0 "~ O, 



Bu . ·:. ·1' A 1 ---' j ' nl - - ·i]o. IH t~lll l'úS L<'lll ' lll(J .~ ro 
)l r.1 '-- aA 1 + IJ/J1 ,"3c.IU n hol'a 

ú 

Pero, ~nl•Jiltii.!S, 

r¡,- 1 - A /r -t•L -1 LJ1,_1b , 
'" - Aka + IJ11b 

Y n ll(I~O\.roR IHII' 1¡ lt('((ll pOIH'f 

11¡1- 1 - '1hHJI11 --"' A¡d 1, 

n,,_, --qTt+tlJ,, " flll4 t · 

An y 11,, t·t>;mll :tll l 11:-~ nurncr<IS A y U huc¡c:ulms. 
Sil.~ ~ by 1 "''" \lriiiH<ll t•nll't' '!Í, cll \ou~.cs, l~lt 1" ~X¡tlll'!l\~1 ll lllc•rit~t• 

ltlt·nl~· :il.' ruotlcn ha l tt l' tnlus cuwrus R y ( ' t]ll(' 

bll + cC - 1 

"• d tlllplt Ó.<; •k mult ipllnw ¡oor a, 

11bfl + nl'C = "• 
11b : r. pr. r C<tOilll'l{tn: 11<' • ,. tll! manern rvttll!nlt•; o .sea. lamlllt;n (1 ' 1' 

.'JI . L imtlÓillllfiO" a e.xaminn1· el .-ri l1•ru1 tlt• r·t•:-~i duo~ 
01}1\ÍVI\IOiltCS Hl thvidit• por t>. 

l ' r·cs<'ntl\mos ol nÍJrnoro natul'nl nt·hitrm·ío :1 ... ,, la for.nn 

1000a 1 b1 doucl o O ~ b < 10011 (t•:.; dt'<'iJ·, /1 ~·~ <~ 1 ut'nMrn 
t.r iHIIrio ron tll tp tt) ICI'Ht in n ,1) v 
l(A) -= 

{ 

!J . :-:t l ¿1 ?- 1()00, 

= ni rc~i duo tltJ In divis•óntl l' A ptll' H. <q ~~11 < 1000, 
inJctl!rllliuatllt , :< • ,1 <K 

.12. Lunit.Í)mono'l a C>.Xnminar l'l t'l'JLel'in de nqui,·r·osidna­
Jid ild, llll ol si:->Lem n tl•wde<'.irna l ti<) HIIIUera cióu , para In d iv t­
s iún por ·1~ . 

Ser' A pre~ehtndo eu la (orllla 14-1tt -1 b. dorulc <1 ~ ¡, <. 
< ·t i¡~ (o sea, eu el sistema duotl~r.1m.d rl<.~ IIII IHCI'HCiúu , 

b t'S la cifra bin<trin <'.on la q uo Ler·n11ua ol nllm<•r·q ; ¡ N•c•·it.o 

on este sistema), y 

f(A) = 

={ 
b, 
ni J'CRidun do la d i v is ióu de A 

indeterminada, 

si a ~;::-1 ·1'•, 

pur 1S, s1 i Rs..:,;; A < H.4, 

SI A< 18. 
6* 



La \'Oriftr nc.ión do <JUS ol proce~o do c.oustrucdón de la 
sucesión.1 , f (A),f I/ (i i)J, . .. r<.'ulmelltt' (!" 1111 crilorio do 
e(¡uiuc~id uaJitlad, ::;e ofcctúa do manera estándaa·. 

33. Para aquellos m euya descomposictón canónica tie­
neJ ol aspecto 2a.51l , 

34 La~ I"Cllldkioncs a) y b) ~e cumplen anLomática­
mentc. Por cunnl.o 10 y 1. son equirrcs(duales eJJ la división 
por 3. tll m hién lo el eberún ser los número~ A y f (A ) . Pol' 
fin , ol hecho do que parn A ::.> 3. f (A) < A, se cs tn hlete con 
1111 d lc.nlo sen<' illo. 

35. n) f (8G8 77:1) -- :~R; j (3}$) = 11 ; f (11) = 2. 
b) f (.1) -= 444<1·<1 = 17 776; f (17 77G) = 28; / {2S) = 

-=10; f (10) = 1 
/IC. El cri(t'rio de ros1duos oquiv¡))(.\utcs nJ clividi1' por 9 

es aniílogn ni yn ex:uninndo do rcsiduofl cquivu iQu(.cg al 
dividir por .). 

A l'in dl' olJL.eno•· c>. l <.'l'iterio de T(;'f\idnos c.quivnlenle~ al 
dividir por 11 p¡·csent:unos el número A en la for111:1 

H)Z"a,. + 1 !)2''-Za,. -1 + . . + tOza.. + a,~> 
dondLI O ~ a,< 10l), Evldontemenl.o, taJ e.xposicicíu con­
c.uorda ~~-011 la dívi:;ión do 1111 uúmero en <•grnpoS>> hinurios 
(de derechn n i2quiel'dn) . s~u 

f(A) = 

{ 

a0 + a 1 -t ... l-a 11 , si A ;;:-:: 100, 
= a l rosid llll d<.1 la divi sión clo A por 11, si '11 ~A< 100, 

indetN·minadn, si A< 11. 

No~ quod a ::~eiíalar que en la div1s ión por H Jos números 
A y f (A) vordauernmente :.-on oquiuc11iduales y, lldemás, 
/(11)<,1 . 

CHt·o c~ril.crio de r.esid uos oquivnlentes al dividir por 
11 se obti ene presentAndo e l número A en la formn 

t1 =- wna11 + 1\)''-1a,.-1 + . . . + 10a, + au 

y valiéudono::l rlo In equir·residualiuo.d de 10 con - 1 y de 100 
con 1 011 In dtvi!'i6n pM 11. Por oso A es equüre~iilunl con 
el númOJ'O tL0 - a1 + lLz - lLs + ... ± a,., y la for111ulacióo 
del respucLivo c riterio de ¡·csiduos e4uívulcntes uo presenta 
dificu1 tad. 
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Por Ein, dividiendo el númcte1 /J en <~grupoS>> Lr· in:mos, 
podemos preseu tarlo en lu for·mu 

t08"'an. + 103"-3a, _J + ... ~ 10lla1 + a11 

(O ~ a, < 10UO). Entonce~. A es Cq llitJ'c:-:idull l ~~.()" la suma 
Uo + a1 + ... + a.,1, en Jn (livhlión por :n. y con lu sunu1 
de s igno va riable a 0 - a1 + a2 - ••• ±a, ou la u ivisióu 
por 7, 11 y J3. 

37. Comu ejemplo exnrninomoR el cri torio de ¡¡qui.rre­
siclualictad para la divis ión por H. on el sistem a temario do 
numeración. Prest>nl;llrn()S pnl'a osl.o un A nrbitl'al'io : 

an32n + a11 _1~2 <"'-t> + ... + a13Z + a0 , donde O< a,< 9. 

Aquí, ai es la esenda ciel grupo binario en que :-;e fracciona 
H) número A. contundo do dero•;ha a izquierda. 

Nos quedn suporwr quo 

{ 

a 0 + a1 1- • - • + an, 

/(A)= O, 
indo lt• rrr1 i nMIIl, 

si A ~;;?- D, 

Sl A ~~ a. 

~j ..1 < 8 

y efoctuar Jos razonamientos ~btántlar. 
38. En el sístemn de numoración de bn~e (i o t~orn [wt·~ lo 

de (1 gunrismos: 5 (k = 1), 7 (h. = 2) , 43 (k .,-- 3); 
1~ n el sistema de n umcrnción :-~ep tenarw· 2, :;, fi (k '·'· 1) , 

4, 6, 12, 16, 24 (k = 2); 171 (k ~ 3); 
'E:n oJ sistema de numot·ación de base !J o \:·om¡llltlsto do \1 

guarismos: 2, /l, 8 (/e = 1}; 5, 10, 20, 40 (k .,,.. 2); 7, 1:.1, 
14, 26, etc. (k = 3); 

En el sistema de numornciún do ba~e 1:~ o compuesto do 
13 guarismo¡;: 2. 3, 4, 6 (k = 1); 7, 14, 21 , ~k. (k = 2) . 

3.9. En el si~temn rle numeración lornario: :¿, 4 (k = 1 ); 
~. 12. 24 (k= 2): 1:1, 26 (k = 3); 41 (k -- 4); 

En el s istema do numernción quin11rio ; 2, ~l, ti (le = 1); 
~. 12, 2/.l (k = 2); 31 (k = 3); 

En el si::ltoma de numeración o<:Lollill'to 1t n<:tb11úo: :3,!J 
(k=1) . ~.13 (k=2); 

En ol sisterrw de numet'<lc.ión dontnal :1 .1 (k = 1); 
i(Jj (k = 2)¡ 7, 11, 1:'{ (k =: :3) . 

40. Si los n úmm·os a y b ::-on eq ll i l'rcsidHH lr.ii, on tone.<.·~ 
(a - ó) : m. Po1· eso, on víg<H' del l.fi<H'\'HHl ü, 1.1 y b ~011 o no 
di visibles pot• m sirnu ltártcnmou to. 
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·'t. y !") :--n11 (•quidivio.;ihlüs pem no eq11irr•esidualc~s 011 Ju 
<livr~i<ÍII por :: 

41. Srrpoug;lrrw~; tflle llll la equidivisil1ílidall por fn ¡.;e 
dec]ut.c'a la oqui•·resirlunlithlc] pat'n la d ivi':'liÚu po1· m E::::lo 
:sigHificn qnc todo,<; los HlÍm~ros no di v i:-ühlt~~ por m le111lrúu 
t•l mi-;mo r·e:--iduo ni .<:;t•r d•viclidos pOI' 61. Quiero decir quo 
este )'e::;iduo deberá :ser rgual a rwo, m·Í qu(l rn = 2. 

42 Ln rolndún d.e equídivj~ih¡lidarl pnr m, ovidon tt.>.­
mcn Le. <)!:! •·t~JicxiYíl (<:u:dquier número es CtJuidivisillle c.ou­
"i~n mi~mn al o:;c•r div1-;ihln por m), si mé tríea (si lt- o~ uqni­
diviHihlu oon f.•, cnWn cos, b 1() os c.ou a} y tramsitivn (si 
11, es Of( llid iViBi hl(~ COII /1 y b COLl 1.', tc'ntOIII'O!:l, (L fo ('1>; tamltiÓII 
Con e) 

P <JJ' t.oJJ:o;LguitHl t.e. é~I.H ef:\ prod~a uwul.o 1 ;1 ttlllwrón de 
l'IJ uivnlour..in . Aquí todo!i' los númoros divisible:; por m 
pcrl.cne~;.on n una <:l~t~t' v lo:-; qn~' uo, n ol.I'<L 

43 E~ f{¡c.(l comprob.H' que CHf•ndv m::> 2 In L~quicl ivb: i ­
lliüdad d 1:1 h11' t'lmnfii'J no s(• dedttC.~ de la dfl lwo\ ~un.:wdos. 

PHJ'a qu<' l<l oquidiv i ~ihi.lid1ul de loi< procluct.o~ se t10s­
pnmdn do 111 do ::~u~ fn<:t.OJ'<.'::> es necosario y l:lll(ic.iNl l.o que ol 
u(uncro m 8(>H JH'I m o, 

J~n eJedo. ~ i uno do loi') pro.lucLo::. es divisjb!c por p 
pJ'imo, onl.oncos, según el teorertlH 1:3,, 11 l monos unn do :!HJ:'l 

fac:.to r·os deborá ~or di.,· isiltle por é l, Adcrnás, por p so divido 
tlll factor de otJ.'o prodH(',I,() qu~ l f:'. es c.•quid i v i~iLie y tarnhiéu , 
pnr Jo tllnt<t, lodn el producd.o . Pero .si uu p1·oducto no t•s 
di v isib le vor p, e l otro tampor..o lo sor1í (de lo c.oiiLt·arin , 
n hnse tlo lo que. aeaJ1ilffillS do cstrdlk<'Qr , uunbión ol pl'inwr 
producto sería divisible por p) 

.A la iuYor:-:u, si el número p c.s rompuosto,flo" prof.hwLH"' di' 
f:H' Lores cq 11 id IY if>i hle.« p ucd en no sor· yn cq uid i v tsi b lú~; . 'K~" 
~mfí r\itmLt\ pont•r p '"" f>th. (p1 * ·1, p~~ 7'= 1 ). Eutorrc.(¡.~, lo,« 
rr(uncros 1 )· /!1.• t\sí 1;omo los núnwros 1 y (i~ ~H I'Ílll t•quicliv•­
sihll•s pot· p, UJientras que los productos 1·1 y fJl ·fJ-!· ev•­
d en tenwnlo, nn 

44. Cor·nLtr jo inl)'lod ratofdel prohll~mn ::1H. 
45. El curnplrmil\nlo d1• h1:-> eorHiki.onc~ a) y h) e:-; m­

dndHble. 
Si t'll adclil!iW a ·-·· {¡ > 0,, 110 <'ilho dnd11 q1w f (/t) < 11. 

Pero ~i'a. - '2b!<:: il. cnl IIIICüf\, csl a <Jp-;¡g¡¡¡tld ad puede sor q u o 
uo so cumplH ... F'.n¡md.o c a.o.;ll , el módulo 1 a '"' 2u J ale.tnza su 
valor rn<íximo cuautlo t:t • tl y b - U ,v es igual~~ 18. Por 
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<:r.rusiguion~e. pura A > 19, f (A) < A . Lu justc;w dt1 •·~l.a 
clt:!~igualclar1 parn valores menore:-1 i'O HStlgurn dotonniuautlo 
lu func.ión f . 

Por fin, 10a + & es equidivi~iulo cor• 50a + !Jb t!rl tn 
d ivi~:~ióu po~ 7 (yn que 5 y 7 so11 primos ou trc sí) y, por lu 
tauto, con 50a + !)b - 7 (7a + b) = a - 2b. 

46. El númom 15, al ser dividido por 7, da t c.omo resi­
duo, y 1 - 2·5 = - 9, da 5. 

47. La c.ondición e) f (A) < ;1 signifi<'n quo a. + 4b < 
< 10a + b, o sea, 3b < 9a. Por eso, para a ~:;.~ ... 4 la L:OJHli­

~.:iúu neoesaria se c umple. 
l ,a condición d). Evidentemente en la división por ·t:), 

10a + b es equidivisible con 40a + 4b y o1 último nú mero 
es eqnirresidual c.on a + 4b. 

48. El criterio de dívisibilidad pierde cfidenr.ia, ya 
quo f (39) = 39. 

4.9. SnpongnmoR que es necesario r..onstl'llir el c.riterio de 
divisibilidad por cierto m. Procuremo~ elc.\git· tal .o:, prirM 
con m y on lo pmci o le pequeño, q11e {10s + 1) : rn (así ocurrió 
para m= 7; sresultó igual a .3), o bit'n (tOs + 1) : rn (por 
ojomplo, para m = 13, s = 4). 

gu el ptimern de ostos casos, eu La divi!5ión po1· nt, A -
= 10a + b es er1uidivisihle con 

10as + bs = (10s + 1) rt ···- a 1 h,.,, 
e::;; duci!·, ~ou a- bs, y 011 ot segundo, cou 

(10s- i) a+ a+ bs. 

es decir, c.on a + bs. 
En relación a lo d icho, el JHÍmero 10a + b 
en la división por 17, es t'quidivisihlc wn a - !;b, 

» >> >> >> 19, >> >> » a ·1- 211, 
)) )) 1) 2~' )} )) l) ft -1 7 lJ. 
)) l) » 29, » » » (l - 3b, 
» » )) 31 >) » » lt f- :31J' 

La (;onchtsi6u do las formuhlc.ionc.\." l'Xi\Cbaf\ do Cl'to~ 
(.'.,.¡ Lurios de d ivisihilidnd se la dojamo:-; nJ lc\l,or . 

. ;o. n) Como :100 as equ i rtt'~irl11n 1 ('O u 2 e11 In di visón 
por .1¡9, c•.unlq\licr númoro del In forma 

1(12na, + 102n-~a 1,_1 + ... -1- 102a1 + fLu (O~~ a1 < 1.00) 

es oquirresit.l ual cou 
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2nan + 2-•an-1 + ... + 2a1 + ao 
en la división 11or 4n. 

b) 10a + b es eq nidivisi ble con a+ 5b on la división 
por 49. 

51 . Evidentemente, rnra A > 6, tendremos f {A) < A. 
52. a) La presentación de A dentro deh sistemH de nume­

ración soptenario, en la forma 7a + b, da ~u equidivisibili­
cl ad c.on a + 3b en la división por 5; 

b} La presentación de A dentro del sistema de numera­
ción de base 11 o compuesto de 11 guarismos, en la forma 
Ha + b, da su equidivisibilidad con a + 2b en la división 
por 7; 

e) La presentación de A dentro del sistema de numera­
ción duoder..imal, en la forma 12a + b, da 811 equidivisibili­
dacl con a- 1b en la división por 17. 

53. Las condiciones a) y b) se cumplen automáticamen te. 
Las e) 1 d) son·observadasporqueel paso'de A a'F (A) se ro­
duce a sustituir ciertos números por sus residuos de la divi­
sión entre A 1(menores que los mismos números y equirresi­
duales con ellos). 

54. a) r'l = r3 = ••• = rn=O, es decir, r~¡=O (k> 2); 
h) r3 = r4 = ••• = r,.=O, es decir, rk=O (k> 3). 
e) r1 = r2 = ... = rn=1, es decir., r 11 =1 : 
d) r1 = r 3 = ... = r~ r-t = -1, r2 = r4 = 

= . .. = r,. 1 = 1, es decir, r11 = {-1.)11 ; 

e) r6t+ñ = 3, r11t+ 2 = 2, rst.s = 6, rtlt+4 = ~. 
7ct+:; = 5, 7at = 1. 

55. So la dejamos Al lector. 
56. Tomamos un m arbitrario y ponemo~ que 

r1 es igual al residuo de la división de t por m, 
r2 & 1> » » 1> & & 1> tr1 por m, etc. 

Entonces el número 

ant" + an _1 t"-1 + . . . + a1t + a0 

es oqnirresiciual con 

a,..rn. + an-lrn - 1 + ... + a¡rl + ao, 
en la división por m. Luego de esto. Ja construcción del 
c.riterio exigido no presenta díficulf,ail. 

57. Se lo dejamos al lector. 
58. 102 = 7 ·14 + 2, de modo que r = 2 y entonces 

t(\nemos que A 0 = 104.8576, A1 = 1-23 + 4.-2Z + 85·2 + 
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+ 76 = 270, L1 2 = 2-2 + 70 = 74 y A~= 4. 
59. Si en la división por m, t es equirre.sidual con r = 

= r 1, entonc.es, C'n Ja divis ión por dicho nú mero, 

tr1 e.'l cquirresidua l con r2 = r 2 , 

>) 

etc. 
60. Ni 2' - 2, ni 23 - 1 son divisibles por 4, 
61. Si a : p, cntonc.cs ar> : p , y el teorema qucaa de­

mostrado . Pero si a no c.~ divisible por p, entonces a y p 
son primos en tre sí y es posible s implifkar la r..ongruencia 
expue~ta en 1ft condición del teorema: 

aP-1 == 1 (mód. p). 

Para c.omprobnr la ·(Jltima. <:.ongruencia d ivid imos resi­
du al rnento por p r.ada un o de los númru·os dol tipo ta 
(t = 1, 2, ... , p - 1): 

ta=q,p+rt 
E8to puede ser escrito así: 

a :=r 1 (m6d. p), 1 
2a:=r2 (mód. p), . 

( p - 1) a;:::; r p -t (m ód. p). 

(H.11) 

Dol resultndo del -problem n 26 se desprende Cfl iB entre lo~ 
n\1mcros r1 enwntrnmos exac tamente un a 5oln vez CIHl a uno 
d e los núm eros 1, 2, ... , p - 1. M11 ltiplicando toda In 
congruencia o ])tenemos 

1·2 .. . (p - 1) aP-
1 as 1 ·2 ... (p -1) (mód. p). 

Nos queila ~implificar estA.congruencia por 1·2 . . :. (p-1). 
fi2. q' (12) = (f' (22·3) = 22--1 (3 - 1) = 2·2 = 4, 

lf (120) == (JI (2" ·3 · 5) = 23-1 (~ - 1) (5 - 1) = 
= "-·2·4 = 32, 

IP (1000) -= q-• (23 ·53 ) = 23- 153-1 (5 - 1)= 4·25·4 
= 400. 

(i.3. Vamos a husr.ar m on lo forma P~' fY;2 . •. p~11 • 
Entonces , 

11) pf r·· 1 (pJ. - j) p~~-LI (p2 - 1) ••• Pt ,_l (ph-1) -=10. 
EJ pt'oduc Lo d ol p.rimcr m iembro deberá :5er divisiblo por 5. 
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Quiere clecir, o bien que uno do los números p1 , p 2 , • • • 

. . , p~¡, es !i (para !'¡Or exados pongamos p1 = 5), o hion quo 
por 5 es clh' i$i ble una de las d iferencias p1 - 1, Pz ~ 1, .. • 

. . , p,. - 'l (supon~amos quo para osta circunstaucia (¡>1 -

- 1): :1). En el primero de estos cnsos p1 - 1 = 4, cosn 
1mpo~H ble . ya quo iO no es divisible por 4. En ol soguudo, 
por t:-u1mto p1 d~~berú ser número primo y 10 i (p1 - 1), 
lnti camcnlo llf:l pos ible pnrn p1 = 11. Poro ontoncos a 1 = 1. 
y !)d too roma 2:l so dod uco que 

cp(~)= 1, 

e~ decir, <1 J>icu '1'~ = 1, b ' 
111 

2 ., 
1 

o um¡¡= . 

g ll conc lusión , 11osot.ros lenemo~ C]Ue m1 = 11 y m~ 22. 

11) p~t-l(p,-1) p~2-1(p:¡- 1) .. . p~h -'(ph -1)= 8. 

Si m es impar, entoucus at = a.2 = . . . = a 1, = 1 (pues 
el segundo miombro do la desigua ldad anotada es la po tencia 
de dos): 

(P t - 1) (pz - 1) ... (pr, - 1) = 8. 

g~lo es posible ún icamente, cuando k = 2, p 1 =:·>y fJo¿ ' ""' ;.,, 
os decir, ColHllrdo rn = 15. 

Sea ahora el número m pa1•. Supongamos, para c.or Loz;l , 
C.JU O p1 = 2. Tndudablemento, a 2 = ... = a~; = 1 corno 
a!l Les y nosotros tenemos que 

zo:-l (P2 - 1) •.. (p, - t) = 8. 
Es ovidonto que a.. ~-4. Si a= i, en tonces, ol cn.so so ~'!SC­
rnejn Al examinado: así . la dosiguaJd~d oscri tn os so lamcntt' 
po~;ible para k = :3, P2 = 3 y p 3 = 5, es decir, para m = 
·= 30. 

Si a = Z, eu toncos k = 2, Po = 5 y m = :w. 
Si a = a, üll toucos le = 2, p~ = :J y m == 2-1. 
Si , por fin, a = 4. entouc.es le = 'l y rn = 1f). 
Así, lus resol uoiones de nuestros prohloma~ son: 

m.1 = 15, m 2 -= 30, m.:1 = 20, m1 = 21t y m5 = Hi. 

04. Supongam os que 

p'p-• (p1- 1) p~'- 1 (pz -1) . . . p~h- 1 (Pn-1)= 14. 
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Coda \Jn(J ao los número~; rlcl tiph [1¡ - 1 e~ 1) l>iCII lu 
Hllid¡lf'l, o bien un número pur, y por eso uo puede l'((!t' sicLt'. 

HaJ>ien<lo du ::-t· r· menor quo ol número primo nn una unid nfl , 
Lampoc.() po•lrñ «cr igual n 14 . Quiero decir llJtQ 11110 do lo<4 
números ¡.,a.,-f. os ::;iete. Poro eutonc~l'. f't - 1 -..:.. O y H 110 

1 

O-') di visihlc por G. 
'f65. Sen m '·"" f1~tp~2 ••• p~lr , Examinem os al princ-ipio 

tll c:¡u-;n t•.uam]o rn O!'i potencial el e un uúmcro pritno: m = po.. 
A fin dt~ que c.iQI'IO númBr'O y rn ~oan primo« <•nlrc sí l~'! noc.c­
~al'io y :-;uficícnlc I[UO ostc número no sea divisible por 1' · 
l'oro entre Jos números 11, 1, 2-, . .. , m - j oxisLc11 f:lo ln-

TTI(.mtij ~ númct·o:s d i vil'ihlc~ pur p . Por ('Ow;iguiouLo, tl ll 
JI 

o..<; ta notacióu , habrá 

m._...!!!:._.,._,_ m ( 1- ..!...) -- prt ( 1--1-) = ' flx.- 1 (p- 1) ~ <p (m.) . 
/' p 1' . 

ni'trn t>rof-1 primog con p. 
SoíiaJomo.s nhorn qno pu r A que (t y m ~OM1 primos entro 

sí es llP.c.e!':nrio y sul'.icien Le q110 COII a S(.'a pl'itnn ('.1 resit1 uo 
do lfl fli vi~i<JII de a por m. 

Por lo que acalHtmos~rJ c e.stu hlerrr, IH rantidafl do rc~ i­

tl uos •lo la divi !'!<ión por P1;· roc1prorn nwrd !• primo!' t:.<lll 

¡ly. o~; igual n (j'J (p~i) . fl ct'll, como yn l'tH' ~xp l ic~do eut•l 

proccsn de rcsoht('.ión rlel prohlmon lÍO, do J¡¡ oqui r·•·csídu alt­
rlarl d tl los nllm0ros parn ln c.li visión por tollor; l o~ p'f' · t<tl 

rleclUI' tl su eqnirrcsidual idad en In d ivi.<<i<) rt por m y v icc­
ver:sn . Adomás, f'i qnercmo~ que 1111 JlÚmüro ~en rwi mo con m, 
es ner.e!'¡a1·io y l'iHficill.lltO fJ I.tC ]o son r.nn NHln 11110 dC' los núme­
ros ¡¡~1 l>oJ' t'OII "iguicnlc, a tllda c.omhi rwrión do IH~ rc:>~ill uol' 

do l:t uh· i~ión por flrl, ¡fit. . .• t>f:!i.. primos f.() ll los rés pt•rt•­

\1(1~ divi~otcs. lt' r.Mres pondt• oxaclnmcute un t•(ls.icl uo da 1.1 
el ívisióJt por rn, primo co 11 m. 'J':unhi~u ()1; lltttO~IHio ~:<uiiu-

1 nr'Y'q u u 1 a e a 11 ti rl ••d de hll os c:.o 11t bi 11 ltd etiiC:- rl o J'Cfii d 11 05 e~ 

igual 1\• tp (r~') ~f' {[>~-:) . .. (f' (p'{¡ ') ~ e~~ (m.) 

66. Teucmo~ 

a.1 ~ ,1 + q,m, y rr.z = ·1 1 q211L2· 

fll) r· t'SO 

(a 1m2+ ~rn1) (m1 + m.2)r;>(• ~,,.~)-t -= 
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=- (A (m 1-;- m2) + (q1 + qz) m,m2J ( .,,1 + m 2)41'Cmtm2) - t = 
= A (m 1 + m2)¡p<m1 ·m~> + (q1 + q2) m1m t (m1 + ~)cpCmtmz) - 1. 

Aquí, según el teorema ele Eulcr , CtL ltt división por m1m.t 
el primer sumando os equirrosid unl con A, y el segundo, oivi­
~ible por m,m2• E so s ign ifica quo ni dividir por m1m 2 , to<.Ja 
Ja ~uma es equ irresid ual r.on A. 

G7. Se lo tlt,jamos a L locto1·. 
68. » » )) •> 1/ 

G9. » )) » \\ ~ 
70 . nt3 - n = n (n " - 1) .Pero 

nt2= n~~'< 13) = n2~r<1>"""" na~(~)=nll•i>C3)=n12(l)(2) 

Por eso , o bieo n : p, u h ' (n12- 1) p pura p = 2, :~ . !J, 
7, 13. Ahora os preciso remitirse a l t.ooi·oma t(L 

71 . So lo dejamos al lec.tor. 
72. » l) » » » 
73. Sea del máximo común divisor de Jos fl(liD.eros r.. y b. 

Si e no es divisible por d, entonces, la ecuación ax + by = e 
no tiene soluc.ión en números enteros. Pero si lo es, entonces 
ambos miembros de la ecuación pueden simr}lificarse por d 
y nosotros llegamos a un caso ya examinado. 

74. Soa.n A y B tales que aA + bB = 1. Supongamos 
quo 

1~ 11 ~onc.es, 

x 1 =cA+ út, 
1.-aA 

Yr ~c-b- - at. 

axd .. bYt=a(cA+bt) + b(c 1 ba.A_at) = 

=caA+ abt+c(1 -aA) + abt = C, 

y (:.t¿, !/r) es vordnderamente la so lución do nue~t.ru ecua­
ción. 

75. ll) x, = ll·5~ + 7t = 28125 + 1t, 
1-50 2 y, = 9-1- - 5t=- 0088-5t. 

Por cua11 to lo!' Lérm iJJOS indcpend ientes y cooficieules 
quo acomp~f.au 11 t t>-11 lns cxJ)L'CS i oul:l~ 11ara x 1 e y, son , al 
decir, <~apro~imudameuLe proporciona les», nosotros espora-
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mo::; ubtcnor nori oucs do nues trns resoluciouos en números 
mcuorc::;, -En efücLo, podemos escrihir. 

X t = O + 7 (t + l¡l)17) , 

Yt = -3-5 (t+4017) 
o, !lupouiendo q uo t + lt017 = l', uusoll'OS obtonemo:­

Xt• = 6 + 7t' t 
Yt• = -3- 5t'. 

Señalamos que el procedimiento de resolución de ecua­
ciones en números enteros, expuesto on el problema 74 , 
permite utilizar números menores, mm q ue Lamhién exige 
cá lculos algo roá:; complejos. 

u) Hagamos valer que 25, por el rnótlulo i~{ ~ perlonec(.~ al 
indico 2. Podemos escribir 

X¡ = 8·25 + 13 = 200 + 13t, 

8 i-zs2 21': 38" 25 Yt= 1:) - ·>t-= -, -1 - •. t 

o, después de simplilicar, 

;t¡ • = 5 + 13t' t 
y,. = - 9 - 25t' . 

76. La condición e) se asegura automá ticamente y la 
d) se deduce d.eJ teorema 2.'>. 

m 1 17 H) 27 2~J 31 49 77 · V t2(ó5) ¿ f ü 3 28(o-3) 5 • 

78. Se lo dejamos al lector. 
79. Se lo dejamos a l lector. 
80. a) 8'1'(2tl-1 = 811 = 64G·8. Eu la división por 21 

este número es equ i~resid u al con 8. Quiere decir que ~n + 
-1 li y a + 8h son equidivisibJes en la división por 21. 

b) 12CJ>C31)-1 = 12~9 = (122) 14 ·12 = 14414.12 os equirre­
s idual con 1114 ·12 = 121'·12 = (-3)7 ·12 =- (33r~ ·3·12= 
= -(31 - 4)2 {31 + 5) , en la división por 31 y también 
equirresidual con -16·5 = -80. El último número, evi­
dentemente, es equír.residual con 1:-t Por lo tar1to, los núme­
ros 12a. + b y a+ 13b sou equid ivisibl es en la d ivisióu 
por 31. 



Gr::CUlONI~:; 1'01 ' 111,:\UG~ De :\1A'I'F.MÁT fCi\S 

<\Lec<: aom\.<: JHI(JUJ:U'm! do maLemá LicaS>> es uHa coiC<'.t.íóu 
t¡uo so inkió Cll 1!17;) y lle\'a pllhli r..ados ltasla el mom(mfo 
(' l'r(:.a de· !)U ro ll<.!lC)S. Bl'rri l as j)Or mai.Nmít.ir.o:- i'uviiitil'(.)~ 

l'nrrao.~og , t.Hulo pot· ~~~labor rl ocoHL~ como por :"11 olll'll cicnt.í­

l'icu, dodíeudas n lemas in tere~a1ües do :MaLem{tlica~ Elo­
H•ent.nles o intonnadict."- entro ést.'l y Ja Matemática SuiJor.ior 
expuestas en for·nHl clara y precisa, que cc>rno regln 110 exige 
conociuuento~ previos especializado~, Jas <lLecdoncs» es tán 
destinadas a uu nmplio círr.ulo de lecton~s y puedeu compa­
rnrso n pcqueüo& yatos quo brindan la posibilidad de reali­
zar, hajo,el muud<> dccapiuUtes'expertos, UII,Wl'LO y agradau lt! 
viaje por el inmenso oc.énno de In c·ICrH· .. in malomú f.i<~a, 
hillll en la proxiulid~u.l de las c.ostn~ . hie11 adeJ•Lrá11dosc en 
nquól. AL mismo tiempo, Jas «LeccionMI> estimulan 011 e>.! 
lo<'Lor cJ dou tle l razouamicuto lógic,o y In aptitud de dcsc.u­
hrir t·olac iou ~s c11tn• fenómoml~ aparcnl emt!lll.e mu y nJ~jados , 
(¡unili:~.ril-úndolc con Jo~ elementos prwc.ipale::; de la \.uiJ,ura 
rnntemúLica. Por Lodo ello, las «Lecc.wues~>. dosünada:-; ou 
uu princip io 1\ Jos alumnos do los gr·ados ~wperior(.1::; do la 
un:seilan:tn rned w, puodon ser recomoHdadas Luw hi611 a los 
o~tudHmtes de cuu.lquicr espedaJidud y uo dcjnr1 de tener 
interé~ para los mae.sLl'<>S y profesiona!t!S. 

Lo~ Jihros do csla serio Lrnttm. c.o rno regla , :-;uLre Lema:-; 
cspcc.ial e..~ c.J o Jns .Mnl('roálicas y, por c.on :-;iguioute, est án 
di!Stinados u urr t·í rculo muy rcslrrugido tic lcclorcs que, 
oparlc de Jol:> profesionale-s , aba1·cu a lus csLudiantc::; de Jof' 
l.ustituto::; l'uh tócnic.os y de l a~ F~H·ulLnclcs de Cioncjns Natu­
ral es du ia~ uui.vor::~idadt·~ . Pueden s~1· roc.orrwndados como 
material aúicwuaJ tl ~: ().':!Ludio nl trt~ Lar delenninados temas 
el el programa y lnm hiérr pueden ser aprovechados en el 
ll'ahaJo dt~ Jos l'ir<' ulo!'! mut llm.átic.o:;. Lo::; mnestros (.IUCon Lra­
,.,)n nl lt~od11S algunos mnrnerHos q uo ~:tin dudn podrán ~r 

lrnt.H<los en lns cír·cuJos matem:íLk <>s c..~:ola¡·eH. 
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A NUESTROS LECTORES 

Mir ediLa Libros soviéticos traduci<los al Cli!llliiul, inglós, fruncós, 
árabe y otros idiomas extranjeros. E ntre ellos figurnn lus mejores obrns 
de 1ns <llsLintas rnmas de lo. ciencia y la técuieu: mnuonles para los 
t'.ent.ros <le ensl'ñnnza superíor y c¡scuclns t.ecno l6glc~s: litemlurn solm• 
<' i('UI'ias llflturalcs y médicas. Tamhión ~<f! incluyen mr>nogmfías. llhrr.s 
cic divulgaciétn c.ieutífica y ciencia ficd(m . Dirijan sus opi nibncs ;1 la 
Ediloria l l\'fir, t Rizhsld per., 2, 129820, Moscú, 1-1-l!.l, GSP, URSS. 



Nikolski S. 

J~ LI:, MI.!.l\ '1 OS IJI!:L ANALt!;Ji:> MAT~MATJCO 

.l.!;ste lthro e~Lá Uticnto para ayut.lat· a los escolares q ue 
L'SLudiau el awittsils ruaLom.ático, ~sí como a l os maestros de 
t'scuela secumlana que dan clase::~ de dicha asignatura. La 
ol.lru tarnb1éu será útil para los al umnos de escuelas de peri· 
1-ajc, e 10cJuso para la auwdidáct.ica o el repaso de la mate­
nu úel auáltslS maLemálico al ruvel de las exigencias que se 
Jll'l\:>Oulau t!lJ cscut~las re.spccto a esta discJplinn. 

Los cap1Lulo.s pr1mero y segundo son los básicos, están 
dtldtcatlos uJ auált.s1s xnat.emático y pueden considel'al'se por 
separado de io:s demás, como LnÚepcndtcntcs. li:a los prime­
ro.s dos captLulos al anáLsts matemático se cstmila a base 
th.~ la gcomeLría y la ftS1ca. La gráfica continua y el movi­
tllienw, por st mu;mos, ::sirven de íundamento para las de· 
duccione$ bás1cas. ~e da una idea del l.ínute de una sucesión 
y del de una función. Se exponen el cálculo dife1·encial e 
LHL~gral y Slli> nphcactones. ~n el taxcer capítulo se estudia 
lu ooctón de lo.s números l'Oales. El capitulo cuarto está 
docllcado a la fórmuln del btnomio do Newton y al anál1sis 
combinatoL·io. l!.:n ol últinlo, quinto, capítulo, el l ector encon­
Lrará nna hrcv~ 101ormacióu acerca de los números com­
ph•JOS y s\J 1-'J.!Jd al tt!sol ver ecuar.iones algebraicas. 
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