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PREFACIO

QUE EL AUTOR ACONSEJA LEER CON SUMA ATENCION

La actual ensefianza escolar de las matematicas se orienta
fundamentalmente a desarrollar en el alumnou el pensamien-
Lo funcional, y capacitarlo para operar con objetos matema-
ticos continuos. J.os cambios que se planean en los programas
escolares de esla materia estdn encauzados en la misma
direccién. Al mismo tiempo, Gltimamente, se investigan
nuevos campos de aplicacion do las matemdaticas: la compo-
sicion de programas para computadoras, algunos aspectos
de la cibernética y el estudio de operaciones, economia
matematica, lingiifstica matemadtica, ctc. El dominio de
estas ramas de la ciencia, junto con el perfeccionamiento
del aparato clisico, exige el desarrollo de la técnica combi-
natoria, el andligis de lo discreto y la creacién de nuevas
abstracciones fructiferas. Los aspectos enumerados de las
matemdticas también deberdn ilustrarse en la literatura
de divulgacién cientifica.

Desde la linde a la espesura de un bosque conducen mu
chos senderos. Son sinuosos, se juntan, se separan de nuevo
¥ se cruzan. Pascande podemos notar su gram cantlidad,
recorrer algunos de ellos y ver cémo se internan en las
frondas. 8i se quiere estudiar seriamente un bosque es nece-
sario seguir sus senderos mientras se puedan distinguir entre
la pinocha seca y las pequefias matas de ardmdano. Para
poder aprovechar los dones del bosque hay que abandonar
por completo los caminos trillados y abrirse paso a través
del entrelazamiento do ramas espinosas.

El presente folleto puede considerarse como descripcion
de uno de los posibles paseos por la linde de las malemiticas
conlempordineas. La exposicién de los dates bisicos, rele-
rentes a los criterios de divisibilidad, nos obliga a incluir
en este follelo algimas cuestiones bastante abstraclas de las
matematicas discretas. A éslas pertenccen, ante todo, las
afirmaciones de la teoria elemental de los nlimeros, agri-
padas en Lorno al leorema fundamental de la aritmética y al
andlisis de la descomposicién candnica de un niimero natural
en factores simples. Luego, la propia divisibilidad de los
nimeros se examina como una relacién definida en el conjun-



to de los nimeros enleros, es decir, como la realizacion de
una nocion baslanie general y abstracta. Por tltimo, los
criterios de divisibilidad se tratan aqui como algoritmos que
teansforman cadu cifra en respuesta a la interrogacién gse
divide o no por el nimero dado? IIl autor considero ftil
destacar enlre los crilerios de divisibilidad los «eriterios
de equirresidualidad o residuos equivalentesy que transfor-
man los nitmeros en residuos al dividirlos por un nimero
dado.

Con objeto de acenluar las variadas relaciones mubuas
entre hechos matemiéticos sueltos y lag posibilidades de di-
ferentes enfoques de un mismo tema, algunas alirmaciones
se establecen de dos maneras diferentes.

E1 libro estd destinado a los escolares de los grados
superiores aficionados & las matemdlicas y (a excepcién de
algunas menciones de la férmula del binomin) no exige nin-
ghn conocimienlo previo, exceplo capacidad para efectuar
sencillas ftransformaciones idéntices. Pero la estructura
légica del material es baslante compleja. por lo que la
asimilacién del mismo en todos sus detalles exige mucha
atencién y paciencia.

Recomendamos al lector el siguienle plan de esludio
del libro.

En la primecra lectura puede Jimitarse solamenie al
Lexto bisico §§ 1—4 sin resolver los problemas (a excepeion
de los NeNe 34, 34, 36, 45, 47, 49 y H0) Eslo dard un
conocimienin descriptivo general de la materia, Como la
mayoria de la gente sin experiencia en malemdlicas esld
convencida de la exactitud del teorema de descomposicion
univoca de un ntmero natural en faclores primos (consi-
derdndolo por lo visto, ¢como un axioma}, clla puede enten-
der los teoremas 9—13 como sus Consecuencias,

En la segnunda lectura es necesario tralar de demoslrar
por si mismo totes los feoremas en ¢l orden en que se pro-
sentan. Para que el leclor no ceda demasiado frecuentemenle
a la tentacidén de utilizar lns demostraciones ya hechas de
los feoremas, todas ellas Tueron ingertadas en un apariado
especial. Una excepcién viene a sor la demostracion del
Leorema 7, Mlamada a seevir de diapasén que prepare al leclor
ya, desde la primera lectura, al nivel necesario de rigurosi-

dad,



En la segunda lectura conviene estudiar el § 5 y resolver
también los problemas del texto bésico.

Por iltimo, en la tercera lectura se estudia lo que csté
en gallarda y los problemas que contiene.

5l que desce profundizar sus conocimientos en el campo
de Ja teoria de los nitmeros deberd recurrir al curso clésico
del académico 1. M. Vinogridov «Fundamenlog de la teoria
de los namerosy (Editorial Mir, 1977).

Se recomienda estudiar la teoria abstracta de las rela-
ciones en un conjunto y las sucesivas cuestiones vinculadas
a él por el libro «Lecciones de dlgebra general» de A, G. Ku-
rosh (Ed. Natka, 1973) o la «Teoria de las estructurasy de
G. Birkhoh (IL, 1951).

Por fin, el folleto «Algoritmos y resoluciones de pro-
blemas con eomputadorass de B. A, Trajtenbrot (Fismatguiz,
1960) contiene una explicacién méis detallada y sistematica
de la nocidén algoritmica, y en la monografia basica «Teoria
de los algoritmosr (Trabajos matematicos del Instituto
Steklov de la Academia de Ciencias de la URSS, t, 42,
1954) de A. A. Mdrkov hallamos una exposicién rigurosa
del tema.

La segunda edicion se diferencia de la primera sola-
mente por algunos mejoramicentos de redaccién. E] autor
agradece al profesor Grolla (RDA) por la ayuda prestada en
este asunto,

N. N. Vorobiov



PREFACIO A LA PRESENTE EDICION

En esta edicion se explica con mds detalle que en la
anterior la esencia algoritmica de los criterios de equi-
rresidualidad ydivisibilidad y seincluye, ademds, un examen
de ecllos en sistemas numéricos arbitrarios.

Vyritsa N.N.Vorobioy
ano 1979



§ 1. DIVISIBILIDAD DE LOS NUMEROS

1. La suma, diferencia v producto de dos niimeros enteros
resullan siempre enteros. s lo que se suele Ylamar a veces
conjunto cerrado de nameros enleros, refiriéndose a las
operaciones de adicién, resta y mulliplicacion.

Pero referido a la operacidn de division, este conjunlo
deja de ser cerrado: hahlando en general. el cociente de la
divisién de un enlero por otro puede no ser entero.

Por eso, al estndiar las parlicularidades de la divisién
de los entergs, una de las primeras cuestiones que se pre-
senta trata de si es faclible o no esta operacion para dos
nameros dados. es decir, de su divisibilidad. Al examinar
las otras operaciones aritmélicas con nitmeros enleros, evi-
dentemente, tal problema no surge.

En adelanle consideraremos conocidas las propiedades
fundamentales de las operaciones arilméticas con numeros
enteros, asi como las elementaies de lag igualdades y des-
ignaldades. Al expresar ¢niimereo» vamos a entender siempre,
si no se dice lo contrario, que es entero.

Como es habitual, los nimeros enteros no negalivos:
0, 1, 2, ... se llamaran naturales. Refiriéndouos & todos
ellos emplearemos el lérmino conjunio de todos los nimercs
naturales.

DEFINTCION, L6 ndimero a es divisible por el b (o lo gue
es lo mismo, b divide a a) si existe un nfimero ¢ tal. que
a = be.

Este hecho se denomina divisibilidad del numero a por
el & vy se anota asi @ : b.

Deslacamos gne la escriinra ¢ : b no significa wna ope-
riccidn concreti que se deberd efecluar con a y b, sine deter-
minada «firmacion que se refiere a ellos. Segln los valores
numéricos que lomen e y b, la alirmacion a i b puede ser
crerta o no, Asi, por ejemplo, 4: 2 lo es v 413 no.

Jara dilucidar si la afirmacién ¢ : b es cierta o no,
ez decir, para aclarar la divisibilidad del ndmero a por el
b, exislen muchos v variados procedimientlos. Uno do ellos
consiste en dividir directamentle & por £, Pero a menudo eslo
vesttlla domasiaido largo y Faligoso y. naluralmente, surge
el deseo de comprobar la autenticidad de la divisibilidad que
nos inleresa sin efectuar la divisién misma, Tampoco estd
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de mds la siguiente consideracion: pér ahora nos interesa
Gnicamente el hecho en si de la divisibilidad del numero «
por el b; al sfectuar la divisién, sabremaos lambién su co-
ciente y residuo (si la divisidn no resulla exacta) aungue
carentes de todo valor para nosotros, ya que en el momenlo
dado sdlo nos interesa saber si sl residuo de la division
va a ser igual o no a cero. Por consiguiciite. hay molivos
para suponer que efectuando la divisibn nosotros hemos
malgastado una parle de nuestro trabajo (y., por lo vislo,
no pequefia) en obtener «desperdicios de produccién». Es de
esperar procedimientos de aclaracién de la divisibilidad mads
directos y econdmicos que la «burday divisién, capaces de
establecer el hecho de la divisibilidad por una via més
corla, sin dejar desechos tan abundantes. Estas esperanzas
efectivamente se justifican, ya que tales procedimientos
existen. Ellos se llaman eriterios de divisibilidad.

Indudablemente, el lector conoce algunos de ellos. La
finalidad de este libro es examinar los diferentes criterios
de divisibilidad fundamentalmente on el agpecto bdsico.

La esencia de cualquier criterio de divisibilidad por
un nimero dado b es que, por medio de él, la cuestion de Ia
divisibilidad de cnalquier nimero @ poe b se teduce a |a
divisibilidad por & de cierto namero menor de a. (No es
dificil ver que la comprobacién de la divigibilidad, apli-
cando la divisién comiin, también se basa en esta compren-
sion.)

De tal modo, e) criterio de divisihilidad es wn objeto
matemdlico de cardcler muy difindido, anngue no salte
a la vista. Esto no os ni féormula, ni teorema, ni definicion,
sino cierto proceso absolutamento del mismo lipe como el
de la multiplicacién «en columna» o, digamos, el de caleu-
lar uno lras otro los térnines de alguna progresion aritme-
tica.

La nocion de criterio de divisibilidad serd precisada
en el parrafo siguiente.

2. En la definicidon de la divisihilidad de los niimeros
no se dice nada sobre los diferenles valoces gue puede tener
ol cociente ol dividir a por 6. Aclaromos esta cueslion
hasta el fin aqui, para que en adelantle no longamos que
regresar a olla.

Sea

a = be (1.1)
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¥, al mismo tiempo,

T = bc]_-
De eslas igualdades obtenemos que
be = 501,
o que
ble —¢e) =0,

Si para esto caso b == 0, entonces ¢ — ¢y = 0, 0 sea, ¢ =
= ¢. Pero s1 b =0, entonces, evidentemenle, también
a =0 y la ignaldad (1.1) se cumple para cualquier ¢.

De tal modo, por cero es divisible solamenle cero, siendo
el cocienle de tal divisién indeterminado. Precisamente
se tiene presenle esto al hablar sobre la imposibilidad de
dividir por cero, Pero si el divisor difiere de cero y la divi-
sion liene lugar, entonces el cociente tiene un sélo valor
completamente determinado.

Hablando de la divisién, siempre supondremos que el
divisor es distinto de cero.

Fijemos algunas propiedades elementales de la divisibi-
lidad.

TEOREMA 1. @ a.

Esta propiedad se llama refleziva.

TEOREMA 2, S a: by bi ¢, entonces e c.

Esta propiedad se llama iransitiva.

TEORDMA 3. Sia: by b a, entonces, o bien a = b, o bien
a = —b (propiedad asimétrica de la divisibilidad).

TEORRMA 4. Si a: by |b|>|a]|, entonces a = 0.

Corolaric, Si a: b y a=~0, entonces |a | > | b |

TEOREMA . Para que a | b es necesario y suficienle que
Jal:|b].

Basandose en esie teorema, basta limitarse en adelante
a examinar el caso cuando el divisor es un nimero positivo.
De igual modo, la divisibilidad de nameros enteros cuales-
quiera se reduce a [a divisibilidad de n@tmeros no negativos.

TEOREMA 6. ST api b, asi by ..., a, b, entonces,

(2 + as+ - F@y)" &

Corolgrio. Si la suma de dos niimeros y uno de los suman-
dos son divisibles por un nlimero b, entonces, el otro suman-
do también lo serd,
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No se debe considerar que Lodos estos teoremas son evi-
dentes y no han menester de ninguna demoslracién parti-
cular. La cuestion incluso no estriba aqui en que en las
matematicas cualquier afirmacién debe ser demostrada, con
exclusién del axioma y las definiciones. Las demostraciones
de estos hechos (por ejemplo, que cualquier nlimero es divi-
sible por si mismo) son imprescindibles por principio, dado
que ellas no pueden ser obtenidas inicamente de la defini-
cion de la divisibilidad sino que se ven en la necesidad
de emplear las propiedades de los mismos ndmeros.

El siguienle ejemplo nos ayudard u comprender eslo mds circun-
gtanciadamente.

Evidentemente, la suma, la diferencia y el producto de niimeros
pares son siempre pares. Al mismo tiempo, la divisién de un nimero

par por ofro no siempre es factible y, de serla, el cociente no resulta

sin falta par. Por eso introducimos la nocion de divisibilidad de nime-
Y08 pares.

DEFINICION. El nimero par e es divisible de un modo par por el
niimere par & si existe tal némero par ¢ que a = be.

Evidentemente, ¢l teorema 1 no eg cierto para la divisibilidad
par, dado que, por ejemple, no existe un nimero par ¢ tal, quea = ae.

A las cuestiones relacionadas con la divisibilidad par glo nimeros
pares volveremos ailin varias veces. El ejemplo anterior muestra que
se pueden crear diferentes teorias de divisibilidad con distintas pro-

piedades y que los teoremas, correctos para algunas de estas teorias.
pueden resultar incorrectos para otras.

Problemas, Demostrar las siguientes afirmaciones:

1, 0;: a.

2. a: 1.

3. 8i1: a, entonces a = 1,

4. Cualquiera que sea a = 0 existe un nimero D, distinto
de a, tal que b: a.

5. Cualquiera que sea g, existe un ntmero b tal, que
de bic yc: asededuce que o bien ¢ = b, o bien ¢ = a.

6. Demostrar los teoremas anilogos a los teoremas 2, 3, 4y 5 para
la divisibilidad par.

7. Construir tal teorin de divisibilidad en la que los teoremas 1,
8 ¥ 4 resulten correctos y los 2 y 6, no.

3. Ya después de tener conocimiento superficial acerca
de los hechos concretos de la divisibilidad, salta a la vista
la siguiente circunstancia: practicamente, la divisibilidad
de los nimeros no esta ligada a su magnitud. Por un lado,
hay pequefias cifras que son divisibles por una cantidad
relativamente grande de niimeros. Por e¢jemplo, 12 es divi-
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sible por 1, 2, 3, 4, 6 y 12; 60 tione 12 divisores, A lales
cifras, ricas en divisores, se Jos pueden oponer ndmeros muy
grandes con una cantidad minima de divisores, 2 (do acuerdo
al leorema 1 y al problema 2, cada ntmero distinto de la
unidad es divisible siquiera por dos nimeros diferentes).
Aunque eu realidad se conocen alguunas leyes quo vinculan
las propiedades de Ja divisibilidad de los nfimeros con sus
valores, de todos modog, ellag tienon un carécter tan intrin-
cado y confuso que uqui no las vamos a tratar.

4, Tanto mdas inleresante resulta el hecho de gque la
misma divisibilidad permite establecer enlre los ntimeros
un cierto orden, distinto del usual segin la magnitud, pero
que tiene con el Gltimo mucho de comin.

IBn efecto, reflexionamos, qué sentido exacto se expone
en las palabrag sobre la posibilidad de ordenar log nlimeros
naturales por sus magnitudes. Como no es diffcil ver, bajo
esta posibilidad se entiende que para algunas parejas do
nimeros a y b tiene lugar la relacién «mayor o igual»:

a > b,

lo que significa que la diferencia @ — & no es negativa (es
decir. deberd oxistir un ndmero natural ¢ tal, que a =
= b - ¢). {Pero si también el fenémeno de la divisibilidad
vonsisle en que ciertag parejas de nimeros a y b responden
a alguna condicién completamente determinada (precisa-
mente, a la existencia de un entero ¢, tal que a = be)!l
Asi, las rolaciones de divisibilidad y «mayor o igual» son
nociones de una misma naturaleza y es por eso que podemos
hablar de sus propiedades comunes o, al revés, contraponer-
las una a ofra.

En particular, la relacién de ¢mayor o igualy entre dos
nameros nalurales, lo mismo que la de divisibilidad, es
cierta enunciacién sobre estos nimeros y puede ser justa
(por ejemplo, 52»3) 6 no (por ejemplo, 3 2> 5).

Seiialamos cn seguida que con la relacién de divisibili-
dad tiene més propiedades comunes la relaciéon de «mayor
o igualy que la de «mayor». Esto esta ligado a que la relacion
de «mayor o igualy, semejante a la de divisibilidad, es re-
Mexiva (en efeclo, la correlacién « 2> @ es cierta para cual-
quier a) y la relacién de «mayor», no (la desigualdad a >
nunca liene lugar), Juslamenle por eso, como relacién de
orden entre los nimeros naturales, aqui se examina la
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de «mayor o igunly y no la emayor que pareceria mils simple
v natural.

5. La velacion 2= Liene las sipuiesles propicdades, ficiles de com-
probar:

i° a = a (es rellexiva),

2Siazby bz a, enlonces a = b (¢s asundlrien).

3°S1az2dyyb=e, enlonces a = ¢ (08 trunsitiva),

47 En toda sucesiin de numeros naturales

al._;’ﬂg}aa;...._}/'ﬂ"}. s ody

cuoys Lérminos difieran uno de otre, existird ¢l numero @ltimo. Esta
propicdad de la relacion se Jlama algunas veces de ordenucion u erdena-
miento complete del conjunio de mimeros naturales.

La propiedad de ordenucién completa tiene una formulaeidn
bastante complicada y un tunto artificial, No cbstante, revela rasgos
de extraordinaria importancia en la construccién del conjunto de
nimeros naturales ordenados por la relacién 2. De aquélla se deducen
muchas otras propiedades de esta relacién. Ademas, seghin veremos,
precisamente en aquélla estdn basados los razonamicnios «induetivogs
tan empleados en distintos problemas maleméticos.

Para el empleo provechoso de esta propiedad seialamos lo sigui-
ente: existe tal nimero a, que de a == b se deduce que a = b (aqui
a ¥ b son mimeros naturales),

En efecto, si tal némero ne exisliera, entonces, nosotros podriamos
enconirar para cada a, tal g, que @, == 4,4, ¥ @p » 2. Comen-
zando con el arbitrario a; abtendriamos una sueesion

- T M- S PG

de nunca acabar. Pero su existenciu contraria la propiedad de orde-
namiento completo del econjunto de nimeros naturales.

Por consiguienle, el nimero g sefialado realmente existe y se Hama
primero o minimo (evidentemente es el cerv). Sefialemos agqui mismo
que no hemos establecida la unicidad del ndmero minimo. Lo haremos
luego en forma indirecta.

5° Cualquicra que sea el n{imerg e existe un nimevo & distinto de a,
para el cual b > a.

Esta propiedad del conjunto de log niimeres naturales se llama de
tlimitacion, en el sentido de la relacion =,

6° Cualquiera que sea el ndmero 2, o excepeidn de minimo, existe
uno &, que a 2= b, a=~b y para cualquier nimero ¢, de @ > ¢ > ¢
se desprende que o hien ¢ = a, 0 bien ¢ = b, Bsta afirmacion fovmal
llevada a un lenguaje substancial significa qie cada nimero natural,
a excepeion del cero, tiene otro natural inmediato anterior. (Esio tam-
bién puede ser formuiado asi: eatre lodos los niimeros menores que ¢l
dado exislc uno que es ¢l mds grande.)

7% O bien @ Z= 5, 0 hien & = a. Fsta propiedad de la relacién se
llama su dicofomia. En malemdtica, ¢on este térming cominmente so
expresa la realizacién obligada de una de las dos posibilidades, Esta
palabra es de origen griego y significa divisién cn dos paries.

Destaquemos que 1 —’;’ son propiedades de la propia relacidn en
elconjunto de todos los mimeros naturales y no las propiedades de unos
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u oleos nimeros enfazados por esta relacion. Por eso puede resultar que
para oiea refacion cualqiiera, que upa nimeros ¢n parejas no por el
vylor sino por algin motivo distinto, algunas de las afirmaciones
1°—7° pueden no resultar ciertas.

Problema 8. Basandose nicamente en las propiedades 1°—7° de
la relacién > y de ninguna manera en las de los mismos nidmeros y las
aperaciones con ellos:

4) demostrar la unicidad del nimero minimo,

b) demostrar la unicidad del ndmero inmediate anterior,

¢) formular la definicién del nimero immediato posterior al ni-
nerc daado a (es decir, del nimero a -+ 1) y demostrar su cxistencia ¥
unicidad.

Problema 9. Verificar cudles de las afirmaciones 1°—7° siguen en
vigor para la relacién de «mayors (>).

6. La jusleza de lus propicdades de la relacion == (come también,
por otra parte, de cualguier otra relacién) puede ser establecida de dos
maneras. En primer lugar, podemos aprovechar las cualidades de unos
u otros niimeros o las particularidades conocidas de la estructura del
conjunto de todos los numeros naturales. Asi fueron verificadas por
nosolros, precisaumente, las propiedades 1°—7°. Jin segundo lugar, va
convencidos de 1a justeza de 1°—7°, podemos dejar de lade gue }a rela-
¢ion>> une numeros en parejas y deducir las siguientes propicdades de
esin relacidn Unicamente de sus propiedades 1°—7°. Asi fueron demostra-
das por nosotros la existencia del némero minime y las afirmaciones
del problema 8.

El segundo enlogue de la cueslién es muy empleado en las matema-
licas contemporaneas y lleva el nombre de aziomdtico. Con el se deter-
minan varios ariomas (en nuestro caso, las afirmaciones 1°—7°) que
rellejan las principales propiedades de los ohjetos estudiados y no estan
sujetos & demostracion, y de ellos, por medio de Ia logica pura, sin re-
currir por segunda vez a las propiedades de los objetos estudiados, ec
deducen todas las restantes afirmacienes llamadas teoremas.

Puede ser que a algunos de los lectores el examen de las propiedades
de las relaciones sin los objetos enlazados por ellas (per cjemplo, los
nimeros) les parezca alcanzar alturas de la abstraccién matemitica
completamentie innecesarias en la prictica. Por este motivo es mece-
sario hacer dos ubservaciones.

En primer lugar, desde el punto de vista de las mateméticas con-
temperaneas todos los razonamientos efectiiados aqui no son en abso-
lule ¢particularmente abstractoss. Es més, en nuestros dias las mate-
méaticas se ven obligadas a examinar simuliéneamente muchas rela-
cignes, e incluso unir (1) parejas de relaciones distintas con relaciones
nuevas (por decirlo asi, de egundo grado»).

El material expuesto hasta ahora permite ilustrar la nocion de
relacién entre relaciones con un ejemplo.

Seax, P, ... un determinado conjuntc de reluciones que vinculan
nlmeros naturales. Esto significa que para cualquier pareja de niumeros
ay b y una relaci6n arbitraria v de nuestro conjunto, sabemos si la pareja
a, b estd cnlazada o no por la relacién y. De estarlo escribiremos ayb.

Vamos a decir que la relacién « es mds fuerte que la f, y escribir
o = B si eualquier pareja de nitmeros, ligada por la relacion f, resulla
ligada también por Ja «, es decir, si de wfib sigue accd.
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Asi, por ejemplo, designando la relacion do lu divisibilidad par

por mediv de p, podemos eseribir : 5 p. Luego, es svidente gue = —
= 2= Al mismo Uemyps, en los canjuntos de mimeros nalurn los txislen
relationes también palurales, con respecto a lis euales no se puetde afir-
mar que ina es mas fuerte o mis débil que otra. Enlonces, si pura dos
nimeros a ¥ b naturales, por ejemplo, suponumos quoa 3= b y que la
ultima cifra, en Ja potacion decimat de ¢, es mayor que La iltima de
b,entonces i 3= = 2= niZ= o0 -,
laro gue purd aperar’ libremente von noelones tan complejas como
las relaciones entre veliciones es indisprusable una practica espueial.
En segundo logar, tales razonamientos e tneluse atin mas absirac-
tos se comienzan i encontear cuda vez von mbs y mis frecuencia en tns
aplicaciones de Jas matemdlicas a Ja ceonomia. biolugia, lingiiistica
y al arte militar Desgrucisdamente, explicaciones mbs deluliadas
sobre esto nos alefarian demasiado de muesivo Lema principal.

7. La posibilidad do emplear el método de induecidn
completa {llamado también de induccién Perfecta o mate-
maticq) estd estrechamente ligada o la ordenacién del con-
junlo de nimeros nalurales por medio de la relacidn .
Habitualmente este método se emplea de la «igniente manera.
Sea A (n) una afirmacién concerniente al ndmero natural
arbitrario n. Esto significa que, de hecho, operamos con la
gerie infinita de afirmaciones

A, A, ..., A, ...

sobre cada uno de los uimeros naluralos Supongamos que
a) la afirmacién 4 (0) es correcla {¢base de |a induc—
ciomm)'y;
b) de la correccion de la afirmacion .1 (n) se desprende
la de la afirmacion 4 (n 4 1) («transicion inductivay).
El principio de inducciéon malematica afirma que ¢n las
hipotesis a) y b), A (n) es correcln para cualquier niimero
natural »,

Iiste principio no es una afirmacion indepordionte. sito que puede
ser deducido de las propiedades 1°—7¢ el conjuntd e nmnerss nali-
rales ordenados por la relacifn >.

En efecto, supengamos que las condiciones a) ¥ by del principio de
induccién parn la ufirmuecion A {r) se cwmplen, pere la conclusién de
eite principio no liene lugar. Le dltime significa yite deben exislir
ales nimeros m para los cnales 1a afirmacion A (el nu es justa, Sea my
une de ellos. Si para odos los n == my I aliemacion A4 (1) o= jusls. en-
tonces, my es el menar de los nimerss pavu los enales A (1) 0o tiene

. Y Freeventemenle, como baso de una imduceién se
loma fa alirmaciin A4 (1), Evidentemente, tsta diferencia no es esens
cial. Lo importante vs que dicha base concierne al primers de log no-
meros examinados por nosotros.

2—-01319
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lugar, Pero s1 no lo es, entonces deberd existir un mg << my tal, que
A (mg) sea incierln.

LEn c¢onclugién, nogotros llegamos a la sucesién de nimeros dife-
rentes

My ZZ Mg 22 e 2 Mp 22 e e ay 1.2)

para cada une de los cuales A (m) no tiene lugar. Por la 4° condicion
de ordenamicnlo completo el dllimo término de la sucesion (1.2) de-
berd ser m,. Lvidenlemente, m, es el menor de todos los nameres para
Yos cuales A (n) no es cierta.

Por cuanto A (0) es clerta por condicion, m, = 0, y existe el ni-
mere m*, inmediato anterier a m, (cn realidad es el m, — 1). Como
m#* << m}, la afirmaciém 4 (m¥) deberd ser eierta. Pero entonces, por la
condicién h) del principio de mduceién matemitica también lo debera
ser la afirmacidn A (m¥ 4 1), es decir A (m,), lle%ando a una contra-
diceién. 1lla indiea ¢ue no hay nlimeros m para los cunles A (n) wo
tuviera lugar (es decir, no fuera cierta)

Hacemos la siguiente observacién. Los razonamientos que aca-
bamos de efectuar no se deben considerar ni demostracién, ni funda-
mento del principio de induccién. Elles solamente indican que unu
afirmacién matemadtica (del mélode de induccidon) puede ser deducida
de otras (de las propiedades de [a relacién Z=). Estas mismas propieda-
des ban side empleadas por nosotros como axiomas, por lo cual no fue-
ron demosiradas sine solamente verificadas. Cualquier intento para de-
mostrarlas en [orma matematica tropezaria inevitablemenle con la
necesidad de introducir c¢ondiciones nuevas en calidad de axiomas.

Bn particular, las demostracioues de la propiedad de ordenacion
completa deherdn cmplear los mismos razonamientos inductivos (el
lector puede cerciorarse de ellp por si mismao).

Al método de induccién matemdtica en sus diferentes
variantes le fueron dedicados los folletos de I. S. Sominski
«Método de induccién matemédticay (Editorial «Natkay,
1974) y de L. 1. Golovind e I. M. Yaglom «Induccién en la
geometriay (Editorial «Natdka», 1956) que contienen gran
cantidad de ojemplos de su aplicacién. A lo largo de nuestro
libro también vamos a emplear este método frecuentemente.

Problema 10, Supongamos que parves de objetos de cualquier natu-
raleza (nfimeros, puntos, funciones, teoremas, etc.) se hallan vincug
lados por una determinada relacién g~ , con propiedades andlogas a la

°_7° Demnstrar que en este caso cstos objetos (elementos) pueden ser -
numerados (es decir, escritos en un oierto orden): A,, Ay, Ag, - - .
de modo que A4; & Ay, unica y exclusivamente cuando i = j.

De hecho, lo dicho significa que la relacion, posecdora de las
propiedades 1°—7° ordena al conjunto en una cadena lineal de cle-
mentos:

Ay 3 A;3433 ...

8. No obstante, volvamos a la relacién de divisibilidud. Para el
caso de nimeros positivos los teoremas 1, 2 y 3 y Jos problemas 3, 4 -
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¥ 5 mucsiran que en las alirmaciones 1°—6° pedemos sustiiuir la rels-
cion = por la i, En lo (iu s a la afirmacién 7° concierne, relerida a la
aplieacion de la divisibilidad, ellu afirma: «de dos niimeres uno par lo
menos es divisible por el elros.

Pero eslo no es cierto, Asi, la relaeisn de divisthilidad Uene lag
mismas propicdades que la de orden, a excepeién de i, Debido a osto

la relacién de divisibilidad no ordena log pimercs naturales en forma
de cadena linear sine de un suode s complejo {véase la figura),
Sefialamos que los nimeres veeinos per sus valores pueden resultar
hagtante «alejadoss upo de otro en el gentido de 1a divisibilidad. Los
nimeres 4 ¥ 5 6 v 8 lo detmuestron cluramente

Probemos pusar de lu divisibilidad de nhmeros enleros Posilivos a
la de naturales, es decir, incluyamos cern ex el examen. Entonces el
esquema de In figura se enriguece con nua casilla ubicada més arriba
de las demés, ya que cero ez divisible por enalquier nimero y ninguno
diglinto de cero es divisible por él.

Dejamos que el lector por su cuenta yuelva a furmular ¥ verificar
las afirmnaciones 1°—7° para esle caso.

9. DEFIN1CI0N. Cualguicr relacion s, subordisndan las condicintes:

1° de propiedad reilexiva (@ & a);

2° de propiedad azimétrica (de a = b ¥ " goa soodespronde que
a = b);

3% de propiedad transitiva (de o & & ¥ b & ¢ st desprende que
@ & c}, se Uama refacidn de ordengeion parcial. Las reluciones de orde-
nacién parcial juegan un gran papel alli donde la ovdenacidn lineal
wnaldruby 8o tiene lugar, por ejemplo, donde cada ahjeln (se describe
0 aprecia por varios fndicos diferentes, eualitilivamente 1neom parables
entre si.

Comnu ejempln se puede citar Ja apreciacion de los resultados de
las competiciones deportivas para varios lipes duderentes de deportes.
81 une de los equipos ocupd puesios més altos que otro en todos los
tipos de programa de competiciones, enlonces, es natural considetar
que el primer equipo logréd mayores éxilos. Pero si estns prestos fusron

2%
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ocupados ¢n tudes los tipos de programa, a excepeion, digamos, del
juege de croguel el cual, por algun motivo, esta vez fue incluido en lus
compeliciones), donde el segundo equipo resulld mejor, enlonces, la
cuestidn sobre lu dislribucién definitiva de los puestus entre nueslros
equipes ya ne cs tan clara. Los enlusiasias del croguet pueden exigir,
incluse, un pueslo més allo para su equipo. De todos modos, cualguicr
distribucidn totalizante de puesios estard ligada a determinades re-
cueniog convencionales de los punlos (por cjemplo, al registre de ellos}.

10, Las condiciones 4°—3° euyo cumplimiento hace que la rela-
cidn & sca de urdenamiento parcial, son bastanle liberales, Por eso
con procedimicnios muy variades, pueden ser ordenados parcialmente
los objelos mds distintes, en victad de lo cual se puede decir bastanie
poco sobre la relucitn de ordenacién parcial arbitraria, fuera de que
ella es de ordevamiento parciul, En particular, a los objetos para los
cuales se delerininé la relacion de ordenacién parcial es imposible,
hablandu es forma generai, aplicar el método de induccion matema-
tica.

Complelemos, sin pmbargo, las condicienes 1°—37 ¢on lag signien-
test

47 arilenacion completa;

5% jlimilacicmn;

6% cada objeto que no sca el minimo posee un inmediale anlerjor;

8% eada chjele no tiepe mis que un nGmero {inito de anteriores;

9” cualesquicea que seat g ¥ b = a (b = a), existe un ¢, inmediato
anlerior de U, tal yue ¢ & a.

Hesulta que a base de la ordenacion parcial del conjuniv de name-
ros naturales con la relacién que satisface las condiciones 1°—6°, 8°
¥ 9° se puede construir determinada variante del método de induccidn,
consistente en lo que sigue.

Seapuevamente A (») npa alivmacién concerniente al nimero arbi-
trario n. Supongamos que

a) lu operacién A (a) es cierta alli donde, en ci sentido de la orde-
nacién &, e es el mimero minimo;

b} si » es un nomero ¥ la justeza de cada una de las afirmaciones
del tipo 4 {m) ha sido establecida para todos los m, tales que n & m
¥ n 5= m, enlonces, 4 (n) también es cierta.

La nueva forma del principio de induccién alirma que cumplién-
dose las condiciones a) ¥ b), A (n) es cierta para cualquier n.

Problema 11 Deducir de la ¢forma vieja» del prineipio de induc-
eiém una ¢muevay,

Como la relacién de divisibilidad satisface 1as condiciones 4°—6°,
8° v 9° (formilense y verifiguense para dicha relacién las 8° y 99,
este principio de Induccién es aplicable a la relacidn de divisibilidad.

il nuevo principio de induccién aplicado a la divisibilidad puede
ser formulado de tal manera: si una afirmacién A () es correcta para
n =1y de su jusleza para todos los divisgres de n, distintos de él,
se concluye gue iambién para » es cierla, entonces, olla tiene lugar
para cualgiier namero.

11. La division de numeros enleros, como hemos visto,
no siempre se pnede hacer, Por eso, paralelamenle a la
misma, cs util examinar también otra operacién mis gene-
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ral, siempre factible y que, si la divisién resnlia viable, de
hecho coincide con ella. Dicha operacion es la dwisidn con
residuo,

DEPINIGION, [Dividir con residuc el nimero a por ¢l b (b -
> 0) significa presentar ol primero en In forma

a — bg -} r,
donde 0 <Tr < b.

En cste caso, ¢l ndimero g se denomina cociente incom-
pleto y el nliimero r, residuo de la divisién de 2 por b. Estd
claro que 7 = 0 tGnica y exclusivamente cuundo ¢ : &. Ip
tal circunstancia g es igual al cociente de dividir & por b.

Mostremos que la divisién con residuo sicmpre es fac-
tible y que éste v cl cociente incompleto quedan entera-
mente delerminados por el dividendo y el divisor, cs decir,
son 1nicos,

Sea al principio a = 0. Escribamos lns nfimerns uno
detrés de ofro

iy o—By B— 5. (1 3)

hasla que aparezca un nimero negalivo (tarde o lemprano
evidenlemente tendrd que aparecer')). Aceplemos gue el
Ultimo de los términos no negalivos de la =ucesion (1.3),
es docir, el mas pequeiio de todos, es el nimero @ — by.
Designandolo » tendremos

a = by 4+ r. (1.4)

Indudablemente r <7 & {de otro modo r — b, ¢y decir ¢ —
— (g + 1) b, seria no negativo, cosa imposible siendo r el
menor de los nimeros no negativos de Ia sucesion (1.3)).
De tal modo, (1.4) aparece precisamente como la representa-
¢ién buscada del ntimero a.

Sea ahora a << U, Razonando ignal que antes, eseribamos
la sucesion de los nfimeros

a, a4 b, a + 2b,

liasta que apavezca ¢l primer nimero no negatvo r {es Tacel
comprobar que r << 4). Dejemos

r=a-+ bg"

') TTablando con mds exactitid, esty o despromwle
de Ta ordenacion complela del conjunte de ninerss naturales por la
relacion ==,
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Entonces, designando —¢' por ¢, oblenemos

e =bg+r

v esto es lo que justamente se pedia.
La posibilidad de divisién residual fue probada en todos
los casos.
Demostremos aliora gue esta division es univoca, es
decir, si
a = by A-r (1.5)
y ademas

= bfh + 1 (1.6)

entonces 4 —= 4, ¥y = ry-

Tal demostracion de la unicidad no se¢ puede simple-
mente cludir fdiciendo gne, siendo univoca la operacién de
sustraceion, la sucesion {1.3) puede ser congiruida por un
solo procedimienlo; su dltimo término no negativo también
es completamente determinado; sea, pues, éste nuestro
r ..., ete. Tal razonamiento ain no nos libra de la posibi-
lidad de ohlener otros valores de ¢ ¥y r por cualguiera otra
via absolulamente distinta.

Comparando las relaciones (1.5) y (1.6), nesotros vemos
que

bg + r = bg, + 1,
de doude

r—r==bln—a,

es decir, » — r, es divisible por b. Pero |r —r | << ¥
y por ol Leoroma 4 esto puede ser solamenle cuando r — ry =
= (), o sea, si r = ry. cro entonces,
b —q =0

v, considerando gue ol nimero b difiere do cero, g, — ¢ = 0.
es decir, g, — 7. Queda probada la unicidad de la division
residual

De tal modo. liemos demostrado el siguienle teorema.

ToOREMA 7 (sobre la division residual). Para los niimeros
arbitrarios o ¥ I (b > U) existen y sor dnicos lales wimeros
oy oq que a by vr, siendo 0= r < L.

1lacemos olar gue en particular, para & — 1, tendremos
r — O, de donde @ = g. Esto responde a la afirmacién del
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problema 2. Junto con elle queda clarn que si & = 1, enlon-
ces, &> q.

Problema 12. Formular y demostrar ¢} lecrema de la divisifn resi-
dual para la divisihilidad par

12, pErINteIoN.  Un ndmere p. digtinto de la unidad, se
llama primo o simple si es divisible solamente por si mismo
¥ por umno,

Primos son, por ejemplo, los nimeros 2, 3, 5, 7, 11,
13, ete,

Un ntimero distinto de la unidad y que no es simple se
denomina compuesto

TEOREMA & Los ndmeros primos son infinitamente nume-
rasos. I

Cualquier namero que divida simulldncamentie a los
numeros ¢ v b se llama divisor comiin de estos nameros. El
mayor de los divisores comunes de los niimeros a y b so
denomina mdximo ecomiin divisor de ellos y habitualmente
se indica por medio de (a. b).

Si el maximo comfn divisor de ¢ v b es igual a la unidad,
enlonces se dice que estos nimeros son primos entre si.

Con olras palabras, ¢ y b son primos enlre si si ellos
a un tiempo no gon divisibles por ninglin ndimero, excluyendo
la umidad.

TEOREMA  Si 2 y p son nimeros naturales, siendo p prime,
enlonces, o fiien o' p o bien ambos son primoes entre si.

Cunalquier nimere divisible simulténeamente por e v b
se llama mugitiplo comiin de ellos. Al menor miltiplo comiin
positivo de a ¥ b se le denomina miénimo comiin miltiplo
de estos numeros.

TEOREMA 10 §i M es mudliiplo comidn y m minimo comiin
multiplo de a y b, entonces, M : m.

TEOREMA 1t El minime comuin miltiplo de dos niimeres
primos entre st es igual a su producto.

* Corolario. Para que a sea divisible por los nlmeros
b y ¢ primos entre si, es necesario y sulicienle que lo7sea
por el producto de ellos,

TroREMA 12 Si ab’ ¢, siendo los niimeros b y ¢ primos
entre si. a' ¢ o

rEonEMA 11 Si el producto de varios factores es divisible
por el nimere prime p., entonces, al menos unoe de los faclores
también. es divisible per él.
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Corolario, Si p os primo y 0 << k << p, entonces el niimero

gl 1.2 ... (p—1p
PR L= k=D (p—h)

es divisible por p

THOREMA [+ (leorema  fimdamenlal de Ia aritmética).
Cualgricer nitmero éntero positivo. exceplto la wnidad, puede
ser representado en forma de producto de factores primos, siendo
el iinico modo (los productos que sélo se diferencian por el
orden de los lactores no se consideran dislintos).

Bl teorema findamental de Ta aritmélica senala la posi-
bilidad, en priucipio, de descomponer cualquier nimero en
factores primos Sin embargo, la realizacion priclica de
tal descomposicion presenta fan serias dificnltades que las
malemdlicas contompordncas todavia, a veces, no pueden
superar. Bn la actualidad los nimeros grandes se descompo-
nen en factores o se establece rue son primos por medio de
compuladoras electronicas. Asi, hace solamente muy poco,
se descubrio gue el niimero 2137 — 1 es primo.

Sea guoe vierto namero # lo Lenemos descompuesio en un
producio do faclores primos, Agrupando los factores iguales
obtenemns una formula del tipo

a= prpjs, .. por, (1.7)
donde py, pay .- » p, son distintos nidwmeros primos y
oy, Clgy . . .. @, VaTios nimeros coleros posilives. El pro-

ducto ubicado en el segnndo miembro de la [Grmula (1.7)
se llama descomposicion candnica del niimero a.

TERORLEMA 16 Para que los nimeros a y b sean primos
rrlre st es necesario y suficiente que ninguno de los Jactores
primos que integran la descomposicién candnica del mimero a
integre la del ndmero b.

reorREmMA 16 Sea (1.7Y la descomposicion candnica del
pcdiere a. Entonces, para la divisibilidad U . e es neessario

y suficienie que
b p%1, BipSe, ..., DD
De los teoremas 15 y 16 se desprende que la divisibilidad
por ¢l produclo de varios nimeros primos enltre si es eqni-
valenle a la divisibilidad simulténea por cada uno de ellos
Problema 13. Estimar desde arriba ol minimo divisor
primo del nimero compnesto a.
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TEOURMA 17 Sea
R AT T rd
(1'-‘—'-p1]p2 pr_"

la descomposicién candnica del mimero a. Enfonces pare la
divisibilidud a - b es necesario y suficiente que la descomposi-
cidn candnice de b tenga la forma

b= plipfs ... p,r

ﬁr € oy
importante lo

donde 0 < By < @), 0 Po < ®os o0 0 U

Para los fines de este libro resulta muy
signiente.

TEOREMA 18 Sean m y t niimeros natureles. Knlonces m
puede ser presentado ecomo un producto m = nyms, donde
{(my, ) =1 y se halle tal k para el cual " my,

Eslo hecho posee analogias algehraicas de Iargo aleance,
que agni no tocaremos,

Problema 74. Indicar ¢l procedimionio que nos permite
construir, por las descomposiciones canéuicas de dos nime-
rog, la descomposicion candénica del minimo comin auiltiplo
de ellos y su méaximo comin divisor.

Problema 15 Designemos por 7 (a) fa vantidad de los
distintos divisores del niimero @ (inclnidos la ymidad y el
propio a). Moslrar que para @, cuyd descomposicion canonica
U S L

v(@) = (o | Dlagt1) ... (@ 1)

Problema 16, Vuncontrar @ sabiendo que a; ¥, ai 4
y t(g) = 14,

Problema 17, Lit descomposicion candnica dol nimero a
tiene la forma paip?e y © (a%) = 81, ¢A qué es ignal © (a)?

Problema 18, (A qué cs igual a. si a - 27 (a)?

Problema 19, Demostrar que es posible liallar un plhmero
watural & tal, que para cualquier £ -0y cunlquier niimero
a poseedor de i factores primos

T (4?)
T (a)

+

Problema 20, (Sou vorreclns los Leorenas anilogos o los

11—14 para la divisibilidad par?
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§ 2. DIVISIBILIDAD DE SUMAS Y PRODUCTOS

1. Muchas veces en una divisién rtesidual nos interesa
hallar precisamente el residuo de la division del nimero a
por el b, mientras que la magnitud del cociente incomplety
de ella no juega ningflin papel.

Supongamos, por ejemplo, que queremos saber qué dia
de la semana sera el 1™ de enero del afio 2000 (naturalmenle,
de congervarse hasta esa época ol calendario que se emplea
hoy). Es ficil enterarse, por el almanaque, que el 17 de
encro de 1980 «ae» en martes. Los veinle afios que nos
separan de esta fecha estin formados por 20-365 - 4 (el
ialtimo sumando es la cantidad do afios bisiestos en el curso
de este lapso), o sea, 7305 dias, los que componen 1043 se-
manas completas y 4 dias. Al cabo de 1043 semanas seré
nuevamente martes y, con los cuatro dias mas, el 1" de
enero del afia 2000 va a ser sdbado. Evidentemente, para
resolver el problema recién planteado no tiene ninguna
importancia saber precisamente cudntas semanas completas
transcurrieron en 20 afios y s6lo nos interesa la cantidad de
dias restantes después de estas semanas.

Con problemas de tal género se encuentran a veces los
historiadores, sobre todo los orientalistas, al confrontar
las fechas indicadas en distintos calendarios.

Pareciera que para hallar el residuo de la divisién de
un nimero por otro lo més simple es efectuar directamente
la divisién con residuo. Sin embargo, ella no es tan fécil
en la priclica, sobre todo si el dividendo que investigamos
no estd escrito en el sistema decimal de calculo a gue esta-
mos acostumbrados, sino en forma de expresion compleja
del tipo, digamos, 21000 | 31000 Al mismo tiempo, la mayor
parte del trabajo serd invertido em hallar el cociente in-
completo que, por si mismo, no nos es necesario. Por lo
ianto se hace indispensable encountrar un procedimiento que
nos permita hallar el residuo directamente sin caleular
dicho cociente

Presentemos uno de tales procedimientos a hase del
problema gque acabamos de resolver para el 170 de enero del
aino 2000, Podemos razonar asi. Cada afio simple (no hisicsto)
se compone de 365 dias que forman 52 semanas completas



27

¢ un dia. El afio bisiesto comprende la misma cantidad de
semanas y dos diag, Quiere decir guo todo el lapso desde el
1re de enero de 1980 al 170 de enero del afio 2000 estard com-
puesto por un ndmero (no imporla cual) de semanas comple-
1as mas la cantidad de dias igual a Ia de afios Leanscurridos
durante este tiempo, ademds, cada bisiesto se cuenta por
dos. Tal cantidad de dias es igual a 20 -|- §h = 25. Exclu-
yendo de ella 3 semanas complelas resnllan 4 dias, a contar
desde nuestro martes Ocurre gue tal sustitucién «aio por
dia» es la manifestacién de un recurso muy comin cuyo
estudio comenzaremos de inmediato.

2. Otro ejemplo, en que ol objelo de la division residual
es oblener precisamente us residuo, y el cociente incompleto
sélo se considera como material de partida para las sigoien-
tes operaciones, nos suministra la lista de nimeros cn uno
u ntro sistema munérico de base o pusicional. Riecordemos que
¢l nimero 4 se denomina ndmero inscriplo en el sislema
numérico posicional con hase ¢ o, mojor dicho, en el frre
sistema numérico (donde { es un nimero entero positivo,
mayor que la unidad), si va presentado en la forma

A—pm % Fa, "V 0 et ag,
donde
Py Moy I UL | TS | A [T {Z1)
Los nilmeros aq, dy. v @y Steodenominan  eifras i

del nimero A41').

Cuando ¢ = 10 obtenemos un =istemn numérico decimal.
Fscribiv en este sistema cuoalquier cifra para nosotrof €s
tan usual, que hablando de un admero, habilualmente lo
imaginamos solo de e<ta forma. En realidad, sin embargo, si
las consideraciones corrientes dejan de desempeiiar algin
papel, como sucede, por ejemplo, al registrar los nimeros
en las computadoras eleclronicas, también pueden resultar
mas convenientes olros sislemas de compulo (el hinario
octéneo 1 octonario, elc.).

Dado que en este libro no hemos de examinar sistemas
numéricos que na sean de base (por ejemplo, la notacion do

1) Una exposicién elemental, pean sl mist oo
profunda, de Ins cuestiones ligndas a los sistemuag de cilenlo, se du en
¢l follelo de 8 V. Fomln «Sisternas de caleulon (£d oNalkas, 1908).
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cifras en nGmeros «romanosy), la indicacién de que [o son
serd omitida,
Esta claro que de (2.1) resulta

f:l == {.H'nr".hl _Ii_a"n—ltn_z + ¥ in "!]_a'l) £+ aﬂ'

Es decir, la dltima eifra #%t% dol nimero A4 es el resto
de dividir con residuo A por ¢. Aqui, el cociente incompleto
de tal divisién se halla entre paréntesis. Dividiéndolo resi-
dualmente por { obtenemos

(At™ 2 |-, ("4 ... +ay) tt+ay.

La peniltima cifra {moria del nimero A resulla el resi-
duo. Prosiguiendo este procesa de reiterada division residual
por ¢, consegniremos sucesivamente todas las ¢rariss cifras
del ntimero A, conlando de derecha a izquierda (es decir,
de inferiores a superiores). Evidentemente (mejor dicho,
con urreglo al ordenamiento completo del conjunto do
nlimeros naturales segan la magnitud), esto proceso de divi-
sién rosidnal sucesiva, tarde o temprano ha de interrumpirse.
Como resultado lograremos todas las #nomme cifras  de
numero A, o sea, su nolacién en el sisterna numérico prare |

Asi. en particular, es como se efectiia el paso de un ni-
mero de un sistema numérico a otro. Por ejemplo,

10 000 = 6.1666 + 4
1666 = H.277 + 4
277 = 646 + 1
46 =6.7T + 4
7=6.-1-+1
1 =06-041

For eso, 10000, en el gistema uumerico compuesio por
G gnarismos, se escribe como 114144,

¢ pEFINIcoN, Dlamaremes eguirresiduales a los niuneros
a v b si, divididos por m. sus regiduos o restos resultan
iguales,

Fijemos algunas propredades de lales nimeros

mEontiMa 1y Para que los mimeros a y b, al ser divididos
por m, sean eguirresiduales, es necesqriv y suficiente que
(¢ — ) m,
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Corolario. Si los nimeros a y b son equirresiduales al
dividirlos por m y m: d, también lo seran al dividirlos
por d.

rnokkMa 200 Sioal dendir por m, los mimeros uy, as, - - .

., iy S0n equir'residua!es, respectivamente, con los ninteros
by, by, ..., by, entonces, tambien la seran los jnimeros
a +ag+ ... ey y by b+ .. - b, asi como los
Bty s v B Y Wba ... B

Corelario, Si al dividir por m los ntimeros o y & son
equirresiduales, cnlonces también lo serdn a® y b para
cualquier nimero natural su.

El teorema 20 ¥ su cornlario no¢ brindan ya posihilidades
muy ricas para hallar fos residuns de fa division. Expongi-
mos algunos ejemplos.

pimmpLo + Hallar el residuo de la divisién por 3 del
nUmero

A = 13N = 22%’!.515‘
Evidentemente, al dividir por 3, 13 resulta equirresidual
con 1, 2 con —1 y S también con —1. Quiere decir que, a base

de lo demostrado, al ser dividido por 3, A4 es equirresidual
con el nimero

110 (—4)® (—)B =1 —{ =0,

o sea, ol residuo buscado es igual a cero y A es divisible
por 3.

wEMPLO 2 1lallar el residuo de la divisién del mismo
namero A por 37,

Para esto presentamos A en la siguiente forma:
A = (13%)8 — (299 (39"~
Dado que al ser dividido por 37. 13% = 169 es equirresidual

con —16, 28 = 32 con —5 y 5% = 125 con +14, enlonces el
niimero A inlegrn lo cs con

(—16)8 — (=51 (41450
o, lo que es lo mismo, con
(162 + T4,

Tero 102, es decir 256, es equirresidual con -3 v 70 con —4
[etn significa que -1 es equirresidunl con

(—3)* + (=2
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0, lo que es lo mismo, con
81 — (2%,
y, por lo tanto, con
81 — (—5)2 = 81 — 2b = 36.

Por fin, 56, al ser dividido por 37, resulta equirresidual
con 19, el cual, al no ser negativo y resultar menor de 37,
s¢ considera como el residuo buscado.

Problema 21. Hallar el residuo de la division de:

a) A = (116 - 17'7)** por 8;

by A = 14%° por 17.

Problema 22. Demostrar que para cualquier n:

a) (»® -+ 11n): 6;

b) (4" + 150 — 1) 9

c) (103 — 1) i 3 ™%

d) para cualquier a

[a2rt - (a— 1)"*2i(e*—a 1);
o) para cualguier F,
(vt —1)i (n —1);
f) para cualquier & impar,
B +1): (n+ 1).

4. Los nimeros ¢ y b yue en la divisién por m sonequirresiduales,
también s llaman congruentes respecto al modilo m. Bsto se indica asi’

a = b (mbd. m),

v la propia férmula se llama congruencia.

La congrucncia de dos nimeros tespecto a cierto module fijo m
0, 16 que es lo mismo, su propiedad de residuos equivalentes cn la divi-
stén por m, también es una relacién (5!.10 enlaza niimeros enleros entre si.

Sefialemos varias propiedades de la relacién de congruencia ves-
pects a un médulo,

1% Propiedad reflexiva: a == ¢ (mdd. m).

Bn efecto, a —a =01 m.

2° Propiedad simétrica: si @ = b (mdid. m), entonees b = a (Maod.
m},

De hecho, si (@ — &) : m. entonees {nunque sea séla por el teare-
ma b, también b — a) @ m.

4° Propiedad {ransitiva: si a =50 (mAd. m) ¥y b=c (nbd. m),
enlonces, & == ¢ (mdod, m)-

Para la demostracién es suliciente seialar que por el Leorema 6,
de (a4 —b):my (B —e):m se deduce que (@ — ¢} m.

8i una relacion (la designamos por medio de ~) posee propicdades
refllexiva, simétrica y lransitiva, se llama relacidn de eauivalencin (o
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equivalente). E] cjemplo mds simple de relucién equivalenle sobre un
conjunto de nimeros es la relacion de igualdad.

Problema 23. La relacidn de equivalencia ~ gobire un conjunto de
nurneros divide a dste en lales elases o tipes (llamadus de equivalencia),
que dos nimeros cualesquiera de bna misma clase son unides por la
relacion de equivalencia y dos cualesquiers de clases diferentes, no.
(DemoslrarluL.

Este problema trata sobre la relucion de equivalencia que enlaza
los niimeros. Sin embargo, esto no es sustancial y la alirmacion de di-
cho problema es correcla para relaciones de equivalencia que une ohje-
tos de la mas arbitraria naturaleza.

Dade que la relacion de eongruencia respecte al médulo m es rela-
¢ion de cquivalencia, también divide un conjuantc de nimeros enteros
en olases, las cuales se llaman clases de tesios respecto ul moéduly m.

4° La canlidad de clases de restos respecto al médula m es igual
a m.

De hecho, dos niimeros @ y b pertenecen a una misma clase de res-
tos respecto al médulo m unica y exclusivamente euando al ser dividi-
dos por m dan ¢l mismo remanente. Pero el residuo de la divisién por m
puede iener exactamcente m valores: 0, 1, 2, ..., m — 1. Por consi-
guienle, también la cantidad de clases cs igual a m.

Sefialamos una circunstancia extraordinariaimente interesante,
que hace mds preciso el corelario del teorema 19.

Para que cada clase de restos respecto al médulo my esté conte-
nida ¢n alguna clase de restos respecto al modulo my es necesario y suli-
ciente que my i mq.

Efectivamente, examinemos la clase de restos K, respecilo al mé-
dulo my gue conliene el nimero ¢. Evidentemente, la elase K, esta
compuesta, por tudos los numeros que al ser divididos imr my dan 0
como residuo es decir, son divisibles por my. En particular, ella cou-
licne el niimera my. La clase de restos respecto al médulo mgy que con-
tiene K, también contiene 0 y por eso esta compuesia de todos los ni-
meros divisibles por m,. Dado que en ella enlra el ndmere my, deberd
ser my i my. Con esto gueda demostrada la necesidad, su suliciencia es
evidente,

De tal modo, la relacién de divisibilidad puede determinarse por
medio de las correlaciones entre las clases de restos. Este procedimien-
to permite establecer la divisibilidad para cbjetos de naturaleza mucho
mis ﬁeneral y compleja que los nimeros naturales. El sucesivo de-
sarrollo de estas ideas conduce a la feoria de grupos, wna rama impor-
tante del dlgebra contempordnea que tiene aplicacion en I fisicu ted-
rica y la cristalogralia.

Prosigamos la enumeracién de las propiedades de fa congruenciu
de los nimeros. Por el Leorema 20 s¢ deducen inmediatamente;

5 Sia=b@mdd. m) v ¢ = d (méd m), enfonces

a-+¢= b+ d (mod m),

Corolario. 81 a = b {mod. m), entonces
a-+reb 4 rimbd. m)

para cualquier entero r.
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G751 e == b minl. m) ¥ ¢ = d (in6d. m), enlonces

ar = bd (mod m).

Las propivdades 57 ¥ G- utwesiran que las congruencias, lo mismo
que Jas igualdades, se pueden sumar y mulliplicar por micinbros.

Problema 24, 81 cn un conjunto de numeros enteros se du la rela-
cron de cquivalenera ~ . que Lo divide enom eluses, de tal modo qie de
w~byc~dse dedngea a4+ ¢ ~ b 4 d. entonces, la relacion ~
$eTA uny congruencia respeclo al modualo m (es decir, & ~ b mica ¥
exclusivamente cunndo o = b (ndd. m)).

Problena 25 Formular y demostrar las veglos de simplilicacion
de las congruencias,

Problema 26. 51 cl wivaero poes primo y a indivisible por él, enlon-
ces enbre a, 2, 3a, . ., (p — 1) @ nusen hoabra dog ndmeros con-
grientes entre st respecte a9l médulo p Poress, al duwvidit los ndmeros
a, 2a, 3a, .. , (p — 1) a por p, oblenomes una sola vez cada residuo,
a exeepelén del cero.

Froblema 27 (teovenin e Wilsow., Para que el wimera p sea prima
es  nhecesario o suficiente goe (po-o ) o L2 000 (p— 1) 4
gea dicisible por p

Problema 28. Fyrmular v deostrar un teovema andlogo al 16 para
los residuos equivalentes.

§ 3. CRITERIOS DI RESIDUOS FOUTVALENTES Y DIVISIBILIDAD

1. Bl procedimiento mny gencral de hallar el residuo de
la divisibn de un nimero a natuval arbitrario, aungue flijo,
por uwno nataral dado m., consisle en lo siguienle. Vamos
a constrair la sicesion de nameros naturales

/] =11n, Al'l Agg e ey (3.1)

equirrssiduales para Ia divisidn por m. Kl procedimiento
de construccion do la sucesion ha de ser tal que a cualquiera
de sus términos, mayor o igual a m, lo sucederd por lo
menos uno mis. Iinlonces, evidenlemente, cnalquier término
de la sucesion (3.1) menor de m (si desde luego ésta existe).
serd tgnal al cesiduo do la division de ¢ por m. Dicho térmi-
no puede ger, por ejemplo, el ltime de la sneesion (asimismao
st ella exisle).

Uno de loe ejemplog mis sencillos de (al sneesidn es
la (2.0, tamada del p. 11, § 1:

a, a — m. a — 2m,
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De hecho, los problemas de hallazgo de residuo en los
ejemplos 1 y 2 del pirrafo precedente se reducen o la construe-
cign de sucesioncs d¢ esle Llipo.

Cualquier procedimiento de couslruccion de la sucesion
(3.1) que contenga el dltimo término, serd |lamado criterio
de residualidad o de residuos equivalentes para la division
por m,

Del ejemplo gue acabamos de presenlar se despronde
que una de estos criterios es el proceso de ir restande sucesi-
vamenle el nidmero m, hasta obtencer el primer nimero
menor qque él,

2. [videntemente, para garanlizar un criterio seguro
de equirresidualidad o de residuos equivalentes es necesario
que €l satisfaga las tres condiciones siguientes:

1) Bl criterio de residuos equivalentes debe sec aplicable
a cualquier nimero natural a. Con otras palabras, cnal-
quicra que sea el nimero «, la sucesion (3.1), consleuida
por él, realmento deberd tener la propiedad antes indicada:
después de cada término suyo no inferior a m, deberd seguir
siquiera uno mas. Esta es Ia propiedad del eriterio, llamada
masividad.

2) El criterio de equirresidvalidad ha de ser preciyo
en sumo grado. Ls decir, el ntmero a debe delerminar
completamente todos los términos de Ja sucesion (3.1},
gin dejar lugar a ninguna arbitrariedad.

3) Por fin, debemos estar seguros de que al menos un
Lérmino de la sncosidn (3.1) es menor que m. lsle requisilo
podrd ser cumplido st construimos la sucesion (3.1) de tal
modo que sin falta posea sblo una cantlidad finita de térmi-
nos, es decir, que el proceso de su conslruccion no pueda
prolongarse un tiempo indefinido, vy tarde o Lemprano ler-
mine con la aparicion del residuo de la division de e por m.
La propiedad del criterio de residuos equivalenles enunciada
se llama su eficiencia.

3. Los procesos dolados de propiedades de masividad,
precision y cfictencia, se denominan algoritmos y en lag
matematicas actuales desempenan un papel cada vez mis
importante.

Se sobreentiende que la referida caractlerizacion del
algoritmo como proceso dotado de las tres propiedades
enumeradas, no es su definicion oxacta. A poesar de haber
sido creada por las matematicas modernas es relalivamenle

Fundedia
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compleja y aqui no puede ser formulada. No obstante, los
requisitos enumerios reflejan de manera baslailo complela
las condiciones que deberan satisfacer los procesos matema-
ticos Llamados algoritmos. Bl papel do estos Gliimos queda
determinadeo por el hecho de gque son procedimientos unifor-
mes de resolucion de toda una serie de problemas dol mismo
tipo. Asi, cada criterio de oguirrestd ualidad permite hallar
los residuos de la division de wn nimerc a variable por
uno m fijo.

Hablardo algo libremente, se reducen a algoritmos todos
los problemas wmatemiticos cuyas resoluciones pueden ser
automatizadas. Por eso, no es casual que el desarrotlo de la
teoria de los algoritmos coincidid histéricamente con la
aparicién y difusion de las computadoras electronicas.

A algoritmos se reducen no solo los problemas de compa-
Lo, en cl sentido estricto de la palabra, o sea, aquellos para
los cuales, basandose on los datos iniciales, por reglas més
o menos complejas se puede obtener una respuesta numérica.
También podemos plantearnos la tarea de hallar un algo-
ritmo ¢que nos permita resolver cualquier problema en
alguna rama (por supueslo, estrictamenle delimitada) de las
matematicas. Este algoritmo debera ser capaz de transformar
[as formulaciones de los teoremas en sus demosiraciones.
A pesar do lo fanldstico que nos pueda parecer, tales algoril-
mos existen, adin cunando se empleen en csferas no muy
amplias de las matemalicas. A su vez, en ciertas esleras de
éstas (por ejemplo, las que abarcan loda la aritmética),
dichos algoritmos no puoden existir en principio.

4. Precisemos, con arreglo a log crilorios de residuos
equivalentos, el contenido ¥ las consccuencias de ohservar
los tres requisitos planteados a los algorilmos.

De la masividad del criterio de equirresidualidad se
desprende que 6ste deberd transformar diversos nlimeros
y que los resultados do tales transformaciones, hablando en
general, tumbién deberdn ser distintos (ya que al dividic
por cualguier m > 1, no todos los nimeros redundan equi-
rresiduales entre si). Listo significa que como parte inle-
grante ineludible de esle proceso Lieno que figurar ta distin-
cién (por sus magnitudes) de los numeros.

La propiedad do precision del criterio de equirresiduali-
dad significa que los nimeros ya anotados A4, Ay ..o, A,
de la sucesion (3.1) deben ser «identificables» a tal punto
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que a base de ellos se pueda eseribir ¢l niimern signiente de
dicha sucesidon, A, .,

Por fin, la propiedad de eficiencia. ademis de Lodo exo,
también Heva tras de si una necesidad de poxibilidades ilimi-
tadas para comparar (por la maguitud). en cada paso do
nuesten proceso. el niimero obtenido A, con el divisar m.

Axj pues, la observancia de cada wno (le los tres reqii-
sitos algovitmicos por el criterio de equirresidualidad se
apoya, ante todo, en la indefeclible necesidad de poder
comparar (por sus magnitudes) los nimerns que se hallan
entre los pares arbitrarios, e indicar. en el caso de que
leguen a ser distinlos, cual de ellos ¢s mayor v cudl menor.

5. La «necesidad de poder comparars, mencionada hace
un momento, también es, evidentemente. de naturaleza
algorilmica: dos nlimeros natuwrales cualesquiera estardn
sujetos a ser comparados (masividad) y sn resnltado ha de
ser wuna sola respuesta: mayor, menor o igual (precision)
y ella serd obtenida siempre (eficiencia). Quicre decir que
eslo nos da facultad para hablar de algorilmos de compara-
ciom {por la magnitud) de dos nomeros Bu construccion
no es algo muy evidenle, como podria parccerlo a primeri
vista. Por ejemplo, resolver el prohifema de <i los nitmoros

220 — 3.5%.11-31-41  y 4" — 2.5-10.957 0 (R.2)

son iguales o dilerentes y, en el Ullimo coso, enidl de ellos
es el mayor, requiere consabidos esfnerzos. aungue en reali-
dad, el primero de eslos niimeros es solamenlo uno, v &l
segunido 3,

Iis evidente gqne fa comparacion de los nitmeros de (3.2),
segan su magnitud, es dificil debido a la forma de siceserilu-
ra. Por Io tanto, para conslruir los crilerios de equirresidua-
lidad es muy importante presenlar los numeros de Lal
manera «que, infaliblemente, puedan szer comparados con
arreglo a sn magnitnd. Dichas formas de escrilura exislen.

Por ejemplo, son las que se hacen en unos o otros sisle-
mas numdéricos (de base) (véase § 2 p. 2). Bl algoritmo para
comparar os niameros, eserilos en nn mismo sistema nu-
mérico, eslriba on In que sigue:

1) Al principio en cada nfimero se tachan las cifras nna
por una {comenzando, digamos, desde L derechia); il después
que uno de elios resulta completamente tachado; al olro
ain le guedan guarismos, enfoneces el segunido =erd mayor

i



36

que el primero; pero si en ambos nimeros las reservas de
cifra® [wereon ngoladas al mismeo (iempo, entonces, para
compararlos #e¢ ejecuta el siguiente procedimicnto:

2) Las mscripciones de los nimeros que se verifican
se restablecen comparando sus primeros (desde la izquierda)
guarismos, En esle caso, cuanto mayor sea la cifra, mayor
serd el numern; si las cifras resultan iguales, entonces
pasamos a comparar las segundas, etc., hasta que aparezca
la primera diferencia de éslas. Ademads, cuanto mayor sea el
guarismo, mayor serd el namero, Si todas las cifras respec-
tivas de los ndmeros resultan idénticas, todos loz ntimeros
seran iguales,

Al efectuar el segundo de los procedimientos indicados,
se supone que sabemos ¢émo comparar la magnitud de los
nimeros univocos, o sea, menores que la base del sistema
numérico. Esto significa que en cada sistema numérico los
signos-cifras imciales de antemano son presentados en
cierto orden fijado; por ejemplo, en la numeracién decimal
corriente, el signo «Z» anlecede al ¢3», en el sentido de gue
¢l primero describe una cantidad menor que el segundou.

Desde el punlo de vista de tal cotejo algoritmico, todos
los sistemas numéricos son equivalentes tedricamenle. En
este senlido, la comparaciéon misma de los sistemas numéri-
cos puede servir, segin su comodidad préclica, de ejemplo
de planteamiento no algoritmico de la cuestiion (no e cumple
la condicion de precisién), pero en ésla no nos detendremos.
Sélo preslemos atencion al hecho de que en dicha cuestion
la fuerza de la costumbre de trabajar con el sistema de
numeros (decimales no nos brinda ninguna ventaja parki-
cular,

6. Ademis de los algoritmos de comparacidon de nluneros,
escritos en un mismo Risloma numeérico, existen también
aquellos con los que se ejecutan operaciones arilméticas.
Son los procedimientos de adicion, sustraceion y multiplica-
cion do nimeros «en columna» y la divisién «sexagesimaly
de ellos, universalmenle conocidos (y que, evidentemente,
dependen poco de la base del sistema numérico). Claro esla
gue en el llimo procedimiento lo mds adecuado quizas
seria no bablar stmplemente de division, sino de divisidn
residual.

Al ejecular las operaciones, nos proporciousa un gran
alivio Ja practica de manejo dot sistema de nimoros docima-
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13110 224

1232 |31
240
994
T

en el sistema quinario de numeracidon requiere delerminndos
esfuerzos mentales.

De la algorilmizacion do la division rvesidual se des-
prende también, segan lo dicho en el p. 2 § 2, 1a algoritmi-
zacién del paso de la escritura de los nimeros de un sistema
de numeracién a otro. Por congiguienle, pordemos hablar
también de los algoritmos de comparacién de nameros y de
ejecucién do operaciones con ellog, @1 es que se hallan escritos
eir distinlos sisternas numéricos, Como deduccion ulterior,
de aqui resulta que todas las clases de computes, utilizando
férmulas aritméticas en las que en Ingar de letras podamos
colocar unos u otros nlimeros, son algoritmos.

Y, por fin, prestemos atencion al hecho de que aqui no
hablamos del algoritmo del propio proceso de egcritura de
los nimeros naturales, arbitrariamente presenlados sn uno
u otro sistema numdérico, yva que nadie sabe endl puede ser
el problema inicial,

7. Como cjemplo ilustrudor examinemos la sigienie construc-
cién. Componemos para cada nimero natural 2 la sucesion de numero
(cilras) ag™, e{™, ay™, . . ., que son las cifras de una descomposicion

decimal infinita del ndmero V7 (si el nimero » no es exdclamente un
cadrado, cvidenlemente, eslu sucesién resulta aperiodien), admitiendo
que r{™, r3™', . .. son los niimeros de las cilras iguales a cero: a3 (n) =
=0 (i=1. 2, ...). 8i ahora la cantidad de gnarigmos iguales # cero
es finila (con el Gitimo de ellos, un nitmero i tal, que a2 ) pura

{ > rjM ) penemos que

£ =107 0™ 4, 4107 1,

pero s1 la cantidad de elles es infinita, entonces admitireinos, diga-
mas, que [ (n) = 0. Gada uno de los nimeros f (n) es natural, Con lodo
se torna dudeso hablar de un algerilme capaz de transformar ¢l nlmero
n en Ia eseritura rdel nitinero f (n), dentro del sistema numérico decimal

Se sobreentiende gne la no algorilmosidad de esla ronstraceion
cousiste ool exigenca de discernir si en la descomnposicidn decimal
} ' resultard un nimero finito o infinito de ceros. A prupésilo, en
cierto sentido (precisamenle en cudl, no hemos agui de traiar), es
natural pensar que para cualquier niimero natural 2, { (1) = 0
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8. Uno de los ds soportantes algoritmos cn las matemdticoy,
e Heva o) mombre (e L-Lm:llidus. radica en 1o siguiente.

Sean a ¥ b olog ummeres nahueales y ademis &> 0 Realicemos la
divigtan residingl de a por b oa = bgy o donde 0w b bi
ry == U, pedemos wilizer la division residual de b por vt & = rygy -
r g, domde 05 ry < 1y Prosiguiendo estas sucesivas divisinues re
stduales porel vosiduo de fu division precedente obtenemos las siguientes
ignaldades: ry  rudy -l ra Te = refy Ty, ele

Mostremas qite el proceso clnscnP’w og verdaderamente un alpo-
ritmo, es decie, que posgeo lug propiedades de precision, masa y eli-
eleneiu,

Seialames que ol proceso examinady por nusotos radica en elec-
Luar sucesivas divisiones residuales.

Por eso. las propiedades de precision ¥ masa de esle procese son
resultados de la ilimitada posibididad de realizacion y umeidad de la
division regidual. La eficiencia de nueslro proceso se determina taw-
Dién muy Tacilmente  B) mimero 5y los residuos de las divisiones inte-
erantes de ouestre proccso fovian, evidentemente. sicesiones deere-
vienfes de nitmeros na oegalivos

N LI o {lﬂ)

Pere la cantidad de toides Loy nimeros no negativos, ne mayores de b,
es fruul o b <= L Por eso. tampoce la sucesion (10) puede coatar cou
mas de b Wrminos Asi. nuestro proceso no poded estar lormado pox
més de b divisiones residualest). De tal manera, ¢l proceso examinado
es, efectivamente, un alporitmo v justifica con toda plenitud sn deno-
minzcion

Acloremos las condiciones en que finaliza el proceso. Evidente-
mente, 1o Gltima divigién deberd ser inl que haga imposible seguir divi-
diendo por su residie. Pero esto ocupre solamente cuando ¢ es igual
4 ¢oro, o sea, cuande Ia fltima divisién resulla exacta.

Problema 29. a) El Gitimo residuo rp, diferente de ¢ero, en la apli-
cacifn del algoritme de Euclides a los nimeros a v b es {a, b?.

by Cualesquiera que sean los naturales a vy D, exislen tales enlerus
A y B que ad + 4B — (a, b).

Problema 31, Deducir los teoremas 9, 12, 13 y 14 del resultado D)
del problema 20. (Snbrayamos que nuesivos razonmmientos, ligados
al algeritmo de Euclides, foeron basades solamente en la posibilidad
de efectuar divisiones residuales. Nosotros no empleamos en cllos ni
los leorenias 9—44 ni cualesquicra otras consideraciones basadas en ¢l
Leorema fundamenial de Ia aritmética.)

9, La aplicacion de los algoritmos (por deeirlo asi,
«sn trabajoy) puede resullar bastante voluminosa. Examine-
mos, como ejemplo, el proceso para obtener su descomposi-
cidn candnica por el nlimero 7 (o sea, el algorilmo que trans-

1y De hecho, el ndmerc de estas divisiones ne liene
que sobrepasar O lug b, lo cual se dosprende al examinar los nlmerys
de Fibonaccr (véase, por ejemplo, el libro del autor «Nimeros de Fi-
bonacels, Editorial «Natkar, 1978, pdgs. 82—83).
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forma un ndmero nalural en su descomposicién candnica).
Para deslacar Ia esencia algoritmica de esle proceso incluyd-
moslo, como etapa, dentro del proceso de hallazgo sucesivo
de las descomposiciones canénicas de lodos Jos nimeros
naturales, uno tras otro. Esto avala los siguientes razona-
mientos hechos «por inducciony (véase p. 7. § 1). Suponga-
mos que para todos Jos niimeros menores de », las descompo-
siciones candnicas ya han sido escritas. Por tal lista es
posible saber (en forma completamente algorilmica) cuales
de los nimeros inferiores a n son primos. Enumerdndolos
de menor a mayor, cada uno de ellos serd dividido por n.
Si n es divisible por cierto p, entonces n = mp y ny < 1,
pero la descomposicién candénica de n, por lo supuesto,
ligura en nuesira lista (visto el resultado del problema 13
es suficiente dividir sdlo por aquellos p que son menores
de 1 n) y se obtiene la descomposicién candénica por la
descomposicién canénica de ny, aumentado en ella el expo-
nente p en Ja unidad.

10. Volvamos, no obslante, a los criterios de equirre-
sidualidad. La constrnceién algoritmica de la sucesion (3.1)
puede ser efectuada por muy diversas vias. La mis nalural
es la siguicnte.

Procuremos hallar la funcién f (z) sujeta a las condiciones
gue siguen:

«) para z Jz m el valor de f (z) os un ndmero natural;

b) para z << m el valor de f (x) es indeterminado (es de-
cie, no tiene sentido);

(no ¢s nada asombrogo gue una u olra funcién pierda su
sentido para ciertos valores del argnmento. Por cjemplo, no

1o tiene el valor de la funcion — para ¥ =0 oz —= 1)
z [x 1)

¢) si x> m, entonces [ (x) <<

d) si  >> m, enlonces los niimeros z y f (2) son equirre-
siduales para la division por m,

Tales funciones existon. Por vjemplo, [, (»):

I — M, para x . n
fo (x) =l b '

indeterminada, para 1 =~ m

Juslamenle, ¢sta os la Tonecidn con Ta gquo se constimye
la sucesién (1.3) en § 1.
Cada funcién f (z) que satisfaga las condiciones a)—d)
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responde a cierto procedimiento de consiruceién de la
sucesion (3.1), es decir, a determinado ¢riterio de residuos
equivalentes para la division por m.,

Ifectivamenle, tomemos el niimero natural arbitrario ¢
y construyamos 1a sucesidon de nlmeros

Ao Az Agy o (3.4)

donde Ay =a v Apyy = F(4;) para k=0, 1, ... (3.5)

Si Ay 2» m, el valor de la funcion § (45) es determinado,
por lo que a A, le sigue al menes un término mas. Pero si
Ay < m, [ (A) es indeterminade y A, resunita el ultimo
término de la sucesién {9).

Asi, nosotros tenemos verdaderamenle cierto criterio de
residuos equivalentes.

11, Mostremos que el criterio de equirresidualidad ha-
Ilado posee las fres propiedades del algoritmo.

La condic¢ion de masividad aqui es observada, ya que
cvalquier niimero da comienzo a cierta sucesion (3.4) dotada
de la propiedad (3.5).

La condicion de precision se ve cumplida, dado que para
calcular los valores de f () de la funcién f es suliciente
saber comparar por la magnilud los nlimeros z y m y efectuar
la operacién de sustraccién (restando m de z). Como fue
explicado, ambos procedimientos (de tratarse de ulmeros
escritos en cierfo sistema” numérico) son algoritmos y por
lo tanto poseen propiedad de precisién.

Dirijdmonos a la condicién de eficiencia. La funcién fue
elegida tal que, por su propia™construccién, los términos
de la sucesién (3.4) son positivos y decrecientes. Por eso en
ella podemes encontrar el término minimo no negativo.
(Su ntmero, como es facil de comprobar, no supera al
numero ¢). Pero si este término (llamémoslo @) fuera mayor
o siquiera igual a m, entonces existiria, como antes, un
valor de f (=) no negativo, pero menor de «. Esto signifi-
caria que entre los términos no negativos de la sucesiou
(3.4), o no seria el dltimo. Por consiguiente, el ultimo
término no negativo de (3.4) deberd ser mernor que m. Pero
entonces el valor de f (¢) pierde todo sentido y, hablando
en general, ¢ resulta el altimo término de nuestra sucesion.
De tal modo, el proceso de construccién de la sucesion
concluye y su fltimo término es el residuo de la divisién
de a por m.
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En conclusién, hemos constatado que el crilerio de resi-
duos eguivalentes, descripto por nosotros, verdaderamonte
posee las propiedades de precision, masividad y eficiencia
requeridas, o sea, es un algoritmo.

12. Empleando el procedimiento expuesto en el p. 9
para formar los criterios de equirresidualidad, hallemos
algunos de ellos. Coincidiendo con lo dicho anteriormenle,
consideraremos que los nimeros cuyos residuos de su divi-
sion es preciso hallar, estdn escritos en un sistema posicional
numérico de cierta base £, El crilerio de equirresidualidad
para la divisién por cierto m, al dividir por dicho m, trans-
forma, de hecho, en residuo no el propio nitmero, sino a su
pscritura, en concordancia con el sistema numérico, Por esv,
hablando en general, el criterio de residuos equivalentes
para la divisién por un nimero concreto fijo, dependerd de
la base del sistema numeérico, Simultdneamente, la formula-
cién textual del criterio de equirresidualidad para la divi-
sién por un m dado, en un {nti® sistema de numeracifn,
puede valer plenamente para el criterio de equirresidualidad
al dividie por otro m’ en un sistema numérico con otra
base t'. Los ejemplos respectivos serdan tomados del conte-
nido de los teoremas 19, 20 y 21.

Para evitar posibles malentendidos convengamos que,
on adelante, vamos a escribir («denominar») tanto el divisor
m, como la base t del sistema numérico, en ol sislema de
numeracién decimal. Asi, al hablac del crilerio de residuos
equivalentes para la divisiéon por 12 en el sistema seple-
nario de numeracién, hemos de entender que 12 precisa-
mento es el niimero 3-4 y no el 3.3 (asi resnltaria si 12 fuera
examinado como un nimero escrilo en el sistema septenario
de numeracion).

Como primer ejemnplo hallemos el crilerio de residuos
equivalentes para la divisién por 5 en el sistema decimal
do numeracién.

Sea A un ndmero natural. Presentémoslo con la forma
10 @ + b (b es la Gllima cifra del nfimero A) v admnitamos

que

b, si 42210,
fo(h)==14 b—D>, si D<CA << 10,
indeterminada, 8i 45,
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51 leclor puede verificar por si mismo que una funcidén
determinada de este modo satisface las condiciones a)—d)
del p. 10,

De tal modo, para ballar el residuo de la divisién de
cierto nlimero por 9 es suficiente tomar su tltima cifra,
Si ella es menor que 5, entonces, precisamente, sera el
residuo buseado; en case contrario debemos guitarle 53¢
Sefalamos que para cualguier nfimero el empleo de este
crilerio de residuos equivalentes conduce a construir una
sucesion del tipo (3.4), compuesta por no més de tres térmi-
naos,

Desde luego, el objeto de todos los razonamientos efec-
lnados no es deseubrir «el criterio de divisibilidad» por
b qne conocemos todos. sino obtenerlo por el procedimientlo
nniforme descripto en ol p, 10.

Problema 81. Sefialar v analizar los criterios anélogos
de residuos equivalentes para la divisién por 2, 4, 8, 10,
16, 20 ¥ 25 en el sistema decimal de numeracién.

Problema 32, Seiialar y analizar los criterios andlogos
de equirresidualidad para las divisiones por:

) 9 v 27 en el sistema ternario de numeracién:

b) 8 9, 16, 18, 24, 36, 48 y 72 envel sistema duodeci-
mal de numeracién,

. Problema 33. Presentemos ol nitmero nalural 4 en la
orma

10% + b (0<C b<< 10
y admilamos que
f(d)=
b, si AZ=10%,
= ¢ al residue de la divisién de 4 por m, si m<CA < (0%,
indeterminada, si d<<m.
{Cuiiles son los mameros m con los que tal algoritmo,
para cierto k. es criterio de residuos equivalentes?
TROREMA 21 Presentemos el mimero arbitrario natural A
en la forma at* 4 b, donde 0 < b << t*, y pongamos que
b, si Atk
J(A)— & b—m, si m<<A<
indeterminada, si A <<m.,
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A fin de que el algoritmo de construrevin de o sucesion
(3.4) por lo regle (3.0) sea criterio de equirresidunlidad para
la divisidn por m con una funcion dada f, es necesario g sufe
cienle gue i' ; m.

13. Como segando ejemplo examiuemos el criterio de
residuos oquivalentes para la division por 3 en el sistema
decimal de numeracion.

La escritura del whmero nataral 21 en el sislema decimal
de wumeracion tiene la Joema

a, 0 |- 107 e A e 10 F ag,

tlonde
0% oy A2 1 pack fo=1) Ly g oy

Admitamos ue

g~y 1oty bay, g1 2210,
Js ()= al rvesichio de dividiv 4 por 3, w0 3<sC 4 < 10,
indelerminada, si A< 3.

Problema 44, Voriticar que la funcion [, (x) salisface
lns condiciones a)—d) y determinn con ello un eriterio
de residuos equivalentes en la division por 3.

Problema 35. Aplicar el erilerio construulo de residuos
equivalentes para la divisidén por oy

a) a los numeros 858 773 y 789 985;

b) al nGmero, cuya notacion decimal estd compuesby
do 4444 cuatros.

Problema 36. Scialar y analizar log crilerios andlogos
de residuos equivalentes para la division por 7, 9, 11, 13
y 37 en el sistema decimal de numeracion.

Problema 87. Sefalar y analizar los crilerios de equi-
rresidualidad para la divisién por:

a) 2, 4 y 8 en el sistema de numeracion lernario;

b) 2, 4 y 8 en el sislema de numeracion seplenario.

THONEMA 22, Preseniemos el nfmero arbitvarvio natural A
en la forma

a“th”—%— a:n_.ltn‘n_”'l’ v a.lt"'—l- thyy

donde
O0ay<<t? pare 1t =0,1, ..., n



¥ admilamos que

G| @+ van | Guogt-ay, s At

f(A)y=49 A—m, si mag <<t
indeterminada, st A<m.

lintonces, para que el algoritmo engendrado por la funcién f
de construceion de la sucesivn (3.4), por la regla (3.5), sea
criterio de equirresidualidad para la divisién por m, es nece-
sario y suficiente gue (1" —1): m.

Problema 38. Indicar Jos crilerios de residuos equiva-
lentes que «aen» bajo la férula de esle teorema para los
nlimeros escritos en los sistemas numéricos de base 7; 9 y 13
o compuestos de 6, 7, Y9 y 13 puarismos.

"rokeEMA 23, Sea A un nidmere nalural preseniado en la
forma

Gntk“ "I_ an _lth(ﬂ_l} “i_ B a4 —I_ lef, h—i_ L{,m

donde

OLa;<<tt pare i=0,1,._ . n
Admitamos que

@y —ay - @y— - - . 2= Uy, st Azl
j(4) =< al residuo de dividir A4 por m, si m s<A<cth,

indeterminada, st A<<m.

Entonces, para que el algorilmo de construccion de la
sucesion (3.4) por la regla (3.5), engendrado por la funcién
f, sea criterio de equirresidualidad pare la divisién por m,
es necesario y suficienle que (1" -+ 1) : m.

Problema 39. Senalar ol criterio de oquirresidualidad
que qcae» bajo la férula de cste teorema, para los mimeros
escritos en los sistemas numéricos ternario, quinario, oclomnco
u octonario y decimal.

14. En muchos problemas Liene poca importancia no solo
la magnitud dol cociente incompleto de la divisién de un
nimero por olre, sino también, la de su residuo, y unica-
menlte interesa ol hecho de yue este diltimo se anula o no,
es deeir, sea o no el primer wimero divisible por el segundo.
Después de lo dicho en el p. 1 gueda claro ¢émo enfocar
les problemas de tal tipo.
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Llamaremos equidivisibles en la divisién por m a los ndme-
ros ¢ y b si ambos son divisibles por m o &i ambos no fo son.

Problema 40 Cualesquiera quo sean los nameros de resi-
duos equivalentes para la division por m, fuera cual [uese
esle altimo, son equidivisibles por é1. Mostrar en un ejemplo
que lo inverso no es cierto.

Problema 41. iPara cudles m que dividan dos niimeros.
de la equidivisibilidad de éstos se deducen sus equirresidua-
lidades en tal division?

Problema 42. Demostrar que la relacion de equidivisibi-
lidad, para la division por un nimero dado m, es equivalen-
te y divide el conjunto de nlmeros enteros en dos clases.

Problema 43. (Son correctos el teorema 20 y su corolario
para los nameros equidivisihlos?

15. Admitamos la necesidad de poner en claro la divisi-
bilidad de .4 por m. Vamos a conslruir la sucesidn de nimne-
ros enleros decrcciontes:

A = A iy 1'11. A oy o (3.[5}

equidivisibles con 4 para la division residual por m. Elegi-
mos un proceso de conslruceion do la sncesion (3.6) tal,
que a cualquicr término de ella, mayor o igual en valoy
absolitto & m. le suceda por lo menos nmo mas. Asi, cuando
el altimo Lérmino de (3.6) es ignal a cern, A es divisible
por m y cuando uno, no lo es.

Cualguier pracedimionto de coustruccién de la siucesion
(3.6) sera liamado criterio de divisibilidad por .

Problema 44. Demostrar que cualquier criterio de resi-
duos equivalentes para la divisitn por m es criterio de divi-
sibilidad por m.

Evidentemente, log critorios de divisibilidad tienen que
ser algoritmos, es decip, salisfacer las mismas condicinnes
de precisién, masividad y eficiencia que los criterios de
equirresidualidad.

Es facil comprobar (se lo dejamos al lector) que emplean-
do cualquier funcion f (r). que satisfaga las condiciones
a)—c) del p. 10 y la condicion d*), si / (z) tiene sentido,
los mimeros z y f (x) son equidivisibles por m, se puede
construir el criterio de divisibilidad por m exaclamente del
mismo modo como se consteuyd el criterio de residuos
eqnivalentes para la divisién por m a hase de Loda funcion
que satisfaga las condiciones n)—d).



Hallemos algunos criterios de divisibilidad,

Segdn el leorema 16 es suficiente poder determinar la
divisibilidad de los ndmeros por uno del tipo p* (clevado
a la polencia de un nimero prime).

16. Criterio de divisibilidad por 7 en ¢l sistema decimal
de numeracién. Sea A un nimers natural. Presentémaoslo,
como ya se lzo anteriormente, eu la forma 10q - b, donde
0 =5 b <2 10, admitiendo que

ja — 21, si o Ad2=19,
= ¢ al residuo do la division de A por 7, para 7<< A < 19,
indeterminada, para 4 <C 7.

Problema 45 Verificar el cumplimiento de las eondicio-
nes a)—c) y d*) para la funcion f, (A).

La funeion I3 (4) nos da un criterio conocido de divisi-
bilidad por 7: el guarismo 0a - b (0 < b < 10) es divi-
sible por 7, Guica y exclusivamente cuando lo es 4 — 20:
¢l niimero obienido se verilica nuevamonle a la divisibilidad
por 7 con este procedimiento, efe.

Problema 4t Demostrar que el criterio oblenido de divi-
sibilidad por T no es el criterio de resciduos oguiivilen tes
para la division residual por 7.

17. Criterio de divisibilidad por 13. Presenlemos ol
mimero natural 4 en la forma 10z + £, admiliendo qne

lo(d) =
a-+4d, si A=40,

— ¢ al residuo de 1 divisién de 4 por 13, si 13 A < 40,
indeterminada, si Ad<<13.

Problema 47, Verilicar el cumplimicnto de las condicio-
nes a)—e) y d*) para la funcién f, (x) v formular el eriterio
obtenido de divisthilidad por 13.

Problema 45 ;Qué efeelos tendred la sustitucion del
namero 40 por uno menor en la delerminacion de la {un-
cion f,?

Problema 49 1in lorma similar a las conslenceiones de
los cxiterios de divisibilidad por 7 y 13 componer los eri-
terios andlogos dto divisibilidad por 17, 19, 23, 29 ¢ 31.
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Problema 50. Consleuiv dos criterios de hvis)bilidad
por 49.

18. También para los nlimeros eseritos en otres sistemas
de numeracion, no decimales, hay criterios de divisibilidad
de ese mismo tipo,

LEl criterio de divisibilidad por 11 en el sistema de
numeracion de base 6 o compuesto de 0 guarismos, Presenle-
mos el nimero natural A en la forma Ga + b, donde 0 <,
< b< G (en concordancia con lo apteriormente dicho,
todos los razonamientos se efectian empleando los signos
y denominaciones de los niimeros en el sistoma decimal de
numeracién) y pongamos que

a4 2b, si A1l
f(4)= 0, sio A -11,
indeterminada, s A< 11,

Problema 51. Verificar el cumplimiento de las condicio-
nes a)—c) y d*) para la funcion fy formular el criterio
de divisibilidad obtenido,

Problema 52. Andlogo al criterio de divisibifidad aca-
bado de conslreuir, construyamos los criterios de divisibili-
dad por:

a) b, en el sistema de numeracién septenario;

b) 7, en ol sistema de numeracion de base 11 o com-
puesto de 11 guarismos;

¢) 17, en el sistoma de numeracién dinodecimal.

19. En los puntos anteriores de este pdrrafo nosolros
hemos visto gran cantidad de los méas dilerenles crilerios
de residnos equivalentes y divisibilidad. La finalidad pric-
tica de la conslruccién de todos eslos criterios es oblener
algoritmos facilmente manejables gue delerminen los resi-
duos en la divisién por algunos niimeros determinados (cri-
terios de residuos equivalentes) o nos revelen si tales resi-
duos son iguales a coro o no (criterios de divisibilidad).
¢Hasta qué punto hemos cumplido, pues, el objetivo pro-
puesto?

Algunos criterios de oquirresidualidad, talos como los
de la division por 2, 3, 5 y 10 en el sistema decimal de
numeracion (y eun general, por el divisor del grado de la
base del sistema de numeracion), realmenlo resultaron muy
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priclicos y conventenles. El empleo de otros estd ligado
a operaciones de cilenlo mds ¢ menos voluminosas.

s natural, entonces, huscar y aplicar los eriterios de
divisibilidad y residuo¢ equivalentes, cuyo empleo leva
al objelivo por las vias mds sencillas posibles.

Una de las dificultades con las que se tropieza en tal
tipo de pruebas es valuar la sencillez (o al revéds, la comple-~
jidad) del empleo de tal o cual eriterio con un niumero.
Tal caracieristica numérica puede ser, por ejemplo, la
cantidad de operaciones aritméticas con nimeros digitos
necesarias duranle el proteso de aplicacion del criterio dado
A uno u oiro numero,

Por desgeacia, toda caracleristica del volumen de los
cilculos depende en gran medida de las propiedades indivi-
duales del nimero cuya divisibilidad ensayamos.

Por ejemplo. podemos comprobar con mucha facilidad
que el residuo de la divisién de 31 025 por 8 es 1. Para ello
basta con hallar el residuo do la divisién de 25 por 8. ero
para hallar el de la divisién de 30 525 por 8 hay que reali-
rar la divisién residual de 525 por este Ultimo, lo cual ya
requiere un mayor nitmero de cémpulos (siendo indistinto
que se efectiien mentalmente o por escrito).

Otro ejemplo es el crilerio de residuos equivalenles para
la divisién por 37 (véase el problema 36), El residuo de
dividir 10 014 023 por 37 se halla dividiendo por él la
suma 10 4 14 + 23. Como es [4eil de ver, resulta igual a 10)
De todos modos, pocos son los que pueden aplicar mental-
menle este criterio de residuos equivalentes al nlmero
782 639 485,

Por eso, al tratar sobre la conveniencia del empleo de
los criterios de divisibilidad y residuos eguivalentes, na-
satros lenemos que dejar de lado la complejidad do las pruc-
bas individuales de divisibilidad de los niimeros y valorar
las posibilidades de cada criterio como «término medioy.
Con tal enloque es de esperar una formulacién precisa de la
medida de complejidad del criterio de divisihilidad o de
residuos equivalentes ¢ incluso hallar el que en este sentido
sea mas econdmico. Por desgracia aqui no lenemos posibi-
lidad de desarrollar esle aspecto de la cuestién en forma
mis dctallada,
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§ 4. CRITERIOS GENERALES
DE RESIDUCS EQUIVALENTES Y DI DIVISIBILIDAD

1. Todos los criterios de residuos equivalenles, asi
como los de divisibilidad construidos anteriormente, se ven
un tanto artificiales y a primera vista parece que ellos,
o al menos algunos de ellos, fueron hallados de casualidad,
o bien son el resultado de pruebas y emsayos. En realidad
esto no es asi. Ocurre que existen procedimientos de cons-
truccién de criterios de divisibilidad y residues equivalen-
tes para cualquier nimero dado de antemano. Ellos se 1la-
man, respectivamente, criterios generales de divisibilidad
o criterios generales de residuos equivalentes.

Los criterios generales de divisibilidad son procedimien-
tos de obtencién de crilerios concrelos de divisibilidad. Por
eso a estos ultimos se los pueds considerar como los resulta-
dos a los que llevan los criterios generales. Con tal punto de
vista los criterios generales de divisibilidad son a los concre-
tos absolutamente asi, como el concreto es al resultado de su
aplicacion a cierto nimero, es decir, al residuo de la division
del nimero dado ¢ por el nimero dado m.

Los crilerios generales de divisibilidad y residuos equi-
valentes semejan algoritmos, por lo demaés, bastante origina-
les: sus conclusiones y resultados tienen gue volver a scr
nuevamente algoritmos, precisamenle, crilerios concretos
de divisibilidad o residuos equivalentes.

Pero, para tratar estos criterios generales como algoril-
mos, debemos estar seguros de que ellus poseen las condi-
ciones necesarias de precisién, masividad y eliciencia.

Para hablar en detalle, sefialando el criterio general
de divisibilidad (lo mismo que el criterio genoral de resi-
duos equivalentes) nosotros tenemos que verificar el cumpli-
miento de las siguientes condiciones. En primer lugar, para
cualguier nlimero m, él debe dar realmente un criterio de
divisibilidad (de residuos equivalentes) por este nimero,
Deberd, digamos asi, «lransformary cada mimero natural m
en criterio respectivo. Precisamente en esto reside su eficien-
cig. En segundo lugar, el crilerio gemeral {iene que ser
determinado, es decir, aplicado al nimero dado m, él debe

4=01318
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[evar por un procedimiento bien definido a un crilerin com-
pletaments concreto de divisibilidad (de residuos equivalen-
Les) por este nmero, Por lin, en Lercer lugar, el erilerio debe
ser masive es decir, verdaderamente general, y dar crilerios
de divisibilidad o de residuos equivalenles para cualquier
niamero natural concebide de antemano.

Iin este sentido, el procedimiento de construccion del
criterio de residuos equivalentes, descripto en el p. 6 § 3,
asi como el procedimiento para hallar los criterios de divi-
sibilidad deseriplo en el p. 9 § 3, no son criterios generales.
En efecto, la indicacién de las funciones que observan las
condiciones necesarias es un proceso que no satisface, por
ahora, ningnno de los requisitos de precisién, masividad
y oliciencia.

En realidad, estos procedimientos no nos dan ninguna
garantia de que la [uncién necesaria serd hallada; quiere
decir quo ollos carecen de eficiencia. Lucgo, si la funcién
requerida precisamente existe, a ella se puede llegar por
diferentes vias, sin hablar ya de que tales funciones pueden
ser varias, O sea, estos procedimientos no tienen precisién.
Finalmente, ellos tampoco son suficienfes, y podria ser que
para unos u otros valores concrotos de m tampoco hallemos
las funciones requeridas. En todo caso, por si mismo el
procedimiento no informa sobre esto. Asi, para que el proceso
descripto Llegue a ser un algoritmo debera ser completado
aln cou instrucciones precisas que garanlicen la conslruccion
de una funciéon fp, absolulamente doterminada para cada
numero concreto m.

Este probloma de «algoritmizary la construccion de los
criterios de divisibilidad puede ser resueito incluso con
bastante facilidad, pues los criterios generales de divisi-
bilidad son conocidos desde Liace mucho,

De hecho, uno de tales criterios generales de residuos
equivalentes fue construido por nosotros en el p. 11 § 1 al
tratar sobre la cuestién de la divisiéon residual. Se puedo
formular asi: a cada nimero entero positivo m se le conforma
un proceso de sustraceion sucesiva de esle niimoro m hasta
obtener uno menor gue €l (véase la G(ltima [rase del p. 1
§ 3). Tal conlormacién, esta claro, posee todas las propioda-
dey requeridas; de precision (nosotros sabemos exactamente
lo que conformamos al nimero m: el proceso de sustracciones
sucesivas de m), de masividad (dicho proceso de sustraccio-
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nes puede ser confroutada con cualquier m) y de eliciencia
(tal intento siempre es exilozo). No obslanle, el valor pricti-
co del crilerio general de residuos equivalenles descriplo
es muy pequciio,

Cierto perfeccionamiento del crilerio gencral de residuos
equivalentes, basado en la susiraccidn sucexiva, conduce
al conocida proceso de divisién «sexagesimaly de nlimeros
enleros. Este proceso también puede ser examinado como
criterio general de residuos equivalentes, No ostd de méas
recordar que la aplastante mayoria de gente lo emplea, pre-
cisamente, para encontrar log residuos de la divisién. En
este caso se razona signiendo el esquema que iranscribimos
en dog variantes: en el lenguaje comnn de todos los dias y
en la lengua algoritmica.

En 1a lengua comitn En la lengua atgor(tmica

1) Yo debo hallar e] residuo  El criterin goneral de residuos equi-

do la divisién de 4 por valentes comicnza a transformar
el m dado; ol nimero m;

2) para osto tengo que divi- el criterio general 'nos da” 8] resul-
dir por m; tado de la transformacion del na-

mer¢c m; un criterio concreto de
residunz equivalentos para la di-
vision por m, consisiente en divi-
dir por m directamonte;

4) en este momento comien- el criterio conereto obtenido comien<

zo a efectuar )a division za a transformar el numero a: la
de a por m... division con residuy pos m;
4) ... divido y obtengo el el criterin concroty nos lleva al ob-
residuo. jetivo: al residuo de la division
de a por m.

En este razonamiento los tres primeros pasos son muy
sencillos y por eso no puede asombrarnos que el cuarto paso,
la ejecucion de la division en si, resulte tan voluminosa.
La finalidad de los criterios generales de residuos equivalen-
les y divisibilidad, precisamente, es aligerar ¢l cuarto paso
A cuenta de que se perfeccione el segundo, Justamonte eslo
es lo que se sobreenliende habitualmente al hablar de tales
crilerios.

2. El primer criterio general de divisibilidad (con mds
exactifud, incluso el de residuos equivalentes), hislorica-

LW
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mento fue propuesto lodavia a mediados def siglo XVII por
ol famoso malematico francés Pascal. Su csencia es la si-
guiente.
Sea m un nimero natural. Compongamos la sucesion de
nameros
Tuy Ty Fay o & o (4.1)
snuponiendo que

r; ¢s iguala al residuo de Ja division de 10 por m,
rg » » » 10 r; por m,

'rg ® » » 10 r, por m,
elac,
Presentemos ahora el niimero natural arbitrario 4 en la
forma
10"a, + 10", + ...+ 104 + ao.
y determinemos la funcion

Fu(a)=
Qg +T48y L1383+ - . -+ Tpty, si 10" >m,

— ¢ al residuo de )a divisién de A por m si 10" <<m<A4,
indeterminada, si A<<m,

Problema 53, Verificar que la funcién F,, satisface las
condiciones a)—d) del p. 10 § 3, para cualquier m.

Asi, hemos construido un criterio de residnos equivalente,
para la divisién por el niimero arbitrario m, o sea, un crite-
rio general.

Problema 54. Formular los criterios do residuos equiva-
lentes obtenidos del criterio general de Pascal en la divisién
por;

a) 2, 5 y 10
b) 4, 20 y 25;
c)3y9;

d) 1f;

e) 7.

Problema 55. Sean en la sucesién (4.1)

ry, ef residuo de dividir 100 por m,

Tay » » » o » 100 ry por m,

Tau # » » » 100 r, por m,
ele.
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Deducir de agui un criterio general de residuos equiva-
lentes, similar al de PPaseal.

Problema 56. Deducir el criterio gencral de equirresi-
dualidad en un sistema {**" de npumeracion, andlogo al
criterio de 1’ascal.

3, En el p. 19 § 3 hemos hablado sobre las propiedades
comparativas de los criterios de divisibilidad (o de residuos
cquivalentes) por un numero determinado. Como el criterio
general de divisibilidad tiene que proporcionarpos el criterio
de divisibilidad por cualquier niimero natural, entonces,
nada tiene de particular que para distintos nfimeros puede
conducirnos a criterios de divisibilidad de la mas diversa
calidad.

Asi, por ejemplo, ¢l criterio general de Pascal junto con
los eriterios de residuos equivalentes, completamente admi-
sibles paca la divisién por 3 y 11, nos da un criterio de
residuos equivalentes para la division por 7, muy velumino-
so y de dificil aplicacién (véase el problema 54, e)).

Con relacién a esto, & propodsilo de los criterios generales
de divisibilidad y residuos equivalentes, se pueden enunciar
consideraciones semejantes a las que se expusieron en el
p. 19 § 3 durante el examen de la calidad de los criterios
concretos de divisibilidad. En este sentido se considerard
6ptimo el criterio general de divisibilidad (de residuos
equivalenles) que, aplicado a cualquier entero positivo
dado de anlemano m. nos dé el mejor criterio de divisibilidad
(de residuos equivalentes) por esle m. El lector comprendera
que hallar el criterio general de divisibilidad mas acertado
es una cuestién que estd lejos no sélo de ser resuclta, sino
inc¢luso de un planteo riguroso.

§ 5 DIVISIKILIDAD DE POTENCLIAS

1. Comencemos por la descripeién de un proceso al que
se podria Namar seriterio muy general de residuos equiva-
lentes».

Sea k eierto nitmero natural y 7 el residuo de la division
de 1% por m:

" =mg +r (0= << m)
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Por el corolario del teorema 20 (véaso el p. 3 § 2), para
cualquier n, Jos nfimeros r* y t*", al ser divididos por m
también deberin ser equirresiduales.

Fraccionemos ahora el niimero arbitrario 4 de derecha
a izquierda, en «gruposy " 4 sea, presentémoslo en la
forma

A = a, "4 q, MY e -+ oay,

dn n
0<<a; <t parai=0,1, ..., n
y pongamos que
Q" ta, @™ tar-ay, si At
f(A)=4 al residuo de dividir A por m, si m<<A <,
indeterminada, si A<<m.

Es evidente que en casos similares, como untes, el pro-
ceso de construccién de los nimeros

Ao = A, 4; = f(4y), Ay =] (A), ...

es un criterio de residuos equivalentes.

Problema 57. Cerciorarse, no obstante, que esto real-
mente es asf.

Problema 58. Suponiendo que ¢ = 10 y & = 2, hallar el
residuo de la divisién del aimero 1 048 576 por 7.

Problema 59. Cerciorarse de que el criterio de residuos
equivalentes que acabamos de escribir s6lo es una forma mas
clara de aquella generalizacién del criterio de Pascal men-
cionado en el problema 56,

2. Hablando formalmente, al componer en ol p.1 el
criterio general de equirresidualidad, aplicamos las pro-
piedades de las potlencias atinenles a su divisibilidad. Sin
embargo. la cuestion relativa a dicha divisibilidad es, en
esencia, algo que trata sobre la division de ciertos productos,
Por eso, en prineipio, también se logré resolver esto tomando
como base los resuitados de § 2. Simultineamente, la reali-
zacion practice del crilerin de equirresidualidad obtenido
para unas u olras combinaciones de Jos valores de los nime-
Fos £y m puede conducir a grandes valores de k y r, tales,
gue el cilenlo de fos valores de la Luncién f requicra llevar
a cabo una considerable canlidad de cbmputos, que incluso
podria superar, en volumoen, las operaciones de la divisién
directa por m.
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Est4 claro que el célculo de los valeres de la funcién /
resultara tanto méas sencillo, cuanto menares sean los valoves
de los ntmeros k y r. Se sobreentiende que los mis cou-
venientes, en este sentido, son cuando r = 1. Entonces, el
valor de f se obtiene como resultado de la ejecucién de una
operacién mds fdcil: la adicién.

Segiin el teorema 22, cste caso (r = 1) tiene lugar, Unica
y exclusivamente cuando (* — 1) : m o, con otras palabras,
cuando %, dividide por m, deja como residuo 1. Surge el
interrogante: (hallaremos para los datos ¢ y m tal & que
(t" —1): m?

Todo lo dicho induce a estudiar Ja divisién de las polen-
cias con méas detalle.

3. Ampliemos un tanto nuestros conocimientos en el
campo de la teoria de los niimeros.

reorEmMA 20 (de Fermat). Si el nidmero p es primo, la
diferencia @ — a es divisible por él.

No se debe confundir el denominado «pequerio teoremas
de Fermat con su «gran teorema». Este nltimo afirma que
para un entero » > 2 no oxisten enteros «, b y ¢ tales
que a® + " = ¢" A despecho de numerosas tentativas,
hasta ahora el gran teorema po fue ni demostrado ni relu-
tado.

Corolario. Si p es primo y e indivisible por él, entonces
aP! — 1 es divisible por p.

Problema 60. Presentar un ejemplo donde se manificste
quo tanto el teorema 24 como su corolario pava un p com-
puesto, hablando en general, no son correctos.

Problema 61. Demostrar el teorema de Fermat basindose
en el resultado del problema 26.

Supongamos que e} niimero natural m tiene fa descompo-
sicign candnica:

m=p%ip%e ... p;‘h: (5 1)
pONgamos qne
¢ ()= ot (pe—1) P52 (1) o 2R e — 1) (5-2)

Las formulas (5.1) y (5.2) conforman para cada m paturzl
un namero complelamonte doterminado (i (m). Lsto guiere
decir que podemos hablar de funcion ¢ del argumento natu-
ral.
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pEeINICIoN La funcion ¢ determinada antes se llama
funcién de Euler,

La [uncion de Euler juega un papel extraordinariamente
importante en muchas cuestiones de Ia teoria de los niimeros.
Incluso en oste libro indicaremos varias aplicaciones de
ella.

TEOREMA 25 Para my y my, primos enire si, tiene lugar
la siguiente igualdod:

¢ (mamy) = @ (my) @ (m,).

Problema 2. Caleular @ (12), ¢ (120) y ¢ (1000),

Problema 63. Delerminar todos los nlimeros m para los
cuales:

a) @ (m) =10,

b} @ (m) = 8.

Problema 64. Demostrar que no existe tal m, para el
que ¢ (m) = 14.

Problema 65. Demostrar que ¢ (m) es igual a la cantidad
de nimeros naturales primos entre si con m y menores que m,
Esta propiedad de la funcién de Euler tiene extraordinaria
importancia. Frecuentemente ella ¢s confundida con la defi-
nicién de la funcidn.

TEOREMA 26 (teorema de Euler). Silos nimerosa y m
son primos entre si, a™™ — 1 es divisible por m.

Los residuos de la divisién de un mismo dividendo por
diferentes divisores, se hallan ligados entre si de un modo
bastante complejo. Del teorema de Buler se puedo obtener
la dependencia, de principal importancia para nosotros, que
tienen los residuos de Ia division por faclores primos entre
si, con la divisién por el producto de ellos.

Problema 66. Sean {m,, my;) = 1, a;, y a, niimeros equi-
rresiduales con A para las divisiones por m, y m,. respecti-
vamente. Entonces. en la division por mym,, ¢l nfimero

tia)—1
(@ymy, + agm,) (my+ m,)om?

serd aquirresidual con A.

4, A base de los hechos establecidos podemos formular el
criterio general de los residuos equivalentes para un divisor
arbitrario m, en un sistema también arbitrario de numera-
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ci6én ¢, en aquella forma clara y suficientemente manejablse,
de la que se hablé en el p. 1.

Les recordamos nuevamente que cualquier criterio de
equirresidualidad es un algoritmo, o sea, un determinado
proceso y, por eso, el cardcter de cualquier descripeion de 61
deberd ser una narracién en desarrollo.

Asi, tenemos los niimeros m y t. Presentemos m en la
forma de un producto m = m,m, tal que (m,;t) = 1 y para
cierta potencia % tenga lugar la divisibilidad # : m,. Segin
el teorema 18, tal presentacién es posible. En vigor del
problema 66, el asunto que trata sobre la equirresidualidad
para la divisién por m;m, puede ser reducida a una cuestién
analoga en la divisién por m, y ms. Pero el criterio de equi-
rresidualidad para m, lo contiene el teorema 21, y el de
equirresidualidad para m,, el teorema 22, Después de aplicar
estos criterios de residuos equivalentes debemos utilizar
el resultado del problema 66.

Por ejemplo, en el caso do hallar el criterio de equi-
rresidualidad para la divisién por 12 en un sistema de nume-
racion decimal, evidentemente, my = 3, my = 4, y kb = 2.

] proceso descripto es criterio general de residuos equiva-
lentes, en el sentido de que él, para cualquier m, brinda
ciertn criterio concreto de equirresidualidad. Esto se des-
prende de la algoritmizabilidad de la construceién de la
descomposiciéon canénica del niamero (véase el p. 9 § 3).

Nos queda formular con claridad el criterio de equirre-
sidualidad sefialado para la divisién por m,, valiéndonos
de la posibilidad de determinar el indice %, basdndonos on
el teorema de Thuler.

5. Aplicando los teoremas demosirados construyamos
varios criterios generales de divisibilidad y residuos equiva-
lentes.

Fijemos el niimero natural m y presenlemos el nitmero 4
en la forma

A = ay + a 109%™ 4 g 0% | gpd 0o

donde

0 g Aoy Zys Qoy + - =y Qg '--<-.. 109(™ v

o0 sea, los niémeros a; ({ = 0, 1, . ... k) son ¢ (m)-narios.
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La funcién

F(A)=
gLty | ows— i si A=10™™,

=4 al residuo Je Ya division de A por m, si m<<A << 10%¢™,
indeterminada, si d<<m,

establece, como os [dcil de comprobar, cierto criterio genoral
de residuos oquivalentes.

Problema 67. Verificar esta circunstancia.

yuonnma 21 Si los nifmeros a y m son primos enirve si
y los by y ke, equirresiduales, en la division por ¢ (m), los
nimeros @ y % son equirresiduales en la divisién por m.

Problema 68. Formular los criterios concretos de cqui-
rresidualidad para la divisién por 7, 11 y 13, ohtenidos a
hase de este criterio general de residuos pquivalentes.

Problema 9. Formular el criterio anilogo general de
equirresidualidad para un sistema gnario grbitrario de nume-
racién. Cerciorarse de que el criterio general do residuos
gquivalentes, asi obtenido, por su formulacién no depende
do la base t del sistema numérico.

Problema 70. Demostrar que (n® — n): 2730.

6. En muchos casos el criterio general de residuos equi-
valentes no cs, por decirlo asi, «suficientomerile economicoy,
va que, hablando en general, el nimero @ (m) puede resultar
demasiado grande. De ahi que, al emplear este criterio nos
vemos obligados, por un lado, a sumar enormes guarismos y,
por el otro, en este caso, a dividir los nlimeros ¢ {m)-narios
dicectamente por m (o emplear algin criterio distinto de
divisibilidad y residuos equivalentes). Por eso, en lugar de
{ (m) es deseable probar otro exponente menor. En una
seric de casos esto se consigue hacer. Por ejemplo, para
m = 37, se puede tomar 3 en Jugar de ¢ (m) = 36, ya que¢
1000, on la divisién por 37 deja un uno como residuo; para
m =11 se puede tomar 2 en lugar de g (m) = 10; ele.

nerisicien Bl namero 8 minimo, para el cual al dividir
a" por m queda como residuo 1, se llama exponente, al que
le perlencee el wiimero o para la division residual por m.

Con mayor frecucucia este nimero o8 Hamado exponenie,
al que perlenece a con el médulu n.

Evidenlemente, cualesquiera que scan los nimeros pri-
mos entre si a y m, el exponente §, al que perlenece a en
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la divisién por m, no supera g (m). Lste cxponente se puede
tomar, precisamente, en lugar de ¢ (m), al formular el cri-
lerio general de divisibilidad del p. 5.

Problema 71. Modificar el criterio general de divisibilidad
construido, empleando en lugar de ¢ (m) el cxponente al
que le perlencce 10 en la divisién residual por m.

Problema 72. Lo mismo para un fistema ¢"“"* de numera-
cion.

7. El exponcnte, al gue le pertenece el nimere a en la divisidn
por m, hahlando en general, también puede ser igual a q (m). Por cjem-

plo, la sucesion de los residuos de dividir las potencias el nimnere dos
por 11, serd

2, 4,8, 5 10, 9,7.3,6, 1,

tal. que al dividir por 11, ¢l nimero 2 pertenezea al cxponente 10.
Esto significa que pata cmplear el criterio de equirresiduntidad del
p. 5, en este caso, nos vemes obligados a tomae k== 10 = {11).

No ohstante, en muchos casos bagta ¢l exponente Yop (m). Sea m,
por cjemple, exponente de un ndmero primo: m = p%y p 55 2. inlonces
P (m) = p (p — 1), y €l leorema d¢ Tuler adquicre la forma:
(ar®= Y1) — 1) i p®para (a, p) = 1. Dado que el niimero p%? (p — 1)
eg par, ol (llimo dividemlo resulta vna diferencia de cundradoy, y noso-
tros lenemos gue

(@ %= =10 gy (@Veo% T Ip=1__ e

Como p == 2, ambos factores no pueden simultaneamente ser  divisi-
bles por p. Bsto significa quelu es, o bien 2! 260m) -1, o hien at 29(m—
— 1. En ¢l primer caso nos vermnos ¢n las condicivnes el teorena 23.
donde k= Yup (m), y en el segundo. on las del teorema 22, con el
mismo k = e (m

8. El empleo de la funcién y el teorema de Euler no
queda limitado a los eriterios de divisibilidad. Por su inter-
medio se pueden resolver, por ejemplo, ecuaciones con niime-
ros enteros.

TEQREMA 25, S los nimeros a y b son primes enire si.
la ecuacion

ar -+ by = ¢ (H 3
siempre puede ser vesuelta en nikmeros enderos iy fodas Lis parefas
de mimeros (2, Y,) donde

_’pl,:ca([-‘fh)—l |- bt'
1“_‘2{[:{_1.1}
W=C0"—p—— (121

(t es cualquier mimero entero} serdn sus soluciones completas.
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Problema 73. Demostrar un teorema andlogo al 28 sin
suponer guoe los nimeros & y b son primos entre al,

Problemua 74. Hallar ol procedimiento de resolucidn, en
nimeros enteros, de las ecuaciones del tipo (5.3), busdndose
en el resultado del problema 29, b).

Problema 75. Resolver en nimeros enteros las ecuaciones

a) b + Ty =29,
b) 252 - 13y = 8.

9. ruoreMa 20 Sean m oy 1) primos entre si y k equirre-
sidual con 10" en o divisién por m. Entonces los niimeros
10a 4 b v a ~ kb serdn eguidivisibles por m.

Basdndose en este teorema, se puede construir el siguien-
te criterio general de divisibilidad. Designemos con % al
reciduo de la divisién residual de 109™= por m, presente-
mos el nimero arbitrario 4 en la forma 10z + b (0 < b <
<2 10) ¥y pongamos que:

F(A)=

a | kb para A>a - kb,
alresidnode Indivision de A por m para m<C A << a |- kb,

indeterminada, para 4 << m,

Sik resulta demasiado grande (préoximo a m), en su lugar
es convenicnte colocar, en la formulacién del respectivo
crileyio, & — m.

Problema 76. Verificar, para la funcion /7, el cumpli-
miento de las condiciones a)—c) del p 10 § 3 y d*) del
p. 15 § 3.

Problema 77. A base del criterio gencral de divisibili-
dad que acabamos de construir, deducir el criterio de divi-
gibilidad por los wimeros 17, 19, 27, 31, v 49,

Problema 78, Consiruiv un criterio general de divisibili-
dad andlogo, representando al nimero natural arbitrario en
la forma 100a + & (0 << b << 100), y deducir de é1 los crile-
rios de divisibilidad por 17, 43, 49, 67, 101 y 199,

Problema 79. Construir un criterio andlogo de divisibili-
dad en un sistema "7 deo numeracifn.

Probiema S0 A base del crilerio general de divisibili-
dad consteuidn, dedueir eriterios coneretos de divisibilidad
para la division por:

a) 21, en el sistema octébneo u oclonario de numeracion;

b) 31, en ol sislema dunodecimal de numeracion,



DEMOSTRACIONES DE LOS TEOREMAS

1, lis suflicionte sefialar que ¢ = a-1.

2. IPor condicidn, se hallavin dy y ds lales, que ¢ = bd,
y b = ed,. Pero entoncos, a = cd,d,, es decir, a: c.

3. Nosotros tenemos que ¢ = be, v b = ac,, de donde
resulla que @ = ac,cy, o8 decir, cc; = 1. Como los nimeros
£; ¥ €, son enteros por condicién, en'onces o bien ¢y = ¢, =
=1, o bien ¢; = ¢y = —1. En ¢l imer caso a = & y en
el segundo ¢ = —b.

4, Seaa = be. Si je | > 1, entonces, por cuanto | b [ >
~ | a |, también | bc | > |a|, lo que contradice la hipotesis.
Quiere decir gue | ¢ | < 1, y como el namero ¢ &5 entero por
condicién, ¢ = 0, por lo que también a2 = 0.

5. Evidentemente, de a = bc se deduce que |a | =
=|blle|yde|a|=1|b]||c| quea = beoa = b(—c),
adem4s, los nimeros ¢, —e ¥ | ¢ | son enterog o no, simulté-
neamente,

6. En efecto, sean

ay = bey,
Qg = bt’-‘e:
a, = beg,

dondo todos los nGmeros ¢;, €5y . . ., €, S0n enteros, Si-
mando por miombros cslas igualdades oblenemos

g Fagt et =bblea+e+...4¢e)

Lo que se halla entre paréntesis es un nlmero enleco,
quedando demostrado con ello justamenle lo que se pedia.

8. La demostracion se efectiia por el absurdo. Supenga-
mos que la cantidad de nfimeros primos es finita, de modo
que lodos ellos puedan ser escritos:

Pl! Pz =« sz Pne (Demost. 1)

Designamos por P al producto de Lodos estos nimeros y exa-
minamos la diferencia P — 1. Esta supera a cada uno de los
nimeros primos enumerados en la notacion (Demost, 1)
por lo que no puede ser nimero primo. De tal modo, ella es
divizible como minimo por un nidmero prime px. Pero
incluso P lo es por p. Por consiguionie, a base del corolario
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del worema 6, también 1: py, de donde p, =1, lo cual
coulradico el hecho de que el namero pp ses primo (véase
[a pag, 24).

La demostraciéon expuesia de la inflinidad del conjunio
de nmimeros primos fue hallada por Euclides {en el siglo
IV a.ne.).

9. 5i los nimeros ¢ y p son primos entre si, entonces
el teorema gueda demostrado, En caso conlrario ambos serdn
divisibles por un mismo nimero, distinto de la unidad. Como
p es primo, tal nimero puede ser solamenle p. Quicre decir
fgue en este caso a : p y esfo es precisamenle lo que se pedia,

10. Dividiendo con residuo M por m oblenemos

M =mg+r,
donde () = r << m. Como M y m son divisibles por a y ¥,

e
entonces, segun el corolario del teorema 6, también el ntime-
ro r lo deberd ser, con lo cual resulta milliplo coman de
estos numeros. Pero r <7 m y m e el minimo comun miltiplo
positivo de @ y &. Quiere decir que r no puede ser positivo,
de tal mode, r = 0. Por eso M : m.

11. Aceplemos que los niimeros ¢ y b son primos enlre si
y m e8 su minimo comun muitiple. Como ab: a y ab : b,
entonces, por el iteorema anterior, eb; m. Sea ab = mhk.
Pongamos gque m = ac. Enlonces ab = ack, es decir, b = ck,
ast que b : k. Exactamente de igual manera podemos per-
suadirnos de que también a : k. Dado que ¢ y b son primos
entre si por condicién, &k = 1, y eslo quiere decir, precisa-
mente, que m = ab.

12. Llamemos m al minimo comin miltiplo de los ntime-
ros b y ¢. Por el tecorema precedente m = be. Prosiguiendo,
por condieidon ab : ¢, ademds, evidentemente, ab ; b. Quiere
decir, segin ¢l teorema 10, que ab : be, es decir, que ab =
= bek o, después de simplificar por b, que a = ck, y esto
es juslamente lo que se pedia.

13, La demosiraciéon se efectia por induccién segiin el
nimero de factores. Habiendo uno solo, entonces el teorema
es Irivial. Supongamos que el teorema fue demostrado para
cualguier produclo de n factores. Sea agay . . . @y@y41 i P
Designemos ayiy . .. @, por A. En este caso da,4y: p.
Si ¢, 451 p, el teorema queda demostrado, en easo contrario,
@, 1y ¥ Py segin el teorema 9, son primos entre si. Pero
e lonces, por lo anterior, 4 : p. Dado que 4 es un producto
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de n factores, wuo de elos, por consideraciones de induccion,
tiene yue ser divisible por p. El Leorema gueda demostrado.

Corolario. Todo el quebrado represenla un niumero enlero,
es decir, su numerador es divisible por el denominador.
Consideremos al numerador producto de dos factores: p y
1-2...(p —1) = (@ —1)!

Ninguno de los factores del denominador del quebrado es
divisible por p. De ahi que, segin el teorema anterior, taw-
poco lo sea todo el denominador. l’ero entonces, de acuerdo
al teorema 9, él y p son primos enlre si. Por eso, debera ser
divisible por el denominador el segundo fzctor del numera-
dor. Llamando ¢ al cociente de esta division, C% = pg
y lo exigido queda demostrado.

14. Probemos al principio que cualguier nimero difereate
de la unidad puede ser descopuesto en faclores simples.
Supongamos que todos los nimeros menores de N pueden
ser descompuestos asi. Si N es primo, enlonces, él se des-
compone automéaticamenle en producto de primos (compuesto
precisamente, de un solo factor, del propio ntmero N) y
el teorema queda demostrado. Sean ahora N compuesto, NV,
un divisor suyo, diferente tanto de €1 como de ia unidad,
y N, el cociente de dividir N por N,. Enlonces, N = NNy
y ademss, como es facil comprobar, 1 << N, << N. Dado
que N, ¥ iV, son menores de NN, entonces, por hipotesis,
ellos pueden ser descompuestos en productos de factores
primos. Sean estas descomposiciones Ny =mPs.v-pPr ¥
Ny = quqs - - - - BEulonces, pps...patisds - .. 1 €5 la
descomposiciéon buscada del namero N. De tal mode, la
posibilidad de descomponer gueda demostirada,

Pasamos a demostrar la unicidad de la descomposicion.
Aceptemos que se nos hayan dado dos descomposiciones del
nimero N en factores primos: pype. .. Pr ¥ 6z -+ - 4
i videntemente,

PiPs -« - Pr = G2 - - - 4¢ (Demost. 2)

Como g¢y . . - ¢; s divisible por p,, entonces, de acuerdo
al teorema anterior, al menos uno de los nimeros de @,
Gar . - .» G serd divisible por p,. Aceptemos que gy : by
(el hecho de que consideremos divisible por p, precisamente
al primer factor del segundo micmbro de (Demost. 2) no es
ninguna hip6tesis complementaria, ya que lenemos derecho
a cambiar de lugar los factores y designar por ¢ precisa-
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mente a aquel que es divisible por p;). Dado que el nimero
¢y 65 primo, entonces, eslo es factible solamenle para p, =
= g,. Simplificando por p, la igualdad (Demost. 2), obtene-
mos

PaPy++ « Ph = qaa « » - 1. (Demost. 3)

Iin forma andloga a la anterior nos convencemos do que uno
de los nimeros de ga, ¢3, - - .+ g (por ejemplo, g;) es divi-
sible por p, v, por €so, py == ¢g. Simplificando la igualdad
(Demost. 3) por py disminuimos la cantidad de factores de
sus miembros adn en una unidad. Tal proceso de simplifica-
ci6n, evidentemente, se puede prolongar hasta que uno de
los productos quede completamente simplificado. Sea el
primero en simplificarse el producto ubicado en el primer
miembro de (Demost. 2), El producto ubicado en el segundo
miembro de (Demosi. 2) también (uedaria Integramente
simplificado, de lo contrario obtendriamos una igualdad
del tipo

1 =gpprv00qun

cosa imposible, ya que la unidad no es divisible por ningiin
nimero primo. Con lo cual nosotros obtenemos también que

D1 =Gy Pz = gy + o sy Do = Gps»

Bl teorsma gqueda enteramente demostrado,

15. Sean pmpgr. .. p¥h y qhgPe. .. 9§, respectiva-
mente, descompesiciones canénicas de los nlimeros ¢ y b;
y d, un divisor comin de ellos. Si d % 1, serd divisible por
wi numero primo p. Entonces, de acuerdo al teorema 3,
a: pyb: p,demanera que p se halla tanto entre los nume-
r0S Py, Pa; . - -» Prs Como entre 1os gy, g, . . ., g;. Por eso,
entre los nimeros primos que integran la descomposicidn
candnica a habra uno que integre la candnica b.

A la inversa, si @ y b son primos entre si y p integra la
doscomposicion candnica e, entonces, b no serd divisible
por p y p no inlegrard la descomposicién candnica b.

16. Necesidad. Como a ! P (i=1,2, ... k),deb:a
oblenemos lo requerido medianle la simple referencia al
Learema 2.

La suficiencia se demueslra por inducecién. La divisibili-
dad b : p*! es una de las condiciones. Supongamog estable-



cido ya por nosotros que
bipT vl BYE (ALE<E).

Ademds, disponemos de la divisibilidad b: pgir. Como
los nimeros p3t . . . pft y Pt , segin el leorema anterior,
son primos enlre si, nosotros podemos emplear el corolario
del teorema 11, por el que
bipf ... PRI

Asi, el paso inductive queda fundamentado.

17. Necesidad. Pongamos que a : b. Del teorema 13 se
deduce que cada divisor primo b es un divisor primo de a.
De tal modo, b posee la forma

Pt ... pi,

donde 0 << By, 0 << Bay - - -y 0 << Pi. Supongames que fi; >
> o,. Como

Lr 4TI s £ o 153 oL
" 2 R A P3E ... BR

T p?]pgﬁ pgh T Pllh—mtpg‘z th

es un numero entero, el niimero del Gltimo quebrado debera
ser divisible por el denominador v con mas razdén por pli—=,,
Pero entonces, segin el teorema 13, al menos uno de los ni-
Ieros ps, . . ., Pr, deberd ser divisible por p;, lo que no
puede ser. Quiere decir que f; << «,. Como para nosotros
es] indiferente la numeracién,de los divisores primos de a,
hemos probado con ello que también B, << @, . . . Pr < @y
La necesidad guedé establecida.

Para demostrar la suficiencia seialamos que si b tiene
la forma indicada, entonces

a ;bp?l—ﬁlp%:s‘ﬁa . p::h_ﬁh.

18, Escribamos la descomposiciéon candnica de los ni-
meros m y &

m=pi ... P t=qi" ... .

Escojamos enlre los primos py, ..., p. aquellos que
dividan f, o sea, que se hallen entre ¢y, . ... g; Para ser
precisos, aceptemos que p;, ..., P, sean respectivamente

6—01310
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imuales a . i Pongamos entonces gue
T = P . T 3
Bla= PU cen Pyt ¥ M= p ol PR,
Segfin ¢l leorema 15, (my, &) = 1. Ademas, Lomemos el
nimero nalural & que no seria inferior a ningnni de las rela-
riones
oy

EL
By © 7T BT

Tisto significa gne pava ¢ = 1, o, o 1y kP 22 0 por
lo que, de acuerde con el teorema b I T

19. Necesidad. Sean
a=mg +r O<r<cm), (Demost. 4)
b=1gs+re @O ra<<m) (Pemosl, )
Como @ vy b son equirresiduales, r; = ry. Esto significa que
a—b=mh — G
os decir, (@ - b) n.
Sutieiencia. Sea (@ — b) i m. Dividiendo « y b por m
ohtenemos (Demost. 4) v (Demosl. 5). Ademais,
a—b=mlg —g2) + 1 — T
es decir,
(@ —b) —m (g —¢s) =710 — Ta
Segn ol teovema 6, (r, —ry) i m. Pero |ry —ry|<<m.
) wea, que por el teorema 4, ry — 71y = U 0 1y = rg. v esl0
¢s precisamente lo que se pedia.
20. De la condicion a base del leorema 16 tenemos
ay —=by+ maq,
&, ==l e ang, (Demosl. 6)

a'ﬂ :hn "'_ m“?n‘

Sumando miembro a miembro estas igualdades. después
de simples transformaciones, obtenemos

{.51 - '3:5_1_'--_;_”'n)_'[hl+b:'._:'_--- + bn) =¥
=m gy | g -« .+ Qu)s
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que por el teorema 19 significa que procisinente Lix sumas
son equirresiduales,

Para demostriar que lox produclos son equirresiduales
senalamos la siguienle idenlidad:

(k + bm) {p + gm) = kp + (pg + Ip | lgin) m.
De ella se deduce que el produclo de dos numeros del género
a -+ bm resnlla nuevamente un niomero del mismo género.
Por eso, razonando inductivamentie, nos convencemos de
que ¢l produclo de cualguier cantidad de niimeros tipo
a -+ b es wn nimero de igual lipo,

Multiplicando término por Lérmino todas las igualdades
(Demost. 6) y aplicando al segundo miembro los razona-
mientos efectuados obtenemos

@389 . . -ty = bibs . . by + mi,

donde ¢ es un nimero entero. De tal modo, ¢l hecho de que
los productos son equirresiduales queda probado.

21. Necesidad. Si el algoritmo descripto es un eriterio
de residuos equivalentes para la division por m, entonces,
para ella, tambida los nGmeros 4 v £ deberdu ser equirresi-
duales. En particular, esto serd asi si 4 = + b Pero
esto significa que 4 — b = ¢ : m,

Suficiencia, En nuestras designiciones 4 — b = at,
es decir, los ndmeros A ¥y b son equirresidunules en la divi-
sion por m. Si ¢ | m, entonces para ésla, por el corolario
del teorema 17, ellos también son equirresiduales. Por ese,
en este caso, In sucesion Ay, A,. ..., constrnida con el
algorilmo. estd compuesta por ndmeros que son equirresi-
duales en la divisién por m. Asi pues, el proceso de construc-
cién de dicha sucesion es eriterio de equirresidnalidad para
la division por m.

22, Necesidad, Si el algoritmo descripio es realmente un
criterio de equirresidualidad para la divisibn por m, el
mismo, en parlticular, también deberd ser aplicablo al name-
ro A =1"+4-a, Aqui, f{(4) =a,+ 1 y la ocquirresi-
dualidad de los nimeros 4 y  (4), en la division por m,
significn que (" — 1) ¢ m.

Suficiencia, Sea A 22 t*. Enlonces, do lo delinieion de
Ia funcion f se dedprende que

A— f{A) =, (t?m_ 1) i_a'ﬂ—j (1“—""—”— 1)
e a (B - 1),

5%
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Aqui, cada sumando (véase, por ejemplo, el problema 22,
p. €)) s divisible por #* — 1. Lslo significa que si
(t* — 1) i m, también A — f (4) % m. La equirresidualidad
de los restantes términos de la sucesién (3.4) y también de
sus términos, si ella comienza por el mimero A <C i*, se
desprende de su construccidn.

28. Necesidad. 1in el caso de 4 = t* 4 gy, Ja cqui-
rresidualidad de los nimeros 4 y f (4) =ay — 1 en la
divisién por m, nos da (t* -+ 1) m.

Suficiencia. En nuestro caso tenemos que para A > ¥

A—](A)= an (B 2 1)+ @pq (D F ) ...
ceeta(t*41)  (Demost. 7)

(aqui, el signo «més» se halla en el término que corresponde
al coeficiente impar con k como exponente, y el «menosy, al
coeficiente par), Segin los p. e) y f) del problema 22, la
oxpresién t*" + 1 para un 7 impar es divisible por /* + 1,
y la #* — 1, para un r par, también es divisible por & + 1.
Eso significa que si (¢ + 1) ¢ m, en (Demost. 7) cada térmi-
no es divisible por m, contando desde la derecha, y, por
lo tanto, también lo es toda la diferencia A — f (4). Asi
pues, los nimeros 4 y f (4), en la divisién por m, resultan
equirresiduales. La equirresidualidad de los términos restan-
tes de la sucesién (3.4), asi como de los propios términos de
esta Gltima, si ella comienza por el nimero A < t*, se
desprende direclamente de su construccion.

94. La demostracién se efectiia en forma inductiva por «.
lara a =1

@ —a=1—1=0,
y U: p.

Supongamos que ¢’ — ¢ es divisible por p y demostremos
que (@ + 1)? — (¢ + 1) también es divisible por p. En efec-
Lo, descomponiendo (a + 1)P por la formula del binomio de
Newton 1ienemos

(a+1y—(a--1)=a" + ChaP~' - CiaP2 ...
oo a4 1—a—1=0d"—a+ C;,a"”i - Cﬁap-‘i-i_ .
P 0 g 7 (Demost. 8).

a? — a es divistble eutre p por hipotesis. De acuerdo con el
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corolario del teorema 13, €% (1 <Ck << p — 1) igualmente
es divisible por p. Por consiguiente, entre p es divisible
cada sumando del segundo miembro de la relacién (De-
most. 8), de ahi que (teorema 6) también lo sea loda la
suma.

Hemos fundamentado el paso induetivo y demostrado
todo el teorema.

Corolario. Por el teorema de Fermat

@ —a=qg(pP? —1): p.

5i @, en este caso, no es divisible por p, segln el teorema 13,
por p deberd dividirse ar- — 1.
25, Sean my = p¥ ... p¥k y my = qf ... g8 Por el

teorema 15 cada uno de los nfimeros p,, = . ., pg es diferente
de cada uno de los nimeros q,, . - .. q; Quicre decir que Ja
descomposicién candnica mym, serd p@r . .. p¥gh . gfyf .
Por eso

@ (mymy) = pf* ! (py—1) ... pir=1

X (Pa—1)-¢"  (g—1) - gp~ (1),
es decir,
@ (mams) = @ (my) @ (me).
26. Demostremos al principio en forma deductiva segin
o, que a”® 'P=H—{ es divisible por p%. Para o =11Ia
afirmacién demostrada, evidentemente, es corolario del teore-
ma de Fermat, cuya certeza ya fue establecida. De tal modo,
la base de la induccién gueda demostrada.

Supongamos ahora que (2®*'-D . 1) i p* y exami-
nemos la expresion a”*®-1— 1. Nosotros deberemos de-
mostrar que ella es divisible por p=*™, Pero

apﬂ(n—n_1=(¢p°°'itp—n)v_1_
Dado que aP® '@ -1 — 1, seglin hipolesis, es divisible
por p%, el nimero @?*'("-HYtiene la forma Np* +- 1. Esto
significa que

a? - =(Np*+14)’—1,
es decir, por la formula del binomio,
a?™r V1 ;anmp+cgfvp-1p«rp-s) L B

e+ OB Npa 41 —1.
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131 primer sumando de la filtima suma es divisible por p=+!,
yva que lo es por p#' v ap 2»a <=1, Tin cada uno de los
siguientes sumuandos p — 1 de esta adicion entra p con un
exponenle no inferior a o, v ademas, ef coeficionte bino-
mial que, en vigor del corolario del teorema 13, cs divisible
por p. Quiese decir gue cada uno de estos sumandos Lambién
es divisible por p**1 Por iiltimo, la diferencia 1 — 1 =0
puede ser suprimida  DPor eso, segin el leorema 6.
(Pt — 1y =t De tal wodo queda analizado el caso
en que el nimiero m posee solamenle un divisor primo

Snpongamos ahora que el teorema de Enler fue demostra-
do para fos tidices my y ma, siendo ellos primos enlre si
Demosbremos osle Leorema para el indice m = myn,, Si
lnego  admitimox que m, = pft . . pEt Yy my = pii
entonces, con loda evidencia. nosotros oblenemos, precisn-
mentke, el paso indnclivo indispensable para dar [in a la
demostracion del Leorema, Asi, demosirenios la aliemacion
eiinuciada.

Scau los ndmeres g y m primos eunlre si, Ontonces o
seran, ademas. ¢ v m,. Quieve decir gue a+™2! v miy también
son primos entre si. Por eso, segin hipolesis,

({;'I“‘“E])'ﬁ’””l b | — g¥tmuwimg) | — @itipmsl 4 - gWim) 1

es divisible por m,. Dxactamento de igeal manera nos con-
vencemos de gue ™ — 1 es divisible también por m,.
Pero coma los nmeroes my y m, son primos enlree si, a®™  —
— 1 es divisible ademas por su producto, o sea, por m. 1l
leoremsa de Kuler queda demostrado.

27. Sean

ey —y (m) g+ n
by = @ (m)gs |- 1.
i lowces,
ah — AL (a'f-‘-”‘i’)”'a’.

A base de los leoremas de Buler ¥ 20, @971 g7 ex equi-
reesidual con g en la division por m. De modo andlogo se
establoce que en esta dividién gon equirresidnales fos niime-
ros @bty a" listo significa que también los wimeros o'
vt son equivresuduales en Ya division por m,

28, Hallemos al prineipio por lo menns una resolucion
gx’, 4') do esta ecuacion Lividenlemente, para esto ex suli-
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ciente encontrar tal nimero 2 que (ar' — ¢) i b, Por el
teorema  de BEuler (@@ — 1) ¢ b, Quuere  decir que
{ca¥® —¢) ! b y que el nomero ca®=1 g0 puede lomar
como x’

Sean ahora (&”. 1”) cualquier olra resolncion de la
ecuacion ax -| by = ¢. Mostremos que los nlmeros oy Er
son equirresiduales en La divisidn por b. En electo, aceplemos
que

ax’ by = ¢,
ar” -+ by = c.

Restando Lérmiuo por término la segunda igualdad de la
primera ohlenemaos

fl(_x' s 1:«) = b(y! sy yn} - 01

de donde a (z' — z")i b. Como por condicion a y b son
primos entre si, segin ¢l teorema 12 (2" — 27+ b, y nos
gqueda citar el Leoremn 19.

De tal modo, lodos los valores conocidos de z se ha-
Jlan entre los nimeros

Xy = ca®® -1 4. b,
Pero (zay — ¢) : b, asi que, suponiendo
Xy
Hll{f.l'l
Hr= b e b

obtenemos que todas Jas parejas de nimeros z;, ¢ jyp on
resoluciones de nuestra ecnaeidn.

29, Considerando yue m y 10 son primos eutre si, los
nameros 10a - b y (102 + b) 1091 | segln el Leorema
15, resultan equidivisibles por nt. Pero

(10a + b) 10wt = f0e™ g o 40w b,

asi, de acucrdo a los Leoremas de Buler y 20, 1la + b es
equidivisible por m con el nimero a - fb.

—ante 11—

—al,



KRESOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS

I. 0 =a.0 para cualguier a.

2. a = 1-a, quiere decir que @ 4 1.

3. Sea 1 a. Listo significa que para determinado ente-
ro ¢, 1 = ac, de donde se deduce que |a¢| < 1. Y como a 7= 0,
a = 1.

4. s suficiente tomar cualquier ¢ > 1 y poner b = ac.

5. En calidad de tal b se puede tomar, por ejemplo, 2a.
Sea en este caso que para determinado ¢ también 22 " ¢ y
¢ i a. Asi, hallaremos tales d, v d, que 22 = d,c yc = d,a.
De aqui se deduce que 2a = dyd,a 0, despuds de simplili-
car por g, que

2 — dlda'

Pero para los enteros d; y d, lal igualdad solamente es
lactible cuando uno do estos niimeros e8 igunal a 1 y ¢l otro
a 2. Si d; =1, entonces ¢ = 2a = b; pero 81 d, — 1, en-
tonces ¢ =4.

6. Las demostraciones no se diferencian em nada e las que se
hacen en .l caso de divisibilidad comin.

7. Sea n un namera [ijo mayor que la nmdad. Supongamos que
a3 b 81 hay un enlero ¢ tal,] que 2 = be y ¢ < n. La jusleza de los teo-

T
remas anitlogos a los 1, 3 y 4 se comprueba sin dificeltad. No obstante,
gi admitimos que a = nb y b = ne, entoncesa P b y bic En este caso

n "
a = n?% y, dado que n?® >> n, lo divisibilidad a? ¢ no tiene Ingar. Asi,
&
tampoco o tene (¢ 4 a) i b.
i

8. a) Scan a, y @y dos numeros minimos. Por la dicotomia, o bicn
@y == a5, 0 bien g, == a;. Si e, == a,, entonces, debido a la pequedez
de 2, tenemos a, = aq. Si ¢, = a;, entonces, debido a la pequeficz de
g, Lomamos & = 4g.

b) Sean ¢ un numero determinado, & y by los dos inmedialos ante-
riores. Por lu dicotamia, o bien &y 2= ba, 0 hicn b, == by, Para concretar
aceptemos que &; = b, Nosolros tenemos que a == b; 22 by, ¥ como
el nimero b, es ci inmediuto anterior de @, o bien b, = @ o bien b, =
= b, Pero por requisito by %= a; quierc decir que b, == &, y la unici-
dadJexigida queda demostirada.

¢) Se Hama nimero inmediate posterior de « a uno b, tal que b >a
y b=a, vy de b=e2=ase deduce que o bien ¢ = b, o bien ¢ = «.

Supongamos que cierto z ne tiene un niimero inmediato posterior.
Bsto signifien gque para cualquier a,, = a y diferente de a, se hallard un
iy diverso tanto de a, como de a, tal que a2, = a, 44 > a- Tomamos
ahora un a; > a arbitrario y distinio de a (en vigor de 2° esto se puede
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hacer) v partiendo de &l construyamos la sucesién infinita de niimeros
diversos
028,22 000 Z AR Zufpe-. =0

La propia existencia de esta suicesifn contradice a 4° Por consioniente,
el niimero inmediato posterior existe. Aplicando la dicotomia se esta-
blece su unicidad. como se hizo en los puntosa) y bY #

9. La propiedad tramsitiva (3%, lo ilimitado del conjunto de niime-
ros (5%, la propiedad 4° vy la existencia del nimero inmediato anterior
(A% siguen en vigor Ta dicotomia se sustituye por tricotomfn (o hien
n>b, o hien b > a, n bien a = b).

Ta propiedad reflexiva (1% resulta incorrecta, ya que a2 > a
nunca es cierto.

Por fin, 1o que conrierne a Ia afirmacién 2° formalmente sigue en
vigor (aunque. pudiera ser, que tamhién nos parezca un tanto paradd-
jico).

En efecto. ripurozamente hablando, esta afirmacién en mnestro
caso se formula asi: para los miimeras naturales cualesquiera a y b,
der > by b > asededuce quoa = b.

Supongamos que esta enunciacién no es cierta. Futonces hallare-
mos tales niimeros naturales a v b que al mismo tiempo e > b, b > a
y @ == b, cosa imposible. La contradiccién obtenida demuestra que
nuestra afirmacion es correcta,

10. Admitamos un conjunto ordenado por In relacifn &, poseedora
de laa propiedades 1°—7°. Como ya [uera establecide, el conjunta tiene
nn elemento minimo. Llamémoslo g,. De log resultados del problema 8
se deduee que cada elemento tiene su inmediato posterior Designemos
por a, ¢l elementn que es inmediato posterior de a,, por a, el que es in-
mediata posterior de ay. ete. Como resultade chtenemos la sucesion

g, 04, ﬂg| - m {R 1‘

donde para cualquier 7, ayay & a,. Del heche que Ia relacién & es
reflexiva y transitiva se dosprende que ¢; & a; finien v exelusivamente
cuando ¢ = j. Nos queda mostrar que la suersién (R.1) abarea todos
Tos objetos examinados por nosotros, Esto se legra por induccién con
un razonamienfo muv sutil.

Supengamos que &, no pertenace a la sucesifn (R.1), Considerare-
mos coma primer paso de nuestro Tazonamiento por induceién la oh-
tencién de este b,. Aceptemos haher efectuado n de sus pasos, a resulias
de los cuales hemos obtevido determinado elemento b,_;.

Si b,.y = a,, consideraremos ferminado nuestro procese;!ipero
8i by 5= @y ontonces, el elemento b,_y tiene un inmediato anterior,
qite para nosotros serd, precigamente, b, En conclusidn, obtenemos la
sicesién  de elementos diversos '

by =ty &by & oo by s

A basp dn 4° osta sucesidn deherd tener un tirmine dltimo. Pero
por el mismo principio do st congtriceidn tal término puede ser soln-
mente a;. Sen, para ser precisog, by — a2,

Na eg dificil comprobar gue si determinado a es el inmediato ante-
rior de b. entonces b es el inmediato posterior de @ Quicre decir gue
b1 = @y bpog - - by = ay.
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Lo dillimo sigmifica que b, pertenece a Lo sieesion (R-1), pero eslo
conltidice o Lo hipolesis Por consiguiente, ta sieesién (4.1 couliene
lodos Lo ahjelos exammados por nesolros.

17, Sea u cievio whmern, CJ:mlt[ttier sucegion de pameres diversos
@y "ot @y, A, .ty para los cuales

Ay § ) & Qg & oo u & (i, {R.2)

donde ay es mfnima, en ¢l sentido de To ordenacion &=, serda  lamada
caderia de anteriores de agi el niimero » se Ylama Jongttud de esta cadeni.

Mogtremaos al primeipio que para las condiciones que nosotros le
impusimos i ly ovidenacitn &, cada nimero conereto nu puvie lener
cuplguier canlidad de videnag lorgas de anteriores.

En vlecto, sea a delorminado nfimern y by, bg. o4 . by, 848 inme-
dialos nnteriares

Sioag no ey inoediado anterior de ay, a base de 97 podeniys cofocar
er la eadena (8.2) v niimero gue sea inmed iato anterior de a. Por eso, si
hay cadenas de anteriores e @ tan largas como se quiera, deberdn exislir
también Litles cadenas e unteriores tan largas como se quiera que co-
muencen desde lus nomeros inmedialos anteriores de a. Ln adelante
vamos 4 examinar solamente tales cadenus.

Cada cadenn de anterioves de ¢ es mis farpa exactamenle en una
nniladd qie cieeks eadena do anteriores de une de los niimeros inmedia-
Los anteriores. Siocada uno de ellos tuvieran cadenas de anteriores de
longitnl limiada, entences el propio & no podria tener cadenaz de
anteriares lan largas eomo se quiera.

Quicre decir que para nwestra hipotesis, por lo menos une de los
niuneros snleriores inmediutos de ay posee cadenas de anteriores lan
largas como se quiera. Designémoslo por «; v repilamos, aplicando a él,
ledos lus razonamienlns qiie acabamos (e hacer, Esto nos da cierlo
namern 1y, anterior inmediato de @, gue tiene cadenas e anleriores lan
largas ¢omo se quicra. Repitiondo este proceso Hlegamos a la sucesion

Ay =y g & .Y
o

la eual, en vigor e 47, tarde o temprane deberd cortarse, lslo signi-
fica que la sueeston va a tener tal (érmine, al enal nuesiros razona-
mientos ya nn seridn aplicables. Pero la aplicabilidad de los razona-
mientos n cada (éemine subsignionte de la sucesidn ya fue establecida
por nogoires. La contradiceitn oblenida muosstea que ningdn nimero
posee cadenas de anteriores lan largas como se quicra.

Poyr congiguiente, para ¢ada nftmero e se puede clegir enlre sus
cadenas do anteriores 1o mds large. Designemos su longitud por n(a).
8i el anterior immnedinlo de f os a, entonces, evidentemente, 1 (b) =
— nla) — 1,y para lodos lng ¢ minimos # (a) = 0

Sen A {a). por fin, an enuaciado dependiente de 2. Designemoes por
I Ga) ol enunciinhie «4 (0) vs elerka pars fodos los niineros a. para los
cuales o (@) <= Bnlonees, como es (aeil de ver, 1o formulacion del
principio de iniecion en Ly nueva [orma para las afirmaciones A4 (a)
comeide con wn fovinilaeidn en Is forma viejs pars Tas aficmaciones
B (.

72. o) Sean cnales fueran lus niunerog pares # v b, exislen lales
pares 4y r. que
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i = .‘yq -F-— r [“ &-’ el 2b).
Lslog nmeras ¢ ¥ £ son fineas,

Demostracion. DMivilimos cesidngdmente q por 26, de la mauer
liabitual:

@ =260 +r (O r< 2 (It )
En este caso g y rson delenminados unjvocamente. De la paedad de a
vy 2bg se desprende la paridad de Ll diferencia de ellos, es deewr, del
anmern ro Noas queda, tolocando gue 2q — g’ volver a eserthie (13).
en la forma

a =gl -+ (0= el A
¥ obhservar que amhog namaeros g* ¥ £ son paves ¥ se deterimnag de un
solo mude.

738, Sea p el minimo divisor primo del ndmero a. e
acd se deduce gne a = ph. Cnalquier divisor primo ¢ del
namero b es Lambién, al mismeo tiempo, divisor de a. Por
esa, g == p, 0 sea, Lambién b > p, asi, @ = 7, v, por Iin,
p< | ua

14. Sca py, Pay -+ Py 1a velacion completa de todos los
nameros primos que enlran, al menos, en una de las des-
composiciones candnicas de @ y b. ongamos qne

oy s %
@—pLpz° et
JI
b= p'; ‘pE' < aie pf’t.

(Si @ no es divisible por p;, entonces o, — 0151 0 no esdive-
sible por py, enlonces f, = 0.) Sea y; el mayor de losnine-
ros e oy y By para @ = 1, 2, ..., by y §; el menor de ellos,

Entonces. a base del teorema 17, el miximo comin divi-
wrdea ybespd phe plh, ¥ su mintmo comiin mul-
tiplo,

\ .
p;’t piz o LA

15. Como se deduce del teoresn 7. cada divisor del nionero o,
con descomposicion candnica p$'p%e . . pfk. deberd aduptar la for-
ma pfl, o _pE", donde By toma los valores ce 410 1, 2« oyl

fig. los valores ey &+ 1. etc, Ya que son posibles cnalesquiers comhina-
ciomog de estos valores v ellas nes daw todos log divisores de e, apare-
ciemlo cada ung unn sola vez (si cuanlguier divisor serepiliera varias
veees, aigmilicarfa que ¢l Lene varias  descompogicinnges candnicns),
¢l nitmnere do Ltales divisores @ es wginl o

(o, + 1 (g 1) ou. (g -+ 1.
16, Admitamos gue la deseomposicién canonica dua sua p¥ip$2 . .
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. pg* Ewidentemente, podemos poner que = 2. oy = 2y py = 3,
ey == 1. Prosiguiendo, obtencmos:
(g 4 1) (a4 1) o oo (o 4+ 1) = 14,
dedonde k= 2, 2, + 1 =7y as -+ 1= 2. De tal modo, ¢ = 28.3 =
= 192.
17 Nosolres lenemos!
T (@ = T (pP*p2*Y) = (2a; + 1) {20y + 1) = 81,

asi que (2%, + 1) (223 + 1) es la descomposicién del nimero 81
en dos factores Como la numeracidn de los divisores simples de a de-
pende de nosolros, limitémonos alfexamen de las siguientes posibilida-

des:
20y +1 =1, 20ty + 1 = 84;
26, +1 =3, 2ay +1 =27
2ny 1 == Q, 20, +1=0.

lin el primero de estos casos oy = 0, lo que contradice a la supo-
sicion de que el niémero &, cs positivo. En los restantes,

B aci
Quiere decir que, o bien
T (@ =1 (p{™p3*?) =1 (p§p3") = (3-+1) (30-1) =160,
o bien,
v (%) =7 (pI* p3%e = (p} *ps?) =13-13 =169,
13. Sea pT1p%2 .. pf" la descomposicién canduica del nlmero 2,
La condicion del problema nos da

PTPSY ... pRr =200 H1) (ot 1) oo (@nt-1),

E=11

24
A L 3
Oy 14 @1 k41
Sefinlamos que

(R.5)

2 P o0
e sl gt e il L
1 , 3%
1< i+1<2<a—1—1 (Q._-Z)v

T il (p=5, @ =1).

Por eso, en ¢l primer miembro de (K.5) cada gquebrado no es infe-
rior a uno y, naluralmente, ningnno mayor gue dos. O sea, en el primer
4
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miembro de (R.5) dimicamenle pueden haber guebrados del siguienle
conjunto:

20 22 3 8
T+1* TF1° 3717 1110

ademas, su producto es 2. Pero esto silo ocurre en (os circunstancias:
cuando en el primer miembro de (R.5) se halla solamente un guebrado,
55 o -

2 2 3 . N
571 o dos, my m Ambos casvs corresponden a las dos
respuesias del problema: 8 y 12.

19. Escribamos la descomposicién candnica del nimero a:

e = pft...pEh
utonces,
a? = pf%l ... pg%k
y de acuerdo con (R.4) (problema 15)
Ty (2 1) Cot)
@ @D @k tD "

Es fdcil ver que cada quebrado (2a; -+ 1)/{= + 1) crece (aproximin-
dose a 2) con el aumento de oy, de modo que el minimo valor de este
guehmdo serd alcanzado cuando ¢; = 1 y constituird 3/2. Esto quiere

ecir que
t(a%) . [ 8"
T (a) ”’(Tz’) ‘

Esld claro gue siendo k suficienlemente grande, (3/2)» > K. Para
eslo basta con tomnap

log K
~ Tog372°

Por ejemplo, cuando K = 100, es suliciente lomar k > 2/0,18 =
= 11,1; como & Lliene que ser entero, podemos tomar k = 12.

20. Para la divisién par, los teoremas andlogos a los t11—14 dejan
de ser ciertos. En efecto, los niimeros 30 y 42 son primos en paridad.
El minimo par mialtiplo es 420, y el producto, 1260.

Prosiguiendo, 60 = 6-10 es divisible en paridad por el niimero 30
primo en paridad; 6 y 30 son primos en paridad catre &i, y 10 no es
divisible en pariliad por 30,

Por fltimo, B0 = 610 = 30-2 son dos descomposiciones distin-
tas del niimero 60 en factores primos en paridad.

21, a) 116 es equirresidual con 4, y 17 con 1, en la divi-
sién por 8. Quiere decir que 4 lo es con 5% = (5%)'°. 5.
Pero en esta division, 5% = 25 es equirresidual con la uni-
dad. Por consiguiente, en la divisién por 8, 4 nos da el
residuo 5.

b) 14 es equirresidual con —3 en la divisién por 17.
Por eso A es equirresidual con (—3)%8 = 320 — (33)86.3,
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Pero & lo podewmes sustituir por 10 10873 = (10#y2 %

30 Luego, 10% ey equurresidual con ¢l phwern —2, y 2
con —1, on la division por 47. Quiere deetr que 4 es equi-
prexidunl con (—2)%2.30 = 212.30 = (2419.4-30 = (—1)!X
< 480 = 120. Lero el dltimo nimero al ser dividido por 17
da comwmo residuo 1.

22, u) Sea uy el residuo de dividir 1 por 6. Entonces wuy
piede Lomar Jos valores 8, 1, 2. 3, 4, v o, mienlras 2]
|- 4Lz, es equirresidnal con # | Un en fa divisiéon por 6,
O sea. debemos probar la divisibilidad por 6 de los nlimerosx
0, 12, 30, 60, 108 y 180, Todos etlos son divisibles por 6.

Para oblener el mismo resultado Lembién es posible uli-
lizar consideraciones mas particulares. 11 nhmero < 1n
es equirresidual con el n® - 1ln — 12n = n—n=
= (n—1)n - (e+ 1 en la division por i, Pero de les
tros nimeros vnteros sucesivos n — 1, » ¥ n - 1, uno al
menos o8 par (vale decir, 3 divisible por 2) y uno es divi-
sible por 3 con exactitud. Esto significa (regun el corolario
del teorema 11) gque el producto de estos tres nlineros es
divisible por 6. A proposito, hacemos nolar que

-16 (n—1)n(n-+1)=Cii.

by Para n .22 (empleando la formula dol binomio):
ML —1-:@3+1D +1m—1 =
e g — 10N - L 4 BCRT + aen-t - 1+
4 A5H == | — @3- £ 8L L. Cu—)+18n,
vy ambos sumandos evidenlemente, son divisibles por 9.
Pars n - 1 nuestra expresion es igual a 48 4 15.1 —
— 1 =18,
¢) La demostracion se efectia por indueeion.
Para n =0

-1 =10t =1 =9 y 3™ =14,
Sea ine shora Liene lngar la divisibilidad
(0" — )i §ee
nlonces,

S | (LR = 12 = (108" — 1) (102" 407 - 1),
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Por hipolesis de induceidn el primer factor del segundo
miembre es divisible por 3% Podemos sustituir Tos dicces
del segundo factor por las unidades que en li division por 3
son equirresiduales con ellos; el ndmero 3 oblenido muestra
que el sogundo factor ex divisible por 3. Por consigutente,
todo el producto es divisible por 3" — J00i20 giendo
esto precisamente lo que se pedia.

d) a* evidenlemente es equircesidual con o -1 en la
division por a® — a -+ 1. Quiere decur que g+ 4 (a—1)+2
es equirresidual con

a2t _}_ (aa)me — g + a2t it (1 .]l_ a‘*) -
=2 (1 fa)y(1—a | a?),
siendo juslamente lo que se exigia.
e) (nt — 1) =@ — 1) (WL | nf=t .| w41,
f) (¥ 1) =(n+ 1) (8™ — ¥ L= ).

23, sea ~ nma relacion equivaleple en ¢l Gurjunty de nimeros,
Tomamos el niwero arbitrorio ¢ y examinimos wdos log nimeres que
le son equivalentes. Como o relacidn ~ es teansiliva Lodos ellos son
equivalentes cutee si, Designemos por K la clase de todos eslos ndme-
108,

Lstndiemos ahora el nimero arbitrarie b no pertencaenle a A,
Si Tuera b ~ ¢, donde ¢ vs clerte nigere de X, entonees también seria
b~ g, lo que os itopesible por fa eleceion de . Quiere decir que njn-
aquno de lus namerss ubicados fuera de K son equivalentes & nipguna
e tos gne estan en K. Por vonzigujente, K es lo clase de equivaiencia
(que contiene a,

Dado que ¢l nimero ¢ lue tomado por nosolres ahsohtatente aehi-
wario, los razonamientos efectnados muesteran gue carla nimerg per-
tenece a cierta elase de equivalencia. Usto es lo qie. precisanicgle, se
pedia,

24, No cabe duda que entre los pimeres 0, 1, _  w habrin dus
perienecientes @ oo misma clase., Bean ellos & v 10 ~ (. Hablando
en general, tales parejus de nimeres de yina misimg clise pueden m-
cltiso resultar varias. Blijamos aquella pava laenal Ta magnitud | & — 1)
sed miximi. Dado que —{ ~ —1, por condiciin obleuemos

h—1 e~ — =t
Luego, nosotros hallamos que también para cualguier » entern
nik—1 ~ 4.,
Tor fin, para cualguoier r
il —04-r~r,

es decir, de & == b (indd. k — £ se deduce gue ¢ ~ 4. De lal maners
log tipos de relacion ~ coulicaen integramente a lag clages de restos con
vespecto ul modulo m,
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Para que hubiera m clages de ~ equivalenles e3 necesario que cada
una de ellas contenga no wag de ua Lipo de reslos y que & — I — m.
25. a) Ambos miembros de la congruenuia y el modulo son divi-
sibles por un misme numero (se sobreentiende, diferente de cero).
En efecto,

ad == bd (méd. md)
gignifica que
wd — bd = (a — b) d i md.

es decir, (u — b) im, de donde ¢ = b (mdd. m).

b) Ambos miembros de la congruencia pueden ser divididos por
un numero primo con el médule.

Efectivamenie, si 4 ¥y m son primos entre si, enlonces, por el leo-
rema 12, de

ad == bd (mod. m),

es decir, de (@ — b) d im, se deduce que a— b im, lo que precisa-
mente se requerla.
26. Supongamos que

|l <hkolSp—1, kas==la (méd. p)

Bsto significa que (L — k) @ i p. Por cuanio z no es divisible por p,
{ — kip. Lo cual tampoco puede ser, yaque0 <<I —k < p.

27. Necesidad. Sea el niimerp p primeo. Tomemos O <X g < p.
Enire los nimeros g, 29, - . .. (p — 1) g se hallard exactamente uno
que al ser dividido por p nos dé como residuo la unidad. Aceptemos

que ial nimero sea gg:

qq =1 (méd. p). (R.8)
Por otro lado, entre los nimeros g, 2g, . . ., (p — 1) ¢ también pucde
existir sélo uno que al ser dividido por p nos dé como residuo ip unidad,
liste, segun [fuera establecido, s qq.

Aclaremos en qué casosq = g. En todos estos casos la congruencia

{28) se unota asj:

g* =1 (mod. p),
o lo gue es lo mismo,

g ~=1 =0 (mbd. p}).
listo significa que
¢F—1=@+1) —1:p

En vista de que ¢l numero p es prime, por el leorema 13 deberd ser o

bien (g + 1) i p, v bien (g — 1) i p. Como g se halla entre ceroc y p, el
primer ¢aso es posible iinicamente para g = p — 1, y el segundo, para
g — 1. De tal{modo, para p = 2 y p = 3]siempre serd ¢ = g, mien-
Leas que para p == 5, solamente en los casos ¢uandog = 1yg= p — 1.

Por consiguiente, para {: = 5, todos los nimeros restantes 2’ srwiey
.« +y p — 2 pueden ser unidos en pares (p — 3)/2 tales, que el produc-
o e loa nimeros componentes de cada uno de ellos, al ser divididos
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por p, dejen como residuo 1. Anotemos la congruencia del Lipe (R.6)
paru el lotal de dichos pares, agregando a esta lisia a congruencia
p—1=p—1 {(wdd g,

y volvemos a muliiplicar miembro a miembro todos los (p — 1)/2

obtenidos de las congruencias.
Como resultado de esta multiplicacién, en ¢l prsier miembro se

obtiene ¢l producte de lodos los némervs desde 2 hasla p — 1, y en
el segundo, p — 1t

23, . (p=A)=p—1 (mod. p),
o bien
123 s e fp=1)+ 1 =0 (mod. p).
La ullima congruencia significa que
1-2...(p—1+1lip,

v esto es precisamente lo que se exigia.

Quedan por verificar,los casos cuando p = 2 y p —= 3. Pero para
elles, evidentemente, (t :I— Ni2y @+ 13

Suficiencia. Siel numero p oo es primo podra ser descompuesto
en el producto de dos [aclores menores: p = pypa

Si py 5= pg, entonces, py ¥ pa entran Lambicn como faclores en el
producte 1-2 ... (p — 1} baciéndole divisible por pypy, es deeir,
por p. Aceplemos ahora que py = p, —= g. Entonces p — ¢* (o sea,
p es el cuadrado de un pumero primo). Bl ¢ > 2 cnlonees p > 27 ¥
en el producto 1.2 ... (p — 1) entran los laclores g ¥ 24, de mode
que queda divisible por 4%, es decir, por p. lin wmbog cagos 1-2 . . .
.« - (p —1) 4 1 no puede ser divisible por p. Para finalizar, s1 p = 4,
enlonces 1-2-3 — 1 = 5, ¥ por 4 no ¢s divimible,

25. TEOREMA . Sea m=pTip52. .. pff la descamposicidn capdnica
de m. Entonces, a fin de que los ntimeros A y I} sean eguirresiduales en la
division por m, es necesario y suficienie que ellos lo sean en la dupisign por
p?u, por pg-'z, sy JEOE p':_,f".

Demostracion. Nevesidad. La equirresidualidad de 4 v B en la
divisién por m significa que {4 — B) :m Ademas, (4 — BY p% (i —
=1, .... k) v los nimeros A y B resullan equirresisiales en la divi-
sion por todos los p%t

Suficiencia. Seanlos numeros 4 y B equirresuluales en la division
por cada uno de les pfh. Designemos por r; al residuo de la division de

Ay Bpor pif =1, 2, ..., K. Eslo sigmlica que

A =r; (méd. [J'E:'i:]. (B.T)
Supongamos que er adelante
m
o =™ te=i, ..., K,
2y

G=gi3id
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y multipliqguemos ¢l médulo y ambos miembros de la congruencia
(R.7) por my:

Amg = mgri  (mdd. ).

Sumando miembro o miembro todas eslas congruenciag, oblonemos
Ay rmg -0 Armp) =

aaty |- omigry ol oo A mpry (mdd. m). (1.8)
Como A ¥ # son equirresiduales en Ja davisidn por PR

F%, ablenemes también

Bgmy 1 my o0 |Fmp) =
gty A 0w o+ mgry (G m)e {IR.9)

[{est'iunln miemlire @ miembro la comgruencia (fLY) do la (R.8)
resulta

(A — B g F ma 4« o+ mprd =0 (méd. m),

ps decir, (A — B) (my+ mo-+ ...+ my) = m.

Pero lo suma my + mg -+ ... 4 my y m son primos entro s,
Bn efecto, g1 ella tuviera con m un ilivisor comun primo p é1 integriria
la descompogicion candnica de m, o sea, tendvia la forma p;. Pevo
cntonces seria divisible por él tanto loda la suma como cada uno e
jos sumandos,  exeepeion de uno, el my. cosa imposible.

Ahora sc pucde aplicar el teorema 12. por el que (4 — B) im,
es decir, los nimeros A v B son cquirresiduales en la divisidn por m.

29. a) Anotamos sisiemiticamente todas las igualdades gne des-
criben las divisiones residuales gque constituyen Ja aplicacion del algo-
ritme de Enclidez o los ndmeros & y b:

@ "‘_"I"qﬂ i Tl

b=rm+ s

Iy = Taijg 4T3 (1180
Tp—g=Fn1dn-11 n,
e — Tnin- |

Nosutros tenemos que ry_yir,. Junlo con rp_g = faoylp-1 + oo
esto nos A2 qUE Fy_g i Py Avanzando de modo anitlogo por el sislemu
Ao iguaddades (IHF);. hacin arriba nosolres ohlenemos, por lin, que
wirg ybir, Osea, qoer, esun divisor comin de a v b.

Sea d enadquier divisor comin de @ ¥ &. Junlo con @ — bgg + 1y
eslo nos da que ry fd. Avanzando por el sistema de ignaldades (RAD
hacia abajo, nosoires oblendremos sucesivamenie que ry i d, rgid, .oy

.,y o Quiere docit gue r, ¢s divisible por cualguier divisor cnmiin
e ey b, siendo por ello mismo su mdzimo comun divisor.
1) La demostracian se electia por induccion. Suponiendo 4, == 0,
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By =, A = 1, By — —gp, nesotros lenvmgs ry b= ady Fbby
¥y ryp— adyp + o8 Seau ahora

oy = A -1t —| Bh—lb-
ry — Akﬂ —1= Bhb
Pero, enlpneas,

Thta 7 Ppay o= Py Apey — gqpgAy) @+
b Bt — g1 E) D,

¥ & nosotrog nos queda poner
Apy — My = Apqa,
B = a8y = By
An ¥ B, resultan los numeros A y B buscilos,
B0.50 by ¢ sou primas enlre si, entonces, por lo expreste anferiors
mente se pueden hallae tales emeros £ y € e
bl 4 et — 1
o, despuds de maltiplicar por a,
abl + ael' = u,

ab i ¢ por condiciing ac . vode manera ovidente; o sea. lamhién a e
S1. Limitémonos a examinar el critero de pesiduos
oquivalentes al dividir por 8.
Presentemos ¢l ndmero natucal arbitrario A en la forma
1000 | b, donde 0= b <2 1000 (ex deeir, b es el niimoero

Lrinazio con ol que lemnina A) v

()=
h, st A 221000,

= ¢ al residno de la division de A por 8, ¢ 8<lA < 1000,
inndeterminada, TIPS i

32, Lamitémonos a examinar ol ertterio de equirresidna-
lidad, en ol sislema duodecimal de numeracion, para la divi-
sion por 18.

Sen A preseniado en la forma 144¢ -| b, donde O = b <
< 144 (0 sea, en cl sistema diwdecimal de numeracion,
b es la cifea binaria con la que lermioa ol numero 4 esepito
en esle sistema), y

[(A)=
b,
= ¢ al residuo de la divisién de A por 18, s1 18

P | "l!k ‘
A << 144,

o=

indeterminada, st A< 18.

g
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La verificacion de que el proceso de construccion de la
sucesion .4, f (4), f [ (1)), . . . realmente es un erilerio do
equirresidualidad, se clectfia de manera estindar.

33. Para aquellos m cuya descomposicion canonica fie-
ne] el aspecfo 2%-58,

34 Las condiciones a) y b) se cumplen aulomdtica-
mente. Por cuanto 100 y 1 son equirresiduales en Ja division
por 3, también lo deberan ser los nimerns 4 y f (4). Por
fin, el hecho de que para 4 > 3, f (4) <Z A, se establece con
un cdlento sencillo,

35. a) § (858 773) — 3% f(38) = 11; f(11) = 2.

b) f(4) = 4444-4 =147 T76; [ (17 776) = 28; [ (28) =
=40 f ({0) =1

30. Bt criterio de residnos equivalentes al dividir por 9
es andlogo al ya examinado de residuos equivalentes al
dividir por 3.

A lin de obtener el criterio de Tesiduos equivalenles al
dividir por 11 presentamos el nimero A en la forma

1028, - 102 —2q, _, + .. + 10%¢; + ay
donde 0 = a, <7 100, Evidentiemenle, tal exposicion con-

cuerda con la division de un nimero en «grupos» binarios
(de derecha a izquierda), Sea

fla)y=
ayt-a,+ ... Lag, si AZ» 100,

— J al residuo de 1o divisién de A por 11, si 1{ <A << 100,
indeter minada, si A < 11.

Nox queda sefiatar que en fa division por 11 los niimeros
Ay f{d) verdaderamente son equirresiduales y, ademas,
7 (A) < A

Olro criterio de residuos equivalentes al dividir por
11 se obtiene presentando el mimerc A en la forma

A = 10", + 10ta,, + ... + 104, 4 a;

y valiéndonos de la equirresidualidad de 10 con —1 y de 100
con 1 on la division por 11. Por eso 4 es equirresidual con
el nimero ay — @, + 4y — @3 + . . - == @, y la formulacion
del respectivo criterio de residuos equivalentes no presenta
dificultad.
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Por fin, dividiendo el nimero .1 en egruposy Lrinarios,
podemos presentarlo en In forma

108%q, + 108"-3g, , + . .. < 10%; + «,

(0 << a; << 1000). Entonces, A es equirresidual con la suma
ay + @y + ... + a, en la division por 37. y con la suma
de gigno variable ¢y — a, + ay — . . . == a, en la division
por 7, 11 y 13.

37, Como ejemplo examinemos el criterio de equirre-
sidualidad para la divisién por 8, en el sistema lernario de
numeracion. Presentamos para eslo un A arbitrario:

D™ - @y 30 o L @32+ g, donde 0 <5 e < 9.

Aqui, a; es la esencia del grupo binario en que se fracciona
al namero A, contando de derecha a izquierda.
Nos queda suponer (que

g4y fo.Fay, si A4,
f(f]]# 0‘ St .‘1 '_'.'8,‘

indelerminada, st A< 8

y efectuar los razonamientos estandar,

38, En el sistema de numoracion de base 6 o compueslo
de 6 guarismos: 3 (k= 1), 7 (A = 2), 45 (h — 3}

kin el sistema de numeracion septenarwo: 2, 3, 6 (& == 1),
4, 6, 12, 16, 24 (k =2); 171 (= 3);

En ol sisteraa de numeracién de hase Y o compuesto de Y
guarismos: 2, 4, & (k = 1); 5, 10, 20, 40 (& = 2); 7, 13,
14, 26, cte. (k = 3);

1in el sistema de numeracion de base 13 o compueslo de
13 guarismos: 2, 3, 4, 6 {(k = 1): 7, 14, 21, ete. (k = 2).

39. En el sisterua de numeracion ternario: 2, 4 (b = 1),
8,12, 24 (= 2): 13, 26 (k = 3); 41 (k - 4%

En el sistema de numeracién quinacio; 2, 3, b (& = 1),
8, 12, 24 (k= 2); 31 (b = 3);

En el sistoma de numeracién octonario i octineo: 3,8
(k=1), 5,13 (k=2),

En el sistema de numeracion deenmal 211 (k= 1)
101 (e =2 7, 44, 13 (k= 3).

40. Si los niimeros a y & son eqiirresiduales, enfonces
(@ — b) + m. Por eso, ea vigor del teorema Gy @ y 0 801 0 no
divisibles por m simultineamente.
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A v 5 oson equidivisibles pero no equirresidnales en la

divigion por 3

47, Supongamoes gque de la equidivisibilidad por m se
deduzea 1o equirresidualidad pacn Ta diviién por m Esto
sygnifiva gue fodos los ihineros no di\'iﬁihlvs por me Lendran
el mismo residuo at ser divididos por ¢l. Quiere decir gue
esle residuo deberd ser 1gual @ uno, psi r[ue m =2,

42 La rolacion de equidivigibilidad por m, evidente-
mente., o8 reflexiva (Cualquier ndmero es equidivisible coon-
sigo mismo al ser divisible por m), simélrica (si @ o8 equi-
divisible con 4, vatonces, & lo o8 con a) y transitiva (si
a es oquidivisible con b v b con ¢, entonees, ¢ fo es Lambidn
Gon c)

Por consiguiente, dsta es procisamente la relacion de
cquivatencia. Aqui todes los pameros divisibles por m
pertenccen o una elase v los que no, & olra,

48 s facil comprobar que cuando m 2 2 1 equidivisi-
lilidad de las sumas no se deduce de Ia (19 tos sumandos.

Para que la equidivisibilidad de log productor se des-
prenda de la de sus faclores es necesario y suliciente que el
nltmero m 8ea Prima,

15n electo, si uno de los productos es divisible por p
primo, enlonces, segiin cl teorema 13, al menos uno de sus
factores deberd ser divisible por él. Ademds, por p se divide
un factor de otro produclo que le es equidivisible y tambicén,
por lo tante, tode el producto. Pero si un producto no es
divisible por p, el otro lampoco lo serd (de lo conlrario,
i bage de lo gue acabamos de establecer, lambidn el primoer
producto seria divistble por p)

A lainversu, si el nimero p es compuesto Hos prodnelos de
faclores m[null\mhlt‘k pueden no sor ya equidivisibles. Ks
suficiente poner p = pypa {py == 1, py == 1), Enlonces, lod
umeros 4y pg. asi come log niimeros 4y gy serag equidivi-
sibles por p, micntras qoe los productes 1-1 ¥ py+pa. evi-
dentemente, no

44. Corolario inmediatofdel problema 36.

45. Bl camphimienta de las condiciones a) v h) es in-
dudable,

Sioen adelante g — b 7= 0, wo cabe dnda que § (AY <7 A,
Pere si%a — 26570, entonces, esladesigualdad puede sceque
no se cumpla, Enjeste caso, el médalo | o -~ 26 | alcanza su
valor miximo cunndo ¢ 0y & — Y vy es igual a 18. Por
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consiguiente, para 4 2 19, [ (A) << 4. La justeza de esta
designaldad para valores menores se asegura determinando
la funcion f.

Por fin, 10 4 0 es equidivisible con H0g - Db en la
divigion por 7 (ya que 5 y 7 son primos entre si) y, por to
tanto, con HUae + db — 7 (Ta + b) = a — 2b,

4¢. El nimero 15, al ser dividido por 7, da 1 como resi-
duo, y 1 —2:5 = —9, da 3.

47. La condicion ¢) f (4) << A signilica que & + 4b <<
<< 10a -+ b, o sea, 3b << 9a. Por eso, para a >4 la condi-
cidn necesaria se cumple,

La condicién d). Evidentemente en la divisiéon por 13,
10a - b es equidivisible con 40a + 4b y el Gliimo nlmero
es equirresidual con a 4 4b.

48. ¥l eriterio de divisibilidad pierde eficiencia, ya
que f (39) = 39.

49. Supongamos que es necesario construir el criterio de
divisibilidad por cierto m. Procuremos elegir tal s, primo
con m y on lo posible pequeio, que (10s - 1) © m (asi ocurrid
para m = T; sresultd igual a 3), o bien (10s 4 1) i m (por
cjemplo, para m = 13, s = 4).

K el primern de estos casos, en la division por m, A =
= 10a + b es equidivisible con

as 4+ bs = (10s - 1) a0 — a | bs,
¢s decir, con @ — bs, y en ol segundo, con
(10s — 1) @ + a + bs,
es decir, con a - bs.

En relacién a lo dicho, el niimero 10a + b
en la division por 17, es equidivisible con ¢ — 5Hb,

» » » » 49, » » » o - 28,
» » » 23, 9 » v - Th,
» » » 29, » » » « — 3b,
» » » 31 » » » « F3h,

T.a conclusion de las formulaciones exaclas de estos
crilerios de divisibilidad se la dejamos al lector.

50. a) Como 100 es equirresidual con 2 on I divisén
por 49, cualgquier wdmero e In forma
t02ng, 4 10202q, , + ... - 102, -+ a, (0 < a; < 100)

es  oquirresidual con
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e, + 2%ty + ...+ 20y +
en la division por 49.

b) 10a -+ b es equidivisible con a + 5b en la divisién
por 49,

51. Evidentemente, para 4 > 6, tendremos f (4) << A.

52. a) La presentacién de 4 dentro del, sistema de nume-
racion septenario, en la forma 7a 4 b, da su equidivisibili-
dad con a + 3b en la divisién por 5;

b) La presentacién de A dentro del sistema de numera-
cién de base 11 o compuesto de 11 guarismos, en la forma
11a }I— b, da su equidivisibilidad con & 4 2& en la divisién
por 7

¢) La presentacién de 4 dentro del sistema de numera-
cién duodecimal, en la forma 12a + b, da su equidivisibili-
dad con @ — 7h en la divisién por 17.

53. Las condiciones a) y b) se cumplen automiticamente.
Las c) y d) son'observadas porque el paso'de 4 a'F (4) se re-
duce a sustitvir ciertos nameros por sus residuos de la divi-
siéon entre 4 (menores que los mismos niimeros y equirresi-

duales con ellos).
54. a)yry =71y = ..., =r,=0, es decir, r,=0 (k > 2);
b)Y rg =ry, = ... = r,=0, es decir, ry=0 (k > 3).
e =r,=...=r,=1, esdecir, r,=1;
A) ry = =, .« =Pgpq = —1, Fa==ry==
=.,..="ryg =1, e decir, r, = (—1)%;
Q) Tords = 3 Torvs = 2, Tora =0, Tgrea = 4,
Tat+s = 9, ey = 1.
55. Se la dejamos al Tector.
56. Tomamos un m arbitrario y ponemos que
ry es igual al residuo de Ja divisién de ¢ por m,
rs® » » » » » » » {ir por m, etc.
Entonces el nlmero

Anl® + g™+ Lo+ gt - ay
es oquirresidual con
AnTn —¥' A yTn-1 + . + ary + Qg
en la divisibn por m. Luego de esto, la construccién del
criterio exigido no presenta dificultad.
57 Se lo dejamos al lector.

58. 102 =7-14 -+ 2, de modo que r =2 y entonces
tenemos que 4, = 1048576, 4, = 1-23 + 4.22 - 85.2 -

b
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476 =270, A, =2-2+T70=T4 y A, = 4.
59. Si en la divisién por m, ¢ es equirresidual con r =
= r;, entonces, en la divisién por dicho nimero,
try es equirresidual con 2 = ry,
try » » » T3 =ry,
elc.
60. Ni 2¢ — 2, ni 28 — 1 son divisibles por 4,
67. Si a i p, entonces a® i p, y el teorsma gqueda de-
mostrado. Pero si @ no eg divisible por p, entonces a y p
son primos enire si y es posible simplificar la congruencia
expuesia en la condicién del teorema:
aP-t =1 (méd. p).

~ Para comprobar la filtima congruencia dividimos resi-
dualmente por p cada uno de Tos nimeros del tipo fa
t=1,2,...,p—1)
ta=qp-+r;
Esto puede ser escrito asi:
a=r,(méd. p),
Qdﬁ?‘z (méd. p), (H.'“)

Del resultado del probiema 26 se desprende que entre los
nfimeros r; encontranos exactamente nna sola vez cada uno
de los ntmeros 1, 2, ..., p — 1. Multiplicande toda [a
congruencia obhtenemos

1-:2...(p—NDa*'=1-2.,.(p —1) (méd. p).

Nos queda simplificar esta congruencia por 1-2.. . (p—1).
62. q (12) = o (22.3) = 221 (3 — 1) = 2.2 = 4,
T (120) = ¢ (28.3.5) = 231 (3 — 1) (6 — 1) =

= 4.2:4 = 32,
¢ (1000) = q (23.5%) = 28-158-1 (6 — 1) = 4-25-4
= 400,
3, Vamos a huscar m en la forma p%r p2 ... pi*.

Enfonces,
a) pe (py - 1) pgrt (py — D oL =t (a—1)=10,
El produclo del primer miembro deberd ser divisible por 5.
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Quiere decir, 0 bien que uno de los ndmeros py, pgy . - -
.y Py €8 D (para ser exactos pongamos p; = 9), 0 bien que
por 5 es divisible una de las diferenciag p, — 1, py — 1, . ..
.« P — 1 (supongamos quo para esta circunstancia (p, —
— 1) ¢ 5). En el primero de estos casos ;;1 — 1 =4, cosn
imposible. ya que 10 no es divisible por 4. En el segundo,
por cuanto p, deberd ser mimero primo y 10 ! (p, — 1),
viicamenle es pogible para p; = 14, Pero entonces o, = 1,
y del teorema 25 se deduco que

m
@ ({r)=1.
<] it i E —— i E.‘_ -—
es decir, o bicn i 1, o bien I 2.

Exn conelugion, nosotros lenemos que my, = 11 ym, = 22

b) pP T (e — 1) P2 (pa—1) o T (o —1) =8
Si m es impar, entonces ¢ = oy = ... = ¢y = 1 (pues

el segundo miembro de la desigualdad anotada es la polencia
de dos):

(pr =) (pe — 1) ... (pn — 1) = 8.

Esto es posible dnicamente, cuando f; = 2, py = 3y py = D,
es decir, cuando m = 15.

Sea aliora el mimero m par. Supongamos, para cerleza,
que p, = 2. Indudablemente, oy = ... =a, =1 como
anles y nosotros fenemos que

2t (pg —1) ... (pp — 1) = 8.

s evidonte que o < 4. Si o = 1, enlonces, ¢l caso so asc-
meja al examinado: asi, la desigualdad escrita es solamente
posible para k = 3, py = 3 y p, = 5, es decir, para m =

Sia =2, entonces k = 2, pg =H y m = 20.

Si =3, entonces k = 2, p, =3 y m == 24,

Si, por fin, o =4, entonces &k = 1 y m = 16.

Asl, las resoluciones de nuestros problemas son:

my =15, my = 30, my; = 20, m; = 24 y m, = 16.

64. SBupongamos que

PP p— 1) 5 (o —1) ... BT (pa—1) = 4.
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Cada uno de los niimeros del tipo p, — 1 es o bien la
wnidad, o bien un pfimero par, ¥ por €so 1o puede ser siele.
Tabienda dv ser menor que el nimero primo en una unidad,
Lampoco podrd ser igual a 14. Quiere decir qne wno de los
nimeros p*—' es siete, Pero entonces, p, — 1 = Uy 14 no
es divisible por 6,

F65. Sea m = p¥pe . ., ph, Bxaminemos al principio
¢l caso euando m es potencial de un plimero primo: m = p%,
A fin de que cierto niimero y m span primos enfre si es neee-
sario v suficiente que este nimero no sea divisible por p.
Pero entre los nimeros 0, 4, 2, ..., m — 1 oxislen gola-

, moo. A 3 e e
mente 5 nimeros divisibles por p. Por consiguiente, en
L

esta notacién, habré
e N TSy, o S (e RO | ;
e S (1 = ) p (1 = ) p=="(p—1) = ¢ (m).

niimeros primos con p.

Sefialemos ahora que para que ¢ y m sean primos enbre
si es necesario y suficienle que con a sea primo el residuo
de la division de a por m.

Por lo que acabamosTde cslablecer, la canlidad de resi-
duos de la division por p¢i. reciprocamenle primos con
péi.oes igual a g (p37). Pero, como yn lue explicado en el
proceso de resolacion del problema 40, de la equirresiduiali-
dad de los niimeros para la division por todos los p#e. se
deduce su equirresidualidad en la division por m y vice-
versn. Ademas, si qnercmos que nn nUmern <ea primo con 1m,
es necesaria v suficiente que lo sea con cada imao de losn ame-
ras p%. Por consiguiente, a cada combinacion de los residuos
do la division por p?, pZz, .. ., p?, prinos con los respecti-
vos divisores, le corresponde exactamente un residuo de la
division por m, primo con m. Tambiéu es necesario senu-
larTque la cantidad de tales combinaciones de residnos es
igual Q' g () g (pE) . oL (p7) = 4 (m)

66, Tenemos

aq = A 4 gy ap =l | qang.
I'or eso
(@ymg-+ am) (my -+ my)Prams)=1 =
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= [A (my—-ma) 4 (g |- ) m mg} ( by~ ) PmimD -~ =

== A (my = mp )P - (4 gy) mym g (g A mg)Pmim =L,
Aqui, segin ¢l feorema de Luler, en lu divisién por mym,
el primer sumando es equirresidual con A4, y el segundo, divi-
sible por mym,. Bso significa que al dividir por mym,, toda
la suma es equirresidual con 4.

67. Se lo dejumos al leclor.

68. » » » W P
69. » » » » »
0. 08 —n=n(m"'—1) Pco

nt2 = pP(19) = R2HD o pBUB) — PB3) e 12042

Poreso, o bienn * p,od” {(p'2 — 1) pparap =2, 3, 5,
7, 13. Ahora es preciso remilirse al teoroma 16.

71. Se lo dejamos al lector.

72.» » » » »

73. Sea d el maximo comun divisor de los niimeros ¢ y &.
Si ¢ no es divisible por d, entoncos, la ecuacion ez -+ by = ¢
no tiene solucién en nimeros enteros. Pero si lo es, entonces
ambos miembros de la ecuacién pueden simplificarse por d
y nosotres llegamos a un caso ya examinado.

74. Sean 4 y B tales que ad + B = 1. Supongamos
que

z; = ¢4 | b,
pr=c it g,
KKntonces,
{1—ad

axi- by =a(cd 1+ bt)+b (.: 5 —at) =
=cad -+ abt+c(1 —ad) |- abt —e,

y (x4, y,) es verdaderamente la solucién de nuestra ecua-
cion.

75. a) oy = 908 Tt = 28 125 + Ti,

—hKt
yi= 92 —51= _20088—5t.

Por cuanto los Lérminoes independientes y coeficienles
que acompaiian a ¢ en las expresiones para 2, e y,; son, al
decir, «aproximadameule proporcionales», nosotros espera-
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mos oblener nociones de nuestras resolucionos en numeros
menores, in efeclo, podemos escribir

z, =06 T (¢ + 4017),
¥y, = —3 — 5 (2 + 4017)
o, suponiendo que t -+ 4017 = {', nosotros obtenemos
PLye = 6 + 7t',
yt' = —3 — 53’-

Sefialamos que el procedimientio de resolucién de ecua-
ciones en numeros enteros, expuesto en el problema 74,
permite ulilizar niineros menores, aunque lambién exige
cileculos algo mas complejos,

b) IMagamos valer que 25, por el modulo 13, perlenece al
indice 2. Podemos escribir

a2, = 8:25 -+ 13 = 200 + 134,

ye=8 172 o5t - —384— 25

0, después de siruplificar,
e = D 4 13¢,
Yo = —9 — 251",
76. La condicién c) se asegura autométicamente y lu
d) se deduce del teorema 25,
gy m |47 49272931 49
% | 12(05) 219 3 28(v~3) 5 °

78. Se lo dejamos al lector.

79. Se lo dejamos al lector,

80, a) 8ezh=1 = 81 = (4°.8, En la division por 21
este nimero es equirresidual con 8. Quiere decir que 8a +
-4 b y a4+ 8b son equidivisibles en la divisién por 21.

b) 129631-1 = 123 = (12%)14.12 = 1441.12 es equirre-
sidual con 11112 = 1217.12 = (—3)"12 =— (3%)? .3-12=
= (31 — 4)% {31 + 5), en la divisién por 31 y también
equirresidval con —16:% = —80. El ultimo numero, evi-
dentemente, es equirresidual con 13. Por lo tante, los nime-
ros 12a¢ + b y a + 13b son equidivisibles en la divisién
por 31.
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LEGCGIONLS POUULARES BE MATEMATICAS

«Lecciones populares de malemalicasy es nna coleccion
que ge inieio en 1975 y lleva publicados hasla el momenlo
corea de DU Tolletos. Bscritas por malemilicos sovidlivos
[amosos, Lito por su labor docente como por su ohra cienti-
fica, dedicadas a temas inferesantes de Malemiticas lile-
menlales o intermedias entre ésta y la Matemalica Superior
expuestas en Jorma clara y precisa, que como regla no exige
conocimientos previos especializados, las «Leccionesy estan
destinadas a un amplio ¢irculo de Jectores v pueden compa-
rarse a pegueilos yates que brindan la posibilidad de reali-
zar, bajo el mando decapitanes expertos, un corlo y agradable
viaje por el inmenso océano de Ia ciencia malemilica,
bien en la proximidad de las costas, bien adenlrindose en
agquél. Al mismo tiempo, Jas «Leccionesy estimulan on el
lector ol don del razonamiento légico y la aptitud de descu-
brir relaciones entre fendmenog aparentemente muy alejados,
tamiliarizandole con los elemenlos principales de la enliura
matemialica. Por todo ello, las «Leccronesy, destinadas en
un principio a los alumnos de los grados superiores de o
ensenanza media, pueden ser recomendadas lambién a los
estudiantes de cualquier especialidad y no dejan de tener
interés para los maeslros y profesionales.

Los libros de esta serie Lratan, como regla, sobre Lemas
especiales de las Matemalicas y, por consiguiente, estin
destinados a2 wn circnlo muy restrmgido de lecltores que,
aparle de los profesionales, abarca a lus esludiantes de Jos
Institutos I’olitécnicos y de las Facultades de Ciencias Natu-
rales de las universidades. Pueden ser recomendados como
material adicional de estudio al tralar delerminados temas
del programa y también pueden ser aprovechados en el
trabajo de Jos circulog matematicos. Los maestros enconbra-
ran al leerlos algunos momentos que =in duda podrdn ser
teatados en los circulos matemilicos cscolares.



A NUESTROS LECTORES

Mir cdila Libros sovidticos traducides al espaiicl, inglés, [runcés,
drabe y utros idiomas extranjeros. Batre ellos figuran las mejores obras
de las distintag ramas de la ciencia y la téemea: mapuales para los
centros de ensefianza superior y escuelas tecnolégicas: Fiteratura sobre
ciencias naturales y médicas. También se incluyen monografias. lihros
de divulgaciin cienlifica y eiencia ficeidn. Dirifan sus opiniones a la
Edilorial Mir, 1 Rizhski per., 2, 129820, Mosges, 1—110, GSP, URSS.
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Nikolski 8.
LLEMLNTOS 1L ANALISIS MATEMATICO

liste libro csla escrito para ayudar a los escolares que
estudian el andlisis malemético, asi como a los maestros de
escuela secundaria que dan clases de dicha asignatura. La
obra lambién sera util para los alumnos de escuelas de peri-
laje, e 1ncluso para la aulodidictica o el repaso de la mate-
ria del analisis malemdlico al nivel de las exigencias que se
presentan en escuelas respecto a esta disciplina.

Los capitulos primero y segundo son log basicos, estén
dedicados al analisis matemdtico y pueden considerarse por
separado de los demis, como independientes. En los prime-
ros dos capilulos el andlisis matematico s¢ estudia a base
de la geomelria y la lisica. La grafica continua y el movi-
miento, por si mismos, sirven de fundamento para las de-
ducciones basicas. Se da una idea del limite de una sucesién
y del de una [uncién, Se¢ exponen el célculo diferencial e
tntegral y sus aplicaciones. En el tercer capitulo se estudia
la nocién de los nGmeros reales. El capitulo cuarto estd
dedicado a la {6rmula del binomio de Newton y al andlisis
combinalorio. Lin el dltimo, quinto, capitulo, el lector encon-
lrard una breve inlormacion acerca de los nimeros com-
plejos ¥ su papel al resolver ecuaciones algebraicas.
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