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- PREFACIO

Hay alumnos que poseen un buen xapetito matemdtico» y son
insatisfechos de porciones de la materia, previstas en el programa
escolar.

«Cémo se pucde aumentar los conocimientos matoméiticos?

L.os conocimientos matemdticos adicionales pueden agrandarse a
lo ancho y a lo largo de la materia. Ensanchar los conocimientos signi-
fica estudiar nuevas ramas de las mateméAticas; profundizarlos signi-
fica examinar detalladamente las cuestiones que hacen parte del pro-
grama escolar. No hay ningin matematico que pudiera pretender cono-
cer hasta el fondo tal o cual rama de la materia, pues en el estudio de
cada problema, sea el mds elemontal, siempre se revelan vinculacio-
nes inesperadas con otros problemas, de modo que este proceso de
ahondamiento no tiene fin.

Se puede volver repetidamente a la rama conocida de la ciencia
y cada vez ahrir para s?al o nuevo de olla,

El objetiva de este folleto consiste en conducir al lector a la pro-
fundidad. Examinando un problema més olcmental («dividir el seg-
mento en una razén dada») adquiriremos muehos comocimientos
nuevos.

El propio problema serd aberdado en el capitule L.

La introduccién contiene observaciomes puramente técnicas que
son necesarias para la consideracién del tema fundamentazl.

El  autor



INTRODUCCION

1. CRIENTACION DE UNA RECTA Y DE UN SEGMENTO

Cada recta tiene dos direcciones contrarias. Orientar una
recta significa elegir y determinar en ella una de las dos
direcciones. Se lama recte orientada o ej¢ a una recta cuya
direccion estd bien determinada. En lo sucesivo, la palabra
«rectay Ja usarcmos para designar una recta no orientada,
cuyas dos direcciones son, por supuesto, igualmente legi-
timas.

En el dibujo la direccién elegida se marca, como regla,
con una flecha (fig. 1). Se puede decir, pues, que el eje es

Recla

una recta que comprende dos elementos: 1) la propia recta,
2) una de las dos direcciones, elegida en esta recta.

El segmento es una parte de la recta, limitada con dos
puntos. Estos dos puntos son extremos del segmento y perte-
necen a este Gliimo. Los extremos del segmento, podemos
ordenarlos, esto es, lomar uno de ellos por primero y el
otro, por el segundo. Ll primer extremo recibe ¢l nombre
de origer. del segmento; el segundo se llama fin del segmento.
Un segmento de extromos ordenados se denomina segmento
orientado. Para representar en un dibujo el segmento orien-
tado hace falta, ante todo, distinguir sus extremos, es decir,
designarlos con diferentes letras, marcar vna flecha en uno
de los extremos, olc. Se puede decir que el segmento orien-
tado comprende obligatoriamente dos elementos: 1) ol
propio segmento, 2) uno de los extremos del segmento (que
se toma por el oxtremo primero o el origen del segmento).

Cuando un segmento no orientado se designa con dos
letras, el orden en que se ponen estas letras no tiene impor-
tancia alguna, esto es, AB y BA vepresentan un mismo



segmento. En el caso de un segmento orientado la primera
letra sefiala el origen del segmento, mientras que la segunda
designa e] fin del Gltimo. Asj pues, AB y BA, en este caso,
son segmentos distintos que se difercncian por su orienta-
cidn.

2. SEGMENTOS DIRIGIDOS

Se llama segmento dirigido a un segmento orientado por
un eje.

En la figura 2, a ¢l segmento AB (A es el origen del
segmento, B es el fin) no es segmento dirigido: aunque es
orienlado el segmento, no estd orientada la recta que lo

il 8 &
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FIG, 2

comprende. El segmonto en la figura 2, b tampoco es diri-
gido, puesto que no estd orientado. El segmento dirigido AB
estd representado en la figura 2, ¢.

Resulta pues que para expresar geométricamente un
segmento dirigido se debe detorminar dos crientaciones:
1) la del propio segmento, 2) la de la recta que lo comprende.
Yistas dos orientaciones sec hacen indecpendientemente, es
decir, cada oriontacién se Illeva a cabo por uno de los dos
modos posibles.

Cada segmento tiene una longitud determinada. La
longitud es un nimero no negativo. Es nula sélo en el caso
en que los extremos del segmento coinciden, esto es, cuando
el segmento se reduce a un punto. Cualquier segmento,
no reducido a un punto, tiene longitud siempre positiva.
Convengamos en designar la longitud del segmento 4B por

el simbolo AB. Al determinar la longitud del segmento,
Ia orientacién de éste no tiene ninguna importancia.
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Ademads de 1a longitud, el segmento dirigido puede llevar
un cierlo signo que se le asigna segin la regla siguiente:
un segmento dirigidoe se conmsidera positivo (negativo), si su
direccidn'} coincide (no ecoincide) con Ila del eje.

El signo no puede asignarse al segmento, si éste, aunque
sea orientado, pertenece a una recla no ovientada.

Asl pues, los segmentos dirigidos se expresan por niime-
ros reales, tanto positivos, como negalivos. Por cjemplo,
la anolacidn

AB = -3

significa que: 1) la longitud del segmento AB es igual a 3,
2} la direccién del segmenlo AD es contravia a Ja del eje
al cual pertenece.

El simholo 4B expresa, por consiguicnte, a una figura
geométrica {segmento dirigido} y al nimere que le corres-
ponde, La priciica nos sefiala que esto no conduce a con-
fusiones. Lsia bien justificada, incluse, una enunciacién
que signe: ¢l segmento dirigido es igual a —3».

Si 4, B, € son tres puntos cualesguicra dispuestos en
un eje, cntonces:

AB 4 BC = AC. (2.1)

Esta igualdad lleva el nombre de la regla de la cadena
o formule de Chasles, La formula tiene cl sentido muy pro-
fundo. En el caso de que AB, BC y AC representaran longi-
tudes de los segmenlos, Ia férmula (2.1) seria vilida solo
a condicién de que el punto B se encuentre entre A y C.
Cuando los segmentos son dirigidos, la férmula (2.1) es
siempre valida, cualguiera gue sea la situacién mulna de los
puntos A, B, C. Se pucde aplicarla, por ello, «a cicgasy,
sin referirse al dibujo. Basta recordar solamente la disposi-
¢cion de las letras en la [érmula.

La férmula (2.1} se demuestra con facitidad, consideran-
do todos los posibles casos de Ia siluacién del punto B con
relacién al segmento AC.

En virtud de la formula (2.1), cualquier segmenio PQ
dispuesto cn el cje, se puede dividirlo por el punte X,
perteneciente al mismo eje, de una manera tal que

PQ = PX + XO.

1) La direccién del segmento orientade es aquella
que va del origen hacia el fin del segmento.
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La férmula (2.1) puede ser gencralizada:
AB 4 BC +CD + ... $, KL - LM =AM. (2.2)

La férmula (2.2) se denomina regla generalizada de le cadena.
Se demuesira con facilidad, empleando procedimientos
de cambio sucesivo: AB + BC se sustituye por 4C; luego,
AC - €D, se sustituye por AD, etc.

FIG. 3

Es evidente que, al permutar letras en la designacién
de un segmento dirigido, nosotros variamos su orientacién
¥, por ello, el segmento cambia de signo, conservando su
valor absolute:

BA = —AB. (2.3)

La férmula (2.3) puede ser obtenida también por un
método formal, sustituyendo la letra C en la férmula (2.1)
por la leira 4.

Con ayuda de segmentos dirigidos se puede introducir
coordenadas en el eje. Con este objeto se eligen el origen
de coordenadas O en ol eje v la unidad de escala. Alora, si A
es el punto en el eje, entonces la relacién del segmento
dirigido 04 a la unidad de escala e serd la abscisa del pun-
to A4:

g 2.4)
&

Fijaimonos en dos circunstancias muy importantes. En
primer lugar, advertimos que a la unidad de escala e no
s¢ le asigna ningdn signo (es decir, se considera siempre
positiva). Esto siguifica que el signo de la coordenada =
coincide con-e] del segmento dirigide 0A. En segundo
lugar, la coordenada estda privada de dimensionalidad, es
deeir, es un nGimero abstraclo, En la figura 3 la coordenada
del punto A es igual a 3 (con el signo +).

Supongamos que dos puntos de un eje estan determinados
por sus coordenadas: A (z,} vy B (z,). ¢Como serd expresado
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el segmenlo dirigido AB? La resolucién de este problema
con avuda del dibujo no es conveniente, porque deberiamos
considerar varios casos difercntes (cudl de las coordenadas
es mayor, cuales son sus signos, cuil es la disposiciéon del
punto O con relacién al segmento AB). Por eso, el problema
planteado se resuclve por medio del siguiente procedimiento,
gue, a propésito, es aplicable para todos los casos posibles:

Ast pues, siempre es cierlo que
AB =& —&;; (2.9)

Retengamos en la memoria; la longiliud del segmento diri-
gido es igual a la abscisa de su fin, menos la coordenada del
origen del segmento.

Y, por fin, indiquemes una propiedad mas de los seg-
mentos dirigidos: si AB = AC, entonces el punto € coincide
con el punto B. Simbdlicamenle:

(AB = AC) = (C = B) (2.6)

(donde =~ es ¢] signo de corolarie, ¥ = es el signo de iden-
tidad).

B Aqui ¥ en lo sucesive consideramos e como
sagmento unitario, esto es, le asignamos una longitud igual a la unidad.
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CAPITULO I
RAZON SIMPLE

3. ENUNCIADO DEL PROBLEMA

Cada prolMema que ha de ser resuelto, debe ser. ante
todo, enunciado, es decir, expresado en $érminos claros
y precisos. Al enunciado «dividir un segmento en la razén
dada» le falta claridad. ¢Cual es el segmento, orientado o no?
¢Es parte de un eje o de una recta? Y por fin, équé se debe
entender hajo el término «razdns?

3 - a)

= L

i 4 2 ¢)
FIG. 4

A todas estas pregunlas se darin respuestas oportuna-
mente. Por ahora, consideremos el segmento dirigido ARB
v el punto C, pertenecienle al segmento (fig. 4, a). Supon-
gamos también (por el momento) que todos los tres puntos 4,

B y C, son distintos, Bajo la razén, en la que C divide el
segmento AB, se entiende la relacion —g%.
Designémoslo por una letra griega A:

AC

= (3.1)

Hace falta recordar el orden en que se disponen las letras
de la férmula (3.1), puesto que todos los tres punios desem-
pefian un papel distinto, a saber:

A es el origen del segmento,
B es el fin del segmento,
C es el punto divisorio.
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La relacién, en la que un punlo divide el segmento, se
compone de una mancra siguiente:

numerador, a partir del origen hasta cl punto divi-

sorio;

denominador, a partir del punto divisorio hasta el fin.
Por ejemplo, la figura 4, ¢ nos muestra que el punto C
divide el segmento AB en la razén A = 2.

Ahora adverlimos que la definicién dada de ninguna
manera requiere que el punto divisorio se oncuentre dentro
del segmento. En la figura 4, b el punto C sc encuentra
fuera del segmento 4B, por parte de su fin. Nada nos impide
que A se calcule por la férmula (3.1). En el dibujo menciona-
do AC >0, CB < 0, A, = —3. Es verdad, que es un poco
insélito decir «el punto C divide el segmento AL en la
razén , = —3». Nos hemos acostumbrado a considecar que
el enunciado ¢un punto divide el segmento» significa una
sola cosa: el segmento se divide en dos partes. Mientras
tanto, el punto divisorio en el dibujo 4, & estd fuera de los
limites del segmento. No obstante, al future matemdtico
no le deben turbay inconvenientes semejantes. n las mate-
méticas siempre se generalizan nociones y teoremas, quedan-
dose invariable la terminologia. Asi que los términos y enun-
ciados habituales se entienden, con frecuencia, en el sen-
tido més amplio.

Suele decirse que cnalquier punto, dispuesto dentro del
segmento, lo divide interiormente. E1 punto que se encuen-
tra fuera del segmento, lo divide exteriormente. En cualquier
caso, la relacion A se determina segin la férmula (3.1).
En la figura 4, ¢, por ejemplo, el punto € parte el segmento
AB oxteriormente en la razén A = ——(1{

Asi pues, hemos plenamente aclarado qué sc debe enten-
der bajo la razén A para un segmenio dirigido. Pongamos,
ahora, dos preguntas:

1) éBs esencial que el segmento sea orientado?

2) éEs esencial que la recta, cuya parte hace el segmen-
to, sea orientada?

En la figura 5, a estd expuesto un segmento no orien-
tado. ¢En qué razén lo divide el punto C? Ista pregunta
no tiene respuesta. En efecto, en las figuras 5, & y 5, ¢ un
mismo segmento estd orientado de una mancra diferente.
En Ia figura 5, b el punto € divide el segmento 4B en la
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razén A==2; en la figura 5, ¢ este mismo segmento se divide

en razon A = .

Por consiguiente, la respuesta a la primera pregunta es
positiva. Kl problema de divisién de un segmento en la razén
dada no tiene sentido en el caso de un segmento no orieniado.

Para contestar a la segunda pregunta escrutewmos las
figuras 6, ¢ v 6, b. Se diferencian sélo por la direccion

-—o—-——-—g—-—o—:--a)
oA B B e _ﬂ_.._,__:i_g_,._a}
8 c AL, L RN
FiG. 5 FiG. 6

del eje. Claro estd, que si cambiamos la direccidn del eje
en el cual se sitdan los puntos A, B y C, entonces todos los
segmentos dirigidos en este eje s6lo cambiardn de signo y, por
lo tante, la razén h quedard inveriable. Por ejemplo,

en la figura 6,a: AC =38, CB = —1, h = —3;

en la figura 6, : AC = —3, CB =1, & = 3.

Por consiguiente, la respuesta a la segunda pregunta
es negativa. Para determinar ) no es necesaria la orientacién

A g ¢
B T e i
FIG. 7

de una recta que contiene el segmento. La figura 7 se dife-
rencia de la figura 6 sélo por el hecho de que el segmento AB
pertenece a una recta no orientada. Esto no nos impide
establecer que 3 = —3.

A los segmentos de una recta no orientade no se les puede
asignar algin signo, pero se puede asignar el signo a una
razén de segmentos'). Para determinar el gigno de una rela-
cién de segmontos no es necesario conocer el signo de cada

1) Recordamos que los segmentos son orientados
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segmento en separado. Lo importanie en el caso dado es
solamente la direccion de los segmentos, es decir, son de
una misma direccién o de las direcciones contrarias.

El problema acerca de la division del segmento en una
razin dada se refiere a los segmentos orientados, pertenecientes
a la recta no orientada.

Entonces, si la recta no es orientada, ceémo podriamos
determinar 29 La férmula {3.1) no es vélida en e! caso con-
siderado, ya que ella presupone gque los segmentos tienen
signos determinados.

Si 4. B y C son los puntos de una recta, entonces bajo
la razén en la que el punto C divide el segmento AB, se en-
tiende el numero h, cuyo valor absoluto es igual a la razén
de longitudes de los segmentos AC y CB,

AC
M=z :

este nidmero es positivo {negative), si el punto € se encuentra
dentro (fuera) del segmento AB.

Esta definicién es muy importante porque senala a la
posibilidad de determinar A en una recta no orientada. Sin
embargo, en la resolucidon de diversos problemas es mas
comado proceder de otra mancra, a saber: orienlar la recta.
Ya sabemos que el valor de A no depende de la mancra en
que orientamos la recta. Por otra parte, en Ia recta orienta-
da ol valor de X se determina completamente (tanto por su
valor absoluto como por el signo) segin la férmula (3.1).
LLa comodidad de este método consiste en la posibilidad de
utilizar las propiedades de segmentos dirigidos que no
dependen de las peculiaridades del dibujo.

Nos gqueda considerar las eircunsiancias en que el punto €
coincide con el 4 o el B. En el primer caso consideremos
que A =10, en plena conformidad con la férmula {(3.1).
En el segundo caso esta férmula pierde sentido, dado que
el denominador del segundo miembro se reduce a cero.
Se ha aceptado considerar que A= oco. Pero esla igualdad
debe percibirse simplemente como una anolacién taquigrd-
fica del hecho signiente: «el punto divisorio coincide con
el fin del segmento». El simbolo co no puede considerarse
como un nimero. A é] nosele asigna un signo alguno (no
siempre en las matemdticas, sino que en cste problema
solamento). Se trata, pues, no de 500 6 —oo, sino que de co.
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Esta suposicion no esti privada de base de la cual hablare-
mos en el capitulo segundo.

Dado que la designacion *g% parece ser un poco amonto-
nada, se ha aceptado para ella otro simbolo, mas sencillo:
% = (ARC), (3.2

como (ambién otra denominacidn: razén simple de tres
puntos (en una recta). En el simbolo de una razén simple
la primera letra significa el origen del segmento, la segunda
letra indica al fin del segmento y la tercera, al punto divisorio.

Hemos aclarado, pues, qué es la razén simple A. Nos
queda enunciar el problema sobre la divisién de un segmento
en la razéon dada. He aqui este problema;

Dados el segmento AB y el niimero A, encontrar el punto C
que divide el segmento ADB en la razén igual a A.

Observacion. Consideramos que los puntos 4 v B del
segmento son distintos y no coincidentes, asi que A puede
tomar cualquier valor real en los limites -—oo <C X < co.

4. SOLUCION DEL PROBLEMA

Cuando enunciamos un e¢ierto problema, no podomos
saber que ella tiene obligatoriamente una solucién. En caso
de que la solucién exista, se desconoce todavia, si esta
solucion es tinica o existen varias soluciones.

Al principio comprobemos que con A cualquiera el pro-
blema no puede tener mas que una sola soluecién. Suponga-
mos que existen dos puntos € y €', que dividen el seg-
mento AF en una razoén igual

AC _ AcC
& ¢B"

o, dividiendo los segmentos en numeradores por el punto B,
AB-+BC _ AB+4BC’

ch C'B -
AB AD
?F_i = c*‘s“‘i'
AB  AB
cB— OB

BCw=BC',
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de donde se deduce, en virtud de {2.6), quo el punte ¢’
coincide con el €. Quiere decir que, si para A dada el proble-
ma fiene una solucidn, esta solucidn es vinica.

Lia cuestién sobre la existencia de solucién se aclara,
con mayor comodidad, en el transcurse de hiisqueda de la
propia solucién.

Por los puntos 4 y B (fig, 8) tracemos dos rectas para-
lelas. En la primera de ellas marquemos una escala unifor-
me, tomando el punto 4 por el origen. En la segunda recta

b)

FiG, 8§

marquemos el punio £ de una manera tal que el segmento
BE = A1 sea igual a la unidad de escala, dirigida a una
direccion contraria. Ahora todo estd preparade para resol-
ver el problema. En el sje numérico encontremos el punto M,
correspondiente al valor predeterminado de 2, y lo unamos
con el punto Z. El punto buscade serd aquel en que se
intersecan ME y AB.

En efecto, los tridngulos AMC y BEC son semejantes.
Por consiguiente,

i AW
T8 BE

,;Llamamos Ia atencién del lector al hecho de que esta
proporeidn es constituida por las longitudes de segmentos,
va que en la geometria elemental, particularmente en la
teoria de semejanza de los tridngulos, los segmentos se

toman sin sus signos. Tomando en cuenta que BE=1,
2—01285
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escribamos la proporcién en la forma:

AC

—=|A|

CcB
Este razonamiento se aplica de igual manera a todos los
ires varianleg, expuestos en la figura 8. Nos gqueda conven-

cerse de que el signo de g—g y ol de A son iguales. Es evi-

dente que, st 4 >0, el punto C se encontrard deniro del
segmento; on caso de que sea A <0, el punto C estard
fuera del segmento. Por consiguiente,

AC

= A

cB

Es facil ver en el dibujo que el punto C no se obtiene
s6lo en el caso en que las rectas ME y AB resulten paralelas,
lo que puede tener lugar cuando A = —1. Esto significa
que cuando A = —1, nuestra construccidn geométrica no
permite encontrar solucién alguna, o esta solucién simple-
mente no existe. No es dificil comprobar que en el caso
dado la solucién no existe. En eofecto, équé significa dividir
un segmento AB en la razén A = —17 Esto significa encon-
trar el punto C que: 1) estd equidistante de los puntos A
v B, pues | A | = 1; 2} esta fuera del segmento AB (dado
que A <<0). Un punto de tal género no puede existir, puesto
que cada punto, dispuesto fuera del segmento, es més pro-
ximo a uno de sus extremos que al otro.

Advertimos que, c¢uando & = 0, el punto C coincide
con el 4, cuando A = oo, coincidentes son los puntos C y B.

El problema acerca de la divisién de un segmento en la
razén dada tieme una sola y la dnica solucién para cada A,
excepto para h = —1. Cuando b = —1, la solucidn no existe.

A cada valor de A {a excepcién de A = —1) le corres-
ponds en la recta AB un cierto punto, y, reciprocamente,
a cada punto de la recta AB lo corresponde un determinado
valor de A. Es muy interesante estudiar esta correspondencia
biunivoca, es decir, representar en forma ilustrativa, coémo
so distribuyen diferentes valores de A en la recta 4B. Exis-
ten dos métodos de resolucién del problema planteado;
el método geométrico y el analitico.

El método geoméirico estd basado en la construccién de
la figura 8. Tracemios por el punto E (fig. 9) unas cuantas
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reclas y enconlremos los puntlos de inlerseceion de los
radios A7, 42, A3, A4 ... con la recta A5, Fuera del scg-
mento, por parte de su origen, se disponen valores negati-
vos, inferiores, en su magnitud absoluta, a 1. Por parle
final del segmento ge digponen valores negalivos, mayores
que 1, en su magnitud absoluta.

Indiguemos, ahora, el método analftico, rvecurriendo al
sistema de coordenadas. Tomemos ¢l punto 4 por el origen

FIG. 9

v supongamos que la direcciéu del eje es de 4 hacia B
(aunque lo dltimo no es obligatorio). En este caso la coorde-
nada del punto B serd igual a a (@ > 0), donde a es la
longitud del segmento AB. Elijamos, ahora, en el eje cual-
quier punte C (z). Entonces:

AC

<5 ="
o, segin la férmula (2.5):

z—0 e

a—x

de donde z = Tf'TfT Asi pues, tenemos dos formulas de las
cuales una expresa A a través de z, y la otra expresa z a tra-
2*
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vés de A:
h=———

[ S

ha
142 °
La primera férmula permite determinar A, eligiendo en cl
cje puntos difercntes. Reciprocamente, al elegir el valor
de A ¥ al hacer uso de la segunda férmula, se puede oncon-
irar z y marcar el punto correspondiente en la figura. La
direccién del eje no influye en el resultado.

(4.1)

r=

5. INTERPRETACION MECANICA DEL PROBLEMA

En los puntos A y B coloquemos las masas m, y m,,
respectivamente, y encontremos el centro de gravedad del
sistema, compuesto por estos dos puntos materializados. El
centro de gravedad se encuentra, por supuesto, en el seg-
mento AB y lo divide en partes inversamente proporciona-
les a las masas colocadas, es decir,

AC myg

TE - my

(por C desiguamos el centro de gravedad buscade). Por
consiguiente, al problema de «dividir el segmento 4B en
la razén 7um%1) se puede interpretar asi: coléquense la
masa 2 al punto A y la masa 3, al punto B. Entoneces, el
centro de gravedad nog da el punto buscado.

Esta interpretacién, sin embargo, tiene una deficiencia.
Es valida s6lo para A > 0. Deberiamos introducir masas
negativas para poder aplicarlas en los casos cuando 4 <<0.

6. INVARIANCIA DE UNA RAZON SIMPLE
CON RESPECTO A LA PROYECCION PARALELA

La palsbra «invariancia» significa invariabilidad. El
titulo del presente parrafo expresa la siguiente propiedad:
Si tres puntos de una recta son proyectados paralelamente
enotra recta, su razén simple no varia. La figura 10 ilus-
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tra, cémo se entiende la nocién de «proyeccién paralelan.
Por los puntos A4, B y € se trazan las rectas paralelas a, b
v ¢. Se llaman proyecciones paralelas de los puntos 4, B, C
los punilos 4’, B, C' cn los que las rectas a, b, ¢ so inter-
secan con la recta de proyeeeidn.

Demostracion. Segiin el conocido tcorema sobre la pro-
porcionalidad de los segmentos, gque se obtienen al cortar
los lados de un éngulo por rvectas paralelas, tenemos:

A AC
B cB '
o hien,
lA'C' _] AC
=5 |=| %5

[ Fall

Nos queda por demostrar que las razones simples-—%—.— y%
tienen signos iguales. Esto se deduce de lo siguiente: si el
punto C se encuentra entre 4 y B, entonces el punto ¢’
también se comprende entre A" y B’ (fig. 10, a) v ambas
razones son positivas. En caso de que el punto € se encuen-
tre fuera del segmento 4B, el punto €' estaria fuera del
segmento correspondiente A'B’ (figs. 10, b vy 10, ¢); ambas
razones en este ¢aso son negativas. Hemos demostrado de
este modo que

ACAC
il o
o bien,
(A’'B'C") = (ABC). (6.1)

Esta propiedad puede ser apreciada desde olro punto
de vista:
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Tres rectas paralelas, a, b, ¢, al cortar una recta (no les
paralela), forman en esta iiltima una misma razon simple.
Asi. en la figura 11

(AR, CY) = (A4,B,05) = (AByCy) = ...

Como la razén simple no depende de una recta secante,
ela pertencee a la propia terna de rectas a, b y ¢. Esto nos
permite avanzar eu nuesiros razonamicntos. En efecto,
hasta el momento hemos conocido sélo una razén simple

FIG. 11

de los ires puntos de una recta. Ahora inlroducimos una
nocién sobre razén simple de fres rectas paralelas.

Se llama razén simple de la terna ordenada de rectas
paralelas a una razén simple de tres puntos que se obtienen
como resultado de la interseccidn de las rectas mencionadas
con cuelquier recta secante.

7. PERMUTACION DE ELEMENTOS EN UNA RAZON SIMPLE

La figura 12 muestra ires puntos en una recta. Si nos
preguntiramos dendl cs la razén simple de estos puntos?
no podriamos dar una respuesta determinada, puesto que
tos puntos indicados no estdn ordenados. Se puede ordenar-
los de wna manera diferente. Es por ello que a la terna
dada de los punlos no ordenados, le corresponden varios
valores de M. {Cufintos son? d
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Tres puntos pueden ordenarse medianie uno de los seis
métodos a seguir: (ABC), (BAC), (ACB), (CAB), (BCA),
{CBA). Orientando de cualquier manera la recta quo Ileva los
puntos mencionados, designemos por A una razén simple
(ARC): c

A

En los cdleulos ulteriores utilizaremos las propiedades
de segmentos dirigidos (2.1) y (2.3). Cada vez, cuando
encontremos el segmento AB o el BA, lo dividiremos por
el punto C.

F1G. 12

Calculemos las cinco razones simples restantes:

BC — B 1
(BAC)':"CT'__—_“_"_
Retendremos en la memoria lo siguiente: al cambiar de
lugares el origen y el fin del segmento, la razén simple adquiri-
ré una forma de razén inversa.

Luego,
AB ACHCB AC
(ACB)=WK_W e -—?1?—1 === -—f1 ~+— ?..).

Para calcular la siguiente razén simple, (CAB), es sufi-
ciente aplicar una regla acerca de la permutacién de origen
y fin del segmento, la que acabamos de enunciar:

1 1
(CAB)= S
A continuacién,
N BA _ BCHCA  —CB—AC
(BCA) = AC T T AC T Aar =
|_AC
~ e 11
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Permutando, de nuevo, el origen v el {in, resulta:

I3

(CBA)= —~ s m

Hagamos una tabla de los resultados obtenidos. No es
deseable que en esta tabla Ios puntos sean designados con
letrag, puesto que otras designaciones literales pueden encon-
trarse en circunstancias diferentes. T.o que es importante,
son los lugares ocupados por elementos (por puntos o por
rectas) en una razén simple. Por eso, sustituyamos Ias
letras 4, B, € por cifras 1, 2, 3.

Tenemos, entonees:

(128) = A, (312) = _TT?-T ]'
(213) = -+, (230) = —3+2 i (7.2)
L

(182)= —(14+2). @)= —177 |

Asi pues, scgin sea el método de ordenar, una misma
terna no ordenada da origen a unas cuantas razones simples.
Por ejemplo, a una terna, expuesta en la figura 12, Ie corres-

L o - 1
ponden las siguientes razones simples: 2, %~ ey —a) _-231
2
Yy —%-

¢Cuéntas son las razones simples que corresponden a una
terna no ordenada? Hablando en general, son seis, lo que
se deduce de la tabla. Decimos «en general», porque los
valores indicados en la tabla (7.2) no siempre son distintos.
Hay circunstancias, dependientes de la disposicién de los
puntos, bajo las cunales algunos valores son coincidentes.
Aclaremos estas circunstancias. Es el problema bastante
interesante, porque al principio puede parecer que existen
muchas ternas de elementos que conducen a la coincidencia
de valores, sin embargo, después se pone de manifiesto que
en realidad existe una sola terna de este género.

Para vesponder a la pregunta levantada, hace falta tomar
en Ja tabla (7.2) pares de valores cualesquiera, igualarlos
v encontrar . Advertimos, sin embargo, que con la letra 2
designamos no una razén determinada, sino que cada una
de las seis razones. Por ello, es suficiente igualar L a las
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restantes expresiones, por lo cual el ndmero de variantes
se reduce a cinco. De antemano convengamos en suponer
que todos los tres puntos son distintos. Las ternas de ele-
mentos coincidentes no nos pueden interesar: si dos puntos
son coincidentes, su permutacién no cambia la razén simple.
Por esto, los valores de A =0 v L = oo, debemos conside-
rarlos invéalidos.
Examinemos, ahora, cinco variantes:

1) A =, A2 =1, & = =1, Como el valor de A = —1

=
no es posible, queda vélida sblo la solucidén A, = 1.

%) A = —(f + ), do donde A, = —-.

3y A= —ﬁ , A2 A 41 =0). Las raices son imaginarias.

4) A = —1-'%‘-75. Lo mismo,

5) 7 _%. Descartando como inv4lida la solucitn
A = 0, tomamog sélo Ay = 2.

Hemos obtenido tres valores de A: A, =1, &, = _,_‘},
Ag = —w2. Recordemos, ahora, que estamos buscando una

terna no ordenada, a la que coyresponde no el Gnico valor,
gino seis wvalores de A. Partiendo de cada valor obtenido
de %, reestablezcamos los seis elementos con este valor.

A - “any | o | T

1 § -2 _% —2 ._%
_% _3 _-;_ wip 1 1

—_ _% 1 1 —--;— —2

Tres filas de esta tabla coinciden (con la exactiiud de un
orden). Por consiguiente, los tres valores obtenidos de A
deben considerarse como wuna soluciéon. FEstos valores
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corresponden a una lerna de los puntos, uno de los
cuales es el centro del segmento comprendido entre dos
puntos restantes,

A la terna no ordenada y no degenerada corresponden, en
general, seis distintos valores de razén simple. La dnica excep-
cién es la terna, cuyo punto medio sirve de cenitro del segmento
encerrado entre los puntos extremos. A la terna de ial indole
le corresponden s6lo tres valores diferentes de razén simple.

Es evidente que la permutacién de los puntos extremos
en tal terna no es notable y no puede cambiar el valor de
la razén simple.

8. PROPITDAD DE GRUPO DE UNA RAZON SIMPLE

LLa nocién de grupo es una de las fundamentales nociones
en las Matemdticas. No se puede razonar sobre ella de paso
o muy be prisa. Por eso, aqui relatemos acerca de la propie-
dad de grupo de una razén simple sin relacionarla de nin-
guna manera a la nocién general de un grupo. Que el lector
del folleto perciba el contenido de este parrafo de una manera
aislada, como una propiedad curiosa de la razén simple.
A continuacion, al familiarizarse con la teoria de los gru-
post), el lector se dard cuenta de la profundidad de ideas
con las que estd relacionada la propiedad en consideracion.
A propésito, jes un ejemplo mds de una profundizacion!

La propiedad de grupo de una razon simple consiste
en lo siguiente: s

St en cualquiere de seis expresiones

1
ay= A, Ag= = ag= —(142),
: (8.1)
(f;l=——1,,, f’{,—:—-—-i{\“ a.(-::'_—"‘?‘\'—,"
12 "’ b 145

sustituimos A por cualquiera de estas expresiones, en el resul-
tado obtendremos también una de ellas.

1 Yéanse: 1. P. S§. Alexandrov: Introdueccion
a la teoria de los grupos. Mosch, 1954, 2, 7. Grossman v V. Magnus:
Grupoes y sug rlibricas. Mosed, 1971,
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s razonable el punto de vista siguiente. Todos @; son
funciones de i:

iy ==y ) [ =18 <oy B)

Sustituyendo el argumento por uma de estas funciones,
obtendremos una expresion de la forma:

Yo B 000 1D sy B8 ProeiliB s & wp 1) (a)

(no se excluye ¢l caso en que i == j). Resulla que la funcion
(&) no e¢s nueva, sino que una de las mismas seis funciones:

filfy W] = fx (1) (8.2)

Por consiguiente, el procedimiento de la sustitucién del
argumento % por una de las funciones f; () no da algo
nucvo, dado que no nos conduce fuera del campo de seis
funciones primifivas.

Para comprobarle se puede considerar todas las 36 com-
binaciones de las letras i, j en [a f6rmula (8.2}, Scan, por
ejemplo, i = 3 ¥ j — 6, Esto significa que partimos de

ag = —{1 + &)

e 35 A
y sustituimos 2 por la expresion gq= — T
b 1
_(14_&0):“(1 _1__1_1):__1_’__:“':&-.&,

Quiere decir:
Js |,r"n (MI == £ (R).

Sin embargo, este método de demostracién no puede satis-
facer a un lector ansioso de conocimientos, ¥n efecto, del
hecho de que 36 comprobaciones conlirman nuesira suposi-
¢ién, no conviene hacer una deducciéon de que tenemos
36 coincidencias aleatorias. Dehe haber alguna argumenta-
cion de este hecho. Ahora la indiguemos y esto sera maés
persuasivo para el lector.

Hemos designade con A cualguiera de lag seis razones
(ABC), (BAC)Y, ... En la tabla (7.2) hallamos, por cjem-
plo,

128)=h,  (233) ==t
Haciendo caso omiso de las designaciones, llegamos a la
conelusion: a la sustitucién del valor de una razdn simple
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por la magnitud reciproca, le corresponde la permutaci6n
de dos primeros elementos. Esta regla es aplicable a cual-
quiera de las seis razones (no tiene ninguna importaneia,
cuil punto de los tres designamos con la cifra 1, etc.).

Por consiguiente, si la expresién —% la sustituimos por
su reciproca (ponemos —_ 1-3;{--2L-en lugar de 2 en la expresién

1 : £ i
7[)’ obtendremos una razén simple con dos primeros ele-

mentos permutados. Por supuesto, esta razon se halla en
la tabla (7.2), asi que nuestro postulado queda demostrado.

Volvamos a considerar la férmula (8.2). Hemos descu-
bierto que para i = 3 y j = 6 resulta que % = 4. Fallemos
la solucién total de este problema, es decir, encontremos %
para cualesquiera de i, j. Al principio recordemos, qué se
entiende bajo la palabra «operacién»') en la aritmética
y &lgebra. Sea dado un conjunto M. La operacidn es subor-
dinada a urna ley, segin la cual a cualguier par ordenado de
elementos (a, b), tomado del conjunto M, se le pone en confor-
midad el vnico elemento del mismo®) conjunto.

Ejemplo 1. Sea M un conjunto de numeros naturales
o enteros positivos 1, 2, 3, . .. Mediante la operacién de
adicidn a cada par de nGmeros se le pone en conformidad
el tercer nlimero, la suma. El signo de operacién se pone,
con frecuencia, entre las componentes: 2 4 3 = 5,

Ejemplo 2. Haciendo uso del mismo conjunto M, consi-
deremos una operacién mds, la de multiplicacidn. Es nuna
operacion de otra especie. El mismo par de nimeros (2, 3)
ella lleva a la conformidad, expresada por 6, y no por 5
como en el ejemplo 1 (2.3 = 6).

Ambhas operaciones consideradas poseen la propiedad
conmutativa {a +b =b-ka, a-b =b-a) y por eso la
ordenacién de componentes (¢, b) en pares no es esencial.
Advertimos que on una operacién a® = ¢ las componentes
no gon equivalentes en sus derechos.

1) Mas oxacto seria decir coperacién binariay, os
decir, ln operacién con dos componentes, pues la operacién puedo rea-
lizarse también con una sola componente, como, por ejemplo, la ex-
traccién de una raiz cuadrada.

2} No es obligatorio, pero nos limitaremos a este caso.



29

Congideremos, ahora, un conjunto M, cuyos elemenlos
estdn constituidos por las funciones (8.1). Eu este conjunto
definamos una operacién que illamaremos «multiplicacién»
y designaremos con el signo ® {(comillas y circulo sirven
de senal que no se trata aqui de multiplicacién en el autén-
tico sentido de esta palabra).

«Multiplicary a; por a; significa sustituir A en la expre-
sién para a; por la de a;. Simbslicamente:

a; ® a5 = f; [f (M} = as. (8.3)

Mds arriba hemos sefialado que f, [f5 (A)] = f, (A). Ahora
esta misma idea se enunciard asi: ag, «multiplicada» por a,
nos da a4, 0 a; ® az = a,.
Que el mismo lector halle todos los 36 «productos» a; ® a;.
En la tabla que sigue abajo se dan las respuestas:

20 factor
1¢T factor
a3 g az 13 g as
aq a3 as as ag a5 ag
az ay @y ay a3 ag ag
(8-4)
as az a5 aq ag ag a4
ay a; ag ag as ay as
as as a3 ag iy @4 az
ag g & as ay a3 ay

La tabla puede denominarse de «multiplicacionn?).
Examinemos la tabla con toda la atencién y hagamos algu-
nas observaciones.

1. La «multiplicacién» no es conmutativa. Tenemos, por
ejemplo, 2y, ® 2y = a4, ¥y ag ® ¢, = as. Por esto, cuando
decimos «multiplicar» por ¢;, debemos afiadir «de derecha»

1) En la teorfa de los grupoes la llaman «cuadrado
de Cayleys.
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o «de izquierda». Por ejemplo, «multiplicar» @, por ez «de
derecha» significa: e, ® aq = a4; «multiplicar» a, por ag
«de izquierda» significa: ay @ @, = as.

2, Con relacidon a la multiplicaciém» el elemento a4
desempefia ¢l mismo papel que el ndmero 1 on la operacion
de multiplicacién habitual. La multiplicacién de cunalquier
nimero por la unidad no lo hace cambiar:

a1 =a.

De la tabla 8.4 se infiere que la «multiplicaciény (sea de
derecha o de izquierda) de cualquier clemento por &, no
hace variar esie (ltimo:

t?,‘r@al -:Q-l@ai =4{; (i='.l.,2, omony 6)

Por eso, el elemenlo a; s¢ denomina «unidady.
3. La «multiplicacion» posee la propiedad asociativa:

(a¢; © a;) ©® ap =a; © (a; © an). (8.5)

Si, por ejemplo, mulliplicamos, al principio, a; © a4
y, después, of resullado obtenido Jo multiplicamos (de
derecha) por a,, entonces resulta:

(@, © ag) ® a5 =08, © & =
Si, al principio, multiplicamos a; ® a4, resultard que
ay, ® (a3 © @) =y © a4 == &s.

El resultado es el mismo. Haciendo uso de este método,
se puede comprobar todas las combinaciones posibles y,
ademds, convencerse de que la ley (8.5) es siempre verifi-
cada.

l.a propiedad asocialiva hace excesivo el uso de los
pacéntesis en la anotacion del producto conmstituide por
tres v mayor niitmero de elementos.

Se puede escribir:

¢ ®a; © tp,

sobreentendiendo bajo esta anotacién cualquier miembro
de la igualdad (8.5).

Podriamos definir, también, la operacién de «divisiony.
{Pero, basta! Es el momento de pararnos. Que el lector
mismo piense en la «divisiény.
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Recibe el nombre de grupo el conjunto do elementos en
el que estd definida una operacién, la cnal posee algunas
propiedades que aqui no las enunciamos. Los elementos (8.1)
con ia operacién definida por la férmula (8.3), constituyen
un grupo.

Hemos echado una ojeada a la teoria de los grupos a tra-
vés de una «mirvilla». Nuestro deseo es que a continuacién
cada lector de este folleto entre en la teoria a través de
una «puertay ampliamente abierta.

9. PUNTOS IMPROPIOS

En este parrafo ampliemos la nocién de un punto; sin
csta ampliacién nuestro avance en el desarrollo del proble-
ma serfa dificultado. Las dificultades con que Lropezariamos
serdan indicadas on el pirrafo 10.

Convengamos en asignar a las rectas paralelas un punto
comun, llamado impropio'), esto es, decimos, desde ahora,
que dos rectas parelelas se intersecan en un punto impropio.
Por supuesto, el lector tendrd interés en ver este punto,
como otro cualquiera. No obstante, hay que tener en cuenta
que este punto no es parecido al comun, sino es impropio.
Existe posibilidad de considerarlo, pero de una manera
un poco desacostumbrada. Ahora mismo (rataremos de
vencer la resistencia natural do la mentalidad humana a la
introduccidn de nuevas nociones que salen fuera de lo acos-
tumbrado,

Un punto impropio es algo coman, perlencciente a las
rectas paralelas. Dos rectas paralelas ticnen, por cjemplo,
una direccién comin. Por consiguiente, la introduccién de
puntos impropios no es una revuelta radical, sino que el
simple cambio de denominacidén: el término «lireccidn de
la recta» es sustituido, ahora, por el nuevo, esto es, «punto
impropio».

En la figura 13, ¢ estd representado el conjunto de las
rectas que pasan por un punto comin. Este conjunto se
llama haz ceniral y el punto comitn, centro del haz. Es evi-

1) A veces este punto se denomina punfo infinita-
mente alefado; este nombre es peor, dado que nunca operaremos con
la distancia hasta él,
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dente, que con la definicién del centro se define, también,
el haz, y viceversa. En la figura 13, b estd expuesto el haz
paralelo, es decir, un conjunto de las rectas paralelas perte-

FIlG. 18

necientes a un plano. La diferencia entreljlos puntos comu-
nes e impropios parcialmente se borra, si imaginamos
haces en lugar de los puntosi

punto comin {propio) es un haz ceniral,

punto impropio es un haz paralelo

Prevenimos al Jector de una pregunta: ddénde se encuen-
tra el punto impropio, por la derecha’ o por la izquierda?
La pregunta de esta indole seria una tentativa de abordar
las nociones nuevas con ayuda de intuicién 'vieja. Para
aprender a operar con puntos impropios es necesario’ formar
en st una intuicion nueva. En cada recta existe uno, y sélo
uno, punio impropio y para él no son aplicables las nocio-
nes «por la derecha», «por la izquierda», «superiormente»,
«inferiormente», etc. En la figura 14 se exponen la recta 'a
y el haz central S. Establezcamos la correspondencia entre
los puntos de la recta y las rectas del haz: a la recta m, le
corresponde el pnnto M, y viceversa (véase el dibujo).
Mas, ¢podemos afirmar gue esta correspondencia es hiuni-
voca, es deeir, serd cierto que a ¢ade punrto de la recta a corres-
ponde una recta del haz S, 'y, reciprocamente, a cada recta
del haz S, le corresponde un punto de la recia a? Mientras
no conocimos la nocién de puntos impropios, la segunda
parte de esta afirmacién no era justa: en el haz S hay una
recta de sobra, a’, paralela a ¢. A ella no le corresponde nin-
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gun punto_en Ia recta a. No obstante, al introducir punlos
impropios, la afirmacién sc pone valida. En efecto, ahora
también a la recta @’ corresponde un punlo en la recta a,
el cual es ol punto impropio. No se halla por la derecha,
ni tampoco por la izquierda. Si la recta m empieza a girar
alrededor del punto S en la direccién contraria a las agujas
de un reloj, el punto M va a desplazarse por la recta a hacia
la derecha. Si m gira en el sentido de las agujas de nn reloj,

FIG. 14

M: so desplazara a_la_izquierda. En ambos casos llegara
elymomento, cuando la recta m coincida con la ¢’. En este
instante el punto M se hard impropio.

«lEs evidente que en un plano oxiste una infinidad de
puntos impropios. Designemos por u el conjunto de estos
puntos y convengamos en considerarlo una recta (impropia).
Lo ultimo es plenamente natural ¢n virtud de dos razones.

En primer lugar, cada recta -propia tieme unm punto
impropio, es decir tiene un punto comin con ¢l conjunto w.
Por eso, es natural tomar & por una recta.

Segundo. Examinemos dos planos paralelos, o y o
{fig. 15). A cada haz paralelo en el planc le corresponde un
haz paralelo de la misma direccién en el punto «’. En otiras
palabras, cada punto impropio del plano « pertenece tam-
bién al plano a’, y viceversa. ksto significa que ol conjunto
de los puntos impropios es comitn para ambos planos para-
lelos, lo que constituye un argumento mas en favor de
llamar el conjunto mencionado una recta.

Asi pues, en un plano existe lo vnica recia impropia.
Cada recta propie tiene un solo punto impropio; la recia
impropia estd constituida exclusivamente por puntos impropios.

3—01283
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Si en una recta estdn descubiertos dos puntos impropios,
es indicie de que la recta es impropia.

El conjuntoe de todos los puntos impropios en el espacio
se denomina plano impropio. No lo examinemos en este
folleto porque el ultimo estd dedicade a la geometria en
un plano,

Hemos extendido el conjunto de los puntos en el plano,
al intreducir nuevos puntos. Pero no podemos considerar

G, 15

que los nuevos puntos introducidos (impropios) son en todo
equivalentes a los puntos propios. Los puntos impropios
son equivalentes a los propios solamente en el sentido parcial.
Indiquemos con toda la precisién, en qué sentido los puntos
impropios y los propios pueden considerarse equivalentes.

Entre los puntos mencionados no hay ninguna diferencia,
cuando los consideramos desde el punto de vista de su posi-
cion, es decir, en cuanto a la pertenencia mutua de puntos
¥ rectas. En efecto, todas las propiedades de posicién (en el
plano) se infieren de dos axiomas:

1. Dos distintos puntos definen a unae sola recta (se on-
tiende una recta que pasa por les puntos indicados).

2. Dos distintas rectas definen a un solo punto, pertene-
ciente a ellas.

El primer axioma so ilustra por la figura 16. Cada punto
es definido por vwn haz respectivo. Trazar la recta por los
dog puntos significa hallar una recta comin para dos haces.
Bn Ja figura 16, @ ambos puntos son propios. Es un caso
«viejo», bien conocido. En la figura 16, b uno de los puntos
es propio, ¢l otro es impropio. Es evidente que en este caso



ollos definen también una recta tnica. La figura 16, ¢ nos
muestra dos puntos impropios. Existe una sola recta que
los contiene, es una recta impropia.
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Para comprobar el segundo axioma examinemos tres
casos:

1. Las dosrectas son propias y no paralelas; se intersecan
en un punto propio.

2. Las dos rectas son propias y paralelas; tienen un
punto comin, que es impropio.

3. Una recta es propia, la otra impropia. Como punto
(y el {inico punto) comin para ellas sirve el punto impropio
de la primera recta.

En las cuestiones, relacionadas a la medicién de segmen-
tos y angulos, los puntos impropios no son equivalentes a los

3=
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propios. No se puede hablar de la distancia entre dos puntos
impropios {pero si, Ise puede hablar del &ngulol). Una recta
propia permile la Gnica perpendicular trozada de un punto
propio. Desde ol punto impropio se puede trazar una infi-
nidad de perpendicularves, o bien ninguno, ete.

El axioma accrca de las paralelas tampoco puede ser
extendido al caso en que una recta o un punto fuera de ésta
gon impropios.

Volvamos a desarrollar el problema principal del folleto.
Sean A ; B puntos propios, y U/, un punto impropio de la
recta AB. Cual es la razén simple (ABU)? Por supuesto,
es una cuestién de la convencidn, pero hay gue convenir
de un modo natural al méaximo.

Si todos los tres puntos son propios, entonces:

AC AB4+BC  AB

si el punto C tiende a U (es decir, se aleja ilimitadamente
a lo largo de la recta), entonces lim %: (3. Por ello,
CoU

al coincidir € y U, seria natural asignar a2 el valor extremo:
A= (ABU) = —1.

Hasta el presente consideramos imposible el valor de
—1 para A. Actualmente, precisamente este valor es el més
acerlado para un punto impropio. Por consiguiente, desde
ahora podemos dividir el segmento AB en una relacién
cualguiera.

Examinemos, ademds, las circunstancias en que el origen
o el fin del segmento es un punto impropio. Si 4 — U, el

numerador de la expresidn 2 z% crece infinitamente,
mientras que el denominador queda invariable. S5i B — U,
todo ocurre al revés. Por ello, es natural considerar que

(UBC) =,
4U0¢C) =0, (9.1)
(ABU)= —1.

No todas las propiedades de la razén simple, que heros
examinado arriba, son validas para los elementos impropios.
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10. SEPARACION DE PUNTOS EN UNA RECTA

Cada recta contiene un conjunte infinite de puntos.
A este conjunto le hemos afiadido un punto més, el punto
impropio. dSerd de gran importancia este hecho? Resulta
que si, La adicién de un punto imprepio cambia esencial-
mente las propiedades de la recta. En particular, intro-
ducido el punto impropio, pierde todo sentido la nocidn
«entrey.

Hasta ol momento considerdhamos que de los tres puntos
en una recta, dos son extremos y un punto es intermedio,

FIG. 17

que se halla entre los de extremidad. Suele decirse tambiéa
que dos puntos se separan por el tercerc. Supongamos que
en el punte 4 se encuentra un lobo, ¥ en el punto B, una
oveja (fig. 17). Bs evidente que la seguridad de la oveja
se puede garantizar, al establecer en el punto € un obs-
tadculo insuperable (se supone que el lobo corre solamente
por una recta); en el caso dado el obstdculo separa al lobo
de la oveja. Estas propiedades de una recta no son aptas
en 'una cireunferencia. Entre los tres puntos de la circun-
ferencia no hay ninguno que podria Ilamarse intermedio.
Si es nccesario separar la oveja del Jobo. no es suficiente
tener un solo “obsticulo. Un obsticulo, puesto en el punto €
{fig. 18), no impide que el Jobo atrape a la oveja, corriendo
segiin el sentido de manecillas de un reloj. Hacen falta dos
obstéculos, en los puntos € ¥ D, para que la oveja pueda
estar quieta.

Asi pues, un punto en la cireunferencia no puede separar
dos punitos de la misma cireunferencia; lo pueden hacer dos
puntos. Y un postulado maés: una cuaterna de puntes en la
circunferencia se desintegra de una manera ¥nica en dos pares
de puntos, que son reciprocamente divisorios.



38

Tan pronto como introducimos la nocién de mn punto
impropio, desaparece la diferencia, arriba indicada, entre
una recla y una circunferencia., Desde ahora la recta se
hizo una linea cerrada. =

En la figura 19 se muestra la correspondencia entre los
puntos de la circunferencia y los de la recta que se denomina
proyeccidn estereogrdfica. La recta toeca la circunferencia a’
en el punto O. El punto U’, diametralmente ‘opuesto,

sirve de centro de proyeccidn. A cada punto M de la recia
le corresponde el punto M’ de la circunferencia y, viceversa,
al punto M’ cerresponde ¢l punto J4. Hasta la introduceidn
del punto impropio esta imagen no cra biunivoca: en la
circunferencia hay un punto sobrante U’. Ahora al punto U’
corresponde el punto impropio U de la recta a.

En el haz central de rectas una recta Lampoco puede
separar un par de otras rectas. Scan ¢ y b dos rectas del
haz (fig. 20). Cualquicra que sea la tercera recta ¢, haciendo
girar a, siempre se puede conseguir que ésta coincida
con b, sin gue en el transcurso del giro ¢ pase la posicién
de ¢. Sin embargo, dos rectas pueden dividir @ y . Y un
postulado més: una cuaterna de rectas de un haz ceniral se
desintegra de wna manera tUnica en dos pares que son recipro-
camente divisorios.

Estudiemos una vez més la figura 14. Hs facil ver que
os justo el lema (giguiente.
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Supongamos gue una cuaterna de los puntos de una recta
es proyectada desde un cierto centro por cuatro rectas, entonces
los pares divisorios de puntos son proyectados por pares divi-
sorios de rectas.

iDe este modo, la separacién reciproca de dos pares de
puntos conserva su validez en cl caso de una proyeccién
central. Isto es cierto, cuando la proyeccién se hace de una
recta a otra, Mieniras tanto, la propiedad de la terna de

c

FIG. 20

puntos de una recta de dosintegrarse cn dos punlos extre-
mos y un intermedio (se trata de una recta sin punto im-
propio) se conserva sdlo en el caso de una proyeccién parale-
la {véase la fig. 11); en el easo de una proyeccién central
esta propiedad no tiene lugar. En la figura 21 vemos tres
puntos, 4, B y C, en la recta a; con esto el punto C so en-
cuentra entre A y B. Los puntos mencionados estin proyecta-
dos del centro S a la recta a” y el punto C’ no se halla entre
A’y B

Que el mismo lector, examinando ¢l dibujo 21, piense
sobre la cuestién: dserd el segmento A’B’ la proyeecién
del segmento AB o no? La cuestién no cstd elara. En efecto,
en la recta ¢ existen dos segmentos AR: uno cs interior,
y el otro, exterior, es decir, agquel que comprende un punto
impropio. La fignra 21 nos muesira que cada puntfo inte-
rior del segmento AB (C, por ejemplo), siendo proyectado,
se convierte en punto exterior del segmento 4’B’. Al cons-
truir, mediante una recta, la proyecciéon del punto impro-
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pio U, (la recta do proyeccién es paralela a a), obtendremos
el punto UJ’, situado dentro del segmento A'B’. Resulta
pues, que el segmento interior A’B’ es una proyeccién del
segmento exterior AB.

FIG, 21

Nuestros razonamientes, aungue parecen abstracios, para
el lobo A4 tienen uwna significacion muy prictica (fig. 17).
Introducido el punto impropio, el obstdculo Ciya no impide
que el lobo atrape a la oveja en ¢l punto B con tal de que

el lobo siga un camino que pasa por el punto impropio.
Imaginemos que iodos los tres puntos cstan proyectados
desde el punto S (fig. 22). La recta a gira alrededor del
punto S en el sentido de las manecillas de un reloj. El lobo
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debe correr a la izquierda de un modo tal que a cada instante
dado pueda encontrarse en el punto en que se intersecan
a ym. Cuando o sea paralela a m, el lobo se encontrari en
el punto impropio. Con el giro sucesivo de la recta a el
Jobo aparecerd desde la derecha v atrapard a la oveja.
A decir verdad, el lobo debe ser un corredor excelente.
La recta o gira alrededor de S uniformemente, por ello,
cuando a se aproxima a una posicién paralela a m, la velo-
cidad con que corre el lobo tiene que crecer infinitamente.
Mas, esto no debe sorprendernos. La velocidad os una nocibn
métrica, relacionada con la medicidn de distancias. Mientras
tanto, el lector ya fue prevenido gue no se deben plantear
problemas métricos en relacién a los puntoes impropios.

11. TEOREMA DE CEVA

T.a8 medianas de un tridngulo se¢ intersscan en un punto.
El sentido reciproco no existe, es decir, del hecho de que las
rectas AL, BM y CN pasan por un misme punto (fig. 23) no

F1G. 23

ge deduce que ellas son medianas. F.a irreversibilidad del
teorema significa que sus condiciones contienen requisitos
sobrantes: para concluir que las rectas AL, BM v CN pasan
por un mismo punte no es necesario reguerir que ellas scan
medianag (alturas, bisectrices), gino que se puede limitarse
a un requisifo menos estricte. Interesante es el problema de
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encontrar una condicién minima, es decirv, la condicién, que
siendo no salisfecha, las rectas AL, BM y CN no tengan
el punto comiin. En este ltimo caso el teorema adquirira
el sentido reciproco, esto es, la condicion mencionada serd
suficiente s necesaria.

La condicién minima fue hallada por Giovanni Ceva
(1648 —1734), matemadtico ilaliano. Antes de enunciarla
aqui, precisaremos algunos términos.

Bajo el «lado del tridngulo» entendemos ne un segmento,
sino toda la vecta infinita. Sea dado ¢l tridngulo ABC.
Elijamos en cada lado un punto respectivo (no coincidente
con ningln vértice):

el punto N, en el lado AB;

el punto L, en el lado BC;

el punto M, en el lado CA.

Para determinar razones en que estos puntos dividen
los lados del tridngulo, es necesario ordepar sus vérlices.
Convengamos en recorrer el tridngulo en cualguiera de las
dos direcciones: ABC, o bien ACB. En el primer caso los
pares de vértices se ordenan de la manera siguiente: 45,
BC, CA. En el segundo caso los vértices se disponen como
signe: BA, AC, CB.

Con el fin de mayor definicién tomamos la primera
orientacién y designemos

A= (BCL),
w=(CAM), (11.1)
V= {11.{3'1\“ .

Kl teorema de Ceva dice:

Si las rectas AL, BM y CN pasan por un mismo punio,
entonces hpv = 1.

Observacion. TLos punlos 4, B, € son propios, los L, M,
N y O pueden ser cualesquiera,

Demostracién. Al principio supongamos que todos los
siete puntos son propios. IE1 punto O puede encontrarse
tanto deniro del triingulo como fuera de sus limites (véanse
lag figurays 24a, b). T.o que diremos abajo es igualmente
aplicable cen ambos casos.

Tracemos por ¢l punto € und recta ¢', paralela a AB.
TLos puntos, en que ¢’ interseca a AL y BM, los designemos
con A" y B’. En lo sucesivo haremos uso de proporciones
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que se deducen do la semejanza de tridngulos, razén por
la cual consideramos segmentos y relaciones entre ellos como
magnitudes positivas.

F1G, 24

De’la semejanza de log tridngulos OA'C v OAN tenemos:

AN _ ON
ea’ of”

De la semejanza de los tridngulos OB'C y OBN oblene~
mos:
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De la semejanza de los tridngulos ABM v CB’' M oblene-
mos;

cM  BC
e e ——— Y (G}
MA B
Multiplicando (a), (b) ¥ (¢), obtenemos:
AN . Bl . cM (d)

NB LC MA

Nos queda por aclarar qué sucederd, si cu el primer miem-
bro de la iltima ecuacién introducimos las relaciones (11.1}
con sus signos. Fn el caso, expuesto en la fignura 24, a (el

7N

FIG, 25

punto O se encuenira deniro del tridngulo), cada uno de los
puntos L, M y N se dispone entre dos vértices del tridngulo,
por lo cual iedas las relaciones (11.1} son pesitivas. Por
consiguiente, en lugar de la igualdad (d) se puede escribir

AN BL €M A

Si el punto © se encuentra fuera del tridngulo y no en
los lados de éste, debe haber bien dentro del angulo del
triangulo (dominios 7, 2, & en la fig. 25) o bien dentro del
dngulo vertical (dominios £, 5, 6 en la fig, 25). Supongamos,
por ejemplo, que ¢l punte O se halla dentro del angulo A
o dentro de un 4ngulo, vertical a éste. In este caso la
recta AQ cortard el lado BC en el punto L, que se encuenlra
entre B y C; las rectas BO y €O cortardn los lados €4 y AB
fuera de los scgmentos CA y AB. De este modo, si el punlo O
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s6 halla {uera del triangulo ABC, entonces entre las rolacio-
nes (11.1) las dos serdn negativas, y una positiva. Quiere
decir, on cualquier circunstancia el producto Auv es siempre
positivo, quedando asi demostrada la relacién (11.2).
Supongamos ahora, que uno de los puntos divisorios, L,
por ejemplo, es impropio, es decir AL [} BC (fig. 26). De la

FlG. 206 FlG. 27

semejanza de los tridngulos AON y BCN sc deduce gue
AN 04 d

m - B_C‘; --

/Por otra parte, la semejanza de los tridngulos OMA

vy BMC nos da:

MA _ OA
lgualamos los primeros miembros:
AN _ MA
NB  CTM (€)

Como el punto O debe disponerse en la recta AL, paralela
a BC, se halla, por consiguiente, en el dominio rayado
(fig. 27}. Es fécil ver, en este caso, que bien e! punio & se
encuentra entre 4 y B, mientras que el punto M esté fuera

del segmento AC, o bien, todo va viceversa, es decir, las

relaciones ij}; Y MA tienen signos opuestos. Por esto, la
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ignaldad (e) se puode eseribic en la forma;

AN MA
N T T
o bien,
AN 1
FET M
™MA
es deeir,
W= coth
I
Por lo tanto, pv = —1. El punto L es impropio, es decir~
A = —1. Asi pues:
Apv = 1,

Examinemos, ahora, un caso en que dos puntos divi,
sorios, L y M, por ejemplo, son impropios. La figura ACBO

Fld, I8

serd un paralclogramo (fig. 28) y el punto N, el centro del
lado AB. En este caso A = —1, u = —1, v =1, y, por
consiguiente, Auv = 1.

Todos los tres puntos, L, M, y N, no pueden ser impro-
pios (si se da do antemano que las rectas AL, BM y CN
lienen un punto comun). Es posible, ademds, que el punto O
sea impropio, es decir, las rectas AL, BM y CXN son parale-
Ins (fig. 29). Es ficil convencerse de que una relacién en
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este caso es positiva y las olras dos, negativas. IEn la figu-
ra 29 tenemos: A <<0, p <0, v>> 0. Designemos por o
vy B los segmentos respectivos AN y NB. Enlonces:

_AN _ o
~ANBE B
_BL __ a+f
e e
M B
=g e

Multiplicando, encontramos:
jtp,\? = 1.
El teorema de Ceva estd completamente demostrado.

El teorema reciproco. Si en cada lado de un tridngulo
elegimos un punto (no coincidente con el vértice) de tal modo

FlG. 30

que el producto de relaciones, en que los puntos indicadps
dividen los lados del tridngulo, sea igual a 1, entonces se puede
afirmar que las rectas que unen los vértices del tridngulo y los
punios de lados opuestos pasan por un mismo centro,

En la forma méis breve: si Auv = 1, entonces AL, BM
¥ CN pasan por un mismo ceniro (punto}.

Demostracion. Supongamos que las rectas AL, BM
y CN po pasan por un mismo centro (fig. 30). Designemos
con O el punto de interseccidn de AL y BM; iracemos la
recta CO c¢ indiquemos con &N’ ol punto de interseccién
de COy AB. Larazén simple (ABN') la designemos por v’
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Tenemos;

Auv = 1 (segin la condicidn),

whiv' = 1 (segin el teorema de Ceva).
Por consiguiente, v = +’, lo que contradice a la suposiciéon
de que los puntos N y N’ son diferentes. El teorema estd
demostrado.

En adelante llamaremos teorema de Ceva ambos teore-
mas arriba mencionados que pueden ser enunciados en la
siguiente forma:

Para que las rectas AL, BM y CN pasen por un misino
punto, es necesario y suficienie que se verifigue la igualdad
Apv = 1.

Sin embargo, ambos teoremas no podrian ser tan simples,
si no introdujésernos los puntos impropios. Al teorema
primero deberiamos enunciarlo asi: si las rectas AL, BM
y CN pasan por un mismo punto, tres casos son posibles:

sea que el producto de tres relaciones A, g, v es igual
a la unidad;

sea una recta paralela al lado opuesto'), mientras que
las otras dos rectas intersecan los lados opuestos de una
manera tal que el producto de sus relaciones es igual a menos
unidad;

sean dos rectas paralelas a los lados opuestos, mientras
que la tercera divide el lado opuesto (scgmento) a medias.

Estd excluida la situacién expuesta en la figura 29, dado
que hemos aceptado que las rectas pasan por un mismo punto.

En lo que se concierne al teorema segundo, lo deberiamos
enunciar asi: si Apv = 1, las rectas AL, BM y CN pasan
por un mismo punto, o bien son paralelas. Como hemos
aceptado la exislencia de los puntos L, M, N, los casos
de tipo AL || BC estin oxcluidos.

La introduceién de puntes impropios permite unir todos
los casos mds diversos (como podria parecer) en una sola
enunciacién. En general, se ha aceptado en las Matemati-
cas unificar los casos, iguales segin su forma, aunque dife-
rentes por su contenido. Cada matemético debe saber hacer
esta unificacion.

Todos los teoremas (conocidos del curso escolar) acerca
de la interseccién de medianas, bisectrices y alturas son

_ 1) 8i AL || BC, entonces AL es la designacién de
Aina recta; el punto L, en este caso, no existe.
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nada mds que casos particulares del teorema segundo.
Demostrémosio,

Si AL, BM y CN son medianas, entonces A = p = v =
= 1. Por lo tanto, Auv = 1.

En caso de que AL, BM y CN sean bisectrices, entonces

[

a b B n®
A B fhisa, Wi, Por consiguiente, Apv = 1.

Si AL, BM v CN son alturas, entonces se tieno: A =
=-:-g—§, M=%§a v=:-g-§. Por consiguiente, Apuv = 1.
Este teorema tiene un caso muy particular, a saber: el
caso en que el tridngulo ABC ces rectingulo, cuando el
teorema de Ceva no puede aplicarse, pues requiere que
los puntos L, M y N no coincidan con los vértices. Por
supuesto, sigue siendo vilido el teorema acerca de las
alturas del friangulo que pasan por un mismo punto. No
obstante, cuando referencias se hacen al teorema de Ceva,
el caso de un tridngulo rectdngulo se debe considerar por
geparado.

' Observacién histérica, Kl teorema que ileva el nombre
de Giovanni Ceva fue dediicido por razones meecénicas,
Supongamos que en los vérlices A, B y € se disponen las
masas respectivas m,, my y my. Sean L, M y N los centros
de gravedad de pares (my, mg), (my, m,), (m,, m,), respecti-
vamente. El centro de gravedad de dos puntos materiales
so emcuentra en el segmento, limitado por los mismos,
y divide éste Gltimo en una razén reciproea a la razén de
masgas, es decir,

L divide el segmento BC en la razon K=f—g-=%, )
M divide el segmento CA en larazén p=S ™ L
e _ .o AN m
N divide el segmento AB en la razén '\:_Tg_..;i___ J

(11.3)

Es evidente que Apv = 1.

Del curso de estdtica conocemos que el centro de grave-
dad del sistema de tres puntos se encuentra en el segmento
que liga uno de estos puntos con el centro de gravedad
de los otros dos?). Por lo tanto, el centro de gravedad de tres

1) 8e puede decir esto sobre cualquier multitud
de puntos materiales, dividida en dos submultitudes,

A—DA285
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masas, m,, M, ¥ Mg pertenece a cada uno de los segmentlos
AL, BM, CN, esto es, ires segmentos mencionados tienen
un punilo comin.

No es dificil demostrar que si Auv =1, las masas m,,
mq, mgy pueden elogirse de una manera tal que se satisfagan
las condiciones (11.3).

La concepcidn de centro de gravedad se usa con frecuen-
cia en la geometria'). El método puede ser extendido al
dominio de valores negativos de A, u, v.

12. TEOREMA DE MENELAQ #)

Conservando designaciones anteriores, enunciemos dos
siguientes (eorcmas.

1. Si los puntos Ly M y N estdn situados en una misma
recta, el producto v es igual a —1.

2. Si Apv = —I, los puntos L, M y N se sitidan en unu
misina recte.

Recordemos que los vértices del tridngulo ABC se supo-
uen siempre propios; los puntos L, M y N pueden ser euales-
(quiera.

Una recla que corta los lados del tridngulo recibe el
nombre de linca transversal (con relacién al tridngulo dado).
Si la linea transversal osla trazada de una manera tal gue
no pasa por ninguna de los vériices del tridngulo, entonces
la Hoea mencionada corta dos lados del tridngulo en su
interior y un lado fuera de dste (fig. 31, @), o bien corta
todos los tres lados [uera del tridngulo (fig. 31, b). Los
puntos en que se corlan la linea transversal y los lados BC,
CA y AB estin designados por L, M y N, respectivamente.

Demostremos el primer teorema. Tracemos por los
vértices del tridingulo tres rectas, paralelas a la linea trans-
versal (en la figura 31 se muestra una sola de ellas: BM),
Si 1a linea transversal no es paralela a ninguno de tres
lados, entonces todas las tres rectas son distintas. Sustituya-
mos las relaciones que nos interesan por las razones de seg-
mentos en uno de los lades del tridngule, por ejemplo,

1y Véase M. B. Balk. <Aplicaciones geométricas
dte 1a concepcién de centro de gravedad»,
2) Gebmetra griego, 1€f giglo de n.e.
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en el lado CA. Al designar por M’ el punto de interseccién
de una paralela, que pasa por B, con el lado (A, tenenios

al b)

MG, 3%

(atencion: todas las proporciones se han Lomado con sus
signos);

BL MM

LC — MC ' (:
AN AM )
NB MM

Teniendo en cuenta (a), caleculemos el produeto Apv:
BL CM AN _ M'M-CM-AM _
TC "™MA NB~ MC-MA-MM
MM CM AM
el ;e e e B ) Sk Vel

Ay =

Si la linea transversal es paralela a uno de los lados del
tridngulo (fig. 32), la tarea se hace més simple:

AN _ AM _M4a 1
NB = 3MC ™~ €W~ CM
A

. [ ;
o8 decir, v = T 0 sea uv = 1. En este caso el punto 7

¢8 impropio, o sea A = —1. Por consiguiente, Apuw = —1.

Nos queda por examinar un caso més en que la lfnea
transversal cs una recta impropia. En oste caso todes los
tres puntos, L, M y N, son impropios; h = p == v = —1

4*
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y Apv = —1. El primer teorema estd completamente
demostrado.

Demostremos el segundo teorema. Se conoce que Auv =
= —1. Supongamos que los puntos L, / y N no pertenecen
a una misma recta. Tomemos la recta LM por una linea

FiG, 32

transversal; designemos por AN’ el punto de interseccién
de ZM con AB, y por v la razén simple (ABN’). Entonces
tenemos:

M = —1 (segun la condicién),

Apv’ = —1 (segin el teorema anterior).
De aqui se deduce que v = v*, lo que contradice a la supo-
sicién de que N y N’ son puntos diferontes. El teorema
queda demostrado.
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CAPITULO II
RAZON COMPLEJA

13. NOCION DE RAZON COMPLEJA.

Elijamos cn la recta un sogmento AB y dos puntos
divisorios, € y D, que deben ser ordenados (por ejemplo,
se toma C por el primer punto y D, por el segundo). Apare-
cen dos razones simples:

el punto C divide el segmento AB en la razén A = (ABC);

el punto D divide el segmento AB en la razén p =
= (ABD).

La relacién de estas dos razonos recibe el nombre de razén
compleja de cuatro puntos y se designa con el simbolo
{(ABCD):
> — _ (4BC) .
w=(ABCD) = =TT (13.1)

Descifrando el sentido de una razén simple, se puede

obtener una definicién inmediata de la razén compleja:

AC AD AC.-DB

o sea, designando los puntos con cifras:

13 14 13.42 .
(1284) ===t o5 = o7 (13.3)
{es evidente que la combinacion de cifras «13» signilica un
segmento dirigido desde el punto 1 hasta ol 3, siendo elegida

la direccion de la recta).
Subrayamos que en ol simbolo {(ABCD) cada punto

desempefia un papel especial:
{A — origen del segmento,
B — fin del segmento,
C — primer punto divisorio,
D — segundo punto divisorio.

Es conveniente reunirlos por pares como se sefiala arriba
con corchetes. En el parrafo 15 veremos que estos pares son
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equivalentes, esto es, se puede considerar, tanto € eomo P,
como el origen y el fin del segmento; 4 v B pueden ser
el punto diviserio primero v segundo.

Supondremos (casi siempre} que todos los cuatro puntos
son distintos. Con relacion al segmento AB los puptos divi-
sorios se pueden disponer segiin uno de los siguientes 6rdenes
{fig. 33):

a) ambos punlos estan en el interior del segmento;

b} ambos puntos estén fuera del segmento;

A C D B

L - [}

c A 8 0
—— D &)

A (4 g8 O
e s Gy

A D g8 C
o anee S

MG, 23

¢) el primer punto estd en el interior del segmento v el
segundo, fuera de éste;

d) el primer punto divisorio estd fuera del segmento y
¢] segundo, en su interior.

Examinemos el sipno de razén compleja en los casos
indicados:

a) A>=>0, p >0 w>0,

by A <0, v <<0; w=>=10,

&Y A0, no<0; w <0,

d) A <0, p>>0; w0,

De este modo, la razén compleja es positiva, si ambog
puntos divisorios estdn situados de ¢un modo igual» con
relacion al segmento; ella es negativa, 8i los puntos se
ubican de la manera diferente. Andlogamente a lo enunciado
en el parrafo 10, se puede decir asf:

La razén compleja es positiva, cuando los pares ne se
separan, y es negativa, s un par divide al airo.

s interesante calcular, cudl es la razon compleja on ol
caso 'en que dog puntos coinciden. Nos limitemos a un caso
en que el cuartoj punto coincide con alguno de los tres
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olres. Sustituyendo Ja letra D en la [6rmula (13.2) por
letras A, B y C (por turno), encolraremos que

(ABCA) = oo,
(ABCB) =0, (18.4)
(ABCC)=1.

14, INVARTANCIA DE UNA RAZON COMPLEJA CON RESPECTO
A LA PROYECCION CENTRAL

A diferencia de la proyeccién paralela, en la proyeccién
central laslineas de proyeccién no sen paralelas, sino pasan
por un mlsmo punto (propio), denominado cenire de proyec-
cién (fig. 10). En la proyeccién paralela desde una recta
ala olra las longitudes de segmentos se alleran, pero queda

FIG. 34

invarianie la razén entre ellos. En la proyeccién ceniral
cambian no s6lo lag longitudes, sino que también las razo-
nes. Por ejemplo, en la figura 34 ¢l punto € es el centro
del segmento AB, mientras que el punto €’ no es ¢l medio
del segmento A°B’. Incluso el signo de la razén puede variar,
PPor ejemplo, (4 BC) = () (véase la fig. 21); siendo proyecta-
do § en la recta &’ resulta que (4'B°C’) < 0. No obstante,
la relacidn de dos razones es invariante.



o6

Si cuatro puntos de una recta son proyectados sobre otra
recta, la razén compleja entre ellos no varial).

Que e] Iector no piense que aqui se ha omitido la palabra
«centraly. Este teorema es vialido para proyceccién cual-
quiera: sea ceniral o paralela, En ol caso de una proyeccién
paralela el teorema es trivial: si son invariantes las razones
simples separadas, es invariante también la razén entre ellas.

Demostracién. Tracemos por dos puntes, B y B’, por
ejemplo, las rectas, paralelas a alguna de rectas de proyec-

FlG. 35

cién, SA4, por ejemplo. Fijemos los puntos de interseccién
de las primeras rectas con dos rectas restantes de proyeccién
(fig. 35). Tencmos:

® _ 5
CB T8
D 5
5 =5
T A _DE

e {ﬂ)
CHE = DB (4B

13 El verbo alemén ewerfens significa tirar, eder
Wurfs es tiro. Esta palabra fue utilizada por el gedmetra alemdn
K. G. H. Staudt (1798—1867) para caracterizar la razén compleja. De
razn para ello servia el hecho de que la tazén no varfa, al «tiram
fos cuatro puntos de una recta a la otra. Por esto la razén compleja se
designa, con frecucncia, por la letra w. El término awurf» (en el sentido
de razén compleja) puede oncontrarse en la literatura cientifica sobre
problemas geométricos.




o7

De un modo andlogo resulta:
ic T DF (b)

¢ DB ;B

Los segundos miembros de (a) y (b) son equivalentes (en
virtud de semcjanza de los tridngulos SBD, y SB'D;). Por
consiguienie, son iguales los primeros miembros:

AC 4D _ A'C  AD
CB DB cE T OB

Tomando en consideracién que ambas razones complejas
son de un mismo signo, se puede escribir:
AC | AD _ A'C' . A'D
CB DB~ CH DB
o bien,

(ABCD) = (A'B'C’'D"), (14.1)

lo que se trataba de demostrar.

Se puede apreciar esta propiedad desde el otro punto de
vista:

Las cuatro rectas a, b, ¢, d de un haz central cortan cual-
guier recta, que no pasa por el centro del haz, de un modo
tal que la razén compleja siempre queda la misma.

Ya que la razén compleja pertenece a la cuaterpa de
rectas a, b, ¢, d, ella no dependo de la recta secante. Esta
circunstancia permite introducir una concepcién sobre la
razén compleja de cuatro rectas del haz ceniral.

Se llama razén compleja de la cuaterna ordenada de rectas
de un haz central a la razén compleje de cuatro puntos que
se obtienen como resultado de la interseccion de esias recias
y una secante cuelquiere, a condicién de que esla 0ltima
no pasa por el centro del haz.

La razén compleja de cuatro vectas se designa con ‘el
simbolo {ebcd).

La razén compleja de cuatro reclas puode expresarse
a través de los dngulos, formados por estas rectas, es decir,
sin hacer use de una recta secante. Proponemos que el
mismo lector demuestre la siguienlo férmula:
sen (a, ¢) | sen(z, d) ;
sen((c, by " sen{d, b ' (14.2)

la que no serd utilizada en nuestro folleto.

(abedy=
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5 PERMUTACION DV ELEMENTOS EN UNA RAZON COMPLETA

|'Al estudiar las permutaciones de elementos en una razén

simple (parrafo 7), encontrébamos sus valores para cada uno
de los seis métodos, por cuyo intermedio se puede ordenar
tres elementos. En el caso de cuatro elemenlos existen 24 mé-
(odos v costaria pesado trabajo de encontrar el valor de la
razén compleja para cada uno de ellos. Demostraremos aqui
cuatro roglas gencrales, leniendo en cuenta que la cuaterna
de puntos 4BCD se¢ compono de dos pares: AB y CD.

Regla 1. Cuando se permutan los pares, lu razén compleja
no wvaria,

Efectivamente, gegin [a férmula (13.3)

CA-BD

Do la férmula (13.2) se deduce que esto coincide econ (ABCD):
(CDAB) = (ABCD).
Regla 2. L« razén compleja no wvaria, cuando los ele-

mentos dentro de cadae par se permutan simulidneamente.
En virtud de la férmula (13.3) tenemos:

(BADC) = gﬁ:gﬁ: = {ABCD)

Es evidente que Ia razén compleja no variard, si reali-
zamos sucesivamente ambas permutaciones,ino importa cudl
sea el orden en que se hacen estas permutaciones: partiendo
de (ABCD) en cada caso llegaremos a (DCBA) (los elemen-
tog estdn oscrilos on el orden inverso):

{(DCBAY = (ABCD).
Asi pues:

w = (ABCD) = (CDAB) = (BADC) = (DCBA4). (15.1)

Las veglas 1 v 2 nos dictan cambiav los papeles asignados
a los elemenlos en ol pérrafo 12. Ya no disponemos del
derecho de distinguir el origen y fin del segmentor, como
(nmpoco «puntos divisorioss, puesto que los pares son equi-
valenies. n adelante, rvefliriéndonos n una razén compleja
{ABCD), diremos que ella esld compuesta por dos pares,
AB v €D, sin asignarles denominaciones diferentes. De
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acuerdo con la regla 2, estos pares se deben considerar como
no ordenados. No ticne imporiancia alguna el orden en que
se disponen los elementos de cada par; no obstante ewiste
una cierta correspondencia enire los elementos de esios pares:
en la razdn compleja (ABCD) al elemenlo A del primer
par le cocresponde el elemento € del segundo par, mientras
que al elemento B corresponde el elemento 2. Estosignifica
que si el orden del primer par es AR, el segundo par debe
ser CD. Y viceversa, si el primer par es BA, el segundo
par debe ser DC.
Regla 3. Al permutar los elementos en un solo par, el
valor de la razén compleja se cambia por su reciproca.
En efeclo,
BC.DA 1
(BACD) =B

Faciendo uso de (15.1), se puede escribir
L= (BACD) = (CDBA) = (ABDC) = (DCAB).

Regla &. Cuando se permutan los elementos no correspon-
dientes de los pares distintos, el valor de la razén compleju
se reemplaza por su complemento hasta la unidad.

En la razdn compleja (ABCH) permutemos los elemen-
tos B y C:

AB-DC
{(ACBD) = HEAD

Comparando esta cxpresién con la {13.2), encontramos
en el numerador unos segmentos, que estdn ausentes en la
expresion {13.2). Con el fin de superar esta inconveniencia
dividamos el segmento AB por el punto ¢, v el segmento
pC, por B:

: _ —(ACHCB) (DB+BC) _
(ACBD) = 24D =
ACDB4 AC.BC- CB.DB.| CB.B(!

R o

Fn el segundo término del mumerador permmutemos las
letras en las designaciones de ambos segmentos, después
de lo cual gsaquemos el clemento CB fuera del parvéntesis
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de los tres iltimos términos:

mppn  AC.-DB4-CB(DB+BCH-CA)
(ATBD) = — CE A0 =
___AC-DB+4CB-DA__
- CB-AD
AC-DB
T del =1 =0,
Los ¢u :t1v clomentos permiten formar 24 permutaciones.

L.ag cuatro reglas arriba indicadas hacen posible determinar
los valores o razones complsjas correspondienfes sin recu-
rrir a lag operaciones adicionales:

1 — 1w ~ (ACBD) = (BDAC) = (CADB) = (DBCA).
Apliguemos Ia rtegla 3:
1 = (CABD) = (BDCA) = (ACDB) = (DBAC).

Apliquemos la regla 4 a -:J-:

iw—1

—(BCAD) =(ADBC) = (CBDA) = (DACB).

o

Apliquemos la regla 3 a las tiltimas razones complejas:

= (CBAD) = (ADCB) = (BCDA) = (DABC).

w
w—1

Hemos abharcado todas las 24 permutaciones quo se
pueden formar de cuatro elementos. Sustiluyendo designa-
ciones literales con cifras, daremos abajo los resultados
oblenidos:

= (1234) = (3442) = (2143) = (4321), )
= (2134) = (3 21) = (1243) = (4312),

1— w=(1324) — (2413) = (3142) = (4231),
= (3124) = (2431) = (1342) = (4243), { (15.2)
wr—-1

o= (2314) = (1423) = (3241) = (4132),

w

—1

o
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Fijemos la atencitén al hecho de que los resultados arriba
indicados se diferencian esencialmente de los que se habian
obtenido en cl parrafo 7 (véase la tabla (7.2)). De los tres
puntos de una recta se pueden formar seis permutaciones,
y a fodas estas permutaciones, hablando en general, les corres-
ponden  diferenles razones simples. De los cualro puntos
de una recta pueden formarse 24 permutaciones, pero a
éstas, hablande en general, corresponden sélo seis diferentes
razones complejas'). El conjunto de las permutaciones se
desintegra en seis cuaternas con razones complejas iguales.

16. CUATERNAS ARMONICAS

Trataremos de aclarar si puedon cuatro puntos dispo-
nerse en una recta de tal modo que a estos puntos correspon-
derian menos que seis valores de la razén compleja. Para
responder a esta pregunta hace falta encontrar los valores
de w para los cuales coinciden algunos miembros primeros
de las férmulas (15.2).

Ohservacion 1. Ys suficiente igualar uno de los primeros
miembros (w, por ejemplo) a todos los restantes (por la
misma yazén que en el parrafo 7).

Observacion 2. Tratamos |de hallar una cualerna de
puntos, sin fijar sus papeles que deben desempefiar (¢s
decir, todos fos puntos son equivalentes y no es obligatorio
que les designemos por letras, cifras o de cualguier otro
modo). Una cuaterna de oste género se caracteriza no por
un solo valor de la razén compleja, sino por seis valores.

Observacién 3. Partimos del hecho de que todos los
cuatro puntos son distintos, es decir, tratamos de hallar
una cuaterna autémtica (no la terna), pues, si dos puntos
son coincidentes, la tarea seria trivial, dado que os evidente
de antemano que la permutacién de puntos coincidentes
no conduce a cambios algunos.

Procedamos, ahora, con el cumplimiento del plan tra-
zado.

1) w=-£-. w =1, w= -1,

1) Y afin menos en algunos casos de la disposicion
de los puntos (véase el parrafo 16).
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Omilimos el valor w = 1, puesto que corresponde a una
cuaterna degenerada (véanse las formulas (13.4)). Tomemos

en considcraecion el valor de wy = —1.

2y w=1 —w, w, _—%

3) 1w = 1%;;;’ w? — w 4 1 = . Las raices son imagina-
rias,

4) w= i}i, w? — w - 4 = 0. Las raices son imagina-
rias.

M w= wi1 . KL valor e =1 corresponde a la cualerna

degencrada. Tomemos en cuenta el valor w, = 2.
[Para eada uno de log valores encontrados de w formamos
una tabla de seis valores correspondientes:

o | | 2 % 2 _'}Z-
12 % -1 =l %H 2

Todas las lineas contienen los mismos niameres. Quiere
decir que los tres valores encontrados de w se deben con-
siderar como una solucion, puesto que cllos corresponden
a una misma cuaterna de puntos, ordenada de una manera
diferente. Una cuaterna de esle género se llama erménica.

Aclaremos la nocidn de la cuaterna armdnica. A cual-
quier cuaterna de punios 4BCD de una recta se Ia puede
dividir en dos pares de tres manervas : 1) 4B y CD,
2) AC y BD, 3) AD y BC. Independientemente de la dispo-
sicion de los puntog, una de cstas tres variantes nos da
pares divididog y las otras dos, no divididos'}). Dividamos
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la cuaterna arménica cn dos pares divididos. A ollo corres-

ok 2
ponde el valor de w = —1. Recordando que w i ,dedu-
cimos que 2 = —p. Ahora sabemos, por consiguiente, cual

debe ser la expresion de la cualerna armoéunica. Tomemos
un segmenio cualquicra AB y el punto €, dentro de éste,
que divide el segmento en una relacién A. Tomemos también
un puntie 2, fuera del segmenio, que lo divide en la misma
razén (en valor abscluto).

2 c 8 . O
——y Il—P_!‘ } e
LG, 16

Ejemplo: El punto € en la figura 36 divide ¢l segmento
AB enlarazon A = 3, el punto D divide ¢) mismo segmento
en la razén p = —3 (para mayor comodidad se usa una
oscala en el dibujo). Por lo tantoe, 1a enaterna ABCD con la
ligura 36 es arménica.

Indiquemos upas cuanias propiedades e cuntornas
armonicas cuya demostracidn puede ser realizada por ol
mismo lector.

1. Como c¢n cualquier cuaterna, los pares de [a cuaterna
arnonica son equivalentes, Esto significa que los punios €
¥y D ge pucden tomar por los extremos del segmento. Enton-
ces, 4 y B lo dividirdn interiormente y exleriormente cn
una misma razén {en valor absolulo).

Por ejemple (véase la fig. 36):

el punto A divide ol segmento CD en la razén i, = —-—,:—,
el punto B divide ¢l mismo segmento €D cn la razdn
1
Py== o2

| No obstante, la cuaterna armoénica se diferencia de otra
cualguiera por ausencia de la correspondencia entre los
puntos de ambos pares, es decir, no se puede decir que al

') He aqui el equivalente algebraico de esta
1 {—w U — i

t —w w w—1
los cuatro son positivos y los dos, negativos.

afirmacidn: de los seis numeros w, ;; .
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punto 4 corresponde el punto €. Efectivamente, al permular
clemenlos cn un par, la razén compleja w = —1 se susti-
tuird por su veciproca, es decir, no variard.

Por ejemplo (véase la fig. 36):

el punto £ divide el ssgmento BA en la razén 4, =

4

o] = cof =

el punto D divide el segmento BA en la razén py = —

La cuaterna armdnice se compone de dos pares divididos.
Ninguno de los pares es ordenado. Los pares son equivalentes.
Los puntos de un par se denominan arménicamente conjugados
con respecto al otro par.

2. Obsérvese: si el punto interior C es muy préximo a 4,
el punto exterior D es también préximo a A. Si el punto C

0 7 e 8
——) OO A
FIG. 37

so desplaza hacia la derecha, el D se desplaza al principio
hacia la izquierda (fig. 37). Al ocupar C la posicién media,
el puuto D se hace impropio (A =1, p = —1). Requiere
unit atencién especial la afirmacidén: con el centro del seg-
mento estd arménicamente conjugaedo un punio impropio.

Cuando el punto € se encuentre a la derecha del centro
por la parte derecha aparecerda D y empezard a moverse
hacia €. Los puntos € y D se aproximardn a B desde diree-
ciones opuestas.

Seiialemos las cualernas armdénicas de recias. Para obtener
una cuaterna armdnica de rectas hace falta proyectar
una cuaterna armdnica de puntos desde algn punto §.
Tomemos un trifngulo ABS (fig. 38) y en su base AB indi-
quemos una cuaterna arménica; 1) los vértices A y B,
2) el centro € y un punto impropio D. Proyectando esta
cuaterna desde el vértice S, llegamos a la deduccidén de que
en cada vértice de un tridngulo existe la siguiente cuaterna
armoénica: 1) dos lados del tridngulo, 2) lo mediana y una
recta paralele a la base.

Esta deduccidon nos permite dibujar con facilidad una
cuaterna armdnica de rectas. Haciendo cortaria por distin-



tas rectas, se puede obtener una diversidad de cuaternas
arménicas de puntos: véase, por ejemplo, la cuaterna
A'B'C'D' en la figura 38.

MG, 38

Indiquemos un método mis, bastante simple, para la
obtencidon de las cuaternas armébnicas de reclas:

PG, 39

Dos rectas, que se intersecan, y las biseerices de éstas forman
una cueterna armdnice (fig. 39).

17, GONSTRUCCION DEL CUARTO PUNTO SEGUN LA RAZON
COMPLETA

En cl pirrafo 4 se ha resuelto el problema: dados dos
puntos (4 y B) y una razén simple A = (45C), encontrar
el tercer punto €. Es natural plantear el problema anélogo
para una razén compleja: dados tres puntos de la cuaterna

D—N1285
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ABCD en una recta y la razon compleja w = (ABCD),
encontrar un punio cuario.

Resolvamos, al principio, un problema auxiliar. Sean
dadas tres rectas a, b, ¢ del haz central y tres puntos Agy By,

FIG, 40

C, de una recta {fig. 40). Trazer una recta, la cual se corta
por a, b, ¢ de un modo tal que se obtiene la ternu de punios
A, B, C, congruente a A,, By, Cy.

La construceién sera més cémoda, si la empezamos con
los puntos 4,, B, C, haciendo de ellos vértices de los

FIG. &1

dngulos, formados por las rectas a, b, ¢. El punto S, dche
disponerse en el arco A4,5,B, que contieno el &ngulo {z, b)
(fig. 41). Existen dos tales arcos; para simplificar examine-
mos uno de ellos. Simultdneamente, el punto S, se debe
hallar en el arco ByS8,C,, que contiene el angulo (b, ¢) (tome-
mos este arco del mismo lado respecto a 4,8, al igual que
el arco A,5,B,)- 8, se determinara como el segundo (ademas
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do Bg) punto en el que se inlersecan’ dos circunferencias.
L1 caso de la tangencia de dos circunferencias no puede
tener lugar, puesto que la condicion de tangencia es (e, b) 4
+ (b, ¢) = 180°. Ahora conviene volver a la figura 40 y
marcar en las rectas «, U, ¢ los scgmentos S4 = S,4,,
SB = S8y, SC = 8§,C,, partiendo siempre del punto S.
Con esto, la disposicién de los segmenlos debe ser igual

A B Cp

v — e .
Lo B go Dy ¢

FIF, &2

que en la figura 41. La recta ABC es la que buscamos.
Existen dos soluciones: la segunda recta es siméirica a ABC
con respecto al punto S,

Si uno de los puntos, C, por ejemplo, es impropio, la
solucién del problema se hace m4s simple: es suficiente cor-
lar la ferna @, &, ¢ por cualquier recta paralela a ¢, y después
cambiar semejantemente el dibujo.

Procedamos, ahora, con la solucién del problema funda-
mental. En Ia recta p se han dado tres puntos: 4, B,
(fig. 42), y on la recta g, cuatro puntos A, B,, Co D,
Esta cuaterna es precisamente la expresién grafica de la
razén compleja w = (A,B,CoD,). Es necesario hallar el
punto D que, junio con la terna 4BC, forma igual razdn
compleja.

Solucién. Proyectemos los puntos dades 4, B, € desde
un punto arbitrario §. A la terna obtenida de rectase = S4,
b =SB, ¢ = 8§C, la hagamos cortar por una recta de un
modo que se forme la terna de puntos A,B;C, (fig. 43),
congruente a AyByC,. Construyamos el punto D (la cua-
lerna A B /C D, es congruente a A,B,(D,). Unamos los
puntos Dy y 5. El punto, donde se intersecan DS y p,
es el punto busecado. La unicidad de la solucién es indu-
dable.

Examinemos, ahora, un caso particular y més intere-
sante, el de la cuaterna arménica. Dada una terna de puntos

5*
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en una recta, se requicre complementarla hasta la cuaterna
armonica. No es necesario ordenar la terna dada, basta
indicar, cuiles dos puntos de los Lres componen un par.
Sean dados Lres puntos ABC, de los cuales 4 y B forman
un par, mientras que € es nn panto perteneciente al otro

FlG:, 43 FIG. 44

par. Se requicre encontrar el punto I de la condicién
(ABCD) = —1, Isle problema pucde enunciarse en la
forma mds breve:

Encontrar el punto D, arménicamente conjugade con C
respecto « 4 y B.

El peoblema puede ser resuelto mediante e método
expuesto arriba. llay Lambién otros métodos, mds simples.
Sefialemos dos métodos, basados sobre las propiedades de
haces arménicos (figs. 38 y 39).

1. Desde wn punto arbitrario N proyectamos los tres
puntos dados ABC (fig. 44). Ahora, debemos trazar por el
punlo € una recta de tal modo quo su segmento dentro del
ingulo ASH se divida por mitad en el punto C. Con este
lin medimos CC, = SC y lrazamos C14, || BS y C;8, || AS.
La figura SA,C B, ¢s un paralelogramo. Sus diagonales
se dividen por mitad ¢n el punto de interseccién. Por lo
tanto, SC es una mediana del {ridngulo A,B,S. Basta,
ahora, trazar por § una recta, paralela a 4,8,. Esta recta,
al cortar AR, nos da ¢l punto buscade D.
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2. Por los puntos 4 y B tracemos una circunferencia
(fig. 45). Hallemos el centro C, del arco AB. (cualguiera).
Tracemos la recta C,C y hallemos el punto S, donde se
intersecan €,C y la circunferencia. Es evidenle que ¢ = SC
es una bisectriz del angulo (¢, 1). Basta trazar una bisectriz
d del otro angulo (contiguo), que, al cortar AB, nos da el
puntce buscado D).

FIG, 45

Lous dos métodos que acabamos de demostrar son bastante
artesanos y requieren investigaciones minuciosas de los posi-
bles casos particulares. No nos ocupemos de esto, ¥ en cam-
bio, indiguemos un procedimiento mucho mejor. Para el
procedimiento, que estamos por considerar, no importa la
disposicion de elementos, ni la presencia de un punto impro-
pio entre los puntos dados. Ademds, el procedimiento
indicado se lleva a cabo s6lo con ayuda de nnpa regla.

18. TEOREMA SOBRE UN CUADRIVERTICE COMPLETO

Se llama cuadrivértice completo a wna figura plana,
formada por los elementos siguientes: 1) enatro puntos de
disposicién comin, lo que significa que ningunos tres de ellos
pertenecen a una misma recta, 2) seis rectas que unen
ostos puntos por parest). Los cuatro puntos se denominan

1) Se denomina cuadrivértice simpie 4 una cuater-
na ordenade de puntos v euatro rectas que unen sucesivamente estos
puntos, s decir, 1 con 2, 2 ¢on 3. 3 con 4 y 4 con §.
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vértices del cuadrivértice, y seis rectas representan sus
lados.

La denominacién «cuadrivértice» estd introducida con el
fin de evitar la palabra «cuadrilétero» que puede conducir
a las asociaciones habituales. Mientras tanto, el cuadrivér-
tice no es una parte del planc y esta privada del interior.

El cuadrivértice compleio estd representado en la figu-
ra 46. Sus vértices estan indicados con circulos y designados

F1G. &6

por las letras 4, B, €, D sin que ello signifique que los
vértices sean ordenados. Los vértices del cuadrivértice com-
pleto son todos equivalentes, no hay vértices «vecinoay,
ni tampoco «opuestosy.

Los lados del cuadrivértice se intersecan en los vértices
y en tres puntos més. Estos tltimos sc llaman puntos dia-
gonales. En la figura 46 estdn marcados por cuadrados
y designados con P, , R.

Examinemos una recta que uue dos puntos diagonales,
por ejemplo, £ y Q. En estos puntos se intersecan dos pares
de lados del cuadrivértice. Los dos lados restantes del
cuadrivértice cortan a la recta PQ (o QR, o bien RP) en dos
puntos. Todos estos puntos estédn sefialados en la figura 46
por tridngulos. Resulta que dos «cnadradosy y dos «tridn-
gulos» hacen una cuaterna armoénica.

Teorema sobre el cuadrivértice ecompleto. Cualguier
par de punios diagonales de wun cuadrivértice completo se
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divide armdnicamente por los puntos de interseccién de su
recta con dos lados restantes del cuadrivériice.
Demostracién. Obtengamos la proyeccién de la cuaterna
PQXY en la recta BD, desde el punto 4. Los puntos P, Q,
X, Y se transformardn en B, D, X, R, respectivamente.
En la proyeccién central una razén compleja no varfa:

w = (PQXY) = (BDXR). (a)

Si proyectamos la cuaterna (BDXR), desde el punto C,
en la recta PQ, obtendremos la cuaterna QPXY:

(BDXR) = (QPXY). (b)
De (a) vy (b) se deduce que
w = (PQXY) = (QPXY). (18.1)

Si (PQXY) = w, entonces (QPXY) ﬁé(véase (15.2)).

; o 1
Por consiguiente, w = de donde w = -=1. Pere, w no

puede ser igual a la unidad, puesto que todos los puntos
P, 0, X, Y son diferentes. Por ello, v = (PQXY) = —1,
es decir, POQXY cs la cuaterna armodnica, lo que se trataba
de domostrar.

Este razonamiento es aplicable también a las cuaternas
antlogas QRZU y RPVW. Ademds, se ha revelado on el
proceso de razonamiento que la cuaterna BDRX es armé-
nica. Las cuaternas ABPZ, ACRY, ADQV, BCOW vy CDPU
son también arménicas,

La demostracién gquedard la misma, si algunos puntos
resultan impropios.

El teorema demeostrado permite encontrar la cuarta armé-
nica construyendo un cuadrivértice completo sobre la terna
dada. Los pasés consecutivos de la construccidn se muestran
en la figura 47:

1) Se trazan dos rectas por un «cuadrado». 2) Se traza
nna recta por el «tridnguloy. Los puntos, donde se interse-
can estas tres lineas, determinan la posicién de dos vértices
del cuadrivértice («eirculosn). 3) Los «eirculosy ge unen con
¢l segundo «cuadradoyr, definiéndose dos «circulosr més.
4) Se traza el ultimo lado (se unen los tltimos dos «circu-
los») el que, recorta en la recta dada el segundo «tridnguloy.
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Ejercicio. Haciendo uso del teorema sobre el cuadrivér-
tice completo, demostrar que la recta que une el punto de
interseccién de los lados laterales del trapecio y el de inter-

Za AN

FIG. 47

seccion de diagonales, divide los lados paralelos del trapecio
por mitad. Comparar con Ia demostracién elemenlal.

19. PROPIEDAD DE GRUPO DE UNA RAZON COMPLEJA

En virtud de Jas mismas razones que se han expuesto en
el pérrafo 8, las expresiones en los primeros miembros de las
férmulas (15.2) poseen una propiedad de grupo: al sustituir
w en una de ellas por otra cualguiera, obtendremons otra
vez una de estas expresiones.

Introduzcamos las siguientes designaciones:

1
a, = w, ap=—-, as=1—1w,

i . (19.1)
== @

Definamos la «multiplicacidny (como en el § &) asi:
«multiplicar» a; por a; significa sustituir w por a; en la
expresion para «;. Por ejemplo:

754 g =

w [

g G agy=1——=—o=aq,.

Realizando estos caleulos para cualesquicra pares obten-
dremos una tabla de «multiplicacién» (¢«cuadrado de Cayley).
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Dejemos al lector componerla a su propia euenta. Es pro-
bable que quede sorprendido al ver que esta tabla no se
diferencia de (8.4).

Desde el punto de vista geométrico, los grupos (8.1)
y (19.1) son distintes. El primero estd compuosto por razones
simples, el segundo, por razones complejas. No obstante, si
nos abstraemos del sentido concreto do clementos y los consi-
deramos sélo en relaciones mutuas durante «multiplicaciény,
veremos que la diferencia no existe. Es lo mismo que en la
aritmética abstracta no existe diferencia entre las igualda-
des: «2 manzanas -~ 3 manzanas = 5 manzanas» y «2 lapi-
ces + 3 lapices = 5 ldpices», aunque nuna manzana no tiene
nada que ver con un lapiz. La aritmética cnsefiaque 2 + 3 =
=5, abstrayéndose de la naturaleza conercta de objetos
sumados. Del mismo modo wun especialista en la teoria de
grupos considera que un grupo de razones simples y uno de
razones complejas no son mas que un mismo grupo. Hste
grupo tiene, ademds, otras realizaciones concretas (por
cjemplo, grupo de sustiluciones entre tros elementos; véanse
log libros de . Alexandrov e I. Grossman y V. Magnus,
mencionados en la pégina 26).
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PROBLEMAS

Asf hemos terminado ¢l tema. Un leclor, que ha revelado interés
por el tema, debe resolver unos cuantes problemas. Algunoes de ellos
son muche mis diffciles que el material arriba expuesto.

1. Dado el segmento 4 5. Encontrar en la recta AB un par de pun-

tos €D, que la divide arménicaments, siendo: a) CD = —A4B, b)

4
CD = k-AB (k > 0) (A8 es longitud del segmento AB).

Problemas de la «divisiéu». iQué significa «dividir b por as? Esto
significa resolver la ecuacién ez = b. En el grupo (8.4) la emultipli-
caciéne no es conmutativa; por ello es naturel definir dos edivisioness
diferentes, a saber; «dividir b por ¢ de izquierda» significa resolver la
cevacién ¢ & z = b; «dividir b por e de derechay significa resolver la
ecuacién y & a = b {aqui, 4, b como también x e y designan los elemen-
tos de un grupo; ¢ ¥ b estin dadous, = e y son incOgnitas),

2. «Dividir de izquierda» gz por e,.

3. «Dividir de derecha» a; por as.

4. Comprobar que la «divisiéns (no importa de que direccién)
de a; por ay s siempre (esto es, cualesquiera que sean los elementos
a; ¥ aj) posible y univoca.

El elemento a; del grupo se denomina efelico, si sxiste un niimere
natural m tal que a* = 4, (la potencia se define come «productos de

m factores a; @ a; ®. . . @ay, g; 68 un elemento unitario). El nimerom
se llama orden del elemento ciclico a;, a condicién de que al = a,,
siendo n =1, 2, ..., m — 1 (es decir, m es un exponente minimo
con el cual e = a,).

5. Demgstrar que todos los elementos del grupe (8.4) son cicli-
cos y hallar su orden.

6. Hallar a) ei@ai @ az; ) e @ al.

7. La relacién enfre los leoremas de Ceva y Menelao.

En cada lado del trifngulo ABC (el lado es una rocta infinita)
se han eligido dos puntos que dividen arménicamente log vértices del
tridnpulo: L y I’, en el lado BC, My M’, en ol lado CA, N v N',
en ol lado AB.

Demostrar:

a) Los punios L', M', N’ se disponen en una misma recta u a con-
dicién de que las rectas AL, B y CN pasen por un mismo punto {7
{la recta u« sp llama polar arménica del punto & respecto al tridngule
ABCY,

b) Inversamente: si los puntos L', M* y N’ se disponen en una
raismma recta u, entonces las rectas AL, BM y CN pasan por un mismo
punto U, llamade pole armdnico de la recta u respecto al tridngulo
ABCY.

En Jos problemas 8—40 se examina un tridngulo 4 BC, en cuyos
lados cstdn dispuestos punios L, M y N. Con ello las rectas AL,
BM y CN no pasan orbligatoriamente por un mismo punto. En este
caso ellas forman el tridngulo A'B’C' {fig. 48). Los vértices del tridngu-
lo A'B'C’ se proyectan en loa lados opuestos por pares de puntos .7/,
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MM’ ¥y NN'. Las razones simples en las cuales los puntos L, M y N
dividen los lados del tridingulo ABC se designan, como antes, por
A, 1 ¥ v, ¥ las razones analbgicas para los puntos L', M’, N, so desig-
nan con &', ', v,

8. Demostrar (teorema do N. A. Izvolski, 1929) que (BCLL') =
= (CAMM') = (ABNN') = Mv. Deducir de la demostracién el
teorema de Ceva.

9. Domostrar (teorema de Rouse, 1896) que 1a relacién entre las
sreas de los tridngulos A’B'C’ vy ABC tiene la siguiento oxpresiém:

g {hpv —1)2

T AT A Qe (v

Deducir de agui el teorema de Ceva.
10. Demostrar que la relacién entre las 4reas de los tridngulos
LMN y ABC tiene la siguionte expresién:

§.€'..= Apv-1
s (14+2) (1+u (149

Obtener de esta expresién el teorema de Menelao.

11. Demostrar el siguiente teorema qus puede denominarse teore-
ma de Cova en sl espacio tridimensional.

Sea dado el tetraedro arbitrario 4,4 ;4,44 Se ha elegido en cada
arista A4;A4; (se supone gue la arista es una recta infinita) un punte
adicional A;y que no coincide con 4,, ni con Ay Si las rectas 4;4,.
AjA; v ApAyy en el tridngulo A;4;4, pasan por un mismo punio,
suele decirse en este caso que on el tridngulo tiene lugar el jendmene
de Ceva, ol propio punte se llama punte de Ceva ¥ se lo designa A;j,.

Teorcina. 3i en tres aristas de tetracdro A,4,4.4; tiene lugar
el fenGmeno de Ceva, entonces:

1) el mismo fenémeno tienc lugar también en la cuarlu arista;

2) siete roctas, Agdiza, Ardazy A2dmg Asdors dadaes Aol
y Aggdy, pasan por un mismoe punto, llamado punto de Ceva del totra-
edro y designado por Agps.
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RESPUESTAS Y SOLUCIONES

1. Hacer uso de la scgunda férmula (4.1), Ll problema tiene dos
soluciones: a) by = — = b6 kg = ~ hp = TiIMhe=~dp=

VIFR+A  VIFR -t

e 1) SCH A v = ) S e |
k k

2 Qg

3. ag.

4. la posibilidad do «dividir de izquicrdaw se deduce de le quo

cada fila de la tabla (8.4) contiene todos los elemenlos del grupo;

¢l cardeter univoco se deduce de que cada elemento aparece una sola

vez. La posibilidad y lo univoco do la sdivision de derechar se

infieren dn Yas propiedades andlogns de las columnas.

5. IB] elemento a, es do primer orden; los a,. a2, ag de segundo
orden: #, v ay, de tercer orden.

6. Resolviendo este problema hace falta utilizar el resultado del
prablema anterior. T'or cjemplo, conoeiendo ey como elemonto cickico
de segundo orden, se puede descartar los dos en el exponente de la ex-
presion a8 ol = gk = a,. a) a5 b) a,.

7. 81 AL, BM y CN pasan por un mismo punto, enlonces hpv ==
=1, Pero M= —} p'=—pn, vv= —wv. 8 hpv=1, entonces
Mww' = — 1, y, por consiguiente, los puntes L', M’ vy N’ se dispo-
nen en wna misma recta. Do modo andlego se demuestra el toorema
rocipreco.

8. Desde et punto 4 proyectamos la cualerna de puntos BCLL’
en la recta CN; luego, proyectamos la cuaterna obtenida desde B oen
CA. listas dos cuaternas tionen iguales razones complejas: (BCLL') =
= (NCB'A") = (ACM'M). En la titima razén compleja permutemes
los elementos de cada par {la segunda regla del § 15):

(BCLL'Y = (C4 MM').
De modo similar so demuestra que la tercera razén compleja es igual
a cada una de las dos primeras:
(BCLL') = (CAMM') = (ABNN').
Observemos, ahora, que las rectas AL', BM y CN pasan pov el
punto A’. Esfo significa que segin el toorema de Ceva tenemos:
BL' CM AN

o vE wE=
0 BUA,
- : ' 4
Ay =1 A= e,
!l\
Caleulemos la wazén compjela (BCLLY:
7 oy BL O BLT ., e L
(.HCLL ) —E(-;' " W =k:N = -i'i-'\-,—»—-— AN



71

Si bas rectas AL, #3 y CN pasan por unm mismo pumlo, entonces
{7 y L coinciden, por lo cual hpy = (BCLE') = (BCLL) = 1 (térmu-
lag 13.4}.

9. Ll teoroma se demuesira con facilidad por mélodo analitico.
ltecomendamos pestergar su demostracién a los fectores gue no estin
familiarizados con lun geometria analitica.

Tomemos los rayos A8 y AC por ejes de coordenadas (jdel sislema
fle dngulos ablicuoal), ¥ los segmentos A8 v AC por unidades de oscala
{jidesiguales!t). Los puntos que nos interesan teadrdn las crordenndas

siguientes: 4 (0, 0, B(L, 0, €O U, L{715, ‘TTLT)

1 v
M v (0 }. Te j g
(U, 'H*Fl)’ 4 (1 TP ) Tenemos ocuaciones

ALide — y =0,
BM.x {1 - u)y=1,
CN: (1 v - vy = .

Resolviendoe estas ecuaciones por parejas, hallamos

7 ny 1 ; v VA 4
A ('I—L_u-i-gw’ -] ot pav ) . B ( T+vdvh 7 -l )

Kl

o ( 4 7.
R R TR [ Sy ) ) :

La relacién enlre las areas de tridngulos es expresada mediante delerin;
nantes de tercer orden

xar yar b e ya 1
S :S8=|ap yu Ul:izpys 1|=
1

ree Yoo 1 do Ye

M¥ f ; )
TR T+t e 1 00t
v Vi 5o B
=TT T [l oty=
1 % .
1] At ip 175 1 {1 .I.l
1

TTOFE A O =pF o ag v X

uv 1 14-pdpy
voowvh o l4vd-vi
Tk 14+Ah+4+hp

X
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De la tercora colimna del determinante restamos la suma de dos
primeras:

py 1w

B 1 _
8 8 =mormpaE e | ¢ 1
AooAp

= Ay —1)2
TAFEFI A Fppvy (T vbva)

Silas rectas 41, BM y CN pasan por un misme punto, entonces ' = 0
y, por consiguiente, Auv = 1.

Al lector que conoce sblo el sistema de coordenadas cartesianas
{rectangu.lar, con escalas iguales por ejes) le recomendamos usignar a
o0s puntos primitivoes las coordenadas 4 (0, 0), B (a, 0), C (b, ¢) y des-
pués, hacer las mismas operaciones ?ue acabamos de realizar, Se
obtendra el mismo resultado, aunque el trabajo serd mucho mas labo-
rioso, con lo que subrayamos la importancia de eleccién del procedi-
mionto adecuado. .pa

10. Después de resolver el problema antorior no tenemos mucho
que bacer. Las coordenadas de los puntos L, M y N ya estin halla-
das; las relaciones de dreas se calculan de un modo igual que en el pro-
blema anterior. St los punios L, M y N se disponen en una misma recta,
entonces S, = 0, y, por consiguients, Apv = —1.

11. En lugar de las designaciones A, p, v intreduzcamos g =
_ Al

14i4d;

meno de Ceva Lienc lugar en aristas gue pasan por el vértice A, En
este caso

?"01?“12;\'20—_' 11' knzxaalau e 1-: ?‘*08;“81;\'!0 =1.

Multiplicando estag igualdades y tomando en cuenta (a), obten-
dremos: Ayghgshgy = 1, €8 decir, el fenémeno de Ceva tione lugar tam-
bién en la arista 4;4,4,.

Para comprobar la segunda parte del teorema construyamos dos
ternas de planos

. Es evidente que Ay-hp = 1 (a). Supongames que o] fené-

(II:E 11014 1A2‘3| a;E AKAIIAZ.?}
@y = ApApdys, (b)  oy=A34,40, (c)
a,g — AGA:iAiZ! a]‘é = _4.1::13{102.

Todos los planos (b) conlienen el punto A5, mientras que los
planos {c) contienen 8l punte Agyg. Esto signilica que los planos (b)
pasan por la recta A oAy Los {¢), por la vecta 4,4 4g5; @3 ¥ oig €8 UD mis-
mo plano. Asi pues, las rectas dod 143 ¥ 414 g ¢Sldn €n Un mismo
plano y, por lo tanto, so intersecan (quizds, en un punto impropio).
De modo idéntico se demuestra la interseccion de dos rectas cualesquie-
ra que unen los vértices de un tetraedro con los puntos de Ceva de aris-
tas opuestas, Ue este modo, las rectas Adgdygy, Aydosp, A3dogs ¥
A gA 14 se intersecan por pares, lo que puede suceder sélo en dos ocasio~
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nes: 1} todas las cuatre rectas tienen un punto comiin, 2) todas las
cuatro rectas esifn en un plano, El segundo caso se cxcluye, dado que
en estas rectas se hallan todos los vértices del tetraedro, es decir, e
segundo caso significaria gue los dltimos se dispongan en un mismo
plano. Queda valido, por consiguiente, el primer caso, lo que se trataba
de demostrar. Designemos por 4 4.5 el punto de interseccién de cuatro
rectas.

Ahora, debemos demostrar que las rectas, que unen los puntes
adicionales de las aristas opuestas, pasan también por el punto 4,s;.
Estas tres rectas perienecen a los planos {b) y. por consiguiente, se
cortan con la recta d,d;ys. Ellas también pertenecen a los planos (c)
¥ por eso intersecan la recta 4,4 5. Las Gltimas rectas tienen un solo
punto comun. Quiers decir, las rectas A 54 o5, Ao2415 ¥ Aoad, pasan
por este punto, o bien se disponen en el planc de rectas Ayd;.; ¥
A;4445. la segunda posibilidad se rechaza, pues Ios puntos A,
Ay3 ¥ Agz se hallan en la arista 4,4 ,4 = mientras que los puntos A,
Agys ¥ Agz No pueden disponerse en esta arista. Por consiguiente, las

rectag Ag;dgy, Agediz ¥ Agadys pasan por el punto A,paq. 1o que se
trataba de demostrar.
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