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. PHEFACIO 

Hay alumnos que poseen un buen «apetito matemáticol> y son 
insatisfechos do porciones de la materia, previstas en el programa 
escolar. 

¿Cómo se pucd~ aumentar los conocimientos matemáticos? 
Los conocimientos matemáticos adicionales pueden agrandarse a 

Jo ancho y a lo largo de la materia. Ensanchar los conocimientos signi­
fica estudiar nuevAs rnmas de las matemáticas; profundizarlos signi­
fica examinar detalladamente las cuestiones que hacen parto del pro­
grama escolar. N o hay ningún matemático que pudiera pretender cono­
~:r hasta el fondo tal o cual rama de la matoria, pues en el estudio de 
cada problema, sea el m6.s elemontal, siempro so revelan vinculacio­
nes inesperadas con otros problemas, de modo que este procoso de 
ahondamiento no tiene fin. 

Se puede volver repetidamente a la rama conocida de la ciencia 
y cada vez abrir para sí algo nuovo de olla. 

El objetivo de este folleto consiste en conducir al lector a la pro· 
fundidad. Examinando un problema más olcmental («dividir el sog­
meóto on una razón dadat) adquiriremos muchos conocimientos 
nuevos. 

El p.ropio problema será abordado en ol capitulo l. 
La introducción contiene observaciones puramente técnicas que 

son necesarias para la consideración del tema fundamentaL 

El autor 



7 

lN'fHOD'UCClON 

1. OlUENTACION DE UNA RECTA Y OE UN SEGMENTO 

Cada recta tiene dos direcciones contrarías. Orientar una 
recta significa el egir y determinar en ella una de las dos 
direcciones. Se llama recta orientada o eje a una recta cuya 
dirección está bien determinada . En lo sueesi vo, la palabra 
«recM>} la usaremos pai"a designar una recta no orientada, 
cuy;1s dos direcciones son, por supuesto, igualrnerJtc legí­
t imas . 

En el dibujo l a dirección elegida se n1arca , como regla, 
con una flecha (fig. 1). Se puedt> decir , pues, que el eje es 

Recta 

FIG. t 

una recta que comprende dos elemcnt.os: ·1) la propia recta, 
2) una de las dos dit·ecciones, elegida en esta r<'ct.a. 

El segmento es una parte de la recta, limitada con dos 
puntos. Estos dos puntos son extremos ckl segmento y perte­
necen a este último. Los extremos del segmen t.o, podemos 
ordenarlos, esto es, tomar uno do ellos por primero y el 
otro, por el segundo. El primer extremo rccjhe el nombre 
de origen del segmento; el segundo se llama fin del segmento. 
Un segmento de extremos ordenados se denomina segmento 
orientacro. Para representar en u n dibujo el segmento orien­
tado hace falta , ante. todo, distinguir sus extremos, es decir, 
designarlos con diforeulos letras, marcar 1.ma flecha en uno 
de los extremos, ele. Se puede decir que el S(lgmento orien­
tado comprende obligatoriamente dos elementos: 1) ol 
propio segmento, 2) \lllO de los extrom.os MI segmento (que 
se toma por el oxtremo primero o el origen del segmenl.o). 

Cuando un segmento no orientado se designa con dos 
letras, el orden en que se ponen estas letras no tiene impor­
tancia alguna, esto es, AB y BA ropresenl.an uu mismo 
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segmento. En el caso de un segmento orientado la prim~ra 
le tra señala el or1gen del segmento, mientras que la sagunda 
designa el fin del úlli m o. Así pues, AB y BA , en este caso, 
son segmentos distintos que so diferencian por su orienta­
ción. 

2. ~E<~;vtENTOS DITUGlDOS 

Se llama segmento dirigido a un segmento orienlaJo por 
un eje. 

En la figura 2, a el segmento AB (A es el origen del 
segmento, B es el fin) no es segmento dirigido: aWlqne es 
oriNtLa•to el segmento, no está orientada la recta que Jo 

8 A 
a) 

b) 

8 A 
~ o • e) 

1-' 10. 2 

comprende. El segmento en la figura 2, b tampoco e~ diri­
gido, puesto que no e.<Jtá orientado. El segmento d·irigido AB 
está representado en la figura 2, c. 

Besulta pues que para expresar geométricamente un 
segment.o dirigido se debe detorminar dos orientaciones: 
1} la del propio segmento, 2) la de la recta que lo comp•·cnde. 
Estas dos orientaciones so hacen indcpendienremente, es 
decir, cada orientación se lleva a cabo por uno de los dos 
modos posibles. 

Cada segmento tiene una longitud determinada. La 
longitud os un número no negativo. Es nula sólo en ol caso 
en que los extremos del segmento coincirlon, esto es, cuando 
el segmento so reduce a un punto. Cualquier segmento, 
no reducido a un punto, tiene longitud siempre positiva. 
Convengamos en designar la longilud del segmento AB por 
el símbolo AB. Al determinar la longitud del segm~nto, 
lo orientación de éste no tiene ninguna importancia. 



Además de la longitud, el segmento dirigi<lo p~~ede llevar 
un cierlo signo que se le asignn sogún la roglo siguiente: 
un segmento dirigi do se conside.m p ost tiro (negatim) , si. su. 
dirección1) coincide (no coincide) con la del eje. 

El signo no puede asignarse a l segmen to, si ésto, aunque 
sea orientado, pt>rtenec.o a nna recl.a no orír-ntada. 

1\s.í pues, los &>.gmenl.os dirigi dos se e.xprosan por núme­
ros reales, t<mto positivos, como negativos. l'ot· ojomplo, 
la anotaci6n 

AB = -?, 

signifíca que: :1) la longiLurl del sogrnont.o A/3 es igual n ~{, 
2) la tlirección dol segmento AB es c.ontral'in a la Ml eje 
al cual pert-enece. 

El sím bolo AB expresa, por c;onsiguicn t.o, a uua figura 
geométrica {seg-mento dirigido) y al número q\lc le concs­
ponde. La pníctica nos señala que e.sLo no conduce a con­
fusiones. Está })ien justificada, incl uso, uua enundación 
que sigue: <<PI sE>g mento di dgido es igual a -3». 

Si A . B. e son tres puntos CllnlesqHi!Wa dispuestos en 
un eje, ento11ces: 

AB ...¡, BC =AG. (2 . t) 

Esta igualdad lleva el nomhre do la regln de la cadena 
o fórmula de Chasles. La fórmula licne el sentido muy pro­
fundo. En el caso de que AB, BC y AC reprosentaJ·an lougi­
tudes de los segmentos, la fórmula (2.1) sería vMi(la stllo 
a condición de que el punto B se t~nc.uentro entre A y C. 
Cuando los segmentos son dirigidos, l a fórmnl a (2.1) es 
siempre válida, cualquiera que sea la si tuación rmll"ua de los 
puntos A, B, C. Se puede apli(~:tr] a, por (•llo, <<n ciegas», 
sin referirse al dibujo. Basta rCC-l)l'(] ar solanwnlc l a disposi­
ción de las letras en la fórmula. 

La fórmula (2.1) se demuestra con facililfnd, consideran­
do todos los posibles casos de J n :-:;i t u ación fld punto R con 
relación al segmento AC. 

En virtud do la fórmuln (2.1), c.11 alquier ~egmento PQ 
dispuesto en el eje, se puede dividirlo por el putJto X, 
perteneciente al mi~mo eje , de una manera tal qul:' 

PQ = PX ...¡, XQ. 

1) La dirección del segmonto ori(lntndo es aqu~lla 
que va del origen haci a el fin del segmento. 
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La fórmula (2.1) puede ser generalizada: 

AB + BC + CD + . . . + KL +. LM = AM. (2.2) 

La fórmula (2.2) se denomina regla generalizada de la cadena. 
Se demuestra con facilidad, empleando procedimientos 
de cambio sucesivo: AB -+ BC se sustituye pm· A C; luego, 
AC + CD, se susli tlly{' por AD, etc. 

O e A 

FIG. 3 

Es ovidHnte que, al permutar letras en la designación 
do un segmento dirigido, nosotros variamos su orientación 
y, por ello, el segmento cambia de signo, conservando su 
valor absoluto: 

BA = -AB. (2.3) 

La fórmula (2.3) puede ser obtenida también por uu 
método formal, sustituyendo la le.tra e en }a fórmula (2.1) 
por la letra A. 

Con ayuda de segmentos dirigi dos se puede introducir 
coordenadas en el eje. Con este objeto se eligen el origen 
de coordenadas O en ol eje y la unidad de escala. Ahora , si A 
es el punto en el eje, entonces la relación del segmento 
dirigido OA a la unidad de escala e será la abscisa del pun­
to A: 

OA .e=-. 
e 

(2.4) 

Pijámonos en dos circunstancias muy importantes. E n 
primer lugar, advertimos que a la un idad de escala e no 
se le asigna ningún signo (es decir, se considera siempre 
positiva) . Esto significa quo el signo de la coordenada x 
coincido con· el <lel segmento dirigido OA. En segundo 
lugar, la coordenada está privada de dimensionalidad , es 
decir, es un númcr·o abstract.o. En la figura ;~la coordenada 
del punto A es igual a 3 (con el signo + ). 

Supongamos que dos puntos de un eje están determinados 
pm· sus cool'denadas: A (x1} y B (x2). ¿cómo será expresado 



el segmen Lo di rigido AB? La t'esolución de est.e problema 
con ayud a del dibujo no es conveniente, porque deberíamos 
considerar varios easos düercnt.es (cuál de las coordenadas 
es mayor, cuáles son sus signos, cuál es la disposición del 
punto O con rel ación al segmento AB). Po r e.so , el problema 
planteado se resuelve por medio del siguiente procedimiento, 
que, a p1·opósito, es aplicable para todos los casos posibles: 

AB = AO + OB = -OA + OlJ = x2 - x 1•1) 

Así pues, sic m pro es cieJ'lo que 

AB = X 2 - x1 • (2.5) 

Retengamos en la memoria: la lon{?ilud del segmento diri­
gido es igual a la ab11cisa de su fi n , menos la coordena.da del 
origen del segmento. 

Y, por fin, indiquemos una pro piedad rnr.s de los seg­
mentos dirigirlos: si AB = AC, entonces el punto C coincide 
con el punto B. Simbólicamente: 

(A B = AC) => (C- B) (2.6) 

(donde => es \:l] signo de corolario , y = es el signo de iden­
tidad). 

1) Aquí y on lo sucesivo e<msidemmos e como 
segmento unitario, ast.n os. Jo m~ignam<>s una longitud igual n la unidad. 
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CAPITULO I 

RAZON SIMPLE 

3. ENUNCIADO DEL PROBLEMA 

Cacla probloma que ha de ser resuelto, debe ser. ante 
todo, enunciado, es decir, expresado en términos claros 
y precisos. Al enunciado «dividir un segment.o en la razón 
ilnrl a1> le falta clariilnd. ¿Cuál es el segmento , orient:~d o o 110? 

¿Es parte de lHI eje o de una recta? Y por fin , t qu é se debe 
en tender bajo el término «razÓM? 

A e s 
------~--~--o---~-~ 
------~A-------08---C~- b) 

e A 8 
--~--~------~--~.- ~ 

FIG. -4 

A todas estas preguntas se darán respuestas oportuna­
mente. Por alwra, consideremos el segmento dirigido AB 
y el punto C, pertenecienLe al segmento (fig. 4, a). Supon­
gamos también (por el momento) que todos los tres puntos A , 
B y C, son distintos. Bajo la razón, en la que e divide el 

segmento AB, se ontienrle la relación ~~ . 
Dcsignémoslo por una letra griega A,: 

(3.1) 

Hace falta recordar el orden en que se disponen lM letras 
de la fórmula (3.1) , puesto que todos Jos tres puntos desem­
peñan un papel distinto, a saber: 

A es el origen del segmento, 
B es el fin del segmento, 
e es ol punto divisorio. 
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L n relación, en la que un punLo divide el segmento, so 
compone de una manera siguiente: 

numerador, a partir de l origen hasta el pnnto divi­
sorio; 
denominador, a partir del punt o divisorio hasta el fin . 

P or ejemplo, la figura 4, a nos muestra que el punto C 
divide el segment.() AB en la razón A. = 2. 

Ahora advertimos que la definición dad a de ninguna 
manera requíeJ 'O que el punto divisorio se encuentre dentro 
del segmonto. En la figura 4, b 1:\l punto C so encuentra 
fuera dol segmento AB, por parte do su fin. Nada nos impide 
que A. so calcule por la fó rmula (3.1). En el dibujo menciona­
do AC >O, CFJ <O, A. = - 3. Es vordad, quo es un poco 
insólito deci r <cel punto e divide el segmento AB en la 
razón ')., = - 3». N os hemos acost.11mbrado a considerar que 
el enunciado «un punto divido el segmento» signHica una 
sola cosa: el segmento se divido en dos partes. Mientras 
tan t.o, el punto divisorio en el dibujo 4, b está fuera de los 
l ím ites del segmento. No obstante, al futuro matemático 
no le deben turbar inconvenientos semejantes. En las mate­
m áticas siempre se generalizan nociones y teoremas, quedán­
dose invariable la terminología. Así que los términos y enun­
ciados habituales se entienden, con frecuencia, eu el sen­
tido más amplio. 

Suele decirse que cualquier punto, dispuesto dentro del 
segmento , lo divide interiormente. El punto que se encuen­
tra fuera del segmento , lo divide exteriormente. En cualquier 
caso, la relación A. se determina según la fórmula (3.1}. 
En la figura 4, e, por ejemplo , ni punto e parte el segmento 

AB exteriormente en la razón A. = -!. 
Así pues, hemos plenamente aclarado qué se debe enten­

der bajo la razón A. para un segmento dirigido . Pongamos, 
ahora, dos preguntas: 

1) ¿Es esencial que el segmento sea orientado? 
2) ¿Es esencial que la recta, cuya part.o hace el segmen­

to, sea orientada'~ 
En la figura 5, a está expuesto .un segmento HO orien­

tado. {En qué razón lo divide el punto C? Esta pregunta 
no tiene r espuesta. E n efecto, en las figuras 5, b y 5, e un 
mismo segmento est á orientado do una manera rl iferento. 
En la figura 5, b el punto e divide el segment,o A B en la 
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razón A.= 2; en la figura 5, e esto mismo segmento se divide 
, ~ 1 

en razon "' = :r . 
Por consiguiente, la rospuesta a la primera pregunta es 

positiva. El problema de división de un segmento en la raz6n 
dada no tiene sentido en el caso de un segmento no orientado. 

Para contestar a la segunda pregunta escrutemos las 
figuras 6, a y 6, b. Se diferencian sólo por la dirección 

e 
a) 00 ' 

A e 8 A 8 e 
a) e e o " b) --=> o o " 

B e A A 8 e 
b) 

--e e e ' e) " o a o 

FlG. 5 F iG. 6 

del eje. Claro está, que sí cambiamos la dirección del eje 
en el cual se sitúan los puntos A, B y C, entonces todos los 
segmentos dirigidos en este eje sólo cambiarán de signo y, por 
lo tanto, la razón A quedará invariable. Por ejemplo, 

en la figura 6, a: AC = 3, CB = - 1, /.. = -3; 
en la figura 6, b: AC = -3, CB = 1, A =; -3. 
Por consiguiente, la respuesta a la segunda pregunta 

es negativa. Para determinar A. no es necesaria la orientación 

A B e 
-e oc 

FIG. 7 

de una recta que contiene el segmento. La figura 7 se dife­
rencia de la figura 6 sólo por el hecho de que el segmento AB 
pertenece a una recta no orientada. Esto no nos impide 
establecer que A. = -3. 

A los segmentos de una recta no orientada no se les puede 
asignar algún signo, pero se puede asignar el signo a una 
raz6n de segmentos1). Para determinar el signo de una rela• 
ción do sogmontos no es necesario conocer el signo de c.acla 

1) Recordamos que los segmentos son orientados 
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segmento en separado. Lo importllnle en el caso dado es 
solamente la dirección de los sogmentos, es decir, son de 
una misma dirección o de las direcciones cont.I·arias. 

El problema. acerca de la división del segmento en una 
razón dada se refiere a tos segmentos orientados, pertenecientes 
a la recta no orientada. 

Entonces, sí la recta no es orientada, ¿cómo podríamos 
determinar /..? La fórmul a (3.1) no es válida en el caso con­
siderado, ya que eJla presupone que los segmentos t.ienen 
signos determinados. 

Si A, B y e son los puntM d.e u.na recta, entonces ba¡o 
la razón en la que el punto C divide el segmento AB, se en­
tiende el número f.., cuyo valor absoluto es i.gual a la razón 
de longitudes de los segmentos Ae y CB, 

AC 
p..¡'= CB ; 

este mímero es positivo (negativo), si el punto e se encuentra 
dentro (fuera) del segmento AB. 

Esta definición es muy importante porque señala a la 
posibilirlacl de determinar /..en una recta no orientada. Sin 
embar·go, en la resoludón de diversos problemas e.s más 
cómodo proceder de otra manera, a saber: orien~ar la recta. 
Y a sabemos que el valor de A. no depend e de la manera en 
que orientnmos la recta. Por otra parte, en ln recta orienta­
da ol valor de '). se determina completamente (tanto por su 
valor absoluto como por el signo) según la fórmula (3.1). 
La comod id arl de este mét.od o consiste c.n la posibilidad de 
utilizar las propiedades de segmentos di1·igirlos que no 
depen den de las peculiaridades del dibujo. 

Nos queda considerar las c.ircunstancias en que el punto C 
coinci de con el A o el B. En el primor caso considcrr>.mos 
que l. = O, en plena conformidad con la fórmula (3. j ). 
En el segundo caso esta fórmula pierde sentido, dado que 
el denominador del segundo miembro se reduce a cero. 
Se h a aceptado considerar que A.= oo. P ero esta igualdad 
debe percibirse simplemente como una anol.ación taquigr6-
fica del hecho siguiente: «el punto divisorio coiucirle con 
c.] f:in del llOgmc.nt.OJ>. El símbolo oo n·o puP .. de c.onsi derarse 
como 'm número. A él nosele asigna \m signo alguno (no 
siempre en las matemáticas, sino que en cst.c problema 
solamente). Se trata, pues, no de +oo ó -oo, sino que de oo. 
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Esta suposición 110 está prhrada de base de la cual hablare~ 
mos en el capítulo segundo. 

D d l d 
. ., AG 

a o que a estgnacJon CB parece ser un poco amonto-
nada, so ha accpl.ado para ella ot.ro símbolo, más sencillo: 

l. = (ABC), (3. 2 

como también otra denominación: razón. simple de tres 
puntos (en una recta). En el símbolo de una razón simple 
la prime1·a letra significa el origen del segmento, la segunda 
letra indica al fin del segmento y la tercera, al punto divisorio. 

Hemos aclarado, pues, qué es la razón simple /... Nos 
queda enunciar el problema sobre la división de un segmento 
en la razón dad a. He aquí este problema: 

Dados el segmento AB y el número A., encontrar el pnnto C 
qu.e divide el sewnento AB en la razón igual a A.. 

Observación. Consideramos que los pun tos A y B del 
segmento son distintos y no coincidentes, así que l. puede 
tomar cualquier valor real en los límites -oo <l. < oo. 

~. SOLUCfON DEL PROBLEMA 

Cuando enunciamos un cierto problema, no podemos 
saber que ella t;iene obligatoriamente una solución. En caso 
de que la solución exista, se desconoce todavia, si esta 
solución es única o existen varías soluciones. 

Al principio comprobemos que con ~. cualquiora el ¡Jro­
blcma no puede tener más que una sola solución. Suponga~ 
mos que exist-en dos puntos C y C', que dividen el seg­
mento A B en una razón igual 

AC AC' 
C:B = C'F• 

o, dividiendo Jos segmentos en numerado,·cs por el punto B, 
AB+BC AB + BC' 

CB - C'B 
AB AB 
c:B-1. =C'78-1, 

AB AB 
CF=7YB· 

BC=BC', 
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de donde se deduco, en virtud de (2.6), quo el punto C' 
coincide con el C. Quiere decir que, si para A. dada el proble­
ma tieno una solución, esta solución es única. 

La cuestión sobre la existencia de soh1ción se aclara, 
con mayor comodidad, en el transcurso de búsquoda de la 
propia solución • 

.Por los puntos A y B (fig. 8) t racemos dos rectas para­
lelas. En la primera de ellas marquemos una escala tUlilor­
me, tomando el punto A por el origen. En la segunda recta 

1 

3 

a) 

).•-2 

b) 

FIG, 8 

marquemos el punto E de una manera tal que el segmento 
BE = A 1 sea igu~ü a la unidad de oscala, dirigida a una 
dirección contraria. Ahora todo está preparado para resol­
ver el problema. En el eje numérico encontremos el pun to M, 
correspondiente al valor predeterminado de A., y Jo unamos 
con el punto E . El punto buscado será aquel en que se 
intersecan ME y AB. 

En electo, los triángulos AMC y BEC son semejantes. 
Por consiguiente, 

AC AM 
CB =BE 

, :;Llamamos la atención del lector al hecho de que esta 
proporción es constituida por las longitudes de segmentos, 
ya que en la geometría elemental , particularmente en la 
teoría de semejanza de los triángulos. los segmentos se 
toman sin sus signos-, Tomando en cuenta que BE = 1, 
2-01285 
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escribamos la proporción en la forma: 

Al: =IAI· 
CB 

Este razonamiento se aplica de igual manera a todos los 
t.res variantes, expuestos en la figura 8. Nos queda conven-

cerse de que el signo de ~~ y el de A son iguales. Es evi­

dente que, si Á.> O, el punto C se encontrará dentro del 
segmento; on caso de que sea A <O, el punto C estará 
fuera del segmento. Por consiguiente, 

AC 
CB =A· 

Es fácil ver en el dibujo que el punto C no se ob tiene 
sólo en el caso oo quo las rectas M E y AB resulten paralelas, 
lo quo puede tener lugar cuando A = -1. Esto significa 
que cuando Á. = -1 , nuestra construcción geométrica no 
permite encontrar solución alguna, o esta solución simple­
mente no existe. No es difícil comprobar que en el caso 
dado la solución no existe. En efecto, ¿quó significa dividir 
un segmento AB en la razón A = -1? Esto significa encon­
trar el punto C que: 1) está equidistante de los puntos A 
y B , pues 1 A 1 = 1 ¡ 2) está fuera del segmento AB (dado 
que 'J.. < 0). Un punto de tal género no puede existh, puesto 
que cada punto, disp'l,lesto fuera del segmento, es más pró­
ximo a uno de sus extremos que al oti:o. 

Advertimos que, cuando A= O, el punto C coincide 
con el A, cuando A= <Xl, coincidentes son los puntos C y B. 

El problema acerca de la divist6n de un segmento en la 
razón dada tiene una sola y la única s.oluci6n para cada .A, 
excepto para 'J.. = - 1. Cuando .A = -1, la solución no existe. 

A cada valor do A (a excepción de A. = -1} lo corres­
ponde en la recta AB un cierto punto , y, recíprocamente, 
a cada punto de la recta AB lo corresponde un determinado 
valor de 'J... Es muy interesante estudiar esta C<Jrrespondencia 
biunivoca, es decir, representar en f.orma ilustra ti va, cómo 
so distribuyen diferentes valores de A en la recta AB. Exis­
ten dos n:iótodos de resolución del problema planteado; 
el método geométrico y el anal(tico. 

El método g~ométríco está basado en la construcción de 
la figura 8. Tracemos por el punto E (fig. 9) unas cuantas 
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roeLas y ~n(;onlt·omos Jos punLu~ de inlo•·stiC.Ción do los 
t·adios Al, A2, A3, A4 ... l'.oo IH recta AB. f'uorn dol scg­
menlo, por paf't.c clo su origen, se disponen valores ncgnt.i­
vos, inferiores, cu su magnitud ah~olul n, a 1. Por }HH'LC' 
final del segmento se disponen vnlorl'.~ nt'g-nt.ivos, mayo•·t>s 
que 1, en su magni tud absoluta. 

Indiquemos, ahora, el método ann.lftico, rQ.curriondo al 
sistema de coordonuclas. Tomemos ol punto A pOI' eJ origen 

-2 

FIG. O 

y supongamos q ue la dirección d<'l eje es de A ltacia B 
(nunq ue lo último no es obligatorio). En este caso la coorde­
nada del punto B será igual a a (a > O), donde a es J a 
longitud del segmeuLo AB. Elijamos, ahora, en ~l eje cual­
quier punt.o C (x). E ntonces: 

AC A. 
ce= · 

o, según la fórmula (2.5): 

z - 0 =A. 
a- z ' 

de donde x = l~h.. Así pues, tenemos dos fórmulas de las 

cuales una expresa A. a través de x, y l a otra expresa x a tra-

2• 
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• X } A. = ~a-x' 

M1 
,l; = 1+1. . 

(4.1) 

La primera fórmula permite determinar J.., eligiendo en el 
eje puntos diferentes. Recíprocamente, al elegir el valor 
de J.. y al hacer uso de la segunda .fórmula, se puede encon­
trar x y marcar el punto correspondif;mte en la figura. La 
dirección del eje no influye en el resultado. 

5. fNTERPRETACION MECANICA DEL PROBLEMA 

En los puntos A y B coloquemos las masas m1 y m2 , 

respectivamente, y encontremos el centro de gravedad del 
sistema, compuesto por estos dos puntos materializados. El 
centro de gravedad se encuentra, por supuesto, en el seg­
mento AB y lo divide en partes inversamente proporciona­
les a las masas colocadas, es decir, 

AC m2 
Cff=m; 

(por C designamos el centro de gravedad buscado). Por 
consiguiente, al problema de «dividir el segmento AB en 
la razón 'A= ~ » so puede interpretar así: colóquense la 
masa 2 al pun~o A y la masa 3, al punto B. Entonces, el 
centro de gravedad nos da el punto buscado. 

Esta interpretación, sin embargo, tiene una deficiencia. 
Es válida sólo para J..> O. Deberíamos introducir masas 
negativas para poder aplicarlas en los casos cuando J.. <O. 

6. JNVARTANCTA DE UNA RAZON SIMPLE 
CON RESPECTO A LA PROYECCION PARALELA 

La palabra «invariancia» significa invariabilidad. El 
título del presente párrafo expresa la siguiente propiedad: 

Si tres puntos de una recta son proyectados paralelamente 
enotra recta,. su razón simple no varía. La figura 10 ilus-
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tra, cómo se entiende ]a noción de <<proyección pt.~ralcla». 
Por los puntos A. B y e se trazan las rectas paralelas a, b 
y c. Se llaman proyecciones paralelas de los puntos A, B, e 
los puntos A', B', e' en los que las rectas a., b. e so intcr­
secan con la ·recta do proyección. 

11 1 IJ) 

FIG. 10 

di
e 

e 

A 8 C' 

Demostración. Según el conocido teorema sohre la pro­
porcionalidad do los segmentos, que se ohtíenen al cortar 
los lados de nn ángulo por rectas paralelag, tenemos: 

A'C' AC 

C'IJ' = en · 
o hien, 

1 
A'C' 1 1 AC 1 C'iF = CB . 

. A'C' AC 
Nos queda por demostrar qua las razones sunples e· o· y CB 

tienen signos iguales. Est:o se doduce de lo !'liguiente: si el 
punto e se encuentra entre A y .8, entonces el punto e' 
también se comprende entre A' y B' (fig. 10. a} y ambas 
rawnos son positivns. En caso dB que ol punto e se {\ncucn­
tre fuera del segmento AB, el punto e' estaría fucrn del 
segmento correspondiente A 'B' (figs. 10, b y 1.0, e); amht.~!'! 
razones en este caso ~on negnt.ivas. Hemos demostrarlo cle 
este modo q11e 

o bien, 
(A' B' C') = (A BC). (6.1) 

Esta propiedad puede ser apreciada des<lo ot.1·() punto 
rle vista: 
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J'res recta.v paralela.<;, a., b, e, al cortar una. recta (no les 

paralela.), .forma-n en esta ú.ltima. una mismlt razón. simple. 

Así. (.111 Jn figurn H 

(; IIR1C1) = (A 2 8 2C'2 ) = (A 3B 3C3) = . . . 

Como la ra7.Óll s imple no depende de una n\cta secante, 

ella portenl'C.C n Jn propia t.erna do rectas a, b y c. Esto nos 
pol'lnitc avnHZat' en nuost•·os rnzonamiontos. En efecto, 
ll m~tn e] mornont·o hornos conocido sóJo una razóu f'-implo 

lo'IC. 1 1 

do Jos tro~ p u nlos do una recta. Ahora introducimos una 

noción ~olwo r ar.6n ~imple de h:es roctas p~u·nlelas. 
Se llama. ra.z6n simple de la terna ordenada de rectas 

paralelas a. una razón simple de tres puntos qu,e se obtienen 

cvm.o resultado de l.a i.nterMccl6n de las rectas menctnnadas . 
con cualquier recta secante. 

7. PE:IUIUTACION DE ELJ!:MF..NTOS EN UNA RAZON SIMPLE 

La figurn 12 mnest•·n tres pnntos on una recta. Si nos 

pr<•guntft,·omo!' Gmuí] c·s La razón simple de estos puntos? 

no podríamos dar una respuestn detol·roi nnda , puesto que 

los pu ntos indicados no t~stán ordenado~. Se puedo ordenar-· 

los de un n mancl'a difOI'On te. Es por ello que a la terna 
dad~t de lo!l pun Los u o ordenados, le c,orresponrlen ·varios 

vn)o,.c~ d() ~-- ~,Cuúntos son? 
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Tros puntos pueden ordenarse mediante uno de los seis 
mrtodos a seguir: (ABC) , (BAC), (ACB), (CAB}. (BCA), 
(CBA). Orientando de cualquier manora la recta quo lleva lo::~ 
puntos mencionados. designemos por A. una razón sim plo 
(ABC) :-

AC 
1. = (ABC)= CR . (7 .1) 

En los cálculos ulteriores utilizaremos las propiedades 
de segmentos dirigidos (2.1) y (2.3). Cnda vez, cuando 
encontremos el segmento AB o el FJA, lo dividiremos por 
el punto C. 

.l<'lG. 12 

Calculemos la~ cinco razones simples resLrmtes; 
BC -CB 1 

(J3AC)= CA= -AC = T. 

Rel:cndremos en la memoria lo sig..,ri (~nt e: al cambiar de 
lugare.<; el origen y el fin del segmento, la. razón .'\impll: adquiri­
rá una forma de raz6n. inversa. 

Luego, 
AB ACJ..CB AC 

(ACB)=nc:~ - -CB = - cB - 1 =- - (1+1.) . 

.Par· a calcular Ja siguiente razón simple, (CAB), ~s sufi­
ciente aplicar una regla acerca de la pcrm1rt.aci6n de origen 
y fin del segmento, l n que Mabnmos d ~ enunciar: 

(CAB) = - 1 ~) .. 
A con tinuación, 

(Be ti) ~E.. _ RC+CA _ _ -CJJ- ,1C 
' ·'' - AC - AC - Ar -

AC 
- t-CF ·1-¡- ). 

= AC =--A.-
CiJ 
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Permut~ndo, de nuevo, el origen y el fin, resulta: 

(CBA) =- 1!,._ . 
Hagamos una tabla de los resultados obtenido~. No es 

deseable que en esta tabla los puntos sean designados con 
letras, puesto quo otras designaciones literales pueden encon­
trarse en circunstancias diferentes. Lo que es importante, 
son Jos lugares ocupados por elemento.~ (por puntos o por 
rectas) en una razón simple. Por eso, sustituyamos las 
letrfls A, B , C por cifras 1, 2, 3. 

Tenomo~. entonces: 

(123) = A, 
f 1 (312) =- i+A. 

1 (231) = - 1 t ). 1 
(213) = T, ~ (7.2) 

(132) = -{1. +A) , "' 1 
(321)= -~ J 

Así pues, según sea e} método de ordenar, una misma 
terno no ordcnacln da origen a unas cuantas razones simples. 
Por ejemplo, n una terna, expuesta en la figura 12, le corres-

ponden las signicntcs r·azones simples: 2, ~ , -3, - ~ , - ; 

2 
y -3 · 

¿cuántas son las razonas simples que corresponden a una 
t.erna no ordenada? Hablando en general, son seis, lo que 
se cteduce de la tabla. Decimos «en general», porque Jos 
valores indicados en In tabla (7.2) no siempre son distintos. 
Hay circunstancias, dependientes de la disposición de los 
puntos, bajo las cuales algunos valores son coincidentes. 
Aclaremos estas circunstancias. Es el problema bastan te 
interesante, porque al principio puede parece-e que existen 
muchA.<J tcrn;t~ rle elementos que conducen a Ja coincidencia 
de valores, sin embargo, después se pone de manifiesto que 
en renlidad existe u na sola terna de esto género. 

Par·a re.sponO(W a la pregunta levantada, hace fal ta tomar 
un In tabla (7.2) part-s •lo valores cualesquiera, igualarlos 
y encontrar A.. Advertimos, sin embargo, que con la letra A 
designamos no una razón determinada, sino que cada una 
do las I'<Cis razon<'S. Por ello , es snfici~nte ignnlar A. a )ns 
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restantes expresiones, por lo cual el número de variantes 
se reduce a cinco. De antemano convengamos en suponer 
que todos los tres puntos son distintos. Las ternas de ele­
mentos coincidentes no nos pueden interesar: si dos puntos 
son coincidentes, su permutación no cambia la razón simple. 
Por esto, los valores de A = O y J, = oo, debemos conside­
rarlos inválidos. 

Examinemos, ahora, cinco w1ríantcs: 
1 

1) A = r , Á2 = 1, Á = ±1. Como el valor de Á = - 1 

no es posible, queda válida sólo la solución 1.1 = 1. 
1 

2) A. = -(1 +A.), do donde A2 = - 2 . 

3} A= -
1 
~ ,._, 'A 2 + A+ 1 =O. tas rofces son imaginarias. 

4) A. =-
1 t~ . Lo mismo. 

5) A = -
1

: ,._. Descartanrlo como inválida Ja solución 

A. = O, tomamos sólo A3 = - 2. 

Hemos obtenido tros valores de A. : A¡ = 1, A-2 = - ~ , 
A- 8 = - 2. Recordemos, ahora, que est amos buscando una 
terna no ordenada, a la que corresponde no e] único valor, 
sino seis valores de /.... Partiendo de cada va lor obtenido 
de A., reestablezcamos los sois elementos con es te valor. 

A. 
1 

1 

1 
-(1 +"-> 

' 
1 

' 
t+A. 

1 

, 
T - -¡:¡:;;- --"'- - I+A. 

1 1 -2 
1 

1 -2 1 
- 2 -2 

1 
-2 

1 
- 2 1 1 --z -2 

- 2 
1 

1 ·t 
1 - 2 - 2 ·--2 

Tre/3 filas de esta tabla c.oinciden (con la oxnctí t ud <lo un 
orden). Por consiguiente, los tres valores obtenidos de .A 
deben considerarse corno una solución. Estos valores 
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corresponden a una terna de los puntos, uno do los 
cuales es el centro del segmento comprendido entre dos 
puntos restantes. 

A la terna no ordenada y no degenerada corresponden, en 
general, seis distintos valores de razón simple. La única excep­
ción es la terna, cuyo punto medio .~irve de centro del segmento 
encerrado entre los puntos extremos. A la terna de tal índole 
le corresponden sólo tres valores diferentes de razón simple. 

Es evidente que In permutación de los pun tos extremos 
en tal terna no es notable y no puede cambiar el valor de 
la razón simple. 

8. PROPrEDAD DE GRUPO DE UNA RAZóN SIMPLE 

La noción de grupo es una de las fundamentales nociones 
en las Matemáticas. No se puede razonar sobre ella do paso 
o muy be prisa. Por eso, aquí relatemos acerca de la propie· 
dad do grupo de una razón simple sin relacionarla do nin­
guna inanet•a a la noción general de un grupo. Que el lector 
del folleto perciba el contenido de este párrafo de una manera 
aislada, como una propiedad curiosa de la razón simple. 
A continuación, al familiarizarso con la teot·ía de los gru~ 
pos1), el lector se dará cuenta de la profundidad de ideas 
con las quo está relacionada la pt·opiedad en consideración. 
A propósito, ¡os un ejemplo más do una profundización! 

La propiedad de grupo de una razón simple consiste 
en lo siguiente : . 

Si en cualquiera de seis expresione.'l 

a¡ ='A, 

1 
fl~=-1+1. ' 

1 
a2=T, 

1+i-
([.= --.-,) lv t 

(8.1) 

sustituimos A, por cualquiem de estas expresiones, en el resal­
tado obtendremo.~ tamJJién una de ella.'>. 

1) Véanse: 1. P. S. A lexandrou: lntroducci6u 
a la teoría do los grupos. Moscú, 1951. 2. J. Grossman y V. ;}(agrms: 
Orupos y sus rúbricas. Moscú, 1971. 
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Es razonable €'1 punto do vista siguien te. Todos a ¡ son 
fu nciones do 1.: 

a1 = f; (!.,) (i = 1, 2, ... , G). 

Susli tu yendo el argumento por una oc est11s func iones, 
obtend remos una expresión de ]a fo rma: 

j¡ (fí (/,)] (i = 1, 2, ... , 6; j .e= 1, 2, ... , H) (a) 

(no se excluye el caso 011 que i = j). Hel"u lta que la función 
(a) no ng nneva , sino que una de lRs mismas seis func.lones: 

/; {f¡ (lv)) = !h (lo.). (8.2) 
Por consiguiente, el procedimiento do Ja sustitución del 
argumento 'A por. una do las funciones /; (A.) no da algo 
nuevo, dado que no nos conducr. fuera dol campo do se.i~ 
funciones primitivas. 

Para comprobado se puede eonsider a.r t.o<.lns las 36 com­
binaciones de las letras i, j en Ia fórmula (8.2). Sean , por 
ejemplo, i = 3 y j ....,., (i. Esto significa qu~ partimos de 

a.a = - (1 + /..) 
t • \ • } l • r A y sus 1 .utmos • por a expreswn a.6 = -- -1-, -. : 

··¡}, 

( '· ) 1 - (1+ a6)=- 1- H -í. = - 1 + ~- =04, 

Q11iere decir: 

l R I/,¡ P-) 1 = .f.1 (!.). 

Si11 embargo, est.o método de demost.¡·acióu no puede satis­
facer n un lector ansioso de conocimion \.os. En decto, del 
hecho de que 36 comp1•obaciones confirman nuoslra suposi­
ción, no conviene hacer una dedueción de que tenemos 
36 coi ucidoncias aleatorias. Debe haber alguna argumenta­
ción de este l1echo. Aho1•a la indiquemos y osto será más 
persuasivo para el lector. 

Hemos designado con /. cualquiera do ]as sei~ razone~ 
(ABC), (BAC), ... En la labia (7.2) lwllamos, por ejem­
plo, 

1.123) =A., 

Haciendo caso omiso de las designaciones, llegamos a la 
conclusión: a la sustitueión del Vl\lor dfl nna nzón simple 
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por la magnitud l'ecíproca, le corresponde la permutación 
de dos primeros elementos. Esta regla es aplicable a cual­
quiera de las seis razones (no tiene ninguna importancia, 
cuál punto de los tres designamos con la cifra 1, etc.). 

Por consiguiente, si la expresión - 1I"' la sustituimos por 

su recíproca (ponemos - 1 J"' en lugar de A. en la expresión 

f), obtendremos una razón simple con dos primeros ele­

mentos permutados. Por supuesto, esta razón se halla en 
la tabl a (7.2), así que nuestro postulado queda demostrado. 

Volvamos a considerar la fórmula (8.2). Hemos descu­
bierto que para i = 3 y j = 6 resulta que k = 4. Hallemos 
la solución total de este problema, es decir, encontremos k 
para cualesquiera de i, j. Al principio recordemos, qué se 
entiende bajo la palabra «operación»1) en la aritmética 
y álgebra. Sea dado un conjunto M. La operación es subor­
dinada a una ley, según la cual a cualquier par ordenado de 
elementos (a, b), tomado del conjunto M, se le pone en confor­
midad el único elemento del mismo2) conjunto. 

Ejemplo 1. Sea M un conjunto de números naturales 
o enteros positivos 1., 2, 3, ... Mediante la operación do 
adici6n a cada par de números se le pone en confo1·midad 
el tercer número, la suma. El signo de operación se pone, 
con frecuencia, entre l as componentes: 2 + 3 = 5. 

Ejemplo 2. Haciendo uso del mism() conjunto M, consi· 
deremos una operación más, la de multiplicación. Es una 
operación de otra especie. El mismo par de números (2, 3) 
ella lleva a la conformidad, expresada por 6, y no por 5 
como en el ejemplo 1 (2 ·3 = 6). 

Ambas operaciones consideradas poseen la propiedad 
conmutativa (a+ b = b +a, a ·b = b ·a) y por eso la 
ordenación de componentes (a, b) en pares no es esencial. 
Advertimos que on una operación ab =e las componentes 
no son eq11ívalent.e~ en sus derechos. 

1) Más oxacto soría decir «Operación binaria», os 
docír, la operación con dos componentes, pues la operación ¡modo rea· 
lizarse también con una sola componente, como, pol· ejemplo, la ex­
tracción de una raíz cuadrada. 

2) No es obligatorio, pero nos limitaremos a este caso. 



29 

Consideremos, aho!'a, un conjunto M, cuyos elemenlos 
están constituidos por las funciones (8.1). Eu este conjunto 
definamos una operación que llamaremos «multiplicación» 
y designa1·em os con el signo 0 (comillas y círculo sirven 
de señal que no se trata aquí de multiplicación en el autén­
tico sentido de esta palabra). 

«Multiplican> a 1 por a1 significa Su.<ltituir 'A. en la expre­
sión para a¡ p or la de a1. Simbólicamente: 

ai 0 ai = f¡ [fJ (A.)} =ah. (8.3) 

Más arriba hemos señalado que / 3 [/8 (A.)) = / 4 (A.). Ahora 
esta misma idea se enunciará así: a 8, «multiplicada» por a3 , 

.oos da a4, o a3 0 a8 = a4• 

Que el mismo lector halle todos los 36 «productos» a1 0 a1• 
En la tabla que sigue abajo se dan las Tespuestas: 

20 factor 

1cr factor 

1 1 1 1 1 
as ~ 113 114 " & a e 

a¡ 1 a¡ 
1 

ll2 1 as 
1 a• 1 

a5 1 a a 

az 
1 

112 1 
a¡ 1 a~ 1 a3 

1 
a a 

1 
as 

as 
1 

aa 1 
a¡¡ 

1 
a¡ 

1 
a a 1 a2 1 a4 

(8.4) 

ll4 
1 

a, 1 a a 1 
az 1 as 

1 
at 1 a a 

as 1 a!í 
1 

a a 
1 

aa 
1 

a¡ 
1 

a4 1 az 

aa 1 aa l a.r. 1 as 
1 % 1 

a3 1 al 

La tabla puede denominarse de <<multiplicacióm>1). 

Examinemos la tabla con toda la atención y hagamos algu­
nas observaciones. 

f. La «multiplicación» no es conmutativa. Tenemos, por 
ejemplo, a2 0 a8 = a4 , y a5 0 az =as. Por esto, cuando 
decimos «multiplicar» por a1, debemos añadir <<de dorecha» 

1 ) En la teoria de los grupos la llaman «cuadrado 
de Cayley •. 
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o «de izquiorda» . . Pot: ejemplo, <(multiplicar» a.2 por as «uo 
der·echa>> significa: a2 0 a3 = a 4 ; <<multiplica1~>> Uz por 11.8 
«de izquierda» significa: a:~ 0 a.a = a5• 

2. Con relación a la «multiplicación& o1 t!lomento a 1 

<lesem peña el ro ismo papel que el número 1 on la operación 
de multiplicación habitual. La multiplicación de cualquier 
número por la unidacl no lo hace cambiar: 

a -1. =a. 

Do la t.abla 8.4 so infiero que ln «multiplicacióm> (sea de 
derecha o de izquierda) de cualquier elemento por a1 no 
hace variar cst.c último: 

a¡ 0 a1 -= n1 0 a; = a1 (i = 1, 2, ... , 6) 

Por oso, ol elemento a1 se denomina «unidad». 
3. Ln <<multiplicación>> posee ln propiedad asociativa: 

(lt; 0 lt¡) 0 all = a 1 0 (a¡ 0 a,(). (8.5) 

Si, por ejemplo, mulLiplicamos, al principio, a 2 0 a3 

y, después, o1 resul tado obtenido Jo mu1Lip1icamos (de 
derecha) por a~, entonces resulta: 

(a2 0 as) 0 a., = a4 0 a~ = a6. 

Si, al principio, multiplicamos a 8 0 a4 , resultará que 

at 0 (as 0 a,} = a2 0 a6 -= a5. 

El result ado es el mismo. H aciendo uso do este método, 
se puede comprob:u- tocias las combinaciones posib)es y, 
adomás, convencerse do que In ley (8.5) es siempre vel'ifi­
cada. 

La propiedad asociaLiva h aco excosivo e.l US(> de Jos 
paréntesis en la anotación del pr·oduct.o cons tituido por 
tres y mayor número de elementos. 

Se puede escribir: 

a.¡ 0 aJ 0 Ct1u 

sobreentendiendo bajo osta nnot.ación cualquier miembro 
ric la igualdad (8.5). 

Podríamos doíinir, Lambién, la ope1·ación de <<divisióO». 
¡Pero, basta! Es el moroonto de pararnos. Que el lectot• 
mismo piense en la «d ivisión». 



31 

Hocibe el nombre de grupo el conjunto do ol<~men Los en 
el que está definida una operación, la cual poseo algunas 
propiedades que aquí no las enunciamos. Los elementos (8.1) 
con l a operación definida por la fórmula (8.3), constituyen 
un grupo. 

Hemos echado una ojeada a la teor1a de los grupos a tra­
vós do una. «mh·ma>>. NHestro deseo es quo a continuación 
cada lector de esW folleto entre en la teoría a través de 
una «puerta>> ampliamente ahiorta. 

9. PUNTOS IMPROPIOS 

En esl.c párrafo ampliemos la noción do un punto; sin 
esta ampliación nuestro avance en el desa¡·rollo del proble­
ma sería dificultado. Las dificultados co n que lropozaríamos 
serán indicadas on el párrafo 10. 

Conveugamos en asignar a las rectas pat·alclas tm punt.o 
común , llamado impropio1), esto es, clecimos, desde ahora, 
que dos rectas paralelas se intersacan en un punto impropio. 
Por supuesto, el lectot· tendrá interés en ver este punto, 
como otro cunlquie•:n. No obstante, hay que lener en cuenta 
q ue este punto no es parecido al común, sino es tm.propio. 
Existe posibilidad de considerarlo, p(.'lro de. una manera 
un poco desacostumbrada. Ahora mismo Lrataremo~; de 
vencer la resistencia natural do la mentalidad humana a la 
introducción de nuevas nociones que sn)en fuera de Jo acos­
tumbrado. 

Un punto impropio es algo comúu, pe•·tcnccicmt.u a las 
rectas paralelas. Dos rectas paralelas tiortcn, por ojomplo, 
una dirección común. Por consiguiontl~. la introducción de 
puntos impropios no es una revuelta L'ad icaJ, ~ino que el 
simple cambio de denominación: el t<'írmino (alirección de 
la recta» es sustituido, ahora, por el nuovo, esto f?S, «punto 
impropio». 

En la figura 13, a está representarlo el coujuJtto do las 
rectas que pasan por un punto común. Esto conjunto so 
llamn haz central y el punto com1ín, centro del haz. F.s evi-

1) A veces este punto se denomina flu.nto tnfinita­
rnente alejado; este nombre es peor, rlado quo nunl'.a operaremos con 
la distancia hasta él. 
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donte, que con la definición del centro so define, también, 
el haz, y viceverso. En la figura 13, b está expuesto el haz 
paralelo, es decir, uu conjunto de las rectas paralelas perto-

a) b) 

FIG. U 

nacientes a un plano. La diferencia entre~¡los puntos comu­
nes e impropios parcialmente se borra, si imaginamos 
haces en lugar de los puntosl 

punto común (propio} es un haz central, 
punto impropio es un haz paralelo 
Prevenimos al Joctor do una pregunta: ¿dónde se encuen­

tra el punto impropio, por la derecb( o por .la izquierda? 
La pregunta de esto. índole sería una tentativa de abordar 
Jas nociones nuevas con ayuda de intuición 'vieja. Para 
aprender a operar con puntos impropios es necesario ; formar 
en sí una intuición nueva. En cada recta existe uno , y sólo 
uno, punto impropio y para él no son aplicables las nocio­
nes <<por la dorechM, «por la izquierda>>, «superiormente», 
<<inferiormentc», etc. En la figura 14 se exponen la recta !a 
y el haz central S. Establezcamos la correspondencia entre 
los puntos de la recta y las rectas del haz: a la recta m, le 
corresponde el pnnto M, y viceversa (véase el dibujo). 
Mas, ¿podemos afi rmar que esta correspondencia es biuní­
voca, es decir, será cierto que a cada punto de la recta a corres­
ponde una recta del haz S, 'y, redprocamente, a cada recta 
del haz S, le corresponde un punto de la recta a? Mientras 
no conocimos la noción de puntos impropios, Ja segunda 
parte de esta afirmación no era justa: en el haz S hay una 
recta de sobra, a', pnralela a a. A ella no le corresponde nin-



gún ,puntoJm la recta a. No obstante, al introducir punlos 
impropios, la afirmación se pone válifla. Eu efecto, ahora 
también a la recta a' corresponde un punLo en la recta a, 
el cual es el punto impropio. No se halla por la derecha, 
ni tampoco por la izquiorda. Si la recta m empieza a girar 
alrededor dolpunt.o S en la dirección cont.rária a las agujas 
de un reloj, el punto M va a desplazarse por la recta a hacia 
la derecha. Si m gira en el sentido de las agujas de un reloj, 

l''IG. 1' 

M:~ .so desplazará ·.a_¡Ja_,izquierda. E n ambos casos Jlega1•á 
el;.¡momento, cuaudo Ja recta m coincida con la a'. En este 
instante ol ·puuto ;M se !hará impropio . 
..._ 1 ~Es evidente que en un plano existe una infinidad de 
puntQs impropios. Designemos por u el conjunto de estos 
puntos y conYengamos en considerarlo una recta (impropia). 
Lo último es plenamente natural en virtud Je dos razones. 

En primer lugar, cada recta ·propia tiene un punto 
impropio, os decir tiene un punto común con ol conjunto u . 
Por oso, es .natural toma!' u por una recta. 

Segundo. Examinemos dos planos paralelos, a y cx.1 

{fig. 15). A cada haz paralelo en el plano le corresponde un 
haz paralelo de la misma dirección on el punto ex.'. En otras 
palabras, cada punto impropio del plano a porteneco tam­
bi6n al plano a', y viceversa . .l!:sto significa que ol conjunto 
de los puntos impropios es común para ambos planos para­
lelos, lo que constituye un argumen~u más en favor de 
llamar el conjunto mencionado una recta. 

Así pues, en un plano existe la única recta impropia. 
Cada recta propia tiene un solo punto impropio; la recta 
impropia está constituida exclusivamente por puntos impropios. 
3-!l t2tl i> 



Si en una recta están descubiertos dos puntos impropios, 
üS indicio de q·ue la rocta es impropia. 

E l conjunto de todos los puntos impropios en el espacio 
se denomina plano impropio. No lo examinemos en este 
folleto porquo ol último está dedicado a la geometría en 
un plano. 

Hemos extendido el conjunto de los puntos en el plano, 
~tl introducir nuevos puntos. Pero no podemos considerar 

.1"10, 1:i 

que los nuevos puotos introducidos (impropios) son en todo 
equivalentes a los puntos propios. Los puntos impropios 
sou equivalentes a los propios solamente en- el sentido parcial. 
Indiquemos con toda la precisión, en qué sentido los puntos 
impropios y los propios pueden considerarse equivalentes. 

Entre los puntos mencionados no hay ninguna diferencia, 
cuando los consideramos desdo el punto de vista de su posi­
ción, es decir, on cuanto a la pertenencia mutua de puntos 
y rectas. En efecto, todas las propiedades de posición (en el 
plano) se infieren de dos axiomas: 

1. Dos distintos puntos definen a una sola recta (se en­
tiende una recta que pasa por los puntos indicados). 

2. Dos dü;tintas rectas definen a un solo punto, pertene­
ciente a ellas. 

El primer axioma so ilustra por la figura 16. Cada punto 
()S definido por un haz respectivo. Trazar la recta por los 
dos puntos significa hallar una recta común para dos haces. 
l~n )a figura 16, a ambos puntos son propios. Es un caso 
«viejo», bion conocido. En la figura 16, b uno de los puntos 
es propio, el otro es impropio. Es evidente qne on este caso 
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ellos definen también una recta única. Lu figura 16, e nos 
muestra dos puntos impropios. Rxiste llTH\ solfl rcctl\ que 
los contiene, es una recta impropia. 

FIG. tG 

Para comprobar el segunrlo axioma examinemos tres 
casos: 

1. Las dos rectas son propias y no paralelas; se intersecan 
en un punto propio. 

· 2. Las dos rectas son propias y t>aralolas; tienen un 
{)unto común, que es impropio. 

3. Una recta es propia, la otra impropia. Como punto 
(y el único punto) común para ellas sirve el punt() impropio 
de ln primora recta. 

En las cuestiones, relacionadas a la medición de segmen­
tos y ángulos, los puntos impropios no son equivalentes a los 

S* 



propios. No so ¡meda hablar de !a distancia entre dos punt.os 
impropios (pero si, lsc puedo hablar del ángulo!). U1Ja recta 
propia perr.nit.o Ja (Jnica perpendicular t.razada de un puJlto 
propio. Desde ol punt.o impropio se puedo trazar una infi­
nirlact de porpoudiculat·es, o bien ninguno, etc .. 

El axioma acerca de las pnralelas tampoco puede ser 
extendido al caso en que una recta o un punto fuera de ésta 
son impropios. 

Volvamos a desarrollar el problema principal del folleto. 
::>ean A r B puntos propios, y U, un punto impropio de la 
rect~ AB. ¿cuál es l a razón simple (ABU)? Por supuesto, 
es una cuestión de la convención, pero hay que convenir 
de un modo natural al máximo. 

Si todos los tres puntos son propios, entonces: 

1..= (ADC) AC =AB+BC AB _ 1. 
= CB CB a:::: CB ' 

si el punto e ttcncle a u (es decir, se aleja ilimitadamente 

a lo largo de la recta), entonces lím ~! = O. Por ello, 
C-•U 

al coincidir C y U, seria natural asignar a 1.. el valor extremo: 

1.. = (ABU) = -1. 

Hasta el presente consideramos imposible el valot· de 
- 1 para 1... Actualmente, precisamente este valor es el más 
acertado para un punto impropio. Por consiguie11te, desde 
ahora podemos dividir el segmento AB en una relación 
cualquiera. 

Examinemos, adomás, las circunstancias en que el origen 
o el fin del segmento es un punto impropio. Si A -+ U, el 

d d 1 . , '1 AC . f' . 
numera or e a exprcs10n "" = CB crece m mitamcote, 

mientras que el denominador queda invariable. Si B-+ U, 
todo ocurre a] revés. Por ello, es natural considerar que 

(UBC) = oo, } 
(AUC)=O, 

(ABU)= -1. 

(~ .·1) 

No todas las p1·opiedades de la razón simple, que hemos 
examinado Arriba, son válidas para los elementos impropios. 



37 

W. SEPAR.-\CTON DE PUNTOS EN UNA HEC'l'A 

Cada recta contiene un conjunto infinito ele puntos. 
A esto conjunto le hemos añadido un punto más, el punto 
impropio. ¿Será de gran importancia este hecho? Resulta 
que sí. La adición de un punto impropio cambia esencial­
mente las propiedades de la recta. En particular, intro­
ducido el punto impropio, pierde todo sentido la noción 
«entre». 

Hasta ol momento considerábamos q\Je do los tres ptmtos 
on una recta, do~ son ea:tremos y un punto es intermedio, 

~ ·Jfl :¡, 
1 e B 

FIG, 17 

que se haJla entre. Jos de extremidad. Suele decirse también 
que dos puntos se .~eparan por el tercero. SupongAmos que 
en el punto A se encuentra un lobo, y en el punto B, una 
oveja (fig. 17). Es evidente que la seguridnd de la oveja 
se puede garant.izar' a) establecer en el punt.o e un obs­
táculo insuperable (se supone que el lobo corre solamente 
por una recta); en el caso dado el obstáculo separa al lobo 
ile la ovoja. Estas propiedades de una recta no son apta1! 
en 'una circunferencia. Entre los tres puntos de la circun­
ferencia no hay ninguno que podría llamarse intermedio. 
Si es n!.'cesario separar Ja oveja del Jobo, no l'S suficiente 
tener un solo 'obstáculo. Un obstáculo, puesto 'en el pnnto C 
(fig. 18), no impide que el Jobo atrapo a la ovoja, corriendo 
según el sentido de m11neci11as de 11n reloj. Hacen falta dos 
obst.ácnlos, en Jos puntos C y D , para q1.1P- ln oveja pueda 
e~l ar quieta. 

Así pues. un punto en la circunjP.rencia no puede separar 
dtJs puntos de la m.i~ma cir('unferencia.; lo pueden hacer dos 
puntos. Y 1.10 po1!tu1nrlo más: U1Ut. Cl.llJ.terno. de puntos en la 
circunferencia se d.esintPI{ra de una ;manera únita en dos pare.c; 
de puntos, que son recíprocamente di.vi.sorio~. 
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Tan pronto como introducimos la noción de un punto 
impropio, desapat·ece la diferencia, arriba indicada, entre 
una recta y una circunferencia. Desde ahora la recta se 
hizo una linea cerrada. 

En la figura 19 se muestra la correspondencia entre los 
puntos de la circunferencia y los de la recta que se denomina 
proyeccián estereográfica. La recta toca la circunferencia a.' 
en el punto O. El ·,p,,nt.o jU' , diametralmento :opuesto, 

a 

Fl(;, 18 1•'1G. 19 

sirve de centro de proyeccton. A cada punto M do la recta 
le corresponde el punto M'· de la circunferencia y, viceversa, 
al punto M' corresponde el punto M. Hasta la introducción 
del punto impropio esta imagen no era biunívoca: en la 
circunfol'encia hay un punto sobrante U'. Ahora al punto U' 
corresponde el punto impropio U de la recta a. 

'En el haz central de rectas una recta tampoco puede 
separar un par do otras rectas. Soan a y b dos rectas dol 
haz (fig. 20). Cualquiora que sea la te1~ccra recta e, haciendo 
girar a., siempre se puede conseguir que ésta coincida 
con b, sin que en el transcmso del giro a pase la "posición 
ele c. Sin embargo, dos rectas pueden rliviilir a y b. Y un 
postulado más: nna cuaterna de recta.s de u.n haz central se 
desintegra de 1.aw. ma.nera. rí.nica en dos pare:; que son. recípro~ 
camente divisorios. 

Estudiemos una vez más la figu1·a '14. Es facil ver que 
es justo el lema l,aiguient.e. 
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Supongamos que una cuaterna de los puntos de. una recta. 
es proyectada desde un cierto centro por cuatro rectas, entonces 
los pares divisorios de punto,<; son proyectado¡; por pareR divi­
sorio,<; de rectas. 

iDe este modo, la separación recíproca do dos paros d(' 
puntos coosor·va su validez en cJ caso de una pr·oyección 
central. Esto es cierto, cuando Ja proyección se hace de una 
recta a otrll. Mientras tanto, la propiedad ile la terna de 

FJG. 20 

puntos de una recta de desintegrarse on dos puntos extre­
mos y un intermedio (se trata do una recta sin punto im­
propio) se conserva sólo en el caso de una proyección parale­
la (vóase la fig. 11); en el caso de una proyección central 
esta propiedad no tiene lugar. En 1a figura 21 vemos tres 
puntos, A, B y e, en I a recta a; con éSto el plmto e so en­
cuentra entre A y B. Los puntos mencionados estáu proyecta­
rlos del centro S a la rect.a a' y el punto C' no¡;;(> halla entre 
A' y B'. 

Que el mismo lector , examinando ol dibujo 21, pienso 
sobre la cuestión: ¿será el sogmt>nto A' B' la proyección 
del segmento AB o no? Ll\ cuestión no está clara. En efecto, 
en la recta a exí¡:;ten rlos segmentos A B: uno o8 interior, 
y el otro, exterior, es rfecir, aquel qtw comprende un punto 
impropio. La figura 2"1 nos muestra que cada punto inte­
rior del segmento AB (C, por ejemplo) . siendo proyectado, 
se convierte en punto exterior del segmento A 'B'. Al cons­
truir, mediante una recta, la proyección óel punto impro-
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pío U, (la recta do proyección es paralela a a), obtenrlremos 
el punto U', situado dentro del segmento A' B'. Resulta 
pues, que el segmento interio1· A' B' es una proyección del 
segmento exterior AB. 

a· 

FIG, 2.1 

Nuestros eazonamientos, aunque purecon abstract.os, par·a 
el lobo A tienen una significación muy práctica (fig. 17). 
Introducido el punto impropio, el obstáculo C :ya no impide 
que el lobo atrape a la oveja en el punto B con tal de que 

a 

A m 

!~JG. 22 

el lobo sign un camino que pasa por. el punto impropio. 
Imaginemos que todos los tres puntos están proyectados 
desde el punto S (fig. 22). La recta a gira alrededor del 
punto S en el sentido de las manecillas de un reloj. El lobo 
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debe correr a la izqu ierda de un modo tal que a cada instante 
dado pueda encontrarse en el punto en que ~e intersecan 
a y m. Cuando a sea paralela a m, el lobo ~e rmcontrará en 
el pun to impropio. Con el giro suces ivo rl e lll recta a el 
Jobo aparecerá desde l<t derecha y atrapará a l a oveja. 

A decir verdad, el lobo debe ser nn corredor excelente. 
La recta a gira alrededor de S uniformemente, por ello, 
cuanllo a se aproxima a una posición paralel a a m , la velo­
cidad con que corre el lobo tiene que crecer infinit amente. 
Mas, esto no debe sorprendernos. La velocirl aél os una noción 
métrica , relacionada con l a med ición de dist::~ncias. Mien tras 
tanto, el lector ya f11e prevenid o que no ge deben plantear 
problemas mét rir.os en relación a )os p1mtos impropios. 

11. TEOREMA DE CEV A 

Las medianas de un tri ángulo se intersecan en un punto. 
El sen t i. do recíproco no existe, es decir . del hecho de que 1 as 
rect as A L, BM y CN pasan por 11n mismo pun to (fig. 23) no 

l'lG. 23 

se deduce que ellas son medianas. La. irreversibi lidad del 
teorema signi fica quo sus condiciones continnen requisitos 
~nbrantes: parn concluir que las rectas .A L, BJitf y CN pasan 
pot· un mismo punto no os necesario requeri r quo ellas sca11 
medianas (alturas. bisectrices), sino que Sü p11ede limita1·so 
a un requi.~ito menos e.<;tricto. Jnteresantk' es el problema de 
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oncontrar una condición mínima, es docil·, la condición, quo 
siendo no sa tisfecha, las rectas AL, BM y CN no tengan 
e l punto común. En este último caso el teorema adquirirá 
el sentido r·ccípr·oco, esto es, la condición mencionada será 
suficiente r necesaria. 

La condición mínima fue hallada por Giovanni Ceva 
(1648- 1734), matemático italiano. Antes de enunciarla 
aquí, precisaremos algunos términos. 

Bajo el dadn del triángulo» entendemos no un segmento, 
sino toda la recta infini ta. Sea dado el triángulo ABC. 
Elijamos en cada lado un punto respectivo (no coincidente 
con ningún v6rtice): 

el punto N, en el lado AB; 
el punto L, en el lado BC; 
el punto 111, en el lado CA. 
Para determinar razones en que estos puntos dividen 

los lados del tri áugulo, es necesario ordctHtr sus vértices. 
Convengamos en n~correr. el triángulo en cualquiera de las 
dos direccionos: A BC, o bien ACB. En el primer caso l os 
pares de vértices so ordenan do la manera siguiente: AB, 
BC, CA. En el sognnilo ca~o los vértices se disponen como 
sigue: BA, AC, CB. 

Con el fin de mayor definic ión tomamos la primera 
orientación y designemos 

A-= (BCL), } 
p.= (CAM), 
V= (ABN). 

g1 teorema de Ceva dice: 

(11.1) 

Si las rectas A L , BM y CN pasan por un mismo punto, 
entonces A.¡:t v = 1. 

Observación. T~os punto~ A, B, C son propios, los L , M, 
N y O pueden sor cualesquiera. 

Demostración. Al principio supongamos que todos los 
siete puntos son propios. El punto O puedo encontrarse 
tanto donl.ro del triángulo como fuera do sus límites (véanso 
las figuras 24a, b). T.o qne fliremo~; :~bnjo es igualmentn 
aplicable en ambos casos. 

Tracemos por ol punto C uua 1·~c~n e', paralela a AB, 
Los puntos, en que e' interseca a AL y BM, los desjgnemos 
con A' y JJ'. En lo sucesivo haremos uso de proporciones 
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quo so doducen do la semejanza de triángulos, razón por 
la cual consideramos segmentos y relaciones entre ellos como 
magnitudes positivas. 

a) b) 

FJ(l, 2~ 

De:Ja semejanza de los triángulos OA'C y OAN tenemos: 

AN OÑ 
CA'= OC . 

De la semejanza de los triángulos OB'C y OBN obLone­
mos: 

NB ON 
CB' =OC . 

l gualamos Jos miembros primeros: 

AN NB 
CA' = CB' ' 

o, permutando lm:: términos de la pl'oporcióu; 

AN CA' 
(a) 

Do .la ~emojau1.a de los tdángulos A 13L y A' C T.t tt~nemos: 

(h) 
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De la semejanza de los triángulos ABM y CR' M obtene­
mos: 

CM B'C 
MA = AB • 

(e) 

Multiplicando (a), (b) y (e), obtenemos: 

AN • BJ, • CM = 1. 
NB LC MA 

(d) 

Nos queda por aclarar q uó sucederá, si eu el pl'imer miem­
bro do la última ecuación introducimos las relaciones (1 1.1) 
con sus signos. En el caso, expuesto en la figura 24, a (el 

l<"JG, 25 

punto O se encuentra dentro del triángulo), cada uno de los 
puntos L, M y N se dispone entre dos vértices del triángulo, 
por lo cual todas las relaciones ( H .1) son positivas. Por 
consiguiente, en Jugar de la igualdad (d) ~e puede escribí 1' 

AN Bl, CM 11 
NB. r,c'M'A=1.~ (11.2) 

Si el punto O se encuentra fuera del triángulo y no en 
los lados de éste, debe haber bien dentro dol ángulo del 
tl'iángulo (dominios 1, 2, fl en la fig. 25) o bien dentro del 
ángulo vertical (dominios 4, 5, 6 en la fig. 25). Supongamos, 
por ejemplo, que el punto O se halla deutro del ángulo A 
o dentw de un ángulo, vertical a éste. En est.t~ caso ln 
recta AO cortará el lado BC !3rt el punto L, que se encuentr·:1 
entre B y C; las rt~ctas BO y CO COJ'ta1•áu los lados CA y AH 
fuera de los segmentos CA y A B. De este modo, si o] punto O 
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se h alla fue r·a del triángulo ABC, entonces entre las rol ncio· 
nes (11.1) Las dos serán negativas, y una positiva. Quiere 
dec.ir·, on cualquier circunstancia el producto AJ.tV es siompro 
positi vo, quedando así demostrada l a 1;elación (t1 .2). 

Supongamos nhora , que uno de los puntos divisorios, L, 
por ejemplo, es impl'opio, es decir AL 11 BC (fig. 26). De la 

FlG. 211 FlG. 27 

semejanza de los triángulos AON y BCN se dt~duce que 

AN OA i:J 
NB = HC ·• 

dPor ot.ra parte , l a semejanza ()e Jos triángulos OMA 
y BMC nos da: 

l gu a l ~mos Jos primeros miembros: 
AN MA 
NB =CM • 

(e) 

Como ol punto O debe disponerse en la recta AL, paralela 
a BC, se .halla, por consiguiente, en el dominio rayado 
(fig. 27). Es fácil ver, en este caso, que b ien el punto N so 
encuentra entre A y B, mientras que el punt o M está fuera 
del segmento AC, o bien, todo va viceversa, es decir, las 

. AN MA relac1ones N l1 y CM tienen signos opuestos. Por esto, la 
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igualdad (e) se puode cscdbir en Jn forma; 

AN MA 
Nll = -Cftr' 

o bien, 
AiV 1 

N7J =-e¡¡-. 
Mfi 

MI decir, 
1 

'V=--. 
~~ 

Por lo tanto, f.t" = -1. El punto L es impropio, es decir­
'). = - 1. Así pues: 

Examinemos, ahora, un caso en quo dos puntos divi, 
sorios, L y Af, por ejemplo, son impropios. La fjgura ACBO 

••w. 26 FIG. 211 

será un paralelogramo (fig. 28) y el punto N, el centro cleJ 
lado AB. En este caso '). = -1, 1-t = -1, v = 1, y, por 
consiguiente, .A~t'V = 1. 

Todos los tres puntos, L, M, y N, no pueden ser impro­
pios (si so da de antemano que l as roctns AL, BM y CN 
tienen un punto común). Es posible, además, que el punto O 
sea impropio, es decir, las rectas AL, BM y CN son parale­
lns (fig. 29). Rs fácil convencerse de que una relación en 



este caso es posi tiva y las otras rlos, negatívas. En l a figu­
ra 29 tenemos: A. <O, 11 <O, v > O. Designemos por a 
y ~ los segmen tos respectivos A N y N B. l~ntonces : 

AN a: 
V=NiJ=T, 

~ -~-- a: +fi ,.. _ LC- a, ' 

CM ji 
¡.t = MA = ct-+~ . 

Multiplicando, encontramos: 

AflV = 1. 

El teorema de Ceva está completamente demostrado. 
El teorema recíproco. Si en cada lado de un triángulo 

elegimo.r: un punto (no coincidente con el z;értice) de tal modo 

que el producto de relaciones, en que los puntos indicados 
dividen los lados del triángulo, sea igual a 1, entonces se puede 
afirmar que las rectas que unen los vértices del triángulo y los 
puntos de lados opuestos pasan por zm mismo centro. 

En la forma más breve: si A.¡w = 1, entonce.~ AL, BM 
y CN pasan por un mismo centro (punto). 

Demostración. Supongamos. que las rectas AL, B1ll 
y CN no pasan por un mismo centro (fig. 30). Designemos 
con O el punto de intersección de A L y Blv!; trac~mos l :t 
recta CO e indiquemos con N' el punto do intersección 
de CO y AB. La razón simpl._. (A BN') In designemos por " ' 
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Tenemos; 
A.~v = 1 (segúu la condición)~ 
~A.~v' = 1 (según el teorema de Ceva). 

Por consiguiente, v = v', lo que contradice a la suposición 
de que los puntos N y N' son diferentes. El teorema está 
demostrado. 

En adelante llamtuemos teorema de Ceva ambos teore­
mas arriba mencionados que pueden ser enunciados en la 
siguiente forma: 

Para que las rectas AL, BM y CN pasen por un rnismo 
punto, es necesario y suficiente que se verifique la igualdad 
A.p.v = 1. 

Sin embargo, ambos teoremas no podrían ser tan simples, 
si no introdujésemos los puntos impropios. Al teorema 
primero deberíamos enunciarlo así: si las rectas AL, BM 
y CN pasan por un mismo punto, tres casos son posibles: 

sea que el producto de tres relaciones "-• J-1., v es igual 
a la unidad; 

sea una recta paralela al lado opuest.o1), mientras que 
las otras dos t•ectas intersecan los Jados opuestos de una 
manara tal que el producto de sus relaciones es igual a menos 
unidad; 

sean dos rectas paralelas a los lados ,opuestos, mientras 
que la tercera divide el lado opuesto (segmento) a medias. 

Está excluida la situación expuesta en la figura 29, dado 
que hemos aceptado que las rectas pasan por un mismo punto. 

En lo que se concierne al teorema segundo, lo debel:Íamos 
enunciar así: si "-~w = f, las rectas AL, B1l1 y CN pasan 
por un mismo punto, o bien son paralelas. Como hemos 
aceptado la existencia de los puntos L, j'l¡f , N, los casos 
de tipo AL JI BC están excluidos. 

La introducción de puntos impropios permite unir todos 
los casos más diversos (como podría parecer) en una sola 
enunciación. En general, se ha aceptado en Jas Matemáti­
cas unificar los casos, iguales según su forma, aunque dife­
rentes por su contenido. Cada matemático debe saber hacer 
esta unificación. 

Todos los teoremas (conocidos del curso escolar) acerca 
de la intersección de medianas, bisectrices y alturas son 

1) Si AL 11 BC, entonces AL es la designación de 
.una .reeta; el punto L, en este caso, no existe. 
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nada más que casos particulares del tco!'cma segundo. 
Demostrémoslo. 

Si AL, BM y CN son medianas, entonces A. = ¡.t =- v = 
= 1. Por lo tanto, A.¡.tv = 1. 

En caso de quo AL, BM y CN sean bisectrices, entonces 
~ e a b p · · · 1 1 ro = J." , f.L = - , 'V = - , Of CODSlgUleDtC, AP,.V = , 

v e a 
Si AL, BM y CN son alturas, ontonces se ticno: A = 

tg C tg A tg B p . . 
= tg B • /-4 = tg e ' v = tg A . or constgm ente, A )J. V = 1. 
Este teore~a t iene un caso muy particular, a saber: el 
caso en que el triángulo A BC es rectángulo, cuando el 
teorema de Ceva no puedo aplicarse, pues requiere quo 
los puntos L, M y N no coincidan con los vértices. Por 
supuesto, sigue siendo válido el teorema acerca de las 
altu.ras del triángulo que p asan por un mismo punto. No 
obstante, cuando referencias se hacen al teorema de Ceva, 
ol caso de un triángulo rectángulo se debe considerar por 
separado. 

' Obser vación histórica . .El t~orema que ll eva el uombrP 
de Giovanni Ceva fu e dedticido por razones m ecáni cas. 
Supongamos que en los vértices A, B y C se disponen l as 
masas respectivas m1 , m 2 y ma. Sean L, M y N los centros 
de gtf.tvedad de pares (m2, m8) , (m~, m1), (m¡, m2), respocti · 
vamente. E l cent1·o do grav~dad de dos ptmtos material€.'~' 
so oucuentra en el segmento, Ji mi tado por los mismos, 
y divide éste último en una razón recíproc.n a la razó.n de 
masas, es decir, 

L di vide el segmento BC on la razón 'A= BllC~ =~, ) 
- m2 ~ 

M d 1 e 1 , CM mt divi e e segmento A en a l'azon f-1- = -MA = - , -
m a 

N divide el segment o AB en la razóH v = ~ =~. j 
Es evidente que A.p.v = 1. 

(11 .. 3) 

Del curso de estática conoce.mos que el ce~tt·o rle grave­
dad del sis tema de tres puntos ~e encüentra en el segmento 
que liga uno de estos puntos con el centro de gravedad 
do los otros dos1)~ Por lo tanto, el centr,o de gravedad de tres 

1) Se puede decir esto sobre cualquier multi tud 
de puntos materiales, dividida en dos suhxnultiiudos. · 
~-012 8!1 



masas, m1 , m2 y m3 pertenece a cada uno do los segment.os 
AL, BJf, CN, esto (\S, t.t·es Sügmcntos nwncionados tienen 
un punLo comúu. 

No es difícil demostrar que si '·1-L" -= 1, las masas mt> 
m2 , m3 pueden elegirse de una manerll tal. que se satisfagan 
las condiciones (11.3). 

La concepción de centro de grf1vodad se usa con frecuen­
cia en la geometda1). El método puede ser extendido al 
dominio de valoros negativos de /.., ¡.t., v. 

·12. 'n~OREMA DE :MENEL/\0 2) 

Consct·vando clesi gnuc i 01\(l~ 1m tori ores, enuu(~ ie.mos dos 
siguieo tes too romas. 

1. Si los puntos L, M y N e~;tán .<~i.trw.dcs en u.na. misma. 
recta, el producto A.wv es igual a - ·1 . 

2. Si A.p.v = -1 , l11s puntos .L, M y N Sl! sitúan en una 
miNma recta. 

Hecordemos que los vértices del triángulo A.BC so supo­
tum siempre propios; los puntos L, M y N pu~cl t~n se¡· ou<\les­
lf niara. 

Urw rccL<.~ IJUC co rta los lados cleJ t.rifiHgttlo recibe el 
nombre de línea transversal (con relacióu al triángulo dado). 
Si la línea transversal ost.á trazada de una manera tal que 
no pasa por ninguna de los v{ll'l,ices del t.riñngulo, entonces 
la líuoa mencionada corta dos Indos del triángulo en su 
interio t~ y un Indo fuera de ésLe (fig. 31, a), o bien corta 
t odos los t.t·es lados fue ra del triángulo (fig. 31, b). Los 
puntos en que se cot·t.an la línea transversal y los lados BC, 
CA y AB están designados por L, M y N, respectivamente. 

Demostremos el primer teorema. Tracemos por los 
vértices del tri<íngulo tre~' rectas , parale las a la línea tran!l­
versal (en la figura :31. se muestrl'l uoa sola do ellas: BM'). 
Si' la línoa transversal no es pm·alela a ninguno do tres 
lados, entonces todas las t.rcs rectas son distintas. Sustituya­
mos las relacioucs que nos interesan por las razones de seg­
mont.os en nno ele los lados del triángulo, por ejemplo, 

1) Véase M. B. Balk. cAplicaciones geométricas 
<lo la cqnctlpci6n do centro de gravedad&. 

ll) Goómc\ra griego, 1er siglo dQ n.e. 
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on el lado CA. Al do~Signal' por M' t~ l punto dt1 intorscc.ción 
(lo un<\ paralel n, qm• pasn -po1' B. con ol '!arlo CA, tenemos 

(! ) b) 

l''JG. :11 

(atención: todas I n~ pt·opordou('s se h$ln Lomado cou i'u!i 
signos}: 

'l'enien<lo on cuentn (a), calculemos <'1 produc.to AJl'V: 
A.t.-v- BL . CM. AN _ .\f 'M ·CM·AM _ 
~ - u: MA NB - MC· llfll ·MM' -

M 'M CM AM 
= MM'. MC. MA =(-i)· ( - 1)(- 1)= -'1. 

(a) 

Si la línea transversal es paralela n uno de los Indos <ll\1 
ttiáng\1lo (fig. 32), ln tar~a so haco más s implo: 

AN AM il1A 1 
N IJ = .lf(' = CM == CM 

11111 

o~ decir, ' ' = ..!..., n sea ¡.¡.v = 1. l~ n ostc <~M.;Il <~ l punt.n /, 

"' os .impropio, o sea 1. = - 1. Pm· consigui<mt.c , /..~w = -:1. 
Nos quoda por exam inar un caso más Qn que In Unen 

transversal os una recta impropia. gn ostc cn~o todos lo~ 
tres puntos, L , M y N, son impropios; l. = fA. = v = -1 

4• 
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y AJ.LV = - -1. .El primer teorema ostá completamente 
demostrado . 

Demostremos el segundo teorema. Se conoce que A.~v = 
= -1. Supongamos que los puntos L, M y N no pertenecen 
a una misma recta. Tomemos la recta LM por una línea 

J•'.W . 32 

transversal; desigucmos por N' el punto de intersección 
de LM con AB, y por v' Ja razón simplo (ABN'). Entone.~.<; 
tenemos: 

I..J.Lv = -1 (según Ja condición), 
A.J.Lv' = - ·t (según el teorema anwrior). 

De aquí se deduce que v = v', lo que contradice a la supo­
sición d~ que N y N' son pun tos diferentes. El teorema 
qu(lda clcmo~trtldo . 



53 

CAPITULO II 

HAZON COMPLEJA 

i3. NOCiúN DE RAZON COMPLEJA 

Elijamos on la recta un sogmenlo AB y dos puntos 
divisorios, e y D, que deben ser ordenados (por ejemplo, 
se toma e por el primer punto y D, por el segundo). Aparo­
cen dos razones simples: 

el punto e divide el segmento ABen la razón A. = (ABe); 
el punto D divide el segmento AB en la razón Jl. = 

= (ABD). 
La relación de estas dos t·azonos recibe el nombre de raz6n 
compleja de cuatro puntos y se clesigna con el símbolo 
(ABeD): 

i. (ABC) 
u•= (ABCD) =--¡;-= (ABD) . (13.1) 

Descifrando el sentido de una razón simple, se puede 
obt.ener una definición inmediata de la razón compleja: 

AC AD AC·DB 
w = (ABeD) = C8 : DB = CB· AD ' 

o sea, designando los puutos con cifra~: 

(1234) =~. ~ = ta-~2 
32 . 42 32·i4 

('13.2) 

(13.3) 

(es evidente que la combinación de cifras «13>> significa un 
segmento dirigi do desde el punto 1. hnsta ol 3, siendo elegida 
la dirección de la recta). 

Subrayamos que on el símbolo (ABCD) cada punto 
desempeña un papel especial: 

{
A -origen del segmento, 
B -fin del segmento, 

{
e - pt'Ímer punto d)visorio , 
D -segundo punto divisorio. 

Es conveniente reunirlos por pares como so soñaln n.rdba. 
con corchetes. En el párrafo 15 veremos que estos pares son 
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lllpli val~ntes , est.o OS, so puedo considerar, tanto e como D, 
c.omo el origen y ol fin del segmento; A y B pueden ser: 
,, 1 pun t.o o i visol'io primero y segundo. 

SupotHlremos (c.asi siempre) que todo1; los cuatro puntos 
::;on distintos. Con relación l'\l ~egmento AB los puntos divi­
sorios se pll<'don disponer según uno de los siguientes órdenes 
(fig. 33): 

a) ambos puntos están en el interior del segmento; 
b) ambos punt.o8 cst.lin fuera rlel segmento¡ 

A e D 8 
O) 

e A B D 
---co ~ b) 

A e 8 o 
e o o--o-- C) 

A o 8 e 
e o ~ d) 

•·· ro. a:1 

e) el primer punto está en el interior del segmento y el 
segundo, fuera de éste; 

d) el primer punto divisorio está fuera del segmento y 
1.'1 segundo, on su interior. 

Exnminemo~ el signo de razón compleja en los casog 
indicados: 

a) J.. > O, p. > O; w > O. 
b) A. <0, ~t <0; w >o. 
e:) l. > O. ~t <O; w < O, 
rl) A. <0, ¡t >O; w <0. 
De este modo , la razón compleja es positiva, si ambos 

puntos div isorios ostán sítuados de «Un modo iguab con 
relación al segmento ; ella es negativa, si los puntos se 
ubican de.• la manera diferonte. Análogamente a lo enunciado 
en ol párrafo 10, se puerlG rlecir así: 

T,a raz6n compleja es positiva, cuando loR parm; no se 
Repa.ra n., y es negativa, ~¡ un par diL'ide al otr(J . 

. E.~ intorP.~antf' ('al<nllnr, cnál es la razón compleja on ol 
<:aso 'en que dos puntos coinciden. Nos limitemos a un caso 
Ml qne p.] cuarto~ punto coincide con alguno de los tres 
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otl'()s. Sustituyemlo Ja letra V nn la fórmula (1:~. 2) por 
letras A , B y C (por· t.urno), cncotrarcmos qnc 

(ABCA) =oo, } 
(ABCB)=O, 

(ABCC)= 1.. 

(1::L4) 

14. INVI\RlANCIA DE UNA RAZON COMPU:JA CON RESPECTO 
A LA PROYECCION CENTRAL 

A difert>.neiu de la proyección par·alela, tm la proyección 
con trallas Hneal'l de proyección no son p:wnlr~las, silw pasan 
por un mismo punto (p l'opio), donoroinarlo centro de proyec­
ci6n (fig. 10). En la proyección paralüla dosrle 1.ln(l. wcln 
a la otrn las longitudes de segmentos so all.o•·an, pero qued<l. 

FJG. :u 

invariante la razón entre ellos. En la pToyecc.wn c.t\Jltral 
cambian no sólo las longitudes , sino que también las razo­
nes. Por ejemplo, en la .figura 3Lí t~1 punto C os el centro 
del segmento AB, mientras que e.l pun to C' no os ül medio 
d(•) segmento A 'B'. Incluso el signo de lnJ·n:~.ÓH pHclle var'inr. 
Po1· ejemplo, (ABC) >O (véase l a fig. 21); siendn proyecta­
do S en la recta a.' resulta que (A 'B'C') < 0. No obstant(>, 
la relaci6n de dos razones es invariante. 
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Si cuatro puntos de una recta .~on proyectados sobre otra 
recta, la raz6n compleja entre ellos no varía1). 

Que el lector no piense que aquí se ha omitido la palabra 
<<centrah. Este teorema es válido para proycección cual­
quiera: soa central o pat·alola. En ol caso de una proyección 
paralela el teorema es trivial: si son invariantes las razone~ 
simples separadas, es invariante también la razón entre ellas. 

Demostración. Tracemos por dos puntos, B y B', por 
ejemplo, las rectas, paralelas a alguna dr- rGctas de proyec-

.'!'. ' 

FIG. 35 

ción, SA, por ejemplo. Fijemos los puntos de intersección 
de las primeras recta~ con dos rectas restantes do proyección 
(fig. 35). Tenemos: 

AC SA 
·-=-=~ , 
CB C1JJ 

AD SA 
DB = D 1B ' 

AC AD DtB 
CB : DB = CtB • 

(a) 

1) El verbo alemán cwerfen~ significa tirar, cder 
Wurf» es tiro. Esta palabra fue utilizada por el geómetra alemán 
K. O. H.Staudl(1798-1867) para caracterízarla razóncomplcja. Do 
razón para ello servia el hecho de que la ra1.ón no varia, al «tirar» 
l<Js cuatro puntos de una recta a la otra. Por esto la razón compleja se 
designa, con frecuencia, por la letra w. El término «wurf* (en el sentido 
de razón compleja) puede encontrarse en la literatura cientifica sobre 
problemas geométricos. 
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De un modo análogo n•sulta: 

A'Ci A' D' DíB' 
C'B' : D'B' = CíB' . (b) 

Los segundos miembros de (a) y (b) son equivalentes (en 
virtud de semejanza de los triángulos SBD1 y SB'D;). Por 
consiguiente, son iguales los primor·os miembros: 

AC AD :;¡;e¡ A' D' 
CB : DB = C' B' : D' B' . 

Tomando en consideración que ambas razones complejas 
son de un mismo signo, se puede escribir: 

AC AD A'C' A'D' 
CB : DB = 7f'iF'" : D' B' ' 

O bieJl, 
(ABCD) = (A'B'C'D'), (:l4 .1) 

lo que se trataba de demostrar. 
Se puede apreciar esta propiedad desde el otro punto de 

vista: 
Las cuatro recta.-; a, b, e, d tk un haz central cortan cual­

quier recta, que no pasa por el centro tkl haz, de un modo 
tal que la razón compleja síempre queda la misma. 

Ya que la raz6n compleja pertenece a la cuaterna de 
rectas a, b, e, d, ella no dependo do la recta secante. Esta 
circunstancia permite introducir una concepción sobre la 
razón compleja de cuatro rectas del haz central. 

Se llama raz6n compleja de la cuaterna ordenada de rectas 
de un haz central a la raz6n compleja de cuatro puntos que 
se obttenen como resultado de la intersección de estas rectas 
y una secan~e cualquiera, a condición de quo e5l.a última 
no pasa por el centro del haz. 

La razón compleja de cuatro rectas se designa con ul 
símbolo (abcd). 

J ... a razón compleja de cuatro l'ectas pnode expresarse 
a través de los ángulos, formados por estas rectas, es decir·, 
sin hacer uso de una recta gecnntc . Proponomos quo el 
mismo lector demuestre ln siguien'l.o fórmnla: 

( l d) _ seu (a, e) . son (u, d) 
a)c - son (e, b) • seu (d, b) ' 

la que no se1·á utilizada en nuestm follelo. 
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l."i . T'f:llM\JTAC[()N DE ELBMENTOS El'\ UNA RAZON COMPLEJA 

1 :Al est.u dinr l as permutaciones de E>lementos en uua l'a7.Ón 

s imple (plírrnfo 7), cncont.rli bamo1' SliS valores pora c.nda uno 
de los seis métodos, por Cl•yo intct·medio se puede or·denar 
tres elemontos. En el caso de cuat.ro demcn los existen 24 mé­
todos y costarín pesarlo t'tabajo de encontrar e l valor de Ja 
razón comploja para cada uno de ellos. Demostra remos aquí 
t~untrn roglas generales, t.eniendo t\n cuenta quo la cuatern a 
ele puntos A BCD so com pon o rle 1los pares: AB y CD. 

Regla 1. Cuando .~o permutan los pares, la razón compleja. 
no varía.. 

Efec t.ivnmcnle, ~egún In fórmuln (1.1.3} 

CA·BD 
(CDAB) = AD·f:B . 

Do la fórmnla (13.2) se doducc que e!'l t.o c.oincide con (ABCD): 

(CDAB) = (ABCD). 

Regla 2. La razón compleja no varía, cuando los ele­
mentos dentro de cada par .~e permutan simultáneamente. 

En virtud rlc la fórmula (13.3) tenemos: 

BD·CA 
(BADC) = DA· BC = (ABCD). 

E s ovi rlentc que la rnzón com pleja no variará , si reali­
zamos sucesivamen te ambas permut.acioncs,¡no importa cuííl 
sea e.l orden en quo so hacen estas permutaciones: parti endo 
de (A BCD) en cada caso llegaremos n (DCBA) (los olemen­
t.os e~t.Án t•scri tos on el orrlen inverso): 

(DCHA) = (ABCD). 

Así pues: 

w = (ABCD ) = (CDAB) = (BADC) = (DCBA). (15 .. 1) 

l .. as t•ogl HS 1 y 2 nos dictan cambial' l os pap~Jes asignados 
a los elemculos <.>n ol párrafo 12. Ya no disponemos del 
derec.l!o rlo (lisW ugu ir t.~l <I<H'igcn y fiH 1lel segm()Hto», comn 
lrtmpoeo <l]lllulos divisodos>>, puesto t¡\W l os paros son equi­
valeulcs. l~n ad cJant.t• , rol'iriéndonofl a t\na ra%ÓH compleja 
(ABCD). dirtltnos quo ell a eslá comp11e~la }Jor do!: pares, 
A 8 y CD, sin asignarles rlenominnciones diferontes. De 
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acuerdo con la rogla 2, estos pares $0 deben consitlerar como 
no ordenados. No tiene importancia alguna !il orden en quo 
se disponen los elementos de cada par; no obstante existe 
nna cierta correspondencia entre los elemento.~ de estos pares: 
en In razón comploja (A BCD) al elemonLo A rlHl primeor 
par }e COL'fCSpondc ol elemen to C dd segundo J)<lf , mientras 
que al elemen to B correspotlde el elemento D. l~sto significa 
que si ol orden del primer par e~ AB, el segundo par debe 
ser CD. Y viceversa, si el primer par es BA , el segundo 
par debe ser DC. 

Regla 3. A l permutar los elementos en un solo par, el 
ualor de la raz6n complejtt, se cambia por su recíproca. 

En efecto, 
JJC.DA 

(.8.ACD) = CA ·BD 
1 

1/) 

Haciondo uso do (1.5.1), se puede cscl'ibir 

-
1 = (.IJACD) = (CDHA) = (ABDC) = (IXA.B). 

IV 

Regla 4. Cuando se permutan los elementos no correspon­
dientes de los pares distintos, el valor de la razón compleja 
se reemplaza por su complemento hasta la unidad. 

En la razón compleja (A BCD) permnt1~mos los clemon­
tos B y C: 

( CBD) 
AB·DC 

.A . = W:·AD . 

Comparanrlo esta expresión con la (1::J.2), encontramos 
en el numerador unos segmentos, qu(l están auson t.e,~ en la 
expresión (13. 2). Con el fin de superAr est.a in conveniencia 
dividamos el segmento AB por el punto C, y (1] segmento 
DC, por B: 

( 1CBD)- -(AC+CB)(DB+BC) _ 
.r - CB ·AD -

AC·DB+AC· BC-j CB. DB-1 CB .BC 
rTkW 

gn el segundo lérmino del nH•nerndor pe~·mutemos Jn!'. 
Jctras en las designaciones de ambos segmentos, después 
ile lo cual saquemos el (~lemonto CB fuer'l del paréntesis 



60 

de los tres últimos términos: 

{ 1 "BD) __ AC-DB+CB(DB+ BC+ CA) _ 
, . 1 ' - CB·AD -

=-

AC·DB+CB·DA 
CB· AD 

AC·DB 
CB· AD +1= 1 -w. 

Los cu :1 h l clomento:; permiten formar 24 permutaciones. 
Las cuatro r<'gbls arr.iba indicadas hacen posible determinar 
los valores d<' razones complejas correspondientes sin recu­
rdr a las oporar.i ones adicionales: 

1 - w ···· (A CBD) == (BDAC) = (CADB) = (DBCA ). 

Apliquemos la regla 3: 

f 1. ID = (CA /]/))= (BDCA) = (ACDB) = (DBAC). 

Apliquemos ln 1'0g!a 4 a !t 
ID 

111
:

1 
= (BCJD) ·= (A DBC) = (CBDA) = (DACB). 

Apliquemos la regh :3 a las últimas razones complejas: 

w 10

1 
= (CJJAD) = (A IJCB) = (BCDA) = (DABC). 

Hemos abarc.ado todas las 24 permutaciones quo se 
pueden formar de cuatro elementos. Sustit.uyendo designa­
ciones literales con cifras, daremos abajo los resultados 
obtenidos: 

re= (1234} = (3'd 2) = (2143) = (4321), ) 

..!... = (2134) = (~/. 21) = (1243) = (4312), 
ID 

1-U7 = (t324) = (¿.ft13) = (3142) = (4231), 
1 

· 1-ID = (3124)= (2431)= (1342)= (4213), J 
w :/ - = (2:.H 1¡)"' {1<\23) = (3241) = (41B2), 

~1 = {3214) ~= (1432) = (2341.) = (4123). w-

(15.2) 
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Fijemos la atención al bocho de que los resultados arTiba 
indicados se diitJrencian esencialmente de los que se habían 
obtenido en o) párrafo 7 (véase Ja tabla (7 .2)). De los tres 
puntos de una recta se pueden formar seis permutaciones, 
y a todas estas permutaciones, hablando en general, les corres­
ponden diferentes razones simples. De los cuaLro punto::; 
de una recta pueden formarse 24 :permutaciones, pero a 
éstas, hablando en general, corresponden sólo seis diferentes 
razones complejas1). El conjunto de las permutaciones se 
desintegra en seis cuaternas con razones complejas iguales. 

16. CUATERNAS ARMONICAS 

Trataremos de aclarar si puedon cuatro puntos dispo­
nerse en una recta de tal modo que a estos puntos correspon­
derían menos quo seis valores de !a rnzón compleja. Para 
responder a esta pregunta hace falta encontrar los valore~ 
de w para los cualos coinciden algunos miombros primeros 
de las fórmulas (15.2). 

Observación 1. Es suficiente igualar uno de los primero~ 
miembros (w, por ejemplo) a todos Jos restantes (po1· la 
misma razón que en el párrafo 7). 

Observación 2. Tratamos lde hallaL' una Clultel'Jlll lil! 
puntos, sin fijar sus papeles que debtm desempeñar (t•:; 
decir, todos los puntos son cqui val entes y u o es obliga todo 
que les designemos por lotras, cifras o de cualquiel' otro 
modo). Una cuaterna de ostc género se caracteriza no por 
tm solo valor de la razón complejll, sino por sois valores. 

Observaci6n 3. Partimos del hecho de quo todos los 
cuatro puntos son distintos, es decir, tratamos de hallar 
una cuaterna auténtica (no la terna), pues, si dos puntos 
son coincidontcs, la tarea sería trivial, dado que os evidente 
de antemano que la permutación de puntos coincidentes 
no conduce a cambios algunos. 

Procedamos, ahora, con el cumplimiento del plan tra­
zado. 

1 1) w = -, wt = 1., w = ±1. w 

•) Y aún menoe en algunos C·Rsos do 1R disposición 
de los puntos (véase el párra.Io f6). 
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Omi Limos e.l valor w = i , puesto q UL' corresponde a una 
cuaterna degenerada ( véause las fórmulas (13.4)). Tomemos 
en C{)nsidcración el valor de w1 = -1 . 

2) w = 1 - w, 11'2 = ~ . 
1 3) w = -- u·2 - u· + ·J = O. Las raíct•s son imagiua-1-w ' 

ri as. 
w-1 4) w = --, w~ - w + 1. = O. Las raíces son imagina­

w 
rías. 

[•) w = ~ . l•;t v¡tlor w = O c.on·o.spondt~ a Jn c.wtLoma w- , 
cfegenorada. Tomemos (HI cuenta l•l valor w8 = 2. 

Para cada 1.11 10 de los v:\lorcs encontrados dl' l/.7 .Formamos 
un 11 l;abl a d1>. ~ci~ va l ore~ corro:-;pondicnl e:::: 

1 
1 

1 
1 · U· 

1 

1 

1 

u:- 1 l lk 

'" "'j':';¡j"" -¡¡;:-¡-11; •r 

1 ·! 
-l -1 2 --;;- 2 T .. 

1 1 
T 2 2 2 - 1 - 1 

¡2 
1 

T -1 -1 

1 

'l 
T 

1 
2 

Todas las líneas contienen los mismos uúmel'OS. Quiere 
decir que los t res valores encontrados de w se deben con­
sidera¡· como una soluci ón , puesto que ellos corresponden 
a una misma cuaterna de puntos, ordenad a de una manet·a 
óifcrentc. Un a cuaterna dG esto género so llama armónica. 

Aclaremos la noción de la cuaterna armónica. A cual­
quier cual.cma de puntos ABCD de una recta se la puedo 
dividir en clos pares de tres maneras : 1) AB y CD, 
2) AC y BD, 3) AD y BC. Independien temente de la dispo­
sición de los p11ntos, una do estas tres variantes nos da 
pares divi d.idoR y las otras 1los, no divididos1). Divídam9s 
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la cuaterna armónica en dos parE:~s . divididos. A oHo cones­

pondt~ el va lor de w = - ·1. Heconlando que w = 2::. ,dedlJ -
J.L 

cimos quo ~- = -¡.t. Alwt·a s abemos, por consiguiente, cuál 
debe ser la expresión de la cunt.erna armónica. Tomemos 
un segmento cualquiOJ•a AB y el punto C, dont.ro do éste, 
que divide el segmento en una relación í\.. Tomemos también 
un punto D, fuera del segmento, que lo di vide en la rnisma 
razón (en valor absoluto). 

e a 
oc 

J•' IU. :w 

o 
o 

Ejemplo: Bl punt.o e en la figura 3o divi dn (>.1 segment.o 
ABen la razón í\. = 3, el punto D divide el mismo segment.o 
ün la razón 1-l· = -3 (para mayor comoctidad so usa una 
l'Scala en t•l dibujo). Po•· lo t~ml <• , lH cnatenw A HCD en la 
Jigura 36 es aemónica. 

Indiquemos una$ nwutal" propiedadt•s df' cuat.ornas 
nnnónicas cuy:t demo:str<l ción Jmcdt• ser •·e ;di7.;1dn por t•l 
mismo lector. 

1. Como en cualq ui~r cuaterna, los pare~ rlu la Cllateru a 
a•·m 6n ica son ~quiva1entes . Esto s ignifica (]Ul! Jos punl,os e 
y D ~e puuden tomar por los cxlrc.mos dol ~egm~n t.o. Enton­
ces, A y B lo dividh·án interiormeJJl.l} y t\xloriormeute OH 

una misma razón (en valor absolut.o). 
Por ejemplo {véase la fig. 36): 

el punto A divide el segmento CD en Ja nt7.Ón "-t = - ; , 

el punto B llivide el mismo scg-mcnt•> CD <'11 1n t'1'l7.<Íu 
1 

f.I.J= :r · 
l No obstan te, ] a cuatcrtut armónica se diforenci a rlc otra 

cualquiera por aus~ncia de Ia c.orrespondenci a ontre los 
punto~ óe ambos pares, es decir, no se puede decir quo a1 

1 ) He aquí el equivalente algebraico de estn 
r ., d 1 o • 1 1 1 w -1 1(1 a umAcJOn: e os se1s numeros w, w , t _ w , -w, - 11_-. - . 

11
, _ 

1 
los cuatro son positivos y los dos, negativos. 



puuto A corresponde el punto C. Efectivamente, al permutar 
clemenlos en u.n par, la razón compleja w = - 1 se susti­
tuirá pur su rccípr·oca, es decir, no variará . 
Por ejemplo (véase la fig. 36): 

el pun to e di vide el sogment o BA en la razón A.3 = ! , 
el }lllnto D divide el segmento BA en l a razón ¡.t3 = - ~ . 

La cuaterna arm6nica se compone de dos pare$ cli.vidioos. 
Ninguno de ló.~ pares es ordenado. Los pares son equivalentes. 
Los puntos de un par se denominan arm6nicamente conjugados 
con respecto al ot1·o par. 

2. Obsérvese: si el punto interior e es muy próximo a A, 
el punto exterior D es también próximo a A. Si el punto C 

-D A e-- 8 

FIG. 37 

se desplaza h<H'ia la derecha, el D se desplaza al principio 
hacia la izquierda (fig. 37). Al ocupar e la posición media, 
ol pmlt.o D se hace impropio (A. = 1, ¡J. = -1). Requiere 
una atención especial la afirmación: con el centro del seg­
mento está armónicamente conjugado un punto impropio . 

Cuando el punto C se encuentre a Ja derecha del centro 
por la parte derecha aparecerá D y empezará a moverse 
hacia C. Los puntos e y D se aprox.imarún a B desde di'roc­
ciones opuestas. 

Seiialomos las cuaternas armónicas de rectas. Para obtener 
una cuaterna armónica de rectas hace fal ta proyectar 
un a cuaterna armónica de puntos desde algún punto S. 
Tomemos un triángulo ABS (fig. 38) y en su baso AB indi­
quemos 'lma cuaterna armónica: 1) los vértices A y B, 
2) el centro e y un punto impropio D . Proyectando esta 
cuaterna desde el vértice S, llegamos a la deducci.ón de que 
en cada vértice de un triángulo existe la siguiente cuaterna 
armónica: 1) dos lados del triángulo, 2) la mediana y una 
recta paralela a la base. 

Esta deducción nos permite dibujar con facilidad uria 
cuaterna armónica de rectas. Haciendo cortarla por distin-
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tas rectas, sü puede obtene1· una diversidad do cuatemas 
armónicas do puntos: véase, por cjomplo, .la cuat.emn 
A' B'C'D' eu la Jigurl\ :18. 

J•IG. :18 

Indiquemos un método más, bas1.1mte simple, para ]n 
obtención de la¡:: cuaternas arm6nicas de rt•c.tas: 

FIG. 311 

Dos rectas, que se intersecan, y las bisec.ricex dt.! éstas .forman 
una materna armónica (fig. 39). 

l7. CONSTlHJCf:fON DEL CUARTO PUNTO SEGUN J,A HAZON 
COMPLEJA 

En el párrafo 4 se ha resuelto el problema: dados dos 
puntos (A y B) y una razón simple A, = (ABC), enconl.rar 
el tercer punto C. Es nat.ural plantear el problema análogo 
pal'a una razón compleja: dados tres puntos de la cuatern(l 
5-012~~ 



ABCD en una recta y la razón comp leja w = (ABCD), 
encontrar un punto cuarto. 

Resolvamos, nl -principio, tlll problema auxiliar. Sean 
dadas tres rectas a, b, e del haz central y tres puntos A 0 , B 0, 

e 0 de una recta (!ig. 40). Trazar una recta, la cual se corta 
por a, b, e de un liUJM tal que se obtiene la tema de puntos 
A, B, e, con{(nunte a A 0 , B 0 , e0 • 

La construcción sBrá más cómoda, si la empezamos con 
los puntos A O• Bo, e O• hncienoo de ellos vP-rtices de los 

FIG. H 

ángulos, formados por las roct.as a, b, c. El punto S 0 elche 
nisponersc en el arco A 08 08 0 que coutieno ol ángulo (a., b) 
(fig. 41). Existen dos t ales arcos; para simplificar examine­
mos uno do ellos. Simultáneamente, el punto S 0 se debe 
hallar en el arco B 0S0e0 , que contiene el ángulo (b, e) (tome­
mos esto arco del mismo lado respecto a A 0B0 al igual que 
el arco A 0S 0Bo). S 0 se determinará como el segtllldo (a.clomás 
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do B 0) punto eu ol que so inLol'secan; dos circunfor·encías. 
El caso de la tangencia de dos circunferencias no puodo 
loner lugar, puesto que la condición de tangencia es (a, b) + + (b, e) = 180°. Ahora couviene volver a 1:-~ f igura 40 y 
marcar e rl las rectas a., b, e los segmentos SA = S 0A 0 , 

SB = S 0 8 0 , SC = S 0C0 , partiendo siempre del punto S. 
Con esto, la disposición de los segment.os debe sor igual 

A n e 11 
--.:>---<>---

Ao Bo -o Q 
Co 
o 

FIF, U 

que en la figura 4L La recta ABC es la que buscamos. 
Existen dos soluciones: la segunda 1·ect.a es simólrica a ABC 
con respecto al punto S. 

Si uno da los puntos, C, por ejemplo, es impropio, la 
solución del pl'oblema so haca más simple: es suficiente c.OI'­
I.ar la terna a, b, e por cualquier recta paralela a r, y desptu~s 
cambiar semejantemente el dibujo. 

Procedamos, ahor.a, con la solución del pt·oblema funda­
mental. En la recta p se han dado tres puntos: A, B, C 
(fig. 4.2), y en lA recta g, cuat.ro puntos A 0 , Ho, C0, D 0• 
Esta cuaterna es precisamente la expresión gráfica de l a 
razón compleja w = (A 0 B 0Cof> 0) . Es JWcesal'io hallar ol 
punto D que, junto con la terna ABC, form a igual ra~ó11 
compleja. 

Solución. Proy~clemos los punt.os dados A, B, C desde 
un punto arbitrario S. A la terna oblonida de r·ectas a = SA, 
b = SB, e = se, la hagamos cortar por una rectu de Ull 
modo que se forme l a terna rle puntos A~B¿c¿ (fig. 43), 
congruente a AoB0C0 • Construynmos ol punto D¿ (la cua­
Lerna A~B¿C¿D~ es congruente n A 0 B0C0D0 ). Unamos los 
puntos D¿ y S. El punto, donde se intersecan D¿S y p, 
es el puuto buscado. La unicjda rl rlo la ~ohrción ~s indu­
dable. 

Examinemos, ahora, un caso pa1·ticuüu· y más intere­
sante, el de la cuaterna armónica. Darla una terna de puntos 

!í"' 
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~n \tn:t t·cct.n , se roquiN·e coroplomentndn hasta la cuatorna 
smnónica. No es JtE."Cesario ordcnat· Ja terna dada, basta 
indicar, cu:ílt•~> rlM puntos rlo los lrC's componon \lll par. 
S('nu dadM l.re~ punlos ABC, de los cuales A y B for·mau 
111\ par, mientrSl~ <JllO C OS llll punlo perumeciente al otro 

A 

1 

l' lG. U 

JHl t' . Se. requit1r·~~ t•ncontcar el punto D de l a condición 
(A BCD) = - 1. Este pmblema puNl~ enunciarso e.n l a 
forma más brevo: 

Encontrar el punt•> D , tlrm6nicamente conjugado con C 
respecto a A y B. 

g ¡ problema J')IH.1de soL· réSIH.I I to median lo ~1 rnátodo 
ox1mest.o arrilm. l:fay Larnbién otros métodos, más simples. 
Señalomos dos mét.odos, basndos sohr·o las propiedades de 
haces armóniCO:$ (fig~ . ;>¡8 y 39). 

·J. Desdo \111 puuLo arbitrario S proyuctamos !os tt·es 
puntos dnrlos ABC (Iig. 44). Ahora, debemos tL·azar por el 
fJUn l.o Cuna n •cta do t al modo quo sn scgmooto denlt'O del 
1'ingulo ASIJ !'O divida por mitad en o) punt-o C. Con ~·ste 
fin modimos CCL = SC y Lraza.mos C1111 11 BS y C1B1 11 AS. 
Lo .figura SA 1C.1B 1 es un paraJelog1:nmo. Sus diagonales 
:se dividen por rnitnd ü H el punLo dt! intersección. Por lo 
tanto, se t:'S 11.1\<1 nltHlinua del triángulo A181S. Bnsln, 
ahora, trazi\1' por S \llta recta, paralcln a A 1B1• Bsla t:ccta, 
aJ cortar AB, nos tlll el punto buscado D. 
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2. Por los punto~ A y B t.t·ncAmoR mw circunftwcncia 
(fig. 45). Hallomos ~1 cenlt'O el del !treo AJJ. (CIIIl lquiera). 
Tracemos la rectn C1C y hallemos el ptmto S, donde se 
intersecan c,c y la r.ircunferencia . .Es evidente que e¡¡;¡;¡; se 
es una bisect.r iz del ángulo (a, b). Basta trnznr una bisectriz 
d del otro ángu lo (cont.iglto), que , nl cortl'lr AB, no~ rln e) 
punto buscado D . 

J•'J (¡, ~ ;, 

Los dos métodos que acahamof; ti{\ dcmoslt·:u· son bnst.;1nte 
art.esanos y rcq u inren i nvcst,igaciones 1ni rwciosns de los p(lsi­
hlos casos particula¡·o~. No nos ocupornos clo esto, y en C!tm­
bio, indiquemos nn pt·ocorlimieuto mucho mojot·. Pnra el 
procedimiento , qno esl.nmos por conside,•nt>, no im pnrtn la 
disposición de elementos, ni la presencia de un punto impro­
pio en tre los puntos dados. Además, el procedimiento 
indicado se l levn a cabo sólo c.nn nynrl11 rlc nnl'l rogln. 

18. TEORE:.\{A SOBRE UN CUADRIVf:RTTCE COMPLETO 

Se llama cuadrivértice completo a mHl figura plana, 
formada por los elementos siguientes: 1) cnall'o puntos de 
disposición común, lo que significa Cf\10 ningunos tres rl~ eiJos 
pertenecen a tmll mi~ma ,•ecta, 2) S(.lis rec.t:~s que unen 
0st.os ?ll·Dt.()R por paJ:es1) . Los cunl l'O punto~'> se denominan 

1) Se denomina cuadriv~rtice simple a una cuater­
na ordenada de puntos y cuatro rectas que unon mcesivamente estos 
puntos, es decir, 1 c:on 2, 2 c.on a. ~ con 4 y 4 enn 1. 
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vértices del cuadrivérticc, y seis rectas representan sus 
lados. 

La denominación. «cuadrivérticel} está introducida con el 
fin de evitar la palabra ((Cuadrilátero» que puede conducir 
a las asociaciones habituales. Mientras tanto, el cuadrivér­
tice no es una parte del plano y está priva da del interior. 

El cuadrivé1·tice completo está representado en la figu­
ra 46 . Sus vértices están indicados con cÍtc\•los y de!ligna<ios 

FlG. 46 

por las letras A, B, C, D sin que ello signifique que los 
vértices sean ordenados. Los vértices del cuadrivértice com­
pleto son todos equivalentes, no hay vértices «vecinos», 
ni tampoco «opuestos&. 

Los lados del cuadrivóct.ice se intersecan en los vértices 
y en tros puntos más. Estos últimos so llaman puntos dia­
gonales. En la figura 46 están marcndos por cuadrados 
y designados con P, Q, R. 

Examinemos una recta que uue dos puntos diagonales, 
por ejemplo, P y Q. En estos puntos se intersecan dos pares 
de lados del cuadrivérlice. Los dos lados restantes del 
C11adrivértice cortan a la recta PQ (o QR, o bien RP) en dos 
puntos. Todos ostos puntos están señalados en la figura 46 
por triángulos. Resulta que dos <<cuadrMlos>> y dos «L,·ián­
gulos>> hacen una cuaterna armónica . 

Teorema sobre el euadrivértice completo. Cualquier 
par de punto.<; diagonales de un cuadrivértice completo se 
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divide armónicamente por los puntos de intersección de su 
recta con dos lados re.~tantes del cuadrivértice. 

Demostraci6o. Obtengamos la proyección de la cuaterna 
PQXY en la recta BD, desde el punto A. Los puntos P, Q, 
X, Y se transfot·marán en B, D, X, R, respectivamente. 
En la proyección central una razón compleja no varía: 

w ="" (PQXY) = (BDXR). (a) 

Si proyectamos la cuaterna (BDXR), desde e) punt.o C, 
en la recta PQ, obtendremos la cuaterna (>PXY: 

(BDXR) = (QPXY). 

De (a) y (b) se deduce que 

w = (PQXY) = (QPXY) . 

Si (PQXY) = w, entonces (QPXY) =..!. (véase . w 

(b) 

(18.1) 

(15.2)). 

Por consiguiente , w =..!. , de donde w = +1. Pero , w no 
w 

puede ser igual a la unidad, puesto quo todos los puntos 
P, Q, X, Y son diferentes. Por ello, w = (PQXY) = -1, 
es decir, PQXY es la cuaterna armónica, lo qne se trataba 
de domostrar. 

Este razonamiento es aplicable también a las cuaternas 
análogas QRZU y RPVW. Además, se ha revelado on el 
proceso de razonamiento que la cuaterna BDRX es armó­
nica. Las cuaternas ABPZ, ACRY, ADQV, BCQW y CDPU 
son también armónicas. 

La demostración quedará la misma, si algnnos puntos 
resultan impropios. 

El teorema demostrado permite encontrar la cuarta armó­
nica construyendo un cuadrivértice completo sobre la terna 
dada. Los pasos consecutivos de 1a construcción so m·uestran 
en la figura 47: 

1) Se trazan dos rectas por un <<cuadrado». 2) Se traza 
una recta por el «triángulo». Los puntos, donde se inters.e­
can estas tres lineas, determinan la posición de dos vérUces 
clel cuaclrivértice (<<chculos»). 3) Los <<drC\llo~» se \lneo con 
el segundo <tcuadrado», definiéndose dos <<Círculos)) más. 
4) Se· traza el último lado (se unen los últimos dos «círcu­
los») el que, recorta en la recta dada el segundo «triángulo». 
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Ejercicio. Haciendo uso del teorema sobro el cuaddvór­
LiCll completo, demostrar que la recta que une el punto de 
inlel's~cción do los lados laterales del trapecio y el de intor-

J.<'JG. 41 

;:c;ecc ión de diagonales, divide los lados paL"a.lelos del trapecio 
flOr mitad. Comparat• con la ilemostración elemental. 

19. PROPIEDAD DE GRUPO DE UNA RAZON COMPLEJA 

En virtud de las mismas razones que se han (IXpuosto en 
el párrafo 8, las expresiones en los primeros miembros ile lai' 
fórmulas (15.2) poseen una propiedad de grupo: al sustit.llir 
w en una de (\Has por otra cualquiera, obtendrem os otra 
ve1, una do estns expresiones. 

Introduzcamos l as siguientes designaciones: 
1 

a2 =w' a3 =1-w, } 
1 w-1 w 

ll4= 1-w ' as =-w• a6= w-1 

(19.1) 

DE:ll'inamos la << multiplicación>> (como en el ~ 8) así: 
<•IDHltiplicar» at por ai significa .c;ustituir w por a, en la. 
expre.~irín. para. a-¡. I)or ojemplo: 

1 1() 
(l3 8 (L~ = 1---=--1-= (/6, 1-w w-

Henlizando estos cálculos pal'a cualasquiora pares obtou­
rlremos unn t.abla rle <<multiplicación» («cuadrado de Cayley). 
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Dejemos al lector compone¡·la a su propia cnuHLn . ER pro­
bable que quede sorprendido al ver (llll! esto tnbh• no sn 
diferencia de (8.4). 

Desde el punto de vista geomét.I'ÍC(>, Jos grt•pos (8.1) 
y ( 19.1 ) son distintos. El primero ost.ú com puosto por razonos 
simple-s, el segundo, por razones complejas. No obstante, si 
nos abstraemos dol sentido concrelo do elementos y los cousi­
doramos só lo en nüacioncs mutuas durante «muHiplicación». 
v~remos que la d iferencia no exisle. Es Jo mismo qn<!l en la 
ari1;méticn abstracta no existe diferencia entn' Jas ig\•alda­
cles: «2 manznna~~ + 3 manzanas = 5 manzanas>) y «2 lápi­
ces + 3 lápices = 5 lápi ces~>, aunque nna manztHlll no tiene 
n11da que ver con un lápiz. La aritmética ons('ña qull2 + 3 = 
= 5, abstrayéndose de la naturnleza concreta de objeto~ 
sumados. Del mismo modo un especialista en In teoría de 
gr\•pos considet'a qut~ un gt•upo dú 1·nzones simple¡¡ y uno do 
razones complejas no son más que un mi~mo g rupo . Estt' 
grupo tiene, además, otras t·ealiY.aciones coucret.as (pot· 
ejempJo, grupo de SU$tiLuciones ontre tros elementos; vénnse 
Jos libros do P. Alexandrov e J. Grossman y V. Mngnus, 
mencionados on ·la páginn 2G). 
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PROBLEMAS 

Asi hemos terminado el tema. Un lw~ol', que ha revelado interés 
por el tema, debe resolver unos cuantos problemas. Algunos de ellos 
son mucho más difíciles que el material atTiba expuesto. 

1. Dado el segmento AB. Encontrar !ln la recta A B un pnr de pun-

t.os CD, que la divido 1\rroóujcament&, siendo: a.) CD = ! AB, b) 

CD = k·AD (k > 0) (AB es longitud del segmonlo AB). 
Problemas de la <<di visi6n-.. ¿Qué significa «dividir b por at? Esto 

significa resolver la ecuación u = b. En el grupo {8.4) la cmultipli· 
caci6n• no es conmut.ativa; por ello es natural definir dos cdivisionest 
diferentes, a saber: «dividir b por a de izquierda» significa resolver la 
ocuaci6n a 0 :z: = b; «dividir b por a de derecha~ significa resolver la 
I!Cuaci6n y 0 a= b (aqui. a, b como también :re y designnn los elemen­
tos de un grupo; a y b están dados, x o y son incógnitas). 

2 . «Dividir de izquierda» a& por a3• 
3. e Dividir de derecha• a~ por a3• 
~. Comprobar quo la «división~ (no importa de que di rección) 

do a¡ por llJ es siempre (esto es, cualesquiera que sean los elementos 
a1 y a{) posible y univoca. 

E olemento a¡ del grupo se denomina cfclico, si existe un número 
natural m tal que af = a1 (la potencia se define como cproducto• de 
m fact ores 4J 0 a1 0 ... 0a,. a; es un elemento unitario). El número m 
se llama orden del elemento clclico a¡. a condición de que ar ':/=a •• 
siendo n = 1, 2, ... , m - t (es decir , m es un exponente mfntmo 
con el cual ar = 4¡). 

5. Demostrar quo todos los elementos del grupo (8.4) s11n cícli-
cos y hallar su orden. 

6. Hallar a) ai 0 a: 0 a6 ; b) a§6 0 4 
7 . La relaei6n entre Jos leoremns de Ceva y Menelao. 
En cad a lado del triángulo ABC (el lado es una rocta inlinita) 

se han eligido doa puntos que dividen armónicamente los vért ices del 
triángulo: L y T/. en el lado BC, M y M', en ol lado CA, N y N'. 
en el lado AB. 

Demostrar: 
a) Los puntos //, M' , N' se disponen en una misma recta u a con­

dición de que las rectas AL, BJ\.1 y CN pasen por un mismo punto U 
(la recta u so llama polar arm6nLca del punto U respecto al triángulo 
ABC). 

b) Inversamente: si los puntos L' , M' y N' so disponen on una 
misma recta u. entonces las rectas AL, BM y CN pasan por un mismo 
punto U, llamado polo arm6nieo de la recta u resper.to al triángulo 
ABC). 

En los vroblemas 8-10 se examina un tri ángulo ABC, en cuyos 
Indos ostán dispuestos puntos L, M y N . Con ello las rectas AL, 
nNI y CN no pasan obligatoriamente por un mismo punto. En este 
caso ellas forman el triángulo A' B' C' {fig. 48). Los vértices del triángu­
lo A'D'C' se proyect.an en los lados opuestos por pares de puntos ~T/, 
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MM' y NN'. Las razones simples en ltts cuales los puntos L, M y N 
dividen loa lados del triángulo A BC se designan. como nnt.es, por 
A, J.1 y v, y las razones analógicas para los puntos 1:, M', N', se desig· 
nan con A.' , !.t' , v' . 

8. Demostrar (teorema de N. A. Izvolsk.i, t 929) que (BCLL') = 
= (CAMM') = {ABNN') = Afi.V. Deducir de la demo¡¡traci6n ~1 
teorema de Ceva. 

9. Demostrar (teorema de Rouse, 1896) que la relación entre las 
áreas de los triángulos A' B' C' y ABC tiene la síguiento oxpresión: 

sj <'·f.l" _ ·I)Z 

S= (1.+i..+1,¡.t){1-ht + ¡w)(t+v +v1.) 

Deducir de aquí el teorema de Ceva. 
10. Demostrar que la rlllación entre las áreas de los triángulos 

LMN y ABC tiene la siguionto expresi6n: 
So J..¡w+1 
-s= c1. +'··> (t+J.L> <t+"l 

Obtener de esta expresión el teorema de Menelao. 
1 t. Demostrar el siguiente teorema que puede denominarse teore­

ma de Ceva en el espacio tridimensional. 
Sea dado el tetraedro arbitrario A 0A 1A 9A 8• Se l1a elegido en cada 

arista A 1A J (se supone que la arista es una recta infinita) un punto 
adicional A iJ que no coincide con A 1, ni con A 1. Si las rectas A 1A Jll. • 
AJAih y AkAIJ en el triángulo AtAJAII pnsan por un 1nismo punlo, 
suele decirse an este caso que on el trhíngulo tiene lugar ol jen6meno 
de Ceua, ol propio punto se llama punto de Ceoa y se lo designa A iJit· 

Tcorcm¡•. Si en tres arist.as de tetraedro A 0A 1A 2A 3 tiene lugar 
el fenómeno de Ceva, entonces: 

1) el mismo fenómeno tieno lugar ttunbién en la cual'tu arista; 
2) siete rectos, AoA12a• ArAo2:s. A 2Ao1;¡. A 8Aoa• Ao1A2s• Ao2A1~ 

y Ao3Au pasan. por un mismo punto, Humado punto de Ceva del totra­
e<ho y designado por A 0123• 



76 

HESPUESTAS Y SOLUClONES 

1. Hacer uso da la sogundl\ fórmuln (4.1). El problema tiene dos 

!'ioluciones: a) i,r. = - /,0 = :; ó ~.0 = - A.0 = ! ; h) ¡,0 = - ¡,D = 

·v1+k2+1 . · lf1+k2 - 1 
- k , " !>•~a 'Ao ., - l•o= k . 

2. a2 • 

;1. ao. 
4.. l.a po~i hili1lad do «dividir de izquierda» so deduc.o de lo quo 

<:.ad11 fila de l a tnbln (8.4) r.ontione todos los Hlemenlos del grupo; 
d CHrác t~·r uuívoco Sil deduce de quo calla a)emento aparece una sola 
vez. La posibilida<l y lo unívoco do la «división de derecha• se 
infim·en do las Jll'Opiedndes análogas de. las columnas. 

fi. 1~1 elemonto a, es do primer orden; los a2 , a3, a6, de segundo 
orden: ll.¡. y a6 • de Lerr.cr orden. 

fl. Resolviondo este prohloma hace falla utili:r,ar el .resultado del 
problema lmterior. T'or ejemplo, conociendo a3 c.omo elemonto cíclico 
de segundo orden, se pued1l ~~~~sc.artar los dos en el exponente de la ex· 
pn•sión a~6 : a~6 = a!= a¡¡. a) a3 ; b) a4 • 

7. Si A J,, JJM y CN p<~san JlOr un mismo punto, entonces í.,w = 
= 1. Poro ~: = - ~ .• !t' = - JI, v' = - v. Si l.¡.tv = {, entonces 
~.'¡t'v' =- 1, y, por consiguient.e, los puntos//, M' y N' se dispo­
nen en una misma rectn. 1)~ modo análogo ae demuestra el tooroma 
rocíproco. 

8. Desde ol punto A p1·oyectamos la cuatm·un do punto:> BCLJ/ 
en la recta CN; luego, proyectamos la cuatorna ohtonida dcsd., B 011 
CA. li:stas dos cuaternas tionon iguales razones complejas: (BCLL') = 
= (NCB'A') =(ACM' M). En la última ra:!:Ón compleja permutomos 
los olomentos do c.ada par (la segunda regla del § 15): 

(BC!JL') =(CA MM'). 

De modo similar so demuestra qua la terc.era razón compleja es igual 
a cada 1ma de las dos primeras: 

(BCU/) = (CAMM') = (ABNN'). 

Observemos, ahora, que las rectas A!/. B M y CN pasan pot el 
punto A'. Esto significa que según ol tooremu de Covn tenemos: 

O St!H. 

BL' CM AN 
f/C . MA 'NB .= '1. 

f.' JI.'V ·= ·J ; J.' =-1-. 
!1\ 

C01lculemos la razóu e.ompjela (HCLI/): 

(l!:.>CJL' BL JJL' ~ ~~ ~ 1 • :~ -' )= r.c :-1 ,c· =r.;,, ="": -=AJtv, 
J.·· .; ,t'\1 
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Si las rectas A J.,, lhlf y CN pasan pm· un mismo pun ~o . cntonc<lS 
!,' y !"' coinciden. por lo t:.ual /.~l'V =- (BC0/,') = (IJCM..-) = i ([ór rnu­
las 13.4) . 

9. El tcoroma se d.emu~:stra con facilidad po1· método an11lítil1u. 
llecomendamos postergar su demo:;tración a los Jpc.t.ores que no nstán 
familiat•izados con la geomctl'ia annlítica. 

Tomemos los nlyos A JJ y A e por ejes de c;oordunarlns (¡dol sistema 
rl o ángulos oblic.uos !), y los segment os A fl y A e por unidades de oscala 
(¡¡desiguales! 1). L1~'i puntos quo nos íntet·esnn t-endrán las coordcn:Him; 

í 1 ,, ) siguientes: A {0, 0), n (1. , O). e (0, 1), t \ 1+11., l + A. , 

M (O, 1 ¡ ~t) , N { 1 -~v , O ) · Tenemos ocuac.iones: 

AL:/..:¡:- y = O, 

BM: .x + (1 + ¡.t) y= 1, 

CN : (1 + v ) x + vy = v. 

Hr.solviendo est.as ccun.ciones por parejas, hall11mos 

C' ( 1 + . 1 
1 . ' 1 ,. ' · ) · 1> .. .. A)l + .. - ¡- /v,tt 

La relación entro las IÍroas de t r in ngulo.'l es oxpresnd a mt~d i:m l o ti ul.m'lllt 
11 rm t.es de torcnr or<ltm 

X A• Y A ' 1 ~A Yt1 1 
S': S = ;;¡;JI' Yll' 1 a:n YB 1 ._ .. 

:te· Y e· 1 X e Yr: l 

fA V o o 1 1 -H~+ 1"' 1 +ll+ ! l \' 

" vi· .. 
1 o 1 = ·t + v+ví. 1 + '\' -t- \). -

1 ~- o 1 l. 1 1 
;,+ ,,,( 1+ 1-·-l..f.¡l 

1. 
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De In tcrr..()rll coltrmnn tlol riet~mnintmte rP.stamos la suma do dos 
primeras: 

¡w !1· 

1 

= (1 + ~. + J..p.) (1 + p.-t-p.v)(1. + v+ vi>.) · 

Si las rectas AIJ, B M y CN pasan por un mismo punto, entonces S' = O 
y, por consiguiente, A.¡.tv = i. 

Al lector que conoce sólo el sistema de coordenadas cartesianas 
(rectangular, con escalas iguales por ejes} le recomendamos asignar a 
los puntos primitivos las coordenadas A (0, 0), B (a, 0), C (b, e) y des­
pués, hacer Jas mi8mas operaciones que acabamos de realizar. Sa 
obtendrá el mismo resultado, aunque el trabajo sorá mucho más labo­
rioso, con lo que subrayamos la importancia de elecc.i6n del procedi­
miento adecuado. .· 11>~ 

10. Después de resolver el problema anterior no tenemos mucho 
que hacer. Las wordenadas de Jos puntos L , ¡liJ y N ya están hal.la­
das; 188 relaciones de áreas se calculan de un modo igual que en el pro­
blema anterior. Si los puntos L, .M y N se disponen en una misma recta, 
entonces S0 = O, y, por consiguiente, Afl.'V = -t. 

11. En lugar de las designaciones /.., ¡.t, v introduzcamos 'A.¡j = 
= AA¡A

1
1J • Es ovidente que '}..11 .t.,il = 1 (a}. Supongamos que el fen6-

¡ ¡¡.t j 
meno de Ceva tiono lugar en aristas que pasan por el vértice A 0• En 
este caso 

Multiplicando estas igualdades y tomando en cuenta (a), obten· 
drcmvs: A.12/..15'}..31 = 1, es decir, el fenómeno de Cova tiono lugar tam­
bién en la arista A1A2A8• 

Para comprobar J¡¡ segunda parte del teorema oonstruyamoo dos 
ternas de planos 

et~= AoA1A 23 , } 

a:- AoA2A11¡, (b) 
a 8 = A0A3A1z• 

Todos los pllillos (b) contienen el punto A 123, mientras que loo 
planos (e) contienen el punto Aou· Esto significa que los planos (b) 
pasan por la recta A 0Au8 ; los (e), por la recta A1A028; a~ y aócs un mis­
mo pl!illo. Así pues, las J'ectas A 0 A 1u y A 1A 028 están en un mismo 
plano y, por lo tanto, so intersccan (quizó.s, en un punto impropio). 
Do modo idéntico se demuestra la int ersección de dos rec\as cualesquie­
ra que unen los vértices do un tetraedro con los puntos de Ceva de aris­
tas opuestas. Ue este modo, las recta!! A0A128, A\A 038, A 2Ao13 Y 
AsA 0111 se intersecan por pares, lo quo puede suceder sólo en dos ocaaio-
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ues: 1) todas las cuatro rectas tienen un punto común, 2) todas las 
cuatro rectas están en un plano. El segundo caso se oxeluye, dado quo 
en estas rectas se hallan todos los vértices del tetraedro. es decir, el 
segundo caso significaría que los últimos se dispongan en un mismo 
plano. Queda válido, por consiguiente, el primer caso, lo que se trataba 
de demostrar. Designemos por A 0133 el punto rlo intersección de cuatro 
rectas. 

Ahora, debemos demostrar que las rectas, que unen los puntos 
adicionales de las aristas opuestas, pasan también por el punto Aous· 
Estas tres rectas pertenecen a los planos (b) y. por consiguiente, se 
cortan con la recta A 0A u a· Ellas también pertenecen a los planos (e) 
Y por eso intorsecan la recta A 1A 033• Las últimas reetas tienen un solo 
punto común. Quiere decir, las rectas A 01A 23 • A ozA 18 y Ao3Au pasan 
por este punto, o bien se (Hsponen en el plano de rectas A0A123 y 
A1A023• La segunda posibilidad se rechaza, pues los puntos A 23 , 

A, 3 y Au se hallan on la arista A1A 2A ~. mientras que los puntosA 0r. 
A.,11 y A 0s no pueden dispone~e en esta arista. Por consiguionte, las 
rectas A 01Au. A0s-4 13 y A wA 12 pasan JlOr el punto A012R, lo que se 
trataba de demostrar·. 
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11. NUESTROS LECTOHES 

Mir {)(lita libros sovié~iC<>s traducidos al español, inglés, fran­
cés, árabe y otros idiomas extranjeros. gntre ellos figuran las mejores 
obras de las dis\intas ramas de la ciencia y la técnica: manuales para 
los cent-ros de onseiían1-a superior y escuelas tecnológicas; litorntura 
sobre ciencias natur:~les y m~dicas. También se incluyen monografías, 
libros de divulg:~ción cientifica y ciencia ficción. Dirijan sus opiniones 
a lu EdituriRl Mir, 1 l\izl1slü por., 2, 1211820, MoscÍI, T-110, GSP , 
onss. 
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