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PREFACIO

Iiste libro estd destindo a los escolares quienes ge in-
Leresan por las matematicas. Lsta dedicado a uno de los
apartadog mas cautivadores de la aritmélica, la aproxi-
macién de los nameros reales mediante los racionales.

Ultimamente entro cierta parte de los jovenes mate-
maticos (a propdsilo, no s6élo jovenes) surgié una actitud
despectiva con respecto a la malematica «cldsicas y «pie-
ray como contrapeso de la «moderna» y la «aplicada». No
obstante, tal contraposicién es errénea.

Primero. toda la matemdtica existe sobre una Dbase
muy vasta y cada matematico debe conocer los resultados
clisicos mas fundamentales. En particular, la (eoria de
las fracciones continuas gue constituye un apartado dela
matemdtica clasica pura, hoy en dia se usa ampliamente
para caleular los valores de las Iunciones con ayuda de
computadores.

Segundo, en el proceso de desarrollo de la ciencia
muchos apartados y teorias viejos estdan perdiendo su im-
portancia marchitandose como !las ramas de un drbol.
iMuchos, pero no toilos! ay teorias que existen muchos
siglos (a veces, aun milenios) y, sin embargo, siguen
siendo actuales,

Las fracciones continuas constituyen una de las mas
perfeclas creaciones de los matematicos de los siglos
XVII—XVITI (Huygens, Euler, Lagrange, Legendre). El
conocimiento de sus propiedades deja a uno pasmadoe.

Leyendo el presente libro hace falta tener en cuenta
dos cirennstancias.

1. Bin el mismo hay dos grados de dificultad: con latra
grande se expone el material facil y con letra menuda, el
mds dificil. Con letra mennda se ofrecen las demostracio-
nes de los teoremas dificiles, las cuales pueden omitirse
sin perjudicar la comprensién. Dado este caso, se¢ necesita
creer (e hnena §é los respectivos Lleoremas.

iNo obstanle, seriz mejor no omitir nadal

Las matemalicas no represeutan s6lo nna lectnra entre-
tenida. E] futuro matematico (al igual que el Fisico o in-
geniero) dehe adquirir una experiencia para poder reali-
zar caleulos vy demostraciones complicados. Tome un
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lipiz y una hoja de papel y analice minuciosamente el
texto escrito con letra menuda. A lo mejor podra usted
simplificar algunas demostraciones o sustituirlas por
otras més perfectas.

2. La teoria de las fracciones continuas es bastante
amplia. En el presente libro se exponen tinicamente los
datos fundamentales. Sin embargo, en el mismo esté pre-
sente todo lo que debe conocer cada uno quien se interesa
por las matemditicas. Los especialistas deben conocer

mucho més.
Nikolai Beskin



CAPITULO I
DOS ENIGMAS HISTORICOS

§ 1. ENIGMA DE ARQUIMEDES

1. El namero de Arquimedes. Hay muchos que supo-
nen: para poder encontrar algo extraordinario hace falta
dirigirse a un lugar distante, lo mejor, al cosmos o al
fondo del océano, ya que en la vida habitual, alrededor de
nosotros todo estd bien conocido ¥y no hay nada intere-
sante.

jQué cquivocacion! Nos encontramos rodeados por
fendmenos enigméticos, pero no meditamos sobre los mis-
mos porquc estamos acostumbrados a ellos. En este ca-
pitulo vamos a tratar dos hechos enigméticos (aunque
conocidos por todos) de la historia de las matematicas.

Los escolares del mundo entero conocen del curso de
geomefria que Arquimedes encontré para el numero nl)
un valor aproximado 22/7%). Kste hecho ya es tan usual
que muchos no suponen qué secreto incubre. Son muchos
los que se plantean la pregumta: ¢por qué Arquimedes
escogio precisamente los séptimos? (Qué serd sl expre-
samos m aproximadamente cn octavos?

Esta pregunta resulta ser muy interesante,

') La letra m es la primera letra de la palabra
griega nepigepeic qﬁuo significa «circunferencia», El mateméitico
inglés Jones en 1706 por primera vez designé con la letra n la
razon entre la lopgitud de la circunferencia y la longitud del dia-
motro. A partir de 1736 empez6 a usar esta designacién L. Euler
(anteriormente usaba la letra p). Desde aquel entonces esta desig-

nacién es adoptada por todo ¢l mundo.
2) En realidad, Arquimedes en su obra_aMedi-

cion dol efrculo» formuld estc r%uh(z)tdﬂ de una manera algo dis-
tinta., Indicé los limites para a: 3% <m=<3 7 Arquimedes lo

expuso asi: «El perimotro de todo circulo es igual al didmetro
triplicado con exceso, que es menor quo la séptima parte del dii-
metro pero mayor que diez septuagésimo primmoros,

Se puso en uso el valor 3— como ol mas simple
pig,

7

o 2 o 10
Aunque e3 mas Proximo a 37—1.
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2. Aproximaeion. En dilerentes apartados de las ma-
temdticas se encuentran problemas del siguiente tipo:
hace falta sustituir cierlo objeto {nimero, funcién, fi-
gura, etc.) por olro de la misma naturaleza, pero mas
simple y suficienlemenle préoximo al objeto dado. Tal
suslitucién se denomina aproximacién. En cada caso
concreto en ¢l conjunto de objetos a aproximar, debe
separarse nu subconjunlo de objetos que se consideran
més simples, y hace falla definir qué significa «uficien-
temente proximes». No obstanle, no tenemos necesidad

&« Jree
. b

! T

ol
g 7 2 J #

Fig. 1

de estudiar e] problema de aproximacion en forma tan ge-
neral. Hablaremos sobre un caso particular, o sea, la
aproximacién de nameros reales.

Consideremos un conjunto de todos los nimeros re-
ales. Se ha adoptado designarlo con la letra R (la pri-
mera letra de la palabra francesa «réel» — real). Los
niimeros reales pueden tener una naturaloza compleja
(ntimeros irracionales) o ser voluminosos (las fracciones?)
con grandeg denominadores).

Aqui hay que aclarar el porqué la voluminosidad de
una fracciéon se aprecia por la magnitud de su denomi-
nador y no del numerador. Si pos interesa no taunlo la
magnitud de un ndmero real o como su naturaleza avit-
mética, entonces nos importa la siluacién de este niime-
ro cnlre los niumeros enteros consecutivos # y n - 1. 1]
desplazamiento del nimero o« por el eje numérico a nn
nimero entero no cambia su naturaleza aritmética.?) En
la fig. 1 estan marcados log nlimeros o0 y 3 4+ o que no se
diferencian por su posicién en los segmentos?) [0, 1] ¥

) Recordemns quo la fraccién es un niimero
p/q donde p ¥ g son nimeres enteros y ¢ = 0. De Lal modo, log nii-
meros V' 3/3 6 w/2 ne son fracciones.

2) Todo lo dicho no se reliere a la aritmética
que estudia nimeros enteros,

%) La definicion del término «segmentoy se da
en ol p. 23,
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P . . - 1
[3, 4]. No hay razén para considerar ¢l nimero 32 =

-5 p ) « - Ge %
& .‘)f;l mas complejo que 3/4, Podriamos limilarnos al

estudio de la naturaleza de nimeros en el segmento [0, 1]:
en cada segmentlo [n, n + 1] se repite ¢l mismo enadro.
Precisamente por eso, al apreciar ¢l grado de complejidad
de una fraccién nos interesa su denominador y no el nu-
merador.

De un conjunto de nimeros reales R separamos un
subconjunto de fracciones con un denominador dado g. La

distancia entre ¢l niimero o y la fraccion p/q es 1 o — % ’

Ahora ¢l problema acerca de la aproximacién de los

o
o B
. )‘J’ r
—_— s a i + L
g 7 7
Il “ L
Py -
Ll L S
Fig, 2

siimeros reales puede formularse asi: dar expresidn apro-
zimada de un numero real o en forma de una [raccidn
con el denominador g significa hallar entre todas las fraccio-
nes con el denominader ¢ la mds prézima al nimero a.

S0 en el eje numérico esldn marcadas todas las Irac-
ciones con el denominador g entonces vl niimero o resul-
tard entre dos [racciones (no nos interesa ¢l caso cuando
o coincida con una de las mismas):

q q

De dichas [racciones se vscoge 1a mas proxima a o (véase
la fig. 2).

Puede snceder gue o coincida con el punto medio del

segmenl.o[%’l, %] En este caso (y solamente en éste),
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el problema tieno dos soluciones. Para certidumbre, con-
vengamos con preferir el extremo izquierdo.

De todo lo expuesto estd claro que para la aproxima-
cién del nmimero o podemos usar fracciones con cual-
quier denominador, o sea, la scleccién del denominador ¢
depende tnicamente de nuestro deseo. La aproximacion
se aplica para la sustituciéon de nimeros irracionales.
Ademas, los nimoeros racionales se pueden sustituir por

otros menos voluminosos {con denominador menor). Cite-

mos un ejemplo. El valor aproximado del nlimero 27?)3,2

en duodécimas partes es

236 5
703 T 12
ya que
B 2936 6
BT 12
" 2938 " e 5 ]
v ademiés, “og3 ©5 MAs proximo a 5 que a 2.

Estamos acostumbrados a aproximar los numeros
reales mediante fracciones decimales. Sin embargo, en
los tiempos de Arquimedes las fracciones decimales no
fueron inventadas todavial) ¥ Arquimedes pudo escoger
cualesquiera partes para la aproximacion de m. ;Por qué,
entonces, escogité los séptimos? ;Puede ser que por ca-
sualidad?

3. Error de la aproximacién. En el proceso de apro-
ximacién de un nimero real o« mediante la fraccién p/y
surge wun error

ST VR
A=o "

Recordemos: el error es el valor exacto menos el aproxi-

mado.

1) Las fracciones decimales aparecieron a fines
del siglo X VI (?or cuanto se trata de Europa; ep el Oriente ya se
conocian en el siglo XV), Fueron inventadas por el sabio de %lan-
des Simon Stevin. Aqui se tiene un testimonio competente del
oseritor inglés Joromo % Jeromo: «De Gont nos dirigiimos a Brugge
(donde aproveché la ocasién de lanzar una piedra al monumento a
Simon Stevin quien inventd las fracciones decimales, con lo cual
me causé muchos disgustos en los aiflos escolares), y luego regresa-
mos acdr. («Memorias de un viajero», nota del 9 de junio),
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Entonces resulta que si se tieno una aproximacién con
falta entonces el error es positivo y si se tiene una apro-
Ximacion com exceso, éste es negativo.

Ll valor absolute del error | A | se denomina error
absolulo.

Tstd claro gue para el procedimiento escogido de
aproximacion el error absoluto no puede sobrepasar 1/2¢
(véase la fig. 2):

i
14 |=;.
El ntimero 1/2¢ es el limite superior del error absoluto.

Para el otro procodimiento de aproximacién el limite
superior puede ser diferente. Por ejemplo, si hubieramos

=1 22
g & ¥
Lonpeniente
g _E
7 o g

Ay conventente
Fig. 3

convenido en tomar siempre la aproximacién con falta,
es decir, siempre escoger el extremo izquierdo del seg-

mento [P'_i. 'EJ’ entonces el error serfa igual a 1/g.

4. La utilidad de la aproximaelén. El error absoluto
alcanza el limite superior en aquel caso (el mas desfa-

vorable) cuando a esel punto medio del segmento [P; 1 5]

Si o se sitla en el mismo segmento muy cerca a uno
de sus extremos, entonces el error absoluto real puedo
ser considerablcmente inferior al limite superior.

Todo elio sugiere introducir el concepto acerca de la
utilidad de la aproximacion. La sustitucidn aprozimada del
niimero o por una fraccién es conveniente si dicha fraccién,
siendo el denominador pequefio, brinda una alta precisidn.
Més rigurosamente, si el error absoluto es considerable-
mente menor de lo que se espera juzgando por el denomi-
nador ¢. La fig. 3 aclara esta idea.
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’ara poder caraclerizar la utilidad hace falla compa-
rar dos magnitudes: ¢l error absoluto real y el limite
superior del error absolulo:

vrror abseluto lm—plg|
Timite supersor del error absoluto — 1/2¢

~2lqe—pl.

Para simplificar e ha aceptado considerar la mitad de
esta magnitud. Designémosla por 2 y denominémosla
error reducido

h=|qz—pl. (1.9)

Recordemos: el error reducide h es la mitad de la rela-
cién entre el error absoluto real y ¢l mdzimo posible. Evi-
dentemente:

0 << h{1/2.

Mientras menos sea f# mas conveniente serda la aproxima-
cién.
Denominaremos la magnitud

v S
2 2|gun—p|

s (1.2)
coeficiente de utilidad. Su sentido es muy simple: el coe-
ficiente de utilidad demuestra cudntas veces el error abso-
luto real es menor que el mdximo posible. Evidentemente

1A << 0.

Entonces, cuanto mayor sea A, tanto mdas 0til sera la
aproximacion.

No hay que pensar que las partes mas menudas son las
miés iitiles. Puede suceder que al trazar en el eje numérico
las octavas partes ¢l nlimero a ocupe una posicién menos
favorable que al trazarv los séptimos. Llevemos a cabo
un experimento con el nimero m aproximandolo median-
te diferentes partes: desde las primoeras hasta las dé-
cimas (véase la tabla 1). Omitimos los célculos; el lector
los puede realizar por si mismo.

[Esta tabla demuostra que para fines de la aproxima-
cion de n log séptimos resultan mucho mds convenicnles
que las partes vecinas mas préximas. El error real es mas
de 56 veces menor que se podia imaginar juzgando por la
dimensiéon de las partes.
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Tabla
Valor apro- 1ile supe

q xlr’:‘:}::lu Ahs dclhf(-rr(:'r ab‘é;l;:ﬂln Al h A
i 3/ 1/2 =0,5000 1, 1446 0, 1416 3,5
2 6/2 1/4 =0,2500 | 1,1416 | 0,2832 1.8
3 9/3 1/6 =0‘166T 0,1416 | 0,4248 1,2
4 13/4 1/8 =0,1250 | O 1084 | 0,4338 1,2
5 16/5 1/10=0,1000 | 0,0584 | 0,202n 1.9
G 19/6 1/42= 0 0833 | M,0251 | 0,1504 3,3
T 2247 1[14—(1 0714 0,0013 01,0089 |56,5(; 1)
8 25/8 1}15=ﬂ,0525 0,0166 | 0,4327 3.8
9 28/9 1/18=0,0556 | 0,0305 | ,2743 1,8
10 31710 1/20=0,0500 0.0416 00,4159 1,2

En la fig. 4 se expone la posicién del nimero t en el
eje numérico. Por casnalidad (aungue, ;verdaderamente

: 1
por casualidad?) wx resulta encontrarse muy cerca de 3§.
5i nos hubieran ordenado con antelacién aproximar mt de

L
T

7

il
g

]l_
|
|
|
i
[
|
|
|
: |
14
J Jd.rf!

Fid. 4

tal modo que el error absoluto no sobrepasara de 0,0013,

iqué partes habriamos escogido? Apuntariamos la con-
dicién

1/24<0,0013
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de donde g >> 385, no obstante, Arquimedes alcanzd la
misri:;a precisiébn al tomar el denominadror mucho me-
nor,

No, no por casualidad Arquimedes escogié para la
aproximacién del nlmero m precisamente los séptimos.
Pero, jeémo pudo lograrlo?

Pasados muchos siglos (en el afio 1585) el holandés
Adrian Antonius encontrd para g el valor aproximado:
n ~ 355/113.

Este resultado fue publicado solamente después de la
muerte de Antonius, por su hijo Adrian Metzys, por lo
cual esta magnitud 355/113 empez6é a denominarse niime-
ro de Metzys. Dicho nlimero posee la misma propiedad
asombrosa que el nimero de Arquimedes: el denominador
113 resulta ser mucho mads itil de lo que se podia imagi-
nar juzgando por su magnitud. Recomendamos a nues-
tro lector gue analice el nimero de Metzys asi como se
ha analizado anteriormente el nimero de Arquimedes.
dA qué serd igumal el coeficiente de utilidad?

Sin duda alguna, el nimero de Metzys no fue hallado
casualmente. Fue descubierto mucho méas antes de que
lo encontré Adrian Antonius.

§ 2. ENIGMA DE GREGORIUS XIII

5. El problema matemético del ealendario. Gregorius
XIII no era matematico. Fue el Papa de Roma, pero
su nombre esta ligado con un problema matematico muy
importante, el del calendario.

La naturaleza nos dio dos unidades nafurales de
tiempo: el afio y el periodo de veinticuatro horas: el dia
v la noche (solares). Segin un antiguo manual de cosmo-
grafia «lamentablemente el afio no contiene un nimero
entero de dias». No podemos no aceptarlo ya que de este
hecho mencionado provienen muchas incomodidades. En

) La veracidad requiere hacer acordar: las
385 partes permiten aproximar cualquier nimero real con un error
menor do 0,0043, mientras que los séptimos resultaron ser mds
convenientes para el nimero .
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cambio, origina un problema matematico interesante.
1 aiio=2365 dias 5 horas 48 minutos 46 segundos=
— #65,242199 (ias. 1)
En la vida civil es imposible legalizar tal duracién del

ano. (Y qué serd si aceptemos ¢l ano civil igual precisa-
mente a 365 dias? En la fig. 5 estd representada la drbita

4
. -’I’.-—'*"‘__“—-—;“_‘“ﬂ °

-

\_ /i
i e
e de a1t

Fig. &

de la Tierra. El 1 de enero de 1980 a las 0 horas la Tierra
se encontraba en el punto A. En el transcurso de 365 dias
no podra alcanzar el punto A, por lo cual a las 0 horas
del 1 de cnero de 1981 resultard en el punto By el 1 de
enero de 1982, en el punto C, etc. Linfoneeg, resulta que
si fijamos la posicion de la Tierra on la drbita corres-
pondiente a una fecha dada, ésta serd todos los wios
diferente: se atrasard casi en 0 horox Durante 4 afos
este atraso constituird casi un dia y la lecha fijada caerd
en diferentes estaciones del ailo, o sea, ¢k 1 de encro del
invierno se desplazara gradualmente para el otefio, luego

1 Yin el presente libro o tralamos dounp ma-
nera detallada Jas cuestiones astrondmicus (por ejemple, la varia-
cidn de la duracién del afio), tampoco las cuestiones vinculadas con
la historia del calendario, sino atraemos su atencién sebre up solo
problema matemitico relacionado con ol culenilario,

2—04841
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para ¢l verano. Es incimodo: no se podra relacionar algu-
nas medidas periddicas (siembra, comienzo del afio esco-
lar) con unas fechas de calendario bien definidas.

No obstante, existe galida de esta sitsacion. llace
falta constderar que unos afios tienen 365 dias y olros
366 dias, allerndndolos de tal manera gue [a duracion
media del afio sea la mas proxima posible a la anténti-
ta. Asi podemos reproducir la duracidon auténtica del
afo con cualgquicra precisién, pero para cllo se necesita-
¥4 una ley muy compleja de alternacidn de los afios
corlos (ordinarios) y largos (bisiestos) lo que es indesecablo.
Se requiere nn compromiso: una ley comparativamenle
sencilla de alternaciéon de los afios cortos y largos que
puede brindar una duracién media del afio suficientemen-
te proxima a la auténtica.

6. Calendario juliano y calendario gregoriano. Por
primera vez este problema fue resuelto por Julio César.
Para precisar, lo hizo por su encargo, el astrénomo de
Alejundria, Sosigenes, llamado con este objetivo a Roma.
Julio César introdujo el sistema siguiente: tres anos se-
guidog cortos (ordinarios) y el cuarto, largo (bisiesto).
Muclio mds tarde, cuando fue adoplada la cronologia
cristiana, empezaron a considerar bisiestos aguellos anos
cuyo nimero se dividia en cuatro.

Este calendarto se denomina juliare. En Rusia exis-
tio hasta febrero de 1918, Segin este calendario la dura-

cién media del afio es igual &365-1— dias — 363 dias 6 horas,

Is evidente que la duracién media del ano juliano
sobrepasa la auléntica en 11 minutos 14 segundos.

El calendario juliano fue perfeccionado por el papa
Gregorius XIIT (los proyectos de la reforma del calenda-
rig se clahoraron mucho tiempo antes pero no lueron
realizados), En 1582 Gregorius XIII introdujo la si-
guiente reforma del calendario. El conservd la alternacion
de los afios ordinarios y bisiestos pero agregd la regla
siguiente: sé el nitmero del afio [iralize con dos ceros y el
niumero de centenus no se divide entre 4 enitonces esle afio
resulta ordinario, Por ejemplo, de acnerdo a esta regla ci
afio 1700 es ordinario, mientras que el ato 1600, bisiesto.
Ademas, congiderando que a partir del comicnzo de la
cra (desde el «nacimiento de Jesucristos) ya se habia
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acumulado un error de 10 dias, Gregoring X111 de una
voz adicion6 10 dias.') Desde aquel entonces se han acn-
mulado 3 dias mds (en los afios 1700, 1800, 1900). Por
esta causa, en la actualidad la diferencia entre el calen-
davio juliano y el nuevo {gregoriano) consliluye 13 dias.

iCudl es la duracién media del afio gregoriane? De
acuerdo al calendario juliano de 400 afios 100 son bisiestos
¥ segin el gregoriano, 97. Por esla razén, la duracion
media del afo gregoriano es de 36."1%:;—] ias = 363,
242500 dias = 365 dias 5 loras 49 minutos 12 segundos,
0 sea, supera la auténtica en 20 segundos.

Como vemos mediante unos procedimientos bastante
sencillos se obtuve una precisién muy alta. ;(Como obtu-
vieron este rasultado?

La respuesta a esta pregunta se da en el capitulo VI

') El papa ordené que ¢l dia signiente despuds
del 4 de actubre, el jueves, de 1582 se convirtiora en o} 15 (e oclii-
bre, viernes,

Dh



CAPITULO II
FORMACION DE LAS FRACCIONES CONTINUAS

§ 3. DESARROLLO DE UN NUMERO REAL
BN FRACCION CONTINUA

7. Algoritmo del desarrollo en fraccién continua. Olvi-
demos ol sistema decimal de numeraciéon. Como decia
en sus conferencias Nikolai Nikoldevich Lusin, el des-
tacado matemdtico ruso (1883—1950), «las ventajas dol
sistema decimal no son matemdticas sino zooldgicas. Si
tuviéramos en las manos no diez sino ocho dedos, la
humanidad utilizaria el sistema octonario.» El sistema
decimal practicamente es muy comodo, sin embargo, para
ol estudio de los problemas tedricos de la aritmética re-
sulta ser inconmveniento.

Asi pues, denegemos el sistema decimal y, en general,
todo sistema de posicién, es decir, tomemos la posicién de
Avquimedes y meditemos sobre ¢l problema: icudl pro-
cedimiento do estimacién de un namero real es el mas
natural?

Respondiendo a esta cuestién no pueden surgir dudas:
en primer lugar hace falta indicar entre cudles niimeros
onteros estdi comprendido el numero de interés. Por

ejemplo,

51 5o encuentra entre 2 y 3;

27
V2 esth comprendido entre 1 y 2;
7, entre 3 vy 4.

Indudablemente, es suficiente indicar solamente el
menor de estos nimeros:

i} ‘
Sr==2+z(0<z<<1);

VIZ=14+y(0<<y<<i);
n=3+z(0<<z<<1).
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Anotemos que tal estimacion no esta vinculada con
el procedimiento de denotacién de los nimeros enteros,
o sea, con algin sistema concreto de numeracion.

Ocupémonos del nlimero g;— Nuestra estimacion «mésde

dos» es demagiado aproximada y sirve Gmicamente como
primera aproximacitn. Si gueremos dar el segundo pase
debemos estimar el ccomplementos x. Puesto que éste es
menot que la unidad, es natural representarlo como una
fraceién con el numerador 1 (volvamos a apelar a Ja
«naturalidad», pero sera por Mltima vez):

61 1

w=2+t%

Ahora 2, es mayor que la unidad y volvemos a repetir
los mismos pasos: separamos una parte entera, elc., efc.
Le invitamos a nuestro lector que siga con atencion la
alternacion de estos dos pasos:

81 T s & 1
=2t =2+ g 2+ —5 =
e o o e
7 R
! i " 1
24— 24—
dwl‘—'-}— al- r i
6 LR
La expresion
4
ay+ ST
ay+
ax|- -
- 1
B e
donde a,, a,, - . ., a, son nimeros nalurales'), a, es un
nimero natural o cero, que se denomina fraccion conti-
nua.
Los nameros ay, a,, #5, ..., a, sc denominun ele-

mentos®) de una [raccién continuna. Se puede deciv gue he-

. i . -
mos desarrollade el ntimero 77 en fraccién conlinua.

"y Hagamos recordur que los niimeros nalurales
. - &l eera no se considera niimero natural,
2) En ocasiones se denominan cocientes incamp-

son 1, 2, 3, .

tetos,
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A continuacién tendremos que utilizar frecuentemente
este algoritmo. Consiste en la alternacién de dos pasos.

Paso 1. De un niimero es separada la parte entera,
0 Sea, so representa como la suma de dos sumandos: un
numero entero més el resto, menor gue la unidad.

Paso 2. El segundo sumando se representa como la
unidad dividida por un namero mayor que la unidad. A
este mimero se le aplica el primer paso, ete.

Avntes de profundizarmos en la teoria de Fracciones
continuas respondamos a Lres preguntas,

8. Designacién de las fracciones continuas. Primera
pregunta. {Noes demasiado voluminosa la designacién de
la fraccién continua? En nuestro ojemplo hemos obtenido
una fraccién de Lres pisos, pero si fuera de veinte pisos no
cabria en wuna hoja de papel.

Ils justo, y por eso para las fracciones continuas sc
usan diferentes designaciones convencionales. Utilizare-
mos la siguiente:

1
iy +———T—— =[ag) @y Aoy + - tgl.

LA e i
i s

Presten atencion en el punto y coma. Subraya que la
parte entera a, es de singular importancia, diforente de
otros numeros (singular no significa mas importante, en
nuestro caso, mas hien es al contrario).

9. Desarrollo de nimeros negatives en fraccién con-
tinua. Segunda pregunta. ;Como desarrollar un ntmero
negativo on fraccién continua?

Para el desarrolio de un nimero negativo en fraccién
contlinuna existen dos procedimientos.

1. Poner el signo ¢menosy delante de toda la fraccion
continua, Por e¢jemplo,

— = —[2 +—2—\=[2;3,1.6].
3r——
145

2. Admitir los valores negativos de a, (no obstante,
My, @y, - .y @ siguen siendo positives). Por ejemplo
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(comprueben los caleunlos Ustedes mismos),

M a2 1 _
'—-‘7%':}" -—-*:" -|--2—7- T —*.‘5—!—' 1--—-—
14 i
2 1
113

=[—3; 1, 2, 1, 6].

En el presente libro siempre utilizaremos el segundo
procedimiento. Asi, de aqui y en adelante a, es cualquier
nimero entero y @y, @y, . .. Son nimeros natureles.

(Ina vez hecha esta observacién, a conlunuacion, al
exponer la teoria no vamos a presiar mucha atencién a
los niimeros negutivos. Todo nfimero negativo puede obte-
nerse al desplazar cierto nGmero posilivo en unnimero
entero a la izquierda por el eje numérico. Parn analizar
(i1}

27
: — 20} ;
diar elj nimero 5=y luego desplazalro a tres unidades a

la naturaleza aritmética del ntunero — =, se puede estu-

la izquierda.

10 Algunos ejemplos cuando el proceso de desa-
rrollo es infinito. Lercera pregunta. (Bis ¢l proceso de de-
sarrollo de un nimero « en fraccidn continua obligato-
riamente inlerrnmpido?

No, puede resultar infinito. Citemos nnos cuantos
njemplos.

Ejemplo 1. Desarrollar V2 en fraccion continna,

9 1
V Z=A+ -
1 o i
r1=TT=V2 +1=2+4 3
3,'3:—;__1—.
Va1
Como resultado, x, = z,. Por lo tanlo, a partir de
este lugar, lodo se repetivd. o sea, ¥, ¥y Iy

o Xy - .. Sucesivamente obtenemos:
VAl b il
ry X e 5 |
st P —e
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Mientras apunlamos 2 en forma final (pere con la
participacién de z, irraciomal) podemos hacer uso del
signo de igualdad. Si este proceso continfia infinitamen-
te, obtendremos

V3 e [152, 2,25 ao sl

es decir, al namero V' 2 le corresponde una fraccién conti-
nua infinita. El signo de ignaldad entre | 2 y la fraccion
continua infinita [1; 2, 2, 2, .. .] no puede ponerse ya
que no sabemos todavia realizar el paso de uno de estos

ﬁr? (?:

0 i
Irig. 6

dos simbolos al otro en cualquier direccion. El simbolo
de la fraccién continua infinita no tiene por ahora sentido
para nosotros. Kste problema serd discutido en dotalles
y resuelto en el capitulo IV.

Ejemplo 2. En los problemas geométricos se puede
buscar el desarrollo en iraccién continua de una magni-
tud geométrica cuyo valor numérico no estd dado. Halle-
mos, por ojemplo, la relacién entre 1a basc y el lado lateral
de un triangulo isésceles con el dngulo de 108°.

En el tridngulo ARC (fig. 6) los dngulos son iguales a
108°, 36°, 36°, respectivamente. Trazamos BB; = b (esté
claro quo & cabe una voz en ¢ ya que ¢ <Z 2b).

Tenemos
_ﬂ'__ BC — BB;+B1C —1 + BT_C = 4 & 1__
b~ BBy BBy, BB, Ty !

BB, AC

Y="F " B

Pero ¢l tridngulo B AC es semejante al do partida
(caletilese 1a magnilud de los dngulos). Yin la primera
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fila determinamos la relacién a/b e la bhase al lado late-
ral. I¥n Ja segunda f{ila nos encontramos de nuevo frente
al mismo problema: z, representa la relacifn de la base

T
o
= <
i
<
Vi
4 s 4
G- ,
~ '
~
7
S
Fig, 7

al lado lateral en el tridngulo de la misma forma. Ya que
después def primer paso volvemos a oblener la posicién
inicial, entonces el proceso serd infinito

Podemos pseribir

e~ 11,0
De modo analogo, so puede demostrar que

Iy
;~[0, Ta'lyd, oo o)

Volveremos a tratar este vesnltado al final del p. 32,

Ejemplo 3. Desarrollar en fraccidn continua la rela-
ci6n de la diagonal de un cunadrado a su lado.

Esle ejemplo cs mas complicado gue el anterior. Si
en el ejemplo 2, después de wn paso del proceso regresa-
mos a la posicién inicial, agui—después de dos pasos.

Si se considera conocido que die = |'2, cntonces este
ejemplo coincide con el ejernplo 1. No obstante, de los
razonamientos geométricos podemos obtener ol desarvollo
de la relacién d/a en fraccion continua sin saber su valor
numérico.
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La posician micial: lince falta trazar en la diagonal un
segmenlo igual al lado del cuadrado. Este cabe en la diago-
nal nna sola vez. Tenemos (véase la fig, 7):

d___CA _ CBy+BA

T Tl i
cB _ an
T HA - 4B °

Construimos B 8B, | AC. Entonces BB, = B8, (de-
muéstrenlo tistedes mismos). El tridngulo AB8, lo
completamos hasta que se forme un cuadrado (finicamen-
te para clarvidad, para la demoslracién no ge necesita),
Aliora en B4 razamos el segmento A#,. Trazindolo una
vez ohtenemos B/, v queda B,4. Ahora hace falta trazar
AR, en B,A, pero csto significa la repeticiéon de la posi-
cion inicial: el Lrazado del lado del cuadrado en la diago-
nal. Por consigniente, este proceso es infinito, es decir,

L
T =24 i
CL I ) e
s facil demostrar que
a : i
E""!U' O -t

(véase el p. 32).

§ 4 ALGORITMO DE EUCLIDES

11. Algoritmo de Euclides. En ¢l pirralo antevior he-
mos conocido el algoritmo del desarrolle de wn nitmero
real en fraccion continua, Eslo algoritmo se componia
de dos pasos que se alternaban: 1) separacion de la parle
entera del nimero; 2) represenlacion del resto (menor
que la nnidad) como un nimero inverso al otra nimero
(mayor que la unidad). Dicho algoritino constituye nn
caso particular dei llamado algoritmo de Euclides amplia-
mente usado en lag malemiticas.
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Primeramente mostremos cdmo acciona ¢l algoritmn
de Fuclides a base del ejemplo de la obtencion del MCD
(miximo comiin divisor) de dos nidmeros reales.

Sean p y g ntmeros naturales. Il algoritme de Bucli-
des consta de lps siguientes pagos'):

Phividimaos Cncinnte it
7 par ¢ ity Ty
4 PIC g iy ™
Fy PRCTy 239 ra

Escribirémoslo mediante lag [drmaulas:

p= ﬂof}‘l"rn (U{ro<q);
q gyt (O<ry<<ry)

ry =g~ ry O<r<r); § @hH

= s = e - .

Pseg=—0g s g -+ Tgey (0= Rl Y

Pep =™ Q05 4.

Aclaraeion. Al dividic nimeros enteros ¢l resto puede
resultar cero. Kntouceg, ipor qué excluimos el gigno (e
ignaldad en el primer término, es decir, por qué, por
ejemplo, escribimos 0 <7 r, << r, en lugar de 0 << r, <
<< ry? Porque si resulta que r; - (, esta iguadad sera
la Gltima. El algoritmo obligatoriamente se interrumpird
ya que los restos rg, 7y, ray . . . 800 ninieros enteros no
negativos, y cada niimero consecuenle es rigurosamenle
menoy que el anterior. Por lo tanto, en cierto paso el
resto serd igual a cero.

1) Bi p << q entouees a; = 0. Iisla no esiorba
ol desarrollo sucesive del proceso.
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Las igualdades (2.1) pueden transformarse del modo
siguiente:

7 [}

— =g _—

q ot

L. i3 . S
P | rar

g _ Tz

r aa'i‘ o ] |

Fg—1 /

rs_; es precisamente el MCD de los ntmeros p y ¢.

Cada una de cstas igualdades (excepto la altima) re-
presenta una fraccion impropia en forma de la suma de un
nimero enlero y una fraccién propia. Observemos que
el primer miembro de cada igualdad, & pariir de la segunda,
es inverse a la jraccién propia que figura en la igualdad
anterior. Por esta razén, se puede excluir sucesivamento
todos los r;. Sustituimos en la primera ignzldad la frae-
cion ry/g por su expresién en la segunda igualdad:

g g g + 17.
1 4L
iy T
LEn la igualdad obtenida sustituimos la [raccion r/r,
por su expresion en la lercera igualdad:

™

Si continuamos cste proceso, en fin de cuentas obtene-
mos el desarrollo de pl/g en fraccién continua, No obs-
tante, no hay ninguna razdn para cada vez realizar este
proceso de sustitucion. Iis que acabamos de revelar que
Tyy Ayy Qss . . ., 2, en realidad son clementos de la frac-
cidn continua buscada. Nos queda solamente retener en
la memoria la siguiente regla,
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Para desarrollar plg en una fraccién continue hace
falta aplicar para los nimeros p y q el algoritmo de Eueli-
des. Los cocienles obienidos como resultado de las operacio-
nes de division consecutivas, son en realidad elemenlos de
una fraccién continuq.

Ejemplo. Desarrollar 61/27 en una {raccién continua.

61127 27|7 716 6|1
TiTT|‘5"T T0(H"
Por lo tanto,

61 y .
o7 “__[2\ 3! 1! G]-

12, Ejemplos de la aplicacion del algoritmo de
Euclides. Kl algoritmo de Luclides puede aplicarse no
s6lo para hallar el MCD de dos nfimeros raturales. Sean
P v g elementos de cualquier conjunto en el cual esti
determinada le¢ divisiérn entera.') Entonces puede usarse
el algoritmo de Euclides.

Por ejémplo, si p y g son segmentos de una recta, en-
tonces, el algoritmo de Huclides puede utilizarse para
buscar su medida com@n. Si p y g son conmensurables el
algoritmo de Euclides se interrumpe y el segmento r,_,
[véanse las f6rmulas (2.1)] serd precisamente su medida
comiin. Iin realidad, la altima igualdad (2.1) demuestra
que ry_; 86 contiene en r,_, un namero entero de veces,
Al sustituir el valor r,_, en la peniltima igualdad, ohten-
dremos

T5u3 = Qg g Q5T gy Vgmy = (@18 -+ 1) 7oy

Por lo tanto, r,.;, se contiene también en r,_; un ni-
mero entero de veces. Subiendo de tal manera, en el sis-
tema de férmulas (2.1) cada vez un cscalén, llegaremos
a las dos primeras filas, es decir, demostraremos gue
r's.; contienc un nimero entero de veces también en p
Yy en g, 0 sea, ry., ©s la medida comin para p y ¢

Ademas, el algoritmo de Euclides nos proporciona
los elementos de la fraccién continua correspondiente a la

') Esto significa que a cada par ordenado de
elementos p y g (p s el dividendo y g, el divisor) le corrasponde un
par ordepado e y 7 (a es cociente y r, el resto) que satisface dos
condiciones: p = ag 4 r, r << q. Esta claro que en este conjunto
deben determinarse 1a operacidn de multiplicacién y el concepto
¢mMenors.




relaciom pl'y, Msto tiene lugar también en cl caso cuando
los segmoenlos p y ¢ son inconmensurables. El algoritmo
de Euclides resulLard infinito y log niimeros a,; @, @, ;
serin clementlos de una fraceiébn continua infinita ca-
reespondicnte a la relacion plg.

131 algoritmo de Juclides puede aplicarse para poli-
nomios de wna variable z. Dado este caso, wmenory debe
significar ¢en grado menor», Aprovechando esle algoritmo
puede hallarse el MCD de dos polinomios, pero esto no
tiene ninguna relacidn directa con el tema que tratamos,

13. Resultados. kin el presente capitulo hemos cono-
cido el algorilmo (en dos variantes) qie permite desarro-
{lar todo nitmero real « en una fraceion continua, es decir,
hallar la fraccién continua correspondienie al nlGmero «.

Si o ¢s un namero racional, le corresponde una frac-
cion continua finita. IEn este caso se puede realizar los
cdleculos en direccion conlraria, o sea, hallar el valor de
la fraccion continua. Por ejemplo,

‘ i % 1 7 61
3 3 U

1
'l|—6

Por esta razdn, en lugar de decir «al nimero 61/27 le
corresponde la fraccién continua 12; 3, 1, 6] «puede decir-
se » el nimero G1/27 es igual a la fraccion continua [2;
3, 1, 86]». Hablando de una manera mdas precisa, esto
significa que 61/27 y {2; 3, 1, 6] constituyen dos anotacia-
nes diferentes de un mismo niimero.

Totalmente de otro modo resulta si o es irracional.
En este caso la correspondencia entre oo vy la fraccidén
continua esta determinada solamente en umna direcciom:
al ntimero o le corresponde una fraceidén continua infiniia
vy no al revés. No podemos caleular una fraccién conti-
nua infinita por el mismo procedimiento que utilizamos
al calcular [2; 3, 1, 68]. El sentido de la fraccidén continua
infinita hasla ahora nos es desconocido.

Tenenmos que resolver este problema. En el capitnlo V
se mostrara cémo atribuir el sentido & la fracei6n conti-
nua infinita. Al leer los capitalos TIT v I'V hace falta Lo-
ner presenle que el senlido de la [raccién conlinua infi-
nita todavia nos es desconocido.



CAPITULG 111
FRACCION £5 CONGRUENTES

§ 5, CONCEPTO DIE FRACCIONES CONGRL ENTES

14. Definicién preliminar de una fraecidn congruente,
Se puede inteeenmpir una fraceién continna guardando los
elemenlos ag; 4y, @p, - - ., 4, ¥ tdesechando los siguien-
tos elementos @y 4. dyquy - -+ « Bl nlimero oblenido de
tal manera se denomina p-ésima [racctdn congruente y sc
designa p,'gn:

% 1

= |tgy @yy A2y +» s ;&nl-‘:ao_‘__“ﬁ'—-__i__‘

Gy

En
T

En particular, para n = 0 gc tiene la fraccién con-
groente cero
Po .
"'I:mlaﬂi" 1
Observacién 1, Esta definicion de la fraceion congru-
enle no es definitiva, Sc precisard en el p. 16,
Observaciéon 2. El councepto de fraccion congruenle se
introduce tanto para las fracciones continuas finitas, co-
mo para las infinitas. Para ol caso de una fraceién con-
tinua finita existe la Ultima fraccion congruente que
coincide con la misma fraceion contimua. or ejemplo,
para el nimere G1/27 se tiene

B By

g 17

L=2; 3=
Lo (2; 3, 1= 75
Lo 12;3, 1,61 =5;.

Dado el easo de wna {raccion continnn infinita Ja
secuencia de fracciones congruentes es infinita, [l senti-
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do de una fraccién continua infinita nos es desconocido,
pero csle hecho no nos impide comprender el sentido de
[racciones congruentes. Por ojemplo, para la fraccion

Pz 2, 2 2w sl

Alusién. Precisamente esta circunstancia (la posibili-
dad de formar fracciones congruentes) mnos permitira
inspirar el sentido en la fraccién continua infinita: con-
siderar que las fracciones comngruentes sirven de aproxi-
maciones consecuentes que definen el valor de una frac-
cién continua infinita.

Esta alusién constituye el germen do la teoria ulterior.
En el capitulo IV serd desarrollade. Pronto demostrare-
mos que para el caso de una fraccién continua finita las
fracciones congruentes representan aproximaciones con-
secuentes, mientras tanto lo comprobaremos para el nu-
mero 61/27. Para estimar las aproximaciones, indigue-
mos que 61/27 ~ 2,25Y.

AproxXimacién
Error
mimero valor
2
t T 0,259
2 —} 2,323 —0,074
3 %= 2,250 0,009

Observamos que el ervor tiene los signos que se alter-
nan y decrece en valor absoluto. A continuacién se escla-
recerd que ss una regla genoral.

15. Ley de formacion de fracciones congruentes. Para
hallar Ja r-ésima fraccion congruente no hay necesidad
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de copiar una fraccidn continna de varios pisos ni reali-
zar nn proceso voluminoso de contlraceitn sucesiva, Ixiy-
ten unas formulas recurrentes hastante simplest) parva
el cdilcuto de p, v g, Evideolemente

Po __ fo .
2o U
B b et
P AL iy :

fz

iy £ = - .
A fin de pasar e :Tia 4o Us necesavio sugliluir a, por
i § 2

I - . p 3 "
a4+ = Uina vez realizadas cierlas lranslormaciones po-
o complicadas, oblendremos
P2 @@y | 1} ag
2 ayry —1 i
Si ahora examninamos con atencion esta fdrmula podre-
mos ver su eslruelnurn siguiente:
Pa _ paoe-kpy
M2 Filty |- o °
Resulta gue aqui se observa la ley goneral. Escribé
maosla expresando por separado el numerador y ol deno-
minador de la n-édima fraccion congrnonlo:
P = Pn-ifty + -2}
Tn == Gn-1fn + n_2 (3.1)
=25 .
Anles de demosirar las [Grmulax (3.1) precisemos sn
sentide. No atribwmos el sentido a p, v g, aparte.?)

Las térmulas (3.1) deben entenderse asi: como numerador
¥ denominador de la a-ésima lraceién congrnenle pueden

8.

. on

L} 8¢ donomipa recurrente la formuila gue re-
presenta cualqumier clemento de La sucesidn a través de uno o varios
elementos anteriores. Por ejemplo, la formula para el p-dsimo tér-
mino de una progresion geomélrica g, = uy,—,¢ ¢ recnrrepte,
mientras que L [Grinula wp,=u1g%t, no Lo es. Alaprovechar la [6r-
mula recurrenle yo resulta pogible ealenlar », do wnn voz, sino
que hace falta calcular sucesivamente uy, uy, . .., w,,

%) Este punto de vista serd modificado en el
punto siguiente.

3—N1341



%

constderarse tas expresiones (3.1), pere, al mismo tiem-
po, en lugar de las mismas pueden lomarse olros valores
gue les son proporcionales. _

p 't Demostraremoes las Tormulas (311 mediante la
induceion. Supongamos que sean justas para cierto valor
fijo de » gne designarcmog por Kt

Pr= Dy + P2 }
= Qr10g + Qo

y demostrernos que en cste caso seran justas también para
n=1hk+1.
Examinando las expressiones

Pr 1 .
an 1 ;
a+
Qg_l_ - _-1_
A
Dl - 1
Ikt [ 1 !
@ ﬂz"— . 1
. + ‘I i
idp = ak""
podemos obsevvar: pare pasar de —gl‘l a —?—*h hace falta
3 L+t

e 1 s s
sustituir ay por a"+T' Hagamos esta sustituclion
+1
en las formulas (¥). En este caso pp_. ¢a-2 Pr—t ¥V Tt
no variardn ya que no contienen ag.
i
Pi+1= Pr (ﬂ-k e ) + Pro=
"R+l
i N
— [(p-sin+ Pr2) Tyer + Pyl
‘had
1
Gret = Gpt (ﬂr.-.—i— = )+Qh_2:
ki)

i
W hoi@r+ @n-2) @1+ Tnsl-
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_ .‘M {omar on m|l.‘:u‘leraci(n] qUe Pr+1 ¥ Gr4g eslan de-
linidos con una exactitud de hasta el coefliciente de pro-

1) p signilica ¢l comienzo de fa domostracién.
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. - 1 ;
porcionulidad, desechemos el factor o ¥ sustiluimos las
Eha

expresiones entre paréntesis de acuerdo con las fGrmu-
las (*):

Py = Prlysg-F Py
Thet = n@y 1+ Giye
ITemos obtenido lag formulas (*) con la sustilucidn de

ke por &+ 1.

Ademas, ya liemos observado que lag formulas (3.1)
son validas paca n = 2. De tal modo, hemos demostrado
que también son vilidas para n = 2, 3, ..., 5. @Y

16. Determinaciun definitiva de una fraceién con-
gruente. Ahora vamos a introdueir cierta maodificacion
en el senlido del término «fraccion congruentes. Conside-
raremos [racciones congruentes de los ordenes nulo y
primero las fracciones p,/g, ¥ /gy, respectivamente, para
lag enales py - a,, g, = 1, py = @ya, 4 1, q; = a,, Con-
sideraremos  fracciones congruentes do los 6rdencs
2, 3, ..., s aqucllas fracciones cuyos numeradores y de-
nominadores se determinan por las férinulas (3.1) para
= F vnne

Es posible guo el Teclor no se de cucula en qué consig-
te aqui la modiflicacién. ¢Es que hasta ahora compren-
diamos la fraccién congruente de otra manera?

Se frata e que un mismo niimero puede representarse
mediante diferentes procedimientos. Por ejemplo, las

12 ;% representan un o mismo  nimeroe.
Flasta ahora bajo c¢l Lérmino «lraceién congrnente del
n-ésimo ordens comprendiamos un namero bien definido
independientemente del procedimiento de su nolacién.

Asi, en el ejemplo del punto 8 a la pregunta « Cudl es
la fraccién congruente de segundo orden para el nimere
61, it ¥ ; e
57'» s¢ podian haber dado diferenfes rvespuesias: 20
2,25, V4; 18/8, ete. Todas cstas cxpresiones constitnyen
un mismo namero escrito mediante diforontes procedi-
micntos. Pero, a partiv del presente punto, por férmino
sfraccidn congruenter comprenderemos no sélo un nidmero

notaciones Q,h;

1) ® significa ol (inal de la demostracién,
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bien definido, sino que también un procedimiento determi-
nado de su notacion. De aqui v en adelante consideraremaos
que para ¢ mimero 1727 la fraceion congruente pufgs
constitnye %4, v la respuesta 18/8 rvesulta incorrecta.l)

Alora estidn exaciamente definidos el numerador y el de-
roménador de cada fraceidn eongruente y no solamente con
wna exactitud de hasta el coeficiente de proporcionalidad
{en nuestro ejemiplo, ps == 49, g, = 4).

Esta consideracion es de suma importaucia para el
desarrollo ullerior de la Leoris ile fracciones conlinuas.

5i lenemos presente que lodas lag lelras en las for-
mulas {3.1) represenlan ntmeros nalurales, entonces lle-
gamas a comprender con laeilidad que los denominadores
(asi comeo los numeradores) de las fracciores congruentes
crecen  estrictamente, es ileeir, gy = Guo1s Pu = Pa-
(7 = 2,3, ...). La comparacidn de p,, g4 con py, g, Nos
brinda

=1, g1, gr=a.

e donde ge observa que p, = p, ¥ ¢y puede resnltar igual
a g,- Tenemos definitivamenle

S =<l s << gg=<T ...} )
Pl <<l ps<< ...

Lag seeuencins (3.2) pueden ser finitus o infinilas en
lvcion de que sea finita o infinilta la fraccién confinua
que tas engendrd.

17. Téenica del cilculo de las fraceiones congruentes.
Indiguemos una disposicion c¢dmoda de las notaciones al
caleular fracciones congruentes. Escribivemos los valores
a; en la primoera [ila, p;, en la segunda ¥ g;, en la tercera.

(3.2)

ay [Zr | 22| Ay gy | A

Po| P1| V2| Pa Hs=1 | Ps

o | g | Fa| T2 sy | Ts

Ly A propésito, 9/4 y 18/8 son fraceiones diferen-
fes pungue repregeantan un mismeo mimero racional,
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Primero Henamod tada la primera Tita v 1ag dos pui-
meras coliumnas, Al sepuir Henando la Labla linee falty
usar ¢l esquema que siguoe:

¥
[T Ay Ty
Py Pr-i
Uhen Yn-1

1) Ta cohunna | 2 |:se multiplica por @,; 2) a la columna

n—1i
obtenida s¢ Te anade la anterior.
Recomendamos hacer uso del mismo esquema s1 se
necesita calenlay ¢l vador de una fraceidn continun fintla
- . 1}
I altima columna | F#
1 59}

ofrece In respuesta. Iigte mélodo
* i
es mucho mas sencillo que Ja contraccidn progresiva

llagan Usledes mismos ejercicios de Tenmr las tablas

para la fraccidn continua [0; 3, 14, 1, 2, 5l
Ny 8| m J 1 2 n
‘lTi 14 ‘ 3 i ’ 235
1 3 43 46 135 | T2l

18. Coeicnles completos, Con frecuencia wog vemos obligados
a interrumpir el proceso de desarrollo de un wimero en fraccion
continua sin Hevarlo hasta ¢l final.

I'or ¢jemplo,

1 1
¥ Sl e
i 8
o Lien
= 84 —
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Los minevos 27/7 6 7/6 que figuran ayui se denominan escientes
completos (ahora daremos la definicién divecln de cste concepto).
Se ha aceplado la siguiente votacidn:

| 297 7 i 7 ;
(2| 3] (o 1 |5

es decir, ¢l cociente complelo se separa de los elementlos anteriores
de la fraceidn continua mediante una lfnea vertical.

Fl cociente completo o, puede determinarse del wmodo si-
gZuiente:

1
" ; : (3.3)
st ax-+
" 1
-1 g =
donide
1
B = | thy ‘1"1' ; (34)

Hablando wiwetaféricamente, el cociente completo es una feae-
ci6n continua que comienza no desde g, sino que desde cualquior
elemento an, 0 sea, upa fraccién continua de la cual se han cortade
todos los clementos iniciales hasla a,_,, inclusive. La igualdad
{3.3) se escribe simbélicamente asi:

o=lag @1, a3 -.., @n_y|tipl. (3.5

Los cocientes completos poseen la siguiente propiedad: si
cualesquicra dos cocientes completos coinciden, es decir, 0, = Cppy
(. > 0), entonces, en primer lugar, esta coincidencia se repite cada
peso igual

Un =Unik = U%Un4zk = - = Spamh=— . - -

¥, en segundo lugar, la fraeccion continua es infinita y periodica.

La demostracion es cvidente y no vale Ia pena aducirla en
detalles. Nos limitaremos a indicar ¢l primer paso. Cuando woso-
tros, haciendo wuso del algoritmo del desarrolle de un mniimero «
en fraccién continua, MHegamoes a cierto cociente complelo a,,,
entonces nuestros pasos sucesivos ya no dependen de los anteriores,
es decir, no dependen de los elementos ag, @y, @3y - oy @ty TOT
consiguiente, después do anyj-, en la fraccion conlinua se repeti-
rdn los mismos elemenlos que después de an—,.

Si e, es un niimero natural entonces o, = a, y la lnea ver-
tical en la igualdad {3.5) puede sustituirse por una coma. F3 ni-
tural considerar que ey = a.

La fraccifn continua (3.4) puede ser finila o wnfinita. LI =en-
tido de las fraccivnes continuas inlinitas lo conoceremos en e ca-
pitulo 1V y mientras tanta vamoes a comprentder ¢sta notacién
formalmente,
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A conlinuacién vamos u deducir una formula que liga los co-
cienles complatos con las fracciones congruentes, Al examinar la
formula (3.3) observamos: si en el segnndo miembre eliminamos
1lec, entonces cn lugar de o se obliene la fraceién congruente
Prtl@n—1- 32 cual de wcuerdo a las férmulas (3.1) s¢ expresa sf

Pn-i Pr—2n=1 1" Pn_y
Fr-1 Fru—alp—1 = Tpn=)

=i ahera en a [érmula obtenida sustituimes ¢,y por @, -~
+ 1/e,, enlonces el primer miembro se converlira en e

1
Fn-2 (ﬂn-l ~ a—“) I Pu-3

o=

1
i n~z (ﬂ‘n—l '|"'-a— |- ttu—a
n

" (Pr—z8n-1-1 Pn-g) %n I P2z
r-pttn—t ) L ' Gz
Tenemws delinitivamente

_ Pu-1%n + pn-z
fIn—1%n 1 Tn-z

$ 0. PROPILDADES DE LAS WRACCIONES CONGRUTNTLES

19. La diferencia de dos fracciones econfruentez ve-
cinas. El paso de la r-Gsima fraccitn congruente a la
siguiente representa el incremento de la z-6simu fraccion
y se designa con A:

N gt Pnga __ﬂ__:_ Puvifn — Pnn+i Dy {**)
ik Inai UET Gnilne Tndn+1 ! i
donde D, cs el numerador;
Dy = prss@n— Inla+t gkl

Redwzeamos los indices de gy ¥ o Segun las
formulas (3.1);
Dy, — Wultayy + PTl—l} Gr— Pn (nttanr 4 qn—l] =3
= = Pale1— Pr—ytn -
La expresion entre parénilesis es del mismo tipo que

la (**%%) pero lodos los indices son menores en ana ninidad
Por lo tanto Ja misma represenla 1), 4

f)ﬂ= _""”u-l.'
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Esta relacién recurrenle pormite disminuir el indice
hasta el cero;

Dnz _Dﬂ.—l ::})n—iz: _Dn—az AL :(__1)H Du-

Para oblener un éxito complelo nos gweda calcular
directamente 2,:

Dy = pygo— poty = (@09 + 1) - 1 —aya, = 1.
Por lo tanto,

Dy, = thy+1@u— Padnrr=(— 1" (+)
y seg(n la [érmula (#%)

A . Ban  pn (DT (3.6)

st Yy In Fndnsl '

20, Comparacion de dos fraccienes congruentes veci-
nas. Vamos a destacar algumas propiedades imporlantes
méis de las fracciones congruentes.

Propicdad 1. Cadae fraccién congruente con nimere
impar es mayor que las fracciones vecinus (andlerior y poste-
reor). Cada fraccion congruente con niimere par s menor que
las fracciones vecinas,

Al aplicur vsla forinulacion a las fracciones congruen-
tes nula y ultima (st ésta existe), debe tomarse en consi-
deracion que cada wuna de cllas tiene solamente una
fraccidn vecina.

FLa validez de esta propiedad es evidente de la for-
mula {3.6).

La propicdad 1 significa que las fracetones congruen-
les sncesivas son alternativamente ora mayor ora menor.

Propiedad 2. l.as diferencias entre dos fracciones con-
gruentes vecinas decrecen en valor absolulo (se tiene con
ctienta: a medida que crece el nimero).

g Comparemos

| Ap |2 et
dndn+1
1

On+1Gn+a

| Aty | =

Te TETIL0S, ey e . or < IlBi ien 2y 1) i S f
Cenen Ty -3 > q,. [or comsiguiente la segunila
fraccion el denominador es mayor, mientras que ella
misma es menor

lj‘rli't|<|‘5n!- .
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Propiedad 3. 1 valor exacto de una [raccidn continuae
Jinita o, esté conterado entre cualesquiera dos [raceinnes con-
gruentes veginas, Todas las [racciones congiucnies con ni-
meros pares se disponen a la izquierda de o, o sei, nos dan

Fig. #

una aprozimacn con falla. Todas las fracciones congruen-
tes con ntimeros impures se encuentiran a la derecha de o,
es decir, nos dan una aproximacion cOn erceso.

ts evidente que hace falta excluir ladiltima fraceion
congruenke que eos oxaclamenle ignal a =

En la fig. 8 se expone la disposicion de [raceiones con-
graentes en el eje numérico. Las inseripeiones signilican
ol nimero de eada fraccién v no su valor. Bl punto mas
izquicrdo corrospoude a Ta fraceidn congrionte N°O (o5
decir, la parte entera de una {raceién continna). PParn
poder pasar de la misma a la [raceion N°1 hace falta
hacer nit paso a laderecha. Fgte paso (o sea, Ag) esta mar-
cado con un arco por arriba. Tava pasar de la fraceion
N™ 1 ala N™ 2, es pecesario dar un paso alras, a la iz-
quierda, pero este paso (es decir, A,)serd menor que ol ante-
rior, ete., ete. Sepuimos dando pagos alternativamente &
la derechia y a la izquiceda del tal modo que cada paso
sueesivo sea menor qie el anterior. La lig 8 nos convence
do 1a jusleza de la propiedad 3.

La fig. 9 tamhién ilustra la disposicidn de Iag fraccio-
nes congruentes, T el eje de abucisas murcamos los no-
meros de fracciones congruenles y en ol ¢je de ordenadas,
sns valores. Al nivel de e esti trazada una veela punleada
paralela al eje de ahseisas,

Propiedad 4, £l error absolufo que surge al sustituir el
piimero o por la fraccién congruenie P q, es menor que
1"11:,":, rs decir,

‘a_ﬂ|<- L (3.7)

< _"._ .
In Ui
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P Ln realidad, de la propiedad 3 y Ia férmula (3.6)
se deduce que
|

})!l
Tndnsr

LS

lista estimaeion es incomoda por el hecho de que en el
proceso de apraximacién o & p,fq, nos puede ser desco-
nocida la siguiente Iraceién congruente, Por esta razdn

o —

" o g F e v/

Iigf, 9

stistiliimos en la Gltima desigualdad ¢,.4, por un ndmero
menor g,, lo que conduce a la acontuacion de la des-
ignaldad. Asi pues, la desigoaldad (3.7) queda demoslra-
da, W

La propiedad 4 demuestra que las fraceiones congrien-
tes convienen mucho para Ja aproximacién de nimeros
veales. Si la lraccién p,/g, no Iuera congruente podria-
mos esperar de la misma una exaclilnd solamente de
hasta 1/2q,,.

21. Tdrreductibilidad de las fracciones congruentes.
Consideremos uns propiedad mas de las [racciones con-
gruentes.

Propiedad 5. T'odus las fraceinnes conginentes son ime-
dueibles.
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Recordemos que los nwmeradores y los desominadores
de las [racciones congruentes se determanan por las [61-
mulas (3.1). Supongamos que la Iraceion p, /g, sea redu-
cible, es deciv, su numerador y su denominador tienen un
factor comiin A diferente de la unidad:

n=hpu
Gn = }“q;u

donde p,, v g, son nimeros naturales. lEnlonces la for-
mula (4) nos brinda

A (pn-!—lq;m == P;rq:t+i} = (_' 1)11 .

llemos obtenido una igualdad absnrda: el primer
miembro se devide entre &, mientrag que e! segundeo, nn
Por lo tanlo, la fraccidn p,/g, es irreducible.

Un conjnnto de fracciones iguales entre si conticne
solamente una fraccion irredneible. Por esta causa la
fraceion congrnente pnede definirse asi: se denomina con-
gruente una fraceton irveducible que expresa el valor de unn
fraceién. continua truncadn.



CAVITULO 1V
FRACCIONLES CONTINUAS INFINITAS

§ 7. NUMLEROS REALES

22, Abismo entre lo finito y lo infinito. Sabemos
cnconlrar el valor de la fraccién continna finita y espera=-
mos que nuestro leclor ya degee saber tratar Jas [raceio-
nes inlinitas. Precisamente los descos de tal indole con-
tribuyen al progreso de la ciencia.

Todo ntmero racional puede representarse en forma
de una fraceitm continua finita. Y, al revés: toda fraccidn
continoa finita representa un nimero racional. Entonces
dpuede ser que logremos representar nidmeros irracionales
modiante fracciones conlinuas inlinitas!?

Muclias nociones matemdlicas, que conocemos en una
variante linits, al mismo liempo Lienen andlogos infi-
nitos alentadores. Citemos unos cuantos ciemplos.

El sentido de nna fraccion decimal [inita estd completa-
mente claro. Por ejemplo, 0,33 =significa 33/100. Y qué
signilica 0,333...1)2

El valor de la suma de un iamero finito de téeminos
Lambién tienc un sentido comprensible. Por c¢jemplo,

1+¢i, -I-% :Z‘"’ ¢Y como se entiende la suma 1 -+

1 1 1 v
-|-LT|_T_|_.8_+ L

fixisten polinomios finitos, por cjemplo, 1 - 2z -
- 3% ¢Seria posible considerar «polinomios con un ni-
mero infinito de términos» como 1 - & 4 &% - . ..

o Bl D

Sin embargo, a pesar de su parecido exterior entre lo
finito y lo infinito yace un abismo. Hasta el siglo XIX

¥) Los punlos suspensivos coaslituyen un sim-
bolo malemético de doble sentido. Los punlos suspensivos dentro
ile una formula significan qne estin omitidos ciertos elementos
(por elemplo, 1 | 7+ 2?2 4+ ... + «") y los puntos suspensivos
al linal de vna f6rmula {por eiemplo, 1 4 = 4 #* 4 . . .) signilican
¢etedters hasta el inflinitor. También hay puntos suspessivoes que
suslitnyep algupas [lilas,
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los malemditicos no se daban cuenta del migmo. Sin com-
prender ¢l poligro, seguian tratawdo los objetos inlini-
tos del mismo modo que los finitos y, a veces, Hegaban
a obtener resullados absurdos, Kn el siglo XIX, poco a
poco, aprendieron a Lratar lo inlinito y tendieron uuos
puentes sélidos por encima del abismao. Nosotros pasare-
mos por uno de ellos.

En lo gue se refiere a los ejemplos adnerdos, seiialemos
qne una fraceidn decimal finita, por su sentido, no di-
licre de una lraccion simple, ya que constituye solamente
ma forma singular de anotacion. La fraceidn 0,33 liene
el numerador 33 v el denominador, 100. ;Y cndal es el
denominader de la Traceion inlinita 0,333...7 Comn re-
sulta imposille conlestar a esta pregunta, enlonces esta
claro que una fraccion decimal infinita no tiene el mismo
sentido que la finita. N.N. Luzin decia, gne aunqne di-
bujemos ¢l simbolo 0,333 ... no surge su sentido, fiste
simbolo 10 es més que un arabesco o un ornamento, No
obstante, es posible alribuirle también cierto sentido.

De modo andlogo, fa suma 1 = % L. %Llunc senlido,
porque s¢ puede hallar s valor mediante la adicidn

3 3
1 I% = ?} L .:l_

consecnliva: . Pero, resulta impo-

| -1

g T A 1
gible hallar el valor de nna suma infinita 1 |- T o A
: |3
1 . ; b4
I- 3 |- ... mediante el mismo procedimienio, ya que el

proceso de adicion conseentiva ninea podri lerminacse.
No se debe considerar gie se Leala de una dificultad ne-
tamente téenica: os un obsticnlo de principio. Seria
imprudente frangnilizarse por el hecho de que al sumar
gneesivamente los nimeros 1 |——17 L. % e i
valores aprozimados ¢ una suma inlimta. No se puede
pusenr valores aproximados de slgo gue no existe. fLn
primer lugar, hace falta determinac el senlido de una
suma infinita y solo después de hacerlo se poird hablar
acerca de sus valores aproximados.

A continuacion entrarcmos en materia. Les recorda-
mos que vamos a atravesar el abismo enlre lo finito y lo
infinito aprovechando wno (e los muchos existentes) de

.- hiallamos
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los punenles. liste puente se denomina prineipio de seg-
mentos encajados o axioma de Canfor. V)

23. Principio de segmentos encajados, Decimos con
frecuencia que wna linea recta es continua. lin las mate-
maticas sicinpre nos vemos obligados a buscar unas for-
mulaciones logicas a [in de sustifiir representaciones in-
tnitivas. Il prineipio de segmentos encajudos constituye
un axioma que expresa precisamente esta propiedad de
na recta, quo se denomina continuidad.

Recordemos que sc denomina segmento ¢l conjunto de
puntos de una reclu, constituido por dos puntos dife-
rentes a y b (denominados extremos del segmento) y 1odos
los punlos comprendidos entre éstos. Ll segmento se de-
signa mediante el simbolo [«, ]. Il conjunto que com-
prende lodos los punlos entre @ y b, pero que no compremnde
los propios puntos a4 y b, se denomina infervalo v se de-
signa medianle el simbolo (e, §). Bl intervalo (a, &) con-
tiene dos puntos menos que el segmento fa, U], no ohs-
tante, csta diferencia a veces resulta ser muy impor-
tante. Si ahora a un conjunto de puntos comprendidos
enfre ¢ y & unimos una Jde los extremos onlonces obtendre
mos un semiintervalo. Fn el eje numérico podemos desig-
nar con la misma letra el punlo y el nimero que le co-
rresponde. Entonces, tenemos

segmento |a, b]: |le<C <D,
intervalo (a, 8):a<<a<<b;
semiintervalo [a, 0) : a<la<<®;
semiintervalo (a, b]: o << z<lh.
Lxaminemos en una recta una secuencia inflinila de
segmentos
Layy bly Tagy Ug)y oo oy lagy Unly ooy
que posee dos propiedades: 1) cada segmento (a partir del

segundo) esli encajado en el anterior; 2) las longitudes Jde
los segmentog tienden a cero (para n — o).

') George Cantor (1845—1018), gran malemé-
tico alemiin, fundador de 1a teoria de conjuntos. La Leoria de con-
Juntog llegd a ser el fundamento de todas Jas mateméticas.
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La primera propiedad significa: todos los puntos ded
segmento que liene p-ésimo nimero perlenecen al seg-
mento que lieme el (r — 1)-ésimo numero (g, 10).

La segunda propiedad debe entenderse asiz si fijamos
con anlicipacion cualguier longibnl &, entonces le co-

Fig. 10

rresponde tal nimero n que el segmento [a,, b, | tiene una
longitud menor que & (y los segmentos con nimeros miyo-
res tienen una longilnd atGn menor).

Dado este caso, exisie nn punto y solamente uno que
perteneco a todos los segmentos.

Niepitamos brevemente esta formulacion.

Axioma de Canlor. Si en una recta se da una secuencia
infinita de segmenlos que posee dos propiedades: 1) cada
segmento subsiguiente estd encajado en el anterior; 2) las
longitudes de los segmenlos tienden @ cerv, entonces exisle
un punlto y solomente uno que perienece @ lodos los seg-
mentos.

Ahora esclareceremos este axioma mas elalladamen-
te. Iin la fig. 10 estén representados nmos cuantos pri-
merns segmenlos de mueslra secuencia. A cada paso del
proceso {se enomina n-ésimo paso la transicion del n-
ésimo segrmento al segmento (n |- 1)-Gsunol se excluyen
algnnos puntos. Por ejemplo, ef punto .1 en la fig. 10
pertenece al primer segmento, pero no pertepece al se-
gundo. Por lo tanto, ¢l punto A serd excluido durante
el primer paso del proceso. Bl punto /2 queda intacto du-
rante el primer pago, pero serd cxcluido dnvante el se-
gundo. Ll punto € queda intacto dinrante los primeros
dos pasos, no obstanle, se excluira duranle el \ercer paso,
ete. Cada punto del segmento lay, b, tiene su propio des-
tino. Mabrin puntoz perlenecientes al 1000-Gsinio seg-
mento, pero que no forman parte del 1001-ésimo seg-
mento, Estos puntos en el transcurso del proceso qreda-
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ran intacles 1000 veeces, sin embarpo, seran excluidos
durante el 10 -ésiawu paso.

El principio de segmentos encajados afirma que exis-
Le un punto X que nwnce serd excluido, o sea, (uedard
intacto durvante cualquicr paso, s decir pertenece a
cualquier segmento, tmilependientemente e su nimero.
Con otras palabras, pertencce a todos los segmentos.

La exiglencia de tal punto se establece por el axioma
dado. Ahora la unicidad del mismo punto incluida en la
formulacion, para eomodidad, puede demostrarse con
facilidad. Ln realidad, supongamos gue existieran dos
puntos semejantes, X ¢ Y. Designemos con la letra d
la distancia enlre dichos puntos. Segin la condicién,
las Iongitudes de los segmentos de la secuencia dada tien-
den a cero. |lalleinos tal ndmero n# para el cual la longi-
tud del segmento [a,, b, sea menor que d

| @ps by | << d.

Entonces el segmento la,, b,] no podra cnbrir el segmen-
to XY = d, vs decir, los puntos X @ ¥ no pneden perte-
necer al segiento {a,, b,l (tampoco, al segmento que
le sigue). Por Yo tanto, se hia demoslrado que no puede
haber dos puntos que perlenezcan a lodos los segmentos,

Ejemplo 1. En ol eje numérico analicemos los seg-
mentos

' 1 3 3 ) T 0
lD!“' [E‘v 7;']9 ['g': ﬁ’]v I:-i_ﬁ-’ m:lv--—r
1 1 1 1

Esta elavo que el punto §/2 (v Gnicamenle este pun-
Lo) pertenece a todos eslos segmenlos.
Ejemplo 2. listd dada una secuencia de segmentos

[0, 11, [0, iz] [0, -};—J,...,[U. <74

It pumto 0 (y @inicanente este punto) pertenece a todos
estos segimenios,

En eada uno de eslos ejemplos nos enconlrames con
cierta secuencia concreta de segmentos cencajados. KEn
cada uno de ellos resulta facil indicar el punto finico que
pertenece a todos los segmentos. Pues, el principio de
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segmentos encajados confirma gque tal punto existe
siempre (sea cual fuera la ley de formacién de la secuen-
cia con tal que sean satisfechas las dos condiciones men-
cionadas).

Observacion. Si en el ejemplo 2 hubiéramos examinado
la secuencia de intervalos

MR R I T ST
entonces, a pesar de que son encajados y sus longitudes
tienden a cero, no existe un punto que pertenece a todos
estos intervalos. Pues el punto O ne pertenece a ninguno
de estos intervalos y cualquier otro punto del intervalo
(0, 1) sera excluido durante algiin paso.

Entonces, es de gran importancia el hecho de gque en el
axioma de Cantor se trata de segmentos. Para los inter-
valos semejante afirmacién es errénea.

E1 principio de segmentos cncajados expresa la con-
tinuidad de la recta: en aquel lugar al que se arrastran
log segmentos siempre resulta encontrarse un punto y no
vacio. Intentemos violar la continuidad de la recta ha-

ciendo un agujero en el punto -;- Con otras palabras, eli-

minemos de la recta el punto -3 El conjunto de puntos
M que ha quedado ya no puede denominarse recta. Cons-
tituye un conjunto de llamados rayos abiertos (es decir

rayos sin vértice): (—oo,%) y (-;—, oo). Examinemos la se-

cuencia de segmentos como en el ejemplo 1. Ahora no son
segmentos de una recta, ya que les falta un punto, sino
que segmentos en ¢l conjunto M. Cada segmento tiene dos
oxtremos y todos los puntos del conjunto 17 comprendidos
entre 6stos. Aunque estos segmenlos son encajados y sus
longitudes tienden a cero, no existe un punto del conjun-
to M que pertenezca a todos estos segmentos. £l prin-
cipio de segmenlos encajados para el conjunio M no es
vilido.

24. Conjunto de nlimeros racionales. Sigamos como el
gje numérico va llendndose poco a poco con numeros.
Primero, marcamos los nimeros enteros, El conjunto de
todos los nimeros enteros suele designarse con Z. No se
requieren razonamientos finos para convencerse de que

4—01841
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los puntes del conjunto %4 no llenan la recta enteramente:
entre los puntos enleros veeinos hay un macizo continuo
de puntos (iutervalo) por ahora anonimos.

Abora empecemos a marcar los nlimeros racionales.
Basta con marcar todos los nlimeros racionales comprendi-
dog entre 0 y 1. Luego, al desplazar el segmento [0, 1]
en un numero entero de wnidades a la izquierda y a la
derecha, obtendremos todos los puntos racionales en la
recia.

Abarcaremos los nimeros racionales en el segmento
[0, 1] segln el orden que sigue:

Paso 1. Marcamos lag [racciones cuyo denominador cs
igual a 2. Ixiste solamente una fraccibn que satisface a

esta condiciin: -;l-

Paso 2, Marcamos las [racciones con sl denominador
igual a 3, disponiéndolag en el orden de crecimiento de
1 2
et ) ‘

Paso 3. Marcamos las fracciones con el denominador
igual a 4, disponiéndolas en el orden de crecimienlo de

3 . 1 » 4
los numeradores: Zl" (?%)’7?‘ La frac.cmn—z- estd escrita
entre paréntesis porque este nmimero ya aparecia antes.

les numeradores:

. - - - . - . . . . . - . . - s -

Paso (n — 1}. Marcamos las [vacciones cuyo denomi-
nador es igual a n, disponiéndolas en orden creciente de
1, 2 i — P P
los numeradores:, o :%’ ni, ‘. & w0 nn_l Si entre éstas se oen-
cucntran reducibles, podemos tacharlas.

. . = . . . - - - . - . . . . ~ . -

Iste proceso es infinito. No podemos terminarle pero
podemos afirmar que prevé la inclusion de zodes los ni-
meros racionales comprendidos entre 0 y 1. Elocliva-
mente (es gque existe acaso una fraccidn a la cual nunca
le llegara su (urno? Tomomos umiquier fraccitm compren-

dida entre O y 1, por Lj(‘ll]p]() - lista claro que marcando

lay Fracciones con el t[EllOlT]lI‘lrlll()] igual o 2, 3, 4, ..,
alguna vez (para precisar: durante ol paso 858) legar Emos
al denomiandor 80, Luego, al digponer las [racciones eu
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5 B
orden creciente de sns numeradores 819‘ g—g, %, ote., obli-
g%. De tal modo,
cunfguiera que sea Ja fraccion escogida entee 0 y 1, en el
{ranscurso del proceso, llegaremos obligaloriamente a la
misma, y la marcarcmos en ¢l segmento [0, 1]. Si se si-
pone que el proeeso ha finalizado cntonces en el seg-
mento [0, 1] serdn marcados lodos los puntos racionales
(punlos que represcutan nimeros racionales). Despla-
zando estos puntos a 1, 2, A, . . . unidades a lo derecha y

galoriamente llegaremos a la Iraccién

A
I\
S
- \ : -
-7 7 7 2
Fig. 11

a la izquierda, marcaremos en el ejo numérico todos los
puntos racionales de la recta, o sea, ledos los nimeros
racionales, [l conjunlo de todos los nimeros racionales
(0 ol conjunto de todos los puntos racionales del eje nu-
mérico) siempre lo designaremos mediante Q.

25. Existencia de puntos no racionales en una recta.
¢Llenarin log puntos del conjunto Q toda la recta? Re-
sulta que no: en la recta hay punlos que no pertenecen a
Q (no racionales). No obstante, esie liecho no es tan evi-
dente como para el caso del conjunlo Z, por lo cual para
conteslar a esla pregunla se requivren razonamienlos finos.
A Pitdgoras se le atribuye ol siguiente descibrimiento
genial: no existe us nimero!) cuye enadrado sea igual a 2
{0, lo que es lo mismo, la diagonal de nn enadrado es in-
conmensurable con sn Jade). Si en el c¢je nnmérico
(fig. 11) lenemos maycados todos los puntos racionales,
entonees ¢l arco de la cirecunferencia, cuyo radio cs la
diagonal del cwadrado OA, atravesard libremente el con-
junto Q cn la recta numérica sin intersecarse con el mis-
mo

1) Un nimera racional. No lo estipulamos ya
que suponemos que hasty ahora no conocemos 0lros uuUmMeros.

It
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No obstante, el conjunto Q se dispone en el eje numé-
rico en todus las partes muy apretadamente. Tsto significa:
todo segmento de la recta, por muy pequefio que sea,
contiene puntos racionales. De tal manera, aunque los
puntos racionales no llenan la recta enteramente, en la
misma no hay segmentos totalmente libres de estos pun-
tos. Resulta muy faci! demostrarlo al acordarse del pro-
lc,gso E{c inclusién do los puntos racionales en el sogmento

o 1

Vamos a considerar las sccuencias do sogmentos enca-

jados
lag, byls [@zy bgly oo vy [@ny Bpls oo e

en el conjunto Q (es decir, los extremos de estos segmen-
tos son puntos racionales). £l principio de segmentos en-
cafados en el conjunto Q no es vdlido. Incluso si se obser-
van las condiciones del axioma de Cantor a pesar de todo
podri no existir el punto (del conjunto Q) que pertenezca
a todos estos segmentos. A continuacién veremos que este
hecho puede utilizarse para la creacién de nuevos nine-
ros, 0 sea, irracionales.

26. Fraceciones decimales infinitas. Atribuyamos al
simbolo de una fraccién decimal infinita el siguiente
sentido: una fraccién decimal infinita es una secuencia
de segmentos encajados en el conjunto Q. Al interrumpir
esta fraccién, por turno, después de cada signo decimal?
obtendremos los extremos izquierdos de estos segmentos.
Al afadir cada vez la unidad del 4ltimo orden, obtendre-
mos los extremos derechos. Por ejemplo, la fraccién
0,313131... significa la siguienle secuencia de segmentos
encajados del conjunto Q:

9,3; 0,41, [0,31; 0,32], [0,313; 0,314], ...

Ln todos los casos (cs decir, para cualquier fraccién
decimal) las longitudes de estos segmentos disminuyen en
10 veces como resultado de cada paso y, por lo tanto,
tienden a cero.

Consideremos ahora dos ejemplos aparentemente pare-
cidos, pero, al mismo tiempo, muy diferentes,

1) Q¢ llamnan signos decimales las cifras que
Siguen a la coma.
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Ejemplo 1. Una fraccién periddeca infinita 0,303...
significa la siguiente secuencia de segmenlos encajados:

{0,3; 0,4|, 10,33; 0,34], (0,333; 0,334], ..

iExistird un punto que pertenezca a todos estos segmen-
tos? En el presente caso y a continuacién se trala de st
existiera tal punto en el conjunto Q. La existencia de tal
punto en la recta no da lugar a dudas.
En el ejemplo dado este punto oxiste: es ci punto
1
z =

Tienen lugar las desigualdades:
03<5<04%
i PR
0,33 {—3- << 0,34; *)

0,333 <5 < 0,334

5 il -
Por esta causa el nimero — se considera como el valor

de la fraccion decimal infinita 0,333... A continuacion
ofreceremos la definicién dirceta de esla nocién, miontras
tanto examinaremos el segundo ejemplo.

Ejemplo 2. Formemos dos secuencias: a) la maxima
fraccidn decimal con signos decimales 0, 1,2, ..., n, ..
cuyo cuadrado es menor que 2; b) la minima [raccidn
decimal con signos decimales 0, 1, 2, .. ., n ... cuyo
cuadrado es mayor que 2.

Hallamos sucesivamente

1222, pero 22> 2;
1,42<C 2, pero 1,5°>2;
1,412 <2, poero 1,422>2;

...............

Podemos continuar cste proceso inlinitamente. (Exis-
tird cn el conjunto Q un punto que perlenezca a todos
slos segmentos

11: 21 114 1,51, 11,415 1,42), ...°
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Iin olras palabras, exislird un n@mero racional z que
satisfaga lodag las designaldados

1< 2;
1,4< x<1,5; (**)
1,41 < 2 1,42

[Sefialemos que ponemos el signo < (y no <) ya que
estamos buscando un punto que pertenezca al segmento,
es decir, gue posiblemente coincida con uno de sus extre-
mos. lin el ejemplo 1, por casualidad, ¢l nfimero siempre
resulta denire de los segmenlos. Si liubiéramog tomado

Ta fraccién 0,2000... que corresponde al namero —15— enton-

ces nos veriamos obligados a usar el signo <C.)

Es bien conocido que tal ndmero no existe, lo gue
significa que para cualquier nltmero racional las desi-
gualdades (**), a partir de cierta fila, no son validas.
Al mismo tiempo esto significa que la respectiva frie-
cion decimal infinita 1,4142136... que se determina por
el proceso anteriormente descrito, no tiene sentido.

IHa Negado el momento de atvibuirle el sentido que
no tenia antes.

27. Introduceidén de niimeros irracionales. Observamos
i

3
=, . 2 .

#) como una fraceion 7 08 decir, [a razén de los nimeros

naturales 1 ¥ 3; b) como wna fraceidn decimal infinita

0,333..., o sea, como el punto comn de segmentos enca-
jados

puede entenderse de dilerente manera:

que el nimero

10.3; 0,4], {0,33; 0,34], 0,333; 0,334), ...

Para el nimero 2 que huscamos en virtud de las des-
ignaldades (**) el primer procedimiento no sirve. Sin
embargo, a este numero le corresponde una fraccién deci-
mal infinita, o sea, un sistema do segmentos cncajados

11; 2], [1.4: 1,5], [4,44; 1,42], ...

Se puede convenir en que esta lraccion decimal inli-
nita o (lo que es lo wmismo) este sistema de segmentos
ancajados determina un nimero. Un ntmero de tipo
nuevo: no puede representarse por la razén de ndmeros
naturales. ‘1Al nimero se denomina irrecional.
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Volvemos a esclarecer la idea (le introduceion de ni-
meros irracionales.

La secuencia infinita de segmentos cncajados (*)
determaina un nimere, Hste nimero resultd racional:
1/3. Podemos operar con el mismo aun sin analizar la
secuencia (*).

La secuencia infinita de segmenlos encajados (*¥)
también determina un numero, pero lo desconociamos
antes (se supone que conociamos solamenle los nimeros
racionales) y aparecié tnicamente en forma de la secuen-
cia (¥%).

28, Nimeros reales. Los nimeros racionales e irra-
cionaleg tienen una denominacion coman: niimeros reales
Con otras palabras, ol conjunlto de nimeros reales R
representa la unién de conjuntos de numeros racionales o
irracionales.

Al gencralizar la nocién de némero, los nimeros viejos
no deben contraponerse a los nuevos, sino que hace falta
considerarlos como un caso particnlar de una nocidn
amplia. Con otras palabras, debe existir un principio
{inico de formacién y un procedimicnto dnico do desig-
nacion de todos los niimeros reales,

Pl procedimiento dnico de designacién (el mismo
constituye el procedimiento de formacién) corregponde a
las fracciones decimales infinitas.

Verdad que, algunos ndmeros racionales pueden re-
presentarse en forma de una fraccion deeimal finita. No
obstante, a fin de tener un procedimiento Gnico de de-
signacion apto para todos los nimeros reales, conveni-
mos oft transformar cada fraccion decimal finita en inli-
niti. Seialemos que es posible hacerlo mediante dos pro-
cedimientos. Por ejemplo,

0,5=10,5000 .. .;
0,5=0,4999 ...

Para qne cada nimero real sca representado por una
fraceiom decimal infinita mediante un solo procedimiento,
Jlegamos al giguiente acuerdo:

Acuerdo. Se prohibe ugar las fracciones decnnales infi-
nitas con la cifra 9 en ealidad de periodo.

Alora el udmero 0,5 puede escribirse en forma de Ia
fraceion decimal infinita solamente agic 0,5000.,.,
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Después de cste convenio, cada nimero real es ropre-
sentado \nicamente por una fraccién decimal infinita,
es decir, dos fracciones decimales infinitas diferentes no
pueden representar un mismo namero real.

Subrayemos que segfin nuestra definicién el ntimero
real os precisamente una fraccién decimal infinita. Algu-
1nos nimeros reales pueden representarse también por otros
procedimientos. Por ojomplo, los ndmeros racionales pue-
den representarse en forma de fracciones simples. Las
raices de nidimeros naturales se designan 12, V3, ...
5 g eh 3/2, . . . Por fin, algunos nimeros tienen designa-
ciones individuales («personales»): xt, e, etc. En resumi-
das cuentas, la fraccién decimal infinita es un procedi-
miento universal de representacién y designacién de
cnalquier nimero real.

Este procedimiento de introduccién de nfimeros reales
no origina ¢l conjunto R de nada. Tiene provisto que ya
existe cierfo subconjunto R, o sea, precisamente el con-
junto de todas las fracciones decimales finitas. Bl proce-
dimiento que acabamos de exponer permite completar
dicho conjunto hasta R al usar los segmentos encajados
cuyos extremos son representados por fracciones decima-
les finitas. También se puede determinar los nimeros
reales de otra manera, utilizando como conjunto inicial
no el conjunto de fracciones decimales finitas, sino cual-
quier otro conjunto denso en todas las partes de la recta.

Que no picnse el lector que ya hemos construtdo la
teoria de los niimeros reales. La definicién de niimero
real anteriormente mencionada constituye sélo el primer
paso. Para comstruir la teorfa tendriamos que dar aun
muchog pasos, en particular, ordenar los nimeros veales
(es decir, sefialar el procedimiento de su comparacién
segin el valor) y determinar las operaciones con los mis-
mos (adicion, multiplicacién, etc.), No obstante, no se-
guiremos este camino. El objetivo del presente parrafo
consiste on esclarecer el principio de segmentos encajados
que sc utilizard para interpretar las fracciones continuas
infinitas,

29. Representacién de niimeros reales en el ejec nu-
mérico. Sea dado un nmero real positivo

T=0g, OQllz ... (*FY
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IBs una anotacién decimal. Aqui &, es cualquier ni-
mero entero no nogativo y los restantes o; son las cifras
desde 0 hasta 9. La fraccion decimal finita

Xp == Uy X0y + o Dy

que se obtendr4 si en la notacién (***) desechamos todas
las cifras partiendo de &, 4 se denomina valor aproximado
del niimero x con n signos decimales con defecto. Si ahora
adicionamos la unidad del Gltimo orden

L=y Oylln v« Oy 107",

entonces obtendrvemos el wvalor eproxumado del nimero x
con n signos decimales con cxceso. Sefialemos que la adi-
ci6n de la unidad del Gltimo orden puede (para a, = 9)
variar la estructura digital precedente a o,. Por cjem-
plo, para el nimero

- 0,99111 .. . 2,=0,99, x,=1,00.

Anotemos sin entrar en argumentacion légica las si-
guientes desigualdades naturales:

T X< Ty,

Una pregunta al lector. ¢Por qué en el primer caso
ponemos el signo < mientras que en el segundo, el sig-
no <<? ¢Podrd ser al revés (dado cl caso de ciertos cam-
bios en las definiciones anteriores)?

Alora podemos establecer nn hecho de gran impor-
tancia: si marcamos ledos los niumeros reales en el efe nu-
mérico, entonces estard repleta por todas las partes. A con-
tinuacién lo formularemos con mayor preeisidn y lo de-
mostraremaos.

Teorema 1. A cada niimero real le corresponde un punto
unico del efe numérico.

p Sea dado un numero real positivo x = a,
oy 0s%y - - « Bste nimero debe pertenecer a la secuencia
infinita de segmenlos encajados

[_-"_Jup zyls L2y @il lf—z’ Tyly ons
Las longitudes de dichos segmentos forman una pro-
o P o . 1 -
gresion geomélrica con el denominador T De acuerdo
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con ¢l axioma de Cantor en la recta hay un pouto daico
que pertencee a lodos log segmentos mencionados. Preci-
samenle este punto corresponde al nlimero x, B

Teorema 2. A cada punto del efe numérico le correspon-
de uh ninero real 1inico.

P Sea dado en ¢l eje numérico un punto & (no mis a
la izquierda que el cero). Six es un ndnero entero, enlon-
ces todo leeminara con cllo. 8i no lo es, entonces  se
cncuentea entree los nmuneros enteros vecinos o, y oy -+ 1.
Comencemos la notacion decimal del namero x:

E==0ps o vn

Dividamos ¢l segimento |my; oy - 1] en 10 partes
igualed. Si 2 no coincide con ninguno e los punios de
division, entonees resoltard comprendido enlre o, ¢, ¥
2, &y + 0,1, Conlinvemoes la notacion decimal del nii-
Mero X

gy Oy

y dividamos el segmento o, o5 ey, %y 4 0,11 en 10 par-
tes iguales.

St en cierlo paso de oste proceso el punto x coineide
con algdn punto due division, entonces

= g,y aiaa ah & anUOO .

S1 1o se observe nnnea la ¢oincidencia mencionado, en-
tonces

™ i Ctn, 0’.1053...0’.“ sia ey

con la particolaridad de que 2 se _encuenlbra esirictumente
deniro :lo todos lnq segmentos 2, @, (para n =

=10 4, Z ... .Y,

Corolario. /n el conjunio R Liene lugur el principio de
segmenios encijados,

30. Condicion de la rasionalidad de una fraceién
décimal infinita. Cowmo conocemos del curso escolay e
las matemilicas lodn ilmero racional ge ropresenla me-
diante wna fraceion decimal pertddica gunple o mivta),
Por ejemplo

L o

x - 0,1444 ., = 0,2000 ..
3 5

o} 'iU
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Al conlvario, loda Jraccidn decimal perridica exprest ut
niimero racional,

De ostas tesis so deduce que fodo ndmero irracional se
representu por una fraceién decimal infinita aperiddice. I'oy
ejemplo, al usar ¢l conocido algoritmo para extraer la
raiz cuadrada, podemos oblener cualguicr ndmero de

cifras de la fraccion decimal que representa )2,
V 2=1,4142135 ...

Siempre podemos hallar un signo decinal mds. A
que desconocemos la ey formal de formacién de esta e
cuencin de cifras (0 sea, no podemos indicar la Tuncidn
4 () que expresa el p-ésimo signo decimal) eslamos segi-
ros de gue esta Traceion es aperiddici.

Al contrario, tode jraccidn decimal aperiddica repie-
senta un miimero irracional. Tomemos, por ejemplo, la
fraccion

(1.1010010001. ..

(el nitmero de ceros entee dos unidades conseentivas cada
vez aumenta en una unidad). Bsta feaceion es aportodicy
y, por consiguiente, su valor es un ndmero irracional,
Aqui la ley lormal de secuencin de eifras vesnlta ser mny
sencilla: si w, es ¢l p-ésimo signo decimal, entonees
k=1

I 1, i n es un nimero que Liene el aspecto 5

U, =
10, en ¢l easa conlraiio.

§ 8. VRACCGIONES CONTINUAS INIFTNITAS

31. Valor numérico de una fraccién econlinua infi-
nita. Al interrampir una  fraccion econtinna  infinila
fag: a;, @3, @, - . -] alternativamente después de cala
clemento, vamns a oblener fracciones congruenles con-
secnfivas:

Fa Fill .‘.l.’.".

- . gy —= i, @ e ay =
g0 | 0" qy l. i ﬂh T

=ty e g o B ls o
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A posar de que la fraccién continua infinita es sola-
mente un simbolo, al que no se ha atribuido un valor nu-
mérico, las fracciones congruentes son, en esencia, nime-
ros racionales. Determinan una secucncia infinita de
segmentos encajados

Py Pa] P P ] Pa ps]

% ' @ 71 ' 4 7 ' s
Pn-1 En ] 4 1
— g — s k.
n1 ' ga 1’ ( )

Ya gefialemos que los denominadores de las fraccio-
nes congrucnles crecen rigurosamente [véanse las formu-
las (3.2)]

TSN <Pp<<g<<..

Como todos los g, son nGmeros naturales, entonces

crecen infinitamente:

Iim g, = oo.
oo

Pero, en esle caso, de la férmula (3.6) se deduce que

lm An=lim (Ll _ P}
n—+eco n=roq n+1

La dijerencia entre las fraccwnes congruentes vecinas
tiende o cero.

En las formulaciones do csla indole sicmpre se sobreen-
tiende que n — co.

Cada segmento (4.1) osti encajado en el anterior
(véase la fig. 8). De acuerdo con el axioma de Cantor
existe un punte Gnico de la recta o, con otras palabras,
un numero real tnico gque pertenece a todos estos seg-
mentos. Precisamente este nimero, segin la definicién, lo
consideraremos como el valor de la fraccién continua infi-
nita.

De esta definicién sigue:

£l valor de una fraccién econtinue infinita estd
comprendido enlre dos cualesquiera jracciones congruentes
veeinas,

2. Todas las fracciones congruentes con fndices pares
son, en esencla, valores aprorimados de una fraccion con-
tunue infinita con defeclo, y con indices impares, de una
Jraccidn continua infinile con exceso.
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Volvamos a oxaminar Ja fig. 9. Dado el caso de una
fraceion continua infinita, la quebrada no tiene ol Gltimo
eslabdn, cuyo extremo yace en la linea punteada. Esta
quebrada tiene un sinntimero de vértices que se encuen-
tran alternativamenle, ora por abajo, ora por encima de la
recta punteada; o es el valor de la fraccién continua in-~
finita.

3. La secuencie de fracciones congruentes con indices
pares

Po P2 Pa Pan

Y T TSy vimawey 3 roen

Go UF3 qy Gan

crece mondtonamente y a la izquierda tiende hacia o. La se-
cuencia de fracciones congruentes con indices impares

Py s Ps Pzn+1

a1’ ¢ BNl sz-t,

decrece mondtonamente y a la derecha tiende hacia rot.

Miremos fijamente la secuencia de segmentos (4.1).
Los extremos de los mismos son nimeros racionales. En
la notacién de estos segmentos el primer lugar ocupa ora
el extremo izquierdo ora el derecho., Por supuesto, osto
no tiene importancia de principio.

32. Representacién de un niimero irracional mediante
una fraceién continua infinita. En primer lugar, nos fa-
miliarizamos con el algoritmo del desarrollo de un ni-
mero real en fraccidén continua. Supongamos que al apli-
car este algoritmo al mimero « (irracional) obtenemos
una fraceién continua infinita [a,; @y, a5, @4, .. .]l. Ya
dijimos anteriormente que al wimero « le corresponde
esta fracciom continua:

o~ [@g; @y, @yy gy . -]

Ahora ya hemos aprendido a determinar el valor ni-
mérico de la fraceién continua infinita. Surge una pre-
gunta natural: jel valor numérico (ay; a5, a,, ag, . . .
es precisamente o o cualquier otro? Con otras palabras
iserd simétrica la correspondencia entre o y lag; a,
Qgs By o - -JP

iSil

Esto se deduce del hecho de gue en el proceso de de-
sarre dollo @ en una fraccién continua sc obtienen frac-
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cioned congruenles qoe son allernalivamente ora menores
ora mayores qile o Consideremos, por ejemplo, log pri-
merns dos pasos del proveso:
1
6= thy =| =9

do donde

Laego.

de aqui se desprende

" 1 |
Tl o&--—r:n{:_-l—. o< ay+—,

—=-ay iy

De tal modo
a, <o <Tay +%

0, de otra manera,

Pocae B
fu T

Podemos seguir continunndo esle razonamienlo, o sea,
o estd comprendido ontre cualesquiera dos [racciones
congehenles veeinng,

Si quisiéramos, operando en dirceciéon contraria, lia-
lar ¢l valor Je I1a fraceion continua infinita obtenida, en-
tonces lewddriamos que recordar: este valor, segiin la defi-
wiweidn, represenfa el punio comrn de todos los segimentos
(4.1), es decir, de lodos los segmentos comprendidos entre
las fracciones congruentes vecinas.

No obstante, existe un Gnico punlo pertenecienke a to-
dos los segmenlos (4.1). Por consignicenle, el niimero a
v el valor de la fraccion continua infinila lay, ¢, ay,
g, - . .| coiverden, De aqui ¥ en adelante en lugar del
signo ~ podemos eseribir el signo —:

ob=[@g1 5 Uiy Caa oo |-

33. Uniformidad de la representacion de un nimero
real mediante una fracceion continua. ;Constituyen las
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[racciones continuas un procedimiento nniversal para
vepresentar los nimeros reales? Fsto signilica: jes posible
alirmar que cada nlmero real') pucde repregentarse me-
diante una fraccién conlinua y ademds, por ¢l Guico me-
dio posible?

Ya hemos dado la vespuesta a fa primera pacte de la
pregunta. Todo nimero real puede desarrollarse en
fraccién continuva. Un ndmero racional se desarrolla en
fracciém continua [inita, mientras que nn ndmero rracio-
nal, en inflinita, Quoda por solucionar aun el problema
de unicidad.

En primor lugar meditaremos sobre el ejemplo que
sigue:

1 1 1

L e d
6+ OT3TT l;‘}""”—i
=

o en designaciones alreviades
[0; 6, 41=(0; G, 3, 1].

Tal transformacion (Ja separacion de la nmdad del
(ltimo elemento) puede tener lugar para cualquier frac-
cién continua en la cual el dltimo elemento diliere de la
unidad. Si el @itimo clementlo es igual a wnidad, enton-
ces é1 puede ser adicionado al pendltimo (con otras pala-
bras, se pucde Icer el Gllimo ejemplo de derecha a izquier-
da).

llesulta Iacil demostrar qne ésta os la uniea causa de
la multiformidad de la vepresentacion de un nimero ra-
cional (positivo) mediante una Iraccién continua, JEli-
minaremos costa causa al convenir en que el iltimo ele-
mento de la fraccién continua no debe ser igual a la unidad.
A partir de este momento, de log dos procedimicntos de
notacién de un mismoe namero [0; 6, 4] v [0; 6, 3, 1] nos
vemos obligados a cscoger el primevo,

Ahora podemos demostrar que: dos [fracciones conli-
auas lag, ay, as, - - 1 ¥ [Bo; byy byy « .« . (finitas o infini-

1 pPara simplificar, esacrollamos los razona-
mientos para los niuneros positives. No nbstante, estd claro que la
yespnesta a Ia pregunla planteada, cnalquiera que sea, no puede
variar si se tratara de niimeros negativos
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tas) son iguales enire si sclamenite en el casv si, primere,
tienen igual ndmero dee elementos y, segundo, sus respecti-
vos elementos coinciden, es decir, ug = by, @; = by, etc.

La condicion «tiocnen ignal nimero de elementos» debe
entenderse asi: ora ambas fracciones son finitas y tienen
igual namero de elementos, ora las dos son infinitas.

p Designemos mediante ¢ el valor de dos fracciones
continuas iguales (desconocemos si cada una de las mis-
mas cs finita o infinita):

o =[ag; Ay, Gy o] ={bj b5 by, - .-

El clemento a, (asi como b,) es £ (2)') y, por consi-
guiente, se define univocamente por el valor de . Por
lo tanto,

ay,=by.
Restemos ¢, de o
o—ay—[0: ay, azy .. .1 =1[0; by, by, .. .].
Considoremos el valor inverso
1

%—ag

ﬁlai; Moy ...I={bl; ?)z, ..-].

[l elemento a, (al igual que &) es E(ai_) v,

—ay
por lo tanto, se determina univocamente por el valor

1
———. Tintonces,
m_aa

Ly = bi’

etc., ete. Repiliendo este razonamiento demostraremos
que a, =10y, a;=1",, ete,

(Puede ser desigual el nimero de elementos de frac-
ciones conlinuas iguales? Supongamos que la primera
[raceién continua es finita y tiene s elemenlos, mientras
que la segunda ora es finita y tiene ¢ elementos, donde

'y La funcién E (¢) se determina asi: «El ma-

5 5
ximo n&mere entero que no supera a ab. Porejemplo, E (-Z ) = 2,
4

Ed)=1,E ( -—%) = —3. Ladesignacion E (a) se lec «parte entera

de o», la letra £ es la primera letra de la palabra francesa eniier
(entero),
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t > s, ora o8 infinita. BEsto signilica que

1 1
e e

o s .
o |

o bien

i
s =y '}_W_s

de doade
e T
hser =t .
lo que resulta imposible. Por consiguiente, ¢{=s.
Asi pues, todo nimero real se representa mediante una
fraccién continua y, ademss, del inico modo posible, M
En esta demostracion hicimos uso de una regia que
con frecuencia resulta ser ttil. Para obtencr el desarrollo
1/c, disponiendo del desarrollo en fraccién continua (fi-
nita o infinita) del ntmero o, hace falta:
1) si a5 5= 0, desplazar todo el «peine» a un pasoc a la
derecha, v en lugar de los enteros, escribir cero;
2) si @, = 0, desplazar todo ¢l «peine» a un paso a la
izquierda.
Ejemplos.

=135 4, 2, 51, —=10; 3, 1, 2, 5§;
B=(05 2,2, 2, ...]y 5 =122 2 ..l

Para la demostracién basta con mirar [ijamente las
signienies [racciones continuas:

1

m:an—{——-—m—i—z[au; gy 8z« 1}

ari—a_l_—.'"—

=1

1
i i =105 ag, @y g, - -]

Q=

5—0134L
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§ 0. NATURALLZA DI LOS NUMEROS REPRESENTADGS
POR FRACCIONES CONTINLIAS

3. Clasificacion de las irracionalidades. Ya sabemos
el sigiiente hecho de importancia: fodo nitmero racional
se representa por una fruecion continua finila, y el irracio-
nal, por una infinita.

En lo que se reficre a los numeros racionales, no tene-
mos nada que afiadiv. Al mismo tiempo, los numeros
irracionales por su naluraleza son muy diversos. Nos
familjarizaremos con su clagificacién,

La eccunacidn

apt" 4 @ N a2 ey =0, (4.2)

donde uy == U se denomina ecuacién algebraica de n-ésimo
grade, Vamos a analizar solamente el caso cuando todos
los coeficientes de la ecuacién (4.2) son rvacionales o in-
cluso enteros, lo que es lo mismo, Siendo los cocficientes
de 1a ecuacién fraccionarios podemos multiplicar ambos
miembros por el denominador comin de cstos coeficientes
[raccionarios y obtendremos una ecuacion con coeficientes
enteros equivalonte a la inicial.

Asi pues, de agui y en adelante, al examinar la scua-
cién (4.2) vamos a suponer que sus cocficientes son nu-
meros enteros (positivos, negativos o nulos). Al coefi-
cienle mayor se¢ le aplica una condicion adicional,
a==0,

Ll niamero real w se denomina nimero algebraico de
n-ésimo grado si sirve de raiz de la ecuacion algebraica de
n-ésimo grado con ecoeficientes enteres y no sirve de raiz
pare ninguna ecuacién algebraica de grado inferior con
coeficientes enterus.

Ejemplo 1. Todo nimero racional p/g constituye un
nimero algebraice de prisner grado, ya que girve de raiz
de la ecuacidn

qa—p=I_L

Ejemplo 2. El nimero |/ 2 es un niimero algebraico de
segunda potencia, porque sirve de raiz de la ecuacién

x2—2 =1
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Al mismo tiempo } 2 no puede servir de raiz para la
ecuacion de primer grado con coeficientes enleros 4 cauga
de gque tal ecuacion (agx -+ a; == 0) tiene por raiz un
namero racional & «= — %:—.

Un ndimero algebraico de segunda potencia se deno-
mina también irracionalidad cuadrdtica.

Resulta gue existen nfimeros no algobraicos que se
denominan trascendentes.

He aqui su definicion: un niimero real o se denomena
trasecendente sé no sirve de raiz de ningune ecuacién alge-
braica con coeficientes enteros.

No cg lacil descubrir la existencia de niimeros Lrascen-
dentes. Para demosirar que el niimero o es algebraico, es
suficiente indicar una ccuacion algebraica con coclicientes
enteros de cuya raiz sirve «. Si no podemos hallar seme-
Janle ecuacién esto mo significa gue o s trascendento:
hace falta demoslrar que tal ecuacidn no existe. [lsta
tarea por primera vez fue resuelta por el matemitico
francés J. Liouville en 1844. Demostrd la trascendencin
de algunos nimeros reales concretos. En 4882 el mate-
mético alemédn F. Lindemann demostré que el ndmero rn
es trascendente. Iin la actualidad, ya se conocen muchos
ejemplos de nimeros trascendentes. Por ejemplo, los lo-
garitmos decimales de todos los niimeros racionales, ex-
cepto log nitmeros de! tipo 10", son trascendentes.

Advertimos al leclor con respecto de la posible equi-
vocacion, Del hecho de que los ejemplos de niimeros
trascendentes se encuentran con dificultad no se deduce
que diclios nimeros sean poco frecuentes. jAl revés! Se-
gin demostrd el citado George Cantor, en cierio sentido
{en el presente folleto no podemos explicar exactamente
de que se trata) casi todos los niimeros reales son tras-
condentes, es decir, los nlimeros algebraicos constituyen
una excepeién rara. No obstante, a causa de que la na-
turaleza de los nimeros algebraicos s mas simple, sus
ejemplos se aducen facilmente en abundancia; al mismo
tiempo resulta ser muy dificil la demostracion de Ja
lrascendencia de cada nimero aparte').

. !) Verdad gue existe un procedimiento sencillo
de construccién de fracciones continuas cuyo valor es trascendentc,
8in embargo, si se trata de la determinacién de la traseendencia

5%
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35. Irracionalidades cuadraticas. Del punto anterior
sabemos que se denomina irracionalidad cuadrdtica un ni-
mero irracional que sirve de raiz de una ecutcion cuadritica
con coeficientes enleros.

La palabra «irracionaly sustituye la condicién que
figura en la delinicién procedente, o sea, «y no sirve de
raiz de ninguna ecuacién algebraica de grado inferior con
cocficientes enteross. En nuestro caso esto significa «mo
sirve de raiz de ninguna ecuacién de primer grado con
coeficientes cnterosy, es decir, no es un nimero racional.

Examinemos la ecuacion cuadratica

{101}2—1—&11'—!—&2:0,
donde a,, a;, a, son ndmeros enteros y a, %= 0. Sus raices
pueden hallarse valiéndose de la férmula

—ay & ¥ af —dagas
2ay *

Para que cstas raices scan irracionalidades cuadrdticas
es necesario y suficiente observar dos condiciones:

1) el discriminante D = a] — 44a,a, no debe ser nega-
tivo. Para D << 0 las raices no sean nameros reales;

2) el disceiminante D no debe representar un cuadra-
do perfecto. Para D = N*® las raices sean racionales.

Tomando en consideracion estas dos condiciones se
puede formular otra definicién de irracionalidad cuadra-
tica: se demomina irracionalided cuadrdlica un nimero

que tiene el aspecto p -+ ¢V D, donde p y q son nimeros
racionales y D es un nidmero natural que no represenia un
euadrado perfecto.

Para analizar algunos cjemplos vinculados con las
irracionalidades cuadriticas preparemos cuatro lemas
titiles. Para evitar repeticiones primero convengamos en
ciertos designaciones y términos.

Con letras latinas mintisculas p, g, . . . siempre desig-
naremos nameros raciondles, positivos, negativos o cero.
En particular, también pueden ser cnteros.

Con letrag latinas maynisculas D, M, N, . .. designa-
remos nimeros naturales que no representan cuadrados per-
jectos: 2,3, 5, 6, 7, 8, 10 . .-
de un nimero ya definido mediante otro procedimiento (i, log 2,
sen 1. ete.) siempre resulla muy dificil hacerlo.
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Los radicales cuadradost) VM y 1NV se denominan
semejantes si YN = p} M. De lo contrario, es decir si
VNIV M no es un mitmero racional, los radicales VM y
VN no son semejantes. Por cjemplo, V2 y V'8 son se-
mejantes, mientras que V2 y V10 no o son.

Si Y3 y V' N no sen radicales semejantes, enfonces
V MN también es un radical (es deeir, MN es un cuadra-
do no perfecto) y ademds no es semejante a cada uno de
estos radicales. Esto se deduce de las identidades
I
VMN=N l,g (no es un numero racional);
]

1" MN - MN /i

=V N —— =\ M,

Lema 1. Si VM y VN son radicales no semejanies,
entonces la igualdad

k+1YM4-myYN =0 *

resulta posible solamente para k= 1 - m -+ 0,

Abreviadamente se puede escrihiv asi:

p Para la demostraciéon analicemos dos casos: 1) I 5=
=0 y m<0 (k no tiens importancia), 2) uno de los
coeficientes I, m es diferente de cero y o} otro, ignal a cero.

Fn el primer caso, irasladamos / al segundo miembro
y elevamos al cuadrado ambos miembros de la igualdad.
Después de las correspondientes transformaciones, vhten-
dremos

UMY MN = ik2— BPM —m*N,

o sea, ' MN es un nitmero racional, lo que es errineo.
Por lo tanto, el primer caso no puede iencr lugar.

IEn el segundo caso, de la igualdad (+) se ve que VMo
V' N son nimeros racionales, lo que contradice In condi-

1) Be trata de unu loeucién corrienle: se deno-

mina radical enadrado no solamente el signo 17 que simboliza Ya ope-
raci6n de exiraccion de una raiz cuadrada, smo gue tamhbién toda

pimero del tipo } 2, ' 3, ete,
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¢ion. Por lo tanto, el segundo caso tampoco puede Lener
lugay.

Nos queda por reconocer que ! = m = 0. De la igual-
dad (*) se ve que en este caso también k= 0. B

Lema 2. St VM y VN son radicales no semejantes,
entonces la igualdad

kALY M4+m Y N4n)y MN=0 (#%)
es posible sélo para k=1=m =n = 0.
Mas brevemente
4l YV M+my N+rYMN=0< k=l=m=n=A(.
Supongamos que [ =0, m == 0 y n == 0. Lransfarme-
mos la ignaldad (%) del modo siguiente:
Iy M4m) N=—k—n) MN.

Llevenios ambos miembros de esta ignaldad al ena-
drado. Después de wnas transformaciones no complejas
oblendremos

2(lm—kn) V DN == k% n2MN — 2M —m2N,

es lecir, Y MV es un nfumero racional, lo que es errdneo.
Resulta que la suposicion 150, m £ 0 y n =% 0 iienc
qne rechazarse, n sea, haee falta admitir que por lo me-
nos uno de los eoeficientes I, m, n es igual a cero. Pero,
entonces ta igualdad (##) se transforma en la igualdad (*)
y. segin el lema 1, todos los coeficientes reslanles son
iguales a cero. B

Léma 3. 8t p + qV M es raiz de la ecuacion
gt a2t ta, =0

con coeficientes enteros, enlonces p — gl M tamhbién es raiz
de la misma ecuueidn.
<4 Sca dado

a (g ¥ M) 4 a {p+q) M) 4 ..+
+ana(pta ¥V M)+ a,=0. ()
Hace falla demoslear que
atp—aqVy MV fap—gV M)+ ...+
+ayy (p—qV M) +a,—0. ()
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Suprimimos los paréntesis en a ignaldad (). Los térmi-
nos (¢)/ M)® obtenidos como resultado de vsta operaciin,
los clasificamos en dos Lipos:

1) o es par (incluso w = 0). Todos estog 1Erminos sou
racionales. Designemos su suma por k;

2) o es impar. Todos estos términog lienen el aspecto
$)/ M. Designemos su suma por 1}/ M.

Por lo tanto, la igualdad (+) tendrd el aspeclo

E+I1VM=0. Liad

Transformemos de manera andloga la igualdad (-H+)-
[sla se obtiene de la igualdad (<) al sustituir q} 3 por
—qV/ M. Tal sustitucion no se reflejard en los términos
que contienen g}/ M a potencia par, micntras que los Lér-
minos gque conticnen qV M a potencia impar, solamente

cambiardan su signo. Por esta razdn la agualdad ( ++)
obtendrd el aspecto

k—1VM=0. (£

La igualdad () puede lener Ingar tan solo para
k=1=0.

Fn efecto, para 1540 la igualdad (4 4-) signilica
que VY M es un nimero racional. No obstante, si 1+ 0
entonces k& = 0.

Pero, si & -~ I = 0, entonces es valida la ecuacidn
§). m

Volvemos a esclarecer el curso de la demostracian. Las
igualdades (---F-+) y (§) son, respectivamente, las ()
v (+-) transformadas. De () se deduee ke = 1= 0
y de k=1 -= 0 se deduce (§).

Léma 4. Si p 4+ gV M +rY N (donde Yy M y } N
son radicales no semejantes) es raiz de una ccuacidon con
cveficientes enteros, entonces los ndmeros p == qf M ==
<+ 7Y/ N, para cualesquiera combinaciones de signos son
lambién raices de la misma ccuacion.

p Para brevedad designaremos

P (w) =" 4 2@ "l LA -
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Sea dado
Plp+gVM4rVN)=a(p+aV M+rVN)"+
ta (p4+qV T +rVN)"" .. 4
+any(p+aVM+rV N)+a,=0. (§9
Se requiere demoslrar que
PlptqVYM=ErYN)=0.

En la jgualdad (§§) suprimimos los paréntesis. To-
dos os términos obtenides como resullado de esta opera-
¢idn obtendrian ¢l aspecto

Ap= (g v B1)P () W),

donde A son coeficientes; o, B, ¥y v, indices enteros no
negativos. Clasificamos estos términos en cuatro tipos:

Aspecto del

Tipe p v Lérmino
1 Par I'ar Racional
2 Par Trupar ¢ V(AL
3 Tmpar Par 2y M
4 Impar Impar vV N

Una vez suprimidos los paréntesis la igualdad ($§)
adquivird el aspecto

P(ptqVM4+rVN)=k+1VM+mY N+
4+-n YV MN =0.

Si sustituimos ¢V M por —qV/ M esto no influira
sobre los lérminos del tipo 1 v 2, mienlras que los térmi-
nog del tipo 3 y 4 solamente cambiardn de signo. Por lo
tanto, si

P(p+qy M4 rVN)=k+1V M +my N+nV W,
ontonces

Pp—qVM A rV N)=k—1VM+my N—nVMN,
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Repitiendo razonamientos andlogos para diferentes com-
binaciones de signos, hallamos: si

Pp+oVM+rVE)=k+1VM+mVN+nVMN,
entonces

P(p+qVM—rVN)=k+1VM—mVYN—nV MN;
Plp—gVHM+rVR)=k—1lYVM+mVN—nVMN,
P(p—qVM—rVN)=k—1Y M—mVN+nY MN;
si P (p + gV/ M + rV/'N) = 0, entonces segiin el lema 2,

k=1=m=n =0. Pero, en este caso también los

valores restantes P (p =4= gV M + rV'N) son ceros. M
Ahora analizaremos algunos ejemplos.

Ejemplo 1. El nimero 1 + V2 es una irracionalidad
cuadritica. ;Cémo hallar la ecmacién cuadriafica que
engendra csta irracionalidad?

De acuerdo con ol lema 3, el nimero 1 — V2 tam-
hién represonta una raiz de esta ccuacién. Por lo tanto,
esta ecnacién tiene el aspecto:

(z—1—V2)(z—1 +V2)=0

o hien
22 —22—1=0,
Ejemplo 2. El ntimero V2 4 V3 no cs una irracio-

nalidad cuadritica. La ecunacion con coeficienles entoros
que lo engendra. segiin el lema 4, liene las raices: x) =

= VE = V?, Ly = ]/_2_*-— Vf%", Ty = ““-VE o V?’_’ I, =
—vi-V3

Por 1o tanto, csta ecuacidén tiene el aspecto:
(r—VZ2—=V3{(z—V2+VI (2 +-V2—V3) (a+
+V24V3)=0

ri—10224-1=0.

Observacion 1. Por supuesto, se puedo cncontrar la
ecnacién por sus rafces por otro procodimiento, o sea, va-

o bien
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litndose de las foemnlas de Viete, Para la ecnacidn redu-
cida de cuarto grado

2+ @+ ppa®+ pr+ py =0
lag formulas de Viete se escriben asi:

= — (@ by + 2y 2,);
Py = 8o Ty 22, A= Eyly - TpT A T2y,
Py= —{plyl, + 0T 3%y + L T3T, + 25 T);

By = ey,

Observacion 2. lis posible gque el lector quede sopren-
dido «i desew comprobar si se ha compuesto correcta-
menle la ecunaciom o base de sus rafces. La solucidén de
esta ecHucion nos d.il

2=+ V51216
A primers vigla osto no coincide con las raices dadas
o . | o ke = —
::1:]/41 4 §3. En rvealidad V3% 2= Vs + V20
Podemos  convencernos  de esto ora elevaudo al cna-
drado ambos miembros de la igualdad, ora haciendo uso

de la Hamada formala para la transformacion de radi-
cales compiiestos

e a—n A—V AT
T I/ A+12A3 B l/.\ tgAe B
(4.3)

g kil Lacer nso de In formula (4.3) Lan s6lo en aquetlos
casos cuando A% =/ es un enadrado perfeclto. En el
esjemplo aducido nos encontramos precisamenle con esle
CAK0

. Teorema de Fuler. Una lraccion conlinna infinila
se denoniina  periédica si sus elemenlog forman una se-
cuencia periddica. Tales son, por ejemplo, 1as {racciones

0% M5 15 Msa B
125 Jaabs 35085 A58y sl
FOs 422 & 3vdy Beda b vl

Las dos primeras [racciones son periodicas puras v la
lercera os muxle periddica. llaciendo esta dislincién ng
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nos fijamos en la parte entera «,. Una delinicién mag di-
recta es la signiente.

Una fraceién continua infinita se denomina periédica st
existen tales niimercs naturales N y b que para cualgqier
n=N

Upp =y,

Tiene lugar el siguiente Leoreima demostrado en 1737
por Leonardo Tnley.

Teorema. £l valor de unn [raccidon conlinua periidica
constifuye una irracionalidad euadrdticn

Examinemos dog ejemplos,

Ejémplo 1, [0; 1, 1, 1, . _ ] Tencmos

o —

e Sy

Apliquemos a esta igualilad el Hamado proceso de
wderanadoy que consiste en la allernacion de dos pasos:
1) tomamos de cada miembro de la igualdad su valor in-
verso; 2) sustraemos de cada miembro de la igualdad nna

parte entera. n nuestro ejemplo, damos estos pasos silo
nna vez:

1 1

3 1 4 1

1 - 1
T S

Alora en ol miembro dercchio ge hi oblendo 1a frae-
cion de partida, es deeir o

L 1 o,
e

es decir, hemos obtenido una ecuncion enadritics para o
ot --o— [ == 1,

de dondernt = — —',- + —',- VB festd claro que Ia raiz noga-

tiva no sirve), )
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De este razonamiento se ve que cada [fraccién de la
forma [0; a, @, @, . ..] representa una irracionalidad
cuadratica,

iY si ol periodo estda constituido no por un ndmero,
sino por k niimeros? Iintonces, hace falta dar en el «de-
vanado» k& parve de pasos.

Ejemplo 2. 10; 1, 2, 1, 2, .. .]

o= 1 h
- , .
o
o4 ,,
4=
o
Ao i., :
o 2+ ]
]"1'2_{_ :
i _ i .
i —2= 4 1 g
z 1 ISR
i G
i =
I i

o hien
o 4+ 20— 2=40),
de donde
o~ —1 —1—}’3.

Senalemos que para cualquier perfodo fa raiz no puede
resultar racional, ya que la [raccidn conlinua inicial es
infinita.

&Y sty noes igual acero? En este caso lrasladamos
aya la parte izquierda vy luego comenzamos el «leovana-
do» W

No obstante, para un periodo largo este procedimicnlo resnl-

ta muy voluminoso. Por vsla razén aducimos una demaostracioy
mas, no tun clara pero mds breve,
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P> Sea la fraccién continua infinita o = [0; a;, a5, . ..] —
periédica pura con la Jongitnd del periodo igual a k. Entonces
& = o4y (recordemos que agy, s el (k -+ 1)-ésimo cociente
completo): =08 @y, @ay vuey By Gyy Bay woe]s

e

U
De acuerdo con la férmula (3.5)

__Pro%par+ Pre
Tny+1 1 Th—1
Por lo tanto,
 PRE& ph-1
T ogpt gy

es deeir, o salisface la ecuacién cuadrilica

g1+ (Qper— pr) T— Pr=r =" (888

Las raices de esta ecuacién tienen signos diferentes, & es una
raiz gositiva. ) )
Se se trata de una fraccién mixla periddica

Q’-=lﬂ0; @1y Ay ooy GNy GN4Ly »« vy ON4Ry “'It
e e e’
periodn

ontonces primero hace falta ¢dovanar» de lu derccha a la jzquierda
la parte inicial de lu fraceién hastu el elemento ay inclusive, y
luega aplicar la demostracion expuests mis arriba. m
Observacién. Bl nimero e« es irracional, perque es represen-
tado mediante una Iraccién continua infinita. Por cousigniente, el
diseriminante de la ecuacion (§§§zI no dobe ser un cuadrado perfecto.
Esta afirmacidn pucde comproharse mediante cileulos directos:

D=(pj— qr=1)?® FhPro10n =P} —2PkT0=11 5 .1 +4Pro1@n = -.
Adicionemos y sustrayamos el miembro 4p,qu—:

e = P§+ P qi_ 1 —4Ppdn—1 - 4Pp-19n =

= {pp-g1,_1)2— dgp_; (ﬂ__ﬁ)“_-,_.
{prtqn-1)*—49g-10n i

En este lugar hace falta hacer uso de la f6rmula (3.6):
coe={prtQuer) -4 (— 1)
Definitivamonte,

D=(pp~-que1)*--4-(— 1)k
v bien

D —(pp - gu-1)t=£4.
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Por lo tanla £ no representa un cuadrado perfecta. La dife-
tencia de log cuadrades de Jos nmeros nalurales no puede ser
ipeal a 4. 5i les adjuntainos a los nidmeros naturales un cero, enton-
ces se encontrard el tnico par de coadrados, la distancia entre los
cuales serd igual a 4:°0 y 4.

37. Teorcima de Lagrange. Segdn hemos visto en el
punto precedente el teovems de Luler se demuestra muy
facilmente. 11 teorema reciproco es mucho mis comple-
jo. Por prunera vez lo demostrd en 1770 Lagrange.

Teorema de Lagrange. ['oda irracionalided cuadritice
se representa medianle una fraccién conlinua periddica.

Lagrange demoslr¢ su leorema d¢ una manery muy commplica-
da. Muclios matematicos conservando la idea de Lagrange, trataban
de simplificar algunus detalles. Transcurrides mis de 100 afios
el matemilico francés Churves propuse una demostracion mis sim-
ple, basala ¢n otra idea. Primero exponemos la tdea de Charves
y lucgo aducimnos la domostracion detallada,

Sou ce una irracionalidad cnadritica. Vamos a desarrollarla en
una (raceidn coptimua deteniéndonos allerpativamente en cada
paso, a parlir del segundo.

o oy ayles)=lag wy, BalGg]l = .. =
== [2g 21y A2s vioy Ba-n |l = .o

Aqui e, &g, - .. Opy . .- Son cocientes completos. Ya hemos
visto en el punto 18 quo si cualquier cociente comploto vuelve a
repelirse, o sca si a, = ¢yyy, enlonces la fraccién continua resulta
periddica.

En primer lugar vamos n demostrar que cada cociente no
completo satisface la ecuacién euadrada con cocficienles enteros:

Aped L RByon Oy =0, (4.4)

Claro estd que la ceuacion (4.4) puede vuriar para diferentes
o, por lo cual los cocticientes 4, B, ¢ van dotados de indicez, Di-
gamos pgit cada e, salisface sy ecuacitn cuadrada con coeficientes
enteros.

En segundo lugar, demostraremos que los coclicienles de la
ecuacién (4.4) estin limitados por su médulo *)

14, | < I
[ Bp| << M; (4.5)
l€,] < N.

jAfeneion! Precizamiente en eslo consiste fa idea ingeniosa de
Charves. fos limites L, M, N no dependen de n {dependen {inicamen-

1} Admilamos que ln ecuacibén enudrada con coe-
ficientos enteros s cseriba en forma irreducible, De lo contrario,
exlu afirmacién no tendria sentido.
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1 de @), Como A, By, € son ninmeros enteres, para cada uno de
clios existe s6lo un ntmero findo de valores admisibles. Por lo
tanlo, para @ dado el ndmero de ccuaciones posilileg (4.4) y, por
consiguiente, ¢l niuero de rajces posibles de dichas cenacionts seri
iinito. Es cvidenle que en la secucncia de cocientes completos
Dy Chgy -+ oy Gy o« -« la repelicidn resulta inevitalle, lo que te-
nemos nue demoslrar,
Ahora ¢omencemios a cumplir este plan, Primere deniostra-
remos (4.4) v lucgo 54.5).
La irracionalidad cundrilica o satislace cierta  cenacidu
cuadratica con coelicientes enteros

Ao+ B - =1, (i)
De acuerde con la [6rmula (3.5)

Pn=1Cp—~ Pr-y
qn—lan_} qn.—-z

Sustituimos la expresion (ii) en (1) y nos Jiberamos del denomina-
dor:

A(pnaa%n | Pa—F+B(paa1%n - pr-2) (@n-i0n | @n-2)—+,
€ (gn-r%n +Gn-2)=0

o= (ii)

o bhitn
Apogy F Bpon - Cp =0,
donde
An=Apfi_,-| Bnrln-1+ Ch_si
Bn=2Apn-1Pn.2+ B{Pn—1n-a-tPu-atin-1) —2CG_1¢n_a: } (111)
Co=Apf o+ Bpy—sgn-g s CQ%.—S'

Nos queda por demoslrar la limilacién por ¢l médulo de los
coelieientes de (iii). Segin la férmmla {(3.7)

fn=1
dn-1

U S
De otra manera puede escribirse asi:

Pt — —_
dn-1 Fri=i
donde —1 <8 <1, de donde

i

Pp-1=0gn1+ ( 1<8<1,

n—i
Sustiluimos esla expresién para p,—, en la primera férmula de
(iii):

5 2 &
=T o ! & _—
Ap=—4A (0‘-'}'» This T ) B (OWn o T )Qn G
2
% Oy =iy (A + Bart- O 240+ DA

¥
Th-1
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Esté claro que la expresios cutre paréntesis es 1gual a coro en
victud de (i):
A
o= (2ot B2 ),
( AT Yy
Pero | 8| < 4, por lo tanto,
An) < |2dat B+ 22
L
Al mismo tiempo tomamos en comsideracidn gue g, > 1
(4o = | y la secuencia g, es estrictamente crecienle). Al desechar
g, (o sea, al suslituirlo por la unidad) acentuamos la dosigual-
dad:
|| << |240+B-A8] < [248|+ | B| +|4]-18] <
< |dde] - |B|4-14),

Conseguimos ¢! proposito: hemos indicado pura | 4, | el limi-
te que no depends de »n.

En vez de realizar cilecalos andlogos para | ©, [, sefialesnos
que ¢, se obtienc de A, al sustiluir » por n — 1, ¢s deeir, Uy =
= Ay 4. Coma ¢l Hmite halladv no depende de n, sicve tabidn
para Cy. Vara By resulta nejor hacer la ronda. Calculenios cl
diseriminante_de la ccuncidn (4.4) partiendo de la '}'ormulu (iit).
Oténtinms un large cilculo poco inleresanto ') y aducimos el resul-
Ltado:

B A Cn = (Pn-1dn-u— Pa-zin-1)? (BG40,
Pero, conforme a la {ormula (%),
Pr1Tn-a— Pn-pin-1={(— 1175
B2 44 C,=B2—A44C. 4.0

Esta formula talerpreta un hecho natural: al desarrollar una
irracionalided cuadritica o en fraceidn econlinua los cocientes
complctos represcntun irracivnalidades cuadrilicas de la misma
naturaleza que o. Esta naturaleza se determina por ol discrimi-

- g
nante. Todas ella: tienen ol aspecto o, =s,--in ¥V D,
siendo I constanlte.

Ahova de (4.6) sacamos lu conclusion

1 < B2 4AC+44nCh.

Por lo tanlo

Como Lodos los términes derechos sou lunilados entonces 5,
y por lo tanto B, sera limitado. W

Los teoremax e Buler vy de Lagrange pueden unirse
en la siguiente formulacion: lus irracionalidudes cuadrati-
cas y s6lo ésias estdn represenladus mediante fracciones
contenuas periddicas.

1 Que el lector To haga por st misme. Cady
malemdtice tiene quo apmurse de paciencia y no tener miedo a
cileulos largos



CARITULO ¥
APROXIMACION DE LOS NUMBROS REALES

§ 10. APROXIMACION
MEDIANTE FRACCIONES CONGURUENTES

38. Aproximacién 1Util (conveniente). Después de un
camino agotador llegamos al objetivo de nuestro viaje.
En el presenle capitufo conoceremos para qué se vequieren
las fracciones continuas.

En el § 1 hemos aclarado en qué consiste el problema
de aproximacién en toda la extension do la palabra. Alio-
ra nos ocuparemos de un problema més concreto. Sea dado
un conjunto de niimeros reales R'), y en el mismo un sub-
conjunto M, de todas las fracciones, cuyo denominador
no sohrepasa de g. Is necesario indicar para cada nitmero
o € R el nimero més préoximo al mismo r € M.

Admitamoes que henios encontrado esle ndmero, o sea,
la aproximacién a =~ r. Dicha aproximucion resulta util
por el hecho de que es imposible elevar la precision sin
aumeniar el denominador: puesto que r cs el nlinero mas
préximo a = del conjunto M.

Anotemos que si hubiéramos tomado un conjunto de
fracciones con denominadores eractamente iguales a q.
enlonces tal aproximacion, en general, no seria Giil en
el sentide mencionado. Por ejemplo del punto 4 de la
tabla 1 se ve que el valor aproximado de m en décimas
partes no resulta Util: las partes mayores (novenas, octa-
vas, séplimas y sextas) brindan un resultado mds exacto.

El concepto de gutilidad» no Liene en la teoria de Ja
aproximacion un sentido tnico definido, por lo cual nos
vemos obligados a determinar cada vezr en qué sentido
hablamos de la ulilidad.

39. Propiedad fundamental de las [racciones eon-
gruentes. Podemos considerar la mejor aproximacion
racional del nfimero « la [raccion p/g, que posee la pro-
piedad signiente: nos brinda el menor error absoluto en

i) Basta con consiilerar un conjunio de niime-
ros reales positives, ya que el uso de los niimeros npegativos no
ofrece nada nueva de principio: sin = 22/7 entonces — m =~ —22/7,

1y 6—01341
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comparacién con cualgquier otra fraccion, cuyo denomina-
dor es <<¢%). Dado este caso, las fracciones congruentes
sirven de mejores aproximaciones para una fraccidon conti~
nua. Esta propiedad se denomina a veces propiedad funda-

ﬁl 0 ﬂg ﬁ n
F P e L= \sr;/ el ) \\{, - ™ \\‘1
A Fn ey g
in Trrer
Fig. 42

mental de las fracciones congruentes. La formularemos de
la manera siguiente:

Teorema. Si -f;—:(n > 1) es una fraccién congruente

para el niimero o y %es oira cualquiera fraccidn en la cual

g << G, entonces

ml<e-zl @

Esto significa que una fraccién congruenie nos da
una aproximacién que no puede perfeccionarse sin au-
mentar el denominador.

p Consideremos dos casos: 1) g << gq; 2) ¢ = g, (como
veremos, el segundo caso es trivial.)

1) EI nimero o pertenece al segmerto comprendido

entre dos fracciones congruentes 2% y Eotl (fig, 42 . La
n ¥ n+1 g

|«

longitud de este segmento es | A, | = . El punto

nn+1

puede ser el punto interior de este segmento o coincidir

con £221(si o es racional y Ep"—*‘ , la Gltima fraccién con-
n+l A+l

gruente). De tal modo,

la__ Pn
n

<8l

Sea p/g cualquier fraccion, cuyo denominador ¢s menor
que g, ¥, por lo tanto, con mayor motive menor que

‘ 1) Por supuesio, la mejor aproximacin en
este sentido no es la Gnica.
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On+1-
q {qn < Antyqe

Estimemos la distancia p/g con respecto a los extre-

mos del segmento [p—", ﬂﬂ]:
In In+t
P Pu | Pgn—Pna | 1
= - PO Y '} S 4 B Sy, YO
| q 99n = agn '
| Pn4ll__ | Pdns1— Pns1q | 1
q Tns1 Jdn+1 = qper *

Estas desigualdades se acentuarin si sustituyamos en
los primeros miembros g por un ndmero mayor ¢, 6

In41°
i

._‘.D- =1A x
l q ?n ?nu‘h I n i (*)
!_p_ PnM i —1 IA 1.

q Pni1 ‘InQnu "

El sentido de las desigualdades (%) es: el punto plq
esta alejado con respecto a cada uno de los extremos del
segmento %’:—, -‘;—:ﬁ a una distancia mayor que la
longitud de este segmento |A, [ Saparando a la izquierda
v a la derecha de los puntos ~* q y Z221 o] gegmento A,
(fig. 12) obtendremos una zona prohlbuia [AB] =
= rﬂ’i-—- As P'“"—t— A, |, en la cual no puede encon-

Ine
trarse "la fracclo?l plg (los puntos A y B también son

prohibidos). Ahora esta claro que p/q es peor aproxi-
macidn para ¢ que --- . En realidad,

|“‘—q—n'|<‘ ﬂn“

e 2181
Por consiguiente,

|e—Er|<|a—£| (g<aa)-

2) Ahora analicemos el caso ¢ = g,. ¢Es posible que
otra fraccién con el mismo denominador proporcione



84

mejor o la misina aproximacion gue la fraccién congruen-
te? Con otras p'tl:nfn as, ¢es posible que

(p = pn)?

Admitamos, para precisar, que i’i’—so encucntre a la

ﬂ

izquievda de a (fig. 13), es decir, que #n sea par (para n

P B
- s

£ o 7

Fig. 14

impar los razonamienlos son andlogos). jPuede o encon-

3 |- 1 )
trarse mds cerca de % (ue de T";i o aungue sea en el
i ]
medio, o sea, ¢s posible que
pnt1 M
A ek
an - n ( )
IEsto es equivalente a
r 1
O —— (**%)
tn ady

Por otra parle, se conoce iue

Pn 1

In - GnGner

De las desigualdades (#x) v (#%%) sc deduce que
1 1

Hn == *
2¢n G Qnen

a_

os decir, gp4 = 2.
Por lo tanlo, si la ;Iuwigual(lad (%%) es posible, enton-
ces solo para g,y = 16 g, 4 = 2. Estos valores pueden
tener lugar para n —= 0 6 n = 1.
Resulta gque dadas estas condiciones la desigualdad
(%) en realidad puede tener lugar, segiin demuestra el
ejemplo gue sigie:

c9)—9a L
12; 2|=2+5.
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mos un error absoluto reducido [véase la férmula (1.1)}
h=|ga—p|
y el coeficiente de ntilidad [véase la féormula (1.2)]

. IS
2h 2lga—p|"*

Segin estos indices las fracciones congruentes y
tinicamente éstas son mds ttiles que todas las demés: la
fraccién congruente ticne menor error absoluto reducido
(y, por lo tanto, mayor coeficiente de utilidad) que todas
Iag fracciones con denominadores menores (o iguales).

No obstante, no agotamos todavia el problema. Re-
sulta que, segan la utilidad, la fraccién congruente supera
o s6lo las fracciones con denominadores mencres o iguales,
sino incluso las [racciones con denominadores mas proé-
ximos mayores: aumentando el denominador no elevamos
su utilidad, hasta que no lleguemos al denominador de la
siguiente [raccion congruente.

Entre estas afirmaciones hay dos excepciones triviales
que serdn aclaradas en el proceso de razonamientos.

Alora formulemos todo lo dicho en forma de dos teo-
remas mutuamente reciprocos.

Teorema 1. Si gl es una fraccién congruente para el

n

nimero o y ? , cualquier otra fraccidn, y ademds g << qn 41v
enfonces
| gnoe—pp | <<l g2 —p |-

El signo de igualdad puede tener lugar unicamente en los
casos: 1) o = East
i+l
congruente; 2) n =0, a = la,; 2L

es decir, 2% es la peniltima fraccién

P Scilalemos que p/q es una fraccibn diferente, s decir, exclui-

mos el caze poco interesante cuando £ = g—" Luego convenimos
n
en que la fraccién plg os irreducible.
Analicemos dos casos separadamente: 1) 0 < q < gp41, 4 55
F gny 2 4 = g i . "
1) Representenos p y ¢ como combinaciones lineales iguales
(con coeficiontes iguales) de los respectivos elementos de las frac-



ciones congmentesf-'?- y 2nH o sea,
n

InZ+ Gna1¥ =g, }
PnT+Ppy1y=Pp. (1
Los coeficientes x e y se determinan por este sistema.

El determinante del sistema () es como sigus: p,4 {?" —
— PaGn+1- YA conocemos esta expresién [véase ol p. 19, {6rinu-

la ()1

Dp=pnu1fn—Padneaa=(—1"

Puesto que D, == 0 sacamos la conclusién de que el sistema
S—i—) determina unfvecamente el par de néimeros z, y. Del hecho
e que | &, | = 1 deducimes que = e y son nimeros enteros.
Ambos nimeros z ¢ y difieren de cero. En efecto, si 2 =10
entonces el sistema (+) nos da p = 1 (ya que ambas fracciones

:’; y P‘“i gon irreducibles) y g = gp 41, 10 que contradice la condi-
n+

ci6én. Al mismo tiempo si y = 0, entonces por analogia se obtiene

g = g, pero aqui no consideramos este caso.

Luego, los niimeros z 8 y no pueden tener signos iguales. Si
z>>0 ey >0, entonces de la primera ecuacién de (4} obtendria-
mos g => gu41. Si £ << 0 e y << 0, entonces rtesultaria que p y ¢
serian negativos. Por lo tanlo, z e y tienen signos diferentes.

A fin de obtener el error absoluto reducido para la fraccién 2

procedemos de la siguiente manera: multiplicamos la primera
ecuacién por o y luego sustrapmos de la misma la segunda ecuacién

(gnt.— pn) 2+ (ne 10— Pns1) Y=g —p. (++)

Los paréntesis en el primer miembro de la ecuacién ({-4) tie-
nen diforentes signos (va quelas fracciones 22 y 4L aproximan el
nimero o desde lados opuestes.) Los niimeros » e y también tienen
signos diferentes. Por esta razén ambos términos on el primer
miembro son positivos (para precisar, el primer términe es estric-
tamente positive, mientras que el segundo es no negative). Por
consiguiente,

|gn0— Pl 12| + |9ps10—Prarl < 1Yl = lgz—p|.
Asi pues,
lapot—pnl < lga—pl, 15.2)

lo que precisamente teniamos quo demostrar,

Pongamos en claro para cuales condiciones en (5.2) puede po-
nerse e} signo do igualdad. De todo lo expuesto se observa que sera
posible en el dnice caso si

gna1®%—pra1="0

by = (4]
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Estudiemos nds detalladamente el caso (§). 51 2 = 1, coton-
ces y << 0. Pero en lal casn, de la primera ecuacion del visiema (4-)
resulturin que ¢ <2 0. Por lo tanto, no puede ser x = 1 y, por consi-
guiente, # = —1. Al nasmo tiempo, y = 1 obligaloriamente. En
realldad si admitimos que y > 1, entonces la primera ecuacién de
(-+) podrd escribirse asi:

—In= st dna ly—1)=q

y resullard que y == gy 4a- _ )
Asi pues, en el caso (§) se ticne obligaloriamente z = —14,

y = 1, es decir,
Q=9n+1—94ns } .
P=Pn+1— Pn+ (58)
En cste case en (5.2) Liene lugar el signo de ignaldad.
Sefalemos que la primera condicion (§8) puede transformarse
del modo signivale
g =anifn st —Imn={(na— 1 gn+ap--

En el caso considerado, 4,4, cs el illimo elemento de la frac-
ciém coulinna y, por lo tanto, a,.y == 2. Por esta razép, do la
altima igualdad se deduce que

g > 4n

lDe tal modo, para g << ¢, en (5.2) no puede existir el signo de
ignatdad.

- 2) Ahora vamos a cxaminar el caso g = gn. Ya sahemos del
p. 38 que, dado esle caso, para p == pa

la_ﬂ |<‘ s
§n In
Multiplicando ambos miembros de esta desigualdad por g,

ohtendremos

lgne— pul << |gnee—pl,

lo que habia que demostrar (por supuesto, el caso excepcional
posible para » = U, se manliene). El teorema queda demostrado
parn todos ¢ < ¢y4q. W

Teorema 2 (reciproen). Si para el nidmero o y la fraccién plq el
error absolufo redncido es menor que para cualquier ofra fraecién
p'ly’, para la cual ¢ < q, entonces plq es fraccién congruente para
el nidmero o,

P Como siempre suponemos que la [raceibn p/q es irreducible.

Pnsl  ontonees no podra
n+l

el error absuluto reducide

Ademas, si ¢ es unnfimero racionsal, o« =

Prn+1

86T ¢ = qp 4 ya que parala fraccién

Tit 1
'Icesulta nulo, mientras que scghn la condicién debe ser mayor que
gz — p |.
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Admitamos que p/g no sea una fraccién congruente. En esle
cusu su denominador esld comprendido entre los denominadores de
cualesquiera dos fracciones congruenies vecinas, o sea,

In < ¢ <Qq+
En tal caso de acuerdo con el teorema anlerior
[qnoe-- pol < [g2—pi.

No obstante, vsto refuta la condicién del Leorema: una voz que
gn << q, entonces p/¢ debe engendrar un error absoluto reducido

MENOr que ;ﬁ‘- Por lo tanto, la suposicién de que p/g no es fraceion
n
congruente, es orrénea. W

Observacion 1. Hemos demostrado que las fracciones
congruentes y solamente éstas tienen menor error absoluto
reducido y, como resultado, mayor coeficiente de utilidad
que cualesquiera fracciones con denominaderes menores.

1Y por qué golamente con denominadores «menoress?
iEs que no serd véalido también para las fracciones con
denominadores algo mayores?

No. Para los denominadores g en cl inlervalo g, <<
<< § < gn1, 08 valido Gnicamente ¢l leorema direeto,
pero el mismo e inconvertible.

Obscrvacién 2. Examinemos méas detslladamente el
caso (§):

P
o=t P=Pn+i— oy 9= Hui0— G-

dn1

Mediante un céilcule directo mostraremos que la fraccion
P _ Pnyi—Pn
q dns1—n

aungue no es congruente y ¢, << ¢ < {n 41, PELo es tan
atil como la convergente p,/g,. Los cileulos aducidos a
continuacién no requieren explicaciones:

r
|ge—~p | =] (gnt+1— QH) q::: — Pn+s T Pa l =
_| Pndns1—qnPns |= L.
Tn+1 @n+1
p
fﬁ"na""Pnl":‘Qn el ‘_Pn,:
QHal
| Tnfne1— Pnfinsl | _ 1
Tn+1 fn+l :

T=01841
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con otras pilabras, |go — p | = | gy — p, |0 Recor-
demos gque para ¢ << g, esto uo poded observarse! obli-
gatoriamente tewdremos | g — p | < | oot — po |-

Por ejemplo, pura o ‘_,’—; (véase of p. 14) las fraccio-

neg congruentes consecutivas

P 2o T pa 9 g O
Mo ! T 37 Ga 4.7 43 a1t

- : — 52
La fraccion -;-~=f;"—f:—*=;—q, a pesar de que 4 <C
3=z

< 23 << 27 eg Lan wtil como 9/4.
Observacion 3. Lxaminemos las aproximaciones del
. ni : 5 ;
ntmmero o 5z mediante unas fracciones con denomina-
i

dores 1, 2, 3, 4 (Labla 2).

Tabla 2
Yalor pproximada | Error absolutn Coeficiente de
4 de o reducide I utilidal A
i 2 4 8t
1 27 1477 14
» & 13 2_ 1
L 2 27 26 2
. T o |
4 d 0 s e
1 t 27 1
4 — — _— =Y —
' n 27 TR

Segun esta tabla, sin conocer el desarrollo del niimero
(11/27 en un [raccién continua, podemos afirmar que 9/4 es
nuna fraceidn congruente: su cocficienle de utilidad es
mayor que todos los anleriores. Lo mismo se refiere a la
fraceion 7/3. Al mismo Lliempo 5/2 no es una fraccién
congruente, ya que su coeficiente de ntilidad es menor
que ol de la Jraccion anterior.



CAPITULO VI
ADIVINANZAS

§ 11. ENTGMA DEL NUMERO DI ARQUIMEDLS

41. Llave para todos los enigmas. lil lector guien
oslidid enidadosamente los capitulos 11, 1ML, 1V y V
serd premiado. Los enigmas del capitulo 1 ya se inter-
pretan muy [dcilmente.

Este libro tan largo ha sido egerilo para una concli-
sion breve: si guieres aproximar con alla precision un nii-
mero rveal mediante una fraccién simple (no compuesia)
suslittiyelo por fracciones congruenies.

Asf se descifra el enigma de Arquimedes y, por consi-
guiente, el problema del calendario.

Sefialemos ue al golucionar precisamente el problema
de la aproximacion de nameros reales mediante fracciones
simples, Cristinan Huygens llegd a obtener fracciones
continuas. Ll tenia que construir ¢l modelo del Sistema
Solar en el cual log planetas tueran modelados mediante
ruedas (entadas. A [in de reproducir con precision los
periodos de revolucidn, se necesitaban ruedas con un ni-
mero enorme de dientes, Huygens buscaba (y enconlrd)
¢l método general de solucion de este problema: susti-
Luir estos nlwmeros por olros, considerablemente meno-
res, con la reproduccidn mas exacla en lo posible de las
relaciones de estos nameros, De Lal modo, en calidad de
instrnmento auxiliar, ided las fracciones continuss y
descubrié muchas de sus propiedades, aunque estas frac-
ciones ya fucron usadas anteriormenlo por el italiano
Bombelli (sin penetrar tan prolundamente en sn natu-
raleza),

A propésito, N.N, Luzin decia: «En el laboratorio de
un gran sabio aun las virutas tienen valom.

42, Enigma del ndimero de Arquimedes. Para la
aproximacion del nGimero m desarrollémoslo en nna frac-
cién continua. Podemos tomar la aproximacion decimal
de m con gran reserva de precision, por  ejemplo,

Tooaonim * Y aplicar el algoriling e
T»
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lluelidoes:

o= |3. ?' 15, 1! 288' 1" "']'

Ahora ealenlamos las hracciones congruentes de acuer-
do con el esquema del punto 17:

i il 2 3 4
fy, 3 bl 15 1 288
' 3 22 333 355 102 595
In 1 7 1616 113 32637

[3so es Lodo. jResulta tan ficil! Esta tabla descubre
el secreto de Arquimedes y, al mismo tiempo, de Metzis.
De la misma se desprende:

¥,
AproxXimaridn Fraceidn congrueiie
T
Nula 3 {con defecto)
L9
Primera % (con exceso)
. 333
L : — {c :
egunda % {con defecto)
Torcera g {(con exceso)
'(.' L) . T
113

JPodrd considerarse que Arquimedes y Metzis han
sido desenmascarados: usaban fracciones continuas, Ar-

quimedes utilizé la fraccién congruente -;_’—‘micntras que
1

Metzis, _;31

3
No, no podemos afirmarlo para Arquimedes.
l[ace falta comprender con claridad que hemos solu-
cionado el problema matemdtico, pero no el histérico.
Hemos demostrado eémo se puede llegar a la aproxima-
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= g S .
citn del ntunero o mediante la fraceion -_%. sin embargo,
]

esto no significa gue Arquimedes llevaba ¢l nusmo ea-
mino. s verdad gue no excluimos que ¢l nsaba el al-
goritmo de fracciones continuas. A Tavor de ests suposi-
cién podemos aducir dos argumentos: 1) en ¢l caso (e
ausencia de fracciones decimales cste canino es cl mds
natural: 2) en la antigiiedad preferian fracciones con -
merador igual & la unidad. Iin Egipto ¥ Buabilonia uga-
han solamente esias fracciones, més tarde comoenzaron a
ponerse poco a poco en use otras [raccioncs. No obslante
estos argumentos son (e cardcter especulalivo. Ningun
juicio Yos hubiera rcconecido. No existen pruchas diree-
tas. Para determinar ; Arquimedes calenlaba los peri-
metros de los poligonos regulares inscritos y circunscritos,
haciendo ugo de ls «fdrmula de duplicacidwy. Ademis
desconocemos qué método usaba para extraer las raices
cuadradas, 61 nos ofrece sélo el resultado final, Los
historiadores no llegaron a alcanzue nna opinidn nndnime
acerca de este problema.

La ventaja de los séptimos puede también revelarse
empiricamente al compararlos con otras parles mis
grandes. En lo que se refiere 2 Metzis (mis exactamente,
Antonius), esto es olra cosa. Resulta mny dificil supo-
ner que tal fraccién compuesta como ‘;STzfuet'a enconlrada
sin ayuda de la teoria. Sin duda alguna Antonius usaba
fracctones continuas. Comprendemos por qué s¢ detuvo oo

la fraccion congruente 355 En ofecto se trata de la 0lti-

113"
. e . a3 1N2 545
ma [raccién admisible. La fraccitn subsigunionte e
= i
es tan voluminosa que no tiene mingun valor praclico.

§12. SOLUCION DEL PROBLIMA DEL CALENDARIO

43. Aplicacién de las fracciones continuas, Primero
pensemos en coOmo nosotros mismos solucionaramos cl
problema de la alternacion de log afios hisiestos. Repre-
sentariamos Ta longitud del afio en lorma de una fraceion



conlinmg

1 ano — 36L dias 5 horas 48 minutes 46 segundos —
— [365: 4, 7, 1, 3, K, 64] dias

Observacion L. v es un ndmero dreacional, Se expresa
muedianle ung fraceion continua infisita. La magnitud
del afio es empirica. Toda magnitud cmpirica se mide
dnicamente con nna precision determinada, por lo cual
no Ltiene seutido hablar acerca de su racionalidad o ivra-
cionalidad. La magnitud cel afio que acabamos de adneir
ey admitida, por lo Lanto nos vemos obligndos a conside-
rarla exacta. Iilla se expresa mediante una fracecién con-
finna linita.

Observacion 2. Para expresar la longitud de) ano
mediante una lraceién continua no hace faltn represen-
tarla por una fraccion decimal en partes del dia (andloga-
mente a1 como lo haciamos con el nimero n). Este calculo
se desarrolla asi (desechamos la parte entera):

5 horas 48 mmulos 46 segundos 20 926 segundos 10468
1 dia T 86400 segundos T 43 200 °

43200 =4-10463 4-1348;
10463 =7-13484- 1027;
1348 =1-1027 + 321;
1027 = 3- 321+ 064;
321=5.64+41;
(4 =04-1.
TTallamos varias fracciones congruenles iniciales. Omi-

timos la parle entera, ya que la existencia de 356D dias
enteros en cada afio no requiere recuerdos:

| T ] 31 163

4 26 aa 125 | (73
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Cada columna ofrece la soluciém del problema del ep-
lendario. Por ejemplo, la primera columna nos da para

¥ 4 . = g ygn 1 -
fa duracion del afio el valor aproximado de .5!151- dips

Para realizar tal duracién del afio hay que consideray
como bisiesto un ano de cada cuatro. Bin peneral, la
tercera fila nos da el valor del ciclo o periodo, y la se-
gunda, el mimero de afiog bistestos en el ciclo. Par ejem-
plo, la segunda colnmna corresponde a {al solucién:
7 afios bisiestos cada 29 afios. La duracion media del

afio en este caso serd de 360 ;-%dias. Psta cifra resulta

T | s 1 ,
mis exacta que .’%[:I'JTt , pero al mismo tiempo mas com-
plicada.

44. Como eligir el calendario. Alora csli claro gue al
solucionar of problema del calendavio hay muy pocas
variantes para elegir, solamente cunatro,

A fin de evilar equivocaciones esclarcceremos que en
¢l mundo existe un gran nimero de cafendarios. Hay ca-
lendarios solares y lunares. Diferenics puchlos tienen un
comienzo de era diferenle, asi como un namere dilerente
de meses en el afo (doce ¢ trece), un comicnzo del afio
distinto (a propésite, extremadamente diverso) v dile-
rentes dias festivos. En el presente libro examinamos el
calendario en un solo aspecto (mo consiileramos toda la
diversidad de estas difercncias): nos interesa la duracion
media del afio. En este caso existen micamente cuutro
soluciones ventajosas (con ofras palabras, suficientemente
simples y exactas). Corresponden a las primeras cuatro
columnas de 1a tabla anterior. A partic de la quinta co-
lumna ya se obtienen combinaciones (Jemasiado compli-
cadas. Asi pues, iodas las soluciones posibles se aducen
en la tabla 3.

En Ja columna «Errory ¢l signo «menos» indica que la
duracion media del afio es mayor que la auténtica.

La primera variante correspoude #] calendario ju-
lano. La segunida no es convenieite: segan el grado e
complejidad es equivalente a la tercera, no obstante, le
cede considerablemente en lo que se vefiere a la exactitud.

La tercera variante (8 ajios bisieslos cada 33 anos) ha
cido propucsta por el gran sabiv persa y tadzhike, el
poeta, Omar Khayyam.



96

Tabla 3
Alternacidn de
los s
Ne de bisieslos
aproxima- [T Duracién media del afio Error
viGn e
ro de |perindo
anos
1 1 4 | 365 dias 6 horas 00
minutos 00 segun- | —11 minutos
08 14 segundos
2 7 29 | 365 dias 5 horas 47
minutos 35 segun- | -1 minuto
dos 11 segundos
3 8 33 | 365 dias 5 horas 49
Eninut.os 05 zegun- | — 19 segundos
08
4 31 128 | 365 dias 5 horas 48
Eninutos 458segun- | +1 segundo
08

La cuarta variante es excepcionalmente exacta. El
error de 1 segundo no tiene valor prictico. Precisamente
por eso se proponia utilizar este calendavio. Por ejemplo,
en 1864 el astrénomo ruso Medler propuso introducirlo en
Rusia a partir del comienzo del siglo XX. Para ello cra
necesario introducir solamente la signienic correccién en
el calendario juliano: cada 128 afios omitir un afio hi-
siesto (es decir, considerarlo ordinario). Pucsto que en el
calendario juliano a cada 128 afios les corresponden 32
bisiestos.

No obstante, este calendario no fue aceptado en Rusia,
ni en otras partes (el mundo. Probahlemente, las causas
congistian en que el periodo de 128 aifios no era ¢redondo»
asi como en lo acostumbrado del calendarip vigente.

45. Enigma de Gregorius XIII. En el punto anlerior
no llegamos a descubrir el enigma de Gregorius XTIT:
entre las cuatro soluciones aducidas no se encuentra ol
calendario gregoriano. Por eso, nna vez solucionade cl
problema malemdtico prestemos un poco mas alencion al
problema histérico. (Cudles fueron los argumentos de
Grogorius XTI1] (para precisar, de la comision organizada
por él)?

Es muy seductiva la sieniente hipdtesiz: Gregorius
XIII partia de la relacion 31 ;0 128, pero, descando susti-
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tuir el periodo de 128 afios por otro mas ¢comodo, cligio el
periode de 400 afios. Si a cada 128 afios les corresponden
31 bisiestos, entonces {cuantos afnos bisiesios correspon-
derdan a 400 afios? De la proporcioén

M =
128 — 4n0
se obtiene x = 96,875 =~ 97. Ksto precisamente el ca-
lendario gregoriano: 97 afios bisiestos cada 400 afos.
iUn argumento convincente, no es verdad? No obstan-
te, ©s erréneo.

Razonando acerca de la historia y, en particular, |a
historia de la ciencia, no se debe atribuir a los sabios do
los siglos pasados el desarrollo actual de las ideas. Al
conlrario, lace falta tratar de penotrar en el circulo de
sus ideas y conocimientos. Ademés, en la ciencia histd-
rica son poco convincentes los razonamienlos especulati-
vos del tipo «<hubiera podide ser asiv. Face falta estable-
cer, haciendo uso de los documentos histiricos, que ¢«lue
precisamente asi». En lo que so refiere a la reforma de
Gregorius X111, la conocemos bastanie bien, en particu-
lar, conocemos la composicién de la comision encargada en
elaborar el proyecto.

] error de nuestro razonamiento especulativo consiste
en lo siguiente: en la época de Gregorius X 1T la duracion
del afio no era conocida tan exactamente como en la actua-
lidad. La comigién de Gregoring XIIT usaba unas Lablas
astrondmicas compuestas por la Academia de Toledo por
orden de Alfonse X (1221—1284), vey de Costilla, Bn las
mismas se da la duracidn del afio que sigue

1 ano=365 dias 5 lioras 49 minutes 16 sepundos.

Representémosla mediante una fraceion continua
1 ane=|365; 4, 8, 7, 2, 2, 17].

Sus fracciones congrnentes (sin la parte enlera) serdn:
1 Yy 07
&7 33 285
Por esta razon la comisian de Gregoring X111, sea enal
fuera el método de s trabajo, vo podin conocer nada de
la relaciom #1/128.
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Como ya se menciond, conforme al calendario grego-
viano, la duracion media del afio cs igual a 365 dias
2 horag 44 minutos 12 segundos, es deciv, sobrepasa la
anténlica en 27 segundos. Pero, nosoiros lo consideramos
asi, micnlras que Gregoriug XTH consideraba que su afio
erd menor que el awténtico en 4 segundos. Como vemos la
comision e Gregoriug X111 podia cstar totalmente satis-
fecha de la exactitud lograda.

Eu complemento a lo dicho, sto hay razones para snpo-
nor que Ja comigion de Gregorius XITI utilizo las fraccio-
nes conbinuas, yd que en aquel tiempo oo Europa cran
desconocidas. Mis bien ella llegd a su solucion por el
melodo de seleccion. [Te aqui edmo se puede hacer esto
ficilmente. Segiin las 1ablas de Alfonso X el afio juliano
sobrepasa el auténtico en 10 minutos 44 segundos. ¢(En
ol transecurso de ¢imintos anos se aeumulard un error ignai
a un dia? Dividimos el dia (24 horas) en 10 minutos 44 se-
gindos:

24 horas _ 86400
A0 miinutos 44 segundos G644

~ 134.

Asi pues, para corregir el error del calendario juliano
hiace Talta una vez cada 134 afios omitir un afio bisieslo.
Pero, resulla incdmodo, ya que el afio 134 de turno puede

%3 T ‘ 1
no ser bisieslo. Sedalemos que 134 ~ % -400. Por lo tanto,

cn el transcurso de 400 aios hace falta omitir tres veces
el afie bisiesto. Precisamente esto es el calendario gre-
gorianog.



BIBLIOGRAFRTA

Como ya se dijo en el prefacio, este libro esti destina-
do para los especialistas y contiene o) minimo imprescin-
dible de conocimientos sobre las Iracciones continuas,
Para log lectores que desean profindizarse mig en la mea-
teria leg recomendamos la siguiente literatura:

1. 1. Vinogridov. Fundamentos de la teoria de los
ntimeros, Dditorial Mir, Mosca, 1971.

2. Moore C.G. An Iplroduction to Conlinued Frac-
tions; The Nalional Council of Teachers of Matlhiema-
tics, Washingion D.C., 1964,

3. Strnik D.Y. A Concise Hislory of Matlematics, 3rd
edition, PDover, New York, 1957



A nmestros lectores:

Mir cdita Libros sovidlicos traducidos al espaiiol, inglés,
francés, drabe y otros idiomas extranjeros, Enire ellos figuran
las mejores obras de las distintas ramas de lu ciencia y la téenica,
manuales para los centros de ensefianza superior y escuclag tecno-
légicas, literatura sobre ciencias maturales y médicas, También
se incluyen monografiss, libros de divulgacién cientifica y cien-
via-fiecion.

Dirijan sus opiniones a la Editorial Mir, 1 Rizhski per., 2,
129820, Moscu, 1-—110, GS&)P, URSS.



EN 1088 LA EDITORIAL «MIR» PURLICARA

A. Borovkov
ESTADISTICAS MATEMATICAS

En csie lihro se expone el estado aciual de la cstadistica
matematica que contiene muchos perfeccionamientos y varios
cnfoques nuevos de log resuliudos mdés recienles. En el primer
capitule se analizan las propiedades de las distribuciones empi-
ricas que forman la base de la estadistica matemilics. En los
capitulos 2 y 3 se expone la teorfa de estimaciones y la teoria
de comprobacién de las hipétesis estadisticas respectivamente,
Lag primeruas partes de ambos capitulos se dedican a ln descripeion
de todos los enfoques pesibles de la selueién de problemas plau-
teatdos y a lu bisqueda de procedimientos (ptimos. Las segundas
partes, a su vez, conticnen la construceidn de procedimienlos
asintéticamente optimos,

El cupitnlo 4 reGne problemas estadisticos vinculados con
dos 0 mds muestras, problemas sobre homogeneidad, anilisis de
regresién, reconocimiento de imégencs.

En el capitulo 5 so cxpone la teoria general de las soluciones
estadisticas, o sen, del enfogue tebrico de los problemas esta-
disticos. Un lugar importante corresponde a la bisqueda de solu-
ciones asintéticamente Optimas.

Esta obra se desling a los que estudian la estadisticn male-
mética. Al mismo ticmpo puede despertar el wnterés de los especia-
listas que ya trabajan en cste cumpo.



EN 1485 LA EDITORIAL «MIR» PUBLICARA:

K. Ribnikov
INTRODUCCION AL ANALISIS COMBINATORIO

os malemilicos, ingenieros, asi eomo log espreialistas en
atras rimas de la eroneia, saben que al solueionar los problemas
pritclicos. con mis freeuencia se ven obligados a ocuparse de las
catrueytirns diseretas. Bolre éstag ecitemos grafos, walrices, esque-
mas - blogue, redey eléetrieas, ojos de iransporte, sistemas de
prgamizacion de 1a praduccerén, thngos de informacion y wmuchos
ilros. Ademas, como o= sabido, el tuneionamicnto de la mayoria
ile ordenadores se basa en ¢l prineipio del cilenlo direeto.

A pesar de Ia hoterogeneidad y el cardeter eapeeifico de se-
mejantes eslrneluras, éstas pueden considerarse desde posiciones
dee la Leerin gencral, 1o gae facilita su uso v esludio. Tl presente
Libro ofrece al levtor os Tundamentos de esta teorin gue manticne
el ttulo Wistiricamenle formada, andligis combinatorio,



EN 4988 LA EDITORTAL «MIR» PUBLICARA;

A. Kurosch
CURSO DE ALGEBRA SUPERIOR

IEn egte libro sc expone el curso de dlgebra superior que repre-
senta nna de las disciplinas fundamentales de la ciencin mate-
méilica moderna. Bl ¢urso de dlgebra superior rensta fundamen-
talmente de dos seceiomes, Una de ellas, el dlgebra lineal, estd
dedicada al estudio de lus ecuaciones de primer grado. La segunda,
el dlgebri de los polinomios, al estudio e wna eenacién de nna
incdgnita, pero de grado superior.

Tl material del libro se cxpune de uosa manera clara ¥ & un
elevado mivel cientifico. Para ayudar a asimilar mejor los con-
ceplos matemdticos, al final de cada seccién se dan ejemplos
y problemas con resoluciones detalladns.
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A. Kiseliov, M. Krasnov, G. Makarenko
PROBLEMAS
DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

En este libro se han recopilado cerca de 1000 problemas y ejer-
cicios del curso de ecnaciones diferenciales ordinarias, S8e han
incluido también el método de isoclinas para las ecuaciones de
primer y segiundo orden, problemas para hallar las trayectorias
ortogonales, la dependencia e independencia lineules delos siste-
mas de funciones, Ademds, coatiene problemas para hallar la
estabilidad de las soluciones, el método del parimetro pequedo
ol método para resolver ecuaciones y sistemas. Cada parrafo em-
pieza con una breve introduccién tebrica, Después se exponen
las determinaciones y los métodos principales para la solucién
dc los problemas. Todus los problemas van accumpaiados de su
regultado; para algunos de ellos hay indicaciones sobre cdmo
resolverlos.

Es un libro de texto para los estudiantes de cusefianza su-
perior.
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