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PREFACJO 

Este liln·o está destindo a los ('::l{'-ülares quienes se in­
L<'resan por l~s mat.cmátic.'\s. E~t<\ dedicado n nno ele Jos 
npart.ados ntás c.nut.ivadore$ de l a aritmétic.a, la apro'-i­
mad ón de los números reales m~diante los racional<.\."!. 

lJltimrunentc ontro ciet·ta p~t·t.c de los júvencs matc­
máLic.os (a propósito, no sólo jóvones) surgió una Mtitud 
de~pcctiva con l'ü*'pcc.to a la mntt1mática tclcisica~ y «p •t­
I'A.>> como contrapeso de la «moclcrm:m y la «aplic.adal). No 
ohstantc, tal contraposir..ión e.s errónea. 

Primero, todA la matemátic.a existe r;obre ·una IJnse 
10\Jy vasta y c.ada matemático dobo conoe.er los resultados 
clásicos más (undamental es. En pnrt.icular, la leo ría de 
las frAccion Bs conlínuas que l~onstituyc un npm:tndo deJa 
mat(>mÚLk a dá~ica pnra. hoy e 11 dín se usa ampliamente 
pnrn ca lcnl ar los vHlOl·cs do las Innc.ione.s ~on ayuda rle 
com pu tadorc.s. 

::-;cgundo, en ~1 proceso do rlesarmllo de la cienc.ia 
muchos apartado~ y teorías viejos están perdiendo su im­
port:mcia marchitándose c,omo las ramas rle un á'rbol. 
¡Muc.l•os, pl;;'ro no t.o•los! Hay teorins que existen muchos 
s iglos (a vcc.l~i'. cmn milonios ) y, s in ombfl'rgo, ~ignen 
~íenclo actlla)es . 

Lns fracc.ione:-5 continuas constituycJl una de 1 as más 
p~rfec lM t.ccaciones de los mnl.t~máticos de los s iglos 
X Vll-XVJJ r (lluygons, Eulor, T. .. ogrange, Logendxo). EL 
conocimiento de sus p1'opíPdatles tlejn a uno pasmado. 

Leyendo el preseute, 1 i bro lH\CC falta t.one.r en t u en ta 
do~ cir·const.Hnc.in~. 

1. l~n ol mi~mo hay dos gt·ados rlo dif1cultnd: c.on letra 
grande se expone ol rnatetinl fácil y <;.on lt1tra m onuda, el 
más dirícil. Con letrll. mcm1da se ofrec(l.n las detnostrncio­
ncs úe los toor~mns difíc.iles, lns ClHilc.s puNlon omitlrs~ 
si n p(>rjudirnr la co mpronslÓJl . Dn•lo c..<~ l.(.' t:aso, st• uert>l{i.ta 
crct•r do h1wn~ fé los respr.r ti vos len remas. 

¡~o obstm1l.t\, seria mojOl' no omitir undal 
.Las rnateow,í t.h •• s no n'p.r<:>se 11t.un ~ól(} 1m a kclurn f\Htfl\­

tenida. E l fn111L'O Jntltemátic() (al i~ual que el físico o in­
geniero) dt.~hc adq•drír una e.xpcrl(~nr~tt (>é.H'a poder reali­
?.ar c.á)cnlo~ y rlctnostracionos com plic.ndof\ . Tomo un 
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lápiz y una hoja do papel y analice minuciosamente el 
texto escrito con letra menudn. A lo mejor podrá usted 
simplificar a lgunas demostraciones o sustituirlas por 
otras más perfectas. 

2. La teoria de las fracciones continuas es basl.nnte 
amplia. Eo el presonte libro so exponen únicamente los 
datos fundamentales. Sin embargo, en el mismo está pre­
sente todo Jo que debe conocer cada uno quien so interesa 
por las matemáticas. Los especialistas deben conocer 
mucho más. 

N ikolal Beskin 



CAPiTULO I 

DOS ENIGMAS HISTúRICOS 

§ 1. ENIGMA DE ARQUlMEDES 

t. El número' de Arquímedes. Hay muckos que supo­
n~n: para poder encontrar algo extraordinario hace falta 
dirigirse a un lugar distante. lo mejor, al cosmos o al 
fondo del océano, ya que en la vida habitual, alrededor de 
nosotros todo está bien conocido y no hay nada intere­
sante. 

¡Qué equivocación! Nos onc.ontramos rodeat.Los por 
fenómenos enigmáticos, pero no meditamos sobre los mis­
mos pot'quc l'.stamos acostnm brados a ello~ . En este ~a­
pitulo vamos a tratar dos hechos enigmáticos (atmque 
conocidos por todos) de la historia de las matemáticas. 

Los escolares del mundo tmtero c.onocen clel curso do 
geomctTÍ:a que Arquímedes encontró para el número :n;1) 
un valor aptoximado 22/72) . EstE:~ hecho ya es tan usual 
q\Je muchos no s uponen qué secreto íncubr~. Son muchos 
los que se plantean la pregunta: ¿-por qué Arquímedes 
escogío precisamente los séptimo~? ¿Q11é será sí expre­
samos n apt'oxirnad.amente en oc.tavos? 

Esta pregunta resulta ser muy intcreMntc. 

1 ) Ln letra n es la primera }Qtra do la palabra 
griega nepicpepeia quo significa «circunferencia». El matemátic.o 
ingles Jones en 1706 por 11rimora vez designó con la Jotrn fl. la 
razón entre la longitud de la circunferencia y la longitud d<u dlá­
motro. A partir de 1736 empezó a usar esta designación L. Euler 
(anteriormente 11saba. la letra p). Desdo aquel entonces esta desig­
nación es adoptat.la por todo '(\1 mundo. 

2) En realidad, Arquímedes en su obrn «Medi­
ción dol cfrculo» rormuM este res\Jltado de una manera algo dis-

tinta. Indicó los límites para n: 3;~ < n < 3 ~ . Arquímedes lo 

expuso asi: «El perímotro de t.odo círculo es igual al di ámetro 
triplicado con exceso, que es m enor quo la séptinw parte del dí:i­
metro pero mayor qu(} diez septuagésimo primoro». 

Se pusu en uso ol valor 34 como ol más simp1o1 

r r • 310 ¡mnque es mas :proxuno a 
71

. 
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2. Aproximación. En diferentes apartados de las ma­
temáticas se enc.ucntt·an problomas del siguiente Lipo: 
hace falta sustituir ciort.o objeto (número, f1mción, fi­
gura, etc.) por: oll'O de 1 a misma naturaleza, poro más 
simple y snfic.ienLemonl.o pr·t)xjmo al objeto dado. Tal 
snstituc.ión se <lenomina aproximación. En ca.da c.aso 
c.oJIC.l'Oto en ül conj1mto ciL' objetos a aproxjmar, deh+l 
sopnr;u·se 1111 s llhr.:Olljmllo cl o objetos qno se c.onsidcl'an 
más simples, y hace fnlt.n clcfinil· qué significn <<~1Jficion­
tomente próximo~;)) , :'>(o obstAnte, no tenemos uec.c!->idocl 

o 1 J 

Fl¡.!. 1 

ele estudiar e) p1:ohlcrrw do aprox.imadó11 en forma tan gt1-
rwra l. Hablaremos .solnc un cnso JW.I'tic.ular, o sta, lo 
aproximación de númm·os ronlos. 

Considert~mos un conjunto clo todos lo~ números ro­
ales. Se ha. adoptado designm·lo con la 1etl'H R (l:r pri­
mera letrn clo la 13alabra franc.esa «réeh - real). Los 
números realcl) pueden tener '\m il nnturaloza complcj¡¡ 
(números irracionftles) o sor voluminosos (las fracciones1

) 

con grandes dcnominarlore~). 
Aqui hay que aclarar e l porqué la voluminosida.t de 

una fracción se apr.ecia 110r la magnitud de su ctcnomi· 
nador y no del numerado!'. Si uo!:i Jntere~a no t.nnl.o la 
magnitud de un número rcnl a como su naturaleza arit­
móti c.n, entonces nos importa Jn siluación de o~te númo­
ro eJl tro los números enteros consecutivos n y n + 1. 1~ 1 
des pla7.amielll.o <lt\1 número a por el eje numérico a un 
número entero no cambia su naturaleza al'ibnética. 2

) En 
\a fig. 1. están marcados los números a y 3 + a que no se 
élifcrenc.ian por su posición en los sogmentos3 ) [0, 11 y 

') 1\ecordcmns 1!\IO la frncc.ión es un n!'ua1m·o 
plq doude_g_ y q son números enteros y q ± O. De lal ¡)lcHlo, los nú-
mP-ros V3/3 ó 'Jf. / '2 no son fraccio110s. 

11) l'orlo lo dicho no se re.ficm~ a In urit.mél.ka 
que cstuclia números ontün>!J. 

a) La dofinición clel t6rmino ~segmMto'!) se ~íl. 
~p el P· 23. 
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1:~, 4.1. S o hny razón para considetar úl núrnoro 3~ 1 = 

= H7~ más complejo que 3/4. Podríamos litní Lamos al 
estudio de la natural eza de nÚmOI'OS on el Fegmento [0 , 11: 
en ~ada sogmenlo ln., n + 1\ se ropilé el mismo cuarlro. 
Pt·ccisamente por L'\SO, tt l aprecii'lr o1 grado tlo C{)mplcjidad 
de uua fraccibn nos int.(\r.csa su denomi nador y oo el nu­
met·ndor . 

De un couj 11n~o do númt~ros r:oolcs H separnHlOS un 
snhconj tmlo tlo fl·nc.<.~iont)S ron un d<.'nominadot· dado q. La 
<1 i ~tancin cntrl' ( \ 1 númoto ex y la frae.ción p/q es l cr, - ~ 1· 
Alror·rt el probiC'mn <lCt'rra clo l l\ apt·oximación dtl los 

«-

P·r p .. t p 
-;¡ ·-· M;;sr -~~-

ce 
P- ' f' p -1-- rx""-r -¡--

lt'i~t. 2 

nú rnoros reah\5 puedo formularse así: dar expresi6n apro­
xtmada de un n úmero real a (:n. forma de u.nn. fracnón 
co1t el denominador q si.gn.ifica hallar entre wdas /.a:; fraccio­
nes con el denom inador q la mó~ próxtmn. al número a.. 

Si en e l eje numérico están mm:clldns t.od~ts l11s frnc­
c.ioncs c.011 ol <lc~nominnclor q ~n l oncos lll uúmero CJ. r~Jsul ­
tará OJ)trc dos Crnc.doucs (no nos j ntorosa ol c,nflo cunndo 
a coinddn con nnA clo ltLc; mismM): 

¡)- 1 < - 1• -- O.<::_-. 
q 'l 

Dt' d ichas rracc.:iunes S<' i!.SC<oge ln rnás pd.:xima a IX (v.~aso 
la l'ig. 2). 

Puede suc.odct· quo IX coín<:idn con el punto mtH.lio del 
~c~moJ'It.o[p·~- 1

, LJ. En este c.a,so (y l'Olnmeuto en éste), 
~ q q 
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el problema tieno dos soluciones. Para certidumbre, con­
vengamos cm preferir el extremo izquierdo. 

De todo lo expuesto está claro que para la aproxima­
ción del número a podomos usar fracciones con cual­
quier denominador, o sea, ln selección dol denominador q 
depende únicamente do nuestro deseo. La aproximacióJl 
se aplica para la sustitución de números irracionales. 
Además, los números racionales se p\H~den sustituir por 
otros menos voh1minosos (con de.nomjoador meno1·). Cite-

mos un ejemplo. El valor aproxímndo dol número ;~~~ 
en duodécimas partes es 

ya que 

2936 5 
71V13 ~12' 

5 2936 6 
12< 7043 <12, 

d, 2936 , ,. 5 6 
y a emas, 7043 es mas proxtmo a i2 que a T2· 

Estamos acostumbrados a aproximar los números 
reales mediante iracciones decimales. Sin embargo, en 
Jos tiempos de Arquímedes las fracciones decimales no 
fueron inventadas todavía1) y Arqu)medes pudo escoger 
cualesquiera partes para la aproximación den. ¿Por qué, 
entonces, escogió los séptimos? ¿Puede sor que 110r ca­
sualidad? 

3. Error de la aproximación. En el proceso de ap•·o­
ximación de un número real a mediante la f1·acción plq 
surge 1tn error 

/). -= (f. - .1!_ • 
q 

Recordemos; el error es el valor exacto menos el aproxi­
mado. 

1) Las frac.ciones decimales apAl'Cdt~ron :\ fines 
del siglo XV1 (por cuanto so trata do Eut'opa; en el Oriente ya se 
conocían en el siglo XV). Fut\ron inventadas por el sabio ele Flan­
dc.s Simon Stcvin. Aquí so tiene un testimonio c.ompeten t.e del 
escritor inglés Joromo C. Joromo: «Do Gont nos dirigimos a HrlJgge 
(donde aproveché la ocasión de lanzar una piedra al monumcn~o u 
Simon St.evin quien inventó las fracciones decimales. con lo cual 
me causó muchos disgustos en los años escolares), y luego regr(.'s:t­
plOs acá•. («Memorias de un via~em», nQ1.a de] 9 de junio{1 



Entonces resulta que s i se tiono una aproximación con 
fal ta en ton ce.'! el error os positivo y si so t iene una apro­
ximación c.on exceso, éste es negativo. 

El valor absoluto del error I D. 1 se denomina error 
absoluto. 

Está claro que para el procedimiento escogido de 
aproximación el error ah.c;oluto no puede sobrepasar 112q 
(véase la fig . 2): 

1 
ló 1 ~2q· 

El número 1/2q es el límite superior dl!t error absoluto. 
Para el otro procedimiento de aproxim ación el límite 
superior puede sor diferente. P or oiemplo, si hubieramos 

/'- 1 
T 

-T" 
AIQ CQflUt"flit'nft" 

Fig. 3 

.e 
'1 

convenido en tomar siempre la aproximación con falta, 
es decir, siempre escoger el extremo izquierdo del seg-
mento [P fJ 

1
, :J. entonces el ettor sería igual a 1. /q. 

4. La utilidad de la aproximac.l6n. El error absoluto 
alcanza el límí ~e superior en aquel caso (el mas desfa-
vorable) cuando a.eselpuntomediodel segmento [p q 1, n 
Si a. se sitúa en el mismo segmento muy cerca a uno 
de sus oxtremos, entonces el er:ror absoluto real puedo 
ser considerablemente inferior al límite superior. 

Todo ello sugiere introducir el concepto acerca de la 
utllidmJ de la aprox imación. La sustitución aproximada del 
nt¡mero a. por una fracción es conveniente si dicha fracción, 
siendo el denominador pequeño, brinda una alta precisión. 
Más rigurosamente , s i ol err or absoluto es considorable­
m ente menor de l o que se espera juzgando por el denomi­
nador q. La fig. 3 aclara esta idea. 
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Parn pod~r c,araclerizar la utilidad 11ace falla compa­
rar dos magnitudes: el onol· absoluto roal y el límite 
superior deJ error ahsolnto: 

. l'm>r lll>solulo . ··= 1 r:J. - p/q 1 , ... 21 a _ l · 
l irnitt• sup('I'Jor lld error Hhsolut<l 1/2q q P 

Pal'a s implif.i car se ha ac.eptndo considerar la mitad ch.• 
e-sta magnit.nd. Desiguómosla por k y denomiuémosJa 
error redu.c ido 

h = J qa. - p 1· (t.1) 

H.ecordemos: t!l error reducida h es la. mitad de la rela­
ción entre eL error absoluto real y d máximo posible. Evi­
dentemente: 

0<h~1/2. 

Mientras menos sea h más conveniente será Ja aproxima­
c.ión. 

Denominaremos 1a .magnitud 

i i l.=-=---
2h 2 1 qa.-p 1 (1.2) 

coeficiente de utilidad. Su sentido es muy simple: el coe­
ficiente de utilidad demuestra cuántas veces el error abso­
luto real es menor que el máximo posible. Evidentemente 

i~~<oo. 

Entonces, cuanto mayor sea A., tanto más útil será la 
aproximación. 

No hay que pensar que las partes más menudas son l as 
más útiles. P uede suceder que al trazar on el ojo numérico 
las octavas partos el número a ocupe una posición menos 
favorable que al traznt' los séptimos. Llevemos a cabo 
un exporimento con el uúmoro n aproximándolo mediail­
te diferentes partos: clesde las primCl'llS hasta l as dé~ 
cimas (véase la inbla 1). Omitimos los cálculos; el lector 
los p11euo realizar por si mismo. 

Esta tabla dcrnuostra que para fines J c la aproxima­
ción clo n. Jos ~éptimos resultan mucho más convenh~ntes 
que las pa1·tes vecinas más próximas. El ertor .real e.~ más 
de 56 veces menor que se podía imaginar juzgando por la 
dimensión de las partes. 



Tabla 

1 
Vt\l()r a ¡w•- ll·lrnll(' !óUp llriu l 1 

fJ xiJmult• <l l' n. del ~rr<>r a llsolu tn 
,, 

1 3/'l '1 /2 -='0, 5000 '' • 1416 O,J4Jv 3,!; 
<) 6/2 1/4 = 0,2500 0 .1416 (1,2832 1.R ... 
:~ 9/3 1/6 = 0.166i O, t41G 0,112118 '1 .~ 
4 i 3/'• 1/8 =0,125(1 1) 1084. O.tíS36 1 ,2 
5 10¡5 1/ l O=fl, 100('t 0, 0584 n ,292r) 1,7 
G { 9/f) 1/12=(', 0833 0 ,0251. o, 1504 .,,3 
7 2217 1./14=(1 , ()71ft 0 ,001:~ 0,0089 50,5 (¡ l) 
8 25¡8 1/16= 0,0625 0,01.66 0,1327 3,8 
9 28/9 1/ 18=0, 0556 0,0305 11,271,3 1,8 

10 31 /10 1/ 20= 0,0501l 0 ,04Hi 0,4159 1,2 

En la fig. 4 se expo11e l a posic.ión dolnúmcro n en el 
eje numérico. Por casuaHdad (aunque, ¿verdaderamonte 
por c-asualidad?) n I'esulta encontrarse mllY cerc.a de ~­
Si nos hubieran ordenado con antelación aproximar n ele 

J 

J 

Fi¡(. 4 

i.J L 
1 1 
1 
l 
1 

tal modo que el error absol uto no sobrepasara tlc 0,001 ;~, 
¿,qué part.~s bnbriamos escogido? ApHntnriamos ln c.on­
dición 

t/2q~0.001 3 



de dondo g ~ 385, no obstante, Arquímedes alcanzó l a 
misma precisión al tomar el donominadror mucho me­
nor. 1) 

No, no por casualidad Arquímedes t.>scogió para l a 
aproximación dol número n precisamente los séptimos. 
Pero, ¿cómo pudo lograrlo? 

Pasados muchos siglos (en el año 1585) el holandés 
Adrian Antonius encontró para n el valor aproximado: 
1t ~ 355/113. 

Este resultado íuo publicado solamente después de la 
muerto de Antonius, por su hijo Adrian Metzys, por lo 
cual esta magnitud 355/113 empezó a denominarse núme­
ro de Metzys. Dicho número posee la mismo propiedad 
asombrosa que el número do Arquímedes: el denominador 
113 resulta ser mucho más útil de Jo que se podía imagi­
nar juzgando por Sll. magnitud. Recomendamos a nues­
tro lector que analice el número de Metzys así como se 
'ha analizado anteriormente el número de Arquímedes. 
¿A qué será igual el coeficiente de utilidad? 

Sin duda alguna, el número de Metzys no fue hallado 
easualmente. Fue descubierto mucho más antes de que 
{o encontró Adrian Antonius. 

§ 2. ENIGMA DE GREGORIUS Xlll 

5 . El problema matemático del calendario. Gregorius 
XIII no era matemático. Fue el Papa de Roma, pero 
su nombro está ligado con un problema matemático muy 
importante, el del calendario. 

La naturaleza nos dio dos unidades naturales de 
tiempo: el año y el período de veinticuatro horas: el dia 
y la noche (solares). Según un ant iguo manual de cosmo­
grafia «lame,~tablemente el año no contiene un número 
entero de días». No podemos no aceptarlo ya que de este 
hecho mencionado provienen muchas incomodidades. En 

1 ) La veracidad requiere hncer acordar: las 
385 partes permiten aproximar cualquier número real con un error 
menor do 0,00i3, mientras que los séptimos resoltaron ser más 
convenientes para el número n. 
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cambio, ongma un problom~t matemático interesante. 
:1 año= 365 días 5 lloiM 48 minutos 16 segundos= 

= 365,242199 días. 1) 

En La vida civil es jm posible legalizar tal cluractón del 
año. ¿Y qué será si aceptemos ol año civil igual precisa­
mente a 365 días? En ln fig. 5 está reJ.lrOSentncla la órbita 

de lu Tierra. E l 1 d.e enero do 1980 a las O horas lu "l'Lerr<t 
se encontl'aba en el punto A. En el t..ransmtr;'lo de 365 uí..'lS 
no podrá a1canzar eJ l)unt-o A, por lo c11al n las O horas 
tleli de enero de 1981 resultará en el punto R y el 1 de 
enero de 1982, en el prmto C, etc. Entvncc.c:!, n~sulta que 
si fijamos la posición de la 'ritH't·a on In ,)t·hit:t corres­
pondiente a unn fecha dRdn, ésta ser1í t ouof.l lo~ wÍ.IJt; 
diferente: se atrasnrá c.asi eu G hor•1~ Ouru{lh' ·'t años 
este atraso COnstituiT'fl Ni\Fl 1ln UÍll y 1:\ fcc.hn fijad ¡\ <;.nor:\ 
en diferentes estaciones del r.•iío, o sou , el 1 dt~ onc!'o del 
lnv1erno se dPsplni'nrá gradualml.'nto p :\l'i' d ot:oño, \uogo 

L) JJ:n el y1·esenlc libro no lt'HI.IIInu:~ lll' HIIO. ma­
rwra detallada las cuestiones ostron6rni<·at~ (!•Or (\Jumvlo, la varia­
ción de la duraci6n uel año), tampoco las cuc~tioncs vmculadns con 
la historia del calendario, sino otr:10mo~ su ntonción sobro \,In solo 
problema wntewútico rolncioundo con f'l 1:ulcTIIInrio . 
2- 019-lt 



ptu·n l'l vorauo. EH incómodo: no so podrá relacionar ttlgu­
uas me<liclas poriódlcas (s iembra, comien7,0 del año esco­
Ja,·) con unns h·~·has ri LI c.nlendal'io bien dofinidas. 

N o ohstHnlc•, t•_,iste fin lida do os t.a sittwdón. Hace 
fnlla cousidoa·a¡· que unos años t.ionen :~G5 dí.ns y ot.ros 
3G6 día:;;, al ~{~r rl~tmlolo~ do tal mauera que la dnraciíw 
med ia dt'J Hilo soa In m~s próxima posibl e u ltt auténti­
ca. Así pouomos I'Opl'odnc.ia· la (.hu·ac ión nuténtíc.a del 
ario c.ou c.ualqlliN'a precisión, pe•·o pru.'a oHo s:c necesita­
rá una ley m11y comploju de alt.~rnación de l os nños 
cor J.os (ordinarios) y Jargos (bisiestos) lo que es indc$oablü. 
SE.' l'C(JIIÍtwe un coulpr()miso : una lcy comparativamr.ntc 
sencilla do alt..emnción de los años cortos y largos que 
puede brindar uu u dtH·ac.ión media de l año sufkienlornen­
Lc próxima a 1 a auténtica. 

6. Calendari•> jullano y calendario gregoriano. Por 
primera vt'r. I.!S t~:~ prohlt><m<l fu~ .L'csuülto por Julio César. 
Para prec.isar. Jo hi 'l.o por su onc:.n1·go, e l astr6no1oo do 
Aloj!lndriü, Sosígen<.1s, llnrrtll.do con e~t.e objetivo a Homa. 
J ulio César introdujo el sisl.emn siguiente: tres año~ se­
guidos cortos (ordinarios) y ol cuarto, largo (bisiesto). 
Mucho más tanle, cuando fue ~dopl.nda la cronología 
cristianat empezaron a con~iderar 1>isicstos aqtreiJos años 
c uyo número se> di vi dí~ ~m cuatr o. 

Este calentlal'lo se dcnomu\a ju.lia.no. En Busia exis­
tió hasta febrero d.o 1918. Según esté calendario J a dura-

c.ión media del niio C8 igual n365! días '"7 ::lf1.) días ti horas. 

Es oviclcmto que la dn,.ación media del afio juliano 
~ohrcpasa la autéll l ku. en 11 •n inutos 14 segundos. 

El calendal'io juliano fnt• perfec.c.ionado por el papa 
Grogor.ius XITT (los proyectos de La reforma dtll cnlenda­
l'io so ola hora•·on mnc.lw tjompo. untes pero W> fut>ron 
l'ealizndos) . En 1582 Grt~gorius Xl li intl·odujo ln si­
glliente rcformu del c.alenclario. EL conservó la a1tcmación 
de los años OJ' d imlrios y IJisie,stos pero agrcgb la r~gl a 
siguiente: si el nzírnero del año /inA.liza con dos ceros y el 
número de ten.ten(ls no se divide entre 4 entonces este año 
resulta ordinarla. Por ojt\mplo, do a~.nol'do a c~t.a regla o: 
año 1700 es OI·dil¡m·io, mitmtrns q1Je ol afio 1f300, bi sies to. 
Además, ('On.sitlo••uudo que a partir del c.omicn~o dt' la 
era (desde el m:~.cimien to de Jesucristo)>) ya se había 
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acumulado un onor tlo 10 d.í ~;~s, <lrcgol'tns Xll,l rlc unn 
voz ndidonó 10 clí as .1 ) Desdo oquul tml.onces se hrm acu­
mulado .~ día~ más (011 los a1ios 1700, 1 ~(10, 1!100). Por 
esta causa, en Ja ~ctuR l idad In difcrl\uria Hutro d c.al~n­
dario juliano y el nuevo (gregorin uo) const.üuy~ ·J:-3 ¡[í as. 

¿Cuiil os la dul'm~ ión mecli n clol nílo grego1·i ano? J)(' 
ar.uerdo al calend a rio jul iano ele 400 a iio.s 100 son ltisiestus 
y ~ogún el grcgorim1o, \J7. Pot· csLn r azón , l a d urac ión 

l . d J - • 1 •.>(' " !.)7 1' 'j(· -lliC( w e nno gregonano es e o ,, J,J 
41

"
1 

t a as = •> ">.), 

242500 días = 3()5 días 5 h01'as .'J.H miuutos 12 sogunclo.s, 
o ~a , supera In auténtic.a en :w sogu11dos. 

Como ve mos mediante unos proc.e(li 111 ien t.os bastan te 
sondllos se obtuvo una precisión Jnlly L1l t1t.. ¿Cómo obtu­
vi cl·on este rasullatlo? 

La respuesta a esta prcgunLn se da en el capitulo Vl 

1) El papa ordonÍ> quo ul día slguilmt<• (h~puiÍs ilelt, dl' nc.tubro, ~1 j\l t'VI~~. do 1582 s~ c.onvirlinrn NI ~~ 15 1l(.• odtt­
b!X', vieroc.~. 



CAPITULO II 

FOHMACION DE LAS FRACCIONES CONTIN UAS 

§ 3. DJJ:SARROLLO DE UN NúMERO REAL 
EN FllACCJON CONTTNUA 

7. Algoritmo del desarl'ollo en fracción continua. Olvi­
demos t'l sistema decimal de numeración. Como decía 
en sus conf~ronc.ias NiJw lni Nikoláevich Lusin, el des­

t acado matemático ruso (1883-1950), «.las ventajas dol 

sistema d.cclmal no son matemáticas sino zoológicas. Si 
tuv 1éramo~o~ en l as manos no diez sino ocho dedos, la 
humanidad util i2aría el sistema octonado.1) El sistema 
decimal prácticamente es muy c6modo, sin embargo, para 
el estu(lio de los problemas teóricos de la aritmética re­
sulta ser inconveniento. 

Así pues, denegc.mos el sistema decimal y, en general, 
todo sistema de posición , es decir, tomemos la posición de 
At·químedes y meditemos sobre el problema: ¿cuál pro­
cedimiento dq estimación de un número real es el más 
natural? 

Uespondicndo a esta cuestión no pueden surgir dud.as: 
en primor lugar hace falta indicar entre cuáles números 
onteros está c.omprendido el número de interés. Por 
ejomplo, 

~~ se encuentra entre 2 y 3; 

V2 está comprendido entre 1 y 2; 

n, entre 3 y 4. 

Indudablemente, es suficiente indicar solamento el 
mtmor de estos números: 

61 
27= =2+ x (O< x< 1); 

~1 2= t + y(O< Y< 1); 

n =3+z (O < z< 1). 
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Anotemos quo tal estimación no está vinculado con 
el procedimiento de denotación de los númm·os entel'Os, 
o sea, wn algún s istema conct·oto de lllJrocración. 

Ocupémonos u el númer() ~~ . N ucstrn estimación «más de 
doS>} es demasiado aproximada y sirve únicamente l'OO\o 
primera aproximación. Si q11cremo~ dar el segundo paso 
debemos e.stimar el «complemento» x. l?ucsto quo éste es 
menot quo la unidad, es natural repre~ontnr)o corno IIJHI 
fracción con el numerador 1 (volvllmo~> n apolot· <l Jn 
«naturalidad>>, -pero será por últimu ve-r.): 

~=? +-i-
27 - X¡' 

Ahora x1 l'.S mayor que Jn nnidnd y yo)vL•mos u repetir 
Jos mismos pasos: separamos una parte 1mt.~rn, ele., c~t.c. 
Lo invitarnos n uuestro lec.tol' quo s iga con nt~nciún la 
alternación do osto,<:; dos pa.<;os: 

61 7 i 1 
27 = 2 + 27 = 2 + 27 ':. 2 + -----::::()-

7 ii J 7 

=1 + { ~ 2 + --1
-,-.---1 1 

:~H- -7- .~ 1---1 
l\ 1 -~11 

Ln oxprcsión 

1 
. -l· lltt- 1 1 -11 

~ 

llo + ----~1-.,-l __ _ 

a.1+ ad-

donde a1 , a 2 , ••• , a.3 son números na.tura.ll:.51}, "(' es 1m 
númt~ro JwttU'al o cero, que so donom i nt1 .fracr i{m r orlfi­
nua. 

Los númtn·os a.0 , a.11 a2 , •• • , a$ S(~ denmn inhn de­
me.nlos2} de 11na fracc.ión c.<mtinun. So ¡>1H)1lc> deci r quo h()-
mos desnrrollado cJ número ~~ en Ít;lrci6H conli n'H\. 

1) Hogaruos recprdur quo los núnwro.s n AIIJL'Alcs 
son 1, 2, ó, .•. El cero no Sl< conshl1•rn n(imbro na.t.urul. 

~) .En ocasiones SQ ctcnomin:q1 cofirntt>S f11cnmp-
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A continuac.i6n tendremos que utilizar frccnentomentc 
osto algorHm.o . Cons iste on la al ternación de dos pasQ~;. 

Paso 1. De tUl númN'O es separnda la parte entera, 
o soa, se represen ta como la s uma de dos sumandos: un 
número enlEiro más ol resto, menor que la unidad . 

Pa.c:tt 2. El segundo sumando se .represen ta como la 
unidad di viclida por un númem mayor que la unidad. A 
f'.Stt' número se Le aplica el primor paso, e tc. 

Antes do pt·ofundizarnos en la tooda d e fracciones 
continua~ re.spoJHJamos a lrcs p reguntas. 

8. DesiguacJón de las fraccion es continuas. Primera 
pregunta. ¿No os demasiado vohtminosa la designación de 
la fracción c.otHiuna? E n nuestro ojcmplo hemos obt enido 
una frncción d(' tres pisos, :pero s i fuera de vcinto pisos no 
en hrí a en UJW lwju de papel. 

Es justo, y por eso para las fracciones contin uas se 
U~lt fl diferentes uesignaGioncs convencionales. UtíHzaro­
mos la ~iguiento: 

Pr('.ston atenc.ión en el punto y coma. S~1brnya queJ a 
porte 011tera a0 os de singular importanc-ia, dift'roote do 
otros números (singnlar no significa más importante, en 
rmc>..stro c.aso, mñs bien es al con trario). 

9 . Desarrollo de números negativos en fracción con­
tinua. Segunda pregunta. ¿Cómo desarrollar un número 
negativo on ft•acción OOTltin un? 

Pnra d d(~ntTollo de un n úmero negativo en fJ·acción 
c.onl.inu a oxiston rlos proc:.odtmiontos. 

1. Poner el s igno «mMos!> dolanto <le iodo la fracdón 
continua. Por ejemplo, 

- ~~ ~ - ( 2 + ' 1 
1 )=(2; 3. 1.f)]. 

3.,- t 
1+ 6 

2. Anntltir Jos valores negativos de a0 (no ohs tanlc , 
r¿ , 

1 a 2 , ••• 
1 a~ s iguen siendo positivos) . P or ojernplo 
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(comprueben los c.álc.ulos Ustodos misrno~). 

- ~~ = - 8 + ~~ = -:) + ___ 1....,,,_-
1 1· - -----:-1-

2 ¡-­
t 1 .!. 

1) 

= (- 3; 1 , 2, 1, G¡. 

En el presente 1 i bro siemp•·o ut.iJizaremo:- rl st:\gn•Hlo 
procedimiento. Así. cte aqui y en a(lolnnte a0 as cunlqu.ier 
mírnero entero y a.l, n. ~ , ... son mirnero.<~ naturales. 

\Jn¡:¡ ver. hec.IH\ esta obsHrvnc.ión, (l c.ont. ltllll\(~. ¡t.n, al 
exponer ln tcnrín no vamos a pre~ lnr mm:hn nl~nr.ión n 
los uúmeros nogat.ivos. Todo número nogHtivo pu<'clc obt<>· 
ncrso al do~plnznr c iorto núml'r'o posil ivo Nl un r\ljmcro 
entel'O 1l la izquierda por ol eje nrrmór·ko. Pur·n nnaliz!lr 

1 1 . ' . l 1 ' f'll ;¡ 
n nat.nra cza <ll'tluwllc.a 'o m1HlOI'O - 27

, so pucuo estu-

diar c.>l} núrmwo ~~y l11cgo d P.,-;plnza lrQ a tres unidades n 

In izquiP.r(la. 
10 Algunos ejcm plus cuando el proceso de desa­

rrollo es infinito. Tercera. pregunta. t:Es e.l vroc.eso de (lo­
~arrollo do un númt>-ro ~ en fracc ión cont.ínna ol>ligato­
r·i amente iulorr111n pido'? 

No, pued Cl resultur infini lo. Citomos unos C1111ntos 
n jo1n pi os. 

Ejemplo 'l . Desl\l't'oiJnr V2 tlll frocc.ión c:onl illll<L 

V2= 1+-1 
: 

.T.¡ 

t , / - 1 
.c1 = _ =r2 + 1= 2+ - ; 

' :l-1 X~ 

1 
X = --==---

2 Vr2-1 • 

Como rt•sultatlo, J: 2 = xJ_· Por lo tanto, a partir· de 
este. lugar , lodo se repetir~. o se.a. x, ·· .r2 • x4 

· .• :~: 3 , •• • S11c.<'sivamt>ntc o h lcnomuB: 

V2= 1 + -1 
- ·1 +· { _,_ --1-t-

r 1 :d. i- _1_ 2 1 ---:--

X~ 2 · l ·- '-
;r~ 
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Mientras apnntamos 1/2 en forma final (pero con la 
part icipación do Xn irracional) podemos hacer uso del 
signo de igualdad. Si est¡:, proceso continúa infinitamen­
te, ol>tendremos 

112 ,_ [1; 2, 2, 2 , ... j, 

es decir·, al número )f21e corresponde una fracc.ión conti­
nua i nfilüt<l. El signo d e igualdad entre V2 y la fracción 
continua infinita f1 ; 2, 2, 2, . .. ] no puede ponerse ya 
quo no sabemos todavía realizar ol paso de uno de estos 

A 

¡r¡g. 6 

dos símbolos al otro en c.ualquier dirección. El sfmholo 
de la fracción con t inua infinita no tiene por ahora sentido 
p ara nosotros. Este problomn será disentido en dotalJ(>S 
y resuelto en el capítulo IV. 

Ejemplo 2 . En los problemas geométricos se puedQ 
buscax el desarrollo on frncción continua de una magni­
tud geométricn cuyo valor numédco no ~stá dado. Hall tl­
mos, por oj(.\mplo, 1 a relac.ión ontt·e l a hase y el l ado 1 a Leral 
de un triángulo isósceles con (>] ángulo de. 108°. 

En eJ triángulo AnC (fig. G) Jos ángulos son igunles H 

.108°, 06°, 36°, respectivamente. Trazamos BB1 = b (está 
claro qn(.\ b cabe una voz en a ya C[Ue a< 2b). 

Tenemos 

BE1 + H1C = i + B 1C . 
BB1 BB1 

n BC 
¡; = -¡¡¡¡; = 1 + -1 . x, ' 

BB1 AC 
X t = HlC =- -¡¡;e. 

P ero el triúngulo JJ 1A C os semejan Le 11l do pal'ti<.b~ 
(calcúlese. l a magniLucl de los ángulos). l~ n Jn -pr·imurn 
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fila dotcrminamo~ ln rclac.íón a/b do la hnso nl lado Jl)tc­
rnl. :c;n la segunda Hin nos encontramos do nuuvo frcntt~ 
al mismo problcmn: x1 representa ln relación de la base 

Fig. 7 

al lado lateral on el triángulo de la misma fo•'mH . Y n qoe 
rlespués del prim<'r paso volvemos a. obtener lu posic.ión 
inic.ial, entonc.cs el proceso será infinito 

Po domos ose l'i bi r 

;. - li; '1, 1. 1, . .. ,. 

D<> modo análogo, so puede rlPmost1·a.r q11 e ,, 
-,..,., ro; 1. 1, 1. ... J. a 

Volveremos :~ ll'atHr t~st.o resHltHd(l al final clol p . :~2 . 
Ejemplo a. DesatT'ollar en fracc.ión c-ontinua 1:-t rela­

ción de la diagonal rle on cuMlrarlo a so ltHfo. 
Es Le ejemplo es más compltcarlo que el nn torior. S i 

en el ojcmplo 2, J espnés do 1m p~tso del proc.eso •·eg rcs:i­
mos a la J)O"it· i6n il1icial, aqtd - rlcs pués tl~ dos pasos. 

Sj se consi d<.1 ra conocido que dla = t/ 2, cntont:.t~S cgt c• 
ejomplo coinc.ide c.on el ~jemplo 1. No obstnntt~, de los 
¡·awnno·tictltos g<'omótric.os porlcmo8 ohtonor ol dosnl'l'ollo 
de l a re>lacjón dla on ñ:ac.cióo c.~Hllintllt sin sabor ~~~ v;. lor 
nuroóric.o. 



26 

La posic.ión iHidal: l11tce falta trazar en la diagonal un 
segmen l.o igu1.1l al lado del cuadrudo. Este c-abe en la diago·· 
nalnna sola voz. Tenemos (vease ]a .fig. 1): 

!!._ = CA = CJ:J1+B1A = 1 + _t_ i 
11 eH en x 1 

Cli AH 
XI - 81A = A"Ji;'. 

Construitnos /lt/J2...LAC. Entonces /J/3-J. _...,. IJ18~ (dc­
Ollléstre.ulo Ust.e.des mismos). E l triángulo AB1/J 2 lo 
c-omplotamos hns t.a (}Ul\ ~o form0 un cuadrado (únicamen­
te para claridad, para la demoslradón no se necesita). 
Ahora en 11 A t.t·azamos el s;egmento AH,. Tl'azándolo u na 
vc.r. obtenemos B/J2 y quNia n2A . Ahor<t ltacclalta lraZilJ' 
A lJ 1 en B .~A, pt'I'O c~t.o si gnifi.c.<• 1 a repetid ón de la. pvsi­
ción inicial: l'l L.razado del lado deJ cuadrado crt 1 a diago­
nal. Por consiguiont.o, cRte Jn·oc.eso ~s infi11ito, es dec.ir, 

t .1:,=2+-; 
.:l'r 

rl 2 - ........ 11; 2, 2, ' ... ] . 
ll . 

Es fác.il demol'ilmr <¡no 

~ ,_,¡o¡ 1. 2, 2, ... J. 

(véilSO ol p. 32). 

§ 4 ALC1011. ITM O DIO:. IWCLliH<:S 

U. Algoritm(l de Euclides. En (.\1 púr·r·tt ro nu t.t.trior he­
mos ('.Onocido ol algoritnw del ctesarro11o clü 1111 número 
rc.'ll en fracción conl;int• H. Es to nlgoritnw Sf' oomponía 
de do~ pasos qnt> se altornnhnu: 1) ::;opnr a<::ión ele IR lH\l'le 
1mt.cra dHl nt'Ílnt!l'O; 2) rcpresonLnc.i(w Jt.1l resto (nwnor 
qno la unidad) r.omo un número in vorso ni oir.o númor·o 
(mayot· qu~ la unidad). Dic:.ho. algoritmo consl.ituyü un 
c¿¡::;o p11r tie.ul nr !h>l llamado algol'itmo d ~ Euc.lides amp1io­
.n~en te usact<? en 1!)s ~aLerruÁ tiv~~. 
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Pri nwrllm~n t.o mos tremos cómo 1\t.('.io nC1 el o. l gori tm n 
de J~udidcs a bus~ del ejemplo cl o la obtonc iún del 1\.fCI) 
(máximo común d i.vi~or) de dos números rcaJes. 

Sean p y q númet·os nnturalt\S. El a lgori ~rno 1lo E u el i ­
dcs const::. f1P. lps gjgu it1ntcs pHsos1): 

rnvlc\ lom•s Cncl"ntu Hl.l.'<t.o) 

11 por q no ro 
fJ p otl' ro IIL r¡ 
r 0 po r· r 1 ~~~ r~ 

Escri hirérn o::~lo median ro la~ fó¡·m ulC1::<: 

p = aofJ + ro (0<r0 <q); 

1 
q • n1r0 + r 1 (0< r 1 < r 0) ; 

ro ~- a 2r1 + ~'2 (U< r~ < r 1); 

r , = a3r:! -1- r3 (0 < r3 < 1'z); 

1 
(2. 1) 

. 
"s-3 ~ as-t ~'s-:.! -f- r$-l { Ü < l'>t-1 < ~'s-2); 

r s-2 - - a$rs- l · ~ 

Aclara~ión. A l di,. id ir rtÚmNOS t'n toro~ d re.<~, lo puedo 
l'Osultar C(!ro. l~ nlonc~s, ¿ por q ué oxduimos o1 ¡.;igno do 
igualdad on el primor término, tiS dc~ü. por qué, por 
e )emplo, escribi mos O< r \ < r 11 en lugal' d\.l O ~ r j_ < 
< r 0 ? PoJ'(!IIC s i resulla qu e r 1 O, c~ta i guadud sorá 
l a \í l tima. El algo1·itmo oblt¡fato1'iamenU> se tnterrwnp irá 
ya que los restos 1'0 , r1 , r 1 , .. • ~on números tm te ros no 
neg8t ivos, y cadn núrn~;~ r·o con~cc~u~nlo os l'iguros<tmtlule 
menor que el ~ntorior. Por lo Luu tot on c.icn o pnso ~l 
n~s to será igun l 1\ ce•·o. 

1) Si ¡> < q entouc:.cs a0 = O. Esl,ft no f\S~ot·bn 
ol ,lesarrollo sucl.'~ivo cid proceso. 
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l..ns igunMades (2.f) pueden tl'ansforrnm·so llül motlo 
s iguiente: 

L = ao + .!!1... 
q fJ ' 

..!!..... = a t +..!.L.: 
r~ r0 

i =- a,+ !:....; 
r 1 ~ r 1 

ra-11 + r$-1 • --=a,_, -- , 
rs-a rs-~ 

rs-2 --=as· 
ri-1 J 

1'8 _ 1 es prccisnmenlt1 el MCD do lo~ n.úrueros p y q. 
Cad.a una de estas igualdades (ex<:.epto J n última) re­

presenta nna frac,ción impropia on formn do la suma de. un 
número entero y una fracción :propia. Observemos q1re 
el primermiem:bro de cada igualdaa, a parlir de la segundt¿, 
es inverso a la fracción propia que figura en la. igu.aldad 
anterior. Por esta razón, se -pueclc excluir succsivamento 
Locios los r 1• Sustituimos en la primm·a igttaldad la frac­
ción r 0 /q por su expre.sión en la segunda igualdad,: 

...!!.....-= ao+ 1 
q a + ..!.!... 

1 r-Q 

.E.n ln igualdad obtenidH sustituimos la 
por su. cxprcsiím en la torcora igualdad : 

...!!.... = no -1 -~!::........,_ 
tJ '1 at+---r., a2+-::=­rt 

S i c.ontinunmos este proc<•so , en fin de cucntns obtene­
mos nl desarrollo d(.l ¡;Ir¡ en frac.c.iÓJI continua. No obs­
tnntc, no ]H\y 11inguna •·azún pnra coda V(\r. roulizar este 
proe~so de Sllstitución. Es que ncnbnmos ctc l'evelor Cfllfl 
a.11 , a1 , a:!• . .. , a .• e.Jl ref!Üdad soll olotnontol'l de la ira_c.­
ción continnn buscada. Nos queda so1amenl..e retener en 
)o. memoria la siguiento To~}¡l, 



:w 

Para desarrollar p/q en una fracción continua hace 
falta aplicar para los números p y q el algor itmo de Eucli­
des. Los cociente$ obtenidos como resultado de las o¡JeractO­
nes de división consecu,ttvas, son en realidad elernenlos de 
una jrucctón conttnu.a. 

Ejemplo. Desarrollar 61127 en onn frnc.ción ~:.on tinua. 

Gi 1 27 27 1 7 7 1 G 11 11 
7 TT 3T To lf· 

Por lo tanto, 
61 
27 = [2¡ 3 , 1, 6j. 

12. E jemplos de la aplicación del algoritmo de 
E uclides. E l algol'i tmo de Euclides pue~e apHcarsc no 
sólo para hallar el MCD do dos números naturales. Sean 
p y q elementos de cualquier conjunto en el cunl está 
detorminada ut división entera. 1) E ntonces puede usarse 
el algoritmo de Euclides. 

Por ejémplo, si p y q son segmontos de una recta, en­
tonces, el algoritmo de Euclides puede \ltilizarse para 
buscar su medida común. Si p y q son conmensurables el 
algoritmo tle Euclides se interrumpe y el segmento ra_1 I véanse las fórmulas (2.1)1 será precisamente su medida 
común . En realidad, la última igualdad (2.1) demuestra 
que r3_1 se contiene en r8_ 2 tm número entero de veces. 
Al sustituir el valor r,_2 en la penúltima igualdad, obten­
dremos 

r,_3 = a,_1asr a-l+ '•-• = (a,_1a, + 1) r•- t· 
Por lo tanto, r ,_1 se contiene también en r •- :J un nú­

mero en tero do veces. Subiendo de ta.l manera, en el sis­
tema de fórmulas (2.1.) cada vez un csc.alón. llegaremos 
a las dos pr imer as fi las, es decir , demostraremos que 
r,_1 contiene un número entero do veces también en p 
y en q, o sea, r,_1 os la medida común para p y q. 

Adomás, el algoritmo de Euclides nos proporciona 
los Blementos de la fracción continua con cspondiente a la 

1) Esto significa que a cada par ordenado de 
elementos p y q (p os el dividendo y q, el divisor) le corresponde un 
par ordenado a y r (a es cocien~e y r , el resto) que satis(ace dos 
condiciones: p = aq + r, r < q. Está claro que on este conjunto 
debAn rlctcTminarso la operación do multiplicadón y el concepto 
•manor). 



relacibn p .'g. I!~SLo tiene Lugar también en el caso cuando 
Jo~ sogmonlos p y g son iriconmensnra blc.s. E L ulgoritmo 
de Eudidt~s rcsuJturú infiui t.o y los mírnt.H~os a.11 ; a.~, a'.l, ... 
se•·n n n)l\me.nln" di' mw fl'acción continun infinita c.o­
rcespondíollto u la relación p lq. 

El algoritmo do !Luc.lidcs puede aplic.arso para poli­
nomios de una Vll l'illl)lc ,¡;, Dado este ca:so. (lmenon debe 
~ignificm· <ccn g .. aclo m enor>>. Aprovechando esl.e a lgoritmo 
pncile hnllfu•st' ol MCD de dos polinomios, pero esto no 
tiene n ing1ma re laci6rt di1·ecta con ol tema que trRtamos. 

13. Result.aclos. Eu el presente e.apítulo hemos cono­
cido e l nlgorltm o (ell dos variante~) que permite desan·o­
llar todo númm:o rea l a.: en una frac-ción continua, es decir, 
halLar la fracción contioua correspondiente a l número a . 

Si a es un número raciona l , le corresponde una frac­
c ión continua finita. En esto caso se puede t·enlizar lol:S 
c.álculos eu tlü·ección con trm~ia, o sea, hallar ol valor cl e 
la fl'ac.dón <'-ontinua. Po1· ejemp lo, 

2+ 1 2 L i 2 + 7 (if 
1. , --6 = 27= 27 . 

;J+--1 3 i-7 
f 1 -¡; 

Por esta razón, 011 lugar de dec.ir (lal númeto 61/27 le 
corresponde la fr· ac.cióu continua 12; 3, 1, ()] <<puede decir­
se >> el número 51/ 27 es igual a la frae.dón c.ontinua [2~ 
3, 1, o]». Hablnndo de tma manera más precisa, esto 
significa que 61i27 y l2; 3, 1, 6] constituyen dos anotacio­
nes diferentes de un mismo número. 

Totalmente (1~ otro modo resulta si et. es írracionaL 
En este- caso la corrcsllOndoncia ~:~ntre a y la fracción 
continua está d~terminada solamente en una tlirccción: 
al número rx le corresponde una fracción con tinua infinita 
y no a l nwés . No podernos calcular una fracción c.onti­
JIUa infinita por ol mismo procedimiento que utilizamos 
al calcular (2; 3, 1, 61. El sontido de la fracción continua 
in finita hasta ahCJra nos es desconocido. 

Tenemos que rL\Solvcr este problema. En el capítulo V 
se mostrará cómo atribuir el sentido a la frac.c.ión conti­
nna infini.ta. Al loer los capítulos T J1 y IV hace falta Lo­
nor presente que ol sentido de la r,·aeción c.onl.inua iori­
n ita toda vía nor-; es desconocido . 



CAPI TULO ltl 

PHACCJO:KRS CONOJH.!GN TI~N 

§ ;,, CONC!::P'rü l)g FnACClON ES <.;oNG11l gN 'l'J::S 

14 . Definición JH'Oiimbun de una fracción congruen t.c. 
So p uotl<.' inlOL'l'temrnr \lila Jracci6 u rou li nu a gu t\l'linndo los 
olt'mcnlos a0 ; a,, ~- ... , a 11 y lloscclw n<lo los sigu i t!ll­
tc~ el emen tO$ art+l• IL,l·h• ..•• EJ número obtcnid(l tic 
tal manera so tlenominn n.-ésim n jraccu!n con.¡.tru.ente y ~t' 

d~s ígna Pn 'qn: 

Pn = (a1l;a lt l72• . . .,anJ=a.o+ 1 . 
q, llt+. 

. 1 ·+-a¡¡ 

En pa rLÍCltlnr , pn l'll n =o so Licnt\ In rracdón <'O n­
gr uen te ('el' o 

..!!2... =·laoJ = ~. 
1/o l 

Observación t . EstR definición de In fr;~t·c i t'ln cougru­
t.m Lt' Jl o ~ defin iLivn . Se precÍl;ur·ú en el p. 11~. 

Observación 2. E l coJU.;epto d 1' frllC('. i 611 co11gruon 1 <> se 
jn lt·odunc tant o pal'a lm; ú ·acc.iOltf'S con.Unua~ Cinitas, ca­
nto p ara las i n fí rlttas. Para ol CASO tl<• urw fr:.cr.i6n cmt­
Unun fLuit a ex isto l a últim a fracción cong•·uenl~ qnc 
r.oilac.ide <'-on 1 a m isnw frardón cun tinu<s. P or oj~mpl o, 

pHra d númer~> (\1 127 ~e t ieno 

_a - _!.. 
q(l 'l • 

.J2.= ['•· ':i] = T • 
'11 .:. , ' ~ • 

"~ L2· 3 ·11 - •.t • 'l~ = 1. • - T, 1 

..l!.:!...-t2· •:> 1 l' J - ~ - • ,,, , ) -,,7. 
l}(l -

Dado ~1 ca~n ci t' un~ l l'i\CClbn ron t in tu\ in iini w la 
sucucmc.ia clé b:t~cciones congruentes es infinita . .El scttti-



tlo de uua l'rac.c.ión continua infinita nos es desconocido, 
pero esto lwchn no nos impide comprNtder e l sentido de 
l'r<.~ccionos cortgt·uontcs. Por ojcmplo, pm:n la fracción 
L1; 2, 2, 2, ... 1 

Po 1 . 
q;;-=T s 

....!!..!._= L1· 21=~ · 
ql • 2 ' 

p 2 - - ti· 2 2]- ? ' 
- - -· 1 ' - -5' q1. 

Alusión. Precisamente. esta circunstancia {ln posibili­
dad de form.at· fracciones congruente~) nos :permitirá 
inspirar el sentido en la fracción continua infinita: con­
siderar que las fracciones congruentes sírven de aproxi­
maciones consec.uentes que definen el valor de una :frac­
ción continua infinita. 

Esta alusión constituye el germen J.e la teoría ulterior. 
En el capítulo IV será desarrollado. Pt•onto demostrare­
mos que para el caso do una fl.'acción continua finita las. 
fracciones congruontes representan aproximaciones co~l­
socuontes, míen tras tanto lo comprobru·emos para el nú­
mero 61127. Para estimar las aproximncioncs, indiq\Je­
mos que 61/27 ~ 2,25!L 

Aproximación 

nl1mero -vnlor 

t 

2 

3 

2 
T 
7 
3~2,333 

~ 
4=2,250 

Error 

0,259 

-0,07/1 

ü,OO!l 

Observamos que el error tiene los signos que se alter­
nan y dec.rece en valor absoluto. A con~inuación se esda­
TCcorá que es uua regla general. 

15. J. .. ey de .formación dé tracciones congruentes. Para 
hallar la n-ésimá fracción congruente no hay necesidad. 
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d<.1 copiar un >t fra<'~ic) n c.onLinun dt vari os piso¡:¡ 11 í T(.'.ali­
un: nn proceso vo lum 1 u oso de <'OII l.rlH',(' i(¡ 11 :" II COSI v:1. l~x í::>­
tOII un;1:-; fórcmd n~ ror.urrcntt\S ba::ÜIIItll• Rlrnploc:.1) para 
o] c.:\ lculo ele J~a y 9n· l•;vidnulL'II IC'II bt• 

Po 11 0 _ ---;¡;-=-,-. 
[Jt .L 1 a ,rt,.+l. -=ao , --
q, 111 (/. t 

A fin de lHI.'>I•r de !!..La P\ os nocosm·io ,susli tnit· n, pur 
PL CJ2 

1 a 1 -t- a
2

• Unst VQ'lt ronlizadas ciertas Lt·anc.;rol'lnat~iones po-
r.o complic.a<.lnf:!, obtendremos 

P2 a2(a1ao ·l J) -\-ao 
q;~ a2a1 -'- 1 • 

Si nhm·n OXltnÜ11nmo1; con n\-cndfln cst..t fó l'tn llln ptHlrc­
rnos Yflr Ru e!'l lt:n <:l.l,lr:~ si guient•': 

P~ P1a2 -l- Pu 
¡¡;= QJ..n: -1 'In 

R c~u lla quo nq11i se obst~rvn la lt•y g{lut>rn l. E.scribé 
moslu cxprc.' ... "1Uido por sop<lrado e l nu mt•I'IHior y r·l dtmo­
minndor dü la n-á.o:drna frncciÓJI I..'·OIII61'J111 11 l.o: 

Pn = Pn-tan. -1- 71,.,-2; } 
qn. = lin-tan + 'ln-Z• 
n =2, H, .... s. 

(3. 1) 

A n Lc.r; dé dem o¡:;lrnr las ló1·mu )H]:) 1:1. l ) procis~>mos ~; n 
~ent;ido. ~o atribunnos el sentido \1 Pu y q,1 ::rpar to.2 ) 
Lns fórmulas •.3.1) tlcbcn entend.et·so Hsí : t:omo nurnt\J.•advl' 
y deuominador dt• l a n-ésitnll l i 'U\~·C·I Óil co ug nwul.(l pueden. 

LJ Se> clonomi11a recurronl(' la f61'm 11 la qlto n ·­
pn•s l'nt.a c u alqnl()l' l·Jcm c·.nl.o dt> ln ~;uct•c¡lón 11 l.mv(-s d() uun <l vlmO:; 
c•l rmllntos anll'riores. l.'or rjcmplo, la fórmula para rl n-ésim() t.~r­
mino de una progresión gt•omúLricn 11 11 = ''n-JIJ es n:eur·rcntc, 
m}oiJf.ra~ quo hl fóruw lo. l¿n=u1q11- 1 , tw l o ·~s . 1\1 a:provccllllr la Iór­
mulu l'l\t\tll'l'entc l\O rosltll.u pi•Sihll' ¡·nleHiar un <lo tmu vM, sino 
11110 hAr..c faJtn c.alcuJur ~llt~esiva ulonte u,, !tx; ...• nu, 

2) Este punto do vist·a sera rnodificulln en el 
puuto siguioutc. 

a- o 134 1 



consulerar.'le 1 as 1\X:pl'I.•.<W'"Ill(l." W.1), pC'ro, al mismo tiem­

po , en Jugm· tlr l ~F mi~uJ as pueden tomarse otros va lore..s 
q•tl• lús son pTüporcíonuh•s , 

.,.. ) D!~mosL •· ~~rcmoR l ns fúnuu(as t:L1) mcdtantc• la 

inducción . S upongamos que .S(Ian justn~ para c ierto valor· 

fijo de n q1w d~ignal'omos por k: 

flh = Ph-1a,, + p¡,_z; } 

'l~t = qh -tO·tt + q,. _z. 

y tlcmostt·ernos que en este caso serán just;Js tombiéu pMn 

n ~k+ 1. 
Examina.ndú Jas oxpl'e.ssioncs 

1 

at+ - - ---
a2 + . 1 

•• -j--a-tt 

1 

podemos o},se l'var: para pasar de E!!. a PJt+L hace falta 
q,. 9 htl 

sustituir ah por ah + -
1
- . Hagamos esta sustituctión 

lllt-u 

en las fórmulas (*). En este <.~aso p~¡_2 , qh-2• P~<-t Y qk-t 

no variai'Úll yn que no eont.ienen a~¡ . 

] Jk+t = Ph- t { ak + a,:+l ) + Pr.- 2 = 

_ ·J_ [(fJJt-l ah + P11-2) a,, .• ,+ Ph-1'1; 
0·/r+l 

qlt+t = 91?-i ( a,~+ a:+,) +q11-2= 

<l 
-a-- 1 (f! tt-tah+fJJt-~ ai.+J + fJ~t-d. 

h + l 

A l i.OTIH II' !>TI ··on:o:;ulerndún q u o p¡, +l y tll. +• L\c; Lán de­

l in idos t.c)!l u n;• oxa~tltud de hasta tll coeficiente d e pro-

1 1 .... !'>ig nifica el comicuzo de la domos\ración. 



pol'ciounlidnd, ~~~~echemos ol fs.ctOI' _·t _ y suslit1111 nos la$ 
llk+ l 

cxpr~::;i ones f'n trc pa•·én t<.>s is d~ acuMdn con Lns fí•rrnn­
las (~'): 

Ph+ t = p,,ah+t -1- P11- t; } 
qk-t- t = ql!.ak+t + qll- t· 

lll'mos ohtou ido l nl:S fór mulas(*) con la ::;ustiLllciúu tl e 
k por Ir + 1. 

Adcruú8, ya 1temos observado q 11€1 lw~ fórrnul ns (3.1) 
son vá\irlas paen. n = 2. D o tal modo, homof> demostrado 
que t ambiéu SOJl válit{as pnrn fl '" 2, ;~ , ... , S. a 1) 

16. Determinaciún definitiva de una fracoión con­
gruente. Al10ra vam os a in troducir cier ta mo(lifi cación 
en el scnLiclo del término «frac.ciún congrnmllol>. C.:onsidt!­
C<u·emos fraccionos congrnonlos de los Ól'denes nulo y 
primero l as fl·accíone.s p~lq0 y p1/q1 , l'llspoc tivamllfllf', pMn 
Jns cnnlt'~ ¡>1, - a.,, q0 = 1, p1 = u0a 1 + 1. tlJ = a1• Cou-
s id<'nlrCnto:-- frac.do llcs congtuenLt~s do lo~ ót·dcnt's 
2, 3, ... , s nq uoll as fracc.ioncs cnyos nnmt.>rudor(1~ y tlC'­
nominnctorcs ::;e r.lotcrsninan pol' lns fórmuln~ (::l.1} parn 
n = 2, .3, ... , s. 

Es posi hlo q u o el 1 ccLot· no st! tlt' c u c> H I.rt H ll r¡u6 consi l"­
te aquí la modificacjó n . r:E s quo hns ln nhorst Mm p re.n­
dí amos 1 a fracción congl'llent.c do otra manC'-ra·~ 

So trata tll' quo l lll mismo número pned<• re prosontarst' 
mr:Jdiante <liferenlc::~ proccdíruitmtos. Por t!jemplo, l<lS . o r. 1 2 . , notacwues ,0; 2 ;¡; l'Cprcscntnn un nwsmo lltlHWl'O. 

Hasta aho.r·a bajo el Lérmino «Ú'3.Co()ÍÓH cougruBntc tlcl 
n-ésimo ord~n)) comprendíamos un n'Úm oro bien definido 
indepen<lientom C'nLe del proc.edimiento rlo ~'>' t ootnc.ión . 

Así, en ol ejemplo del p1mto 8 a lu p¡·eguu t.H «,l,ÜU<íl (!S 
ln fra('.c. ión congrnento rle $Ogumlo owl~n pnrn !!1 númoro 
~~?>) ·"o -poclían hnbcr ciado difN·on1·es rP.~puestt\s: 1~; 
2,25; ~)//1; 1x/8, e t.c. TodM c~t.n::; ex prcsion<'S c.cmsl.it.nyf\n 
un mismo s\úmct:o t'SCL'ilo medi nn tl' dift·•l'l\li OOI' procNJi­
mioot.os. PN·o, a partil· dol pre~entt' p 1rnto, por ténni.no 
~frnccwn congruente» comprendcrenws no 8ólo un número 

1) • signHica el (inal de la demostración. 



bien. definulo, suw que tmnbién un procedimiento determi­
mulo de su nolrtcit5n. lJ0- aquí Ten adelante considerare-mos 
ql.lo parl• ül HÍH tlüfO n1 /2-7 la fracdón c.ongruente p.iq2 
~onsLituye !.l;'Í. y 1 a resJHiestu 18/8 re.snlta lncorrecta .1) 

Aborn esMn e.ractrunente def{nidos el numerador y el de­
nomi nado¡· ll<? cada fracción congruente y no solamente l~on 
ww e;eactihal de hasta el coeficiente de proporcionalidad 
(<~ 11 nhCSI.l'O üj(' tllplo , 7' 2 :.·:. ~~ 1 q2 = /e). 

8':~ta eonsitlernción. {~S de snma importaucía _pan1 el 
dt~sari'O I Jo uht-~t·ior de. In L.eui'Ía tlo frnc.ciones continuas. 

Si lencmoE< prü::WIIlt• q u o tod(\S las 1 e tras en las fúr­
mul i•s (:-~. 1} rnpru:::enlatt números na Lnmles, entonco:-s Jle­
g-.-lruos a comphmdct· con fm·.ili dad quo los denominadores 
lf.ti!Í r.omo los múneradores) de las fracciones congruentes 
crecen estrictaflu:nle. f~s rledr, q 11 > q " _1 , p, > P'll - l 
ln ., 2 , ;l, .. . ).. La romparación de J.J 0 , q¡¡ co11 p 1 , q1 nos 
ln·iucla 

/'t~PnGi-!- 1, q;¡· ~ l, qr=-· a.1, 

ilc donde ~t· obsorva qi tQ p 1 > p 11 y q0 p11ede resnlt-ar· igual 
n q,. 'l't'>nl\mos definitiv<lrnen l. o 

'h-;;;;;,.rl!< q2 < g3 < . . . ; } 
( :~ . 2) 

Po < P; < fl2 < P3 < · · · 
:Las ~é?-r.H~neins (3.2) puerleu ser fi uitas o i nJinitns en 

fnlll'iÓn di~ q_uo sea fJntta o infini la \a fracc.ión corttinuo 
que ins ('.ngtmd l'ó. 

17 . 'l'éc.nicn dnl cálc:ulo de las f-raccion('.s cong•·mm tes. 
l ndi.qm· rno~ !11ta disposició11 cómoda tle las notaC-iones al 
cak~1lH r' frll<'(' i o n~s c.ongrucntcs. Escribil·(•mos Jos v alores 
a ¡ en la pr·iJnorn fila , p;. en la segunda y gil en La t.en:m'("l.. 

a1l 1 al 1 a~ 1 a~ a B-1 1 n .• 

Pú 1 P 1 1 1'~ lll:l 1'.~-t 1 Ps .. . 

'/o 1 q l 1 q~ 1 q3 q,._ l 1 q8 

1 ) A prn}JÓSÜO, !)/4 y 18/8 son fra(:cianes cli feren­
/es nunqu<' l"C'l)r(.'.sOntan u11. mism,o mím.ero rac¡;onal. 
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Priml.!ro l lc.•nMno<{ lc•dn 1 :~ rrimcnl ril:t V I n~ dns 1" J ­

llH) I'IIR \ -Olllmtt:l!\. ¡\ J !;!cg-u ir llt•-nnndo la l.ah la l Jht' t' faltu 
\ l~nr <.~1 Psquema q IW signo: 

1 1 

} 

IJ.u-z llu-J n,. 

l ' ro -'t 
1 

Jiu -l. 
1 

•Jn.-:l 
1 

f/n -1 

1 

1) la <:oltnnnn 1

1 

Jl ••- t j .'io muHipl i c~• por on; 2) ¡¡ lil <"O l umna 
'lr<- l 

o b tf• n i cln S(l 1 P. n ii:Hl o 1 a :mt.eri or. 
Ht)(',Qrn~nrlamos hH\,e-1· usn dc•l llli~u10 t>,"ltJIIl' lllll ~ ~ ::;u 

noco.~ita Mlcull\l' ~ 1 V1tlor d <:\ uua i'l'w:dtí n continua iirHlll 
la última <:.olllll)nll 1 ~~~ 1 orret·n I n fl~Sp11C~la. E~t<.' IIIÓl,l)(lo •1, 
<.'S mucho más ~cnci llo t}ue ht t'OJ1lrncdóu progrcsí v¡t 

Llágan UsLcdes mism os ej ercici(,s dt• llcnHl' l<l.S tahl a~ 
pAl'n In fracci6n rout.imw {O; 0, 14.. 1, 2., fil. 

11 1 !J 
1 

v. ) 1 
1 

:! 
1 

r 
·' 

~¡ t4 
1 

·1.) 
1 

·i·{ 
1 

.:!,').) 

i 
1 

:-1 
1 

~3 
1 

46 
1 

1 :~;, 

1 
721 

18. Coc.icntcs complctus. Con f recuencia no~ v tmtt>:-1 o l!l iw.l\lvs 
a inl'<!ll'tunpir e l prOC·t~SO clo desarrtllln tlc Ull ll iÍUic r (l t:n rn11~-<:ÍÓ.11 
C-Ou\i nut) sin llov url n hnstn l'l l'h~:d . 

Por éjl!rDpJo, 

<l bi<'n 

fi 'l . 1 
27 = 2 r--v-

7 

11"1 t 
~ - l ·-f---....,.--

..;} " t J 
i) , -7-

fi 
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(.-OS IIÍIII\Cl'OS '.!,7/7 Ó 7/() fiUO fi~UrclH aqu.Í SC denominan COCLcMc8 
r.omplcto11 (nhora daremos l u th•(i oirión dilw t.n de l~tc concepto). 
Se bu nr.upta do la síguicnt.e uotacióu: 

~~ ·.~·: [2 1 ~ ]=[2; a!f ] = 12; 3, i, n¡, 
t\~ dl•cir, d cocianto complol.o se separa dP. los dt'mtmlos nnterioros 
do JA fr1weír.n continua mediauto uno. lfnen vertical. 

F.l cor.iMlo co mploto O:n 'J)UOde determinarse del modo s i­
l{uicntc: 

1 
ct. .a(,+ -------;-1-----

al~-~---------­a,. -f-

, __ 1_ 
CX.n 

(i$.3) 

(!!.4) 

Hablando meLaf6l'i c.anwnt•~. el coc.iente curh¡•leto l'S uua rrnt·.­
c. ión conti nua que comienza no tle:;do a0 , sino quo desde cual qulor 
elemento an , o soa, una Irac.ción continua de l a c.ual se han cortado 
todos Jos olm:n~ntos iniciales hasln an - t• inc.lush·c. La Igualdad 
(3.3) se eseriJ>c simbólicamente así : 

(~.5) 

Los coclcnte..t: com-pletos po.:;con la siguicmLo propiedad : sl 
r. u.alesqrl icra dos coc,entes completo,~ cotncidl.'n, es declr, O:n = CX.n+l• 
(k > O), enton.cts, en prtmer lugar, esta coincídr.ncia sr re¡;tte cada 
paso tr;ual 

O:n.=ct.n+h=CX.n+2/t >= • • • = CX.n-+ml¡ = ·- • 

y, en Re¡Jrtndo lugar, la fracci6(1. continua es infinita !1 p"rtúfllcn . 
1 .. 11 dcmost.radón es c.vidente y no valo la pena aducirla en 

•le tnllc.s. Nos llmita~mos a indicar el primer paso. Cuaudo noso­
tros, baciondo uso del algoritmo d~t desnrrollo dr 11n n Íi rnero r.x 
en froccilin con~iOlla, ll<'g::uuos a ci~rto cocieotl' ('Ompl ow r1.rr , 
cntnncell r~urstrNt pa$os suctsiuos ya 1u1 dt!penden d8 los a11tcrlores, 
es r/cctr. no dt!ptnd.en de los clenumt()s ao. u,, a2, . . . , llu - l rvr 
consiguiente, tlespu&; d o an+lt-• en l a fracción {:<.m liuua se TcpeU­
rán los mismos demcnlos que después d(' an-t· 

Si o:-,1. es un número natuinl ent-onces a. 11 = tt, , y la líucn VN'­
t icnl on lo igualda(l (3.5) ¡1uedo sustituirso po1· una corrw. F.s na­
tural considerar que ~Xo = a. 

r .. o fracc.i6n eontinua (:1.4) pu.ede. sor finil:l " Infinita . B1 •011-
t.itlo tl o in!! l'rul'c i•.•nc.<:~ continttas infinitas t •. , ¡·.unnct'wmos en ol c.o­
pí t.ulo 1 V y mientras tnnln vnmot~ n COIIIJ!téntl~r C!'< la n<> t.ndóu 
formalmc-nt.o. 
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A conl-inuacióll vauh1S u deducir UJHI f6nnula (\U~ liga los c.() .. 
cicutc:; com-plo~os con i 11s [r3ccione.s congrnellte~. Al oxuutl ual' la 
fórrtmla (3.:'1) ohscrvamo:;: s i on el sogunúo l!W!mln·Q elirrúJ•amos 
1/a.n entonc.es t•n l\Jgar de a. se ()ll~i1me la !racción <:ongruon~e 
Pn-1/q,-J_. la cual de aeuerdo a la.s fonmtlus (3.1) -"t' c.x·pntsa ust 

Pn-1 Pn-2fl rt-1. + Pn-3 
qn-1 iln-2a11-t . .,. qn- ;1 • 

::<i altor:¡ en la fórmuh o'btenidn sustil'uimos a,._, por an-1 -j­+ 1/a 1r l)nlonc:l'-S d primor m~embro se c.cmvert.iriÍ cm Cl : 

J.'n-~ ( an-1 + - 1
- ) -\- PH - IJ t:t .... _ __ ;._. _ _ _ a_,.l;.:..l ___ _ 

'l n-~ ( nJI-1 + :n } -1- clu-~ 
(Pn-2á,_, -1-Pa- :J CLn 1- fl·n-~ 

·- 1 ) tlln-:21.!-11--J-I-ql,-~. Urr '1 11'1-2 

'J t' IH~ Illi •S tJ;•finitiVaT1JCll l1! 

Pn-10-n + Pn.-z a 
!'ln-tO-n + IJn-:t 

~ H. l'HOPllW.ADBS DE LAS Ft'ACC10Nh:S CONGRUENTES 

19. La diierencia de dos [rae.cionc,~ confrueutes ve.­
cinas. El paso de ltt n-ésinw fraccu}n congruen te a lr1 
~iguicntf.\ representa el incremeuto ele la n-ésin1a fr<ll:c- Jtlll 
y se rle~igna c-on ~u : 

6. _ Pnt l _ .1!2!. __ P ntlqn ~ pn.fl_n+1 D,_ 
._ 11 - q1l+ ! tJy. - q 1,.1i fl+l qn1n+1 

{**) 

tlo1tdo Dn es c~ l numt>rador; 

Dn. = Pn.+lqn - 1111qfl +t• (***1 
:nudnr.camos 1os índices clo /In 1-1 y IJn.t-t según la~ 

fórmulas (:3.·1); 

D, ~, (pllíllll l + f-l11 -l) qr,. -JI" (tJnfl.ntt -1- q,._J) =-­

.. __ -- (Pn f!n.-1- l'n-J 'fu). 

Lu ex prcsi r.ín ontre varóntes is es dd mismo tipo CJll t' 

1 a (* * *) pero t. oc! os 1 os í nd i ct~$ so n monores on n n <t l l tli ti n ~1 
Por lo l<mlo }¡\ mi~; n1CI Npl'C·seJJI.n D n._1 : 

D,~= -nu-t· 
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Esta re<lac . .ión J'()Cun·o.nte pormite cHsrnirlllit t\1 ím1ice 
has t a C!l col'o; 

D n = -Du-1 = D n-2 = - Dn-a = · · . = ( -1y• D (r 

l-'aTa oblencr un éxitn completo n os qnerla calcular' 
dil'ectame n t.ú Dn: 

D0 = P1tJo -!VIr =·- (a 1a0 + 1) ·1-a0a1 = 1. 
J>or• lo tllfrto , 

Dn -= Prr.+¡(j,, - fJnfJnH = ( - 1)'' 

y ~().g(ro ln fórmula (**) 

~'\ n _ . Plt + 'l _ ..J!.!];_ = (-1)n • (3. (}) 
qntl IJ n t7 n Q>l H 

20. Corn paraeión de dos hace iones congrue.u tes veci ­
nas. Vamos a de.stHcar algunus pr.opicdach;S imporluntes 
nHÍf' de l;,~ f_r¡) C.dones coongruenl:-es. 

ProJli('llad 1 . Cada fracción congruente con nú.m.no 
f.mpar es mayor que la.<: fracciones vecinas (11.nterior y pOt;te­
n or). Cadn. fracción congru-en te con mímero par es menor que 
lfl.$ fracciones IJ(((:.~nas , 

A l up.licxr· e~~~~ formuÜ•c.ión n l11s fr:tt.c i onc~ c.ougru<.,u­
t(~ n ula y últ.ima (si ésta existo), debo tomarse en C.Oll~i­
del'ac,ión que (';•da una de ellas tiene. solament.o una 
frllcc.ión vecina. 

T.-a v alidez de (}Sta propiedad es o vidente d e ] a fór­
mula l:~ .6). 

La proJiiodad ·1 significa <ruc las .frnccione,c; eongruon­
les ~uc,esi vas $OJl ftlternativamente o:rn mayor ora m~uor. 

Propi.edad 2. l ,as diferencias entre dos fracciones con­
gruentes TH!Cinns decrecen en valor absolu.lo (S~ tien e on 
cttP.ntn: a rnodida q~re et·ece el número) . 

._ Corn pnrcrnos 
1 

1 j n 1 ~,;-: q;;;¡;;;,"; ; 
1 

1 .1,~+:1 1 = . 
qrt+1qn.+2 

Ten~•mos : r¡1, ~ '! ; .... q,,. P or 0únsiglliente, t-'.J l 1n st•.gunrln 
t'ra<:-c.Itm o! <knomin lldor os mayor , mi(~ ntr·Hs que ol la 
misma <h."i rncno r-. 
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PropiNiad !~ . El vn.lor e.:raclu de una {mt·cl<in contiwur. 
firtil.a '% e.c;tá, rout"-'ftl(lo entre c.un.lesquiera. dos {I(ICc i.one.'! con­

¡[J'ltentes vr.t:lnu.o:. ]'oda:; lao'i fraccioue~; cort}!fi/CIIl('s cou ftiÍ­

nu>ros pares .~f? clit~jlfJI/EW a l.a izr¡u.ierrÚl de a, o sNt, nos dan 

l•'IJ!. 11 

una f1.pro.ximacwn con falLa. Tolta.<; taN frllcciom:l{ conwu.cn­

tes con, nám.eros impares .w!- t!1tcuentrcut a la dereclu.¡. rlc a, 
es decir, nos rlan Wtt1 npmximación con excrso. 

E:-:~ t•vidtmto (JUC hncl\ fnlf.n excluir In úll imn fr·Hr.dí.>u 
c.ongrucn 1.0 q \11' I'S o:x a e tn rnl'll te ign ni t1 !l. 

En la fig. X :>f~ r•X JH)IIO la lli~po~it• ié,., de• franiom·s c:on­
gru<'lll<Js 011 ~:~1 t'JC numérico. Las iu~c·riprtortt·~ s igon l!ir.111 
<•l número tl <.' I' IHin l't•nr.r.ión. y 110 Au 'n lor . El punt.o m.í~o~ 

izqttio•·do CIJt'I'OI:If)olld t> H l a f ra<' t~i6" cocl:;rlll•llll' N°0 tl~ 
decir·. la pat·l.c enLer11 do Ull<l [r<lccit\n .~otcli llll ;t). Pum 
poner· pasar dC' ln nlisma n la rrncc ÍÓll N" 1 llll t(~ l'a ll H 
h n('OI' 1111 ptl::)() U Ja dfl('('(.'.hil . I~StC raf-;o (0 ~C'II , ~n ) f·~tÚ Hr ar·­
<' éHf fl c·on ttn ¡u·co por· lll'rih:t. Pm·¡¡ p ~!->ar rit•· 1 a fl'ac·<· i/ln 

N.-. 1 a h1 N~ 2, C$ nece:;ario ililr 1111 pn..-;o al.r.ís, a l.t ii' ­

f(llicrdn, p oro esto ptt~o (es rlccit·, ~ 1 )f:IC't'Ú menor que 1~ 1 nnt <•­
J.·ioc. etc., etc .. Seguimos daJllln pasos alt.cruHti \' amon to a 
la dercdw y a l ll i:l.q~ticrch <lelt.nl urod<J (fflt\ c.acla TlllllO 

Sll('t'SÍVO S<'a 111(li10l' l] IW l~J an t l't'ÍI)I'. l.a rig ~ IIOS COilVéiiCI' 

de> In juslo:r.n el<' lo pro pio<lltd :~. 
La fig. !l Laml)ién ilnstr~t ln <lií'po~ic.ióu c1t1 IM fnwrio­

ut·~ <'On_gntcnl<.~<:. l·~n d e j1' rlt' ah~c i ~u:s m un·.urno!; l o!' HÚ­

ml'rO~ clo fr:~cnonc.~ r.o ngruell l<'.S y c>n 1'1 t']C' de> unlt!Jta<la~ . 

SliS vuJorcs. Al nivel flc a <:>s t.ú tt·nzatla llnll t('('.lll pturL~Mfn 

p :1r nlc l n nl f'J'' <k a hse isas. 
Propkdat.l 4 . El error absolu.lo qr.lt' :mr;se al sustiüúr PI 

n rimero a 710r la f rrrr:C'iñn ton prueulr! p., ·'q ,, es IIU'JIOr que 

1/tj?,. I'S <lf.'cfl, 

lcx-.bl....l<-1 
ifn 'lia · 

(~.7) 
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..,. Hu n Mlidnd , de la propiodafl 3 y la fórmnla (3 .6) 
Sl' clodttrll qu o 

a---
1 

P•t !< 1 
q,, qnqn+ l ' 

l ~sta l'S li UlH~. I O II t !.-: llic.ómod a por ül hecho do que en t' l 
pro~;.c,'Jo de aprnsimaci.ón a~ p 11 /q, nos puedo I'Cr dosco­
uoci da 1 a !{ig u ion te [rnc.c.ión co ngL'c1eu t.tL Por est a r a7.ón 

(X 

' -.. 

1 

lt.+-lr-.------1----+-
? .. .. 

J J 1./ 

:- llst.itlli mos en IH úiLíma lln::igu<1l clad qn.+t por un número 
menor r¡,lf lo lJIIO co nduce u la a<.~O ilt ll i'I CJ ÚD do l a des­
igualund. 1\ l:ó.Í [Hws, la dosigt~nl tl ud (:~ . 7) qtwda df'moslr;l-
dn. • 

Ln pl'opiedafl o1 dclll\.I(')Str a tpw l us fl·ac.c.lone~ ('.ongr•nnn-
t . .:s <~onvicnon mttcho [Hil' <l Ja aproximn<.\ ión du rt (mwro~ 
t't.~al es. Si In fmc.ción p 1/ qn n o fuera congruente podJ'Í.a­
mos ospc>rm.· de l1l m ism a una ('~DcliL cuL solam unL<' de 
hu::;ta 1/2q,, . 

21. Jrreduc tibilidnd de las rrcu·cioncs COJJg rUCillCS . 
Conl'itl et·émof{ unn pPopilldfld m ils de ln~ fr·:H:c ion(ls con­
gnct~nl.es . 

Pmpiednd ;, . 'l'(ldas l fls tmccionl'$ ro ti J!ll.ll'nles son tnc­
du.C' ib lr ~;, 
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l{cc.or tlnmos q1.1 0 l o:; uumor.ad on~!:i y 1 os d L'l!Om i 11 ;Hiot·o~ 
tle Las ! t·nc.cionos congn wnh .•s .st• dcrl ~t:ml nnrl pot· lns (ó t·­
mulas ~ ~~. 1. ) . ~ upong-nmofi qtw In !rnc.ción 1' .,./(] 11 S(\H t·<:d •t­
ci b)o, l \S doci r , s u num erador y~ ~~ tlonoanin ndor f.i()nen 1111 

fu<~tOI' r.om ún f.. diferente de la l.ttl ídad : 

p,l = } .. p;,; 
gfl = 'i.q;ll 

donde p;, y q;, .son n ú meros natmale:~s . J•~ nlnnc.cs la fór­
mu la (-l- ) nos brinda 

). (Pn + tiJ;~ - p;,q11+1) = ( -1f • 
llomos obtenido UJHI ignnldad ahsnrdn : el 1Jl'imcr' 

miemlJt(l :;;e d ovj do entrt' A. , mitnttras qu e el ::;cgundo , no 
P or lo t n. rHo, 1n frn r<'ión PrJqn e~ irreduc ihlo . 

Un conjnnto de IrHn'1ono~ i !{unlo~ E'ntrn !->'Í <:ont icne 
soli11n ont,c una f:!·:J~~t~ i ón .ir r ed u e i bl o. Vor t)sta en usa J a 
frac.c.ión r.ongrucnt<.~ ptlcdo defin irse asi: :se dcrtomina con­
gruente u,na. fracc f.6n. i rtf!du..cihle que expresa el ua.lor de u nn 
.fm~ci6n cun.t i1ti.UJ. truncruln. 



CAl•l'l' I) LO lV 

FHACCJONES CO!\'~l'lNUAs lNFINITAS 

§ 7. NúM1mOS lU~ALr;S 

22. Abismo l' n trc ln fi11jto y lo iufini to. Sé•hemos 
encontrar el vai OJ' do Jn fracción contin11a fin ita y e!'pe.r::~ ­
mos qut' nuc:;:;li'O l ec tor yn df'see salJN· tnltar las fracc.io­
liCS infinita::;. Pl·t•r.isnmtml.<~ los dCS('OS do ta l índol t> eon­
lrilmyon a l progn~so do la cieHcin. 

Todo nÚnlt'l't) mdo rwl pued" r upl'escnlarso c u l'onnn 
etc unn l'rucdón cm1linun finitA . Y, alt·o\·és: t oda fracción 
<'un t.i nua fi n ita ¡·o prason l. a u u 1111 nwro l'adonal. E11 to11c.<~s 
,:ptlc llc S(11' qno logremos repr:t\~ont.t~r nútrH' t·os ir'l' ll('.ion~los 
mo<liuntt\ frnc.c.ioncs cout:ln •.ws infinitnr:;i' 

.lVfuc.has uoc.iones J\lat.omút.icas, f)t'lf.1 c.o nOC·CHIOS e11 tiiHI 
,.:,rinnt.o Iinitu, il l mi~mo Liempo t i ('HCll aniÍlo¡_!,'O.!-( iufi­
nitos atcnLndon~. Citomos u11os cu:mt·os ejemplos. 

El sentido dt> unn frac.c.i(w dcdma.l [in ita está compl ~ta­
mente claro. Po,· ejemplo, 0 ,33 signHic.~1 :1U100. ¿Y qué 
· ·r· o 33'> 1)? s1g-nt JCa ,, ....... 

E l valor du la suma rll!- w1 uÚJMl'O finito u11 término!') 
LHmbión ticno '1111 sonlido ¡:ompronsihl<.• - .Por <~jt!mplo, 

1 + ; + 1 = 7. . ¿ 'l cómo se cntiourlu In suma 1 + 
+ ~ + l + ! + ... ? 

li;xist~n polinom ios finit,os, por ejemplo, 1 + 2x -1 
.! :~x2 • ;,Sería po!'ihlo c.o ns idcrar· << polinomios c.on tm nú­

Jllcro iuiinito do t.érmiuos1> como 1 + x + x~ + ... . . . :~" + .. . ? 
Sin em bargo, n pesa-r de su parf'ddo ~xterior tUJll'l~ Jn 

f111 ilo y Jo jnfinito yace 1111 ahi!'mo. Hast.a el siglo XIX 

11 Los J>Utt l.os suspen~ivos conslHny<!ll un sím­
holc> mui.C'liiÚ~ico dt' lloblt' st.lntido. Los puntos suspensivos dentro 
lit: 1111 ~1 fól'mula ~ i~,enifit'an tplll csliin omitidns ci<'l'tos olom<'nLos 
(poi' oJomplo, 1 -1 T + x2 + . .. + :r.1') y los puntos suspou:;ivo~> 
pJ l'lr1nl de tllla ft.rmu ln (pOl' ~kmplo, 1 + x + :(.2 + ... ) siguilican 
«i!l<:ÓL('l'l• hnstn ol i n ri ni ~ot . 'l'ambié-11 IH\y pu11iO~; suspcnsivu:1 lllH' 
susl i lnyou ulgunas fillls. 



los rni\Ll' nuí.ti('O!' n o se dahnn l~ tH,I III. l\ tll'l mi.:-:tuo. ~¡ " l'O ill­

prenüor ~~1 poligro , s~:~g11jan t.r·;lllltttlo los ohjt'l.os iuftnt­

t.os rlt~l mi~rn o u1 odo qrto los fiuit.os y, '' ,.l'co~. Ilt1gah1w 
a ohfc('ll<'t' rosrtllndos lll>Rtn·clos. l ~n ol sigl o X IX, poc.o n 
poc.o, nprt~rtd t OI'(III ll li'Htllr lo iufiniLO y tcudil'I'OII IIUOS 

puentes sólidos vor• ent'-inw tlol nbisnw. So~oiJ'M pasar\'­
mm; p ol' liTIO de ~~los. 

E u lo qno :;e •·ofí~n' 11 los ej€'mplo::; ndH~tdos, sr.'ñ<llomos 

qnc rtn•t fl'~c.c. ió n dccirnn1 finit.u, por su ~entidu . no di ­
fiere de 111111 frac.dím s imple, ya <JtW c.onstituyu solamNll.c 
nna formu s ingular de mlOtaeión. La fntt)fión 0,:)3 tiene 
el numnr fulor ::\3 y e l tlcmominndor, 100. ¿Y r 11 ál es el 
denom inatl or de la fr-ncción i111'iniLn O ,:~:J:i ... i' Como re­
sulta imposihlr contestur a esta pregunta , on Lonces está 
r.Jaro qut• 111111 ÍL'ar.c ióu dccim<ll infinita no Lit.mO nl mis mo 
sent i.diJ Cfllü la finita. 8.N. Luún d ocí;.~, qno nuntJil(.> cli­
IHljemo:: el símhoJo 0,:3:33 ... no s ul·p:c ~ ~~ f:~Orl l, iclo • .Esto 
sírnlJolo 110 C.'4 más c¡uc un <~r·alK•,'IeO o 1111 orJUtHtl\n l.o. No 
o h~tnulo , <'~' posihlt~ atribuirle t:nmhión c.it•t·to ~c nl.ido . 

IJc ntodo :UliÍlogo , la SllTilll 1 -\ ~ :- ~- t. il'IIC ~f.'ll t idtl1 

r>tJr'fjll{\ S<' puerlt• h;.~ ll a r· ~~~ ,~;rl or rr l<.Hirnn t t• la ndkit'111 

l. 1 L t a a ' 1 7 l) lt . 
CQtlSl'('· ll .LVII: ' r - -- - -· - - t'l'O l'(.l!'jl l ,a lm[Hl-:¿ 2, ~ 1 t. 4 . , . 

'11 1 11 1 1 1 . f ' . 1 1 1 <l S I)(\ lA nJ' 0 VI\ 01'( (1 lllla 1'\ llnl l\ 11\ 1111 1(1 t- 7 -- /¡ 1-

¡. ~ 1· ... medirml.i• el mismo proc~dimien.to, ya r¡uc tll 

Jli.'OC'-1150 do udÍt: ÍÓll C·OilS('(~ttliva lllll)CI'l potll'i\ LC I' Illill (ti'J'(\~. 
No se tlche ~.:-on~iderar q ue se l.,·atn de una difknltnd rw­
tnmcnw téc.nica: M 1111 obsl-<\cll lo clt' pri ncipio. Sería 
irnprudt.>IILfl lranquili'l.nrsl' po1· t•l hN·ho de q ut' :ti s11mnr 

. 1 , 1 1 
_J 

1 
...J 1 J 11 sne.t'RtvamPnl.n os m HU(I I'OS .!r.....- ,. T 1-,- •• '" amos 

;¿ 1 l:i 

Falores rtp1'o:J.:im.ad,()s rl l' 11na s uma inl'intlH. No se pnedc 
bns,~a l' vnlort:'s nprn:d mndos d1:1 ll lf!o q1w no l\Xistc. l!:n 
primer l1-tgar, hact' faltn ,Lctcrru innr rl sen bido do linl\ 

~u rna in(in ila y ')í¡lu después (},(>. hacerlo :-~o podrá ha!Jinr 
act~rrn do S II S v alo r·o~ llj)n>XÍ lllSld O.!l. 

A c.ont inundún entrarcuws en materia . Les rocol'(ln­
mos que vamos a nLril V<.'f(t'lr t:'l :·dJis mo <.'Hl.t·e lo fin ito y lo 
infinito apt'on~chanclo uno (de los muchos <'xistent.cs) de 



los pnciiLús l~sto JHil!H Lo se dono m inR principio dl( seg­
merltos e.nca.jaclos o axwma. de Ca.ntor_ 1> 

23. Principio de segmcn tos cucajatlos. ))llCi 1110~ c.on 
rrocucnc;.ia q1w mw Jíuea ractn es continua. J.~ n las maf('­
má t icas sin m pro n os vellloS obligu dos u lHlScm· unos for ­
mul aciOHt'S lógicas 11 fin de s ustituir l'!)prosentacioncs in­
tui t ivas. l!:l princ1pio de scgmanws onc.ujwlms constituyo 
u n axioma que expr~sa precisam Giltl\ t\st a pro¡n (\dal.l llc. 
11 nn tocta, quo ~o douoruirta continuidad. 

Hec.o¡·domos quo sr tl~nominu scf(mcnto el conjunto d<> 
pun tos de un a rcc lu, co nstituido poi' dos punl<>s diíe­
ren les a y b (d~nominados extremo.~ del sc{!mtnto) y Loclos 
Jos puntos compronl.li dos l'nlro ~stos. El segmento so de­
sign a m N.líanLc el s ímbolc, [a, b]. El conJu n to qu~ C·Oilt­
pronde t.otlos los punl.os ent.m a y b, Jlt'ro que no compreml~ 
los propios p1mLol' a y b , so denomina tn.tervalo y se de­
s igna nwdianlc el ::;ímbolo (a , ó). 1~ 1 intervnl o (a , b) con­
tien e dos plintos menos qllo el sl!grnonto la , úl, no oh.c;­
tantc, est.a diú~I'E'nci n a vectlS rcsultu !'<'r m uy impor­
tnuto. Si ahora n un Nlnjunlo Jo pu 11Los compl'Emd•rlos 
CJüro a y b un imos unn de los extremos onLonc.e.s obt,cnlfrt..'­
mos un fWmiinten·aw. Rn el ojc nurnél'ico podernos desig­
nar con La mis 1t111 lot•·a el punto y el n\tmnr(l l)IIO lo co­
rresponde. En tonco.s, tenemos 

sogmonto Ja, b] : l a~.:r~h; 

intervalo (a, b) :a< :r. < b; 
semiinl,ervalo [a, b): a~:r<h; 
semiintorvalo (a , bj: a< x~b. 

E.xAmin~mo.~ eu un rJ rocta una sccuonc.in infinil,n d o 
segm en t.os 

( I.L 1 • b d , r O.z' Uz) 1 • o • ' 1 a TI ' ¿TI l. . o • 1 

q11<> posoo cJo~ propiodaot's: 1) cada SPgm cn to (o pa rti r del 
segundo} E'Slil ütH}HjaOO Cll C'lanterior; 2} las Jongj tnc)es u e 
los Sl'gmcnt.o~ l.iontlf!n a ct>ro (pat'IL n-+ oo)o 

1) Gcorgc Cantor (18{5-i!l'l8) , gran m ítlllmá­
t!C(I alemán , fu udador do l a teot·ía de c.onjunl.os. J~a 'lt!oría de con­
Juntos Ucgó a ser el fundamento de todas las matcmátic.aso 
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La pri mt'I'O proptf"dnd signífrc.a : todo:- los puntos del 

st•.gm l:nto que Uono n-ésimo nÍlrl1 0l'O pl~r·tt'liN:on ;¡) t5n~­

trl l'llto quC\ l. icuc (•} (n - 1 )-ésimo niirrwro (l'ig. 10) _ 

L a seguuda propierl<Hl clcb{' L·nt• · nd r-r~P as í : i'Í fiJamos 

coll a trt.iripaci(m <'lla1qtlllll~ longit11tl e, t'lrl.OII C(l::í Jo ~.:o-

tf 

1;_~ b¡ 

Fiel . 10 

l'l'l'Spondc tnl núrnrro n. ouc ol ~lt'gmculo la" , b" l tieuo unH 

longitud monor que e (y los st1gmon tos con nínnCl'oS lllllyo­
J:es t ie11en uua loug il.nd nún monor) . 

D11tlo este caso , existe un Jl•Hüo ~· ~ulnuwnt;e uno que 
p(lrtone.co 11 todos l os se.gmnnLos. 

Hepitamos l.m.·v~mcntc 1.1sla lonnu lación . 
Axioma de Can lor. S i en una. recta se ú.a nna secuencia 

in f tnita de segnu'n.lo.~ que posea dos propiedades: 1) cada 

segllunw su.bstgu.iente está encajadv eu t>l rm.tetior; 2) las 

longitudes de los sel(mentos tienden a cero, entonces r:rtsle 
un. punto y tiO l ft.lnen!P u.no (jiU' pcrlMCN!. n. tuclos los seg­

mentos. 
Abor'<J ese l lll'et'{'r·enlos est.e a,\ iomn mit~ tl ul.nlla<lnnwn­

Lu. E n la fig. 10 el'lán rcprc~cu L:uios tillo~ CIIHHlos pri­
JtHH'os seg1ncnlos rlc ouo~Lrn ::;e.~uencill . A e.nd a paso del 

proceso (S(\ !.lellOinÍilll n-ési 1110 paso lu tl'ClliSil1i6 11 de l n­
és i m o 8cgmcnlo al :sogmcn Lo (n 1- 1 )-é!'uno J se e.H·.Ju) (.111 

a lgut•os punto8. Por· ojemplo, c.•i punto A ll fl In fig. 10 

p!:'rtunec.o a l primor s~gmento , poro uo perttiJl l\C.O ol se­
gundo. P or lo tanto, <~ puntt) ,t ~crá •·~cl11ido dur·anle 
e) pri mer po~m del pro<·.cso. El punl o 1/ qH<Hi n inLétr.lo cln­
rnnte c.l l)l'tmcr pnso , p0ro snt·á 0-~duidn d11rnnt.n 1'1 !'e­

gundo. El plinto e f¡J rcrla iiiL:tclo d ur:llll.<' los prirnt'I'OS 
dos pasos, no obsl:llltc, se e.xd uirú dHrn111.c el l l~r·cQr pal'o, 
etc. Cadn punto del ::;cgmcut.o l ~t1 , b1 ] l.iorrc :;u propio tlcs­
l.íno. Hn tH'ii ll TlnnloRo porlonl.'r.ir\ntNI al 1000-t'.c; inH) ~fl~­

monto, pero qH(~ JIO fonnnn pa•·Ll' dol 1001-<'s imo :;!'!,('­

mento. Estos puntos en el transcurso del proc<>so q•rcdn-



rún intnc.Los 1000 vl~et\s, sin l!mbru·go, során cxcl u idos 
<lurnuto el 1001-Ó!'lLmu pasu . 

Rlpl·iuc.ipio do segmentos encajados afi1·ma qno oxis­
l.e un punto X quL~ muu:a será exc.lttido, o sea, queclal.'á 
•ntacto dtm tnte. ctwlc¡ltit•t· puso, t\S dec.ír portonece a 
cw.Ll.quier segmento, Ln •lopOlHiieuterrwutt• de su n.úro.ero. 
Cuu otra~ palabrns, ptWtli:'ncct~ a Lodos 1 os sP-gmer•tos. 

J.,a cxbLonc.in do t.al punto se estnblcc.c por el axioma 
fiado. AhMa la unic.idHd rlol mismo pu nto inc.hLida l'Tl !a 
l'ormuladÓU, para COJIItHlidafl, puode dmnost:r:~r~e COU 

l'acilidatl. En realiund, supongamos que e.:xistier·an dos 
puntos sE\nwjaute~, X e Y. Dosigo.Gmo::; <'Oll la 1oVrl\ d 
la cli~Loncia (lut.n' dichos p untM . Sogún la conclición, 
IM longitudes dt: los ll('gmeutos <leJa SO<'Itcncia dncln ti cu­
deu a coro. 1 rallemos tal número n para d cual l a longi­
tud del so~rnC\ulo fa,,, b,,J soa menor qtw d 

l a~~. ,ún l<d. 

1-<:ntonee~ L\1 .se.gm.onto In,., b,.J no pod~·á cnhriL' t!1 sogrntltl­
to Xl" = d, os decir, Jos punt.os X o )'no pneclen pel''l.e­
nt~c.or al scg111onl:o {rt,. , b,.l (tampoco, al segmento qn<' 
lo sigue). Por Jo tanto , so hn demostrado qliC.~ no pncde 
lwbt~r do!:i J)nutos quo portonezcan n. todof los segnwnt.os. 

Ejemplo 1. En ol oje ltnméric.o t~naJic.l~mos los st.•g­
mentos 

ro, ·tJ, [ ~. ~ ], [ ~ , ~ ], [ Zt1 , ;~] •• .• , 

[
1 i 1 1] 
2 - zn ' :¿ + 2n J .... . 

EsLá dal'o qtH' ol punto l/2 (y l'mkamonLo e~to Intn­
l,o) -pm·tenece a. todos csl,os segmen toH. 

Ejemplo 2. Est:í dada una secuencia do S(lgmentos 

[0, 1], [O, i J. [O, ; J , ... , [O, + ] 1 ... 

El punto O (y ÍlrllC'I\mrmLt! oste j>tm l.o) }Jürtenoct• a lodos 
estos sognHm l,os. 

En c.nda 1t no do estos ejemplos nos CHH.'.otll.r·:nnos c.orr 
c.i(.~r·ta S(~cuencia r..oncrr.f:a de segmontos encajados. En 
cadu uno de ellos resulta fácil indic.ar el p11nto único que 
pertenece a todos Los segmentos. Pues, e l principio de 
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segmentos encajados confirma que tal pmtto existe 
siempre (sea cnal fuera la ley de formación de la secuen­
cia con tal que sean satisf~has las dos condicioucs men­
cionadas). 

Observación. Si on el ejemplo 2 hubiéramos examinado 
l a secuencia de intervalos 

entonces, a pesar de que son encajados y sus longitudes 
tienden a cero, no existe un punto que pertenece a todos 
estos intervalos. Pues el punto O no pertenece a ninguno 
de estos intervalos y cualquier otro punto del intervalo 
(0, 1) será excluido durante algún paso. 

E:ntonce.s, es de gran importancia el bocho de quo en el 
axioma de Cantor se trata de segmentQs. Para los inter­
valos semejante afirmación es errónea. 

El principio de segmentos encajados expresa la con­
tinuidad de la recta: en aquel lugar a l que so nr1·astran 
los segmentos s iempre resulta encontrarse un punto y no 
vacío. Intentemos violar la continujtlad de la recta ha-

ciendo un agujero en al punto ; . Con otras palnbras, eli-

minemos de la xocta el punto ! . El conjunto do puntos 

iiJ que lia q uedado ya no puede donominarsc recta. Cons­
tittlye un conjunto de llamados rayos abiertos (es decir 

rayos sin v&rticc): ( -oo, ~)y ( ~, oo). Examinemos las~­
cuencia do segmentos como en el ejemplo 1 . Ahora no son 
segmentos de una recta, ya que les falta un punto, sino 
que segmentos en el conjunto M. Cada segment.o tiene do:> 
extremos y toclos los puntos del conjunto M comprendidos 
e.cüre éstos. Aunque estos segmen~os son encajados y sus 
longitudes tienden a cero, no existe nn punto dol conjun­
to .NI que pertenezca a todos estos segmentos. Bl prin­
cipio de segmentos encajados para el conjunto J\f rw es 
válicro. 

24. Conjunto de números racionales. Sigamos cómo el 
eje numérico va llenándose poco a poco con números. 
Primero , marcamos los números ente1·os. El conjunto de 
todos los números enteros suele designarse con Z. No se 
requieren razonamientos finos para convencerse do que 

6-01341 



los puntos dcJ r.onjunto Z uo Jlennn l a rcc.ta onterAmcnto: 
entro l os tHlt¡los tlntt'ros ve.duos h ay "\m m acizo continuo 
de pun tox (lulnJ:valo) JlOl' nhora a11ónimos. 

A.ll or;t m u pot.t>mo~ n rn arc:u· lus 11 úmeros racionales . 
Hasta c.on uwrcar todos los númet·os racionales comprondi­
tlos cutre O r 1. Luego, al tlesplazar el segmento (0, 1) 
en uu número en tero do tmidades a la izqui~?rcla y n ln 
del.·echn, obtendremos todos los punt.os racionales en La 
recta. 

A.b:rrcarE>mos los númet•os Tacionalos en el segmento ro, 1l según el orden que sigue: 
Paso 1 . Marcamos las üacciones cuyo denominador es 

igual a :l. ExiF-tc ~olame-nte una fr!l cc.íón que satisface a 

ti . ' 1 esta conc c.wu: 
2 

Paso 2. Maxcamos las fracciones con ol denominador 
igual a 3, disponiéndolas en el or den de crecimiento de 

j 2 Los numeradores: 3 , 3 . 
Paso 3. Mnrcnmos las fTaccionos con el denominndor 

igual u 4, disponiéndolas tm el ortlun de crccimienlo de 
l d l ( 2) 3 L r .. 2 • 't os numera oros: 4 , 4 , 4 . a Jrac.cwn 4 esta <.-srr t a 
en tre paréntt>sis porq\le este número ya aparecía antes. 

Paso (n- 1). Marcamos las ft':H·.donos c.,--uyo rlonomi­
nadot' es igual o n, rlispon iéndolas cm orden crocieitÜ) d(.' 
1 d 1 2 3 n - 1 s· , os nume1·a ores:, -, - , -, .. . , --. 1 entre estas ~o ou-n n n. n 
cuontrnn reducibles, podemos tachal'las. 

Este proee~r;o es infi n tl o. No podemos tenninarlo pet·o 
potlomos afirm<~r qnc prev ~ la inclusión do todos los nú­
meros racion.,Je.s comprendido!' entre O y 1. Efor. l.i ,·n­
montc ¿es q uo ''X Js Lo nc/lso una frncciúu a Jíl rual •nuH:ll. 
Jo l1 egará su lurno? Torunmos cunJq uier ít·ac.ción COUl fll'<'n-
rl JciH tmtre O y 1. poi' CJC11lplo ;:. J~!-:' l.a cl<H'O <}Ue murca ndo 
l as fl'aceioHt·~ ron t' l tlenominador I~ruc!l n 2, 5), 4, ... , 
nlgnna voz. (p;lt'~J pt'l!dsar: du1:auLo ol pHso f.l8) l JegHil'JllM 
nl dt,nom inudor· 8!1. Luego, al d ísponer· 1 as fl'accionos e11 
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·1 "t 1 1 1 ~ 3 lJ . . or, cn cree ten (1 t e sn!'l Humen\• ores 89, 
89

, 
89

, (llC., o> t -

gaL()l'inmente llt1garcn1os ¿¡ lu .frucc.i6n !~· Do tol moclo, 

r:ualq uieru (LIJ(' !'Ca la fracciún est.ogicla t!J1LL·e O y 1., en el 
1rnnsc.ur:-,o doJ l)roceso, llegnromos ()ulig:üol'inanenl<' a la 

mi~ma, y la rrwrc.:.arcuws en t~l segmento 10, 1]. Si so ~11-
lHHW q11(~ el proc.eso ha finalizntlo ontonC.I'f' en el seg­

m<• t11.o {0, 1) l:'l't'Ú n marcuuos lodos los pnut.os l'ac.ioualos 
(pun tos que rcprescuLnn núllleros t·ac.ionall\'!l). Despln­

znullo t•!'tos flllll(.os '' 1, ;¿, ?. , ... uuitlacle,') u ltt dcrechil y 

1 l\ 1 1 

-1 /1 ! l J 

Flg. 11 

a Jn iu¡uit•t·dn, nwn'fil'('-mo~ en el ejo m11nél'ko todos los 
punlos rar:.iomtles ele ln Teda, o soa, lodos Jos númot·o~ 

radonulcs. El conjuolo do todos ]~ númt•t·os racioualt-A 
(o cl conjunto cltl Lodos los {ltllltos r~ccionales ,h•.l rje nu­
már'ico) sicwpl'~ Jo designnnnno!' rnl•dinul.c Q. 

25. Existoncía de puntos no nwionnks en una recta. 
,; LlOIHH'Ó.n l o~ punLO!' dl'l coojtlnto Q l.oda In r~cta? Ut•­
sulta CJU6 no: t•u In 1'l-'Ctll hay pc 1 n l()s q u<' no pr•rtmwc.eu " 
Q (no rnc.io n,l lt•t;). No oh~Lnntc, ~~Lo h{'c.ho no t"S lnn L'Vi­
clente como pMa L'l cnso clol C·OI)juulo Z, por lo c.uul pura 
cont:t~~l.m' '' o::;t.n prcg•mla se requil-'1'1'11 t·n:r.onami(.)lll.os fino~. 
A .Pit .. ígorns SI' Jr atribuyo ol signienle dr.::;rnbl'inticnto 

ge.ninl: 110 existo'"' númcl'o'l r.11yo c.luHirado st•n igual a 2 
(o, lo que e.-; lo mismo, la dingorwl,Jc 1111 cnadnuJo es in­

ronmo~tsur::thl~ cou !'\11 Jado) . Si <.'n el oj<.' Hlltnér ir.o 

(fig. 1 1.) t.cu<'mos marcados Lodos ICI:; puutos •·adonale.s, 
cnl"OIIl:cs tll at•co dn Jn c.irc·u uft•n•nrin, C'IIYO r·:Hiio <'S In 
rlingonnl c\cl cuadrado OA, atravt>.sará Hbrcmonto el cou­

j unlo Q. en In recta mrmóric.n ~in intt'-I'Sec.:n-s(,l con (ll mi s­
mo 

1) Un ntímcr(l mcionnl . No ln estipulllmos ya 
t¡ue suponemos qur. hasta o.hor" no conOC('IIIOS ulros uúrneros. 

4* 



No oh~t.ant(l, el conjunto Q se dispone en el eje numé­
rico en tudas las partes muy apretadamente. Esto significa; 
todo s~gnwnto do la recta, por muy pequefio que sea, 
contiene puntos racionales. De tal manera, aunque los 
puntos racionales no llenan la recta enteramente, en la 
misma no hay segmentos totálmente libres de estos purl­
tos. He.sulta muy fácil domost:rarlo al acordarse del pro­
ceso de inclusión do los puntos racionale-s en el segmento 
10, 11. 

Vamos a considerar' las secuencias do sogmentos enea~ 
jados 

(a.t, b1 1, [a2, b2l• ... , [an, b11 ], ••• 

eu el conjunto Q (es decir, los extremos de estos segmen­
tos son puntos racionales). El principio de segmentos en­
cajados en el conjunto Q no es válido. Incluso si se obser­
van las condiciones del axioma de Cant or a pesar de todo 
podrá no existir ol punto (dol conjunto Q) quo pertenezca 
a todos estos segmentos. A continuación veremos que esto 
hecho puede utilizarse para la creación de nuevos núme­
TOS, o sea, irrac.ionales. 

26. Fracciones decimales infinitas. Atribuyamos al 
s.ímbolo d~ una fracción decimal infin:ita el siguiente 
sentido: una fracción deci.mal infinita es una secuencia 
do segmentos encajados en el conjunto Q. Al interrumpir 
esta f racc.ión , por ttlrno, después de cada signo decimalJ.) 
obtendremos los extremos ízqnierdos de estos segmentos. 
Al añadir cada vez la uniclad del último orden, obtendre­
mos los extremos der:ec.hos. Por ejemplo, la fracción 
0,313131. .. ~ignífica la siguionte secuencia de segmentos 
encajados del conjunto Q: 

(0,3; 0,4]' [0,31; 0,32]' [0,313; 0,314]' ... 

En_ touos los casos (os decir, para cualquier fracción 
decimal) las longitudes de estos segmentos disminuyen en 
10 ·vece,., corno rc.~ultado do cada paso y, :por lo tanto, 
tienden a cet·o. 

Consideremos ahora dos ojemplos aparentemeo.Lo pare­
cidos, pero, al mismo tiempo, muy diferentes. 

1) So lluroiJn signos decimales las ci!ras que 
SJguen a la coma. 
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Ejempln 1. Unn fracción poriórltctt iufioi.tn O,H:l~ .. . 
significa ln ~iguient.o secuenci~1 tlo segmento¡; encajados: 

(0 ,3; 0,4¡ , {0,33; 0,34j, f0, 33~; 0,33'~1 •.. . 

¿Existirá lJn punto que pertenezca a todos estos sngrnon·· 
tos? En el presento caso y a continunc.íón se tratn do si 
existiera tal punto en el conjunto Q. La existencia de tal 
punto en la recta no rln lugar a dudas. 

En el ejemplo dado este punto existe: es el punto 
t x=a· 

Tienen Jugar las dusigualclades: 

0 ,3<! <0,4; 

o,33 < ! < o.a4; l 
f 

0,333< ~ <0,334; 1 
. . . . . . . . . . . ) 

(*) 

Por esta causa eJ número ; se c.onsídora como t)l valor 

de la fracción decimal infinita 0,3::53 .. . A contimtnción 
oireceromos la definición du·ccta d<' esta noc.tón, míontrns 
tanto examinaremos ol segundo ejemplo. 

Ejemplo 2. Forooomos dos sec.ucncias: n) Jn má>. ima 
fracción decimal con signos decimales O, 1, 2, ... , n, .. 
Cllyo cuadrado es menor que 2; b) lo mínima Iwcci6n 
decimal con signos decimales O, 1, 2, . .. , n . .. cuyo 
cuadrado ~s mayor que 2. 

H allamos sucesivamente 

12< 2, pero 22 > 2; 
1.,42 < 2, pero 1 ,5~ > 2; 

1,41~< 2, pero 1,-122>2; 

Podemos cC>nünunr cslc procoso iufinitnmonte. ¿Exis­
tirú on. el conjunto Q un p1mlo q uf' pertenozc.n n totlos 
slos segmentos 

11 ; 21, L1.4: 1.!')1, \1.~1; 1,42J, . . . ~ 



En olra~ p<1l abras, existirá un n úmero racional x que 
satisfagn t.od¡¡s las clt~sigualdados 

1~x~2; } 
1t4~x:;:;;1,5; 

1.41:;:;;x~ 1 ,42; 

(**) 

ISoiial emos que ponemos el signo~ (y no <) ya que> 
cstumos busc.an<lo un punto que pCl:tem~zca al segmento, 
es decir, qu~ posiblemente coincida con uno de sus ex tre­
mos. En oll1jemplo 1, por casua1idnd, el número s iempre 
n~sulta dentro de Jos segmen tos. Si hubtóramof:l tomado 
l a frardótl 0,2000 ... qut? corrrspondc nl númoro ; oulon­
cc.~ nos Ycríamos ohligndos a usnr el sibrno ~. 1 

E~ hilln conocido qm' tal número no oxiste, Jo que 
~ignific.u que purn cu.alquier núme•·o racional lnl:S de~i­
g urudatles (**), n parti r de cierta fila, no son vál idns. 
Al mismo tiempo esto :'lignifica qu.o l1\ rcspt1c.ti va frar­
dón dc.cimal iJlfinita 1,4142136 ... quo so dotcrminu po•' 
ol procc>.so untoriormont(' descrito, no tiene sentido. 

H u llogndo ol momento de atl'ihuirle el sentido quP 
no tenía nlltes. 

27 . Introducción de números i~racionales. Observamos 
que el mímcro ; pnede entenderse do diienmte manera : 

a) c.omo una f¡·acc.ión } . e~ rlocit', la razón de los númm·os 
1\aturale~ 1 y 3; b} como lma fracción decimal infi11ÍLI\ 
0,333 ... , o sea, como el punto com(m de segment os onc.a­
jados 

(0,3; 0,4,, (0 ,33; 0,341 , [0,33~; 0,334], . .. 
I>ara ol n(nnem x quo l>uscamos en v irtud dL~ l as dos­

igua1d3dcs (**) ol primer procedimiento no sin·o. Sin 
o m l¡llrgo, a este numero le corresponde una fracción <lec i­
mal infinita, o sea, un ~istemn do segment os cncajHdos 

11: 2J, [1,4; 1,5}, [1,41; 1,42], ... 
Se puede COII vtmiJ: on quo cst11 fraccion clccimul inJi­

JJita o (lo qu.o llS lo mL"mo) estll sistema d<:• segmentos 
!•nc.o jado:> determina. un número. U n núm~ro do t i p<J 
nucvo: no rnwdo l'cprescn Larse por ln razóu do HÚI\'U!L;o!l 
naturnl c,-:; , 'l'í\1 n\tmot•o SI' denomina in·adonal. 
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Vo l v~m'lo~ n esc.lnrcc.or lo. iclca do intt·oducd6n de nú­
l'lHH'OS inaci O n¿)lC~. 

Lo. secuencia Jnfinita do segrn ontos encajado!' (*) 
determi na 1m número. Este número t·e.sultó radonnl: 
1/:3. l)od.cmos opernr con ol mismo aun sin analizar la 
st~t~IICocia (*). 

La sr.cuenc.i.a infinita do segmentos encajados (**) 
también determina u n número, pero lo desconocíamos 
anl,es (se supon~ que c.onocíamo~ solaml'nlc Jos n·úmeros 

racionales) y apareció únicam(mte (m forma de Ja secueu ­
c.ia (**) . 

28. Núweros Teales. Los uúmeros racionales e irra­
c.ionalcs tienen 1.ma clenominncióo común: ntímeros reales 
Con otras palubms, ol conj unLo de númtll'OS reales 'R 
C('prc.c:~nta ln. unión de conjuntos do números racionales o 

irracionales. 
Al gonct·alizar lo. noe.ión de número, los números v ÍOJOS 

no deben contt·aponcrse n los Jlnovos, ~ino que hace falto 
C<JnsidE>rarlos como un caso particular do una noción 
(1mplia. Con ot1·a~ palabras, debe existir un principio 
único do formación y un procedimiento úni co do desi,~t­

nac.ió!l de todos los números reales. 
Bl proccrlimiont.o único de cles ignac.ión (el mismo 

constituyo el procedimiento de formación) correspondo a 
1ns fraccione$ rleciron1es infinitas. 

Verdad quo, algunos números racionnlcl' puoclon rc­
PL'(tse nLars~;~ en forma de unn fracciór1 clccim~'l finita. No 
obstant e, a fin do tener un proc.cdimronto ú11ico de clc­
signnciÓ)l apto para torios los númoros ronlcs, conveni­
mos ('l'l tran~rorrnat• cana 1rncción clocrrnlll 1'ini.tn en intt­
nita. Señal<.•.mos quo e~ posihle ll<W+:'I'lo lfl(ldinnto tlos pro­

Cll!.limientos . "Por ejemplo, 

0,5 = 0,5000 . .. ; 
0,5=0.4999 . . . 

Pura q IIL' c.,,(/,, númoro ro;~ l so a r·opi'!'SII II t.ado por u un 
fracdón <h.l('l lll:\l mfjnita mocii au LQ 11n t'0\11 [ll'OCNlimionto, 
Jlegnnwc: ;il F:igu it•nt.o ncuerclo· 

A(·uordo. Se prnl 1 ib~ 11sar las frnrciiJncs dec11nales infr­
Hitn~ C·OJI \J\ cifJ•l) fl 011 <'.n1il\nd ef e p!lrt0<\0. 

Ahorn el uÚulCl'o 0,!5 puctlt' ü::lC I·ibirsc C'll fot·rrHI de.• l n 

fr ncción d.oc in.l.:tl infinita solumt~nl\' nctí · 0 ,5000 .. . 
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Después do oste convenio, cada número real es repre­
sentado únicamente por una fracción decimal infinita, 
es decir , dos fracciones decimales infinitas diforentes no 
pueden representru: un mismo número t·enl. 

Subrayemos que según nuestra definición ol número 
real os precisamente w1a fracción decimal infinita. Algn­
nos números reales pueden representarse también por otros 
ptoc.odimientos. Por ojomplo, los números racionales pue­
den r~presentarse en forma de fracciones simples. Las 
l'aíces de números naturales se designan Vi: y3, ... . . . , V2. ... Por fin, algunos números tienen designa­
c.iones individual~ («personales,>): n:, e, etc. En resumi­
das cuentas, la fracción decimal infinita os un procedi­
miento universal de representación y designación de 
cualquier número real. 

Este proc-edimiento de introducción de números l'cales 
no origina ol conjunto R de nada. Tieue provisto que ya 
existo cierto subconjunto R, o sea, precisamente el con­
junto de todas las fracciones decimales fini tas. El proce­
dimiento que acabamos do exponer permite completar 
díclw conjunto hasta R al usar los segmentos encajados 
cuyos ext remos son representados por fracciones decima­
les fini tas. También se puede determinar los números 
reales de otra manera, ut ilizando como conjunto inicial 
no ol conjunto de fracciones decimales finitas, sino cual­
quier otro c.onjunto denso en. rodas las parte.s de la recta. 

Quo no piense el lector que ya hemos construido la 
teoría de los números reales. La definjción de número 
real anteríorm9nte mencionada constituye sólo el primer 
paso. Para construir Ja teoría tendríamos que dar a\tn 
muchos pasos, en particular, ordenar los números r eales 
(es decir, señalar el procedimiento de su comparación 
según t'l valor) y determinar las operacione.s con ]os mis­
mos (aclición, multiplicación, etc.). No obstante, no se­
guiremos este oamino. El objetivo del presento párrafo 
consisto on esdnrcct\r el principlo de segmentos encajados 
quo so ntilizurú para intel'pretar las fracciones con tinuas 
infinitos. 

29. Representación de números reaJes e1a el eje nu­
mérico . Soa dndo un número roa! positivo 

(***) 
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Es una anotación decimal. Aquí a 0 e.s cualquiet' n\t­
mero entero no 110gativo y Jos rcstantt:>S a¡ son las c.ifras 
desde O hasta 9. La fracción clccimal fin1ta 

que se obtendrá si en la notación ('"**) desed1amos todas 
las cifras partiendo ue CXn +t se denomina valor aprol:imado 
del nrímero x con n signos decimales con defecto. Si ahora 
adicionamos la unidacl del último orden 

xn = a 0, a,a2 •• • an. + 10_,,, 

en.tonces obtondl'emos el valor aprox~mado del número x 
con n signos decimales con exceso. Señalemos que la adi­
ción de la unidad del último orden puedo (para an = 9) 
variar la cstrucLura digital procodonte a ar, .. Por ojem­
plo, para el número 

- 0,9!H11 ... _::2 = 0,99, x;= 1,00. 

Anotemos sut en trar en argumeo tación lógica las Sl-

1§\1 ientos desigual dude..~ naturales: 

Xn~x<xn. 

Una pregunto al lector. ¿Po(' c¡ué on el pdmar c.aso 
ponemos el signo ~ mientras que en el segundo, ol sí,::­
no <? ¿Podrá ser al L'Cvós (dado ol caso de ciertofi cnm­
bios en la!': doHnicione.s anteriorcfl)? 

Ahora podomos establecer nn hecho de grnn impor­
tancia: si marcamos toCÚJs los números reales en el eje nu­
mérico, entonces estará repleta por todas las partes. A con­
tinuación lo formularemos con mtlyor precisión y lo de­
mostraremos. 

Teorema 1. A cada número real le corresponde un punto 
zinico del eje numérico . 

.... Sea dado un número real posit.rvo x = a 11 , 

a 1a2."a ..• Este núme~ro debe pCl't tmec.er a 1~, socuoncin 
infinita de st>gmen Los encajados 

r.=o· xul , tx_., xd. l_::-a. x2J, ... 

Las longitudes de dic]JOs s(lgmenlos formnn una pro­

gt·osión gcornóLl'ica c.on el denominador 1~ 1 - De ncuerdo 
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con t•1 nxiouiH do C;wt:ol' ou Jn rec.ta hay un ptwto únic.ó 
qu~ porLNwc.t• a todos los segmentos mcnc.ionuúos. Pn~d­
sarncu(lJ n:;:t<~ punto cormspondo al ~númc•ro x. M 

Tcorc1lea 2. ,·1 caiUL puu.to del eje numérico le correspon­
de un ntím.eru J•ertl I.Ínico . 

... Sea dado ctt el eje numérico uu puuto x (no mús a 
la ízq uicrdH flll<' el <:N'o) - Si x e.s WlJl(unoro entero, rutan­
ce:< todo ler,minará {.'.4 )11 ello. Si no lo e:-s, ~ntonces x se 
<.'UCIWntrn onttn lo:-; LtÚJuC\ros cuteros vecinos a 11 y an ·1- 1. 
CoJtt('HC('llíos la notación decimal del número x : 

X=O'.o,.,. 

IJividltmos l!l SL'~tiH.mto k-'0 ; a 0 .¡- 1] ün 10 -pnrtCJs 
i gua l t·~. S i ,z; no r oincido c.on t1i11g uao .Jo los pt.tntos de 
didl'i6n, •··HLOIIC\.$ L' l>:S \l ll arsí comprendido entre a 11 , <"-' 1 y 
a ,,, a 1 + O, t . ConLlJtH(.HilO~ La notnciún dodrnnl doJ nú­
UW!'O .X:: 

J' .. _ <X.o • al · • • 

y d1 vidamm; 1.'l ~cg-mc nt,o lo:n, a L; a 11 , a.1 + 0,1 1 ~:~n 10 par­
k::; igual es. 

Si tm ciorl.n pn~.-~ d1) <.•sM p1·oéoso t>l punto :r coinc.ido 
1:011 algún -punt.o dt• di v i~ión, ontonc•'s 

X::-.:: a0 , ct1et2 ••• etn.OOO ... 

S• JJO s& ohSl' rvo nnnc.:.1. lt\ coiuc.itloucia mL•nc.ionndo, on­
t:ont.es 

.l.' ., O.o • Cf,\a.2 ••• CGn ••. ' 

con 1 a l Hll' Li <'.tJ 11\l'i da el de q llO :¡; };0 1.\Jlcucnl.rn eslriclwnenle 
dentro dt' t odo.s lo!'; ~wgmPntos x,., .x11 (para n -= 
~ O, 1, 2, _ _ .). 1!1 

Corulario. h'n el conjunto R l ilme lugar el principio de 
segmentos encafados, 

30. Condición ele la rasionalidad do una il·acdóu 
dét:imal infinita. Cotno C.Oll ocemos dl'l c.m·so esc.olar tlt~ 
In,., mnlt\mÚLieM; todo m ím.c1o raciom~l 1-:'<' 1'C'fll'<'$enln 111 0-
dinutt• 11llli t' t ll.tció.u tlerímal penódica ¡si111pJ c o mi\·tn). 
Po•• t>jom pl o 

1 · ·:.,~·, ~ ~~ o 1/.41. 1 · 2· o· 
3 -o,.),);, . . . ;w '' ,<f. ~ • •• ;-5 u, 11 u . .. 
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Al cotHt·m·iu, tod r¿ jrnrción rl(!d m.td ¡l('niÍtlicn CIX¡m.:slt 1.111 

número raclon(l l. 
De c•s ta~; tesis SI) lh!tlur.e <t Ul' !velo m im··ro irracconal sc 

representa por una f l(lcción decillla l in/ ~nilrl aperl6dicrr. P or 
ejemvlo, nl ngaJ: Ll l conoc.ido algl)l'ilmo pal'a ox traor L1 
miz c.tw.druda, podemos o ltLenct· l\ tHtlq uit.•t· 11 Úll\1w o dt• 

c. ifras J c la frHcc.ióu clcc i nwl q nC' ropt·t~sen ln 1·' j , 

l - ~-= 1,1.1"Í21 :-l5 . . . 

Sirnl(ll'l.l pod(·mos lllll hu· u11 ::; igno d<'l' im.ll m{t:;. At.HI·· 
qu e cleflcouo,:.cmos l 11 loy Ior ml\1 <.h~ f ormHci ún !'le ostH 8ú ·' 

c11enrin dtl l'i f1·as lO Roa, uo po<lomos indicar la func.ió n 
11 (n) que C'.\ pn-sa (~1 n~s imo signo dcdnml) í'f:lamos ~t'~ll ­
ro~ dt• q tto e:-;ta fran· l(in e;; np~ri 6dica . 

i\l <.~ n ntrario, todtt ¡raaión llectm.tl l a¡;erUirltclt rep re­
senta un núnwto lrmcwnal. Tonwmo~, po1· úJCtnpl o, In 
fnux itín 

0.1010(J10001. . 

(el IIIÍilH.IJ"O cl t• <'l' W S L•Ti t l'(' ¡11)<: llll i d n(.)c~ COl\M'Cll tl \' IIS ('¡Id a 

ve;, •l HmC'nt n ttlt una unid ad). Esla (l ':l('.~·.icíu e~ np(lt' JÓílil' ll 
y , JJOl' c.ons ig u i Llllte, Sil valor e$ 1111 uúm<'t't> it'n ll:io unl . 

Aq ul la l<.•y furtn al dll S(:I('.UCUci n dn c ifl' Hf.: rc•s ultn .~Wl' HliiY 

~cndH a: si u 11 es c·l n-é~~i 111(> sigttl> ckci 111 ni , cmlonc'"" 

1.· (k-'- ·r, . f 1, s i n es u u ll (uncro que Lw ne el \1:'\ pc~ lo 2 
· 

t~,. =- '\ 
t O, Cll l\] CllSO C·OIÜ!'llliO. 

§ 8. I'HACC fONES <.:ONT INt <\::. l N l'fN ITA~ 

31. VcllOl' numérico de una fa·acción conlinua inri ­
nit.a . Al i ntr.;rrmnpir una fs·acdún roll liHII H íufiuili• 
[a 0 ; aJ, a2 , a .1 ••• • J a ll crn<J t.ivumontt~ dé.<~p • •'-"s clt• cad n 
c' l('mPn to. Yam os a obtonor fra c~riun('.<; t·.ongruenl t•s \ 0 11" 

~ 1:\ Ht i v ns : 

1 O"'¡ ·, J:.•- ['1 . (' 1 1-'a " ,,,, , ., ..... - ·- -
ql l'fu 

--= fao; tt¡, o!!, . . . an l , • •. 



A posat· de que Jn ft·ucc.ión cont inua infinita r:t1-J soJa­
monte un símbolo , al que no se h a atribuido un valor nu­
m61'ico, las fracctonos congruentes son , en esencia, núme­
ros raciouales. Determinan una secuencia infinita de 
segmentos encajados 

[ :: . :: J . [ :11 . :: J ' [ ~: . :.: J 1 . ... 
(4.1) 

Ya señalemos que los donomirlndorcs de Jas ft·accio­
ncs congrucn les c.n•cen rigurosamente r véanse l as f órmu­
la!=: (3.2)1 

qo~q~ <q'l.<qs < · · · 
Como todos los qn son números naturales, entonces 

crrcen infjn[ta mcnt.c: 

)lt'ro, en esto caso, de la fórmula (3.G) se deduce que 

lím l:!n = lím ( Pn.+l -..!!!l.) = O. 
n.-+oo n-:>oo qnil qn 

[,a diferencia en tre la.s fracciones congruentes vecinas 
tiende a cero. 

En las formulaciones do osta índole siempre se sobroon­
Lionde que n- oo. 

Cada segmento (4. 1) está encajado en el anterior 
(véase la lig. 8). Do acuerdo con el ax ioma de Cantor 
existe un punto único de la l'Octa o, con otras pal abras, 
un número real único que perteneco a todos estos seg­
mBntos. Precisamente este número, según la definición, lo 
considerarenws como el oalor de la fracción continua infi­
nita. 

Oe esta definición sigue: 
1. El valor de una fracción continu<t infinita está 

comprendido entre dos cualesquiera fracctoncs c<mgruentes 
~·t:cinas. 

2. Todas la~> fracciones congruente~· con índices pares 
son, en esencfa, t.•alores (lproximo.dos de u.na fracción con­
tmua infinita con deft!cto , !f con índices impares, ele una 
frnrctón continua infinita con ea.:c.eso. 



Vol vStmos n oxa:minur J n fíg. 9. Dado ol caso de una 
fracc ión conLinun infini La, la quebradft o o t iene ol último 
eslabón, cuyo o:x. l;remo yac.e cm la línea punteada. Esta 
quebrada tiene un sinnúmero clo vtírtices q uc se encuen­
tran alternativnrne.n~e. ora por ahajo, ora JlOl' encima de la 
recta punteada; a es d valor de la frnceión cont inua in­
finita. 

3'. La secuencia de fracciones congruentes con índices 
pares 

Po P<¿ 
To'(h ' 

crece monótonamente y a la izquierda tiende hacia á. La se­
cuencia de fracciones congruentes con índices impares 

P1 J!L PG Pznu 
~' qa -;¡;:, ... ,~,, .. 

decrece monótonrunenle y a la derecha tiende hacia a. 
Miremos fijamente la secuencia de segmentos (4.1). 

Los extremos do los mismos son númoros racional~s. Eo 
ln notación de estos segmontos cd pdrnor lugar ocupa ora 
el extremo i~quicrdo ora el derecho. Por supuesto, osto 
no tiene importancia de principio. 

32. Representación de un númc1'0 irracional mediante 
una fracción coJltiuua infinita. En primor lugar, nos fa­
miliarizamos con el algoritmo del desarrollo d~ un nú­
·mero real en fracc.ión continua. Supongamos que al apli­
car este algoritmo al número a (irracional) obtenemos 
una fracción continua infinita [a0; a¡, a2 , a~, ... ]. Ya 
dijimos anteri.or::mente que al n1tmero a Je corresponde 
esta fracción contimw: 

a,..., [ao; a,, dz, as, ... ]. 
Ahora ya hemos aprendido a determim•r el v~lor nn­

mérico de la fracción continua infjnita. Sul'ge una _pro­
gunla natural: ¿el valor nmnérico (a0; a,., a2 , a3, ••• } 

es precisamente a o cualquier otro? Con otras palabras 
(.será simétrica la con(lsponrlencia entro o: y [a0 ; a 1, 

a2 , alt, ... l? 
¡Sil 
Esto se docl uce del hecho de qne en el proceso de de­

sarre dollo CG en una fracción continua so obtienen frac-
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cio•ws t~ong•'llonlrs !jiiC.· son al l.er nativaruente ora nwnores 
o•·n mayo•·· ·~ C[IIB a. Con:-; i, d ~rornóS', po•: CJOntp l o, Los lll'i­
liWro.,; dos pHsos uol pro~rs.o : 

1 
a -'-··· a o - ¡ x 

au< a . 

1 

., 
:~·. ~ _ _:__..._ - a. +- , 

a-au ... -c .! 

de aq uí Sü clesprond (l 

1 ... 
-> an IJ. - llo) 

Do ta1 modo 

o, do (Jtra manNn, 

_fJQ < a < J!.L . 
IJu ql 

Podt,mos Sl•gui r t ' oll l inu nndo o~1.o 1'1'11-0JHHnicnt.o, o ::;en, 
a ,,stá <:owprcurl ido l\nlr(:' cu;d(l.squit>ra dos ft'Arriones 
congrlltllLLO::; vcc.i (IM. 

Si rplisiér n.mos, opc:•1·an llo t>JI dí n~cci ón cont1·m·ü¡, 1w­
llar el vul or d(> ]n fr ac,r iún continua i11fini ta obtenida, cn­
tonc.cs teudríamos <IUfl' ror.ordar: t::-:lc~ tvd or , f!eg1tn la lleji.­
ntrión.. represen ta, el ¡mnf.o comri..n de todos los se~menLos 
(4.n, C!-$ decir, de todos lus segmr.ntos co,npre,ulido.x entn: 
lr.u: fraccionl!s congruente s vectn(ls. 

No ohst;·lllLe. tlxistt! ut• ÚllÍCo punto portl~ ll t'\C..i<-nte a to­
tios los r-;egJfl<:ltüo~ (~.J) . Por consigll i tmlo, 1~1 mímct•o a 
y d vHi or 1((1 la l'l'nt' cilít\ continua infinif,¡~ la.11 ; f~ 1 , a-2; 

a~ , .. . 1 eol n{' 1 den. D e .tq 11 í y t'n :•del Hr1 tu <m 'lugar ch.• 1 
signo .:-...- podNJl()S ül<l:-t·i bir d signo -:-: 

a= lao: lit, a2, a 3. · . . ¡. 
;~a. Unifo l'luidad d~ la •·c¡lresou tacióu de u n número 

real median te una fracción con thm1,. <\CO IIS~i Luy en lns 



fracciones continuas un proc.mlimíento univnl'~nl JH!I"il 

representar los númt>J'OS r·e¡lles? Esto signi fica: ,;es posible 
<~firmar que cada número t'(ml') pued(• r'(' pt·csr.nun·se l'ne­
cliantH tlllfl frnr,ción ronJ,tn ua y at'lemiÍs, por r:·l único m~­
dio posibl e? 

Ya hemos dndo la rospnosta H la pt'Jmem pat·tc (lo la 
pregunta. Todo nÍJmero renl ptuHlo clesarroHarse ear 
fracc i_ón contimra. Un númer·o racímt<Ü ge desarrolla en 
fracr.ión contimw finita, miontT[IS qut' 11n núm<'ro rnac.io­
ual, tm iuiinit,a. Quetla J>Or solrtcionar au11 (~1 prohloma 
do unicidad. 

En primor lugar· meditaremos sol>r·c e1 ojomplo c¡uo 
sigue: 

t '1 
~- 1 1 ~-= i 
a+- 6-r 3 + t G-1--1 

4 <> l ,, , T 

o en designaciones a hrovia<les 

[O; 6, 41 = [0; (), 3, 1]. 

Tal transronnac11)n (Jn s~pnrac. iéin rlo In tllild l•tl ur'l 
último elemento) puede tener b1gnr para r.ualquior frac­
c.ión (:.ontin11a en la c.ual el último <.l lemout.o difiero de la 
nn idud. Si el úl timo olemenLo es igual a uniclrttl, cuton­
ce.s él puNl~ ser adicionado al pe,nú ltirno (co11 otras ¡)ala­
hras, so puedo Jo~r ol úlLimo ejornplo de dcc:oc.lta o i zqu i o~ 
da). 

Ht>sulta fácil tlomostrar que ésta. os l:\ 1.inica ca usa de 
la rnult.\for·midntl do La l'Opresontnc.ión do \rn m!mct·o ru­
donnl (positi vo) mediante tmn l'rac.dóu c.outin ua. Eli­
minan>.mos o~tn causa al convl}nir en que el último ele­
m.rmto de la fracción continua no debe ser i.guaL a la unidad. 
A partir de este momento, de los dos -pl'Ocedimíorrtos <le 
notació:n_th~ trn mismo número lO; 6, 4) y [0; li, 3, 11 nos 
Pemos obligados a escoger el primL'ro . 

Ahora poclemos demostrar que: dos fraccwnes conti­
nuas fo0 ; n 1 , a 2 , ••• } y [b 0 ; b1 , b!!, ... 1 (finitas o in/úú-

1) Pal'a simplific.ar, d(!.~arrvllunws lo11 razona­
rui(mt.us para los nÚm<'l'08 positivos- No nb~tant·<~, está cla.ro que la 
n~spnesla a la prt>-gu nl;a. plnuttwda, cualqnícra que sea, no puede 
variar si se tratara d\1 números negativos 



ta$) $Ort iguales entre Si solamente en el caso si, prtmero, 
tienen igual número dee ele-mentos y, segundo. sus respecti­
liOs elementos coinciden, es decir, a.0 = b0 , a1 = l.J1 , etc. 

La condición ~tionon igual número de elementos>> debo 
entenderse as1: ora amhas fracciones r-;on fjnitas y tienen 
igual número do elementos, ora las dos son infinitas . 

..,.. DIC'signemos metliant~C' ce, el valo1· do dos fracciones 
c.ontinuas iguales (desc.onocemos si cada nna de las mis~ 
mas os finita o infinita): 

a= fa0; a11 a2 , • •• ] = [ú0; bu h2, ... 1. 
El elemento a,, (nsi como b0 ) es E (tx)1) y, pot• consi­

guiente, se define unívocamente por el vl)lor do a. Por 
lo tanto, 

Restemos ao de <t 

a-a0~ [0; as• a2 •... J=[O; IJ1 , bz, ... J. 
Considol'omos el va]ol' inverso 

1. ... - lat; ~~ . . . 'J = Ibl; b'li, . . -1· 
o:-ao 

EJ elemento a, (al igual que b1) es E ( i ) y, a - aa 
por lo tanto, sa determina univocamente por el valor 

1 . l~ritoncos, 
t:X. - ao 

CLt = b!, 

etc., etc. Repitiendo este razonamiento demostraremos 
quo a2 = b2 r a3 = b3 , etc. 

¿Puede ser desigual el número de ~lementos de frac­
ciones cool.inuas iguales? Supongamos que la primera 
fracción e;ontinua es finita y tiene s clomcnLos, mientras 
que la seg1mda ora es finita y tiene t elementos. donde 

1) La función E (a) se determina así: q:El má­

ximo númoro entero quo no supera a a». Por ejemplo, E ( ~) = 2, 

E {i)= i, E ( ~) = -3. La designación E (o;} se leo «parte entera 

de a~, la letra E es la primera letra da la palabra francesa entler 
(entéro}. 
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t > s, ora os jnfinitn. 
1 

ao+ + 
Esto sign i [ic.a q ut' 

1 
= ao + -a-L+...,.----~ ·---

at 

o bi('n 

de donde 

- 1 
·~ as 

::----,-..-- = o, 
I)$H+ 

L 
a+:-~-

$ /·1S+l + ' 

lo que resulta imposible. Por consiguiente, t= s. 
Así pues, todo número real so representa mod innto 110a 

fracci6n continua -y, además, del único modo posibl e. • 
En esta demostración hlcimos uso de una regla que 

con frecuencia resulta se~: útil. Para obtener el de.sarrollo 
1/cz, disponiendo del desarrollo en fracción continua (fi­

nita o infinita) del número a, hace falta: 
1) si a0 =1= O, desplazar todo el «peine11 a un paso a la 

derecha, y en lugar de los enteros, escribir coro; 
2) si a 0 = O, desplazar todo el <cpeine>> ::t un paso a \ u 

izquierda. 
EjemJ>)os . 

CL = P~; 1, 2, 5), - 1- = 10; 3, 1, 2. 51: 
a 

i 
~=[0; 2, 2, 2, ... ], (} ~12; 2, 2, ... J. 

Para la demostración basta con mirar fij amente las 
siguientes fracciones continuas: 

= (a0;. a 1, a~ . •. ]; 

j 
- = a 

1 
- --- -1.,.--- = [O; a-o, a11 tt2 , •• • ¡. 
ao+ al+aa+ 

5-0 I 36.l 



§ti. NA'I' lllL'\I.. I!.ZA m::: LOS NúlVllilWS RKPHESENTJ\DOS 
PO li Ffi ACtJONE S CONT1NVAS 

:·H. Clasilícación de las irracionalidades. Ya sabemos 
ol ~ i gnlfllltl' lw<'.ho de importancia: todo mZmero racional 
se repres.ent(l. por una jrucción continua. finita, y el irr acio­
nal, por un.n. lnf in i ta,. 

En lo que se n~fioro a los números racionales, no t ene­
mos nAtÜt que añadi l'. Al mismo t iempo, los números 
irracion~lc~ por so IHtlr11·aleza son muy diversos. Nos 
famiJ iari.?.aremos con su da!'ilic:>ci ón. 

La cc.ttnci6n 
• 'fl. ..l 1'1-1 1 + . 1 o (4 2) a,>x -1' a.1x -r . . . an- t X -- ttn = , . 

<loudc u.0 #:. U se denomina ecuación algebraica de n-ésimo 
grado. Vamos n nnali~M solamente Bl caso cuando todos 
los coeftc.icntcs de 1 a ecuaclón (4 .2) son racionnles o in­
cluso cnl;Ct'O!S, lo que e.c> lo mismo. Siendo los coeficientes 
de la ecuación fraccionarios podemos multi plicar ambos 
miemb1·os por el denoulinnd<n· común de estos coeficientes 
fraccional'ios y obtoJldn~mos una ecuación con coeficientes 
enteros equi vn.Jonte rt la inicial. 

Así pue..<J 1 d~ uq·uí y en adelanto, al cxaJ.Oina-r ln ocua­
c.ión (4 .2) vamos a sup<Jnor: que sus c.ocficientes son nú­
meros e-ntero~ (pos itivos , negati vos o nr1los) . Al coefi­
cicn lc mAyor Sf.l le aplica unn e.ondición adjciona l, 
a =i= O. 

El nlinu.1r0 Teal a se denomina número algebraico de 
n-éstmo grado st sirve de míz de la ecuaci6n algebraica de 
n-ésimo grndo co.n coeficientes enteros y no sirve de raíz 
para, nin gu:rta ecuac~ón nlgebraica. de ~:,trado in ferior con 
coeficientes enteros. 

Ejemplo 1. Todo número racional plq constituye un 
número alg()lmlico do prime•· grado , ya quo sin·~~ de raÍ'l. 
do la er.uadón 

qa:- p=O. 
Ejem}>lo 2. 1~ 1 níunero 'V2 es UJl n ÍJm ero algcl1raicD de 

segunda 'POtenc.ia, porque sirvo de raíz do 1 a ecutH'-ÍÓrl 
x2 -2=0. 



Al u)ismo tiempo V2 no puede S(¡rvi•· do raí~. pan• ln 
ecuación (ie priml:lr g l.'ado con (:oéfieiul'ltE!s cwL~ro~ n cau:!ll 
de que tal ecu!lcióll (a.0x + a, ::: O) ti enn pot· t'liÍ?. un 

!LÚIUOl:O TaCiOJHÜ X ,:·:.-: - .!:.!.. 
ao 

lJn número algebraico de segunda potenci11 s~' deno­
mina también trraciona.lidad cuadrática. 

'Resulta que existen números no algobl·akos q 11('- se 
denominan trascendentes. 

He aqtif su definición: un número real " .~te denornum 
trascendente si no sirve de raíz de ninguna ecuación alf(e­
braica con coeficü~ntes enteros. 

No os fácil descubrir la e.xistcncja de números Lt·asc.cn­
dcntes. Para demostrar que el número a es algebraic.o, es 
suficiente inuicat• una ecuación algehraic.a con cooficicnt~ 
enteros de cu)•a raíz sirve a. Si no podemos hallar senw­
janLe ecuac;ión esto no signific.u que a os trascendento: 
Jlace falta domosLrar que tal ecuació n no existe. Esl.<l 
tan~a por prime.ra vez fue resuelta por ol matemático 
fr~tnc.és J . Liou ville en 1844. Demostró la trMcend.euc•n 
do alguuos números reales concretos. En 1882 el mate­
mático al(.~mán F. Lindcmann demostró q110 e! número 1t 

r~'> tl'n~cende.nte. En la actualidad, ya se conocen muchos 
ejemp]os de n úmeros trascondentos. Por ejemplo, los lo­
garitmos decimales de todos los números racionales, ex­
c-epto los númoros dd t.ipo 10~>, son trascendentes. 

Advet·timos al lector con respecto de la posihle equi­
vocación. Del hecho de (lUO Jo~ ejemplos de 11úmcros 
trasc<mdentes so encuentran c.on (Llficultad 110 se. deduce 
q nc dichos números sean poco free. u ente-s. ¡Al revés! Se­
gún demostró el citndo Georgc Cantor, en cierto sentido 
(en el presente folleto no _podemos explicnr exacta mento 
de que se trata) casi todos los núme1·os reales son tr.as­
condontes, es dec.ir, los númQ.r•ós algebraic-os constituyM 
una excepción rara. No obstante, a causa de qtte ta na­
turaleza de .los núrno•·os l1lgebraic.os os 1nás .simple, sus 
ojemplos so ndl•cen IácilmcnLc on ahunduncia; al mismo 
tiBmpo tP.sutl.n se.t· lliiiY difícil la demostraci6n de Jn 
Lrascenclencia de cuda número apnrte1 ). 

1) Veróad que exJsto un procedimiento sonclllo 
de construcc.ión do írac.cioncs continuas cuyo valor ('.'J trascondMlo. 
Sin en1bargo, si se trata de lo. doterminación tlo la lnlsCt!JldP-11Cia 

6• 
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35. IrrncionaHdades cuadráticas. Del punto anterior 
sabemos que se denomina irracionalidad cuadráliclt un mí­
mero ~rracional que sirve de ra!z de una ecuación cuadr-ática 
con cocj iciente.s enteros. 

La palabra ciuac.iona l» sustituye la condición que 
figun\ en la definición proccdonto, o sea, «y no sirve de 
1·aíz do ninguna ecuación algebraica de grado inferior con 
c.ocficjentes ontor os». En nuestro caso esto significa <mo 
sirve de raíz do ningunn ec11ación de primer grado con 
coeficientes enteros,>, es decir, no es un mímero racional. 

Examinemos la ecuación cuadrática 

a0:~:2 +a1x+~= O, 

dond~ a 0 , a 1 , a11 son números enteros y a 0 * O. Sns raíces 
pucdtm hallarse valiéndose de la fórmula 

- aJ ± ~/ ar-"~-a2 
~ = ----"-=~..;..:.._"""''--"'-=-

2ao 

l'ar·n quo nsta.s raíces soan irracioualidades c.uadt·áticas 
es necesal'io y suficiente observar dos condiciones: 

1) el discriminante D = a~ - 4a0a2 no debe ser nega­
tivo. Para D < O las raíces no sean números roalcs; 

2) el discdrninan te D no debe representar un cuadra­
do perfecto. ParaD = N 2 las raíces sean racionales. 

Tomando en consideración estas dos condiciones se 
puede formular otra definición de irracionalidad cuadrá­
tica: se denomina irracionalidad cuadrática un número 

que tiene el aspecto p + q VD, donde p y q son números 
racionales y D es un número natural que no representa un 
cuadrado perfecto. 

Para analizar algunos ojomplos vinculados co11 las 
irracionaUdades cuadráticas preparemos cuatro lemas 
útiles. Para evitar repeticiones primero convengamos en 
ciertos designaciones y términos. 

Con letras lat inas minúsculas p, q, ... siempre desig­
naremos números racionales, positivos, negativos o cero. 
En particul ar, también pucdon ser <.'Oteros. 

Con )otras latinas mayúsculas D, M, N , . .. designa­
I'Omos números naturales que no representan cuadrados per­
fectos: 2, 3, 5, n, 7, 8, 10 ... 

ele un número yn definido mediante otro pror.edimionto (n, log 2 , 
sen 1, llt.c.) siempre resulta muy difícil hacerlo. 
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Los radicalos cuadrados1) V Att y lr.r:iV se denomin an 

semejantes si V N = p"}!M. Oc lo con t:r al'io, es dec it· si 

VN!VM no QS un n ÚmQro r ac-.ionn l , los rncliC".nlcs )/M y 

V N no son semejnntes. Por ejemplo, V2 y 1/"ff lion se­

mej~n Lf.\s , mi~u trns que lf2 y V 10 no Jo son. 

Si Y M y V N no son raclica1eR somejantQs, ont,onces 

V MN t ambién es un radical (es eleGir, JlfN es un cuadra­

do no perfecto) y además no es ¡;¡emejante a coda u no de 
estos r«dicalos. Esto se deduce do las i den ti dndes 

,,- l rM 
v MN =N---;=- (no es un n úmero J'acional); 

¡' N 

l .rMN _ -.fN ' r,11N - 1-' .,f 
t ,._M .• - y ' .·- - " Ir • 
(.., ~ N 

Lema 1. Si l!Jiil y V N son radicales no seme.ianles, 
entonces la igualdad 

1c + z V tl-1 +m '}IN'" = o (*J 

resulta posible solamenl(J para. k ~ l - n" ·'·'· O. 
Abreviadamente !"ij puod<- tlscdh ir nsí: 

lc+ZVft.I+mVN = O <::::::> k=l = tn = O. 

~ P a\'a l u J.emos Lrad ón anal ic.cmo~ dos c.nsos: 1) l =f:= 

=F O y m c::fo, O (k no tieno íutpoL·tancin), 2) uno e h~ lo~ 
coeficiont~s l, m e.s d ifcron Lo dv c~ro y ('1 ot ro, ign al n Cf'ro. 

1-'~n el primt-.r c.aso, t.raslnd~mo¡; k al segundo miembro 

y olevamos al cuadrado ambos m i ern hL·os ,:¡t, Ja igu<llclad . 

Después do las c.orrespunclient<~s transformnci on<.~S, ol>tPu­
dromos 

2l M V Jl.1 N = lc'l.- l 2 M- rn~i\', 

o sua, V 1liN es un númoro r acioual , Jo qut• C'S (!f'I'ÚtH.'O. 

Por lo tnnto, <•1 primer cnso no puedo tcmN' lugar. 

E n fl l sogtmdo cnso, rl o ln igunld~HI (*) s<.' vo qu~ V M o 

VN son números rarionalt'.s, lo C(llt' rorttrnclir.l' ll) <'·OJtdi-

1) Se lrat.o do •mu locotrlón cC>rri<'u l.-: S<' d(luo­

minn ra<lital <Hiadrado no sola.Ine,t l.l' ol signo ~r qt•lll:limlwliza la ope­
ración d~ t'x\rac.ción dt' un11 raiz cuadrada, !$ÜW ll"" tumbitÍn ~ocle¡ 

Jl~mero del tiJlO ~ '2, ·. r 31 otc, 
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dóJL Por lu ta nto , t~l segmtd.o c.at)o tnmpoco ptt cHie LOJHW 
J tlgm'. 

Nos q ncda por l'CCOilOcm· quo Z ~ n1- =- O. De la iguaJ­
tlacl (*)~e \'C que en este ca~o también k= O. • 

J,t~nw 2. Si V M' y V N son ra(lica.les no semejantes, 
en.tonct:s la igualdad 

k -1- l VlVr+m ·v N + n V MN =0 (**) 

es posi7Jle s6lo pa.ra k = l = m = n -= O. 
~1ás bt't'''nmt~ntt! 

J,·+ l V JW +m. v 'N -l-n V MN = 0 <::= lr = l= n~ =--= n=O. 
SnJJOll~<llllos q llC' l =t= O, m=!= O y n ~ U. Tnmsfot·uw­

HJOS 1n igua ld11d (u) del Jhodo sí_guir.nLe: 

l ~, M+mV N= -k-n.VMN . 
Elc vr .. nw:-; nmhos miumln:.os clo esl.n igualdad al cHa­

dra<lo. D(1!>P••és do un~s ti'HJ'lS\'ormitc.iones 110 compleja~ 
ohi.Hndl'omos 

2 (lm.- ~:n) ~ .ll.fN = k2 -l · n21vfN - l2·M -rn2N, 

L'S th~dl', 1/ J\'l ,y (ls 1111 n ÍtHWro· raci omt'l, lo qu<:' es crr6neo. 
Hl:'suJta fJ\Jt\ In suposic.ión l =1= O, m. =F O )' n 4= O t ione 
qlltJ t•ecJwzarso, n sea , ltilC·C faltt~ aamítir que J)Ol' Jo lll~­
DOS tillo de Jo¡¡ <)l)efident.o~ l, m, n es igunl a cero. ~et·o , 
entonces la igllaldarl (**)se transforma en la igualdad t*) 
y, scgú11 el loma J, todos los c.oefidt>ntcs t·esLan l.es soTL 
1gunlE's 11 Ct.!f'O. ll 

Léma ¡L Sr. p + q V M' es raíz de lu ecuación 
ao-r" + a1:1 Jl-

1 + ... + a.,,_1x+ u,.= O 

r.on coe.ji<'u>nte.s en.tetos, entonces p - q'v J11 tambic!n. es míz 
de la mtsma e(.'uacián. 

~ Se.a rlndo 

a0 (p + r¡ 1/ 1'\.tf + a.1 (p+ g l _Ml'-1 + ... + 
+an-1 (p+q V M} +a.n. =0. (*) 

Hm·n falla d<•mosL.rnr que 

a,, (p -q ~ Mr
1 +a1 (p-qlt' 11-!}'

1-i+ ... + 
f ar• - t (p-r¡ V M) -htn. = O. (**) 
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Suprimimos los paréntesis en j ;, ignnldad Í*). Los lénni­

nos (qYM)a. obtenitlos como r<.'suJtarlo dt• N>l.ll oppraciún, 
los clasificamos en do~ tipos: 

1) a es par (incluso a = 0). Todofl r~tos l.~rmino~ ~on 
¡·aciounles. Designemos s\1 sumn por k; 

2) a es impar. '11odos estos términos 1~iem•n ('! ll~'<IH~<··t.O 

sV M . Designemos su suma por lV M. 
Por lo tanto, la igualdad { +) tenclrá el n~J,~Clo 

k+lYM=O. ( .¡..,..¡.) 

Transformemos (le manera :málo~n l il igun lclnd (++). 

Esla se o.bt.iono do la igunldad (+ ) al :s11~titub· fJ l' J-f por 

-qVM. T<1l sustitución no se 1·eflejará en los términos 

que c-ontienen qlfM a potencia par, micntt·n~ qut' los tér­

minos quo contienen qVilf a potencia impar, solnm ent.e 
cambiarán sn signo. Por CEta razón ln Jgual clAd ( .j-+ ) 
obtcndT·á ol aspecto 

k-LVM=O. (§) 

TJa igualdad ( +++) puedo l.oucr lngm· tan sólo fHIJ'il 

k = l =o. 
gn eíec.to, par:~ l =fo O la iguAl darl (+++} c:¡jgnif¡c:;t 

quo V M es nn núml' ro radonal. No obstante, ~¡ l . (l 

entoncos k = O. 
Pero. si k :. .- l = O, nntoJI(:·l~ ~s válirla In nc uación 

(§) . • 
Volvemos o esc.lAr·er.or ol c11rso dC\ Jn rlernostl'nr iciu. Las 

igualdados { +++> y (§) son, rMp(\Cth·nm~ntt•, b1s ( 1 ) 
y(++) lrnnsfonnndas. De(+++) ~e <it•du(' <' k ~ 1 :: O 
y ele le = l --=- O se deduce (§). 

Lémn 4. Si p ·+· qy i l-f + rV N (donde V M y l· N 
son mdicales no semejantes) es raíz de u.na. t:cuac1-ón con 

cueficientes r.nteros, entouces uu: núm.er·os p ± f/V .lJtl ± 
± r Y N, para cualesquiera combinaciones rlR sil{nOíl s011 

tambtén. raíces de ln m isma ccuactán . 
..,. Pnrll lm~vedud designare-mos 
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Sev. darlo 

P (p+qf .M+ rV"N) ==a-o (p+q V M +rlfN)n+ 
+a 1 (p + q -v jV{ + r V Nr-· + .. -+ 

+an-l (p+ r¡ Y M+rV N) +an =Ü. (§§) 

Se requiere demostrar que 

p (p ± q V M± r ·v N) =o. 
En la igualdad (§§) suprimimos los par·éntesis. To­

dos lo~ términos ohteniclos como rcsul Lado ele esta opora­
eión ohtonúrán el aspec.to 

ilp(l. (q v· M) 13 (1· v N)"V. 

donde .A ~on c.noficiontcs; a, ~. y y, íudic.es ·c rü el'Os no 
nogat.i vos. Cl(l¡.;ificamos estos tórminos en cuatro tipos: 

·r,p.¡ 1\ y 
1\.qpccto uuJ 

L~rlll.lno 

1 Par .Par RacionnJ 
2 Par lropar q (N 
:¡ Tmpar Par U ··r M 
4 rmpnr Impar V lrMÑ 

Uun voz suprimidos 1<>~ purénLc~')is lú igua ldad (§§) 
adqntt•ír·á <>1 nspecto 

P (p+qVtlf'+r VN)==k+l YM ·-J-rnYN+ 

+nVMN=O. 

Si sustil11imos qV M por -qV M <'Sto no influirá 
sobre l os Lérminos del tipo 1 y 2, mientrnr-; que los térmi­
nos del tij)O ;~ ~r 1 solamente c.ambiarán d(~ siguo. Pm· lo 
ti\n to , sj 

p (p + q ~r ]j:[ -1 ,. V N) =-k+ rv M+ m V N+ n y M N. 
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llepiticndo razonamientos análogos para <lifcrontes c.om­
binaciones de signos. hnllamos: si 

p (p + q V M+ r vr N) = k+ l 11M+ m V N+ n V MN' 

entonces 

P (p+qVM-rVN) = lc+lV'M-mVN-n V MN; 

P (p-q 'VM+rVN)=k-lVM+mVN-n V MN; 

P (p - qVM-rVN)=k-J,y-M-m lfÑ+nV MN¡ 

si P (p + qV'Jl1 + rVN) = O, entonces según el lema 2, 
k= l = m = n = O. Pero, en esto caso tnmhién los 

vaJorP-s restantes P (p ± qVM ± rVN) son c.eros. • 
AhoTa nnaJizaremos nlgunos ejemplos. 
Ejemplo 1. El número 1 + V2 es tma irrncionalidau 

c.lHLdrát.ica. ,;Cómo hallar la OC11nc.i6n cnadrát.ica quo 
engendrA esta irr:ac.iona.lidad? 

De acuerdo con el lema 3. el número 1 - V2 tam­
bién representa una rníz de esta ecuaoión. Por lo tanto, 
esta e('.naci6n tiene el aspec.to: 

(x- 1 -'V2)(x - 1 + V2) = 0 
o l)ien 

x2- 2x-1 = 0. 

Ejemplo 2. El número y2 + V3 no c.~ una ir-rndo­
nali<lad C\tadráticn . T ... a ecuac.i6n c.on <:.ocfic.ient.es cntCroll 

que lo ~ngc.•ndra, según e) lemfl 4, 1iene Jas raíces: :r1 = 

= Y2 + Y3. X:~ = V2- y:r, ~:~~ = -lf2 + 1f3, x, = 

= -V2 - V1f. 
Por l o tnnto, cstn ocuación tieno ol nspN'to: 

(x-V2-V3' (x-V2+ lf3) ( x + V2- 'V3) (x+ 

+ V2+ Y3) ""' o 
o bien 

x4- 1.0x2 + 1 = 0. 

Ohscryuefóu 1. Por supuesto. ::;o pnodo oncont.t'IH' Jn 
CC·IInCÍÓn J:lOf SUS ra ÍN'S por Otl'O procüd i rnieTt to 1 O SNI, V:,l-
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Hondosc de Jn.':i f6rmnl us do Viete. Para 13 ('C IIndóu rr.du­
c.ida do ctw .. J't.o grado 

x4+ p 1x3+ p2x2 + p,x+ J\ = O 

1n~"l Jó rmnl ~~~ ~~~" Viete se escri be11 así: 

p1 =- (.:r1 + -:r2 t x3 +x.4); l 
P2=x,:r.2+-1't.r.a 1-.7:1.1:,, +xz.t;¡ +:c2x4+xsx4; 

Ps = - (.r.2.:r3x~ + x1.r3x4 + x1x2x1, + x1.r2 .1:3); 

p,, = :l:¡.r.z.r.Jxt. 

Ohs<>rvación 2. Es ,posil.llc que ol [('dot• quedo soprt~lt ­
dido ~¡ ck~t~H wm pmhnr s i ::!(1 ha r o tn p110 .. 5to c.orrectn­
me.nlc la üc.naei(m :l hilsn el e s11s rilÍc.t:s. La sohJcióu de 
l'StH ('t ltatió n nos da 

V • ,-,1:=± 5±2 ~ 6. 
A pl'imE:'nt vist.a osl o 110 <:.oi nc itlt~ cn11 !:1~ raíc.es dadas 

± V2 ± ·f [ En reali (L:\d 1/ 3 + 1/ 2 = V;>+ Y2 (). 
Pod ~>Hl O$ c.onvcncon lt¡:-; dl' cst.o (IJ' H <~} (~VIl tt do al ~~· ll fl­
drado nmhm; micmh••o:-; cl o la igu¡ll llad> or il hl\c.icndo uso 
1lo la ]Jamada fót·ruul,, pnra 1a tr<~nsiorn![lción <te radi­
cales compucv" l .n~ 

. .. ·--"r-= , / A+ l-ri\ 2-B l/A- tl A~- B~ 
r' l\ + rB V :t + 

3 
.. 

(4.3) 
Es. tÍ t. \1 h MCt' n «11 <{<• 1 n ftí i'Jn ulll (t't. 3) tan s61 o en aq u t-~ 11 os 
ca"!ol-l eua111lo A 2 

· - JI os m• c.••a. tl nulo JJed 'cclo. En el 
l•j(~mplo ;Hhtc.ido nos encontramos predsall\cnl.tl eon est(\ 
Cll.!(IJ 

~Ui. Teorema ti<' Eu lcr. 0 11a f•·acdó u c.on llnua inf'in¡ta 
se denominn periódica si ¡;us elementos forman una ::;o­
c.ttcmria ¡wt•iód t{':L 'L'alfl-S son , por ~jemplo, lus frncc.iones 

1 O; r. 1. 1, ... ¡; } 
12; 1 • !j' 1 ' !i' 1 ' !) ' • • • 1 ; 

[O; 1, 2, :~. 5, ~ , 5, 3, fi • .. , ¡. 

La:-; do::; r)l' in\1'1' 111'\ fl'/1(\(~jone.os $0 11 !IOri.ódica .. ~ pu.ra.s y la 
tm·c•~ •·a os rni.:cla periódica. Hac.it-!ndQ esta disLiudón U() 
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nos .fijnmos Pn Jn parto e.n tér fl a.0. Una 1lofi nif.iú.ú m~~ tti­
rec.t.n es In signk nt.o. 

Una fracción continua infinita se den()rrúrut periódica. sz 
existen tales números naturales N !.1 N qur par([ cualquier 
n. ~N 

an+h~au . 

T icno lug:u: ol signiento Leot·omu d t:•mo~ tt·ndo N t 17Wi 
pot· L<!-onartlo Enl l'll'. 

Teorema. l~l valor de wM. fro,cción cou.tinun pericírlica 
coustitu.ye una trra.cionalidad Clutdr,í.ttM 

Exnm inomo~ do11 ~jompl o.s. 
Ejémplo 1. fO; 1, 1. 1, ... J. TetH'IItCI"' 

a..= -----
1 + -;-1 ...,..., _- -

Apl iqrwmo::- n csLa igus.1l!l nd ül ll ~Hlli1.t lo p l'OC-1'!:\0 de 
«1Üwanado1> qno <'·On.si$1:~ on l H ahomacll)n dn dos paí'os: 
1.) torn nmos d<.1 cada miemhro ele In igwtldad s n vt~l oT.' in­
vorso; 2) ~lt~lr:H'mo:-< tle ot dt~ rn il'mhrn tlt• In igunl dnd 11 1111 
parte mll:f:\ra. IT.n n!lest.ro t!jotn plo, thUn <lS ~·s tos p aS()S ~·ílo 
·nn:• vc•1.: 

1 

1 --1 
rJ. 

- ~--..... --
• 1 

1 1 i . 

Allora. en " ' mh•mh1·o ciNnrhn se lw <lbll.!ll tt.lo \ ¡~ fnw­
t'.i6 n d o JHH'Li tl a, C'S dccil' ~: 

1 --1" .. -a ('j, , 

es decir, homn~ olJt.0nído una P.l'll!leión <'llfld l'iÍlic.;t prm l a: 

a 2 -l -r.x - l ,:. O, 

do rlo n!IOIX = - .; + i- VS' lt>~t:í clt1m quo In r11i1. IH' ~~~-- .. 
tiva no $i rvc) , 
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Do este raz.onam.ionto se ve que cada fracción do la 
forma (O; a, a, a, .. . ] representa una ü·t·acionalidad 
r1.1adrátic.a. 

¿Y si ol pel'íodo está constituido no por un número, 
sino por· k mím~ros? Entonc.e.c::, ltac.e fn1 ta dnr 1m ol <<do­
" no ndo>> 7c pan'-S de. paso::;. 

Ejemplo 2. lO; 1, 2, 1, 2, . .1 

o hien 

do ·donde 

1 
(1., = -----1..-----

t+ 1 
2+ ·J 

H--a_-,_'----

1 t --1 = __ __::._·r,----­
r¡_ z+ 1 

1+2+ . 

1 1 
-1--- 2=---­·1 
(t-1 1 +~2"'"""t--...:;__ 

'1 ___,,.......::.. __ - 2 =a 
1 

- -r a 

Q. -:-- -1+ l/3. 
Soñolemo~ qu C' parn rualquior J)eríodo ln r·aí z no P\tede 

resuJt.<rr raCÍ(Jnal, ya !pW ]a rl'aCCÍÓO CO!ÜÍIIUU inicial OS 

infi ni l a. 
¿Y sr n11 no t·s igual¡' C.t'ro? }]n este rn~o t.r·nsladamos 

a.11 u la pnrt.e i u pr illl'da y 1uügo r..omEm~amos ol <<deva no-
do•> • 

~·o obs~anLú, par¡¡ uu JH~ríodo largo esw pn,cedtmicul.o resul ­
ta muy voiUJlihtoso. Pur w:~t.a rozón aducimos una 41 wum;l.ruc.iót¡ 
ll'IÚS1 no tuu cJ¡¡ru pero tn:Íll brovc, · 
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~ Sea la fracción continua in(initn et = [O; a1 , at, . .• ) -
periódica pura con la longitu(l. del período igual a k. Bntoncos 
et = cth+1 (recordemos que a.k+t e~ el (k + 1)-c!simo cociente 
com:pleto): ct=[O; a1, a2, •.. , ah, a¡ , a~ , .. . J. 

~ 
a.h ... l 

DI: acuerdo CQn la. fórmula (3.5) 

PltGtlu-1 +· Pll-1 

q¡¡,<I-k+t +qlt-1 
Por lo tanto, 

p~¡a.-l-Pk-1 a.= ...;..:..:_:_:....:.;...::;_ 
qha.+Qk-1 ' 

es d(1cir., a satisface la ecuación cuadr.áLka 

q"~~+(q,,_L_ p,,) :r-P11.- 1 =fl. (§§§} 

La:s raíces de esta ecuación tienen signos diferentes, a. es una 
ralz positiva. 

So se t.:rata de una irucción mix~u poriódicn 

a= la0; a1 , a2, ••• , ar~, aN+L • ... , aN+H.• ... J, ______ ___.. 

pc.ril)d() 

entonces ~t·irnero hace fnltu «dovanar>> de lú dorccha a la iz.qui crda 
la parte micinl de lu. fracción h.1StO c.J elemento ar~ indusive, y 
luego aplicar la domQs~ración expüesta m¡¡s. arriba. • 

Observación. El número- a es irracional, porque es represeo­
Latlo mediante una fracción continua inliuita. Por cons iguienLe, el 
discriminante de la ecuación (§§§) no debo ser un cuadrado porfccto. 
Est.a afirmar.ión puede comprobarse mediante cálculos direc\os: 

2 9 
D={p¡¡ -qk-t)2 r 4Pk-tqh= P¡¡-2Pk'Ih-1+ qh-l + 1•Pk-tllk-= · · • 

Adicionemos y austrayamos ol miembro 4pltqA-L: 

... =p¡+ 2PM1t- t -!-qL 1-4phq1t-t -l-4p¡t-Jqh= 

=(PA+q¡,_¡)2-ltq1t-lqk (~- Pk-t ) = ... 
qh qh-l 

En este lugar hace falta hacer uso de la f6rmula (3.6): 

. · · = (Pk + g11-t)2 -l-4 ·{ -i)h. 
Dd i 11 i l i vamout.c. 

u bt~·n 



Por lo taülo ]) 110 l'BJif(:S(\ntu un cuadrado pcrf<•clfl. Lu. dife­
runcií~ do 1o!i ~:uadrarlos de lo.s núme-ros mtlul'alcs no puedo ser 
igual <l 4. 8i les ad j untauws a los números uaturaleli un cero, ent.on­
f.:.(>S st' eucontt·arti t'l únko par do ctHtdi'flllos, la 'disttuwia ontm los 
euah:.s st•rá igu11l a 4:ü y .!t . 

37. Tcurcma de Lagrnng<>. Según IJemos ví!íto (;In el 
f.HUtl.v prcc.cdclllc ni teorew1.1 tl~ Eulor :'lEI dE'mtH.'.strn muy 
l'ácihnt>Hlc. 1-:1 t.~o t'(lmn t'<lcíproco e.c; mud10 rnús ~..:ompltt­
jo. Por prwH·rn vez lo domosr:ró C!l 1770 .Lt\gr:wge. 

'l\'Ot:l..~ma de },e~gr:angc. .Toda irracwna.lido.d cu.adrática 
se. representa mediante urw fracción conlirtua periádtca. 

Lagrange de.m?S,l·t'Ó li\! 1.core1na d<> u_na mam•ru muy complica­
da . l}.·{ uchos maternúl¡C-Os r.omservam1o la 1d.ea dt) Lagrango, trataban 
do slmplifir.ar algunos dotnllos. Transcurridos m1ís do 100 años 
el m atüt!lálíco frar1<:ÓS Ch arve~ propuso una demostrnc.ión más sinJ­
pJo, hasudu <)Jt otra iclou. Pr.tmoro exponemos 1a iliNI de Cb n.t·v~s 
y lut'~O mluciruos la domosLtuc.ión detallatln. 

Sou a. llllll h'ra<> i()'.nalidad cuadrática. Vamos u dm;o. rrollal'la en 
una (wc.oi6n contunw downiéudonos nlt.ornativamt~üte en cuJ:~ 
paso, ¡i Jfartü· del :::QgunJo. 

a [n.,, a1 la2j= [an; •L1, a2 la3j =- .. -=-
'~ fa0; a¡, rl:¡, • • • , an-ti O:r.J= . .. 

Aquí. r.c2 , a.:¡, • , . , a1).> • • • son cocienLes complut.os. Y l'l Jwmos 
visto en (d. punt.v l8 q111l si e.ual quil:'r cocilm t.c colDpl oto vu.cl.vtl n 
repotirso, o soa st etn = an+l" entonces la fracción c:(lntinuu result.a 
periódi<:a. 

En ptimc1· Lugar Vll!11os a domostrar quo cada cocicntl• n o 
comploto satisfnco la ocmación cundrnda eon cocfidonles cn.tor(ls.: 

~1,.a~,+B11 a. 11 +Cn =1 1 , (4.4) 

Claro c.stá que la t'c.uación (lt.4) JmedQ variar para difctcnles 
Ct.n 1 pot•lo cual los CO(I[icicntes A 1 B, e van dotados de indir.es. Di­
gamos ¡¡sÍ: cnda r.cn s¡tlisfncc .~u ec.uación Clladradn con cooficiontes 
enteros. 

En segundo lugar, demoslruromos que los col\ficien~es tlo J¡¡ 
eéuación (~.-1.) cst.ári limitados por su. módulo 1) 

IAn l < L; } 
lilni<M; 
ICnl <N. 

(4.5) 

¡At.cnción! Prccü•amente en. t>slo ct'l.nsistc la itleil in~rcníosa do 
Charvcs. J,os lí.mik.~ l., M, N no dependen de n (depeuden ímicamcn-

1) AdmHl1n\Os qu~ Jn ccnac.i6n c11lldrada con coo· 
rll'icnlü!i •:nt.cr11S ~><' oscrih:t en forma irrQducí blo. D1• lo contrario. 
l'.~:d 11 afinu11ri6n uo t.rmdría ~;cntido. 



••· 01) ex). Co111o An• Bn, C:11 son númoros out.eruH, J·,u¡n cudu UIIO tl l' 
ellos existe só.!o un nt'nncro ftmto de valore~> uc misrllles. Por lu 
t.:m~o. para a. datlo d uúmcrn do ccuadones p<·.~il•h•s (t..l,) y, por 
<:onsiguicntc, d núruero tlo raÍt:t!:; po~;Jhlcs d<• didta:: t:euucwm•:. sc:ni 
finito. Es ovidm1l<' que en ltl secuencia de cocícmtl's t' (Jlll plt~l.<>s 
cx2 , CX:11 • •• , cxn• . .. la repet.ición rcsulla iuovitaltlc , lo qut• Lt!­
llemo¡¡ t¡uo dHmOl!Lrar. 

~ Ahora t;omcnccmos u cumplir t~ste plnn. Primuro <lemo.sLra­
rtlmO::t (4 .4) y luego (4.5). 

La lrracionalidud cuudrá~ica a salisfaco cwrLa l'Cllttcióu 
cuadl'ática con r.ocficiontes enteros 

Acx'+ Ba + C=tt. (i) 

Dl' acuordo con la fórmula (3.5) 

a.= Pn- ICX.n + Pn-2 (li) 
gfl.- lCX.n -1 qn.-2 

Swstituirnos la oxpn;-;ión (ii) Cll (i) y nos libt>ramos dd dL•uomiua­
rlor: 

A (Pn - J'Xn Pn-~J$-t-JJ (Pn-lt:tn -1- Pn-2) (qn-Jf.1.r¡ 1 Qn-~)+ . 
J- C(qn- l<Xn l· fJn-2)==0 

o bi t•n 

donde• 

An = A p'f._. + BPn-J.!ln-1 + Cqfa-a: } 
Bn = 2APn-1 Pn - 2 + 1J (Pn-i qn- 2+ Pn-2!/n-1) - ZCqn- 11/n-2: 

Cn = Ap~-z +Bp71-~q11-:+ Cq~.-,. 

(111) 

Nos queda por demostrar la limiLnción por el 
coeficlentes do (üi) . Según la fórmula (3.7) 

mó!lulo do los 

1 
Pnwl 1 < 1 
qn-t - CG !7~- • • 

D~ ot..ra manern puedL> L>scrihiri!C ns:í: 

Pn.-• t5 ---fJ.=-a-' 
qn-1 q ll-1 

don do - i < ~ < 1, rJe donde 

1 <6 <1). 

SustiLuimos esln expresión para Pn.-• •m In primera fórmula de 
(iií): 

An.~A (cx.qtl-t +-_li_) 2
4 H (etQ n-1 -1- _&_) Qn-l.-1-

fJn-1 qn-1 

-i· Cq~_ , =q~-1 (Aa2+Ba+C)+2A~+ll~-,- A2ó
2 

= . . . 
fJ á- 1 



l!:stli claro que la cxp1·esl6n cnLre pa.róntesis es Lg\lal a cero tm 

virlud do (1): 
116 

. .. = ( :t;ta+ B+ - . -) ó. qfl._ , 

Pl'l'u 1 ó j < 1, por Jo t nnto, 

lllnl < 12Aa+B+ ~6 1· 
9n-• 

Al misruo tiempo tomamos en consideración que 9?1- • > 1 
(q0 = 1 y la secucncin qn es estrictamente crecient.e). Al desechar 
c¡,~_1 (u sea, al susLiL11irlo por ln unidad) acen~uamos la desigual­
dad: 

IAnl < 12Aa+ B+ A61 <:::: [2An l + 181 1- 1111 ·16 1 < 
< !Ma 1 + 1 B j + 1.4\ . 

C<Jnse~uimvs ~:1 propó~it<J. hemos indicnllu pa.ra 1 A ,. 1 el Hmi­
l t> qut> no uepcnJe uo n. 

E11 VC7, eJe realiz:tr d lculos análogoH para 1 Cn j , señalemos 
fltl~ C11 s~ ob\ionf' tlc An ni s us til\lir 11 por 11 - 1 , t:s décu·, Cn = 

= An -J· Como ol Ji udl.u ha\lt\do no tlopct\flt' 111! n, :~irvc to.mbié u 
pnr:• Cn. LJ o.ra /Jn. rosuiLa .ncjor baccr la L'Ouda. Calculemos c::l 
(.)lscrimiuaulc clf' l a ccuflci6 11 (4 .4) parlirmdo de la l'ó rmula (iii). 
Omtlirl\óS un lurgo cálculo poco iulcrcsant.o 1) y aduciruos el rcsnl­
l adn: 

Lf~, '"l " Cn = (p, _,q, _~- Pn-~lfn-d1 (lf2 .. - ·'a ! l ( ). 

Pero, <"onrormc u lu fút·rnu lr, (*) , 

Pn,- aqn._,- Pn- ·t'ln-1 = (- I ¡'HI. 
Por lo LanlCJ 

B~ - 't 11nL n=B3 -4..lL (4.1i) 

Esta f6rm11ln inll!rJnets uu hecho natuntl : al desarrollar una 
in·adonalldnd cuati.ráL.wa CL un fracción con tinua los cocientes 
completos repr<>..scntan irracioualiuadcs cuadr{tLicas d e la mis1na 
naturaleza qu C' et. Esta twluraleza se dcLcrmina p or o1 tliscrimi­

nanLo. Todna ellas tieueu cl aspecto a11 =s,. + In ~rD, 
siendo D constan!;{>. 

Al10ta rle (4.6) sacamos la conclus il> n 

B~1 =J1Í1- 4AC+ 1AnCn. 

Como L<Jdos Los Lérminos derecho$ sc• u lunil.ut.l.os elltooces Ll?.. 
y por ln tanto B 11 será limitado. • 

Los t~JOl't'ma:< •h' Eulc•r y de Lagr·:lflge p•Lcclcll Utllrse 
~n la siguicnlt> fonnul acio u: las lrracionalicJ~de~ Cttadráti­
cas y s6/.o éslfl!> esltir1 rt:presentudus median te fracd onr s 

r.onltn u as ¡n:r¡úditas. 
--------------------------
11 QuC' el lel'lor lo haga pm sí mis mo. CaJ.u 

m:oll.'mátieo 1 km! (¡u(l nrtHnr::.l! u e p<l t-il'uciu ;¡ niJ tf'ncr miedo a 
r:ilc·ulos l ml{<l:! 



CAPiTULO V 

APROXL\:1ACI0N D'E LOS NÜ,\IEHOS REALES 

§ JO. APftOXll\.IACION 
lliEDTANTE FRACCIONES CONGllli!!;X'J'I~::í 

38. Aproximación útil (conveniente). D espués de uu 
camino ugotndor J.l{•gnmos al ohjelivo do noestro viajo. 
En el present(' c.apítulo ~onoc.orcmos para ([Ué so rcqttiere11 
las fracc-iones c.ontinuas. 

En el § 1. hemos aclarado en <¡Hé consiste el problema 
de aproximación en toda la extensión do l a palal>ra . Aho­
ra nos ocupare.mor; tl~ un prohlemn más c.oucreto. Sea dado 
un conj'Ullto ele núme1·os reales R1), y en e1ttlisrno un suh­
conJ\Int..o .M q de todas las fracciones , cuyo d<:nominador 
no sohrep.asa de r¡. Es noccsnrio indicar p<~nt c.ada número 
a E H el 11úmoro mM; próximo 11l mi¡¡mo rE Afq• 

Admit.:nno~ que hr.mos encon trado es l,o número, o sea, 
la aproximnc.ióu a ~ r. DiclHl aproxi.miH:ión resuha úti l 
por el hecho do qne es impO$tble elevar la precisión sin 
aunumf,c¡.r el dl!nominador: puost.o qtw r es el ntÍHH'ro más 
Ill'óximo a ct d<•l c.onjlmto .M,. 

Anotl·mos q\W si hubiórarno~ tornttdo un c.onjunto de 
frac.cionc>s con denominadores e:1:actamente tgun.les a. r¡ . 
cntonc.l's tal apt•o:x:imac.ión, en general, uo sel'ÍI\ tllíl en 
el sentido mcncioM1Lo. Por ejemplo dt·l p\lltto 4 de la 
tah)a j se vo qno ol valo1· apl'Oximado· dü re en (16cimns 
partes 110 resolla útil: las pat'tes mayores fn<>Yt~nus , octa­
vas, s~pl.imaR y sextas) brindan un t'esnh a do nHÍ.!" exflc.to. 

El c.oncPpto do <<utilidadl> no Licne en ! u tr..orí11 dn h• 
aproximación un sentido úniw definido, pn1· lo cual nos 
vemos obligados a determinar Cf\0 U YO'!< l•O (!\IÓ sent ido 
hablamos de la utilid<1d. 

39. l~ropiedad fundamental de fas fracciones t.~on­
gruentes. Podemos considerar Jl'l m (>j(lt ilpt'osimnc.tón 
racional del húrnet·o a la Irncl~IÓll plq, <rue poseo Ja pro­
piedad sigHjeTlte: no$ hrinda el menor error nl>soluto en 

1) Basta &on considerar un conjunto de núme­
ros -reales positivos, ya que el uso dL• lm; números negativos no 
oírec.e nada nuevo de principio: sin ::::; 2217 enton<:C!s - n ~ - 2217. 

' fs 6- 013U 
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comparac10n con cualquier otra fracción, cuyo denomina~ 
dor es ~q1). Dado este caso, las fracciones congruentes 
sirven de mejores aproximaciones para una fracción conti­
nua. Esta propiedad se denomina a veces propiedad funda-

,....---
/ 

r 
A 

mental de las fracciones congruentes. La formularemos de 
la manera siguiente: 

Teorema. Si ~ (n ~ 1.) es una fracción congruente 
Qn. 

para el número a y 1!.. es otra cualquiera fracci6n en la cual 
q 

q ~ qn , entonces 

(5.1) 

Esto significa que una fracción congruente nos da 
una aproximación que no puede perfeccionarse sin au­
mentar el denominador . 

... Consideremos dos casos: f) q < qn; 2) q = qn. (como 
veremos, el segundo caso es trivial.) 

1) El número a pertenece al segmento comprendido 

entre dos fracciones congruentes p.,.. y Pn+l (íig. 12)'. La 
q,. qn.+l 

longitud de este segmento es 1 An 1 = -
1
- . El punto ct 

qnqn+l 

puede ser el punto interior de este segmento o coincidir 

con ~(si a es racional y Pn+l, la última fracción coo-
qn+t qn+l 

gruente). De tal modo, 

ja- :: ~~16n [. 
Sea plq cualquier frac.cióo, cuyo denominador es menor 

que qn y, por lo tanto, con mayor motivo menor que 

1 ) Por supuel!to. la mejor apr<n.imaei6n en 
eslo sentido no es la única. 
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Estimemos la distancia p/q con respecto a los extre­
mos del segmento [.1!.!1_, Pn.HJ: 

qn Cln+t 

1 pqn-Pn9 1 2 _1_ . 
~ qqn ' 

1 
.J!__Pnnl= 1 pqnn-Pnnl/ 1 ~-1-. 
q qn +l qqn+l qqn+l 

Estas desigualdades se acentuarán si sustituyamos en 
los primeros miembros g por Utl número mayor qn ó 
qn+1: 

1 : - :: 1 > 9n:Jqn = 1 ~" 1; } 
(*) 

I.JL_ ..f.!:!.ll_ 1 > 1 
= l ~n 1· 

q Pn+l 9n9n+l 

El sentido de las desigualdades (~~<} es: el punto p(q 
está alejado con respecto a cada uno de los ex.tr~mos del 
segmento [ Pn • E!!±!] a una distancia mayor que la 

qn 9n+l 
longitud de este segmento 1 An 1· Separando a la izquierda 
y a la derecha de los puntos .!!.E.. y Pn+t el segmento ~ ... 

qh qn-1 
(fig. 12) obtendremos una zona prohibida [A81 = 
= [ Pn - An, ~ + An J , en la cual no puede encon-

qn qn+l. 
trarse la fracción p/q (los puntos A y B también. son 
prohibidos). Ahora está claro que plq es peor aproxi-

mación para a. que ~. En realidad, 
9n 

1 a- ::: 1 < \ An 1; 

\a-:\>l~nl· 
Por consiguiente, 

)a~ :: )<la.-fl (q<qn)· 

2) Ahora analicemos el caso q = qn. ¿l!:s posible que 
otra fracción con el mismo denominador proporr.ione 

•• 
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mejo•· o 1:-~ m1srnn opro.dma<'ión que la fi'<Jrc ión c.ongruen­
te? Con otrn~ pnlab•·ns, ¿t>s poflihlo q11~ 

ja- ~ /~Ja- :: j (P=FPn)? 

Allmitamo::;, p~rn pr~C"isar, quo .1!.!!.. se encuent re a [a 
q,. 

tzq uiel'fl:t d•~ t:X 1fi~ . 1;,1). es decir, que n son par (para n 

J:¡¡ 
'f>l 

f'ig. 13 

irupal' los razonandc.nlo~ ::-on análogo~). ¿Puede a ~ncon­

f.J•m·~o mñs rct·ra ciC\ r.•n+ L que de 1!.!1. o aunque i'lt'ln ort t~l 
IJn qu 

mcclio, o -sen, e~ posihle que 

Pn+ t 
1n 

E sto Gl{ (;(¡uivn lont c n 

a -A~.J-. 
1/n c..Qn 

Pot· otJ'a p<u'lc, su c.onoct> lLUe 

a-~~ 1 
q" qrtqn+l 

l)(> In¡:; dm~iguald ncle!' (**) y (n*) so deduce que 
1 1 
-~ . 
2(/n <!niJn+• 

("'*) 

(***) 

es tltJcir , (] 11 +• ~~ 2. 
floL· lo tanto, .!l i la dc,., ig unlclnd (**) es p osible, cnton­

c.c~ .!'>úlo parn q,, +1 =- 1 ó q11 +1 = 2. E:-tos valOI'CR pneden 
L()ner h1gar parn n -= O ó n = 1. 

:n csultt• que dndnf' c~tns r.ondiciom.•s 1 a desigual dad 
(u) en relllitla<.l pueril:' tenE'r lugnt·, según. demuestra el 
ejemplo qM sig11r : 
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mos un error absoluto reducido (véase la fó1·mula (1.1)1 
h=lq«-pl 

y el coeficient~ de utilidad 1 véase la fórmula (1.2)1 

'·=-1- = i 2h 2 1 qa.- p 1 • 

Según estos índic.es las frac.ciones congruentes y 
rínicamente éstas son más útiles que todas las demás: la 
fracción congrnente tiene menor error absoluto reducido 
(y, _por lo tanto, mayor coeficiente de utilidad) que todas 
las frac~iones con denominadores menores (o iguales). 

No obstante, no <J.gotamos todavía el problema. Re­
sulta que, según la utilidad , la fracción congruente supera 
no sólo las irar..ciones con denominadores menores o iguales. 
sino incluso las fracciones con denominadores más pró­
ximos mavol'es: aumentando el denominador no elevamos 
su utilidad, hasta ql•e no lleguemos al denominador de la. 
siguiente fracción congruente. 

Entre estas afirmaciones hay dos excepciones triviales­
que serán aclára.das en el proeeso de razonamientos. 

Alwra formulemos todo lo dicho en forma de dos teo­
remas mutuamente recíprocos. 

Teorema t. Si ~ es una jracci6n congruente para el 
Qn 

nrímero a y E., cualquier otra fracci6n, y además g < qn+h 
q 

entonces 
1 qna.- Pn 1 ~ 1 qa.-P l· 

El signo de igualdad puede tener lugar únicamente en loa 

casos: 1} a = l!.2.ti es decir, Pn es la penúltima jracci6n. 
iJn.+l qp 

congruente; 2) n = O. a. = la0 ; 21. 

,... Señalemos que p/q es una fracci6n diferente, es decir, exclui­

mos el cat>o poeo interesante cuando.!!..= Pn. Luego convenimos 
q Qn 

efi que la JJ·ac:ci6n plq es irreducible. 
Analic.t'm o.!\ dos casos separadamente: 1) O < q < qnH.• q =F 

'#= 9ni 2) •1 = •Jn· 
11 J\o¡n'ct>ent.emos p y q como combinaciones lineales iguales 

(con co~tfidcmt(.'.'! iguales) de los respectivos elementos de las frac-



~iones congruentes fu y 
qn 
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Pn+l 
~·o sea, 

qnz+qn._ly=q; } 
Pn.t: + Pn-+1Y = P· 

Los coeficientes x e 11 se determinan por este sisl.ema. 
El determinante del sistema <+> es como sigue: Pn+J9n -

- Pnqn+t· Ya conocemos esta expresión (véase el p. 19, fórmu­
la (+)]: 

Dn = Pnuqn- Pnqn+l = ( -1)"'· 

Puesto que D11 .fo O sacamos la conclusión de que el sistema 
<+) determina unfvocamente el pa.r de números z, 'V · Del hecho 
ele que 1 Dn 1 = 1. deducimos que z e 11 sou números enteroa. 

Ambos números z e v difieren de cero. En efecto, si z = O 
entonces el sistema (+} nos da 11 "" 1 (ya que ambas [racci one::~ 

P y E.!!.:!. son irreducibles) y q = 9n+t> Jo que contradice la condi­
q qnu 
ción. Al mismo tiempo si y = O, entoDGes por analogfa se obtiene 
q = qn• pero aqui no consideramos este caso. 

Luego, los números x e y no pueden tener signos iguales. Si 
z >O e !1 >O, entonces de la r>rimera ecuación de (+} obtendría­
mos q > qn+t· Si J: < O e y < O, entonces l'esultaria que p y q 
serían negativos. Por lo tanto, z e 11 tieneD signos d üerentes. 

A fin de obtener el error absoluto reducido para la fracción e 
q 

procedemos de la siguiente manera: multiplicamos la primera 
ecuación por a y luego sustraemos de la misma la segunda ecuación 

(qna.- Pn) z+(qnfola.- Pn•l) y= qa. - P• ( + +} 
Los paréntesis en ol primer mieutbro do la ecuación <++) tie­

nen dilorentes signos (ya que las fracciones Pn y~ aproximan el 
qn qn+l 

número a desde lados opuestos.) Los números z e y también tienen 
aignos diferentes. Por esta razón ambos térmiDos en el primer 
miembro son positivos (para precisar , o1 primor término es es~ric­
tamente positivo, mientras que el segundo es no negativo). Por 
consiguiente, 

lqn<X- Pnl·lzl + lqn+t<X-IIn+d · IYI= lQ«- PI· 
Asi ]JUCS, 

lo que precisamente teníamos quo demostrar, 
Pongamos en claro para cuáles condiciones on (5.2) puede po­

uerse el signo <lo Igualdad. De todo lo expuesto se observa que ser á 
posible en el único caso si 

qn+ltt-Pn+t=O; } 
lx l = 1. 

(§) 
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Estudiemos 11\ás <lt\\,nllt~uuwnul~ l!l cctso (~J. !::11 x = 1., outon­
c:es y < O. Pero en 1 al c.11s(•. ele la primera ecpac.ión dd visl.cma ( + ~ 
resu 1 tul'Í a qne q < 1), Pc1r lo tanto. no \)UI:'de ser z = 1 y , por consi­
gu ic.nt.e, x = - 1. A 1 m1smo tiempo, y >~= 1 ohllgaloriamcnte. En 
realldad si adulitimos que y > 1, entonces l<t primel'a ec-uación do· 
( +) podrá {lS('.riblr~c· nsí : 

-l]n ·+ '1n+J +9n+J (y - :l)=q 

y r~sultará que 'J > 'ln+l· 
A& pu('8, en el c.aso (§) se th~ne obJ igul•lriamente x = ~1, 

y = 1, es clccir, 

q=qn•l-qn; } (§§) 
P= Pn+t-Pn• 

Bn csLe caso en (5.2) tiene lugar el signo de igualdad. 
Señ11lcmos quo la primct·a l~Ondición (§§) puede transformarse 

del n,o·do sigllilwlc 

q =au+t(/n + 'l•!+t-qn = (an.+l- 1) Qn+ qn-J · 

En el c.aso eon~;J ¡lernrlo, an+t es el últ.ímo elemento de la frac­
ción coulinna y, por Jo táuto, an.;-t :;;;o 2. l'of esta razón, do la 
última ig~altla(l se dcdueQ qu e 

q> qr;. 

De tal modo, para q < ¡¡1~ e-n (5.2) no puode cxislir el signo dt> 
igualdad. 

2) Ahora vamos a t~-'l:mninar d c.aso q = 'In· Ya sahcnws del 
p. ;{8 que, dado es\.(• t(tso, p;n·a p =!= p,. 

1 ~ ~::· 1 < 1 a- ~ j. 
J\-lulti!)Lícanrlo ambos miembros dé esta desigualdalt por qn, 

obt.::ndremns-
ltzn.a-p,.l < I'In<.4 -pl, 

lo que JJabiu <¡\W <lem<lslrul' (por su¡uesto. el caso excepdonal 
po~lblu ·purll n = U, so manliene). E teorema queda demostrado 
va.m todos 1/ <:. t/ll+ t · • 

Tec1rema 2 (rc.cfproco). Si para el número a y la fracc!6n plq el 
error aiJsoluto redncld(l es menor que para wrzlr¡uter Mra fracct6n 
p'/q', para la cual q' ~ q, entonces plq ea fracct6n congruente para 
el númer-o a. , 

.... Como siempre suponemos que la fracción p/q es frreclucible. 

Además, si ex. es un número racional , a = Pn+ L , entonces no podrá 
fJn.+l 

ser q > qn+1 ya qnc paralafrac.ción l2!:t!.. el error absoluto reducido 
Qn+l 

resulta nulo, mientras que según la condkión rlobe ser mayor que 
1 qa- p 1-
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Aduútamos que plq no sea una fracción r,nn!:,'TllQntc. En esi.O 
caso su denomiuaaor est.á comprendldo rntro los denominadores de 
cualesquiera dos fracciones congruen\0!:1 vecina:;, o ~~~. 

qn <) < Q-¡¡..¡.1 

En tnl caso dtl acuerdo ~,;on el teorema tm~enor 

lqnt.X.-'- Prd < jq<X. - p!. 

No olJslant.o, osto refuta la condición del teore111a: una voz que 
qn < q, entonces p/q debe enganrlrar un error absoluto roducldo 

monor que Pn. Por lo tanto, la suposición de que plq no es fracción 
qn 

congruente, es crronca. • 

Observación 1. Hemos dcmosLrado qHe las fracciones 
congruentes y solamente éstas tienen menor error absoluto 
reducido y, como resultado, mayor coejtcümte de 11,tilidad 
que cttalesquiera fracciones con denominadores IMnores. 

¿Y por qué solamente con denominadores «m~nores1>? 
¿Es que no será válido también para l<lS fracciones c.on 
denominadores algo mayores? 

No. Para los tlenominadorcs q en ol intervalo g11 < 
< q < qn +1 es válido únicamontc el l.eoremn directo, 
pero el mismo os inconvertible. 

Observación 2. Examincmo!l más dP-tallailnmento t'l 
caso (§): 

...,= Pn+l 
1 "" p=Pn+t-Pn• 

qn+'l 
q=IJ,.+u-q.,.. 

Mediante un cálculo directo mustrarcrnüR que ln fracd611 

..!!_ = Pn+J - Pn 
9 qn+t -qn 

nunquo no es congruente y q,. < q < CJn +t• pet·o es ll\n 
útil como ln convergente Pnlqn· Los cálculos n(.!ucidos ll 

continuación no requioren explicaciones: 

\ qa- P 1 = 1 (qn+t- 9n) ::::- Pn+l + Pn 1 = 

-~ 1 Pnqn+l- 9nPntl 1 = _1_ i 
'lntl qn+ l 

lqnCt-Pn 1 =lqn :::: -Pn/=-
=·1 tlnPn+l- Pn'lrull = _1_ , 

9n+l qn+1 
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t.on ot.rn~ p;.tlahr:,,s, 1 qa- p 1 ~= 1 (j11 r:t.- P 11 J. Ht-c.m·­
demos .qtto pill'<l r¡ < t{n. O$to uo podtá. ub!;~rv<ll':,)~·: obli­
gnt(lr'Jauwul.() t~•rull'emos 1 qa- [J 1 < 1 r]J,(,(,- p,,, 1-

.Pol' njBrnplo, l)~t~'n a ~~ (vt!nse e! p. 14.) Jns ft·ncc.io­

rws congw<'n t<\S con:>«?<: u tiv(ls 

,. r¡ -p 5'J 
La frnc:.ción - "::: -··~--3 = ,...:: a pesar de tilH:' 4 < 

q '13 - qz 23' 
< ::!3 < :n es tan (J til como 9/4. 

Ohscrv;lc.i6n 3. Exnruint.~mos IRs <lpro.ximnciones del 

núnWl'O a ~ r)lcdiantc unas fracdones c.o n deno min·a­

dor·os 1, :¿, ;j, lt (.Labla 2). 

Tabla 2 

1 Val! •r oo pntJt illt<l tlü 1 Errur absc-•lut•' Coeficient.n do• 
tlt~ (t re.ducldo 1t ttl il idaol 'Jo. 

i 
2 7 27 13 

T 2.7 -=·l-
14 H 

5 13 27 1 
2 

2 27 2f\ = 1 ~6 ..,...,. 
.<! ;J 7 }) '1 

T T -=2-
4 4 

!, 
\) L ~7 ='l::l ~ T 27 

Sc.gún 0Sl.a tuu]a, sin C()nocer el desarrolLo det nzimero 
U1/27 en tm f racción COittinua, podemos afirmar que ú/4 es 
11na fracdr)n congr·lf<!nlo: su cocficionle de utilidad es 
mayor l.l.Ue todos los anloriores. Lo mismo se ,.ofiore a la 
f1·acdón 7/'?,. AJ tnJsmc> li empo 5/2 no es unn frnccióu 
congs·IIGHI.~~. ya quo su roeficicnto de 11Ulidn1i os rnc.nor 
que 11 l 1ht l.1 JJ' III~ción llltterior. 



CAP('l'ULO VI 

ADIVINANZAS 

§ H. ENTGMA DEL NOMEP.O DE ARQUfMJ!'.Dl!:S 

4 1. Ll(\VC pnra todos los enigmas. El (('ct<>l' <tllicn 
o~tudió cn lcladosnrnoo.t,o los capít11los JI. HI, .IV y V 
scrú pn:.miacJo. Lo~ CJiigmas dül t•.nphulo l ya St' illtm·­
pre t.nn muy fár.ilrnonJ,e. 

Este lihro tan lnrgo ha sido ~scrilo para ltllli condn­
sión breve: s i quieres ttproximar ctln alta prectsiún un nú­
mero real mediante una fracción smtple (n11 rom.pttesta) 
suslittíyelo por fracciones con.gruenLes. 

Así se tlcsciEra el onigmn do Ar·químoue-"~ y, por coJtsi­
guiente, el problema del cnlondal'io. 

St•ñalernos (}111' nl solucionnr pr'(ICisnm<mte ol pr·ohlcrn a 
do ln aproximac.ióu de númoros roaiLIS mediante frllcc.i.onrs 
simples, Cristinon Huygens 1Jpg6 n obtener· fl'ncdom•s 
c.ontinuns. E l leníu <pJo construil' el modelo dt!l SLslcmn 
Solnr en el cun l los planotas fn<'rnn modelados mNlinnt.c 
rueda~ tleutadns. A fiu de reproducir COJJ pl'ccisi6n Jos 
pol'Íodos d~ ·r·ovoluc.iÓH, :;e neo1~sitahllll l'lH'dns ro11 un uú­
moro enorm1• d1· dientes. Huygcnx buscaba (y ~~neonL¡·iJ) 

cJ método gcnoral de :;oluc.ión clt• osto proL.Ioma: susti­
Lllil' cslos n\nnl'ro:-; por otros, co nsidcrahlt•nwn l.t' m<·uo­
rcs, con la rtlpr·odurctón más ("\ IICLtl cu lo posibl~ tlt\ Jas 
r olac.ion(\S de osLos números . no tnl modo, en (~al idll<l dt• 
ju~tr·nmonlo t\\lxi l im·, illc6 Jus fracciouC'S co1ttinuus y 
descubrió mt•chns do S'IIS pr·opi(!.clndcs, :wnQIIO OSI.n~ fl'li<: ­
CiO ilOS ra fuor011 IISilcltlS ontt>rior•men lo po·r ol italiSIII<) 
Bornhelli (sin p<.>nett'fH' tan prortrndnmenlc en sn natrr­
rnlcza). 

A propósito, N.X. Luzin decía: <(En el laboratorio de 
un gran sabio nun las virutas tionen valon>. 

42. En igma del número de Arquúnedes. Parll la 
nproximac.1ón <lol número n desarrollúmoslo en una frac­
ción continu~. Podemos tornnr ln apl'oximación decima l 
<le n con gr·nn r~st~r• vn do /)t'l:lc.i."'ÍÍiu , por l'jmnplo, 

3 1415o2c· r: 4141r!921\5 1. 1 1 · l 
'- , v l.,l 1()()()(\()i)ll\) , Y 11 p IC.nl' (> a J:{(ITJ( ,J[I () 1 1:) 

7• 



11: ucli d l's: 

11 -:o· 13; 7, 1!i, 1, 288, 1, . .. ). 

Ahora (' ld<·nlMnos lns fruc.c ionos r.ongrw.•nte~ de ncuet·­
do r on el C$qtwmn d<·l pllnto n : 

11 11 2 3 4 

flr11 ,{ ·t!l 1 288 

fln 3 333 355 

7 1110 U3 32 657 

l~so es toll o. ¡Hc::~ulta t:.an fác.ill Est3 tabla descubre 
ol S<~crélo do Arqnímedes y, nl mismo Liempo, de M.etzis. 
1)(' l11 misma se tlcspcende: 

A ¡¡rorimaril\n 

1\uln 

Primera 

St'gundn 

'torce r:~ 

1J (<:on dl·fceto) 
:¿(! 
-::- (con exceso) 

1 

333 
100 

(<·on defecto) 

35!) 
113 

{cm• exceso) 

1:Poch·á considornrso c¡uo Arquírn<Hics y Metzis han 
Std(l dCSNII1HlSCMildOS: usaua11 fl-acciones COntinuas, A:r-

<]UÍmedes 11LiJiz6 Ja fracción congruonte ..E.!. mientras que 
ql 

Mt~tzis, 12. 
!l3 

No, no podc~mos afit•mnrlo para Arquírncdcs. 
llacc fnltn c.om prender con clnriclnd que hemos solu­

c.ionüdo el pl'oblema matemático, pero no el histórico. 
l·Iemos demo!'!trnrlo c.ómo se puedo llegar a La aproxima-
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CJÓn dt•l numero :'t tnf't.\l tWlo la f1·arl~H•n-::-, "111 <'lolH,rgo, 

1 

(~~to no significa qu<' Al'qu jmcde · ll P.vnlH• l' l nt1~1no t·n­
mino. l!:s V(lrdad que no C!sc lui mo.!:; Qll{' ül llf'.nbl'l d <d ­
goritmo de frl'lc.ciouo.s rontimws. A [nvor tlo •·Ht u Slrposi ­

ción podemos ~Lluc.ir dos at·gumcnlos : 1) f\11 eJ caso dt' 
ausencia do frac.c.ioncs dec.imules esto c.ami no 1'$ o1 m á~ 
natural; 2) en la nntigüt>Oad preforím1 frn~·cion(•s con lnt­
mera d01' igul\1 a 1a unidad. f~n Egipto y BaLilonin l•Sn­

ban soJnmento estas fracdones, má~ t arde c.omennron u 
:ponerse poco a :poc.o en liSO otras CracciorH's. No obslantl' 
eRtos argumentos soll clo c.ru·ácter espec.nlaUvo. Ningún 
juicio Jos llUbil'lra reconoc-ido. No existen rrnohas dirr.t•­
tas. Para dot.erm inAr n. ArquímedeH cnkHlahn los perí­
metros de los polígonos regulare~ inscri tos y r. ircunsc.rito~. 

lHlciondo uso de lu <<fórmula d<' clup1icaciót~>>. Adcmá!$ 
clesc.onocemos qué méto(lo usaha parn c.x.trat'l' lns l'f\Ícos 

cuadr·adas, él nos ofrece sólo el te.sult11do final. Los 
hisloriadores no llegaron a alc.nHzur una opinión nnúninw 
ncerca de este proulcmn. 

La ventaja de los séptimos puedo tambión rcvcloc·~o 
emph·icnmente al compararlos con ot~:as pnrles más 
grandes. En lo que se t•eficrc a .Motr.is lrOÚfl {':Xactmncnto, 
Antonius), esto C$ olra (.jOSa. Hosu1L1t ffi''Y rlifíc.il s t•po-

lf · • ass r 1 l ner que ta r n<:.(:JOn compuesta como 
1 
n ucr·a cncon r·:ll a 

sin ayuda de la teoría. Sin duda algt1nn An t onitls usnha 
fracciones continuas. Comprendemos por qué ~o tlot.1rvo 011 

la fracción congruente ~~~. En efecto se trata de lo últi-
., • . • • 11)2 !)~l:'i 

ma fraccLOn adlll!siblo. La Fracción suh~Igmonto 3, "'"~ 
~'.k> r 

es tan voluminosa qHt' no tifmc ningún valor práctico. 

§12. SOL1JCION DET, PROBLEMA l)gJ, CALENDAHIO 

43. Aplicación de las fracciones continuas. Pl'imOJ'O 
pensemos en c.ómo 11osotros mi~rnog solucionammos t•l 
problema do la alt<>rnllCÍÓn de los nño::¡ ÜISl€\StO~. ncpre­
sentarínmos la Jongitlld del año t'!l rortnll (k 1111:\ frn<'<' iún 
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1 ftiío - ;~()!) tlí aM ;} l10nt.~ 48 minutos 16 $O¡putd o:=;­

--= wns; ~. 7, 1, a, s, IH l 1Líal-l. 

OllservHdón t. n es un número ümc-ional. So oxp,tP..sa 
lltt\lli nul.l~ ru w frnedón r o11tinua irtfiuit.a. La magnit.nd 
dPl año os t.nn ph·ic<\. Tod a magnit ud c•mpíric.a se miele 
ún·kamentt' con nna p1·ccisión doterminarln, por lo cual 
no ti euo :lOtd:id u h11hl Hl' uc.or·ca do srt 'fiH' ionalidad o il'J'a­
c.ionnlido.d. Ln mugnitnd dtü o.ño qtr<.' acabamos 1lo ll<hH~ i r 
o~:~ admitida, por l o tHnto nos vemos. ohligndos u conside­
n u·ln oxac.t l•. Ella so cxprcs a mediante una frnc.c.ión con­
linnn Iíni t.a. 

Ohs(,•r v<td ón 2. Pat·n oxprcsnl' la longitud del año 
rnPdian to 1ma frac..ción c.ontinna no hac.B falta. rcprcsen­
tarln por TIJHt fL'ac.-ción decimal en par tcs Jd día (auálog~l­
mentc a f..omo lo l1acíamos c.ou el númoro n) . E~te c .. ~leulo 
se <losa r·rolJ¿¡ así (dl'!.sedramos ln parte ontera) : 

Ii h"rns -18 mn• ut.os ¡j(i segundos 21) !)26 segundns _ i0 -461-1 . 
j d Ía 86 4(\(1 Sfli{HTU}og- / 1:{ 21.\('1 ' 

4:3 200 = t, .. 10 (.63 + 131t8; 
1Qq()3 = 7 ·1348+ 1027; 

1348 = 1 · 1027 + ~21; 

1027 =3· 321+l)4; 
a2t = 5. M + 1; 

Ci4 = G4 ·1. 

Tf¡l Jl nmOt' varías i'raccionl:\.c; c..oHgnron l~~ in ic.ial M. ()mi­
l imos la pm·L<': entera , ya quo 1a oxistc.ncin do 365 dins 
enteros en cada año no reqnierH recu(.\l'dos: 

4 7 
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Cacla e o lumna ofn•co la .sollH~ Ibn cll.•l probltlmll •lcl c 1• ~ 
Jonrlul'io. Por ejemplo , lo. prim~rn c.(IIUlUllll nos d 11 pnrn 

la dm·aci6n del nño ol \'1\lor upro.:dnt<tdo dt~ ;'¡(¡!) f uíH~ 
Pnra. realizar L11l duro.c:.iún dol aiío hay q u o <'onsid<\f<l l' 
como bil'>iesto u n año de catla cuatro. l~n gt\nerul, la 
t ercera fila nos cl u el valor u«-1 cic.lo o periodo, )' la se­
g•mda, el númEiro ele años bisíestos en el drlo. Por ejem­
plo, La segullda colnmna corcc-8pondo a tal solución: 
7 años hisi estof.; c<tda 2!1 años. La clunu:ión rnedin tlcl 

- t , l 36r. 7 d' D 'f 1 ano en es o <: flso sor a e e , ;) iñ 1 as. !'Jsta N w res u t<l 

más es.llcta que• ~(;5 ;, , pero ul mismo tiempo m~s c.Qm­

plic.ada. 
M. Cómo eligir el calcudario. Al1ot'll ('Slil dnr·o qHe al 

sol 11cionar <li problema del c aleud11rio lwy wuy poca.t~ 
vnriantcs pm·n c;olegir , solRmcnto CtH\tro. 

A fin de e vi tnr eq uivocac.iou os osdswx:-t\remo~; q IJ(~ (\Jl 

~;l mundo exis te 1m gran númoro de. c:.~leodarios . Hay I 'H­

lendarios solllrcs y lunares. Difcrontcs puoblos t i ~non un 
c.omienzo de t>ra d lfcrenle, así como un nftmet·o d ift!ren te 
de mese..s en e! t~ ño (doce o trec.e), lln comienzo f1c1 ;lño 
distinto (n propósito , extrP.marlamente dive.r~o) y dlf~ 

l'ente.s dínl' f~stivos. En el vrosonto lihro t'XíllllÍIWI))OS «-l 
<'.al ondario l'n un solo aspl).<'to (llo ~~.c.mshl(\l'lilliO~ HHin 1 ;1 
rli v{'rsidarl de cstns diforcncios): nos intc!·osn In ll11 1'ac iún 
media dcoJ niio . J-:;n Mte caso exist·Gn (mica molltl' (~ lwtro 

soluciones von ta josas (con otrn~< poln urn~. ~nfinon ll!tHoniL' 
sjmples y t>xnr.ta::;). Corrl'.sponflen n las primeras cuutro 
cohunnas lle ln t.nbla <\Utcrior. A pa1·t. ir de l a quintA c.o­
lumna ya l'IC obtien<.'n c.ombinacioncs demasiado compli­
cadas. Así pue~ , todas las solllcioncc; posibles se Mluc.on 
en 1a t.ahla 3. 

Rn Ja c.ohtmnn d~rron> t•.l signo «mtmos•> jndica que la 
duración mNlio c1.e1 11ño e::; rnn vm· qtlo la nuténtiNI. 

r,.,n pt:im<'rll \'UI'Ían LO <'01TCSp011t l ~ al calondHI'ÍO ju­
li llllO. 1"11 ~t·guntl n no C-" couvl:nirntc: ::;egún í'l J!J·ado ,¡p 
('Otnp l~jidarl t>S (.lqoi vnlctl\.1' n la lrl'r.or n, no oi.Jst.anLLl, le 
r.Qde ronsidl.\rnblemt>nte en Jn que se refiere ola exac.LiLwL 

La tcr~·. orn vm·ittnte (8 a.ii<>~ hL~i~~los cad11 ::1:1 aiio13) lJSl 
~id o propliCSLn po1' e l grnn ~n bio pers a y t~dzhik~ . el 
poeln, Ornar l<ltayy:t m . 
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Tabla 3 

Al !f\TTlllCÍÓn I!J' 
h•S fl lill$ 

N• <1•' b•sic:~ l<'·~ 
II.))TOltlnlll- lll~TI\(':- , 

))urnc!ón media de\1 11011 !Zrror 
e Ión 

ro llf.l peri•XIo 
ft iiü~ 

1 t 4 365 días 6 horas 00 
minutos 00 segun- - 11 minutos 
dos 14. segundos 

2 7 29 365 días 5 horas 47 
minutos 35 segun- + 1 minuto 
dos i1 st>gundos 

3 8 33 365 días 5 horas 49 
minutos 05 segtm-
dos 

-19 segundos 

/¡ 31. 128 365 días 5 horas 48 
minutos 45 segun-
dos 

+ 1 sogundo 

La cuarta variante es excepcionalmente exacta. El 
error dl\ 1 segtmdo no tiene valor práctico. Precisamente 
_por f!SO se proponía utilizar este calendal:io . .'Por ejemplo , 
en 1864 el astrónomo ruso Medler provuso introduc.irlo en 
Rusia a partu: del comienzo del siglo XX. PMH ell o era 
necesario introducir solamente la s iguiente. cot·reccl.ón en 
el calendario juliano: cada 128 a1los omitir un año bi ­
siesto (es decir, considerarlo ordinario). f> ucf'to que en el 
c.alendario juliano a cada 128 nño~ les eorrespondoJ) :12 
bisiestos. 

No obstan te, este ca lendal'io no fue oc.eptado en R usi11 1 

ni en otras partos del mundo. Prohahl emente , laR CHIIR<l$ 

consistían en q:ue el periocto de 128 años no eru <tredonrlo» 
a-si co¡no en lo acostumbrado del calendario vigentf! . 

45. Enigma de Gregorius XIII. En el pnt;to an terior 
no llegamos a des(mbrir ol enigma de Gregorius X TTI : 
Nitre 1 as e u 11tro sohtciones atlllt~ld as no se cmcuentra ~1 
calcndano ~rPgortnno. Por· oso. 1ma v('~ ~oludonndo ol 
probl~ma m~ tc;n• ático prc::¡temos 1m pooo mós ntonci6n al 
proble-ma lt istórico. ,:Cuálo~ ineron los nr~?:umon Los clo 
Grogori us X IIJ (pnra precisar, do la comi:-5ió n orgauizada 
por: él)? · · 

Es mu y :>ectun.ivn la siguiente LtipfÍ te~i~: Gre.godus 
XIII partía de l a ru]ac.iqn 31 : 128, poro, deseando s usti-
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tuír el período de 128 años por otro más cómodo, eligió el 
período de 400 años. Si a cada 128 años Jc.s c.orrosponden 
31 bisiestos, entonces ¿cuántos años bisiüstos eorrespon­
derán a 400 años? De ln proporción 

31 X 

t28 = 400 

se obtiene x = 96,875 ~ 97. Esto es procisamcntt' el ca:.. 
lcndario gregoriano: 97 años bi:::;ic . .c:; tos cadn 400 años. 

¿Un argumento convincente, no es verdad? No ohstao­
tc, es erróneo. 

Razonando acerca de. Ja historia y, on particular, la 
historia de la cienc,ia, no se debo atrjhuir a Jos sabios de 
los siglos pasados el desarrollo actual do las idens. Al 
contr ario, hace falta tratar de pcnot.rar en el c.írculo do 
sus ideas y c.onocimicntos. Además, en la cicnc:ia histó­
rica son poco convincentes lol'; razonamientos espec.ulati­
vos dd tipo <<h11biera podido ser asÍ>>. flac.e falta estable­
cer, haciendo uso de los documentos llisLóncos, que .;<hu:­
-próci~lllnontc nsí>>. En lo qtte .so refiere n la reforma de 
Grogoríus XIli, l a conoc.amos b~ist.aJite. híou, on pnrlícu­
hu , conocemos la composición do la comisión cncarg·ada cm 
e.l ahorar ~>.1 proyt>¡;-to. 

El error de mwstro rawnamionto especulativo c.oul'1i!')tc 
en lo siguionLo: en Ja época de Grcgorius X lll la duración 
d(!] liño no ern conoc.irla tan exa~tmnente como en ]a ac.lua­
lid:~tl. La c.omisi6n dl' Gregorius XIII 11saba 1.mas lahlas 
astronómicas compuestas por la Ac:,adcnlla do Tülotlo por 
OJ'de11 rlc AJionso X (1221-12~·1), my de CnstiJht. Bu IHs 
mismas se da l11 duración del níio que :síguo 

j aiio=3fi5 días 5 horas 49 minutos 1Ji sog.undos. 

Roprí'sentémosla Jm>diante una fn1cdún c.onl;iou n 

1 nüo= j :~65; 4, 8. 7, 2 , 2, 17¡. 

Sus fr·acc.iotWH <·ongnrNtte.s (sin ];~ pmt.e en Lora) serán: 
1 ~ 5í 
4'33'235 .. 

l)or esta razóu l:1 comisi ím tlt· (:regol'ill~ X 11.1. FNi Cllitl 
h1en1 PI métn<lo d~· ~~~ traltll jo, IH• podía t.:O IIOCiW nnd n de 
1<1 rdnc.i6n :-H/12H. 



ComQ ya ~n uwucio1¡ó, c-onforme al mdendario grl~go­
t·i auu, la clurm: iílJJ l)J NI in el el ;tito ü." igunl a ~~()5 dí as 
.j ho,·a::~ 4.tl mi n ''Los 1:¿ segunúos, es dec[r, sobrepasa la 
a.uténhcrt t'll 21 Sf'gundos. P oro, no~otro~ lo c;onsidNumos 
oiSi, tltLl'IÜI'II:'I qun C:i rogorius Xltl ('C)llSiderabl.l que su nño 
era menor que el tlltlétt.tico en 4 segundos. Como vemos la 
c'.om i:->iou dto Grogot·,u:; X l l l podía o.sttu· tot.Hl mont:c sntü;­
Jeeha do t.,, c.\.actilud lograda. 

E JI c:ornph.\JJI(HII.O 11 lo dlc!lo, 11 0 hu y J'llr.ones pnra supo-
1101' ({11(' la <:.omisión do Gregori us xnr utilir.ó las fl'HCc.io­

uc::; contínllft:;, y11 que ~~~ aquel tiempo on Europa eran 
c] (~S~.onocid.ts. ;\fás bien olla ll•~gú a su sol11<:.iún pm• el 
mét.odo de ~WIL•\citín. He aquí cómo se JlUede hacer esto 
i';ki lmt?nl.n. BoS{t'in IM; t.:lhi·Hs de Alfonso X ~1 ~ño jnliano 
t<OI, ropMa ol nuttÍntico on 10 minutos <1/L $t~gundos. (1.Er). 

1"1 tt'Mlscur·so do <:uánt,os años se ae.umulará. uu error· igual 
., un día·~ Div idimos <.>1 día (~4 horas) en 10 ulir\lltos l¡_/~ se-
gunclo8: · · 

<!4 lll>ras ~()40r 1 ~ i'·V 
10 mi.uutos -14 ~gundos 6411 ro.J ' -t.. 

As1 pues, panl wnogil' t' l error· del c.al ot11laúo jul iauo 
l1a1'0 ffllta un a v·¡~z cada 1:-34 años omitiT' llll año bisiesto. 
J>('l'O, resulta íucómodo, y H que el. año LH tlll turno puo(lc 

nQ SO!' his iost.o. Scñnlomo~ q 1.1.0 1:,.¡1l ;:::;;; ~ · 400. P or Jo t.arlto, 

ere ol tran.~c.urso dt! 400 aíio:;; llllCt' faltll omit ir· tres \rt,ces 
el itño b isiesto. l'rN·.isHill0rl to esto es l\ l C~)lend::~r·i.o grL\­
g:or iano. 



BffiLJOGRJ\ FlA 

Como ya s1~ dijo t) ll d (li'01'1wio, c:-:;L l} 1i Ltm l'~L;Í 1kst.i n•\­
do para los l'SPLICÍ:lliSt.llS y l~OillÍI'IIP 1)1 lltÍllÍrrJI) iJIIj)l'f!SI' IIl ­

di lJJc do \-onocimiontos sohrc las Ir:\C-ctones c.ontinun:o~. 
Para los 1ecton \s qu e desMn pi'Oflnldiz nl'f:e más f.\11 In nw­
t<:rin h~,o; l'l'c,owontlamos la ~;ig-uiNitc litol'al:uta: 

1 . l. Vinogriídov. FuntlruncJJLOfl di.' l t~ teol'Ín dr. l o~ 
núrnt~J·os. Editoria l i\iir, Moscú. 1!)71. 

2. 1\.foorc C.G. An lntroducl íon to Conlin1rcd Jí'¡·¡¡¡•.­

tioJl.!i; T ho Nl'l ionnl Counc i 1 of Tcadwrs o[ .Mf!1.hcrna­
t.ics. Washi11gt.on .D.C. , 1!ltK 

3. Stmik D . Y. A Condse IUst.ory or Ma'l.ornatks. 3nJ 
odition. Dovcr. NPw Y01·k, Hlil'i. 



A nnnstros 1Pctores: 

M ir crl itn lt bros soviétic-os traducidos ¡¡) español, inglés, 
Jr3ncés, árabe y ot.ros idiomas extranjeros. l~ntro ellos figuran 
las mejores obras de las distinta:; ramas de lu ciencia y la téanica, 
manuales P.ara Jos centros de enseñanza supcrjor y escuelas tecno­
lógic.as, literatura sobre c.iencias naturales y móiJjcas. También 
:m incluyen mono~;,rráfias, libros ele divlllgac.ión cíent.íUc.a y cí<>n­
eia-fic.ción. 

Dirijan SU!; <)piniones a la .Editorial Mir, 1 n ü,bsld -pcr., 2, 
129820, Mosdt, 1-11.0, GSP, UBSS. 



EN 1!l88 f~<\ EDITOR! 1\L ~MlR» PllBLlCi\R A 

A. Borovkov 
ESTADfST ICAS MATEM1"1'JCl\S 

En r.sle Libro sl' expone el estndo actual de la cstadistwa 
matemática quu C()ntiene- .muchos pcl'l'c,·.d nnamientos y vario::~ 
~~TÚC¡qucs nuevos d(l lu¡,¡ resultad os mús rcdenles. En l'l priml'r 
capiLUlo so anllliznn lns p('()piedudcs de la,s distribuciones empí­
ricas que riJrmun la bas<: dú In esLndbtica mawmátic~t . En los 
capi tulos 2 y 3 se oxpone la teoría de cstimaci~~ncs y lB tcoria 
de compmbación de las .hipótesis estadísticas rcsfeclivameutc. 
Las primeras partes do amhos caphulos se dedican 1\ u descripc.ión 
de todos l o.:; enfoques posibles de ln sol ución de problemas plan­
teados y a la búsqueda ele procedirnil'll\os Óp\imos. r.us segundas 
partes, a sn vez, conticoen la constru~ción dr. pt·ocellimil'ntos 
usint6ticnment~ óptimos. 

E l capítulo 4 reú.ne problemas cstudís~icos vinuuludos cou 
ul).s 11 más mur.strus. J>rohlcmas sol1n~ ltomugcneidud, :uuílísls de 
regresión, -reconocimiento etc im6genl!s. 

En el capitulo 5 so expone lo teorío geueral de las sc1luc.iones 
estadísticas, o ~eu, del enfoque tcóric.o do los prohlcmns esta­
dísticos. Un lugar impot t.ante corrl's¡wntlc n l :t búsqueda oc solu­
ciOI)('s asintót1r.nmente óptimas. 

Esta obra se dcstinll a los que c:lludlnn la cstudisticn wiil.c~ 
mát.íca. Al mismo tiempo pllede clcspet·tar el wtrn}.s de los c::;pccía­
lis tas quo yn Lrnbajan I.'JI <'ste culll JW. 



K. Bibnikov 
f}J 'rHODUCCIO~ AL ANAJJ1SlS CO~fiHNATOlHO 

J..us lll:l~t'Jn.IÍt,JCM, illg~'llH'l"()S, ;)SÍ CCilnl) lo::¡ Nl!)I'CIO.listas en 
nt.r M; l 'óiiiHtl' tJ~ ]a l'l(lllda. saltt•n tp!e nl solucionar lll~ pmbh!m:tfl 
t•r:íct.iel)!;, <;(ln miís Jrt•J~m·nc.i:l :;e ven obligt!dl>s ::i. O<'llflarse !le lns 
c·st.r ¡¡r..t lll':l!' 1li~a<'tal:;. l~otre Ó!'tns oitemos grafos, ¡llat:rir.I!S. t!.S([lJe­
ll!as - l,l.,que, l'l'tlt'~ l'léctricas. !h1jos (le• transporte, ~istemas d1~ 
l'rgaut'lll('ióu dl' Ja l¡rodllc.c:t6n, 011j•ls e),. informac.ión y llluchos 
ol.rt>s. i\iletn{i~<, (~omo ,. ~ ~~.tllillo, <!l iunc.ioHumh.o•tto de la mayorf¡¡ 
•l<• ot'llcnaflort:~ ::w b li!!H •·lt d princi}•jo cid dilt•.u.l!t din•c.to. 

:\ pesnr .lí' In lu• t~i·ogenNclatl y ~·l cíU'ác.let· e;<p~·I:Hi cll (le sc­
mt'juntc" c~trurtur;l~. é:;ta:':l 'flUt!dcn 'consiu('rar¡;e iltsdl.' posiciOm':; 
d .. (;\ Lem·ía gt>U!'l'ill, lo f!lll' l"nci1i ta su l.ISV y estudio. na presente 
ltlm• l)ft'N'.I.' a l 11~<'1.(•1: '"" f.umlmn('lllos Of' ~~sta teorí tl que manl.i!!OI~ 
el l ft u 11) llis t Ítric·a uil' '" (~ formlldo , :mállsls cnm hullltnr• o. 



.EN i988 LA EDIT OTHATJ ¡cMIH.~ PIJBLICA HA: 

A. Kurosch 
CURSO DE ALGEBR'A SUPERIOR 

g u este 'lihro se expon() el c'lrso do álgebrn superior que repre­
senta un.n de l:1s disciplinas fundamentales llC' la ciend:t mate­
mática modema. 81 curso do [llgebra s'tperior <'onstn fundamen­
talmente d~ dos scccinnes. Una ele ~~lll\5, d tílgohra lineal , cstii 
dedicadn al es~udio de las ecuaciones de lJTirncr l:{l'íld<l. La scgmulu, 
tll tilgubra de lns polinomios, al estuclh1 1le .una l'<~.na~:.ión de una 
incógnita, pt>ro de grndl) superior. 

El mulel'ial del libro SG cxpuJlC do uau mncll!n\ clam ':i l\ un 
P.levndo nivel cicntHi<'.o. Parn ayud~r a asimilar mejor los con­
ceptos matemáticos, al final de cada sección :;e dan ejemplos 
y pr11blemns oon n•soluciones detall¡Hlns. 



EN 1988 LA EDITORIAL «MIRt PUBLICARA: 

A. 1\.iseliov, M. Krasnov, G. Makarenko 
PROBLEMAS 

Dl~ ECUACIONES Dfii'ERENCIALES OUDINARIAS 

En r:ste libro se l1an recopilado cerc11 <le 1000 problomas y ejer­
cicios del curso de ecuaciones difel·cncia\es M<linarias. Su han 
incluido tumbién el método de isCiclinas paru lu" ecuaciones de 
primer y- segundo orden, problema·s 11arn hallar las trayectorias 
ortogonales, la dependencia e independencia lineales de los siste­
mas de funciones. Además, contiene problemas para hallar Ja 
l:'stabilidad de las soluciones, el mótodo del -parámetro pequeño 
ol método para reso}v('r ecuac.ione-s y sistemas. Cada párrafo cm· 
pier.a con un¡¡ breV'c introducción tc6ric¡t. Después se exponen 
las determinaciones y los métodos principalli's para la soluci6n 
de loa problemas. Tudus los l'roblemas van acomJ•añados de su 
n•sultador para algunos do t~llos hay indicar-iones so.bm cómo 
-resolverlos. 

Es un libro t.le l.ex\o p.ara los estudiantes de .cnscfiam;a <~u­
perfor. 
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