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PREFACIO

Este libro, orientado hacia los alumnos de los grados
superiores, los profesores de Matemadtica y los estudiantes
de las facultades de Fisica y Matemdética de los Institutos
pedagédgicos, tiene puntos de contacto con el libro «Método
de induccién matemdtica» de I. S. Sominski (Editorial
MIR, 1975) v puede ser considerado como su continuacidn;
serd de interés especial para los que conocen ya el libro de
I. 8. Sominski.

Contiene 38 ejemplos seguidos de solucién detallada
y 43 problemas acompafiados de breves indicaciones. Esta
dedicado a diversas aplicaciones del método de induccidn
matematica para la solucién de problemas geométricos.
A nuestro parecer, lo més importante en é1 son los distintos
aspectos del método de induceién matemética; algunos (no
todos, por supuesto) ejemplos y problemas pueden también
representar interés por st mismos.

El libro se basa en dos conferencias que 1. M. Yaglom
dicté para un grupo de escolares, miembros del circule
matemadtico anexo a la Universidad Lomonésov de Mosct.

L. I. Golovind
I. M. Yaglom






INTRODUCCION:
;EN QUE CONSISTE
EL METODO DE INDUCCION
MATEMATICA?

Se denomina induccién todo razonamicnto que comprende
el paso de proposiciones particulares a genarales con la
particularidad de que la validez de las dltimas se deduce
de 1a validez de las primeras. El méfode de induccion maie-
mdtica es un método especial de demostracion matemaética
que permite, a base d¢ observaciones particulares, juzgar
de las regularidades generales correspondientes. Para elu-
cidar su idea conviene recurrir a ejemplos. Por eso, comen-
zaremos considerando el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1. Determinese la suma de los n primercs nime-
ros impares

B 5 .. 4 Cn—1).

soLUcION. Representando esta suma por S (n), tomemos
n=1, 2, 3, 4 y 5; tendremos:

1) = 1,

S
S (2)
S@=1+3+5=9,
S (4)
S (5)

Como vemos, paran == 1,2, 3;4 y 5 la suma de n niimeros
impares sucesivos es igual a n?. éPodemos sacar de aqui
inmediatamente la conclusion de que esto liene lugar para
todo n? No, pues semejante conclusién «por analogia»
pusde resultar a veces errénea. Veamos algunos ejemplos.

Consideremos los niimeros de tipo 22" + 1. Para n = 0,
1, 2, 3 y 4 los nimeros 22° + 1 = 8, 22' 4+ 1 = 5, 222
41 =17, 22° 41 =257 y 22* + 4 = 65 537 son primos.
P. Format, ilustre mateméitico frarcés del siglo XVII,
aceptaba quo todos los nimeros de ese tipo son primos.
Sin embargo, L. Eulei;_,z eminente sabio y académico de San
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Petersburgo, encontrd, en el siglo f{YIII que
22° 4. 1 =4 294 967 297 = 641 -6 700 417

es un niitmero compuesto.

He aqui otro ejemplo del mismo género. G. W. Leibniz,
famoso matemético alemén del siglo XVII y uno de los
fundadores de las «<Mateméticas superioress, demostré que,
cualquiera que sea el entero positivo n, el niimero n® — n
es divisible por 3, el numero n® — n es divisible por 5 y el
nimero n’ — n es divisible por 7'). De aqui supuso que
para todo k impar y cualquier natural » el ntimero n* — n
es divisible por %; pero pronto observé que 2° — 2 = 510
no es divisible por 9.

Un error del mismo cardcter cometié D. A. Grave, cono-
cido matemAtico soviético, al suponer que para todo primo p
ol niimero 27-! — 1 no es divisible por p?. El cdlculo directo
confirmaba esta hipdtesis para todos los nfimeros p menores
que mil. Sin embargo, pronto se comprobé que 2100 _ 1
es divisible por 1093% (1093 es un niimero primo); o sea,
la hipétesis de Grave resulté erxfnea.

Veamos otro ejemplo muy instructive. Sustituyendo =
en la expresién 99122 -+ 1 por los niimeros enteros sucesivos
1,2, 3, ..., jamds obtendremos el cuadrado de un némero
por muchos dias o incluso afios que. dediquemos a ello.
Sin embargo, serfa erréneo deducir de aquf que ningiin
nimero de este tipo. es un cuadrado pues, en realidad, entre
los nimeros de tipo 9914® 41 también hay cuadrados;
pero es tuy grande el valor minimo de n para el cual es un
cuadrado el numero 991 n? 4- 1. He aqui este niimero

n = 12 055 735 790 331 359 447 442 538 767.

Todos estos ejemplos deben prevenir al lector contra
deducciones por analogia no argumentadas.

Volvamos ahora .al problema sobre la suma de los n
primeros nimeros impares, Estd claro de lo anterior que

*) Véase, por sjemplo, ol libro de Z. O. il xaaperuis
H. H. Yenyos u H. M. Heaom, VaOpamnue sagaum u TEOPOMK BHJIe-
MEHTAPHOIT MaTeMaTukn, 2. I, M., Tocrexnsmar, 1954 (D. 0. Shkliar-
ski, N. N. Chentzov, I. M. Yaglém, I'roblemas y teoremas escogidos
de matemética elemental, parte I, problemas 27 a). b) v ¢).
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por muchos que sean los primeros valores de » para los cuales
hayamos comprobado la férmula

S (n) = n?, (1)

no podemos darla por demostrada pues siempre quedari el
temor de que dejo de ser vilida en alguno de los casos no
analizados. Para convencerse de que la férmula (1) es vélida
para todos los n, es preciso demostrar que, por mucho que
avancemos on Ja serie numérica natural, jamds podremos
pasar de valores de n que ain verifican la fé6rmula (1) a va-
lores de » que ya no la verifican.

Supongamos, pues, que nuestra formula es vélida para un
niimero n y iratemos de demostrar que también serd vélida
para el nimero siguiente n - 1.

Es decir, aceptamos quo

Sy =14+383+5+ ...+ (2n — 1) = n¥%
calculemos
Sn4b1)=14+3+5+ ... 4+Crn—1)+4+ 2n+1).

Seglin nuestra hipétesis, la suma de lns n primeros términos
del segundo miembro de la dltima igualdad es »? y, por
consiguiente,

Sr4-1)=n+2n+1)=mG+ 1)

O sea, suponiendo gue la férmula S (r) == r® es vilida
para cierto nlmero natural n, hemos logrado demostrar su
validez para el niimero siguiente inmediato n -+ 1. Pero
hemos visto que esta féormula es vilida para n =1, 2, 3, 4
y 5. Luego, también serd vélida para el nimero n = 6
que sigue a 5, ast como para los nimeros n = 7, n = 8,
n =9, etc. Nuestra férmula puede considerarse ahora
demostrada cualguiera que sea el numero de sumandos.
Este método de demostracién se denomina método de induc-
cién matemdtica.

Es decir, la demosiracién por el método de induccién
matemdtica consta de dos partes:

1°. Se comprueba que la proposicién enunciada es vdlida
para el menor de los valores de n para los cuales ella tiene
sentidot).

1) Por supuesto, este valor de n no es necesaria-
mente la unidad; asi, toda proposicién relativa a las propiedades
generales de los poligonos de n'lados tiene sentido sélo para n 2> 3.



12

I i )

2°. Se demuestra que si la proposicidn es vélida para un
numero natural n, también es vdlide para el nidmero siguiente
inmediato, o sea, para n - 1.

Como hemos visto en una serie de ejemplos, la segunda
parte de la demostracién es esencial. Evidentemente, la
primera parte del razonamiento no lo es mends: la demos-
tracién de la segunda parte (o sea, de que la validez de la
proposicién para un nimero » implica su validez para el
mimero n 4 1) no significa nada por si sola pues puede
ocurrir que dicha proposicién no se verifica pare ningin
valor entero de n. Por ejemplo, aceptando que un numero
entero n es igual al que le sigue,. es decir, dceptando que
L = n -+ 1, tendremos, agregando la unidad a ambos
miembros de esta igualdad, n + 1 = n ~ 2; o sea, también
el nimero n -4 1 es igual al gue le sigue. Naturalmente,
de ello no se desprende en absoluto que la proposicién enun-
ciada es véalida para todos los n: no se verifica para ningin
niumero entero. '

La aplicacién del método de induccién matemética no
siempre se atiene de manera estricta a este esquema. A veces,
por ejemplo, resulta necesario suponer que la proposicidn -
considerada es vélida, digamos, para dos numeros sucesivos
n-—1 y n y demostrar que también es vilida entonces
para el nimero » -~ 1; en este caso, la primera parte del .
razonamiento. consistird en comprobar que la proposicién
es valida para los dos valores primeros de n, por sjemplo,
para n =1 y n = 2 (véanse los ejemplos 17, 18 y 19).
Sucede también que en la segunda parte se demuestra la -
velidez de la.proposicién para un valor de n suponiéndose
su validez para fodos los nlimeros naturales k menores que #
(véanse los éjemplos 7, 8, 9 y 16). - :

Veamos algunos ejemplos mis en los que se aplica el
método de induccién matemaética. Las férmulas. obtenidag
serdn empleadas més adelante.

Ejemplo 2. Demuéstrese que la suma de los n primeros
nimeros naturales —representémosla por §; (n)— es igual
a E_(_%j!-_i), es decir,

Sy (R)=14-2484 ... $n=2L1D, @)

SOLUCION. 1°, §, (1) =1 = 3-5-1-:-}-'—9



13

2°. Bupongamos que
S (M =1+424+3+ ... =201
Entonces

Si(p4-1)=1+2434... +nt(n+1)=
" u(n2+1> +@+1)= (n+1)2(n+2> ={n+1)l{%+ﬁ+‘-l

y con ello queda demostrada completamente la proposicién.
Ejemplo 3. Demuéstrese que la suma S, (n) de los
cuadrados de los n primeros ntmeros naturales es igual
. n{n-1) (2n--1) ’
5 :

S;(n)=1z+2z+3z+' '_'+n2=n{n+1}(¢i(2n+.1). 3
SOLUGION. 1°, S, (1) = 12= 1(1+16!2'1+1)'

2°. Supongamos que
n(n4-1) (2n4-1
8y (n) = { }E{ L

Entonces
So{n+1)=424-22 4+ 32+ ., . 404 (n4-1)2=
_ n{n+1a{2n+1) + (n 1)

-

y definitivamente
So(n414)= (n+1}l(n+i)-|-(-31] [2 {n+ 1) 1) '

Problema 1. Demuéstrese que la suma S;(n) de los
: . n2 (n41)%
cubos de los » primeros nitmeros naturales es e

S(m) =124 204 B4 ... 4ns=Z0F
Ejemplo 4. Demuéstrese que
124284344 ...+ (r—t)n=L=D2lFl)

SOLUCIGN. 1°. 1.2 mi—.‘;—g
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2° 8i

1:242:34 84+ ... +(n—)n=L2020FD
tenemos

1-2—}—2-3—}—3-4—}-...+(n—1-)n—|—n(n-{-1)=
_ (n._-i};(n-{-‘l) - n(n+1?).(n+2) .

Problema 2. Dedtizcase la f6rmula (5) de las férmulas (2)
y (3).
SUGERENCIA. Demuéstrese previamente que
12423+34+ ... +n—1)n=
=124+ 22+ 3"+ ... 4+ n? —
— 1 4+24+34 ... 4 n).

El método de induccién matematica, relacionado por su
esencia con el concepto de nimero, encuentra su mayor
aplicacién en la Aritmética, el Algebra vy la Teoria de los
numeros. Muchos ejemplos interesantes de este género estdn
recogidos emn el libro ya mencionado de I. S. Sominski.
Pero el concepto de nimero entero es fundamental en toda
la Matematica y no sélo en la Teoria de los nimeros que
estudia especialmente sus propiedades. Por eso, el método
de induccién matemdtica se aplica en diferentes ramas
de la Matemética. En particular, resaltan por su belleza
las aplicaciones de este método en la Geometria a las que
estd dedicado nuesiro libro.

Dividiremos nuestra exposicién en varias secciones segiin
el tipo de los problemas geométricos.

§ 1.
CALCULO

POR INDUCCION

En la Geometria, el método de induccién matematica
encuentra su aplicacién mas natural (pr6xima a la aplica-
cién de este método en la Teorfa de los niimeros y en el
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Algebra) en la solucién de problemas geométricos relacio-
nados con el célculo. Veamos algunos ejemplos.
Ejemplo 5. Calcilese el lado a,n de un 2"-gono regular

‘inscrito en una circunferencia de radio A.
SOLUCION. 1°. Si n == 2, el 2"-gono regular es un cuadrado

y para su lado tenemos a;, = H 1/ 2. Ahora bien, empleando
la férmula de duplicacién

; i
L VPPV

encontramos ag = R VQ — /2 en el caso de un octégono

regular, a4 = R Vo V2 + V/ Zenel caso de un 16-gono

regular y agy = R.‘/2 — ]/ 2 4 V2 4+ V2 enel caso de
un 32-gono regular. Por eso, podemos suponer que para
n > 2 el lado de un 2"gono regular inscrito es

etV 2=V BAVBE bV ®)

n—2 doses

2°. Supongamos que el lado de un 2"-gono regular inscri-
to se determina mediante la férmula (6). Entonces, de
acuerdo con la formula de duplicacién, tenemos

/_
Aynel = -l/ 2R*—2R

=R]/2«—V 2+V2+?.+1/%

n—-1 doses

de donde resulta que la férmula (6) es vdlida para todos
los n.

De la férmula {6) se deduce que la longitud ¢ = 2xR de una
circunferencia de radio K es igual al limite de la expresién

2nR V2--]/2 N J,-_"e]/'z-t:uando ncrece infinitamente y que, por

n—2 doses
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consiguiente, .
= lim 2n-1 Vz-——V:Q—}— GtV 2=
Nn=+0a
n~2 doses
—timm Ve Var.. 1ye.
Te=t+ OO
n=1 doses

Problema 3. (Férmula de Vieta'). Empleando la férmu-
la (6), demuéstrese que m es igual al limite de la expresién

2
== iy = — = ’
T/ 1 ]/ 1 l/' 1 .’/‘T A
ViV 4 (V' D)V 2 (+V £ (1+V 5)) -
cuando el nimero de factores (de raices cuadradas) del
denominador crece infinitamente. La regla que permite

escribir los factores queda determinada por los tres primeros
factores escritos explicitamente.

SUGERENLCTA- Sea Szﬂ el érea de un 2%-gone regular inserito en
una circunferencia de radio R y sea kz*‘ su apotema. De la f6rmula (6)
se deduce entonces que

Z
a
e R R e
hgn = 1/’*"—‘—4 =5 VaoiVer. 112

fw1 dosee

¥ que

1
Szn S (2na2n) hzn =

= 2n—2re='-V2-'—V2+V2+ ootV 2=272Ra 4,

n=-3 ;10383

{aqui se acepta que n > 3). Por eso, tenemos
-1
Szn 2?7- azﬂ}szﬂ_ - hzn o 180°
271-1332“ T on

Szﬂ*l-i .

1) F. Vieta (1540—1603), famoso matemditico fran-
¢és, uno do los primeros en introducir los simbolos en el Algebra.
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de donde resulta que

Se _Su Ss Spnt AR 4800 48D
Szn_ss S T Sz‘n. - 4 7 T L

" 2 .
Puesto gque S, == 2R y lim 821,s = nR*, resulta que - €3 igual al

s OO
limite de la expresion

e 45° 45°

cos 45° cos —5— G08 —2

Resta recurrir a la férmula

. o TR
°°°'2““1/'-“'2'-“

Ejemplo 6. Dado un 2".gono regular de perimetro P,
indiquese la regla que permite calcular el radio r, de la
circunferencia inscrita en é] y el radio R, de la circunferen-
cia circunserita a é€l.

sorucioN. 1°. Tenemos r, = % v g f-%-_'—z.

2°. Calculemos, a partir de los radios r, y R, de las
circunferencias correspondienies a un 2"-gono regular, de

perimetro P, los radios r,4, ¥ R4, de‘las circunferencias
correspondientes a un 2™!-gono regular del mismo peri-
metro. Sean (fig. 1) AB el lado de un 2"-gono regular de
perimetro P, O su centro, C el punto medio del arco 4B
y D el punto medio de la cuerda AB; ademés, sea EF la
linea que une los puntos de los lados AC y BC del tridngulo
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ABC y sea G el punto medio de. £F. Puesto que
LEOF = £EOC + / FOC = - / 40C+
+- £ BOC= s AOB,

resulta que EF es el lado de un 2™!-gono regular inscrito
en la circunferencia de radio OF y que el perimetro de este
2™1gono es igual a

IMER — 2 :‘;,afi ~2"AB,

o sea, también es igual a P. Por lo tanto, 74, = 0G ¥y
Rpyy = OF. Ademds, estd claro que OC — 0G = 0G — 0D,
es decir, B, — rpsq = 4y — I, de donde rpy, = i’%“ﬁ .
Por wltimo, del tridngulo rectingulo OEC encontramos
OE*=0C -0G, es decir, Rpyy = Ry Tit+1 Y Rnaa = V Br*Tppae
O sea, teénemos definitivamente

Ridva ;
?'u+1='——”-i:'r—' Y Bpu=VY Ry-rqu.

Consideremos la sucesién ry, Rg, r3, Rg, -+, ¥, Ryy o .. Sus
términos tienden hacia el radio de fa circupferencia de longitud 2,

P
o sea, tienden hacia iy En particular, si P = 2, tenemos r3=%

y R,=¥. Tomando ademés r;y =0y R1=é—-.obtenemosaltenrams

siguiente: _
Consideremos la sucesién numeérica

o, L. 2' 1?’ 1/28-;—1, V2v8‘2+4'
Va2y 3444341
o -

tel que sus dos primeros términos son Q0 y % mleniras que cada uno de los

términos restantes es igual alternadamente a la media arlkmétlca. 0ala
media geométrica de los dos términos precedentes; los ifrminos de esia

sucesién tienden hacia -;—.

Ejemplo 7. Hallese la suma de los dngulos interiores
de un n-gono (jno necesariamente convexol).
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soLucion. 1°. La suma de los dngulos interiores de un
triangulo es igual a 180° La suma de los angulos interiores
de un cuadrildtero es igual a 360°, pues todo cuadrilitero
puede ser dividido en dos tridnguloes (fig. 2).

2°, Supongamos demostrado que la suma de los dngulos
interiores de cualquier k-gono, donde k& < n, es igual a
180° (k—2) vy consideremos un n-gono cualquiera 4,4,...4,.

8

FiG. 2

Demostremos, en primer lugar, que en todo poligono
existe una diagonal’) que lo divide en dos poligonos de
menor numero de lados (para un poligono convexo esta
afirmacién es evidente). Sean 4, B y C tres vértices sucesi-
vos del poligono. Desde ol vértice B tracemos, hasta cortar
el contorno del poligono, todas las semirrectas posibles de
modo que quede cubierte el dngulo interior ABC del poli-
gono. Pueden presentarse dos casos:

1) Todas las semirrectas terminan en un mismo lado
del poligono (fig. 3, @). En este caso la diagonal AC divide
nuestro z-gono en un (n — 1)-gono y en un tridngulo.

2) No todas las semirrectas terminan en un mismo lado
(fig. 3, b). En este caso una de lag semirrectas pasard por un
vértice M del poligonoc y la diagomal BM lo dividird en
dos poligonos de menor nimero de lados.

Volviendo ahora a la demostracién de nuestra proposi-
cién principal, tracemos en el n-gono A,4; ... 4, la
diagonal A;A4, que lo divide en el 4-gono A;4, ... Ay

1 N6t‘e:'§e gue la diagonal de un poligono no con-
vexo puede atravesarlo ¥y puede estar fuera de él (como la diagonal
_BD de la tig, 2, b). = i
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y en el (n —k 4+ 2)-gono A, Apds4y - .. A,. Segin la
hipétesis, las sumas de los angulos interiores del A-gono
y del (n — k -+ 2)-gono son iguales a 180° (¢ —2) ¥
180° l{n —k + 2) —2} == 180° (n -~ k), respectivamente; por
cso, la sumade los dngulos del n-gono 4,4, ... A, serd
igual a

180° (b — 2) + 180° (n — k) = 180° (n — 2),

de donde resulta que nuestra propoesicién es vélida para
todos los &,

Como hemos visto en el ejemplo 7, en todo poligono
existe una diagonal que lo divide en dos poligonos de menor

Fl1G. 8

nimero de lados. A su vez, cada uno de estos poligonos
distinto de un tridngule puede ser dividido en dos poligonos
de menor ndmero de lados, etc. Por consiguientg, tedo
poligono puede ser dividide en tridngulos mediante diago-
nales gue no se cruzan.

Ejemplo 8. ¢En cuéntos tridngulos puede ser dividido
un n-gono {jno necesariamente convexol) mediante diago-
nales que no se cruzan?

soLucion. 1°, En el caso de un tridngulo este nGmero
es igual a uno (ya que en el tridngulo no se pueden trazar
diagonales); en el caso de un cuadrildtero este nidmoero es,
ovidentemente, igual a dos (véase la fig. 2, ¢ y B).

2°. Demos por sabido que todo k-gone, donde %k <In,
puede ser dividido mediante diagonales que no se cruzan
en k — 2 tridngulos (independientemente del mode de
dividir). Consideremos una de las divisiones del n-gono



21

A;A5 ... A, en tridngulos. Sea 4,4, una de las diagonales
de esta divisién; divide el n-gono 414, ... 4, en el k-gono
AAs ... Ayyonel (n —k + 2)-gono AjApApey - .. Ay
Segtin la hip6tesis, el nmero (oftal de tridngulos de la
divisién sera igual a

k—2+[(n—k+2—2l=n—2

y con ello nuestra proposicién queda demostrada para
todos los n.

Problema 4. Héllese el niimero N de diagonales necesa-
rias para dividir un n-gono en tridngulos si estas diagonales
no e cruzan,

SUGERENCIA. Como 1uiara que las N diagonales y los n lados
del n-gono constituyen los lados de n — 2 triingulos (véase el ejeraplo
8), resulta que

2N4+n=3(n—2) y N=n-3.

Ejemplo 9. Indiquese la regla que permite determinar
el nimero P (n) de modos de dividir un n-gono convexo
en tridngulos mediante diagonales que no se cruzan.

soLUCION. 1°, En el caso de un tridngulo este ndmero
es igual, obviamente, a uno: P (3) =1.

2°. Aceptando que conocemos los niimeros P (k) para
todos los &k << n, determinemos el valor de P (n). Considere-

mos para ello el n-gono convexo A4, ... 4, (fig. 4).
Cualquiera que sea el. modo de dividirlo en trifnguloes, el
lado 4,4, serd lado:de uno de los tridngulos y el tercer
vértice de este triéngulo puede coincidir con cada uno de



22

los puntos 4g, 4, ..., 4,.8i ;;ste iv{értice coincide con A4,
el nimero de modos de dividir el z-gono es igual al niimero
de modos de dividir en tridngulosel ( — 1)-gono 4,44, ..
. A, 0 sea, esigual a P (n — 1). Si este vértice coincide
con A4, ol nimero de modos es igual al nimero de modos
de dividir el (r — 2)-gono A, 4,45 ... 4,, o sea, es igual
a Pln—2}=P(n—2)P(8). Si este vértice coincide
con A, el nimero de modos es igual a P (n — 3) P (4) ya
que podemes eombinar cualquier divisién del (r — 3)-gono
A45 ... A, con cada una de las divisiones del cuadrili-
tero A4,4,4,4;, etc. Por consiguiente, obtenemos la rela-
cifn
Pr)=Pr—1)4+Pn—-2)P (3 +
+Pr—3YPH+...+PBPRn—-2)+
+Pn—1). (D
Valiéndonos de esta férmula, encontramos sucesivamente
P4 =P(@3)+4+ P(3) =2,
PRI =P+ PEP(3)+ P4 =5,
PO =POB)+PHPB+PB)P %)+ P (5 =14,
PMNH=PE) PEHPB+PAHOPH+PE PGB+
- P (6) = 42,
PR =PN+PEOPR+PEPAH+P@HPEO +
+ P (3P (6) 4+ P{T) =132, etc.
OBSERVACION. Basfindose en la férmula (7), se puede demaostrar que
2{2n—5)1
(n— D (n—3}
para todo »n [véase, por ejemplo, la solucién del problema 51, b en ol
libro de A.M.fIlrom 1t K, M. firaom, HepneMeHTapHNS 38229 B 2716~

MeRTapHOM nanosenmn, M., Toctexmspmar, 1954 (A. M. Yaglém o
I. M. Yaglom, Exposicién elemental de problemas no clementales)].

P (B}:—.

Problema 5. ¢En cuédntas partes dividen un n-gono
convexo todas sus diagonales si no hay tres que se crucen
en un mismo punto?

SUGERENCIA- La diagonal 4,4, divide (r 4 1)}-gono convexo
AgAs ... ApApyy en el n-gono 4,4, ... A, v en ol tridngulo
AyAp 4.y, Aceplando que conocemos el mimere F (r) de partes en
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que resulta dividido por sus diagonales el n-gono 4,4, ... 4,, cal-
culemos cufintas partes se afiaden al sgregar el vértice A,,,, (este nd-
mero supera en una unidad ol nimero de partes en que resultan divi-
didas las diagonales que salen del vértice A,, por todas las diagona
les restantes). Asf encontramos la relacién

Fn4)=F(m)+n~1)4-1(n—2}+2{(r—-3)— ...
ver L (n—3N2 4 (n—21

que, mediante las*férmulas 12} (5} de la Introduccién (pag, 12—13).
puede ser representada en la forma

Fnt1)=F (W+(r—1)+ L"—_%i’l:ﬁl:

nd n2 4n

Qg gt

Sumando los valores F (n), ¥ (n — 1), ..., F{4) y cmploando las
férmulas (2), (3) y (4) de la Introduccién, obtenemos

Fia) 1) (n—2;£n2— 3n4-12)

§ 2.
DEMOSTRACION
POR INDUCCION

Algunas proposiciones del pardgrafo anterior represen-
tan, de hecho, ejemplos de aplicacién del método de induc-
cién matemadtica a la demostracion de teoremas geométricos.
Asi, la proposicion del-ejemplo 7 puede ser enunciads en la
forma siguiente: demostrar que la suma de los dngulos de
un n-gono os igual a 180° (n — 2). En el ejemplo 8 hemos
demostrado que un r-gono resulta dividido sn n — 2 trién-
gulos por sus diagonales que no se cruzan. En este pardgrafo
continuaremos el estudio de ejemplos de este género.

Ejemplo 10. Demuéstrese que es posible dividir » cuadra-
dos dades en trozos que permitan formar un cuadrado nuevo.

soLucroN. 1° Si n = 1, nuestra proposicién no requiere
demostracién. Demostromos que es vélida para n == 2.
Sean z e ¥ los lados-de los cuadrados dados ABCD y abed,
respectivamente; sea /z >vy. Tomemos en los lados del

“o
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cuadrado ABCD de dimensién z (fig. 5, a) los segmentos
AM = BN = CP =DQ = --'i'-- cortandolo después segiin

las rectas MP y NQ que, como es facil ver, se cortan en el
centro O del cuadrado formando 4ngulo recto y 1o dividen
en cuatro trozos iguales. Agreguemos estos trozos al segundo

A M B8
1/2
02
H
¢, x
H
P il
2/1
D p c
a b
d c
¥ a)

FlG. §

cuadrado como se indica enla fig. 5, . La figura obtenida
tamhién serd un cuadrado ya que Ios dngulos en los puntos
M', N', P' y Q' serdan llanos, los 4ngulos A', B', ¢’ y D’
serdn roctos y A'B' = B'C' = C'D’' = D'A’.

2°. Aceptando que nuestra proposicién ha sido demostrada
ya para el caso de n cuadrados, consideremos los n <+ 1
cuadrados £y, Cy, -+ -y, Cny Craye

Tomemos dos cualesquiera de estos cuadrados, digamos,
Ca ¥ Ch4y- Segin hemos demostrado en 1°, es posﬂ)le, coT-
tando uno de estos cuadrados y agregando Tos trozos obteni-
dos al segundo, formar un cuadrado nuevo C’. Ahora bhien,
segun nuestra hipétesis, los cuadrados Cy, Cy, . . ., Cp_y, C’
se pueden descomponer en trozos que permitan formar un
cuadrado nuevo que es lo que queriamos demostrar.

Ejemplo 11. En el tridngulo ABC se han trazado por el

vértice € n -~ 1 rectas CM;, CM,, ..., CM,_, qué lo
d1v1den en n tridngulos menores ACMI, MCMQ, i i
<oy My, CB. Seanry, 1y, . .., r, los radios de las circun-

ferencias inscritas en estos trifngulos; sean py, Pgy .. -y Op
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los radios de las circunferencias exinscritas en estos trién-
gulos (todas ellas resultan inscritas en el dngulo C del
tridngulo correspondiente; véase la fig. 6, a); sean, final-

mente, r y p los radios de las cireunferencias inscrita y exin-
gerita en el propio tridngulo ABC. Demuésirese que

r Ta n r

. — »

o P2 TP P

SOLUCION, Sea S el"rarea del tridngulo ABC y sea p su
semiperimetro; como s¢.sabe, $ == pr. Por otra parte, si O es
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el centro de la circunferencia exinscrita en este tridngulo
(fig. 6, b), se tiene

' 1
S = Saoac+Saoce—Snoas= %— bp+ -;— ap——cp=

=7 b+a—c)p=(p—0)e;
Y, por consiguiente,

pr=(p—c)p y ="

Adem4s, seglin las férmulas de la Trigonometria, tene-
mos

A __] / {(p—b)(p—¢) i_]/ (p—a} (p~~c)
g r—a Y g3 - P (p—0)
de donde resulta

A B _ ./ (p=b){p—=c) (p=—a)(p—c) __
thth_l/ 7 (p—a) A

p—t

)
oegE ©
Después de estas observaciones previas, pasemos a la
demostracién del teorema.
1°. Si n = 1, nuestra proposicién no requiere deraostra-
¢ién. Demostremos su validez para n = 2. En este caso la
recta CM divide 8l tridngulo ABC en dos tridngulos meno-
res ACM y CMB, De la féormula (8) resulta

A CMA CMB B
A CMA 180°— LCMA B A B r
=1t 5" tg 5 tg 5 th—— tg-z—t.g—z—-—-?.

2°, Supongamos que nuestra proposicién ha sido demos-
trada ya para el caso de » — 1 rectas y tomemos n rectas
CM,, CM,, ..., CM, que dividen el tridngulo ABC en
n 4+ 1 tridngulos menores ACM,, MCM,, ..., M,CB.
Consideremos dos cualesquiera de ellos, digamos ACM,,
y CM,M,. Como hemos visto en 1°,
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donde r;, ¥ p;» S0n, respectivamente, los radios de las cir-
cunferencias inscrita y exinserita en el tridngulo ACM,.
Pero en virtud de nuestra hipétesis, para loz n tridngulos
ACM,, M,CM,, .- M,CB se cumple la igualdad

ria  Ts 'n._ Fne

r
Piz P3 " Pn Pnua P
¥, por consiguiente,

Lif AP o ™, Tn+i

N 92 T Pn Pasu

Problema 6, Supongamos que las rectas CM y CM’
dividen de dos modos el tridngulo ABC en dos tridngulos
ACM, CMB y ACM’, CM'B; sean ry, ry ¥ 1y, ry los radios
respectivos de las circunferencias inscritas en estos trién-
gulos. Demuéstrese que si ry = r;, también r, =r; ¥ que
una propiedad aniloga se cumple también para los radios
de las cirecunferencias exinseritas,

SUGERENCIA. Demuéstrese primero que (conservando las deno-
taciones del ejemplo 11)
ro__ 2r £ 2p
FATg § et o

Elk 35 la altura trazada por el vértice C), de donde se deducen las igual-
ades

(1-50) (1= ) == (1= 36) (1- 22)

y
(14200 (120 =1+ 2o (1 25) (1.4.25).

Problema 7. Demuégtrese que (conservando las denota-
ciones del ejemplo 11)

r1+91 rz-i-Pz r -HI __Tr+p
+ + + L = T R 1

donde A,, H,, ..., B, v R son los radios respectivos de
las GlI'CllIlfBI‘BIlCl&S circunscritas a los tridngulos ACM,,
MICJME, - M CB yl ABC

Hy
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SUGERENCIA. Como se sabe § = pr={p—o) p=ibi ¥. por

{ 4R
eso, aplicando el teorema del cosend, obtenemos

S+ s
r4p _ P p—c _ (@b [E—(@a—b)]2
SR 2he 2abe -
28
2o a? 24 c2— b2
=53+.: a +ﬂ+c b == 08 CAB- cos CBA,

2b 2ac

Problema 8. Sean C,, C,, . . ., C, n circunferencias que
pasan por el punto O y sean A4,, 4,, ..., A, los otros
puntos de interseccion de las circunferencias €, y C,, C,

y Cs, ..., Cp ¥y Cy, respectivamente (fig. 7, a). Sea B,
un punte cualquiera de la circunferencia C, distinto de O
y de A,. Tracemos la secante B4, que corta la circunferen-
cia Cy en el punto B,, después la secante B,4, que corta
la circunferencia C; en el punto B,, ete. (si, digamos, el
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punto B, coincide con 4., en lugar de la secante trazaremos
por ¢l punto 4, la tangente a la circunferencia C,). Demués-
trese que el punto B,4, que se obtiene finalmente en la
circunferencia C; coincide con B,.

SUGERENCIA. Demuéstrese primero el lema siguients; sean 4
¥ (, 10s centros de dos circunferencias C; ¥ C, que se cortan en el
punte O ¥ sea BB, la secante que pasa por el otro punto 4, de inter-
seccidén de estas circunferencias {véase la fig. 7, b); entonces, desde el
punto O los segmentos BB, ¥ 10, se ven bajo un misme éngulo.
Demuéstrese después el teorema propuesto para el caso de tres circun-
ferencias. Por filtimo, aceptando su validez para el caso de n — 1 cir-
cunferencias, considérense n circunfersncias €, C,, . .., Cp, tricese
la secante que pasa por sl punte B, ¥ por ol punto de interseccién
de las circunferencias Cpy ¥ Cy ¥ apﬁiquase 1a hipétesis inductiva a
las n — 1 circunferencias €, €y, ..., Cpy.

Ejemplo 12. Demuéstrese que todo poligono convexo
distinto de un paralelogramo puede ser colocado en un

FiG. 8

tridngulo cuyos lados contienen tres lados del poligono
inicial (fig. 8).

sorLucioN, Demostremos previamente que fodo poligono
convexo M puede ser colocado en un tridngulo o en un parale-
logramo (que, posiblemente, coincide con M) cuyos lados
comprenden ires o cuatro, respectivamente, lados del poligo-
no M.

1°. Para n = 3 nuestra afirmacién no requiere demostra-
ci6n; para n = 4 es también evidente ya que si M es dis-
tinto de un paralelogramo (o sea, no puede ser colocado en
un paralelogramo que coincida con M), entonces tiene dos
lados no contiguos y no: paralelos; prolongando estos lades

b
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hasta que se corten en el punto ¢ y omitiendo ol lade de M
mas préximo a ¢ y que no pasa por (), obtenemos un tridn-
gulo que satisface muestras condiciones (fig. 9, a).

2°. Supongamos que la afirmacién del teorema ha sido
demostrada ya para todos los poligonos convexos que tienen
menos de n lados y consideremos un poligono convexo M
de n lados {(donde n = 5). Puesto que sélo un lade del
n-gono convexo M puede ser paralele a un lade fijo AR
del mismo y puesto gue el numero total de lados del poli-
gono no contiguos a AB es n — 3 = 2, resulta que M tiene

a)
FIG. 9

un lado KL no contiguo a AB y no paralelo a AB; prolon-
gando AB y KL, hasta gque se corten en el punto Q y omi-
tiendo después la guebrada (més préxima a @) comprendida
en el dpgulo construido de esta forma y compuesta por
lados de M, obtenemos un poligono M, que contiene M,
que tiene n, <Zn lados y tal que todos los lados del mismo
comprenden lados de M (fig. 9, b). Segiin la hipétesis indue-
tiva, M, se puede colocar en un fridngulo o paralelogramo
que satisface las condiciones del problema, que contiene M
y tal que todos los lados del mismo contienen lados de M.

De este modo, podemos dar por demostrada la afirma-
¢ién que més arriba aparece en letra redonda; resta mostrar
que si M no es un paralelogramo y puede ser colocado ¢én un
paralelogramo P cuyos lados contienen lados de M, enton-
ces también se puede colocar M en un tridngulo cuyos lados
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contienen lados de M. He aqui la demostracién. Puesto
que M no:es un paralelogramo, existe un vértice 4 del
paralelogramo P = ABCD que no es vértice de M; sea G
el vértice de M (més proximo a A) que pertenece al lado AB
del paralelogramo P y sea GH el lado de M que arranca
de G y que no pertenece al lado 4 B del paralelogramo (fig. 10)
Puesto que el poligono M es convexo, es evidente que per-
tenece integramente a aquel semiplano determinado por la
recta GH en el que se encuentran los vértices B, C y D

P1G. 10

del paralelogramo P. Pero de aqui resulta que M pertenece
al tridngulo 7 formado por los lados BC, CD y GH y con
esto queda demostrada la proposicién necesaria.

Problema 9. Demostrar que todo poligono convexo M
distinto de un paralelogramo se puede cubrir con tres poli-
gonos m,, m, y mg menores que M, semejantes de M y situa-
dos paralelamente') a M.

SUGERENCIA. Sea M =2 44,4, . .. A, un poligono convexo dis-
tinto de un paralelogramo y sea T = ABC wun tri ngulo que lo con-
tiene, con la particularidad de que sus lados A8, BC y €A contienen,
respectivamente, los lados 4,4,, 4344 ¥ 4144, del poligono (véase
el ejemplo 12). Tomemos dentro de A un punto art:itrarie 0 y undmos-
lo mediante segmentos con unos puntos /, V y W de los lados 4,4,
ApAy,; ¥ AjA1, del poligono M. Los segmentos OU, OV y OW divi-
den )J en fres partes M,, M, y M;. Entonces se pueden escoger unos
coeficientes k;, %, y k3 (jmenores que 1!) taled que los poligonos m,,
my ¥y my (que 80 obtienen de M por homotecias de centros 4, B y €
y de razones k;, &, y kg, respectivamente) cubren las partes M,, M,
¥ Mg del polfgono M. P

£ .

_ 1} En omis palabras, homotéticos de M (con la ra-
zén de homoteécia k < 1), ’



32

Como es evidente que un paraléelogramo P no se puede
cubrir con menos de cuatro paralelogramos menores que P,
semejantes de P y situados paralelamente a ‘P (porque
cualquiera de estos paralelogramos menores que P puede
cubrir sélo un vértice de P), de la afirmacidén del problema 9
resulta el teorema siguiente demostrado en 1955 (em una
forma algo distinta) por F. Levi'), destacado matemético
alemén, ¥ més tarde demostrado de nuevo varias veces
por otros matematicos

El nidmero minimo de poligonos convexos menores que el
poligono dado M, semejantes de M y situados paralelamente
a M que permifen cubrir integramente M es igual a 3, si M
no es un paralelogramo, y es igual a 4, si M es un paralelo-
gramo.

F. Levi y otros matematicos, que se interesaron por este
teorema, intentaron extenderlo al caso del espacio, o sea,
demostrar la siguiente proposicién que parece bastante
verosimil:

El nimero minimo de «copias disminuidasy de un poliedro
convexo M (o sea, de poliedros p;, pg, . . . menores que M,
semejantes de M y situados paralelamente a M) que permi-
ten cubrir integramente M, oscila segin la forma de M enire 4
(es igual a 4, por ejemplo, para el tetraedro) y 8 (es igual
a 8, por ejemplo, para el cubo); este nimero es igual a.8 sélo
si M es un paralelepipedo y es menor que 8 en los demds casos.

Este teorema no parece ser muy complejo; empero,
nadie ha logrado demostrarlo por ahora aunque muchos
gebmetras destacados de distintos pafses lo han intentado?.

Existe una multitud de diversos teoremas geométricos
que se pueden demostrar por el método de induccién mate-
matica. No obstante, nos limitamos aqui a un grupo de
problemas exclusivamente; el interés de éstos reside en que,

1} F. Levi y otros matematicos demostrarom el
teorema congiderado para figuras cenvezas arbitrarias (véase acerca de
éstas el libro 1. M. fArnom m B. I'. Boarasckail ¢BRnyKiase purypms,
I'ocrexasgar. 1954: 1. M. Yaglom y V. G. Boltianski «Figuras conve-
xase y no para poligones convexos; pero, de la validez del tecrema
para poligonos convexos se deduce ya que se cumple también para
todas las figuras . convexas.

2) En relacién con este abanico de problemas véase,
por ejemplo, el libro B. I'. Bosmanesuté u H. I, Iozbeps, 3amaun
H Te0peMH XOMOEHATOPHOI! rooMOTPHEI, Haﬁa. 1965. (V. G. Boltianski
8 J, Ts. Gojberg, Problemas y teoremas de la geometria combinatoria).
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igual que el problema 9 considerado més arriba, conducen
a un problema, de enunciado muy sencillo pero no resuelto
hasta el presente por nadie, que matematicos de diferentes
paises vienen atacando hace ya mds de cien afios, el asi
llamado problema de los cuatro colpres. Pero previamente
“deberemos estudiar algunas propiedades (geométricas) de
los mapas geograficos. :

PROBLEMAS
DE LOS MAPAS
GEOGRAFICOS

Consideremos en el plano una red formada por lineas
que unen algunos de los puntos A, A,, ..., 4p ¥ que
no tienen otros puntos comunes; aceptaremos, ademas, que
esta red «consta de un {rozo unmico», o sea, que, arrancando
de cualquiera de los puntos A4,, A4,, - .., 4p, podemos

F1G. i1

Hegar a cualquier otro desplazdndonos solamente segin las
lineas que componen la red (se dice que la red es conexa).
Toda red de este tipo seri llamada mepa; los puntos dados
son sus vértices; 16s trozos de curvas que unen dos vértices
sucesivos son las fronieras del mapa y las porciones en que
las fronteras dividen el pléno (incluida la regibén infinita
exterior) son los paisesiel mapa. Por ejernplo, en la fig. 11,

-1
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los puntos Ay, Ay, Ay, A4 Ay Ag, Ay ¥ Ag son los vértices
del mapa, las curvas A,4,, 4;4,, Ay de Agdq, AyAy, A4,
AgAq, Agds, AsAyy A4 son fronteras y las regiones 0y, Gy,
o, asi como la regiéon infinita exterior ¢ son sus paises.

Ejemplo 13. (Teorema de Euler.) Dado un mapa cual-
quiera consideremos el nimero s de sus paises, el niimero I
de sus fronteras y el nimero p de sus vértices. Entonces

s+p=1+42

DEMOSTRACION. Apliquemos la induccién segin el niime-
vro I de fronteras del mapa.
1°. Sea ! = 0; entonces s =1 y p =1 de modo que

s+p=1+2

2°. Supongamos que el teorema es valido para cualquier
mapa de n fronteras y consideremos un mapa de l = n - 1
fronteras, s paises y p vértices. Se pueden presentar dos
Ca808.

a) Para todo par de vértices del mapa existe un camino
inico, formado por fronteras, que los une (debido a que el
mapa es conexo, siempre existe un camino, por lo menos,
de este tipo). En tal caso el mapa no contiene ningln con-
torno cerrado y, por consiguient®, es de la forma represen-
tada en la fig. 12 de modo que s = 1. Demostremos que
en este mapa oxiste como minimo un vértice que pertenece
a una frontera nada més (como el vértice A, de la fig. 12);
diremos que este vértice es ferminal. En efecto, tomemos
un vértice cualquiera del mapa. Si no es terminal, es el
extremo de dos fronteras como minimo. Avancemos segin
una de ellas hasta llegar a su segundo vértice. Si este vértice
tampoco es terminal, es a la vez extremo de otra frontera.
Avancemos segin ésta hasta llegar a su segundo vértice, etc.
Puesto que, por hipétesis, el mapa no contiene contornos
cerrados, no volveremos a ninguno de los vértices ya consi-
derados y como quiera que el nimero de vértices del mapa
es finito, deberemos llegar, al fin y al cabo, & un vértice
terminal. Excluyendo este vértice y la Gnica frontera que
le corresponde, chtendremos un mapa nuevo en el que

V=1l—1=n =8=1y p'=p—1
Yy que, por supuesto, continuaré siendo conexo. Segin la
hipétesis inductiva,
sl' + pr - lr + 2’
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de donde resulta que
s+p=1+2.

b) Existen dos vértices con dos caminos como minimo
que los unen (fig. 11). En este caso el mapa contiene un

FiG. 12

contorno cerrado que pasa por estos vértices, Eliminando
una de las fronteras de este contorno (y conservando sus
vértices), obtendremos un mapa en el que

’

VP=l—1=mn pl=p yv =351,
Segin la hipétesis inductiva,
s ~4+p =1l+4+2,
de donde resulta que también
S p o= 2,

Ejemploe 14. Demuéstrese que si en todo vértice del
mapa convergen tres fronteras como minimo (o sea, si el
mapa no contiene puntog tomo A,, Ag, Ayy A ni fronteras
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como A4, de la fig. 11), existe un pais con cince fronteras
todo lo mas.

SOLUCION. Puesto que en cada uno de los p vértices del
mapa convergen tres fronteras como minimo, el nimero 3p
no sohrepasa el nimero duplicado 2I de fronteras (doblamos
¢l ndimerc de fronteras debido a que cada una ‘de ellas une
dos vértices), de donde tenemos

Pég L, : (9)

Supongamos ahora que cada uno de los s paises del mapa
tiene seis fronteras como minimo; entonces, el numero Os

FIG. 13

no Sohrepasa el nimero duplicado 2! de fronteras (doblamos
el nimero de fronteras debido a que cada una de ollas separa
dos paises), de donde tenemos '

s< 5L (10)
De las desigualdades (3) y (10) resulta
s+p;<ﬁ_%— 4 —??,:I

en contradiccién con el teorema de Fuler. Por consiguiente,
ey falsa nuestra hipdtesis de que todo pais tiene seis fron-
teras como minimo,

Problema 10. En el plano se han tomado cinco puntos.
Demuéstrese que no se pueden unir dos a dos por medio de
lineas que no se crucen (fig. 13).
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SUGERENCIA. Supongamos que podemaos unir todos estos puntos
cumplicndo las condiciones del problema: obtendremos un mapa que

tiene 5 vértices, 5—2‘-i = 10 fronteras y, por consiguiente, 7 paises (por

o] teorema de Euler). Pero tal mapa es imposible como se deduce de
razonamientos anélogos a los que hemosg empleade para obtener la
desigualdad (10).

El lector puede encontrar otros ejemplos de aplicacién
del teorema de Euler sobre los mapas en el libro E. B, Jun-
xurw u B. A. Yenencsud, Martematnueckue Gecempt, M.— JI.,
Tocrexusaar, 1952 (E. B. Dynkin y V. A. Uspenski, Confe-
rencias matemadticas).

Problema 11. (T'eorema de Euler sobre los poliedros.)
Demuiéstrese que si p es ol nimero de vértices, ! el nimero
de aristas y s el niimero de caras de un poliedro convexo,
se tiene

s+p=1+2

SUGERENCIA. Coloquemos el poliedro en el interior de una esfera
de radio suficientemente grande y proyectemos desde su centro (pode-
mos aceptar que el centro se halla dentro del poliedro) sobre la super-
ficie esférica todos los puntos del poliedro. En la superficie esférica
obtendremos un mapa. Proyectémoslo desde un punto cualquiera de
la misma, no perteneciente a ninguna frontera, sobre el plano tangente
a Ia superficie esférica en el punto diametralmente opuesto (proyeccidén
estereogrdfica), Apliquemus el teorema de Euler al mapa plano resul-
tante.

Problema 12. Demuéstrese que en todo poliedro existe
una cara de tres, cuatro o cinco aristas,

SUGERENCIA- Véase el ejemplo 14.

Problema 13. Demuéstrese que no existen poliedros de
siete aristas,

SUGERENCTIA. Apliquese el teorema de Ewuler.

El lector puede encontrar otros ejemplos de aplicacién
del teorema de FEuler sobre los poliedros. por ejemplo, en
el libro de J. O. Wranpcrudt, H. H. Yenyos u . M. Heaon,
Vs6panatie 3afadm B TeOPEMH JJeMEHTAPHOM MATeMATHKH,
g, I1I, M., Tocrexmapar, 1954 (D. O. Shkliarski, N. N. Chen-
tzov o I. M. Yaglom, Problemas y teoremas escogidos de
matemética elemental, parte I1II).
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PROBLEMAS
DE LA COLORACION
DE MAPAS

Consideremos un mapa en ¢l plano. Diremos que esta
bien coloreado si para cada pais ss emplea tn tinte deter-
minado con la particularidad de que cualesquiera dos paises
fronterizos estan pintados de color distinto. Como ejemplo
de coloracién buena puede servir cualquier mapa geogra-
fico. Cualquier mapa puede ser bien coloreado si se emplea
una pintura distinta para cada pais, pero este procedimiento

FIG. 14

no es econémico. Es natural preguntarse: <cudl es el ntme-
ro minimo de tintes necesarios para la coloracién buena
de un mapa? Esté claro, por ejemplo, que para la coloraci6n
buena del mapa de la fig. 14, a bastan dos tintes; el mapa
de la fig. 14, & ya requiers para ello tres colores, mientras
que el mapa representado en la fig. 14, ¢ puede ser bien
coloreado sblo si se emplean cuatro pinturas. Hasta hoy
dia no se conoce ringi@n mapa que no pueda ser bien colo-
reado con cuatro tintes. A. F. Mdbius, conocido matemético
alemaén, fue, por lo visto, ¢l primero en sefialar este hecho
hace mas de cien afios. Desde entonces, muchos cientificos
han intentado resolver este problema de los cuatro colores
(o sea, demostrar que cuatro pinturas bastan para la colora-
¢ion buena de cualguier mapa o, al contrario, dar un ejem-
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plo de un mapa que no puede ser bien coloreado con cuatro
pinturas) pero sin éxito alguno. Se ha podido demostrar
solamente que eirco tintas son suficientes para colorear bien
cualquier mapa (véase el ejemplo 18). Es ficil encontrar
las ¢ondiciones que debe cumplir un mapa para que alcincen
dos (ejemplo 16) o tres (ejemplo 17) colores. Daremos, ademas,
una condici6én necegsaria y suficiente para que un mapa
pueda ser bien coloreado con cuatro tintas (ejemplo 19);
por supuesto, se desconoce 8i esta condicién se cumple para
cualquier mapa asi como si existen mapas en los que esta
condiciéon no se cumple.

Es curioso que para ciertas superficies, de estructura més
compleja que la del plano, el problema de la coloracibn

FIG. 14

de mapas admite solucién plena. Por ejemplo, se ha demos-
trado que para la coloracién buen: de cualquier mapa en
la superficie del «anillo salvavidas», llamado toro (fig. 15),
bastan siete colores y que existen mapas para los cuales
no alcanzan seis colores').

1) Hace poco relativamente el li;gémm,ra alemin
G. Ringel (véase G. Ringel, Firbungsprobleme auf Fléchen und Grap-
hen, RBerlin. Deutscher Verlag der \Wissenschaiten, 1959) ha obtenido

F1G. th

unos resultados préximos a la solucién definitiva del problema de la
coloracién de mapas formados en cualquier superficie distinta del
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En lo sucesive aceptaremos que los mapas no contienen
fronteras a ambos lados de las cuales figura un mismo pais
(como la frontera A ,4; de la fig. 11) ya que de lo contrario

carece de sentido el planteamiento mismo de la coloracion
buena. Aceptaremos también que los mapas no contienen
vértices en-los gque convergen dos fronteras nada més {(como
el vértice A, de la fig. 11) pues estos vértices huelgan.
En otrags palabras, sble consideraremos mapas en cuyos
vértices convergen tres fronteras como minimo y que, por
consiguiente, satisfacen la condicion del ejemplo 14 cuyo
resultadoe serd empleado més de una vez. Por Gltimo, con-
viene aceptar que el mapa contiene s6lo una regién infinita,
o sea, que en el mapa no existen fronteras que «se pierden

plano (o de 1a esfera). Segian los resultados de Ringel, el niimero mini-
mo de pinturas necesarias para la coloracién buena de cualquier mapa
on una superficie semejante a una «esfera con p agujeros que la atra-
viesans, es, por lo visto, igual a

[V ]

donde los corchetes representan la parte entera del nimere (o, en todo
caso, 36lo pueds diferir insignificantemente de la magnitud

7 1-}-48
[-+—I/§;{-—~L] ast, para el toro (que tiene un agujero que lo
7 49 14
atraviesa; fig. 15) este niimero es ipual a [__'*'_12/__ =[—2— =1
y para ol <bollo» de dos agujeros (fig. 16) este nlmero es:

[ SR T T )L
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en el infinito»; se puede demostrar que la renuncia a esta
altima condieién no afecta los resultados posteriores.

Diremos que un mapa es normal si en cada uno de sus
vértices convergen tres fronteras exactameénte. Sea S un
mapa cualquiera (fig. 17, ). Formando- eirculos pequeiios
alrededor de los vértices en los que convergen més de tres
fronteras y agregando cada circulo a uno de los paises que
rodean el vértice correspondiente, obtendremos un mapa
normal S’ del mismo niimero de paises (fig. 14, b); ademas,
toda coloracién buena del mapa S’ permite obtener facil-
mente una coloracién buena del mapa S empleando la
misma cantidad de pinturas y viceversa. Por eso, con fre-
cuencia limitaremos al estudio del problemu de la coloracién
buena al caso de mapas normales.

Veamos ahora qué estructura tienen los mapas normales
elementales!). Sean p el nimero de vértices, I el numero
de fronteras y s el nimero de paises de un mapa normal;
entonces, 21 — 3p (véase la pig. 35), de donde resulta que

P =%1. Ademd4s, debido al teorema de Euler, se tiene
s+ p=1+2, de modo que

s=(—p)+2=%+2

y, por consiguiente, s == 2. Pero si s = 2, tenemos I =0
y es evidente que tal mapa no existe. Si s = 3, tenemos
I1=3y p = 2; este mapa normal elemental puede verse
en la fig. 18, a. Si s = 4, tenemos I == 6 y p = 4. Demostre-
mos que en este caso el mapa es de la forma representada en
la fig. 19, o ¢. En efecto, sea &, el namero de biingulos
del mapa, sea ks el namero de sus tridngulos y sea k, el
ndmero de cuadriliteros (puesto que p = 4, no puede haber
paises que tengan mas de cuatro vértices). Entonces

Fog + log + kg =5=4

%, -+ 3k, + 4k, = 21 = 12

_ 1y Aqui v en lo que sigue no haremos diferencia

entre mapas de sidéntica estructuras (como los representados en las
figs. 14, ¢ v 27, a} cuyos paises y fronteras pueden ser numerados de
modo que on amhos mapas los paises del mismo niimero estén separades
por fronteras cuyos niimergs también son ipuaies.
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(recuérdese lo dicho en la pég. 35); de la dltima igualdad
se deduce que k; es par. Puesto que la suma k, + kg + &,
es igual a 4, tiene, salvo ¢l orden de los sumandos, la forma :
24240,2414+1,3+4+1-4-0064%-40-+ 0. Conside-
remos cada caso por separado,

Supongamos que dos de los valores de % son igrales a 2
y el tercero es igual a eero. Si kg = 2, kg =2 v £y = 0,

N

a) &) c).
F1G. 18

tenemos 2k, -+ 3kg ++ 4ky = 10 <<12. Si kg =2, k3 =0
y k, = 2, tenemos 2k, - 3k; 4+ 4k, — 2I = 12; a este caso
corresponde el mapa de la fig. 18, 5. Si ky, =0, k3 =2
y ky = 2, tenemos 2k, + 2kg - 4k, = 14 > 12.

Supongamos que uno de los valores de & es igual a 2 mien-
tras que los otros dos son iguales a uno. En este caso sélo
para ky, = 1, ks = 2 y k, = 1 tendremos que 2k, + 3k, +
+ 4k, = 12; tal mapa existe pero no es mormal (fig. 19).

Si uno de los valores de % es 3 'y otro es uno, debe ser
ky =0 ya que kg es par; en este caso 2k, + 4k, 7= 12.

Supongamos, por iltimo, que uno de los valores de % es
igual a 4 mientras que los dem4s son iguales a cero. En este
caso sblo para k, =k, =0 y k3 = 4 la suma 2k, - 3k, -
-+ 4k, serd igual a 21 = 12; el mapa correspondiente tiene
la forma representada en la fig. 19, c.

A veces, a parte de los paises, colorearemos también las
fronteras del mapa indicando estos colores mediante las
cifras 1, 2, 3, ... Si al proceder de este modo ocurre que
todas las fronteras convergentes en un mismo vértice llevan
numeros distintos, diremos que dicha numeracién de las
fronteras del mapa os buena (véase, por ejemplo, la fig. 20).
Nétese que también estd ligado al problema sobre la colora-
cién buena de los pafses de un mapa el problema sobre la
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numeracién de los vértices del mapa en la que los vértices
«vecinos» (o sea, los vértices unidos por una frontera) obtienen
ntmeros distintos; véase a este respecto, por ejemplo, el
libro de E. B. Dynkin y V. A. Uspenski indicado en la
pég. 37 en el que el lector podrd encontrar también otras

NG, 18

demostraciones de muchos teoremas que se dan a continua-
ciom.

Ejemplo 15. En el plano se tienen n circunferencias.
Demuéstrese que dos colorss bastan para colorear el mapa
que forman cualquiera que sea la posicién de las mismas.

soLucioN. 1°. 8i n = 1, la proposicién se hace evidente.

2°. Supongamos que nuestra proposicién es vélida para
cualquier mapa formado por » circunferencias y consideremos
el caso de n 4+ 1 circunferencias. Eliminando una de ellas,
obtendremos una mapa que, en virtud de la hipdtesis hecha,
admite la coloracién buena con dos tintas, blanca y negra,
por ejemplo (fig, 21, a). Restituyendo dicha circunferencia
y cambiando los colores (el negro por el blanco y viceversa)
a un lado de la misma (por ejemplo, en su interior), obten-
dremos, como se comprueba ficilmente, un mapa bien colo-
reado con dos pinturas (fig. 21, b).

Problema 14. En el plano se tienen n circunferencias
con una cuerda en cada una. Demuésirese que bastan tres
pinturas para coloréar bien el mapa que forman (fig. 22).

. SUGERENCIA. - Considéremos un mapa formado por n_circunferen-
cias con sus cuerdas bien coloreado con tres pinturas «, f§ y .
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Tracemos ta circunferencia {n -+ f)-ésima, consideremos los paises
que aparecen en su interior y cambiemos sus colores segin el esquema
& -*'g, f = v, v = o a un lado de Ia cuerda correspondiente y segiin
el esquema & ~ v, f -~ a,y— P al otro lado de la cuerda.

Ejemplo 16. (Teorema de los dos colores.) Para que dos
colores basten para la coloracién buena de un mapa es

FlG, 21

necesario y suficiente que en todo vértice converja un nime-

ro par defronteras. .
soLucioN. La necesidad de esta condicibén es evidente ya
que dos pinturas no alcanzan para colorear bien ni siquiera

4

FIG. 22

los paises que rodean eualquier vértice en el que converge
un numero impar de fronteras (fig. 23). _

Para demostrar la suficienciz apliquemos la induccién
segiin el numero de fronteras. -
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1°. Si el mapa tiene dos fronteras, la proposicién se
hace evidente (fig. 24).

2°. Supongamos que ¢l teorema es valido para todo mapa
tal que en cada uno de sus vértices converge un ndimero
par de fronteras sin que el nimero total de las fronteras
pase de n. Consideremos un mapa § que verifica esta misma
condieién pero tiene n -+ 1 fronteras. Arrancando de unm
vértice cualquiera A del mapa S, avancemos en direccién
arbitraria segin las fronteras. Puesto que el namero de

FIG. 23 FIG, 24

vértices es finito, volveremos, al fin y al cabo, a uno de los
vértices ya considerados (el mapa no contiene vértices
terminales por cuanto no existen fronteras que no separan
paises) de modo quo habra un contorno cerrado que no se
eruza formado por fronteras del mapa. Eliminéadolo,
obtendremos un mapa S’ de menor niimero de fronteras que
también tendrd un nimero par de fronteras en cada uno
de sus vértices (ya que en todo vértice del mapa .S hemos
eliminado un nimero par —igual a 0 0 a 2~ de fronteras).
En virtud de 1la hipétesis inductiva, dos pinturas alcanzan
para la coloracién buena del mapa S’.

Restituyendo el contorno eliminado y cambiando todos
los colores a un lado del mismo (por ejemplo, en su interior),
ohtendremos una coloracién buena del mapa S,

Eiemplo 17, (Teorema de los tres colores). Para que tres
colores aleancen la coloracion buena de un mapa normal
es necesario. y suficiente que cada uno de sus paises tenga un
nimero par de fronteras.

DEMOSTRACION. La necesidad de esta condicidn es evidente
va que, habiendo un. pais ¢ de'un nimero impar de fronteras,
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tres pinturas no alcanzardn ni siguiera para colorear bien ¢
y los paises fronterizos (fig. 25).

Para demostrar la suficiencia apliquemos la induccidén
segiin el numero n de paises. )

1°, Para un mapa normal de tres paises (véase la fig. 18, 4)
nuestra proposicién se hace evidente. Es obvic que también
alcanzan tres pinturas en el caso de un mapa normal de
cuatro paises como el representado en la fig. 18, b (bastard
dar el mismo color al pais «interior» y a la regién exterior).

FIG. 25 FIG. 28

Por (ltimo, un mapa normal como el de la fig. 18, ¢ no
cumple la condicién de que sea par el ntmero de fronteras
de cada pais, Es decir, tres pinturas bastan para colorear
bien cualquier mapa normal de 3 6 4 paises, cada uno con
un numero par de fronteras.

2°. Supongamos que el teorema es vélido para cualquier
mapa normal formado por r — 1 o = paises, cada uno eon un
nimero par de fronteras. Consideremos un mapa normal §
formado por n - 1 paises que verifican esta misma condi-
¢ién. Como se deduce del ejemplo 14, en el mapa S habri
un pais o con cinco fronteras todo lo mas. En nuestro caso ¢
puede tener dos o cuatre fronteras. Analicemos estas posi-
bilidades.

A, o tiene dos fronteras. Sean A v B los vértices de este
pais y sean o, y 0, los paises fronterizos (fig. 26). Elimi-
nando la frontera entre los paises ¢ y ¢,, obtendremos un
mapa S’ que continuari siendo normal ya que los puntos
A y B dejarén de ser vértices (pues hemos convenido en eli-
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minar los vértices que huelgan) mientras que en los demas
vértices subsistird el n(mero de fronteras convergentes
a ellos. Cada uno de los paises del mapa S’ también tendrd
un nimero par de fronteras ya que este nimero disiminuira
en 2 para los paises ¢, y 0, y subsistird para todos los paises
- restantes. Pero el mapa S* comprende n paises de modo que,
en virtud de la hipétesis inductiva, tres pinturas o, § v v
bastarin para colorearlo bien. Supongamos que los paises
0; = 6y -~ @ y 0, = 03 llevan los colores o y B, respecti-
vamente. Restituyendo el pais o y déndole el eolor y, ob-
tendremos una coloracién buena del mapa §.

B. o tiene cuairo fronteras. Puede ocurrir que entre los
paises opuestamente adyacentes a ¢ hay dos fronterizos

M / \\\
e My ” N___
7. 3 B -8
] G ]
a‘ - | . 3
H iz I SR— ¢
e 3 e
\\ 7] ,J
‘; _______ J’
a) b)

FIG, 27

0, incluso, coincidentes (fig. 27, a 6 18, b); pero en este
caso los otros dos paises adyacentes a ¢ no pueden tener
frontera comin ni coincidir. Sean o, y o, estos paises
(fig. 27, b). Agreguemos los paises ¢, y g, al pais o, elimi-
nando las fronteras A8 y €D. Es obvio que el mapa obte-
nido §' también serd normal. Ademdis cada uno de sus
paises tendra un nimero par de fronteras. En efecto, si
los paises oy, 03, 03 ¥ 0, tenian, respectivamente, 2k, 2k,,
2ky y 2k, fronteras, el pais o' =0 4 o, + 0, tendrd
2ky ~+ 2k4 — 4 fronteras, el pais ¢; = o, tendrd 2k, — 2
fronteras y el pais oy == 04 tendrd 2ky — 2 fronteras mien-
tras que todos los pafses restantes conservardn su nlimero
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de fronteras. (Si ¢, ¥ 04 son un mismo pais, éste tendrd
en el mapa §' cuatre fronieras menos gue en el mapa S.)

Pero el mapa §” tiene n — 1 paises de modo que, en
viriud de la hip6tesis inductiva, tres pintwras o, p v ¥
bastardn para colorearlo bien. Deniostremos que los paises
g, ¥ 0, tendrén el mismo color (esto es evidente si o] y o,
coinciden). En efecto, supongamos que el pais ¢’ tiene ol
color & y que el pais o] tiene el color B; como quiera que ¢’
toca a lo largo de MN un ndmero impar 2k, — 3 de paises
cuyos coleres deben, obviamente, alternarse de este modo:
v & v By v .. ¥, resulta que el pais g; debe llevar el
color B. Restituyendo el pais g y déndole el color v, obten-
dremos una coloracién buena del mapa S.

Ejemplo 18. (Teorema de los cinco colores.) Cinco. colores
alcanzan para colorear bien cualquier mapa normal,

DEMOSTRACION. 1° Para un mapa de cinco paises todo
lo méas la proposicién es evidente,

2°. Supongamos que el teorema es valido para todo mapa
normal de » — 1 o n paises. Consideremos un mapa nor-
mal § de n -- 1 paises. Segiin hemos demostrado en el
ejemplo 14, el mapa S contiene al menos un pais ¢ de cince
fronteras todo lo mds. Consideremos todos los casos que
pueden pregentarse.

a) 0 tiene dos fronteras (véase la fig. 26). Sean o, y 0q
los paises fronterizos con . Agregando a ¢ ol pais ¢,, obten-
dremos.un mapa normal S’ de n paises. En virtud de la
hipétesis inductiva, cinco pinturas aleanzan para colorearlo
bien. Los paises ¢; = 0 + 0, ¥ 0, = 0, tendrén entonces
dos de estos cinco colores. Restituyendo el pais ¢, podemos
darle’uno de los tres colores restantes.

b) o iiene tres fronteras {fig. 28, a). Agreguemos o; a 0.
Coloreando primero el mapa obtenido S’ con cinco pinturas,
podremos después dar a ¢ uno de los dos colores que no-se
han empleado para la coloracién de los paises o; = ¢ 4+ oy,
G, =G5 ¥ 0, = Op

c) O tiene cuatro fronteras (fig. 28, b). Habra dos paises
adyacentes a o que no coinciden (vease el ejemplo 17).
Agregando a o uno de ellos, digamos o,, obtendremos un
mapa 8’ de n paises que, en virtud de la hipétesis inductiva,
admite una coloracion buena de cinco pinturas. Los paises
0, =0y, 0, = 0, + 0, U, = 63 Y 0, = 04 tendran entonces
cuatro de los cinco colores posﬂ)les (o menos si o; ¥ 0,
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coinciden o tienen el mismo color). Restituyendo el pais o,
podremos darle el quinto color.

d) o tiene cinco fronteras (fig. 28, ¢). Igual que en el
ejemplo 17, habrd dos paises adyacentes a ¢ que no son
fronterizos ni coinciden; sean ¢, y oy estos paises. Agre-
gindolos a o, obtendremos un mapa normal S’ de n — 1
paises. En virtud de la hipétesis inductiva, cinco pinturas

r1G. 28

bastaran para la coloracién buena del mapa S’. Los paises
o, =0,+ 06+ 0, 0,=0, 6,=0, ¥ 6 = 0 tendrdn
entonces cuatro de estos cinco colores. HRestituyendo el
pais @, podremos darle el quinto color.

Problema 15. En un planeta esférico hay varios estados;
una parte de ellos ocupan una regién (conexa) del planeta,
mientras que los demds constan de dos paries que no tienen
frontera comin. Demuéstrése que el mapa del planeta
(representado en un plano o en un globo que reproduce la
forma del planeta) puede ser bien coloreado con 12 pinturas
~de modo que cada estado (independientemente de constar
de una o de dos partes) quede cubierto por una pintura
y que no haya dos estados con frontera comin pintados
del mismo color; sin embargo, 11 pinturas pueden no alcan-
zar para colorear de esta forma el mapa.

 SUGERENCIA- Mostremos, ante todo, que 12 pinturas aleanzan, en
¢lecto, para colorear cualquier mapa de Ia estructura descrita cum-
pliendo todas las condiciones del problema. Por supuesto, esta afirma-
¢i6n es vhlida para cualquier mapa que ne comprenda més de 12 esta-
dos (en este caso, cada estado puede ser pintadoe de un color); supon-
gamos ahora que la afirmacién ha sido demostrada ya para todos los
mapas que no contienen més de r estados (donde n > 12) y demostre-
mos ﬂue en tal caso también serd vilida para cualquier mapa que com-
prenda n 4 1 estados. De la misma forma que arites, podemos limitar-

4-04:
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nos s6lo al ¢aso de mapas normales; ademds, podemos aceptar que c_ad_a
pais consta de dos trozos ya que si un pais ¢ corsta de un trozo Gnico,
podemos con «generosidad» agrepar a @ un territorie pequeiio tomado
en una vocindad de un vértice del mapa én el que se tocan tres paises
distintos de ¢. Finalmente, podemos excluir también el caso de paises
eanularess ya que si 0; s un pais de este tipo y ¢’ ¥ ¢ son dos paises
limitrofes de o; por dentro y por fuera, respectivamente, ]fo_demos agre-
gar a ¢ una franja stransversals estrecha limitrefe con el {nueva) pais
o, y con los paises ¢’ (antiguo) y o¥; si logramos colorsar bien con 12
pinturas el mapa nusvo, también podremos hacerlo para ol mapa an-
tiguo.

Como de costumbre, designemos ahora por p, ¢ ¥ s el ndmere de
vértices, fronteras y paises de nuestro maps; en tal caso, 3I = 3p ya
que ¢l mapa es normal (véase la pig. 41). Por otro lade, el teorema
de Euler (sjemplo 13) puede escribirse en este caso asi: 2s + p =
= ! 4~ 2 puesto que el nimerc total de regiones del mapa es igual
ahora a2 25 ¥ no a s.

De las dos filtimas igualdades obtenemos facilments :

4s=p -+ 4 o, que viene a ser lo mismo, 125 = 3p 4 12.

Designando ahora por s; (donde i = 4, 5, 6, ...} el numero de

aises de i fronteras (y, por consiguiente, de i vértices; en otras pala-
ras, el nimero de poligonos de £ lados) ¥ valiéndonos de que en cada
vértice.del mapa se tocan tres paises, o sea, que este vértice se obtiene
«pegandos tres vértices de paises del mapa, escribiremos lu igualadd
125 == 3p L 12 asi:
12 (sg 455 +sg 4+ . .) = (455 -} Bs; 4655 + .. .) 1 12
Io gue se transforma en

Bs +Tss+-bsg - .. . + 2590+ 54 =813+ 2544 + 3515+ . .. + 12

Pero el segunde miembro de 1a dltima igualdad es positivo; luego,
también es positive su primer mismbro, o sea, al msnos uno de los
nUmeres sy, s, Sg, . - .,_8; 68 positive. De esta forma obtenemos gque
el mapa contiers un pais con sl namere de fronteras «11; agregando
dos partes de este pais a paises limftrofes, obtenemos un mapa de n
paises que, en virtud de la hipétesis inductiva, puede ser coloreado, de
donde se deduce inmediatamente Ia _posibilidad de la coloracién reque-
rida del mapa inicial de n 4 1 paises.

Para probar que 11 pinturas no alcanzan en todos los casos, basta.
demostrar que es factible un sistema que cumple las condiciones del
problema y que comsta de 12 paises caﬁa par de los cuales tiefie fron-
tera comin {véase la fig. 29).

BIEMPLG 19. (Teorema de Valinskil).) Cuatro pinturas alcanzan.
para la coloracién buena de un mapa normal si, v s6lo si, sus fronte-
ras pueden ser bien numeradas empledndose tres cifras.

SOLUCION. A. Bi cuatro pinturas alcanzan para la coloracién
buena de un mapa normal, sus frontoras pueden sor bien numeradas
empledndose tres cifras.

Y V. V. Voltnski (1923—1943), mateméatico Sovié-
tico, caide en el frente de la Gran Guerra Patria.
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Sea § un mapa normal bien coloreado con las cuatro pinturas c,
B, vy 8. Empleemos la cifra 1 para las fronteras entre paises de color
aypode cofor v 6, la cifra 2 para las fronteras entre paises de color
oy y o de color § ¥ 8 y la cifra 3 para las fronteras entre pajses de co-
lora y & o do color P y y. Esta numeracién de las fronteras serd buena:
en efecto, si en un vértice A convergen dos fronteras de una misma
cifra {(digamos, de cifra 1 como en la fig. 30), los paises g, y 04, sepa-
rados de g; por fronteras de un mismo némero, deben tener también

FI1G, 28

el mismo color (por ejemplo, si o, tiene en nuestro caso el color «, los
paises g, y oy tendrén el color fi); pero esto no puede ocurrir ya gue
G, ¥ Og 80N paises fronterizos.

B. Si las fronteras de un mapa normal pueden ser bien numeradas
empledndose ties cifras, cuatro pinturas alcanzan para la coloracién
buena de sus paises. Para demostrar esta proposicién aplicaremos la
induccién ségin el nimero n de paises.

1o, En el caso de un mapa normal de tres paises (fig. 48, a) existe
un modo Gnico (salvo el orden de las cifras) de numorsr sus fronteras
mediante las cifras 1, 2 y 3. Coloreemos cste mapa como se indica en
Ia fig. 31, @ de modo quetla frontera entre los paises de volor a y B
Nleve el nimers 1, la frontera entre los paises de color f§ y & tenga el
nimero 2 y la frontera e’%tre los paises de color & y & el nimero 3

ts
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‘Supongamos que se tiene wna .coloracién buena de cuatro pintu--
ras e, B, 4 y 6 de un mapa § y una numeracién buena de sus fronteras
tal que las fronteras entre los colores o y f y entre. los. colores y y 6
llevan el nimero 1, las fronteras entre los colores o y v y entre los
colores § y § llevan el imimero 2 y las fronteras entre los colores o
v & y entre los colores f ¥ ¢ llevan o] nitmero 3; en este caso diremos

—

F1G. 30 FiG. 31

que se tiene una coloracién edmisible. Hemos demostrado qus existe
una coloracién admisible de cuatro pinturas para tode mapa normal
elemental de tres pafses. Demostremos que esto mismo es valido para
todo mapa normal de cuatro paises (fig. 18, &y ¢). Existe un modo tni-
co (salvo ol orden de las cifras) de numerar bien las fronteras del mapa

! 1

FIG, 32

representado en la fig. 18, ¢ mediante las cifras 1, 2 y 3 (fig. 31, &).
La coloracién de este mapa indicada en la fig. 31, b serd admisible.
El mapa representado en la fig. 18, b admite para sus fronteras dos
numeraciones, distintas por su esencia (fig. 32, e y b). Las coloraciones
de estos mapas indicadas en la fig. 32, e y b también seréin admisibles.

20, Supongamos que todo mapn normal de n — 1 o n. pafses cuyas
fronteras estdn bien numeradas mediante tres cifras puede ser colore-
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ado admisiblemente con cuatro pinturas. Consideremos un mapa nor-
mal § den 4 1 pafsos cuyas fronteras también estén bien numeradas
mediante tros cifras. Segiin. hemos visto en el cjemplo 14, en el mapa
§ existe un pais ¢ de cinco fronteras todo lo mas. Consideremos los
distintos casos quo pucden presentarso.

a) o tlene dos fronteras. En la fig. 33, a representamos la finica
(salvo el orden do las cifras) numeracién posible de las fronleras en
una vecindad de 0. Agreguemos o, al pais ¢ asignando el nimero 1 a
Ja nueva frontera MN que separa los Eaises 0] = 0,40y 0: = G,
(fig. 33, b) y conservando los nlimeros de las demds fronteras. Obten-
dremos un mapa normal S§’ cuyas fronteras estarin bien numeradas

F1G. 33

mediante tres cifras. Puesto que ol mapa § estd formado por n paises
existe una coloraci6bn buena de cuatro pinturas del mismo; ademés:
si el color del pais o} es o, el color del pais o3 serd B. Restituyendo el
peis o y dandole el color y, obtendremos una coloracién admisible del
mapa § de cuatro pinturas.

b) o tiene tres fronteras. En la fig. 34, a ragresent.amos la Unica
numeracién posible de las fronteras en una vecindad de 0. Suponiendo
que el mapa § cstd trazado sobro una pelicula elfstica, contraigamos
el pais 0 a un punto de modo que las fronteras A8, BC y AC desa-
parezean y los vértices A, B'y € se confundan en un punto: 4 = B =
= C = A’ (lig. 34, b). Conservando tanto }a numeracién de las fron-
teras MA', NA" y PA' (que provienen de MA, NIz y PC) como la
numeracién de todas las demés, obtendremos un mapa S’ de fronteras
bien numeradas. Puesto que el mapa S’ comprende n pafses, existe una
coloracién buena de cuatro pinturas del mismo; ademds, si el color
del pais o] es o, el color del pais o3 serd 6 y el.color del pais o serd y.
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Restituyendo el pais ¢ y dédndole el color fi, obtendremos una colora-
cién admisible del mapa §.

€) O tlene cuatro fronteras. En oste caso existen dos numeraciones
posibles, distintas por su esencia, de las fronteras en una vecindad de
o (fig. 35, e y fig. 36, a).

Consideromos el primer caso (fig. 35, a). Existirdn doy paises
fronterizos con o que no poseen frontera comin (véase el ejemplo 17).

FIG. 34

Puesto que, desde el punto de vista ds 1a numeracion de fronteras, la
gituncién egla misma para ambos pares o,, a5 ¥ 0y, 0, de paises opues-
tos, podemos aceptar que no tienen fromtera comun los paises o

2 iy ! i 1
&3
v g 2 g p~E N 2
3 ! 3 >
& 1 P 1 6 )
6
2 u !
\ﬁ.q Z 038 2 . 3 o]
1 G 2 s, f
a) ! &
FIG, 356

¥V ay. Agreguemos a ¢ ambos pafses g, y 0, asignando el nimero 3 a
las fronteras nuevas NP y MQ (fig. 35, b). Obtendremos un mapa nor-
mal S’ de fronteras bien numeradas. Puesto que el mapa S’ comprende
n — 1 paises, existe una coloracién buena de cuatro pinturas del mis-
mo; ademds, si el color del pais ¢’ = 0y + 03 + o es o, ol -color de
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los paises 03 = 0, ¥ 0; = 0, serd 8. Restituyendo ¢l pais g, le dare-
mos ol color f,

En el segundo caso (fig. 36, a) podemos razonar de un modo ani-
fogo si es que los paises sin frontéra comin son g, y s pero, conser-
vando el nimero 3 de la nueva frontera ¥P, deberemos asignar a la
nueva frontera M@ el namero 2 (fig. 36, &); el color del pais 0f = o,

2 s ! 2 , !
t 3 N P
N 8 2 [rd
3 ¢ 1 J 3
5y 1 ] f 55 5"
2 i 1 2
3 M.~ 3 02 a M 0 1
f GJ 3 , I";
a) &)
2 H
5
Lt ' 2
p 3 AmfB 1 C=DA st
i i
AN NG
o
i 3
c)
FIG. 38

se:ié ?i’?» restituyendo el pais a, también en este caso le daremos el
color

Supengamos, por lltime, que los paises sin frontera comin son
d. ¥ 0,. Contraigamos @l cuadrilftero A BCD en un segmento de modo
que el punto 4 coincida con el punto B, el punto C coincida con el
punto D y el segmento BC se con?unda con Ag. Congervando la nume-~
racién de las fronteras MA, NB, PC y QD, asignemos a la nueva fron-
tera BC = 4D el nimero 1 (fig. 36, ¢). Obiendremos un mapa normal
S’ de fronteras bien numeradas. Puesto que ¢l mapa S’ comprends n
paises, existe una coloracién huena de cuatro pinturas del mismo;
ademds, si ol color del pais o] es . los colores rﬂa los paises g3, 08 ¥
a} sorén 8, &, ¥ 7, respectivamento. Restituyendo el pais g, le dare-
mos el color B. :

d) o tiene cinco fronteras. En este caso existe un modo tnico {(salve
ol orden de las cifras 1, 2 v 3) de numerar las fronteras en una vecindad
del pais o (fig. 37, a).

Considoremos primero el caso en que el pais g5 no ceincide ni
tieno frontera comiin con ninguno de los paises g, v 05. Agregando. o
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al pais o, asignemos los ndmeros 2 y 1 a-las nuevas frenteras MB y
AD y cambiemos por 1 y 2 los niimeros de las fronteras BC y €D,
respectivamente. Obtendremos un mapa nermal §° (fig. 37, b) de -
fronteras bisn numeradas. Puesto que ¢l mapa S° comprende r paises,.
existe una coloracién buena de cuatro pinturas del mismo; ademais,
si el color del pals a’ = o 4 o5 es-a, el color de los palses o y o sera

FiG. 37

B mientras que el color do los paises 0y y o} serd y. Restituyendo el
pais o, le daremos ol color 6.

Si el pais o5 o8 {ronterizo o coincide con o, los palses a; ¥ g, ne
coinciden ni son fronterizos; si el pais o5 es fronterizo o coincide con
a3, los paises o, ¥y ¢, no pueden coincidir ni ser fronterizos. Puesto que,
desde el punto de vista de numeracion, la situacién es.la misma en
ambos casos, hasta considerar el caso en que los paises o, y G4 no coin-
ciden ni son fronterizos. Agregando ambos paises a ¢, asignemos a las
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nuevas fronteras NP, ME y EQ los ntimeros 3, 2 y 3, respectivamente.
Obtendremos un mapa normal 8’ {fig. 37, ¢} de {fronteras bien nume-
radas. Puesto que el mapa S’ comprende n — 1 paises, existe una
coloracién buena de cuatro pinturas del mismo; ademaés, si el color
del pais ¢’ = ¢ 4~ ¢, 4 O3 es a., el color de los paises 63 = g, y 07 =
= g, serd § mientras que el color del pais o, = 0y serd y. Mestituyendo
¢l pais o, le daremos el color B.

Puesto que se desconoce si existe una coloracién buena de cuatro
pinturas de cualguier mapa normal, también se desconoce si existe
uwna numeracién bucna de tres cifras pare las Ironteras de-cualquier
mapa normal. 8élc puede demostrarse la siguiente proposicién.

zIgMpLO 20. Cuatro cifras alcanzan para mumerar hien las fron-
teras de cualquier mapa normal.

DEMOSTRACION. Demostraremos esta proposicién para el caso de
cualquier mapa {no necesariamente conexo; véase la phg. 33) en cuyos
vértices convergen tires fronteras a Io sumo. Aplicaremos para cllo la
induccién segin el nimere n de vértices del mapa.

1°. 8i n = 2, la proposicién se hace evidente.

2°, Supongamos que {la proposicién es valida para cualquier mapa
de n vértices en c¢ada uno de los cuales convergen tres fronteras a lo

Ao

Ap
2 3
H 3

AI :
AF
b) ¢l

FIG. 38

sumo. Consideremos un mapa S de n | 1 vértices que cumple la mis-
ma condicién. Eliminando uno de ellos, digamos Ag, y las fronteras
que le corresponden, obtendremos un mapa S’ de » vértices en cada
uno de los cuales convergen tres fronteras a lo sumo. En virtud de la
hip6tesis inductiva, cuatro cifras 1, 2, 3 y 4 alcanzan para la numera-
cién. buena de las fronteras del mapa S’'. Restituyamos el vértice A,
v sus fronteras. Se pucden presentar tres casos.

a) El vértice A estd unido {inediante una, dos o tres fronteras) o
un vértice 4, nada més del mapa S’ (fig. 38, a. b y ¢} En esic caso es
Ficil pasar de la numeracién de las fronteras del mapa §* a una nume-
racion buena de las fronteras del mapa §. -

b} El vértice A4, estd unido.a dos vértices A, ¥ A, del mapa S’
con la particularidad de que puade hahor dos fronteras rue lo unen
con ung do astos vértices ([ig. 39, « y ). Es [4cil ver que en cualquiera
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do los casos se pueds pasar de la numeracidén de las fronteras del mapa.
§’ a una numeracion buena de las fronteras del mapa §.

¢) El vérlice 4 estd unido a tres vértices 4,, 4, ¥ 4 del mapa
S’ (fig. 40). La situacion mas desfavorable se dard si por cada uno ?le
los vértices Ay, A, ¥ A, del mapa $' pasan dos fronteras exactamente,

F1G. 3%

En este caso los niimeros de cada una de las fronteras dod,, Apd, ¥
AgA 4 se podrin elegir entre pares de cifras; serf imposihie escoger
tros ntimeros distintos entre cstos parcs s6lo si estos Gltimos coinciden,
¢ sca, si tienen los mismos nimeros, digamos f y 2, los tres pares de
fronteras del mapa S’ que pasan por los vértices 4, 4,y A5, Conside-
remos entonces en el mapa S’ el contorno de longitud maxima que

FIG. 40

arranca del vértice A, y estd formado por fronteras de nameros 1 y 3
alternadamente (este contorno puede comprender una frontera nada
mis y también puede terminarse en uno de los vériices 4, 0 4,).
Dicho contorno no podrd cruzarse ya que, por hipdétesis, las fronteras
del mapa S’ estan bien numeradas. Intercambiemos los nimeros de las
fronteras que lo componen sustituyendo la unidad por el tres y vice-
vorsa. Iis ovidenie que la numoracién’ de las fronteras del mapa S’
seguird siende buena, pero en esta nueva numeracién no podrin tener
las mismas cifras los tres pares de fronteras del mapa S’ que pasan
por los vértices A,, A, ¥y A,; en tal caso, serd ficil pasar de lanume-
racién buena de las fronteras del mapa 5° a una numeracién buena de
las fronteras del mapa S.
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§ 3.
CONSTRUCCION
POR INDUCCION

El método de induecién matematica puede aplicarse
a4 la solucién de problemas de construccion sélo si en las
condiciones del problema figura un nimero entero positivo n
{como, por ejemplo, en los problemas de construccién de
rn-gonos). Veremos a continuacién varios ejemplos de este
género. Con la particularidad de que, a lo largo de este
paragrafo, consideraremos también poligonos entrecruzados
{fig. 41); en otras palabras, por poligono se entiende en la
mayoria de los problemas c¢ualquier quebrada cerrada
Agd g v Ay

Ejemplo 21, En el plano se toman 2n <=1 puntos.
Constriyase un (2n 4 1)-gono tal que estos puntos sean
los puntos medios de sus lados.

soLvcIioN. 1°. Si » = 1, el problema consiste en censtruir
un tridngulo a partir de los puntos medios de sus lados y se
resuelve fdcilmente (basta trazar por cada uno de los tres
puntos dados la paralela a la recta que une los otros dos
puntos).

2°. Aceptando que sabemos construir un {2rn — 1)-gono
a partir de los puntos medios de sus lados, consideremos
2n -+ 1 puntos A,, Az ..., Asns; que son los puntos
medios de los lados del (2n + 1)-gono buscado zz, . .

- Zantq-

Tomemos el cuadrilatero z,%4, (TonTonty (fig. 42). Los
puntos Asp-1; Aan ¥ Asner Son puntos medios de sus tres
lados Zan 4 Zan, XonTond1 ¥ Tonea?y. Sea A el punto medio
del cuatro lado zyzy,_;. El cuadrilatero A4d,,_,4,,4.,444
es un paralelogramo (para demostirarlo basta trazar la
recta %y, v considerar los tridngulos &,2g, 412 2n ¥ #1%an 1% 2n}
los segmentos A.,4 044 ¥ Aan.-14 bisecan los lados de estos
tridngulos); puesto que conocemos los puntos A,y,.y, Ay
y Agniy, es facil construir el cuarto vértice A4 del paralelo-
gramo. Los puntos A, .d,, ..., 4,,.. A son los puntos
medios de los lades del: 2n.— 1) gON0 Ty&y . . . Tyyy que
sabemos construir en v1rtud de la hlpotems hecha. Por eso,
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resta construir los segmentoS Z,Zsn4q1 ¥V Tan-1Zan (@ partir
de los puntos z, y #,,., que ya conocemos) de modo que los
puntos Ag,4y ¥ Agp-y (también conocidos) sean sus puntos
medios.

En el caso de un poligono que no se entrecruza estd
claro cudles son los puntos interiores y cuales son los puntos
exteriores (respecto a este poligono). En el caso general
dichos conceptos carecen de sentido; por ejemplo, no pode-
mos precisar si el punto 4 de la fig. 41 estda dentro o fuera
del poligono. Por ego, introduciremos la definicién siguiente.

X2na

FiG. 41 F1G, 42

Sea A4, ... A, un poligono cualtquiera. Determinemos
para csto poligono una determinada direccién del recorido
de sug vértices (por ejemplo, en el orden A4, A,, . .., 4,).
Supongamos que a-parlir de uno de sus lados, digamos A;4,,
se ha construido un triangulo 4,84, B5i la direceién del
recorrido de los vértices del tridngulo que determina el
orden A, A,, B es opuesta a la direceién del recorrido de
los vértices del poligono (o sea, en caso de que una siga
la marcha de las agujas del reloj y la otra vaya en contra),
diremos que el triangulo esta dirigido kacia el lado exterior
respecto al poligono; en cambio, si las direcciones de los
recorridos de los vértices del tridngulo y del poligono coin-
ciden, diremos que el tridngulo estd dirigido hacia el lado
interior vespecto al poligono.
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Ejemplo 22. En el plano se toman » puntos. Constriyase
un n-gono tal que sus lados sean bases de los tridngulos
isésceles cuyos vértices son les n puntos considerados y
cuyos 4ngulos en dichos vértices son @y, @g . . ., &Y.

SOLUCION. Aceptaremos que algunos de los &ngulos
Gy Gig, « « -y Gp pueden incluso pasar de 180° pero tomando
el acuerdo de que el tridngulo isdsceles correspondiente
_estard dirigido hacia el lado exterior respecto al poligono

si a < 180° y hacia el lado interior si @ > 180° (en este
iltimo caso el 4dngulo en el vértice serd igual a 360° — a).

1°. Sea n = 3. Supongamos que el problema ha sido
resuelto de modo que x,, z, y =4 Son los vértices del tridn-
gulo pedido, o sea, sus lados son bases de los tridngulos
is6sceles cuyos vértices estdn en los puntos considerados
A;, Ay y Ayycuyos angulos en dichos vértices son ay, @, y ag
(fig. 43, a). Por efecto de la rotacién del plano de angulo «,
alrededor del punto 4, {(aceptamos que todas las rotaciones
se realizan en contra del movimiento de las agujas de un
reloj) el vértice 2, se transforma en z,; por efecto de la
rotacién de-dngulo o4 alrededor del punto 4,, el vértice z, se

1y Bl ejemplo anterior resulta un caso particular
del ejemplo 22 si se toma oy = @y == . .. = a, = 150°.
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transforma en ,. Ambas rotaciones realizadas sucesivamente
equivalen a una sela rotacién de dngulo a; + a, alrededor
de un punto 4 que puede ser construido {a partir de los
puntos 4, y A, y de los dngulos &; y a;) del modo siguiente:
sobre el segmento 4,4, construimos en los puntos 4, y 4,

los dngulos oy %2: el punto 4 en sl que se cortan los otros
2 Y2 €0P

dos lados de estos Angulos serd precisamente el centro de
la rotacion resultante de dngulo oo, + @,. [véase, por ejemplo,
§ 2, capitulo I, parte primera del libro #. M. Haaom, I'eomer-
puveckme mupeobpasosanus, I, M., Tocrexuspar, 1955
(. M. Yaglom, Transformaciones geométricas, volumen 1)}
Por efecto de esta rotacidon resultante, el vértice x; se trans-
forma en x4 Luego, el vértice z; se transformard en 2
por efecto de la rotacién de dngulo 360° — (@, -+ a,) alre-
dedor del punlo 4 y, por consiguiente, el punto A es el
vértice del tridngulo isdésceles de base z,z, y de angulo
360° — (@, + @,) en el vértice.

Si los puntos A y Ay no coinciden (lo que sbélo puede
ocurrir 8i «; + @, + a4 7= 360°-%), podemos construir a par-
tir de ellos el lado z;x; Con este fin habrd que construir
en los puntos A y 4, a ::mbos lados del segmento AA4,,
P (o) _(;"I'a*} y de %; _sus lados
se cortaran precisamente en los vértices z, ¥y x5 del tridngulo -
pedido. No ofrece dificultad construir después el vértice z,.

Si oy &y - og = 360°-k (0 sea, si los puntos 4 y 4,
coinciden), el problema no admite solucién wnica. _

2°, Supongamos que sabemos construir un n-gono a~par-
tir de los vértices de los tridngulos isdsceles que descansan
en sus lades ¥ que tienen determinados angulos en los
vértices. Se pide consiruir un (n ~ 1)-gono a partir de los.
vértices A,, A,, ..., 4,, A,y de los tridngulos isbsceles
que descansan en sus Jados y que tienen dngulos respectivos
Gyy Obgy - « «y Opy On4p €n Jos vértices.

Sea 2%y . . . TpZa4y €l (n 4 1)-gono pedido (fig. 43, b).
Consideremos el tridngulo z,2,%,4+,. A partir de los vértices
A, y A, de los tridngulos isésceles 2,4, %,e; ¥ TpsqdpiZy
gque descansan en los lados z,xp4, ¥ @n4%, podemos encon-
trar, razonando igual quo en 1°, el vértice 4 del tridngulo
isésceles x4z, que descansa en la diagonal zz, y que.
tiene el angulo en el vértice igual a 360° — (a, ~+ ohey).

dngulos respectivos de
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Con ello nuestro problema quedara reducido al problema
sobre la construccién del n-gono r@, ... x, a partir de
los vértices Ay, A3, ..., A,_;, A de los tridngulos isosceles
que descansan en sus lados y a partir de los dngulos &, o4, ...
C v ey Opeqs 360° — (@, 4 @pyy) en dichos vértices. En vir-

tud de la hipdtesis inductiva, el rn-gono %2y . .. z, puede
ser construido; realizado esto, serd facil construir después
el (m + 1)-gono z,&; ... T Tytq-

Si @, 4 &g + ... + a, = 360°%, el problema no ad-
mite solucién iinica o no la tiene (épor qué?).

Problema 16. En ¢l plano se toman »n puntos. Constriiya-
se ol n-gono tal que estos puntos sean vértices de los tridn-
gulos que descansan en sus lados y que tienen determinados
angulos en dichos vértices y determinada relacién entre
sus laterales.

SUGERENCIA. El problema puede ser resuslto aplicando razona-
mientos anﬁlotﬁos a los empleados en el anterior (que es um caso parti-
cular suyo) sblo en lugar de la rotacién de dngulo o, alrededor del
punto 4y habré que considerar abora la transformacién de semejanza
que ¢3 resultado de la rotacién de dngulo @, alrededor del punto A,
y de la homotecia de mismo centro 4, y de razén igual a la que oxiste
entre Jos Iados del tridngulo correspondiente (procediendo del mismo
modo ¢n los demés puntos dados). La realizacién sucesiva de dos trans-
formaciones de este tipo equivale a una tercera transformacién del
mismo género (véase, por ejemplo, § 2, capitulo I, parte segunda del
libro de I. M. Yaglém mencionade maés arriba). Por consiguiente,
podremos encontrar, a partir de los vértices A, y 44 de los tridngulos
2@ d | ¥ wy%sd g, ol vértice A del tridngulo z2,4 que descansa en el
segmento z,z3 ¥ que tiene un 4ngulo ,datarminaéo en su vértice y una
razén determinada entre sus laterales (empleamos las denotaciones
del ejemple anterior).

El lado 2454 del tridngulo z;z,z, se puede construir a partir de los
puntos 4 v 4, del modo siguiente. La realizacién sucesiva de dos de-
terminadas transformaciones de semejanza de centros A y A, trans-
forma x; en sf mismo (primero x, ge transformn en 2y y después z, so
transforma en #;} y equivale a una sola transformacién de semejanza
de contro en un punto Z# que puede ser construide. Puesto que el punio
B se transforma en si mismo, coincide con el punto huscago -

Si la suma do log ansulos en los vértices es miltiple de 360° y el
producto de las razones de los lados es igeal a umo, ol problema no
admite solucién Gniea o0 no la tiene.

Ejemplo 23, En el plano se toman una circunferencia
y n# puntos. Constriyase el n-gono inscrito en la circunferen-
cia cuyos lados pasan por estos puntos.

soLucioN. El problema es diffcil; para resolverlo hay que
aplicar el método de induccién matemética procediendo de.
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un modo absolutamente inesperado. Resulta que no podemos
emplear la induceién seglin el nfumero n de los lados del
noligono. En lugar de ello nos vemos obligados a considerar
un problema més general sobre la construceién del n-gono
tal que & lados sucesivos del mismo pasan por & puntos
dados mientras que los otros n — k lados son paralelos
a rectas dadas (este problema coincide con el nuestro si
k = n) realizando la induccién segiin el nimero k.

1°. Si k& = 1 se trata del problema siguiente: construir
el n-gono inscrito en la circunferencia de modo que su lado

A;A, pase por un punto determinado P y los demas n — 1
lados A;A4,, A4, ..., Ap_1A, sean paralelos a las rectas
mspectivaﬂ ll’ 121 P gl’!-i‘

Supongamos que hemos resueito el problema construyendo
el poligono pedido (fig. 44, ¢ y b). Tomemos. en la circun-
ferencia un punto cualquiera By y construyamos el poligono
inscrito By B, . .. B, cuyos lados ByBy, B,Bs, ..., B, 1B,
sean paralelos a las rectas /;, 15, . . ., I_,, respectivamente.
Entonces, serdn iguales los arcos A.By, A,B,, ..., 4,8,
y, ademés, los arcos A,B, y A,B,, A;B, y AB;, ete. tendran
direcciones opuestas en la circunferencia. Por consiguiente,
si n es par, los arcos A,B; y 4,8, tendrén direccionés opues-
tas de modo que ¢l cuadrildtero A4,B,B,A, sera trapecio
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isésceles de bases 4,4, y ByB, (fig. 44, a), de donde resulta
que el lado 4,4, del poligono pedido es paralelo al lado
BB, del n-gono ByB, ... B,; es decir, en este caso debe-
mos trazar por el punto P la paralela a By B,; realizado
esto, serd facil determinar los restantes vértices del r-gono
A4, . . . A, (realicese_el anilisis).

Si n es impar, los arcos 4,B, y A,B, tienen la misma

direccién de modo que el cuadrildtero A4.5;4,5, serd un
trapecio is6sceles de bases A,B, y B4, (fig. 44, b); puesto
que sus diagonales 4,4, y BB, son iguales, en este caso
deberemos trazar por el punto P una recta de modo que la
circunferencia corte en ella la cuerda 4,4, igual a la cuerda
dada B,B,, o sea, trazar la tangente a la circunferencia
que tiene el mismo centro que la inicial y que es tangente
a B,B, (janélisis!).
- 2°. Supongamos (que sabemos construir el n-gono inserito
en la circunferencia de modo que k& lados sucesivos del
mismo pasen por % puntos determinados mientras que los
deméis n — % lados sean paralelos a determinadas rectas.
Se pide constriir un n-gono inscrito en la circunferencia
de modo que %» 4+ 1 lados sucesives A,A;, A 45 ...
v vy ApriAres del mismo pasen por k - 1 puntos deter-
minados P,, P,, . .., Pry, mientras que los demasn — &k —
— 1 lados sean paralelos a determinadas rectas.

Supongamos que hemos resuelto este problema cons-
truyendo el n-gono pedido (fig. 45). Consideremos sus
" lados Aydy y AgAs Sea A A, la paralela a PP, qué pasa
por el vértice 4,, sea 4; su punto de interseccién con la
circunferencia y sea P, el punto de interseccion de las
rectas 4,45 v PP, Los tridngulos P,A,P, y P.PAj son
semejantes ya que LA,P Py = LAAA, = LA, AP, ¥
LAPP, = /P.P,A, Por consiguiente,

Ppyp 4 ’ AzPs A
T;£_="ﬁ%§3—’ de donde resulta PﬂpZ:"%'
El producto A 4P,-A4,P, estd determinado ya que depende
s6lo de la circunferencia y del punto P, (y no depende de
¢ébmo se escojan los puntos 4, y A4,); por eso, podemos en-
contrar la magnitud del segmento P,P, y construir el punto
P;. Ed decir, conocemos ahora que los k lados sucesivos
A;Aa, ASAQ? .oy Ah-l*].Ak*M del n-gono AlAgAs “en An
deben pasar por los k puntos-determinados P, Pa, . - ., Papa

5-941 ’ T
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mientras que los otros # ~ & lados Aprodassg » - ., Andy,
A;A; deben ser paralelos a determinadas rectas. En virtud
de la hipétesis inductiva, podemos construir el n-gono
A A Ay ... Ay tealizado esto,] podremos construir féecil-
mente el n-gono pedido 4,4, ... A,

Problema 17. Constriyase el n-gono inscrito en la circun-
ferencia dada de modo que % lados del mismo (jno necesaria-
mente sucesivos!) pasen por £ puntos determinados mientras
que los demis n — k lados sean paralelos a determinadas
rectas.

SUGERENCIA. Supongamos que ol lado 4,4, del poligono pedide

asa por ol punto P y que su lado A 45 es paralelo a la recta !
gfig. 46). Sea P’ ol punto simétrico de P respecto al didmetro perpen-
icular a la recta ! y sea A el punto de interseccién de. la circunferen-

cia y de larecta P’A,. Entonces, el lado 4,4z del n-gono 4,454, ...
. . » 4, seré paralelo a la recta dada I y el Jado 434 ; pasard por of pun-
to conocido #’. Repitiendo esta comstruccién el nmGmero debido de
veces, nuestro problema quedaré reducido a la construcci6n del n-gono
tal que % lados sucesivos del mismo pasan por determinados puntos
mientras que los demfis n — ¥ lados son paralelos a determinadas

rectas.

Ejemplo 24. Sean ! y /, dos rectas paralelas. Dividase el
segmento AB de la recta I en n partes iguales empleando
solamente la regla.
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SoLUCION. 1°. Sea n = 2. Tomemos en el plano un punto S
que no pertenece a las rectas ! y I, uniéndolo después con
los puntos 4 y B (fig. 47, a). Sean C y I’ los puntos en que
las rectas AS y BS cortan la recta I;; sea T, el punto de
interseccion de las rectas AD y BC y sea P, el punto de

FIG. &7

interseccion de las rectas ST, y I. Demostremos que P,
es el punto pedido, o sea, que AP, = %AB.

Sea Q4 el punto de interseccién de las rectas ST, y ;.
Es fdcil ver que

AszzB <D ATzozc, AABTBCIJ &DCTm

ASAB, 0 ASCQ, v ASAB e» ASCD,
de donde se tiene

PyB _ T,B __ AB g Pad _SA_ 4B

T e O T 0:C  SC __CD°
Por consiguiente )

P,B Py
GoC 7 Qo

do modo que Pyd = PsB y AP, = - AB.

2°. Supongamos que sabemos construir, empleando sola-
mente la regla, en el ssgmento A B ol punto P, tal que 4P, =

= —;—AB. Tomemos un punto cualquiera S que no pertenezca

5%
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a las rectas [ y l,. Sean T,‘ y On los puntos en que las rectas
AD y L, respectwamente, cortan la recta SP, (fig. 47, b).
Uniendo el punto S y el punto T4y de mtersec.cién de las
rectas AD y CP,, representemos por Qn4y ¥ Pp+q los puntos
en los que las rectas I, y !, respectivamente, cortan larecta

STn+1
Demostremos que P, es el punto pedido, o sea, que

APpyy = n+ AB.

Efectivamente, de la semejanza de los tridngulos
COnt1Tn41 ¥ PaPrtyTnyy ¥ de los tridngulos CT,+ D
y P, T,,A resuita

PnHPn = PnTnM = Apn . (11)
CQnat CTnsy ch !

igualmente, de la semejanza de los tridngulos SAP,4,
y SCO.4+,; v de los tridngulos SAB y SCD, resulta

== (2
De las igualdades (11) y (12) se deduce que
PnuPp _ APn
APp4q 48 °
pero como Ppy,P, = AP, — APy, v AP, =:% AB, tene-

mos

1 1
—AB— AP,y — 4B

APuy 4B

1 4
' TAB'_APJ‘MJ =?AP:1-H

y definitivamente

1
APpy= ot AB.

Para determinar los demés puntos Pu,q, Phig, ...,
bastard construir, aplicando el mismo procedimiento, los
segmentos

PPt #'—'PnﬂB Poyi1Prvy= P;N-iBs ete,
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Obgervacién. Para construir los puntos Py, Py, « . . también
s puede proceder del modo siguiente. Valiéndonos del punto Py, po-
demos trazar por el punto S una recta I, paralela a la recta i (véase la
fig. 48, a, donde 7 es un punto arbitrario de BS). Sea K, el punto de
interseccién de la recta P,,,C y de la recia I, y sea P, el punto de

X, X, s
iz
L anol "I
¥ ; -1 8 {
A Pmé‘ sl nl
FIG. 48 )

interseccién de las rectas K,0Q,,, ¥ ! (fig. 48, ). Entonces, es fécil

comprobar que Py P4 = APpy = = AB. Losrestantes pun-

tos Ppaq. Prlgq. - - - ¢ construyen de un modo andlogo.

. Problema 18. Constriyase el segmento de longitud %

empleando solamente 1a regla y el compés abierto de forma
que la distancia entre gus puntas sea a.
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SUGERENGIa. Tomemos en la circunferencia de radio a los pun-
tos 44, Ag, Ag, A, A; ¥ Ag, vértices de un hexdgono .re%ular. Supon-
gamos que conocemo8 ya el punto B, del radio 04, tal que 0B, =

= %DA,, = % (aceptando que Agpsy, =Ay para todo m y para k=

=1, 2,3,4,95, 6y que By == A,); sea By, el punto de interseccion
a

n-1 "’

las rectas 0A, 4, ¥ Bpd,sq; entonces, 08, =

§ 4.
DETERMINACION
POR INDUCCION
DE LUGARES GEOMETRICOS

Consideremos algunog problemas sobre la determinacidén
de lugares geomstricos en los que se emplea el método de
induceién matemética.

Ejemplo 25. Sobre los lados de un #n-gono convexo
A A, ... A, se han construide unos segmentos B,C,,
B.C,, ..., B,C,. Hallese el lugar geométrico de los puntos
interiores M de este poligono para los cuales la suma de las
dreas de los tridngulos MB,Cy, MB,C,, ..., MB,C, es
constante (e igual a la suma Sapepic; + SamMensc: + - - -
.+« <+ SaMoBacn, donde M, es un punto interior determi-
nado del poligono).

soLucioN. 1% Sea n = 3 (fig. 49, a). Tomemos en los
lados Agdy y AgA; del tridngulo 4,4,4 los segmentos
AP = By)Cq y AyQ = ByCy. Tendremos entonces”)

8 ab1oBaCa + S aMoBsCs = S aMopAs + Sara0as = Saroas + Sarpe
¥, por consiguiente,

Samonicy < SamoBaCy + SarBscs =
, = Sapay + (Sanmosici + Samore);

1) Aceptando que el punto M, se encuentra dentro
del cuadrilatero 4,4,PQ; el rozamiento apenas varia en los demds
CAsS0s. 4
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de un modo anilogo, encontramos

Sanmnic+ S smscat Sompscs=Sarqas-t (Samnici+Sarpq)-
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Como vemos el lugar geométrico buscado se determina por
la condici6n

Sameicy + Sampe =S astoBscs + Santero-

Sea N el punto de interseccién de lag rectas 4,4, y PQ
(si estas rectas son paralelas, el lugar geométrico buscado es,
obviamente, el segmento de la recta paralela a ellas). Cons~
truyendo los segmentos NR = PQ y NS = B,C, en los lados
del dngulo A,NVP, tendremos

SamoBicy+ SamoPe = Sanans - Sanrtonr = Sanrs -+ SaMoRS
¥, de un modo anélogo,
Samsicy + Sampo = Sanrs -+ Sanrs.

Por consiguiente, forman el lugar geométrico buscado
aquellos puntos interiores M del tridngulo para los cuales
se tiene Samms = Samorg, O Sea, este lugar geométrico
es el segmento XY de la recta que pasa por el punto M,
y es paralela a la recta RSY).

2°, Demos por sabido que en el caso de un r-gono el lugar
geométrico buscado es el segmento de una recta (que, natu-
ralmente, pasa por el punto M,}). Consideremos ahora un
(n = 1)-gono A4, ... A,A,+,, sean B,C,, B.Cs ...
v vy BpCh ¥ By Crnty los segmentos tomados en sus lados
y sea M, un punto interior del (n + 1)-gono (fig. 49, b).
Construyendo en los lados del dngule 4,4,4,4,, a partir
del vértice A,4y, 108 Segmentos A,4,P = B,C, ¥ A4,4,0 =
= Bp4,Cp4sy, tendremos
p+Sama,, 0=

Sams ¢, + Sams = Sama

n+1cn+1 n+1

= SAAmlPQ + Sampeg -

Por consiguiente, para los puntos M del lugar geométrico
buscado se tiene

Sampicy +Sampyes+ - .- +Sams, ¢, Sampo=

= Samomer + SanoByc: + - - - + Samen,_c,_, +Samapo-

) Podriamos haber comenzado la induccién por el
cl-.a(slo r = 2 en quo el «n~gono» representa un dngulo y sélo tiene dos
ados.
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En virtud de la hipétesis inductiva, el lugar geométrico
buscado representa el sagmento de una recta que pasa por
el punto M.

De los razonamientos realizados es facil deducir c¢cémo
puede ser construido este lugar geomsétrico.

Problema 19. Se toman un punto M, y nrectas Iy, I, . . .
..., In en cada uvna de las cuales se tiene un segmento:
B,C,, B,C,, ..., B,C;, respectivamente. Héllese el lugar
geométrico de los puntos M para los cuales ]a suma alge-
braica de las Areas de los tridngulos MB,C,, MB,C,, . ..

, MB,C, (el drea del tridngulo MB,C;,i = 1,2, ..., n,

FIG. 50

se toma con el signo «--» si los puntos M y M, estéin a un
mismo lado de la recta I; y con el signo «—» en el caso con-
trario) es igual a la suma del mismo tipo formada para el
punto M,.

SUGERENCIA. El 1uﬁar geombtrico buscado es una recta; la de-
mostracién e¢s andloga a la realizada en el ejemplo 25.

Problema 20. (Teorema de Newton.) Demuéstrese que
si un cuadrildtero puede ser circunscrito a una circunferen-
cia, los puntos medios de sus diagonales y el centro de dicha
circunferencia se encueniran en una misma recta {lig. 50).

SUGERENGIA. Tonemos (véase la fig, 50)

Sapce+Saspr=Sapir+Saapr=SaBco-+Srapo ==% S,
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donde S es el drea del cuadrildtero. De agui, en virtud del resultado
del ejemplo 25 (o del problema 19), se deduce que los puntos £, F y O
estin en una misma recta. .

Problema 21. (Teorema de Gauss.) Demuéstrese que la
recta que une los puntos medios de las diagonales de un

FIG. b1

trapezoide convexo biseca el segmento que une los puntos
de interseccién de los lados opuestos (fig. 51).

SUGERENCIA. Tenemos (véase la fig. 51, donde P es el punto
medio del segmento EF)

1
Saaem+Sacom=8pra8N+SacoN =Saapr—Sacop= 5 S,

donde § es el irea del cuadrilitere. De aqui se deduce, en virtud del
resultado del problema 19, que los puntos 3, ¥ y P estdn en una mis-
ma recta.

Ejemplo 26. Se tienen n puntos A,, 44, ..., 4, ¥ 1
nimeros a,, dg, . .., 2, {positivos o negativos). Héllese
el Iugar geométrico de los puntos M para los cuales la suma

ay- MAY 4-a;- MA+ . .. a,-MA}

es constante,
soLucroN. 1°, Sea n = 2. Supongamos primero, para
concretar, que ambos nimeros @, y a, son positivos.
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Tomemos en el segmento 4,4, ol punto O que lo divide en
razén 4, : a; de modo que 04, = a:f_azAlAz yj 044 =

=a+a A A,. Sea M un punto cualquiera del plano
1

=

)

R = - e

e
A, 0 A,

FIG. 52

y sea H el pie de la perpendicular a A,4, bajada desde M
{fig. 52). Tenemos entonces
MA?= M02+A103i2A10'H—0 Y
MAI=MO*+ 4,0 F 24,0-HO.

‘Multiplicando Ia primera de estas igualdades por A0 y la
segunda por 4,0 y suméndelas miembro por miembro,

obtenemos

MAY- 4,0 - MAA, 0=
=MO?(A,0 + A,0) 4+ A;0%- 4,0+ Ax0%-4,0=
- Moz . A‘IA2 + AiO g AzO' A‘IAZ'

Introduciendo aqui en lugar de 4,0 y A,0 sus expresiones,
encontramos

2 @4-A3ds g _&2-d1dy
MA: 'E'“'_+MA2 et
=MO? AjAy+ —————=— 4, A

a +-"'z “1+“2
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0 Sea

ay- MA+ay- MA? = (0, + a5) MO*5- a‘:‘_;_a:‘;‘z AAL

Por consiguiente, si
@y MA:—}-CQII’!A;: RZ’
tenemos

R2 [ PY)
M02= — 102 2 -
e Tartepr A1ds=const
De aqui se deduce que siendo BY . _Sué . g An >0
aytas  (as+ag)? 172

el lugar geométrico buscado es la circunferencia cuyo
i H: s4a 2.
centro estd en O y cuyo radio es J/ e el Y A A

R2 ay+ag

i s L i
= =k _l_aa}zAlAL2 0, este lugar geométrico c::nsta
) e L R
del punto O solamente; por tltimo, si se tienen que o

- (a‘::{'_-—-i‘:;—),AlA: <0, este lugar geométrico no contiene
ningin punto.

El caso en que ¢, y @, son ambos negativos se reduce
evidentemente al anterior. Si se tieme ay >0, @, <0 y
a, - a, 0 (por ejemplo, a, + a; > 0), el punto O debe
tomarse a la derécha del punto 4, en la prolongacién del

segmento A4, de modo que A,0 = |‘H—_fé-;;| y A,0 =

= If1 faz‘; todos los razonamientos posteriores conservan
1
su vigor. Por #ltimo, si a, + @, = 0, tenemos ¢, = —a,

y nuestro problema se reduce al siguiente: hallar el lugsr
geométrico de los puntos M tales que es constante la dife-
rencia de cuadrados de sus distancias a dos puntos fijos
A, vy Ay. Sea H el pie de la perpendicular a la recta 4,4,
bajada desde el punto M (fig. 52); entonces tenemos MA; =
=MH? + A,H* vy MA: = MH; + A,H* y, por consi-
guiente, MA? — MA? = A,H® — A,H® Si MA? — MA? =

= R® se tiene AH — A,H = -z?% v esto determina

completamente el punto H; de aqui se deduce que el lugar
geométrico buscado serd en este caso la recta perpendicular

a A;A, que pasa por el punto H.
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2°, Supongamos ya demeostrado que en el caso de r
puntos el lugar geométrico correspondiente es una circun-
ferencia si a; + @y + ... + @, 50 y una recta si &, +
+ a3+ ... ~+ a, = 0. Consideremos ahora n -~ 1 puntos
Ay, Ay 5.0 Apgy Yy 7+ 1 nimeros ay, @z ..y @i
Supongamos que &, = @py; =0 (81 @, 4 apy, = 0, pode-
mos sustituir este par de niimeros por los ndmeros a,_,
Y @p4,; 0 por los nGmeros a@,.; ¥ a,; 81 so tiene simulténea-
mente &, + Gty = 0, Qpoy “; Gpi1 = 0y Qg Oy = 0,
SeTd @p_y = @p = Gn4y = 0 y podremos emplear directa-
mente la hip6tesis inductiva ya que en este caso e trataria
de n — 2 puntos Ay, A, ..., Ap.y v de n — 2 niimeros
Wiy Qs v & o5 B

Podemos demostrar, razonando igual que en 1° que
en el segmento A,4,., existe un punto O tal que

On-MAR 4 Gpyg - MAZ | =
= (25 " Gn1) MOt 22000t 4 AR,

Bn-ansi
cualquiera que sea el punto M del plano.
Esto permite reducir nuestro problema a la determina-
cion del lugar geométrico de los puntos M para los cuales
es constante la suma

- MAR+ag- MAZ .. 4 any MAL_y (85 + Gpis) MO,

En virtud de la hipdtesis inductiva, este lugar geométrico
es una circunferencia si a; + @z + ... + @ + @y 70
y una recta si a; +az+ ... + @y + 2y, = 0.

Problema 22. Héllese el lugar geométrico de los puntos
para los cuales es constante la suma de cuadrados de sus
distancias a n puntos fijos.

SUGERENCIA. Basta tomar en el problema 26 ay = @z = ...
.. =0, =
Problema 23. Héllese el punto para el cual es minima
la suma de cuadrados de sus distancias a » puntos fijos.

SUGERENCIA. ES8 el centro de la circunferencia que representa el
lugar :geométrico del problema 22, :

Problema 24. H4llese el lugar geométrico de les puntos
cuya razén de distancias a dos puntos fijos es constante.
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SUGERENCIA. 5i M es un punto del lugar geométrico buscado, te-
nemos g—g = ¢ y, por consiguiente AM? — c*.BM? = 0; por eso,
este problema se reduce al ejemplo 26.

Problema 25. Sea A;4, . .. 4, un n-gono. Héllese el
lugar geométrico de los puntos M tales que tenga area
fija § el poligono cuyos vértices son las proyecciones del
punto M sobre los lados del poligono inicial.

SUGERENCIA- Se puede demostrar que ol arca del tridngulo cuyos
vértices son las proyecciones del punto M sobre los lados del trién-
1 de

gulo AlAgAa e’ igual az' | 1_'_‘8_27

Spa14,4y donde R esel radio de

la circunferencia 3 circumscrita al tridnpulo A,4,4,y desladistan-
cia entre el punto M y el centro de la circunferencia =. De aqui se
deduce que para n = 3 el lugar geométrico buscade es una circunfe-
rencia del mismo centro que I (o un par de circunferencias de este
tipo). Después, aplicando la induccién seglin el nimero de lados del
Boligono, se demuestra que cualquiera que sea n el lugar geométrico

uscado es una circunferencia (0 un par de ¢ircunferencias concéntri-
cas). [Véase lr solucién del problema 90 en el libro de 1. O. Mxasp-
crmit, H. H. Ysamos 1 M. M. fAraom, ViaGpanAHe sajadl B TOOPeME
sneMeHTApHOH MaTemaTnky, u. 2, M., FocTexmspar, 1952 (D. O. Shiliar-
ski, N. N. Chenizov o J. M. Yaglém, Problemas y teoremas escogi-
dos de matemé&tica elemental, parte 2)].

§ 5.
" DEFINICION
POR INDUCCION

Interesantes ejemplos de aplicacién del método de induc-
cién matemética en la Geometria enconiramos en problemas
relativos a conceptos cuya definicién misma se basa en el
«paso de n a n -+ 1»; a ellos consagramos este paragrafo.

Ejemplo 27. Definicién de medianas y baricentro de un
n-gono.

1°. Llamaremos baricentro de un segmento su punto
medio {fig. 53, a). _

Las medianas de un trifngulo 4,4,4; pueden definirse
entonces como los segmentos que unen los vértices del
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tridngulo y los baricentros de los lados opuestos (fig. 53, b).
Es sabido que las medianas del tridngulo se cortan en un
mismo punte que las divide en razém 2 : 1 contando desde
gl vértice. Diremos que el punto en el que se cortan las tres
medianas del tridngulo es su baricentro.

Definamos ahora las medianas de un cuadrilditero A, A,A g4 4
como los sogmentos que unen sus vértices A;, Ay, Az ¥ 4,
y los baricentros 0,, @y, O3 ¥ O de los tridngules que forman

F1G. 53

los tres vértices restantes (fig. 53, ¢). Demostremos que las
medianas del cuadrildtero se corian en un mismo punio que
las divide en razén 3 : 1 contando desde el vértice. Efectiva-
mente, sea S el baricentro {punte medio} del segmento
A,A, y sean O, y O, los baricentros respectivos de los tridn-
gulos A;A A, ¥ A;A.4,; sea, ademas, O el punto de inter-
seccién de las medianas A0, y 4,0, del cuadrildtero.
Puesto que ‘S4g v SA, son medianas de los tridngnlos
A A A, vy A A,A,, tenemos '

SAs 3 SAg 3

0, 1 Y B0, 1

y, por consiguiente,

845 SA
F0, — 505"
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De aqui se deduce que 030, 4,4, ¥ que g‘%z = %f =

= % Ademas, como los tridngulos 00,0, ¥ OAsA, son
semejantes, tenemos

Ody _ 0ds _ Asd,
00, — 00; 040,

=
=

Es decir, el punto de interseccién de dos medianas sucesivas
(0 sea, que arrancan de dos vértices sucesivos) divide ambas
en razén 3 : 1. De ello se deduce que las cuatro medianas
del cuadrilatero pasan por un mismo punto O que divide
todas en razén 3 : 1. El punto O de interseccién de las media-
nas del cuadrildtero se denomina baricentro del cuadriidiero.
2°, Supongamos que para todo k& < n las medianas del
k-gono se han definido como los segmentos que unen sus
vértices con los baricentros de los (k¢ — 1)-gonos formados
por los % — 1 vértices restantes y que para todo k < n
se ha definido el baricentro del k-gono como el punto de
interseceibén de sus medianas. Adema4s, demos por demostrado
para & <Zn que el punto de interseccién {el baricentro del
k-gono) de las medianas del k-gono divide las mismas en
razén (¢ — 1) : 1 (contando desde el vértice). N
Definiremos entonces las medianas del n-gono como los
segmentos que unen sus vértices con los baricentros de los
(n — 1)-gonos formados por los » — 1 vértices restantes.
Demostremos que todas las medienas del n-gono A, A, ... 4,
asar por un mismo punto gue las divide en razin (n — 1) 1 1
contando desde el vértice). Efectivamente, sea § el baricen-
tro del (n — 2)-gono A4, ... A,_s; en este caso las rectas
SA,_, y SA, serin medianas de los (n — 1)-gonos A;44 . ..
o Apq Yy AjAg ... An_gA, (fig. B4). Si 0, ¥ 0, son
los baricentros de estos (r — 1)-gonos, tememos, en virtud
de la hipétesis inductiva,

SAn_i —_ SAR n—1

B0 0g T

Por consiguiente, O, 0, | ApA,_, ¥ g“':g" = ";11 . Sea 0
a=1“n

el punto de interseccién de las medianas O, 4., ¥ 0,4,
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del n-gono A4, . .. A,. De la semejanza de los tridngulos
00,.,0, v OA,_14, resulta

OAn,1 s OA;; - A-ﬂ_iAn _ n—1
OOn_] S 00;1 = -On-jon - 1

Por consiguiente, el punto de interseccién de dos medianas
sucesivas del n-gono divide ambas en razén (n — 1) : 1.

A
FIG. 54

De ello se deduce precisamente que todas las medianas del
n-gono pasan por un mismo punto (que las divide en razdn
(n —1):1).

Podemos definir ahora el baricentro del n-gono como el
punto de interseccidn de sus medianas y definir después
las medianas del (n -+ 1)-gono como lo3s segmentos que unen
sus vértices y los baricentros de los n-gonos formados por
los n Vértices restantes. El método de inducciéon matemdética
permite afirmar que esta definicién de medianas y de bari-
centro del n-gono tiene sentido cualduiera gue sea n.

Problema 26. Tomemos un n-gono 4,4, ... A,. Repre-
sentemos por O, el baricentro del (n — 1)-gono A4, . ..
.«. Ay, por Oy el baricentro del {(n — 1)-gono 4,4, ...
. . . Ay, ete. y por O, el baricentro del (n-—1)-gono 4,4, ...

G-941
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.+ Apy. Demuéstrese que los n-gonos 00, ... Op ¥y
AA, ... A, son semejantes.
SUGERENCIA. Segun ilemos' visto en el sjemple 27, se tieme
00,11 4145 ¥ AiAa =~— . Mediante razonamientos analogos se
14z o
0,05 1
demusstra que 0,03l 4.4, ¥ TzA_s_'n_'—T' ete.

Se llama mediana de orden k del n-gono (k << n) el seg-
mento que une los baricentros del A4-gono formado por X
cualesquiera de sus vértices y del {(r — k)-gono formado por
los n — k vértices restantes. Por consiguiente, toda mediana
de orden % es a la vez una mediana de orden » — k. Las
medianas del n-gono que hemos definido en el ejemplo 27
podrian ser denominadas medianas de primer orden.

Problema 27. Demuéstrese que todas las medianas de
orden % del n-gono pasan por un mismo punto que las divide
en razbén (n — k) : k. ;

SUGERENCIA. Sean S; y §, los baricentros del (¥ — 1)-gouo
Agdg ... Ay vy del (n — k — 1)-gono Apsgdgsg - - - 4y, sean O; ¥

0, los haricentros de los k-gonos AAy ... Ay ¥ Apdg ... Apsi
y sean Oy y O4 los baricentros de los (n — k)-gonos Apyy .. - Ap ¥
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OlSi ___ 02S1 _ 1

S 014, Opdpy k—1 ¥
0382 - 0& 2 _
0314%*3_ OQA! .__ N fpomn . Yoaod.“Al"ik+l'

. Sea O el punto de interseccion de lag medianas 0,0, y 040, de orden
k; de la semejanza de los tridngules 00,0, y 0040, resulta

CApes o .- Apd, (fig. 55). Entonces

010511 AyApa, asi como

1

005 00y 0.0 % Atdres _ n—k

005 00, 00, 1 =%
$ * ek ﬁ_kAiAhH

Se puede demostrar que para todo k el punto de inter-
seccién de las medianas de orden % de un n-gono coincide
con el baricentro del mismo.

Problema 28. Entinciese la proposicién del problema 27
para el caso n =4 y k = 2,

° RESPUESTA. Se cortan en un mismo punto y bisecan uno al otro
los segmentos que unen los puntos medios de los lados opuestos y los
puntos medios de las diagonales de un cuadrildtero cualquiera.

La circunferencia que pasa por los puntos medios de los
tres lados del tridngulo (fig. 56) se denomina circunferencia

de Euler. Tiene varias propiedades interesantes (por ejem-
plo, la circunferencia de Euler del tridngulo ABC, a parte
de los puntos medios D, £ y F de sus lados, pasa también
por los pies P, Q v R de las alturas AP, BQ y CR, asi como
por los puntos K, L y M que bisecan los segmentos AH,
BH y CH de las alturas comprendidos entre los vértices

6
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v el punto H de interseccién de las alturas'); por eso, la
circunferencia de Euler suele también llamarse circunferencia
de nueve puntos del tridngulo). Puesto que la circunferencia
de Euler del tridngulo 4 BC resulta circunscrita al tridngule

DEF que es semejante a ABC siendo «:1,— la razén de seme-

) . - x R
janza, el radio de la circunferencia de Euler es 7 ,ydonde R

es el radio de la circunferencia circunserita al tridngulo
inicial ABC. Ahora veremos que el concepto de la circun-
ferencia de Euler es extensivo a cualquier poligono inserito
en una circunferencia.

Problema 29, 1°. Se denomina circunferencia de Euler
de la cuerda A,A,, tomada en una circunferencia S de radio

R, la circunferencia de radio % cuyo centro es el punto

‘medio de la cuerda 4,4, (fig. 57, a). Las tres circunferencias
de Euler de los lados del tridngulo 4,4,44 inscrito en la
circunferencia S se cortan en un mismo punto O, centro.

de la circunferencia de radio % que pasa por los centros de

las tres circunferencias de Euler; esta Gltima circunferencia
se denomina circunferencia de Euler del tridngulo 4,4 .45
(fig. 57, b). )

2°. SBupongamos que hemos definido la circunferencia
de Euler para un n-gono inscrito en la circunferencia §

'} El cuadrilatero KFD M (fig. 56) es un rectangulo
{en efecto, tememos FK{{BH || DM ya que ¥FX y DM pasan por los
puntos medios de los lados de los tridngulos ABH y CBH de base
comun BH; tenemos igualmente FDj| AC|| XM ya que FD y EM
pasan por los puntos medios de los lados de los tridngulos 4BC
y AHC de base comin AC; por ultimo, tenemos BH { AC), por
consiguiente, los segmentos FM y DK son iguales y-los puntos medios
do ambos coinciden. Razonamientos andlogos permiten -ver que el
segmento EL es también igual a estos segmentos y que el punto medio .
de EL coincide con el punto medio comin de ¥ y KD. De aqui se
deduce que, a parte de los puntos D, E y F, la circunferencia de Euler
pasa también por K, L y M (el centro de esta circunferencia coincide
con el punto medio comun de DX, EL y FM y su didmetro es igual
a la longitud comun de estos segmentos).

Ademds, puesto que K y D segin homos demostrado son puntos
diametralmente opuestos de la circunferencia de Euler, resuita que
£ KPD=90°de modo que la circunferencia de Euler pasa por el pun-
to P; de la misma forma se demuestra que también pasa por los pun-
tos Q y A.
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y que hemos demostrado que su radio es % (R es el radio
de la circunferencia §). Consideremos ahora un (n + 1)-gono

AAgzAg . .. Ay, inscrito en la circunferencia S. En este
caso las n -+ 1 circunferencias de Euler de los n-gonos
AgAs . s a Aﬂ'i?l!' A-,_As - A'n'-i-n W aE AlAg . e AI'I. Se

FIG. 57

cortan en un mismo punto, centro de la circunferencia de
. R : 5 3
radio % que pasa por los centros de las n 4+ 1 circunferencias

de Euler; esta twltima circunferencia se denomina circun-
ferencia de Euler del (n + 1)-gono A;A, ... A,s, (véase
la fig. 57, ¢ donde estd representada la circunferencia de
Euler de un cuadrildtero).

_ SUGERENCIA. Sea A,4;4 .4, un cuadrilatero cualquiera inscrito
en la circunferencia S. Puesto que la circunferoncia de Tuler del tri-
dngulo A,4,4;, por sjemple, pasa por los puntos medios de los tres
segmentos H,4,, 4, y H;4, donde H, es el'punto de interseccién
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de las alturas de A1A gd 5 (véase lo dicho anteriormente), resulta que.
esta circunferencia se ohtiene de la circunferencia § por medio de una

homotecia de centro H, y de razén -;— ; por eso, el puntomedio del seg-

mento H .4, pertenece a dicha circunferencia. Resta fijarse ahora en
que los puntos medios de los segmentos HAy, HoAg, HaAs y HiAy
(donde H,, H, y Hy son los puntos de interseccién dgo las alturas de los
tridngulos correspondientes) coinciden; esto se deduce de que, por
ejemplo, el cuadrilitero A,H,H A, es un paralelogramo {ya que

AgHo | AgH | | Agd, y A1Hy = A H; = al doble de la distancia
entre el centro de S y el segmento A,4,).

Supongamos ahora que ha sido demostrada ya la existencia de la
circunferencia de Euler para cualquier k-gono cuyo mimero de lados
k no pasa de n > 4. Consideremos un {n - 1)-gono 4,4, ... 4,4,
inserito en la circunferencia §. Se pide demostrar que las circunferen-
cias de Euler §,, §,, ..., Sp4; de los n-gonos A4, ... Agsy,
Adad, ... Apyq, ..., Ajd, .. A, se corian en un misme punto;
basta demostrar para ello que so cortan en un mismo punto tres cuales-
quiera de estas circunferencias, por ejemplo, S,, S, y S'). Sean S5,

%) Ya que si cualesquiera tres de las » == 5 circun- .
ferencias (distintas dos a dos) se cortan en un mismo punto, tedas las
circunferencias se cortardn en un mismo punto (para n = 4 esto ya
ne es cierto).
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S13 ¥ S3s las circunferencias de Euler de los (n — 1)-gonos 454, - . .

nttr Agd Ag ... Apzy ¥V Ajd4Ag . .. Apyy Y sean Oyy, Ogy
¥ O,5 sus centros; sean, ademis, 0,, O, ¥ O, los centros de las circun-
ferencias 8¢, §, ¥ S4 ¥y sea, por tiltimo, Oy, el centro de la circunferen-
cia de Euler S,55 del (n — 2)-gono A 45 ... Ap4,. Obtenemos asf
Ia fig. 58 que permite deducir fécilmente la igualdad de los tridngu-
1 10403 v 0150i50,5. (Para demostrar la igualdad de los lados 0,0,
y 035042 de estos tri ngulos basta considerar los tridngulos OIO,b,,
y 0.50,50,35 Gue son iguales pues

04204 =040 =0433035 = 0123013='£ 4

2
£010490s= £010490433+ £ 019301202 =

=27£04301501535+2 £ 033012023 =2 £ 045015055
y. ademas,

£02301330413=2 4013042033

por ser dngulos inscrito y central de la circunferencia circunscrita a
0,20,50.s que descansan sobre un mismo arco; de un modo andlogo
se demuestra que 0y0; = 0;,0,5 ¥ que 0,0; = 0,50,;). Ya que
40,0405 = D0330150, y las circunierencias Sog, S1s ¥ S 86 cortan
en un mismo punto 0,qs, de ello ya se deduce que las circunferencias
S:, 83 ¥ Sy se cortan en un punto,

Problema 30. Sea A4, ... 4, un r-gono inscrito en
la circunferencia S. Demuéstrese que su baricentro (véase
el ejemplo 27) pertenece al segmento que une el centro de S
y el centro de la circunferencia de Euler del r-gono y que
divide este segmento en razén (n — 2) : 2,

SUGERENCIA. La solucién de este problema se puede emcontrar
en el libro de I. M. Yaglém indicado en la pég. 62 (véase la solucién
del problema 52, ¢).

Ejemplo 28. 19, Sean Iy, I,, I3 ¥ I; cuatro rectas en posicién gene-
ral, o sea, situadas de modo que no hay dos paralelas ni tres que pasen
por un mismo punto; sea 0, el centro de la circunferencia circunscrita
al trifngulo que forman las rectas Iy, I;. I; sea O, el centro de la cir-
cunferencia circunscrita al triéngulo que forman las rectas };, I3 y I,
etc. Entonces los cuatro puntos 0y, 0y, Og ¥ O, €stén sobre una misma
circunferencia que se denomina circunferencia de centros de las cuatro
rectas I,, ‘g._ 33 ¥y Z‘ {ﬁg- 59}.

29, Supongamos que se ha definido ya la circunferencia de cen-
tros de las n rectas. Consideremos n -é- rectas Iy, Iz, Iy, o .., Iyt
en posicién general. Sea Oy ¢l centro de la circunferencia de centros
de las n rectas I, 2, .. ., 1,4, Sea O, el centro de la circunferencia de
centros de las » rectas I, 15, . . .. In4,, ofc. Entonces los n -j- 1 pun-
tos 0y, O,, Oy, . .., Opy; estén sobre una misma circunferencia que
se de::;omina circunferencia de centros de las n-4 rectas Iy, 15, g, . . .

= sy Pl
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DEMOSTRAGCION. 10. Sean [, I,, I ¥ !4 cuatro rectas en posicién
general (fig. 60); sea 4, el punto dae interseccién de las rectas 533' L,
sea A4, el punto de interseccién de las rectas I, y I, ete.; sea O, el
centro de la circunferencia Cy circunserita al tridngulo que forman las
rectas ly, I ¥ s, otc. Demostremos, ante todo; que las circunferencias

FIG. 59

€y, €3, €5y C, se cortan en un mismo punto M. En efecto, si M es ¢l
punto de interseccién de € y C, distinto de 4,,, tenemos

LApM A= £ AyaduAgg= Lontre L y I3,
LAspMazdog= £ Aya Ay, Asy= Lontre I3 y I,

De agui resulta que LA,MA,5=4L entre I, y L, =ZL A,;gA 34405, €8
decir, que la circunferencia ', pasa por M; :fo la misma forma se de-
muestra que también €', pasa por M.

Ahora estamos en condiciones de demostrar gue los puntos @y, O,
O3 y 04 estan sobre una misma circunferencia. Consideremos las tres
circunferencias C,, €, y Cy que pasan por el mismo punto M; Cy y
Cq se cortan ademéis en el punto A,; mientras que ¢, y €y, en el punto
A4y Do aqui se deduce que ?)

201040y = L A13M Apy = £ AaAgudag= Lentre Iy y Iy,

Anilogamente se domuestra que £0,0:0,=< entre I, y }, =
= £0,040;, de donde se desprende nuestra proposicisn.

2¢, Supongamo8 que nuestras proposiciones han sido demostradas
ya para el easo de n rectas; podemos dar por domostrade también que

Y} Mds exactamente: estos dngulos coinciden o su-
man 180 °. En realidad, para que todos les razonamientos sucesivos
no dependen del dibujo hay que recurrir al concepto de dngulos orien-
tados (véanse, por ejemplo, las soluciones de los problemas del libro
M. Adamap. Hneuen'rapnaﬁ reomerpua, 4. I, M., YVamemrma, 1948 .
(/. Hadamard, Geometria elemental, parte 1) escritas por D. I. Pere-
piolkin, (pags. 488 y 489).
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el arco de la circunferencia de centros de las n rectas by, Iy, . . ., I, com-
prendido entre los centros O, y O, de las circunferencias de centros de las
n —1 rectas Iy, I3, ..., I, y de las n — 1 rectas 1), lg, . .., Ipny, 5
igual al dngulo duplicado entre las rectas 1y y I, (véase el final de lﬂ]

Consideremos ahora n - 1 rectas Iy, Iy, . .., [,4; en posici6bn gene-
ral. Sea O; el centro de la circunferencia C; de centros de las n rectas
by, I3, -+, ly4y, elc. ¥ sea Oy, ol centro de la circunferencia Cyy de

centros de las n — 1 rectas I3, l4, . - ., Iy 4y, otc. Demostremos que
las circunferencias Cyp, Cq, . - ., Cpsa 50 cOFtan en un mismo punto M,
En efecto, sea M el punte de interseccién de las circunferencias C; y
C, distinto de 0,,. Tenemos entoncesl)

1
5013M012=-—§- 0300 == Lontre Iy v i3,

1
1013M033=".—2— U012023= Zentre 13 v L.
Do aqui resulta que £0,3MO0z = £ entre Iy ¥ Iy = £ 0y904404s, €5
decir, que la circunferencia Cy pasa por M. Analogamente se demuestra
que todas las circunferencias restantes C;, Cj;, ..., Cnig también
pasan por M.

1) Véase‘g___}_a llamada anterior.
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Consideremos ahora tres circunferencias €y, €, y €5 gue pasan
por el mismo punto AM; €, y C; se cortan ademéds en ol punto Oy,
mientras que £, y €3, en ef punto 0,9, Tenemosl)

Z 010302 =L OigMozs =L 013053023 = Zentre Is v 4.
Andlogamente se demuestra que £0,0;0, = £ entre i, y [, cualquie-

ra que sea of punto Oy (t =4, 5, ..., n - 1), de donde se deduce
que todos los puntos Oy, 04, 05, 04, . . ., Onyy 05tén sobre una misma
circunferencia.

El enunciado del ejemple 28 puede ser modificado tomando en él
circunferencias inscritas em lugar de circunscritas. Pero agul surge
una dificultad nueva debida a que la circunferencia circunscrita al
triangnlo se define univocamente (como la que pasa por todos los
vértices del tridngulo) mientras que la circunferencia inscrita en el
tridngulo {0 sea, tangente a todos sus lades) puede ser escogida entre

FlG. 61

cuatro (ya que son tangentes a los tres lados una circunferencia ins-
crita y tres circunferencias exinscritas). Para salvar esta situacifn se
puede proceder del modo siguiente. Consideremos rectas y circunfe-
rencias orieniadasindicando con una flecha la direccién de movimiento
en cada linea; diremos entonces que una recta y una circunferencia
orientadas son Zangentes s6lo si coinciden sus direcciones en el punto
de tangencia. En este caso siempre existird una circunferencia orien-
tada #rnica tangente a las tres rectas orientadas Iy, I3 ¥ I3 que no pasan
por un mismo punto (fig. 61, &, b), la circunferencia orientada inscrita
on el trifngulo que forman I, I, ¥ ls

Problema 31. 10. Sean I, I,, I3 ¥ I; cuatro rectas orientadas en
posicién general, o sea, situadas de modo que dos cualesquiera se cor-
tan y no hay tres que pasen por un mismo punto; sean Oy, Os, Oy ¥ Oy
los centros de las circunferencias orientadas inscritas en los tridngu-
los que forman, respectivamente, las rectas I, Iy ¥ Iy, las rectas Iy, I,
¥ l;, ete. Entonces los cuatro puntos 0y, Oy, Oy ¥ O estdn sobre una
misma circunferencia gue se denomina eircunferencia de centros de las
cuatro rectas orlentadas 1y, 1y, Iy y 1, (fig. 62)

1) Véase 1a llamada anterior.
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20, Supongamos que se ha definido ya la circunferencia de cen-
tros de n rectas orientadas. Consideremos n -- 1 rectas orientadas
I gy o o0y Iy, 1oy, en posicibn general, Sean Oy, Oy, .. ., On, Opq
los centros 30 las circunferencias de centros de ias n-+1 colecciones,
con n rectas orientadas en cada una, que pueden formarse de nues-
tras n+41 rectas. En tal caso log n+1 puntos Oy, Os, ..., 0,, O,y
estdn sobre una misma circunferencia, la clrcunferencic de centros de
Ias n - 1 rectas orientadas.

La solucién del problema 31, préxima a la solucién del ejemplo
28, queda a cargo del lector.

Problema 32. Definicién del ortocentro de un poligono fnscrito en
la circunferencia. 19, Como es sabido, se denomina ortocentro del tridn-
gulo ol punto de interseccién de sus alturas.

20, Supongamos que se ha definido ya el ortocentro de un »n-gono
AyAg ... A, inscrito en la circunferencia S. Sea A 4. ... Apdpsy

FiG. 62

un (n 1}-Fono ingerito. en la circunferencia § y sean My, H,, ...
v+, Hpyy los ortocentros de los n - 1 poligonos dadg ... dps,

WAy .o Apyy, ..., A4Ad4 ... A,. Entonces las circunferen-
cias iguales a § pero con centros en H,;, Hy, ..., Hpyq 80 cortan en
un mismo punto H ¢que se denomina ortoceniro del {n 4 1)-gono
AjA; . .. A, (en la fig. 63 hemos representado el ortocentro del
cuadrilitero 4,4,4:44).

Dejando la solucién del problema 32 a cargo del lector, sefale-
mos que los ortocentros de los poligonos inscritos en la circunferencia
poseen una serie de propiedades andlogas a 1as que existen para los
otrocentros de los tridngulos; no podemos detenernos aqui en 1a expo-
sicidn de estas propiedades que se demuestran aplicando necesario-
mente ol método de induccién matematica (va gue el ortocentro del
poligono ka sido definido por induccidn).

Problema 33. 19. Se denomina punto central de dos rectas (secan-
tes) el punto de interseccién de las mismas (fig. 64, a).

Se denomina circunferencia central de tres rectas en posicion gene-
ral (véase el ejemplo 28) 1a que pasa por los puntes centrales de cada
par de estas rectas (fig. 64, b).
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Consideremos cuatro rectas iy, Iy, Iy ¥ g en posicién general. Sea
8y la circunferencia central de las tres rectas I, i; y s, sea Sy la cir-

FIG. 63

cunferencia central delas tres rectas i, I; ¥ I;, otc. Entonces [as cua-
tro circunferencias 8y, §,, S3 y S se cortan en un mismo punto O

{2

FiG. G4

que s denomina punto central de las cuatro rectas ly, lg, lg ¥y
(fig. 64, c).
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29, Supongamos gue se han definido ya la circunferencia central
de 2n — 1 rectas'y el punto central de 2» rectas. Consideremos 2n 4 1
rectas Iy, Iy, . .., lgp, lgpsq oD posicién general. Sea 4; el punto cen-
tral de 1as 2n recias ig, iy, - + +s dap, lapsqs 568 A5 6l punto central de
las 2n rectas Iy, I3, + + ., lan, fap4q. ©lC. ¥ sea, por ultimo, Ag 4, el
punto ceniral de las 2n rectas I, s, - .., I3,. Entonces los puntos
Ay, Ag, + .., Agy4y estdn sobre una misma circunfersncia que se de-
nomina circunferencia central de las 2n -1 rectas 4, I3, ...
e ay 13:;, ls;n:i-l'

Consideremos finalmente 2n - 2 rectas Iy, I, . . -, dapt1, lapta
en posicién general, Sea S; la circunferencia central de las 2» 4 1
rectas I, Iy, . .« lyp4as lapdai 902 Sy la circunferencia central de las
2n - 1 rectas iy, I3, . « », {3p+1s fzn+zs OLC. ¥ sea, por Gltimo, Sap45 la
circunferencia central de las 2n -} 1 rectas i;, I,, ..., I3,4+;. Entonces
las circunferencias §,, 8y, ..., Sy41, Sap+s 98 cortan en un mismo
punto que se denomina punio ceniral de las 2n - 2 reclas L, I3, . ..
++ + bapaay lapese . » .

SUGERENCIA. Las demostraciones de las proposiciones aqui
enunciadas se puede encontrar-en el libro de D. 0. Skhiliarski ¥ otros
indicdado en la pagina 78 (véase la solucién del problema 125) ¥ en el
libro de H. M. Hezaom, FeoMeTpuueckHe npeoGpasoBauma; LI, M.,
Tocrexmspar, 1956 (I. M. Yaglém, - Transformaciones geométricas,
volumen 11 (véase la sclucién del problema 218, a).

Problema 34. 10, Sean I, I3 y I tres rectas en posicién general.
El centro de ia circunferencia circunscrita al tridngule que éstas forman
Se denomina punfo ceniral de les tres rectas.

Consideremos ahora cuatro rectas I, 1y, Ig ¥ I, en posicién general.
Sea 4; el punto central de las tres rectas Iy, iz ¥ I , sea 4, el punto
ceniral de las tres rectas i, I3 ¥ I, etec. Entonces los cuatro puntos
Ay, A5, Ay v A, estén en una misma- circunferencia (véase el ejemplo
28), que se denomina circunferencin cenirel de las cuatro rectas 1y, I,
3 ¥ L

2°. Supongamos gue se han definido ya el punto central de 2r — 1
rectas’ ¥ la circunferencia central de 2r rectas. Consideremos 2n J4- 1
rectas 4, 25, . .., lyn, lzgpn4x o0 posicién general. Sea §, la circunfe-
rencia central de las 2n rectas iy, Is, - . -, {an, lansai 882 Sq la circun-
ferencia central de las 2n rectas b, Is, - . -, fan, {anwa) olC. ¥ 883, por
ultimo, Sap,y la circunferencia central de las 25 rectas Iy, I, . .+, i24-
Entonces lag circunferencias 5y, Sg, . . ., Saps 96 cortan en un mismo
pum.oz gue se denomina punio central de las 2n - 1 rectas iy, ia, . -
~ v oy ban, Izna-

Consideremos finalmente 2r - 2 rectas &, I, ..., lopeg eD
posiciébn gereral. Sea A; ol punte econtral de las 2a 4 1 rectas
igy I3, + v, Igp4g; Sea Ay el punto central de las 2n 4 1 rectas
&, I3, + « vy Izg49, et0. ¥ sea, por Gltimoe, 4gp4g el punto ceniral de las
2n + 1 rectas i, I3, .., izns;. Entonces los puntos A4,, Ag, - ..
v ., Agy,y estdn en una misma circunlérencia qus se denomina circun-
ferencia central de las 2n - 2 rectas L, 15.7. . ., Iznsa

SUGERENG{A. Las demostraciones de las proposiciones aqui enun-
ciadas son completamente andlogas a las demostraciones de las pro-
posiciones que constituyen el contenido del problema 33.
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Se denomina elemento lineel ol par formado por un punto 4 y una
direccion en él determinada por la recta a que pasa por A. El elemento
lineal se representa por (4, @), Diremos que .n elementos lineales
(4;, &y), (Ag, a3}, . .., (d,, a,) son conciclicossi las rectasd ay, a5, . « »
. .., 8 Son Tectas en posicién general (véase el ejemplo 2é) y log n
puntos 4,, 4,4, ..., 4, estdn en una misma circunferencia.

Problema 35. 1°, Se depomina circunferencia directriz de dos ele-
mentos lineales (4, a;) ¥ (4, ‘@) (tales que los puntos 44 ¥ A,
son distintos y Ias rectas a, y a, se cortan) la circunferencia que pasa

A

a) )]

Fl1(:. 85

por los. puntos Ay ¥ 4, y por el punto de interseccidn de a; ¥y ay
(fig. 65, a}. Las circunierencias directrices de tres pares de elementos
lineales (4, a4} ¥ (4, @a), (A1 @1) ¥ (43, ﬂ'_s}, (A, a5} ¥ (44, ag) (ta-
les que todos los puntos 44, 45 ¥ A, son distintos y las rectas a,, ag
¥ ay s0D Tectas en posicidn general) se cortan en un mismo punto gue
se denomina punto director de los tres elementos lineales (Ay, ay,
(43 as)sy (Ag, ag) (fig. 65, 8). —

29, Supongamos que hemos definido ya la c¢ircunferencia directriz
de 2n — 2 elementos lineales conciclicos y el punto director de 2n — 1
elementos lineales conciclicos. Consideremos 2rn elementos lineales
conciclicos. Entonces los 2a puntos directores de todas las colecciones
formadas por 2n ~ 1 de estos elementos estdn en una misma circun-~
ferencia denominada cireunjerencia directriz de los 2n elementos linea-
les conciclicos. Ademds, si consideramos 2n - 1 elementos linealeg
conciclicos, todas las colecciones formadas por 2a de estos elementos
determinan 2n 4 1 circunferencias directrices que se cortan en un
mismo punto llamado punto director de los 2n 4 1 elementos lineales
conciclicos.

SUGERENCIA. Las demostraciones de las proposiciones que cons-
tituyen el contenido de este problema se puede encontrar en la
pég. ]:?3 del libro de 1. M. Yaglém (véase la solucién del problema
2148, b)
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§ 6.
INDUCCION

SEGUN EL NUMERO
DE DIMENSIONES

Al estudiar la Estereometria salta a la vista la analogia
que existe entre los teoremas de la Planimetria y de la
Estereometria. Asi, las propiedades del paralelepipedo se
asemejan mucho a las del paralelogramo (compérense, por
ejemplo, los teoremas: «Las caras opuestas del paralelepipedo
son iguales y las diagonales del parelelepipedo se cortan
en el punto medio de todas ellas», «y Los lados opuestos del
paralelogramo son iguales y las diagonales del paralelogramo
se cortan en el punto medio de ambas») y las propiedades
de la esfera se asemejan a las propiedades de la circunferen-
cia (compérense, por sjemplo, los teoremas: «Todo plano
tangente a la esfera es perpendicular al radio en el punto
de tangencia» y «Toda tangente a una circunferencia es
perpendicular al radio en el punto de tangencia»). Al mismo
tiempo existe una diferencia substancial entre las propieda-
des de las figuras en el plano y en el espacio. La diferencia
principal consiste en que las figuras en el plano tienen dos
dimensiones («longitud» y «anchura») mientras que los
cuerpos en el espacio tienen tres dimensiones («longitud»,
«anchura» y «altura»). A tenor con ello la posicién de un
punte en ol plano se deftermina plenamente mediante dos
coordenadas (fig. 66, b) z e y mientras que para determinar
la posicion de un punto en el espacio se precisan tres coor-
denadas z, y y 5 {fig. 66, ¢}. Por esta razén el espacio co-
rriente se denomina con frecuencia espacie tridimensional
{(«espacio de tres dimensiones») y del plano se suele decir
que representa el espacio bidimensional («espacio de dos
dimensiones»).

Esta terminologia puede hacerse extensiva al caso de la
recta. La posicion de un punto en la recta se determina plena-
mente mediante una coordenada tGnica z (fig. 65, a); esto
se debe a que todas las figuras (segmentos) en la recta tienen
una dimensién nada mis («longitud»). Por eso, se dice que
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la recta es un espacio unidimensional; esto permite considerar
que el nimero de dimensiones del espacio puede ser uno,
dos o tres.

Como regla general, los teoremas de la Estereometria
son més complejos que las proposiciones correspondientes
de la Planimetria; a su vez, las propiedades de las figuras
planas son mucho mas complejas que las propiedades de las
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figuras (segmentos) en la recta. Por otra parte, la demostra-
ci6bn de los teoremas «tridimensionales» (o sea, de la Este-
reometria) se basan de modo substancial en las correspon-
dientes proposiciones «bidimensionales» (o sea, de la Plani-
metria); por ejemplo, la demostraciéon de que las diagonales
del paralelepipedo se cortan en el punto medio de las mismas
se basa en la propiedad correspondiente de las diagonales
del paralelogramo. A su vez, sucede que la demostracién
de teoremas «bidimensionales» se basa en los andlogos
«unidimensionales». Esta circunstancia hace posible la
aplicacién, en determinados problemas geométricos, de la
induccién segin el nmimero de dimensiones que consiste en
el paso sucesivo del espacio unidimensional al espacio
bidimensional y, después, al tridimensional; el parigrafo
presente comprende precisamente ejemplos de este tipo. Con
frecuencia la induccién segin el nimero de dimensiones
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se emplea a la par con la induccién corriente y a veces
puede ser incluso sustituida por ésta.

Al analizar los problemas y los ejemplos de este para-
grafo debe tenerse en cuenta que la circunferencia plana
(o sea, el lugar geométrico de los puntos equidistantes

A 0 8
3}
FI1G: 87
D
1 § 4 B 2 ¢
b) ¢)
r a} 8
'FIG. 68

de un punto fijo O, fig. 67, ) corresponde a la superficie
esférica (fig. 67, a) en el espacio y a dos puntos equidistantes
del punto O (fig. 67, ¢) en la recta; el circulo plano corres-
ponde a la esfera en el espacio y al segmento en la recta;
por altimo, el tridngulo plano ABC (fig. 68, b) corresponde

1941
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al tetraedro (o sea, a una pirdmide triangular de vértices
A, B, C y D, fig. 68, ¢) en el espacio y al segmento 4B que
tiene dos «vértices»s 4 y B (fig. 68, @) en la recta.

Cabe subrayar gua no hay respuesta univoca, como regla general,
a la pregunta de qué proposicién de la Estereometria corresponde a un
determinade teorema de la Planimetria. Conviene aceptar, a veces,
gue el tridngulo plano curregfonde a este mismo tridngulo pero con-
siderado en el espacio y no al tetraedro (figura que tiene una dimen-
si6n ma4s); de la misma forma se puede aceptar que la recta plana co-
rresponde a la recta o al plano en e} espacio. Asi puéden cbtenerse dis-
tintos «andlogos estersométricosy de un mismo teorema de la Plani-
metria. Consideremos, por cjemplo, el teorema; <la suma ds cuadradoes
de las distancies entre un punto Af del plano y los vértices de un
r-gono regular de centro O inscrito en una circunferencia de radio R
es igual a n (R® - OM*; (véase, por ejemplo, el problema 234 del
libro de D.0. Shkliarski y otros indicado en la pag. 10) le corresponden
dos teoremas en la Estereometria: ¢la suma de euadrados de las distan-
cias entrs un punto M del espacio y los vértices de un r-gono regular
de centro O inscrito en una circunferencia de radio R es igual a
n(R® - OM3%)» y «la suma de cuadrados de las distencias enire un
punto M del espacio ¥ los vértices de un poliedro regular de n vértices
inscrito en una esfera de ceantro O y de radio R es igual a n (R? +
-t O MZ%)s; ambos teoremas son validos y ambos pueden ser deducides
del teorema «bidimensionaly correspondiente empleindose ambas
veces la induccién segin el nimerc de dirnensiones. Sin entrar en més
detalles, recomendamos al lector comparar el paso del teorema «uni-
dimensionals a los teorcmas ¢bidimensionals y «tridimensionals en los
ejemplos 30 y 39, por un lado, y en los ejemplos 37 y 38, por oiro lado.

Siguiendo el plan general de la obra, el paragrafo pre-
sente comprende cuatro partes: 1) cileulo por inducecién
segtin el numero de dimensiones; 2) demostracién por induc-
cién segin el nimero de dimensiones; 3) determinacion de
lugares geomsétricos por induccion segin el niamero de
dimensiones y 4) definicién por induccion segin el nimero
de dimensiones. No se ha incluido la seceién correspondiente
a los problemas de construccién por induccién segin el
numero de dimensiones ya que el problema mismo de cons-
trucciones en el espacio no es suficientemente conersto:
admite distintos enfoques y la discusién de los mismos nos
alejaria mucho del tema del folleto presente. En todos los
casos se considera como principal la proposicién «tridimen-
sional» {de la Estereometria) aun cuando el mayor interés
representa, como regla, el resultado correspondiente al caso
«bidimensional» (plano); siendo asi, el paso del caso bidi-
mensional al tridimensional sélo se aboceta ¥ no se expone

detalladamente.
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Un papel considerable desempefia en la Matemética
y la Fisica modernas el concepto del espacio n-dimensional
en el que la posicidon de un punto se determina por » niime-
' roS %y, g, - - -, &p denominados coordenadas de este punto;
aqui # es un numero entero positivo cualgquiera mayor, es
posible, que tres (asi, se habla, por sjemplo, del espacio
de esferas de cuatro dimensiones, donde las coordenadas
z, ¥, 2 v r de una esfera son las tres coordenadas de su centro
y el radio de la esfera; en la Fisica desempefla un papel
considerable el espacio de sucesos de cuatro dimensiones,
donde las coordenadas z, ¥, z y ¢ de un suceso son las coor-
denadas corrientes del punto donde ocurre el suceso y el
momento del sucese, asi como el espacio de fases de un punto
mévil sobre un plano en sl que las coordenadas son los

nlimeros z, ¥, = e Y, donde x e y son las coordenadas de la

posicién del punto, mientras que z & y son los componentes
de su velocidad, ete.). Si aceptamos que la distancia entre
los puntos A y B de coordenadas {(zy, %y . ..., Z3) ¥
{4, Yar . - -» Yn) del espacio n-dimensional es igual a

Vi{zi—y )+ (xz—'b'z)z 4+ e F (@ —yn)A

el espacio se denomina euclideo; en este espacio Se puede
definir el cubo n-dimensional y el simplice n-dimensional
(andlogo del tridngulo y del tetraedro), la esfera y la bola,
ete.}). Con frecuencia las propiedades de las figuras en el
espacio n-dimensional se demuestran por induccidn segin el
nimere de dimensiones del espacio; hablande con rigor, sélo
al demgstrar teoremas «n-dimensionaless, donde n es cual-
guiera, podemos con pleno fundamento hablar del método
de induceién ya que s6lo en este caso se realiza plenamente
el «segundo pascy de la. descripci6n de este método que
afirma la posibilidad de pasar de un valor arbitrario n = &
al valor siguiente n = &k 41 (véase la pig. 11). El método
de induceién matemdtica permite traspasar al espacio
n-dimensional, donde n es cualquiera, fodes los resultados

1) Véase, por ejemplo, B. A. Posengeand n
H. M, Hasom, MooromMepEEe NDpPOCTPAHCYBA, DHOHKIONEAUA dile-
MeHTApEOH MaTeMaTnkm, XH, V (reomerpms), Hayka, 1966, ctp. 349 —
392, (B. A. Rosenfeld o I. M. Yaglom, Espacios multidimensioneles,
en la Enciclopedia de matemaitica elemental, libro V (geometria),
pégs. de 349 a 392).

7¢
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de este paragrafo. Pero, como el concepto de espacios multi-
dimensionales rebasa los margenes de preparacién matema-
tica que, suponemos, tiene el leclor del presente folleto,
nos limitaremos en lo sucesivo sélo a loscasos n =1, 2 6 3
{0 sea, a los casos de la recta, del plano y del espacio co-
rriente),

1. CALCULO
POR INDUCCION
SEGUN EL NUMERO
DE DIMENSIONES

Ejemplo 29. ¢En cuantas partes dividen el espacio
n planos si tres cualesquiera se cortan ¥y no hay cuatro que
tengan un punto comin (diremos que estos planos son
«planos en posicién general)?

Consideremos sucesivamente ires problemas.

A. ¢En cudntas partes dividen la recta n puntos?

soLucioN. Representemos este nlmero por F; (n);- es
obvio que F, (n) = n + 1.

B. ¢En cudntas partes dividen el plano r rectas si dos
cualesquiera se cortan y no hay tres que tengan un punto
comin (n rectas en «posicién generals)?

soLucioN. 1° Una recta divide el plano en dos partes.

2°. Supongamos conocido el nimero F, (n) de partes en
las que dividen el plano n rectas en posicién general y con-
sideremos n + 1 rectas en posicién general. Las n primeras
do estas rectas dividen el plano en F, () partes; la recta
(n - 1)-ésima I se corta, por hipdtesis, con las restantes
n rectasen n puntos distintos; dichos puntos dividen la recta |
en &, (r) = n + 1 partes (véase A). Por consiguiente, la
recta I ticoe puntos comunes con » -- 1 de las partes ya
obtenidas, o sea, a las #, (n) partes se agregan F; (n) = n +
-+ 1 partes nuevas de modo {ue

Fan+1) = Fy(n) + Fy (n) = Fy (n) + (0 + 1). (13)
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Tomando para n en la igualdad (13) los valores n — 1,
n—2 ..., 2,1, obtenemos
Fo(n) =Fyg(n — 1) + n,
Fon —1)=Fy(n—2)+{n—1),

Fy(3) = Fy(2) + 3,
Fy(2) = Fy (1) + 2.
Sumemos estas igualdades; puesto que F, (1) = 2, tendremos

Fo)=F, ) +n+@m—1D4+ ... +2]=
=1+ —1)+...F2+1]
y definitivamonte ,
1 2
Fy(ny=14-20E0 2 ART2 tot

(véase la féormula (2) de la Introduceidn, . pdg. 12).
C. El problema inicial.
sovcioN. 1°. Un plano divide el espacio en dos partes.
2°, Supongamos conocido el niimero Fy (n) de partes en
las que dividen el espacio » .planos en posicién general
y consideremos » - 1 planos en posicién general. Los r
primeros de estos planos dividen el espacio en Fy (n) partes;
el plapo (» + 1)-ésimo m se corta con esos n planos segin n
rocta en posicién general que lo dividen, por consiguiente,
en Fy(n) = n2+2"+2 partes (véase B). Es decir, obtene-
mos la relacién
nddnt2
Fs(n+1)=Fy(n)+Fo(n)=F3(n) 4+ —— (14)

Introduciendo n — 1, n — 2, ..., 2, 1 cn Iugar de n en
la igualdad (14), obtenemos
AR — DD
Pyln)=Pyln—ty4 = lo—DHE

_ B A5
Faln—1)=Fy(n—2) 4 =2t 0=BE2

.......................

2.
Fa(3)=Fy(2) + =122,

Fy (2)=Fy () + 42
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Sumando estas igualdades, obtenemos
Fy(m)=F3 (1) + 5 [(R— 1P+ (1= 2P+ ... +17] +
Fg )+ (n =2+ .. A (2424 ... 2]

e ——
n—1 doses

y definitivamente, recordando las féormulas (2) v (3) de la
Introduccién y que Fg (1) = 2, encontramos

Py (n) =2+ n(n-—-i‘l)z(2n——-i} % (n-—41)n e (s Y
__ {nt1) (12— n4-6)
= ; .

Problema 36. ¢En cudéntas partes dividen el espacio
n esferas si dos cualesquiera se cortan?

SUGERENCIA. Consideremos sucesivamente los problemas si-
guientes.

A. ¢En cuéntas partes dividen la recta n «circunferencias unidi-
mensionaless, 0 sea, n pares de puntos (véase la introduccién a este
parégrafo, phg. 97-98)?

RESPUESTA. 2n puntos dividen la recta en 2n 4 { partes.

A’. Detorminese el nimero ©, (n} de partes en las que dividen la
circunferencia n pares de puntos situados en la misma.

RESPUESTA. @, (n) = 2n.

B. Determinese el nimero @, {») de partes en las que dividen el
plano » circunferencias que se cortan dos a dos. :

SOLUCION. Puesto que n circunferencias cortan la (n $ 1)-ési-
ma en n pares de puntos 'y, por consiguiente, la dividen en @, (n) =
= 2r_partes (véase A’'), resulta que enirs lag @, (r) partes, em las
que dividen el plano las » circunferencias, hay @, En) = 2n partes que
tienen punios comunes con la (n 4 1)-8sima ciréunferencia. De aqui
obtenemos la igualdad

DO (n 4 1) = Oy (n) - Dy (n) = B, () + 2n.
Baséndonos en esta igualdad y en que @, (1) = 2, encentramos
Dy(n)=n%*—n 4 2.

B’. ¢En cudntas partes dividen la esfera n circunferencias que
8o hallan sobre ésta y que se cortan dos a dos?

RESPUESTA. En @y (n) = n? — n 4- 2 partes.

C. El problema inicial.

SOLUCION. n esferas cortan la (r 4 1)-ésima segin n circunfe-
rencias y, por consiguiente, dividen su superficie en @, (n) = n? —
~— n 4 2 partes (véase B’); por eso, si n esferas que se cortan dos a
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dos dividen el espacio en @, (r) partes, resulta que r - 1 esferas divi-
den el espatio en

@3 (1) = Dg (n) 4 Oz () = D3 (n) 4 (R2—n4-2)
partes. Puesto que @, (1) = 2, podemos encontrar de aqui que
@y (n)=______n(n3—33n+8) A

2. DEMOSTRACION
POR INDUCCION

SEGUN EL NUMERO
DE DIMENSIONES

Ejemplo 30. Un tetraedro cuyos vértices estin numera-
dos mediante las cifras 1, 2, 3 vy 4 se divide en tetraedros
menores de modo que dos cualesquiera tetraedros de la
particibn no tiemen puntos comunes, tienen un vértice
comin, tienen una arista comin (pero no una parte de
arista) o tienen una cara comin {pero no una parte de cara).
Todos los vértices de los tetraedros menores también se
numeran con las mismas cifras 1, 2, 3 y 4 con la particula-
ridad de que para aquellos vértices que se encuentran sobre
las caras del tetraedro mayor se emplean las tres cifras con
las que estdn numerados los vértices de las caras correspon-
dientes; de la misma forma, para los vértices que pertenecen
a las aristas del tetraedro mayor se emplean Jas dos cifras
con las que estdn numerados los extremos de las aristas
correspondientes. Demuéstrese que habrd al menos un
tetraedro pequefio cuyos vértices estdn numerados con
cifras distintas.

Consideremos sucesivamente los problemas siguientes.

A. Un segmento cuyos extremos estén indicados por las
cifras 1 y 2 se divide en segmentos menores disjuntos y todos
los puntos de la particién se numeran mediante las cifras 1
¥ 2 (fig. 69, a). Demuéstrese quc habré al menos un segmento
de la particién cuyos extremos estdn numerados con cifras
distintas. _ '

' soLucioN. Demostremos que es impar el nimero de seg-
mentos indicados por 1 2; de ello se deducird que existe un
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segmento de este tipo como minimo (ya que cero es un niime-
ro par). Sea A la cantidad de extremos de. los segmentos
de la particién que llevan la cifra 1. Este nimeére es impar
ya que cada vez que la cifra 1 aparezca dentro del segmento
grande (sea & el nimero de estos casos) sera extremo de dos
‘segmentos de la particidn y dnicamente la cifra 1 que figura

3y T 1 7 211 2

&)
FIG, 69

on uno de los extremos del segmento grande correspondera
a un segmente de la particidn; por consiguiente,

A =72k 4 1.

Por otra parte, sea p el niimero de segmentos de la parti-
cién de tipo 1 1 y sea ¢ el ntimero de segmentos de tipo 1 2;
entonces, el nimero A de vértices 1 sera

4=2p +q-
De la igualdad
2 +1=2p g

se deduce que ¢ es impar.

B. Un tridngulo cuyos vériices estan numerados mediante
lag eifras 1, 2 y 3 se divideé en tridngulos menores de modo
que dos cualesquiera tridngulos de la particidén no tienen
puntos comunes, tienen un vértice comin o tienen un lado
comun {pero no una parte de lado). Todos los vértices de los
tridngulos dec la particién se numeran también con las
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cifras 1, 2 y 3 con la particularidad de que para numerar
los vértices que aparecen en los lados del tridngulo mayor
¢ emplea una de las cifras que llevan los extremos de los
lados correspondientes (fig. 69, b). Demuéstrese que habrad
al menos un tridngulo de la particién cuyos vértices estén
numerados con cifras distintas.

sor.ucioN. Demostremos que el nimero de tridngulos de
tipo 1 2 3 es impar. Calculemos con este fin el mimero
total 4 de lados de tipo 1 2 en los tridngulos de la particién.
Sea % el namero de segmentos de tipo 1 2 que se encuentran
dentro del tridngulo principal y sea ! el niimero de seg-
mentos de este tipo que aparecen en el lado 1 2 del tridngulo
mayor (los otros dog lados de este tridngulo no pueden tener
segmentos de tipo 1 2). Cada uno de los & segmentos per-
tenece a dos tridngulos de la particién y cada uno.de los !
segmentos pertenece & un trifingulo de la particién; por
eso,

A=2k+1

Por otra parte, sea p el nimero de tridngulos de la par-
ticién de tipo 1 2 2 o de tipo 1 2 1 ¥ sea ¢ el ntimero de trian-
gulos de tipo 1 2 3. Cada uno de los p tridngulos tiene dos
lados de tipo 4 2 y cada uno de los ¢ tridngulos tiene un
lado de este tipo; por eso,

De la igualdad
2k +1=2p-+q

se deduce que g es par o impar segén lo sea l. Pero, en virtud
de la proposicién 4, el nimero I es impar y, por lo tanto,
también g es impar.

C. La proposicién inicial.

sorucion. Sea A el ntimero de caras de tipo 1 2 3 en los
tetraedros de la particidn. Si k de estas caras se encuentran
dentro del tetraedro principal y ! de estas aparecen en su
cara 1 2 3, tenemos

A=2k+1

Por otra parte, si p es ¢] nimero de tetraedros de la
particién de tipo1123,1422361233yq¢esel nime-
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ro de tetraedros de la particién de tipo 1 2 3 4, tenemos
obviamente

A=2p+agq.
De la igualdad

se deduce que los nimeros ¢ v ! son ambos pares o ambos
impares. Pero, en virtud de la proposicién B, ! es un nimero
impar de modo que también g es impar.

En la introduccidn a este pardgrafo hemos explicado que
la induceibn segiin el ntmero de dimensiones puede ser
sustituida a veces por la induceién corriente. Veamos ejem-
plos que lo confirman.

Ejemplo 31. Demuéstrese la proposicién del ejemplo 30
A empleando la induccién segin el nimero n de segmentos
de la particién.

soLUCION, 1°, Para n = 1 la proposicién se hace evidente.

2°. Supongamos que nuestra proposicién ha sido ya de-
mostrada para cualquier particién del segmento en n seg-
mentos menored. Consideremos una particién del segmento
1 2 en n - 1 sogmentos menores. Si estos segmentos no Son
todos de tipo 1 2, habr4 un segmento cuyos extremos lHevan
cifras iguales, por ejemplo, un segmento de tipo 1 1. Con-
trayéndolo a un punto, obtendremos una particién del
segmento 1 2 en n segmentos menores. Segin la hipdtesis
inductiva, en esta particién y, por consiguiente, también
en la inicial habrd al menos un segmento de tipo 1 2 que
es lo que gquerfamos demostrar.

Efemplo 32. Demuéstrese la proposicién del ejemplo 30 B
empleando la induccién segin el nimero n de tridngulos
de la particién.

soLucIioN. 1°. Para n = 1 1a proposicién se hace evidents
vy para 2 = 2 se demuestra gin dificultad.

2°, Supongamos que nuestra proposicién ha sido demos-
trada ya para cualquier particién del tridngulo 1 2 3 en n
o en menor nitmero de partes. Consideremos una particién
en n -- 1 tridngulos. Si estos trifngulos no son todos de
tipo 1 2 3, existe uno que tiene cifras iguales, digamos 1, en
dos vértices. Este lado 11 corresponde a dos tridngulos de
la particién (si estd dentro del tridngulo principal, fig. 70, a)
o un tridngulo (si este lado aparece en uno de los lados del
trifngulo principal, fig. 70 b). Contrayendo el segmento 1 1
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a un punto, obtenemos una particién nueva del tridngulo
123 enn — 1 (primer caso, fig. 70, ¢) o en n (segundo caso,
fig. 70, d) trifingulos. Segin la hipdtesis inductiva, en esta
particién (y, por consiguiente, también en la inicial) habra
al menos un tridngulo cuyos vértices sean de tipo 1 2 3.

FlC. 70

Problema 37. Demuéstress el teorema del ejemplo 30 G
empleando la induccién segin el ndimero n de tetraedros
de la particibén.

SUGERENCIA. La demostracidn es andloga a la demostracidn de
la proposicién del sjemplo 32,

Lia proposicion del ejemplo 30 puede ser precisada. Con
este fin introducimos el concepto de orientacién para todo
tetraedro cuyos vértiges estdn numerados mediante las
cifras 1, 2, 3 y 4 distinguiendo dos tipos de orientaciones
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segin que el recorrido, de la cara 1 2 3, del vértice 1 al vér-
tice 2 y después al vértice 3, sea visto desde el vértice 4 en
el mismo sentido que se mueven las agujas del reloj o en
el sentido contrario. Tiene lugar entonces la proposicién
siguiente. '

Problema 38. Demuéstrese que, cumpliéndose las condi-
ciones del ejemplo 30, el niimero de tetraedros de tipo12 3 4
orientados igual que el tetraedro mayor supera en una unidad
exactamente el niimerc de iletraedros de tipo 1 2 3 4 de
orientacion opuesta.

SUGERENCIA. Considérense sucesivamente los problemas si-
guientes.

A. Cumplidas las condiciones del ejemplo 30 A, distinguiremos dos
clases de segmentos de tipo 1 2 segén que la direccién del vértice 1 al
vértice 2 coincida o no coincida con la direccién del vértice 1 al vér-
tice 2 en el segmento principal. Demuéstrese que el nimero de seg-
mentos de la primera clase supera en uno el nimero de segmentos de
la segunda.

B. Diremos que un tridngulo 1 2 3 (véase el ejemplo 30 B} estd
orientado segin (contrariamente a) las agujas del reloj si su recorrido
del vértice 1 al vértice 2 y después al \ré:iica 3 se realiza segun {con-
trariamente a) las agujas del relej. Demuéstrese que sl niimero de los
tridngulos .de tipo 1 2 3 orientados igual que el tridgngulo principal
supera en uno el nimero de los demas tridngulos de tipo 123 de la
particién.

C. El problema inicial.

Ejemplo 33. En el espacio se toman r esferas de modo
que cuatro cualesquiera se corten. Demuéstrese que todas
las esferas se cortan, o sea, que existe un punto perteneciente
a todas ellas.

Consideremos sucesivamenteé los problemas siguientes.

A. En la recta se toman n segmentos de modo que dos
cualesquiera se corten. Demuéstrese que todos los segmentos
se cortan, o sea, que existe un punto perteneciente a todos
ellos.

soLucioN. 1°. Para n = 2 la proposicién se hace evidente.

2°. Supongamos que nuestra proposicidn ha sido demos-
trada ya para n segmentos cualesquiera. Sean Iy, I, ...
cvsy Iy Iy + 1 segmentos de la recta que se cortan
dos a dos. Iin virtud de la hipétesis inductiva, los n seg-
mentos Iy, Iy, ..., I, se covtan. Sea [ la parte comin de
los mismos (que es, obviamente, un punto o un segmento).
Demostremos que el segmento [+, se corta con l. Suponga-
mos lo contrario; entonces existe un punto A que Separa
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Intr ¥ 1 (fig. 71, ). Pero todos los segmentos Iy, Iy, . . ., I,
contienen [ y, por hipétesis, se cortan con el segmento
lo4y; luego, todos estos segmentos contienen el punto A
que, por consiguiente, pertenece a [l. Esta contradiccién
obtenida muestra que I, y ! se cortan; la parte comian

A
Iﬂ\"

a)

FIG, T1

de ambos pertenece a todos los segmentos considerados
ZJ_, ig, woeoay I]’l-"’l'

B. En el plano se toman n eirculos de modo que tres
cualesquiera se corten. Demuéstrese que existe al menos un
punto que pertenece a todos ellos.

sopucion. 1°. Si n = 3, la proposicion se hace evidente.

2°. Supongamos que nuestra proposicién ha sido demos-
trada ya para n circulos cualesquiera. Consideremos en el
plano »n -+ 1 circulos Cy, Cy, . . ., Cp, Cpsy. En virtud de
la hipétesis inductiva, los n circnlos Cy, Cy, . .., €y so
cortan; sea € la parte comin de los mismos (fig. 71, b} (el
«poligono circulars C puede ser un circulo y también puede
reducirse a un punto). Debemos demostrar que la figura C
y ol eirculo C,4, 8o cortan. Supongamos lo contrario; enton-
ces podremos trazar una recta ! que separa las figuras Cr4,
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y C: por ejemplo, podemos considerar que esta recta es la
perpendicular I a la recta que une el centro O del circulo
Crn+y ¥V el punto 4 de la figura C més préximo a O levantada
en el punto medio del segmento AB, donde B es el punto
de interseccién del segmento OA y de la circunferencia del
circulo C,4, (fig. 71, o). .

Cada uno de los circulos C;, Cy, ..., C, 88 corta con
la recta ! ya que todos contienen la figura C y, por hipéte-
sis, cortan el circule C,4,. Sea a, ¢l segmento que el circu-
lo C, corta en la recta I, sea a, segmento que el circulo C,
corta en la recta I, etc. En la recta ! tendremos entonces
n segmentos a;, a4, . . ., @,. Cualesquiora dos de ellos se
cortan. En efecto, consideremos un par de ellos, por ejem-
plo, a; ¥ ay Sea M un punto cualquiera de la figura C (el
punto M pertenece entonces a ambos circulos C, y Cy).
Ademés, existe un punto N que pertenece a los tres circu-
los Cy, C3 ¥ Cr4y Y2 que tres cualesquiera de los circulos
considerados se cortan. Entonces el segmento MN. pertenece
integramente a los circulos C; y C,, y, por consiguiente,
el punto de su interseccién con la recta I pertenecera a am-
bos segmentos a, y a,.

De la proposicién A resulta que existe un punto de la
recta I perteneciente a todos los segmentos a4, ag, . . ., 4.
Este punto deber4 pertenecer a todos los circulos C,, C,, .
.-+ Cy, y, por consiguiente, a la figura € lo que estd en
contradiccién con el modo de construccién de la recta I
Por lo tanto, las figuras 4, ¥y € deben tener al menos un
punto comin que serd un punto comin de todos los circulos
CioBie v suplws Caitn

C. El problema inicial.

sOLUCION. 1°. Si n = 4, la proposicién se hace evidente.

1y En efecto, si la recta I no separa las figuras
Cp+1y C, existira en ella un punto K perteneciente a la figura €. El
dngulo 0A K del tridngulo 04 KX serd agudo; ademéis, por definicion
del punto 4, tendremos 04 < OK. Por consiguiente, el pie Ldela
perpendicular bajada desde O sobre la recta 4 K estara entre los pun-
tos A y K. Puesto que ambos Funtos A y K pertenecen a todos los
circulps Cy, Cy. . . ., Cp, todo el sogmento A K y, por consiguiente, su
punto L perteneceran a cada uno de los circulos €y, Cy, . .., Cpens
o sea, L pertenecerd a C. Por eso, deberd ser OL > 04. La contradic-
cién obtenida (<la pergendicular o9 més larga que la oblicua») demues-
tra muestra proposicion.



111

2°, Supongamos que nuestra proposicién ha sido demas-
trada ya para n esferas cualesquiera. Consideremos n - 1
esferas @,, @,, .., @, @,4;. Sea O la interseccidn de
las n esferas @©;, @g, ..., ¥, (que existe en virtud de la
proposicién inductiva). Entonces podemos demostrar, razo-
nando igual que en el ejemple 33 B, que si la esfera @,
no se corta con P, existe un plano n que separa estas figu-
ras. Las intersecciones de cada una de las esferas @,, @,, .
.-., ®, con el plano a representan circulos situados de
modo que tres cualesquiera se cortan; por consiguiente,
en el plano st existe un punto que pertenece a todos estos
circulos y, por ende, a © lo gue contradice a la definicion
del plano .

También la proposicién del ejemplo 33 se puede demostrar
empleando la induccién segin el nimero de figuras en lugar
de Ia induccién segin el nimerc de dimensiones,

Ejemplo 34. Demilestrese la proposicion del ejemplo 33 B
empleando la induccién segin el nimero de figuras.

soLUCION. Demeostraremos la proposicién correspondients
al caso de poligonos circulares, o sea, de figuras que repre-
sentan cada una la interseccién de un nimerc finito de
circulos; de aqui se podrd deducir, en particular, nuestra
proposicién inicial, .

1°. Si »n = 3, la proposicidn se hace evidente,

Tomemos cuatro poligonos circulares ), €y, C3 ¥ €4
de modo que tres cualesquiera se corten. Sea 4, un punto
comun de las figuras C;, €3 y C,; sea A, un punto comin
de las figuras €,, €5 vy C;, otc. Se pueden presentar dos
€asos:

a) Uno de los punfos 4,, 4, 43 6 A digamos 4,
pertenece al tridngulo que forman los otros tres puntos
(fig. 72, @). Puesto que todo el tridngulo 4,4,4, pertenece
a (4, el punto A, tarabién pertenecera entonces a C,, ¥, por
consiguiente, el punto A, serd un punto comin de las cuatro
figuras Cy, Cp, C3 vy Cy.

b) Entre los puntos 4,, A,, A3 ¥y A, no hay ninguno
que pertenezca al tridngulo que forman los ires restantes.
En este caso el punto A de interseccion de las diagonales
del cuadrilitero {convexo) 4;4,4.4, (fig. 72, b) serd un
punto comin de las cuatro figuras C,, Cy, C3 y C, por ser
un punto comun de los tridngulos A4,.4,4, A,4.4,,
A dsd, y AA44, e T
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2°, Supongamos que nuestra proposicién ha sido demos-
trada ya para n poligonos circulares. Consideremos n -+ 1
poligonos circulares Cyy Cg, . . .y Cy, Criy- Sea € la inter-
seccidn de las figuras €, y Cr4, (es obvio que también C es
un poligono circular); demostremos_que tres cualesquiera
de las n figuras Cy, Cy, ..., Cr-y, C 8e cortan. En efecto,
si entre estas tres figuras no estd C, se cortan por hipdtesis.

FI1G. 72

Consideremos ahora una terna cualquiera en la que aparece C,
por ejemplo, la terna Cy, €4, €. Como quiera que tres cua-
lesquiera de las cuatre figuras Cy, €y, C,, ¥ Cpy, se cortan,
resulta, en virtud de 1°, que estas cuatro figuras tienen un
punte comiin que ser& precisamente un punto comin de
las figuras €y, Cp y C.

Es decir, tres cualesquiera de las » figuras Cy, Cq, - . .
<. «s Cp.y, C se cortan; en virtud de la hipétesis inductiva,
resulta que existe un punto comun a todas estas figuras que
serd, a la vez, un punto comin de las z - 1 figuras C,, C,, ...
‘e ory Cru cn‘f'l'

Problema 39. Demuéstrese la proposicién del ejemplo 34 C
empleando la induccidén segin el nimero n de esferas.

SUGERENCIA. Demuéstrese la proposicién correspondiente para
el caso de c¢poliedroa esféricoss;, o sea, de cuerpos gue representan
cada uno la interseccién de un niimero finito de esferas. La demostra-
cilén se basa en razonamientos anélogos.a los émpleados en el ejem-
plo 34.
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Problema 40. (Teorema de Young'). En el plano se
toman n puntos 4,, 4., . .., 4, de modo que la distancia
entre dos cualesquiera ne pase de la unidad. Demuéstrese

que estdn todos comprendidos en un circulo de radio 1/¥/ 3.

SUGERENCIA. Demuéstrese primero gue tres cualesquiera de estos
puntos estin comprendidos en un circulo de radio 1/]/ 3. Construyendo,

después, en cada uno delos puntos como centro circulos de radio 1/)/3,
demuéstrese que tres cualesquiera de sstos circulos se cortan. Uno de
los puntos comunes a todos los circulos (que existe en virtud del resul-
tado del ejemplo 33 B) puede ser tomado como centro del circulo de

radio 1/)/ 8 que comprende los puntos dados.

Problema 41. En el eSpaEio se toman n puntos 44, A4, .. .
..+ Ay de modo que la distancia entre dos cualesquiera
no pase de la unidad. Demuéstrese que estin todos compren-

didos en una esfera de radio ]—/-‘,‘-9—.

SUGERENCIA. La demostracién es aniloga a la del problema 40.

La generalizacion del ejemplo 33 y algunas aplicaciones
de un teorema m4s general aparecen en el libro “Figuras
convexas” mencionado en la pag. 32.

Ejemplo 35. Se tiene un nimero finito de semiespacios?)
que llenan el espacio. Demuéstrese que se pueden escoger
cuatro (o menos) serniespacios que también llenan el espacio.

. Consideremos sucesivamente los problemas siguientes.

- A, La recta estd cubierta con un numero finito de semi-
rrectas. Demuéstrese que se pueden escoger dos semirrectas
que cubran la recta.

soLuciON. Sea A el vértice extremo de la derecha entre
los vértices de las semirrectas que van hacia la izqguierda
y sea B el vértice extremo de la izquierda entre los vértices
de las semirrectas que van hacia la derecha. Puesto que,
por hipdtesis, lag semirrectas cubren la recta, el punto B
no puede estar a la derecha de A y las dos semirrectas que
tienen sus vértices en los puntos A y B cubren toda la recta.

Yy Young J. W., matemitico inglés del siglo X1X.
2) Seo denomina semlespacio a la parte del espacio
que se encuentra a un lado de un plano.

Bn941
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J3. Bl plano: estd cubierto con un némere finito r de
semiplanos!). Demuéstrese que se¢ pueden escoger dos o tres
semiplanos que también cubren el plane.

SOLUCION. Apliquemos para la demostracién la induccién
segin el nlimero n de semiplanos,

1°. 8i n = 3, la proposicién se hace evidente.

2°. Supongamos -que nuestra proposicién es vilida en el
caso de n semiplanos, Consideremos r 4 1 gemiplanos

AN Iy
~

W' S a4 :ﬂt&ﬁit »77,7}'2? ??7 ?}'?‘J‘??;E??? ?7?2???7}7] I'MI'
"M el
a)

&)

FIG. 73

F, Fy, ..., Fp, Fryy que cubren el plano. Sean I, Ig, . ..
e+« lpy ln4q las fronteras de estos semiplanos. Se pueden
presentar dos casos.

1er caso. La recta l,4, pertenece integramente & uno de
los semiplanos dados, digamos a F,. Entonces las rectas
In ¥ ln4y s0on paralelas. Si los semiplanos F, y Fnq, se en-
cuentran a diferentes lados respecto a sus fronteras (fig. 73, a),
los dos semiplanos F, y Fp4, cubrirdn ya el plano. En el
caso contrario, uno de estos semiplanos estari comprendido
integramente dentro del otro {por ejemplo, Fp4, estara
contenido en F,; fig. 73, b) y la proposicién se deduce de 1a
hipdtesis inductiva porque en este caso los n semiplanos

(F,, Fy, ..., F, en-nuestro ejemplo) cubrirdn ya el plano.
240 caso. La recta l,4; no pertenece a ninguno de los
ssmiplanos /7y, F,, ..., F,. Entonces estos semiplanos la

cubren y, ademas, determinan en ella m <S r semirrectas
que también la cubren. Hemos visto en A que entre estas
semirrectas se pueden escoger dos que también cubren la
tecta. Sean F,_, y F, los semiplanos correspondientes
a estas dos semirrectas, Existen dos posiciones reciprocas

1) So denomina semiplano a la parte del plano que
so encuentra a un lado do una recta.
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de los semiplanos F, ;, #, y F,3, que analizaremos por
separado.

a) El semiplano #,:, contiene ¢l punto de inlerseccidn
de las rectas 1,_, y I, (fig. 74, a). En este caso los tres semi-
planos ¥, _,, F, y F,4, cubren todo el plano.

b) El semiplano F,., no contiene el punto de intersec-
cién de las rectas I,,_, v I, (fig. 74, b). En este caso el plano

estard cubierto por los r semiplanos Fy, F,, ..., F, ¥
nuestro teorema resulta de la hipdtesis inductiva.

C. El problema inicial,

SOLUC*N, "Apliquemos para demostrarlo la induccidn
segin ¢l nimero n de semiespacios tomados.

1°. 8i » = 4, la proposicién se hace evidente.

2°. Supongamos gue nuestra proposicién es vilida para
el caso' de n semieespacios. Consideremos »’-+ 1 semiespacios
Vs Vi vy Vs e DBAN Ty May < owy Npy Mgy 188
fronteras de estos semiespacios. Se pueden presentar dos
casos.

1er casp, Kl plano n,4, perteusce integramente a uno
-de los semiespacios Vi, Vg, ..., V,, por ejemplo a V,.

En este caso los planos .4, ¥ 7, son paralelos. Si los
semiespacios Vo4, ¥ V. se encuentran .a difersntes lados
respecto a sus fronteras, esios dos semiespacios cubrirdn
todo el espacio. En el caso contrario, uno de los dos semiss-
pacios V, 4, o V. estard comprendido integramente dentro
del otro y ol teorema se deduce de la hipdtesis inductiva,

8!1
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240 eqso. El plano .4, no pertenece a ninguno de los

semiospacios V,, V,, ..., V,. Entonces estos semiespacios

lo cubren y determinan en é1 m <n semiplanos #,, Fy, . ..
syl

ssug s

Segiin lo demostrado en B, entre estos semiplanos se
pueden escoger dos o tres que cubren todo el plano (fig. 73, a

sy /

a) o)

c) d)
FIG. 75

y fig. 74, a). Analicemos por separado los casos que pueden
aqui presentarse.

a) El plano =z,., resulta cubiertoc con dos semiplanos
(fig. 73, a), digamos F, y F,, de modo que los planos co-
rrespondientes 7y, y 7, son paralelos {fig. 75, a). En este
caso los dos semiespacios V, y V, ya lenan el espacio.

b) El plano s,y resulta cubierto por los dos semiplanos
F, y F, pero los planos correspondientes m, ¥ 7, Se cortan
(fig. 75, b). Si el semiegpacio V,4+; contiene la linea de
interseccién de los planos x;, y m,, los tres semiespacios
Vs Vi ¥ Vasy llonan el espacio. En el caso contrario, el
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semiespacio V,4, resulta cubierto por los semiespacios V,
y V, y el teorema se deduce de la hipétesis inductiva.

¢) El plano .4, resulta cubierto por tres semiplanos
(fig. 74, a), digamos F,, Fy y F,, de modo que el plano m,
es paralelo a la linea de interseccién de los planos m; y ng
(los planos correspondientes forman un «prisma»; véase la
fig. 75, ¢). En este caso los tres semiespacios V, V, ¥y V,
llenan el espacio.

d) El plano m,;, resulta cubierto por tres semiplanos
Fy, F, y F,y el plano my no es paralelo a la linea de intersec-
cion de m; y sy (los planos correspondientes forman una
«pirdmide»; véase la fig. 75,d). Si el semiespacio V4,
contiene el punto de interseccién de los planos m;, m, ¥ 3y,
los cuatro semiespacios Vy, V,, V3 ¥ Vypyq llenan el espacio;
en el caso contrario, el semiespacio V,;, resulta cubierto
por los semiespacios V;, Vg y Vi v el teorema se deduce
de la hipétesis inductiva. .

Problema 42. Demuéstrese que en el espacio no puede
haber mis de cuatro semirrectas que formen de dos en dos
&ngulos obtusos,

SUGERENCIA. Supongamos que en el espacio se tieme un sistema
finito de semirrectas que de dos en dos forman éngulos obtuses y su-
pongamos, ademas, que este sistema es marimal, 0 sea, que no existe
ninguna otra semirrecta que forme éngulo obtuso con cada una de las
semirrectas consideradas. Hagamos corresponder a cada una de las
semirreetas ol semiespacio que estd limitado por el plano perpendicu-
lar a dicha semirrecta y que la comprende. Puesto que nuestro sistema
do semirrectas es maximal, estos semiespacios llenan el espacio ¥y nues-
tra proposicién se deduce del ejemplo 35.

Ejemplo 36. Sea A;4; ... 4, un poliedro espacial cuyos lados
son de longitud no mayor que 1. Demuéstrese la existencia de un ni-
mero Cy tal que los lados del poliedro pueden ser colocados (ain alte-
rar la longitud ni la direccién de los mismos) de modo que el poliedro
asi obtenido quede comprendido en una esfera de radio Cq.

Siguiendo la idea principal de esto pardgrafo, consideremos pri-
mero los problemas cunidimensionaly ¥ shidimensionals correspon-
dientes.

A. En la recta se han tomade n puntos 4,, 44, ..., 4, de modo
que la Jlongitud de cada uno de los segmentos A;44, Apds, - ..
« v vy Apgdy,, Andy no pase de 1, Demuéstrese 1a existencia de un nf-
mero C; %que no depende do la posicién de los*puntos ni del ndmero
n) tal que los segmentos A4y, Agds ..., Ap—gdn, 4,4, 80 pueden
colocar en Ja recta de forma que la «quebrada» H\B; ... B, B, asi
obtenida (cada uno de los lados de la cual tiene la misma longitud
y la misma direccién que uno de los lados de la equebradas 4,4, ...
.« « AL ALY queds comprendida en un segmento de longitud 2C,.
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SOLUCION. Aceptaremos que la  longitud a; del lade
AApqa (= 1,2, ..., n; el punto A,,; coincide con A4;) de nuestra
uebrada 414, . .. ApA4, es positiva si el punto 4,;, estd a la dere-
cha del punto 4; (consideramos que la recta en la que se toman los
Buntos es horizontal) y nogativa en el caso contrario. Entonces, se
ace evidente que ¢, - a, es la longitud del segmento 4,44 (que, se-
n lo aceptado, puede ser positiva o negativa), que a, - @ 4 ag es
a longitud del segmento A4, etc., que @ T 8y 4 o vt ==8pg
es la longitud del segmento 4,4,y ¥ que, por iﬁt mo, 8; - a4y + ...
cvs + a4 4 a8, =0 (ésta es la «ongitud del segmento 4,43}

Puesto que cada lado de la squebradas B,B, . .. B, R, es igual a uno
de los lados dq la «quebradas inicial 4,4, . .. A,4;, nuostra propo-
sicién so puede enunciar asi:

Se han tomado n ndmeros ay, ag, . . ., Gn.q, &, (entre los cuales

pueden haber positives y negativos) no mayores que I en valor absoluto
y de suma tgual a cero; demudstrese que estos niimeros se pueden colocar

en un orden a, 8y, - . -, &; G (donde iy, i3, . .., Iz, i, SOD
los mismos nimeros 1, 2, ..., » — 1, n pero considerados en otro
orden) de modo que el valor absoluto de todas las sumas a;,, a;, -+ i
8y + Gy -k agy, .- gy, Ay oo +a; no  sobrepase un

n-i
ndmero determinado Cy (que no depende de la sucesién a,, ag, . ..
.., ap Di incluso del nimero nr}.
Demostremos que se puede tomar C; igual a 1. Sean af, a3, . . .
+ -« @y todos los nlmeros positivos de la sucesién ay, a4, - . .. 2,
Y seam df, aj, ..., a; todos los nimeros negativos de Ia misma

(p + ¢ = n). Formemos ahora una sucesién nueva procediendo del
modo siguiente: para empezar, escribimos los primeros nimeros posi~
tivos af, a3, . . ., a} (k < p) en una cantidad & tal que la suma de los
wismos no sobrepase la unidad (por ejemplo, escribimos el niimero
a; solamente); después escribimos los primeros nimeros negativos
ay. a3, . .., a7 (! < g) en una cantidad. tal que Ia suma de todos los
nimeros escritos se haga negativa ]i’aro no pase en valor absoluto de
la unidad; después volvemos a escribir niimeros positives y asi suce-
sivamente hasta agotar todes los néimeros dados. f.a sucesién

é s * r,
at=aj, a5=as, ..., ay =ai;

az-!-i = a{, ai-{-z mﬂlé, Ve a;+l=a;: “ae
asi obtenida cumplira, evidentemente, la propiedad requerida.
B. En el plano se toma un poligono 4;4, ... 4, {que puede no

ser convexo y cuyos lados pueden incluso entrecruzarse) de modo que
la longitud de cada uno de sus lados no sobrepase la unidad (fff. 76, a).
Demuestrese la existencia de un nfimero C, (independiente del poli-
ono) tal ﬂuo los lados del poligono pueden ser colocados (sin alterar

a longitud ni la direccién de [os mismos) de modo que el poligono
g_.B,C. .. B, asi obtenido quede comprendido en un circulo de ra-
io C,. :

SOLUCION. Demostremos que se ruede tomar €, igual a ]/5.

Teniendo en cuenta que los lados del poligono 4,4, ... 4,4, tienen
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longitud y direccién, o sea, considerando los mismos en tanto que
vectores, representémoslos por @, @y, . . .. @,. Escojamos entre ellos

los vectores a;, &g, . .., @; de modo que el vector resultante BB,

b)

8
F1G. 76

de la quebrada que ellos forman (fig. 76, b) tenga la longitud mayo
posible. Entonces, las proyeccioncs delos vectores aj, a5, ..., @
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sobre ol vector resultante BB, tendrin todas la misma direccién que
coincide con la direccién de B,B, (si la proyeccién de uno de los vecto-
res fuese de direccibn opuesta, la eliminacién del mismo conducirfa
al aumente de la longitud del vector resultante). Por el contrario, las
proyecciones de todos los vectoresrestantes af, aZ, . .., @y., sobre
B8, tienen direccién opuesta. En otras palabras, podemos aceptar
que'las proyecciones aj, ¢z, . . ., %, de los vectures a;, g, o @y
sobre la direccién B,8, son positivas < <1.i=1,2,...,9
mientras que las proyecciomes uj, &, ..., Gn_, de los vectores
ai, a3, ..., a},_,sobreesta misma direccién son negativas (—1 <
<0 €0,j=1,2, .... n—s). Considoremos la recta I perpendi-
cular & BB, v fijemos en ella la direccién «positivas. Sean By, Bs, . . -

.+, Bp 1as proyecciones (positivas o negativas) de los vectores
a; @, ... @, sobrel. Quedaclaro que Pj -4 Pz + ... + f.=0
y que B - B3 +4-... 4+ BL_, = 0 (aqui Bj es Ia proyeccién del
va?tor a;, By es la proyeccién del vector @}, etc.}; ademds, tenemos
[Bil-cd; 1ha &1, t oo (P2 1-LT FIPIIE T 1PR] € Ls 0
o« - | B.s | < 1. Segiin hemos visto en A. los nameros f;, B3, - - -
<+« B; y los nGmeros Py, B3, . ... Py_, se pueden ordenar de modo
que las desigualades By + Bz 4 ... 4Py <1 ¥ Bf + B3 + ..-
.« « +B7 << 1 sean vilidas para todo v. Incluyamos ahora los. nidmeros

Bi. B3, . . -, B, ¥ los nGmeros 87, B3, . .., Pj_, en una misma suce-
si6n conservando los érdenes va establecidos de secuencia de los nime-
ros P, Ba. - - -» B ¥ de los nameres By, B3, . .., B3_,; entonces

la suma do cualesquiera primeros términos de esta sucesiép no pasard
de. 2 por muchos que se tomen.
~ Formemos ahora a partir de los nfimeros o, &g, - - ., &, ¥ de los

ngmeros oy, @z, . - ., Gp_, UNA sucesion de modo-que la suma de cua-

lesquiera primeres términos de la misma no sobrepase en valor abso-
luto 1a unidad. Los razonawientos realizados en A, permiten ver que
esto se puede hacer sin alterar -l orden interno de secuencia de los niime-
rosay, 83, - - -, Oy ¥ de los nidmeros a3, &3, .« - L S Seaaf, af,. . -
..., a}la ordenacifn correspondiente de nuestros vectores. Entonces
para todo v tendremos:

Attt ar<t y PR B2,

donde o y B} son las proyeccionesde af (k = 1,2, .. ., n) sopre #,8,
y sobre I, respectivamente. Las proyecciones del vector resultante
correspondiente a la quebrada que forman los vectores af, e, . . -

_-oaf (v=1, 2, ..., n) sobre las rectas B;5, y ! son iguales a
“f + at+ -.. +of v B3+ BE- ... - BY, respectivamente;
por ego, si la longitud de este vector resultante es cy, tenemos

2= (ka4 o on + 02 (B HBE+ - +BP2
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0 2és,
2L5 y ew<V5.

Hemos demostrado que la distancia entre cualquier vértice de la
quebrada de vectores obteniday el punto fino 4, no pasa do ]/5; de
aqui se deduce que el poligono obtenido estd dentro de un circulo de
radio |/'5.

C. El problema inicial.

. SUGERENCIA. Demuéstrese que se puede tomar £, igual a }/31.
En este caso habrd que aplicar un razonamiento anéloge al realizado
en B, siendo By, Pg, . . ., Pn las proyecciones de los vectores a,, a,, ...

+ -+ @&, sobre el plano perpendicular al vector resultante B.4,.

3. DETERMINACION
DE LUGARES GEOMETRICOS
POR INDUCCION
SEGON EL NUMERO
DE DIMENSIONES

Ejemplo 37. Haéllese el lugar geométrico de los puntos
del espacio para los cuales es constante (e igual a d®) la suma
de los cuadrados de sus distancias a » puntos fijos 4,, A,, . ..

criy P

Consideremos sucesivamente los problemas siguientes.

A. En la recta se toman n puntos 4,, 4, ..., 4,.
Determinense lIos puntos M de la recta para los cuales

M+ MAS+ ...+ MAL=d?,

donde d es un ndmero fijo.

soLucioN, Consideremos que nuestra recta es el sje
numérico; sean &,, &y, . . ., @, 10s.nimeros correspondientes
a log puntos 4,, 45, ..., 4, ¥ sea z el nimero correspon-
diente al punto A7. En este caso, las longitudes de los sep-
mentos MA,, MA,, ..., MA, seran iguales a |z — a, ],
[ & - ag |, » .- | —a,| ¥y, por consiguiente,

MAI 4 MA - ...+ MAY=
= (2= e+ (2 —a) 4 ...+ (2 —ag)
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Pero
(z—afP+(z—a)’+ ...+ (x—ap)t=
=22 =2+ a; -+ a?— 2,2+ at + ... + 2—2a,5 +ah =
—n?—2(@+ et - .. +ag) 2@t alt ... +ad) =
=n(g— Attt do Vo gy et~
_ fatapt ... tagp

o sea, representando por 4 el punto correspondiente al
nimero

ay+ag+ ... +ap

n L]

MA}+ MAS ...+ MAL=nM 4>+
+ (@ +a+ ... 4al)— (@s-hayt ... +an)? st

Por consiguiente,

AMA =@ —(al+al+ ... +ad)+ (a1-|-a3+n._,+an)2

es decir,
MaA=) *[P—(@i+ait .. o)+ EFeato el T,

Si la expresién que figura debajo del radical es positiva,
esta igualdad determina dos puntos A que satisfacen las
condiciones del problema (y que estdn a uno y a otro lado
del punto A).

B. Héllese el lugar geométrico de los puntos del plane
para los cuales es constante (e igual a d%) la suma de los
cuadrados de sus distancias a »-puntos fijos 4,, 4., ..., 4,.

soLucion'). Tomando en el plano un sistema rectangular
de coordenadas, representemos por A, A,, ..., A, ¥ por
AL A% o ooy AR 128" proyecclones de los puntos A,. A,, Loai

A sobre los ejes = e y; sean, ademds, M’ y M~ las
proyecciones del punto M sobre los ejes de coordenadas.

1) Otro modo de resolver este problema ha sido
abocetado en ¢l probleme 22, pag. 77.
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¥ntonces
MA}=M'AP + M"A,
MAj=M"A"+ M"AF,

MAR = M'AZ 4 M"A%3

¥, por consiguiente,

MAP S MA o+ MAL = (M AP MIAD 4 MAD) 4
+(MAT - MAZ 4. . M4,
Pero, segiun la férmula (15),
M AR MAZ 4 . M AR~
=nM'A2+ (@l 4-a24 ... +a2)— (ag+aa+r;..+a“}z ’
MUAP 4+ MAP . + MA =nM A"+
(BB ) — e A0

T

donde ay, a3, ..., @, ¥ by, by, ..., b, son las abscisas
y ordenadas de los puntos 4,, A,, ..., A, mientras que
A’ y A" son los puntos de los ejes x ¢ y de coordenadas

ai-}-az-l-n- <« ap y bi+b2+n" . +bn . Por lo tanto,

MAY+MAY+ ...+ MA, =nMA2+ (e 4024 ... +ak)+
—{—(b?-‘r-bs-!--}-b%)—- (@14-at...tay)? -

n

i (bi+b2+r;-°+bn)z (16)

(A es el punto del plano cuyas proyecciones sobre los ejes
de coordenadas son los puntos A’ y A", de donde

nMA?=d*—(aftaj+ ... +al)— (bE -4 b2+ ... +BE)
s (@14-ap+- ... Fa,)% A (by4-ba+ ... A-by)2
: "

n
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y, por consiguiente,
MA=

L[ —(@+ai+ .. +ab)— G+t ... 0+
A (as+az+u-—- - an)% i (51+bz+n-—- —+ bn)2 J

]

o sea, el lugar geométrico buscado es una circunferencia
de radio

L~ +ai+ ... +ah)— G+ B+ I+
' + (a.+az+l;..+-a,-.)2 + {bi+bz+"...+b,.}2

si

@ ot O R+ o —
a> _ (adat .. tan)? bbb

n n

consta solamente del punto A si

]/(a’f+a:+ ... Fan)y+ (oo ..+ 0R)—
d=

(@At e Fan)®  (Bytbaeh ... Aba)?

n n

y no contienen punto alguno si

@rat . T+ BTt ... th—
d<]/ _ (mtaat ..o o) (batlot ... 4B

n n

C. El problema inicial.

SUGERENCIA. Tomando un sistema rectangular de coordenadas
z, y, z en el espacio, proyectar todos los puntos sobre el plano =0y
¥ sobre ol eje Oz y emplear después las férmulas (15) y (16).
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4. DEFINICION
POR INDUCCION
SEGUN EL NUMERO
DE DIMENSIONES

Ejemplo 38. Definicion de las medianas y del baricentro
del tetraedro.

A. Se denomina baricentro de un segmento su punto medio.

B. En el tridngulo se denomina mediana el segmento
que une cualquiera de sus vértices con el baricentro del
lado opuesto. Es sabido que las medianas del tridngulo

FiG. 77

se cortan en un punto; este punto se denomina bariceniro
del tridngulo.

C. 8e denomina mediana del tetraedro todo segmento que
une uno de sus vértices con el baricentro de la cara opuesta.

Demostremos que las medianas del tetraedro se cortan
en un punto.

Consideremos el tetraedro A RCD (fig. 77) y sean O,, O,,
O, y O, los baricentros de los tridgngules DBC, ACD, ABD
y ABC. Puesto que las rectas BO, y A0, se cortan en el
punto medio P del segmento CD, las rectas A0, y BO,
también se cortarén en un punto O,,; de la misma forma
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las rectas 4Oy y €0y, A0 y DO, BO, y CO,, BO, y DO,
€Oy y DOy se cortarin en unos puntos Oy, (1, Ouy Oy
y Ogq. Doemosiremos que todos estos puntos ceinciden (con
el punto O de la figura). En efecto, si los puntos Oy v Oy,
por ejemple, no coinciden, las rectas 40,, BO, y CO; esta-
rian en un mismo plano m {el plano 0,40,40,,); pero enton-
ces la recta DO, que se corta con A0, BO, v CO, estaria
en el mismo plano, ¢ sea, los cuatro vértices del tetraedro
estarian en el mismo plano n. Como esto es falso, los pun-
tos 0y, ¥y Oy, doeben coincidir y con este mismo punto coin-
cidirdn todos los demds puntos Oy, Oy, 04y ¥ Oy

El punto de interseccién de las medianas del tetraedro
se denomina baricentro del mismo.

Problema 43. Demuéstrese que el baricentro divide cada
mediana del tetrasdro en rtazén 3 :1 contando a partir
del vértice.

SUGERENCIA. LEmpléese el hecho de que el baricentro del tridn-
gulo divide sus medianas en razén 2 : 1 (véase el ejemplo 27).
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