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PREFACIO 

Este libro, orientado hacia los alumnos de los grados 
superiores, los profesores de Matemática y los estudiantes 
de las facultades de Física y Matemática do los Institutos 
petiagógicos, tiene puntos de contacto con el libro «Méto~o 
de inducción matemática>} de · I. S. Sominski (Editorial 
MIR, 1975) y puede ser considerado c·omo su continuación; 
será de interés especial para los quo conocen ya el libro de 
J. S. Sominski. 
·· Contie~e 38 ejemplos seguidos de .solución detallada 

y 43 problemas acompañados de breves indicaciones. Está 
dedicado a diversas aplicaciones del método de inducción 
matemática para la solución de problemas geométricos. 
A nuestro parecer, lo más importante en é.l son los distintos 
aspectos del método de inducción matemática; algunos (no 
todos, por supuesto) ejemplos y problemas pueden también 
representar interés por sí mismos. 

El libro se basa en dos conferencias quo J. M. Y aglóm 
dictó para un grupo de escolares, miembros del circulo 
m~temático anexo a la Universidad Lomonósov de Moscú. 

L. I. Goloviná 
l. M . Yagl6m 





INTRODUCCION: 

¿EN QUl!: CONSISTE 

EL M:€TODO DE JNDUCCION 

MATEMA'fiCA? 

Se den·omioa .inducci6n todo razonamiento quo comprende 
el paso de proposiciones particulares· a genarales con la 
particularidad de que ·la v·alidez qe las últimas se deduce 
de la valid,ez do las primeras. El mé.todo de inducción nuite­
mática es u.n método especial d·e demostrapión matemática 
que permite, a base de observaciones particulares, juzgar 
de la's regularid-ades generales correspondientes. Para elu­
cidar su idea conviene recurrir a ejemplos. Por eso, comen­
zaremos considerando ol ejemplo sígúfente. 

Ejemplo 1. Determínese la suma d~ l_os n primcrcs .núme­
ros impares 

1 + 3 + 5 + . .. + (2n - 1). 

soLUCióN. Representando esta suma por S (n), tomemos 
n = 1, 2, 3, 4 y 5; tendremos: 

S (1) = 1, 
S (2) = 1 + 3 == 4, 

S (3) = 1 + 3 + 5. = 9, 

S (4) = 1· + 3 + S -f- 7 = 16 y 

S (5) = 1 + 3 + 5 + 7 -1- 9 = 25 . .. 

Como vemos, para n = 1, 2, 3 ; 4 y 5 la suma den números 
impares suce~ivos es igual. a n 2 • ¿podemos sacar de aquí 
inmedia:tam~nte la conclusión qe que esto tiene lugar para 
todo n? No, pues semejante con~l4sión «por analogÍa)} 
.puode resultar a veces errónea. Veamos algunos ejemplos. 

Considm:emos loS nú.m~ros de t ipo 22n +- 1. Para n. = O, 

·t. 2, 3 y 4 los oúmerQs '220 + 1 = 3, 221 + 1 = 5, 22z + 
+ 1 == ~7, 223 + 1 = 257 y 224 + 1 = 65 537 son primos. 
P. Fer~nt, ilustre , Q:¡:a~e.niático fraxicés del siglo XVII, 
aceptaba quo todos ~~s n4rocros do ese tí}>o son primos. 
Sin embargo, L. Eulet} emi'nente sabio y académico de San 

- ~·) . .. . 
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' Petersburgo, encontró, en el siglo XVIII que 
~ 

225 + 1 =4 294 967 297·= 641 ·6 700417 
es un número compuesto. 

He aquí otro ejemplo del mismo género. (;. W. Leibniz, 
famoso matemático alemán del siglo XVII .y uno de los 
fundadores do las «Matemáticas superiores», demostró que, 
cualquiera que sea el ~ntoro positivo n, el número n 8 

- n 
es divisible por 3, el número n6 - n es divisible por 5 y el 
número n 7 - n es divisible po~ 7'-). De aqui supuso que 
para todo k impar y cualquier natural n el número 11rA - n 
es divisible por k; pero pronto observó que 29 - 2 = 510 
no es divisible por 9. 

Un err-or del mismo carácter cometió D. A. Grave, cono­
cido mate~ático soviético. al suponer que para todo primo p 
el número 2P-l - 1 no es divisible por p~. El cálculo directo 
confirmaba esta hipótesis para. todQs los números p menores 
que mil. Sin embargo, pronto se .comprobó que 21ou - 1 
es divisible por 10939 (1093 es un número prfmo); o sea, 
la hipótesi& de Grave résultó errónea. 

Veamos otro ejemplo muy instructivo. Sustituyendo n 
en la expresión 99.1n2 +. 1 por los números enteros sucesiv.os 
j, '2, 3, ... , ja~ás. obtend·re.mos el cuadrado de un número 
por muchos di as o incluso años que . dediquemos a ello. 
Sin embargo, sería erróneo deducir de aqui que ningún 
número· de este ti·po. e~ un cuadrado pues, en realidad, entre 
los números de tipo 9917111 + 1 también hay cuadrados; 
pero es iñuy grande el valor mínimo· de n para el cual es un 
cuadrado él númerO. 991 n2 + 1. Re aquí este número 

n ~ 12 055 735 790 331 359 44 7 44.2 538 767 .. 

Todos estos ejemplos deben pr.evenir a~ lector contra 
deducciones por analogia no argum&ntadas. . 

Volvamos ·ahora .. al problema sobre la suma de los n 
primeros número·s impares, Está claro de lo anterior que 

1) VéMe, por ejemplo, el libro de Jl. O. JliiMJlpc~>uü 
H. H. qel~lf06 u...Jf. M . . RMo:w. Ha6p~BBLie aa1(aqn n Teopeu¡,¡; 9Jte­
•teoTapfioH: MaTeMarn~n. 'tl. I, M . ., r.ocTeX~I8.1XllT , 1954 (D. O. Shkltar­
:rld, N. N. Chentzov, l. M. Yagl6m, Problemas y teoremas escogidos 
de matemática olemen~al, parte I, ¡>roblemas 27 a). b) y c.). 
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por muchos que sean los primeros valores den para los cuales 
hayamos comprobado la fórmula 

S (n) = n~\ (1) 

no podemos darla por demostrada pues siempre quedará el 
temor de que dejo de ser válida en alguno de los casos no 
analizados. Par.a convencerse de que la fórmula (1) es válida 
para todos los n, es preciso demostrar que, por mucho que 
avancemos .en la serie numérica nai.ural, jamás podremos 
pasar de valores de n que aún ver:ifican la fórmula (1.) a va­
lores dé n que ya no la vcrificañ . 

. Supongamos_, pues, que nuestra fórmula es válida para un 
número n y tratemos de demostrar que tambtén será válida. 
para el numero siguiente n + 1. 

Es decir, aceptarnos quo 
S (n) = 1 + 3 + 5 + ... + (2n - 1) == nt; 

caiculemos 
S (n + 1} = 1 + 3 + 5 + ... + (2n - 1) + (2n + 1). 

Según .nuestra hipótesis, Ja suma rle los n primel'os t~rminos 
del segundo miembro de la últirna igualdad es n2, y, por 
consiguiente, 

S (n + 1) = n 11 -+ (2n + 1) = (n + ·1)2
• 

O sea, suponiendo que la fórmula S (n) = n 2 es válida 
para cierto núrQ.ero natural n-, hemos logr.ado demostrar su 
validez para el número siguiente inmediato n + 1. Pero 
h~mos visto que esta. fórmula ~s válida partl n = 1, 2, 3, 4 
y 5. Luego, tambié·n será válida para el número n = 6 
que sigue a 5, así como para ' los números n = 7 , n = 8, 
n = 9, etc. Nuestra .fórmula puede considerarse ahora 
demostrada cualquiera gue sea el número de sumandos. 
Este .niétodo de demostración se denomina método de induc· 
ci6n matemática. 

Es decir, la demostraci6n por el método de inducci6n 
matemática consta de dos partes: 

1°. Se comprueba que la proposición enunciada es vá,lida 
para el menor de los valores de n para lo.'> cuales ella tiene 
sentido'). 

1) Por §Upuest.o, esta valot: de n no es necesaria­
mente la unidad: asi, to'd'a p,roposici6n rclnti'va a las propiedades 
generales de los poUgonos}e n· tados tiene sentido sólo para n ~ 3. 
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.... . .: f:~ : 
2°. Se demuestra que .si la proposi,ci6n es válida para un 

número natural n, .también es válida para el número ·stgutente 
t'nmediato, o sea, para n + 1. .,, 

Como hemos visto en una serie de ejemplos, la segunda 
parte' de la demostración es esencial. Evidentemente, la 
primera parte del razonamiento nQ lo e.s menós: l a demos­
tración de la segunda parte (o sea, de que la validez de la 
proposición para un númoro n implica su validez para el 
número n + 1) no significa nada por sí sola púes puede 
ocUrrir que dicha proposición no se verific~ para ningún 
valor entero de h . Por ejemplo, aceptando que un n·úmero 
entero n es igual al que le sigue,·. es decir, aceptando que­
Ti = n +· 1, tendremos, agregando la uni·dad a ambos 
miembros de esta igualdad, h + 1 = n + 2; o sea, también 
el número n + 1 es igual a'l q ue l e s igue. Naturalmente, 
de ello no se desprende en absoluto que la proposición enun­
ciada es válida p nr~ t odos los n: no se verifica para ningún 
número entero. · 

La .aplicación del método de inducción m atemática no 
siempre se atiene de manera estricta a este esquema. A vec_es, 
por ejemplo, resul ts, ·= necesario suponer: q·ue la proposición : 
considerada es vál'ida, digamós, pára dos números sucesivos 
n .._ 1 y n y demostrar que t'ambién es váljda er;ítonces 
para el número n + 1: en este ·caso, la primera ·parte del , 
r11z~>namiento. consist irá en compr<,>bar que la proposición 
~s válida :pata 'los dos valores .primeros de n, poi' ejemplo, 
para n = 1 y .n = 2 .(véanse los ejemp~os 1.7, 1.8 y 19). 
Sucedo también que en la segunda par.te se demuestra la · 
validez de la .. proposici6n para un valor .de n suponiéndose 
$U· validéz para todos l os números natur.ales .k menores que h 
(véans~ los ejemplos 7, 8, 9 y 16) . . 

·veamos {llgunos ·ejemplos más en los ·que se .aplica el 
método de inducción nia.temática. Las fórmul~s . obtenjdas 
ser~l') empleadas m ás adelante. 

Ejemplo 2 • . Demuéstrese que l a suma de los n primeros 
números naturales -representémosla por sl (n)'-=. es igual 

n (n+ t ) . a 
2
. , es decu, 

n (n+i) Sdn)=1+2+3+ . •. +n= 2 . (2) 

,SOLUCION. 1°, 8 1 (1) = 1 = i (\ti). 
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2°. Supongamos que 

S 2 3 n (n+H 
t(n)=i+ + +···+n= 2 • 

Entonces 

Sdn+1)=1+2+3+ .. . +n+(n+1}= 
= n.(n.ii) + (n+i)= (n+1.)t+2) ={n+i}((~+1)+11 

y con ello queda demostrada completamente l a proposición. 
Ejemplo 3. Demuéstrese que la suma S 2 (n) de los 

cuadrados de los n primeros números naturales es igual 
n (n+ ·t) (2n.+ 1) • ~ 

a 6 • 

S-' ( )-12+22+32+. + 2 _n(n+1)(2n+1) 2n- . .. n- 6 • (3) 

SOLUCION.·· 1o. Sz (1) = f2= 1 (1+1 ~2·1+ 1) • 

2°. Supongamos que 

S ( ) _ n (n+ 1)(2n.+ 1) 
z n - 6 • 

Entonces 

S2 (n+ 1.) = 12+22 + 32+ ... +n2 + (n+ 1)2= 

= n (n+ t~ (2n+ 1) + (n + i)2 

y definitivamente 

82 (n+ 1) = (n+ 1) ((n+ 1.}~ t] (2 (n+ 1}+ 1) 

Problema 1. Demuéstrese que la suma S 3 (n) de los 
n2 (n+i)Z cubos de los n primer~s números naturAles es 4 

S3(n}=P+23+33+. ·:+na= n2(":1)2 . (4) 

Ejemplo -1. Demuéstrese que 

.1·2+2·8+3·4+ ... + (n-1)n= (n-1) n (n+ i) 
3 (5) 
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2°. Si 

1·2+2·3+3·'4+ ... +(n-1)n'= (n-:t>;<n+i), 

tenemos 

1·2+2 ·3 +3-4+ ... +(n- t)n+n (n -\-1}= 
_ (n-i}n.(n-\- 1) + ( + i ) - .n(n+1)(n+2) - 3 nn - 3 

Problema 2. Dedúzcase la fórmula (5) de las fórmulas (2) 
y (3). 

s uGERENCIA. Demuéstrese previamen te que 
1 ·2 + 2 ·3 + 3 ·4 + . . . + (n - 1) n = 

= (1 2 + 22 -1- 3i + . . . + n2) -

- (1 + 2 + .. 3 + .. . + n). 
El método de inducción matemática, relacionado por su 

esencia con el concepto de número , encueutl'a su mayor 
aplicación en la Ari tmética , el Algebra y la Teoría de los 
números. Muchos ejemplos ipteresant:es de este género están 
recogidos en el libro ya mencionado de I. S. Sominski. 
Pero el concepto de tiúmero entero es fundamental en toda 
la M~temátiéa y no sólo en la Teoría de los números que 
estudia ~speoinlmente sus propiedades. Por eso, el .método 
de inducción matemática se aplica en d iferentes ramas 
de la Matemática. En particular, resaltan por su belleza 
las· aplicaciones de este método en la· Geometría a las que 
está dediéado nuestro libro. 

D1vidiremos nuestra exposición en varias secciones según 
el tipo de los problemas geométricos. 

§ 1. 

CALCULO 

POR INDUCCION 

En la Geometría, el mét.odo de inducción matemática 
encuentra su aplicación más patui'81 (próxima a la aplica­
ción de esto método en la Teoría de los números y en el 
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Algebra) en la solución de problemas geométricos relacio­
nados con el cáJculo. Veamos algunos ejemplos. 

Ejemplo 5. Calcúlese el lado a2n de un 2n-gono regular 

'inscrito en una circunferencia de radio R . 
soLuctON. 1°, Si n = 2, el 2"-gono regulal' es un cuadrado 

y pa&·a su lado tenemos a4 = R V2. Ahora bien, empleando 
la fórmula de duplicación 

a 2n+t= ·{2R2 - 2R V RZ- a!" , 

encontramos a8 = R V 2 - V2 en .el caso de un octágono 

regular, a 16 = R ·v 2 - V 2 + V 2 en el caso de un 16~gono 

regular y asg = R v2-.,. V 2 +V 2 + 'V2 en el caso de 
un 32-gono regular. Por eso, podemos suponer que para 
n ~ 2 el lado de un 2n-gono regular inscrito es 

a2n= R V 2 - V2+ V2+ ... + V2. (6) 

~----------------~ n - 2 ao&es 

2°. Supongamos que el lado de un 2"-gono regular inscri­
to se determina med~ante la fórmul a (6). Entonces, de 
acuerdo con la fórmula de duplicación, tenemos 

~~----~r=====~,r~==~ 

Y 
2- 1' 2-j- ... +'Vi 

---------~ · 2R2 2R RZ _ RZ ___ __;,;;n_-;¡;.2..:d:.=.os:.:;es~- _ 
~~= - 4 

~-------------~ n-1 doses 

de dónde resulta que la fórmula (6) es váli rla para todos 
los n. 

De la !6rmula (6) se deduce que la longitud C = 2nR de una 
circunferencia ae radio }{ es igual a] límite de la expresión 

2nR V 2-V 2 + ... -t¡~V2 cu~ndo 11 creco infinitamente y que, por 
'--- --...-.---::....-' 

n-2 doses 
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con.siguien te, 

n - lím 2n-1 V 2...,.. 'V2+ ,;!;. • + V2= 
11-+00 

'-.----' n-2. dosea 

= lím211 V2-'V 2+ . · .. +V2. 
n-oo 

~ 
n-1 doeee 

Problema 3. (Fórmula de Vieta 1). Empleando la fórmu~ 
la (6), demuéstrese que n es igual al límite do la expr~sión 

2 . . 

cuando ol número de factores (de raíces cuadradas) del 
denom.inador crece infinitamente. La regla q·ue permite 
escribir los factore!J queda detorminada por los tres p·r imeros 
fa e tores escritos ex_plíci tamen te. 

SUGERENCIA· Sea S
2

n el área de un 2n~gono r cgulár inscri to en 
una circunferencia do radio R y sea h

2
;¡ so apotema. De la fórmula (6) 

se deduce entonces que 

'"-- __., 
ñ- t dO&e! 

y que 
1. 

s2" = 2 (21la2,.) hzn = 

=2n-2Rz V2 . ...:...V 2+V 2+ ... +V2=211• 2 Ra
2
n-t 

'-----.------n-3 doses 

1) F . Vieta (1540-1603), famoso matemático frRn­
cés, uno do los primeros en introducir los símbolos en el Algebra. 
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de donde resulta que 

S" s. Ss 8zn-l 180° 180° 181.)0 

s-=S· S ·. · - 8--=e os - 4- e: os - 8- ..• cos""2fi-'1. 
2n 8 :16 zn . 

Pues\ o q u e $4. == 2R'J y lím S n = nR', resulta que 2._ es igual al 
n-oo 2 1t 

límite qe la expresión 

45" 45" 
llOS 45" C08 2 COB - 4-

Rilstl!- recurrir a la fórmula 

a. .. /1 +cosa. 
cos-z= V 2 

EjempJo 6. _J)ado un zn-gono regular de perimetro P, 
indíquese la regla que permite calcular el radio rn de la 
circunferencia inscrita en él y el radio Rn de la circunferen­
cia circunscrita a él. 

o .. p PVí 
soLUCION. 1 . Tenemos r 2 = 8 Y R 3 = 8 . 

zo. Calculemos, a partir de los radios rn y Rn de las 
circunferencias correspondientes a un zn-gono regular, de 

-e 

o 
FIG. 1 

.\ 

perímetro P, los radios rn+ t y Rn+1 de las circunferencias 
correspondientes a un zn+-1-gono regular del mismo perí­
met ro - Sean (fig. 1) AB el lado de un zn-gono regular de 
perímetro P, O su ce:o.tro, C el punto medio del arco AB 
y D el pu~to medio ~~ la cuerda AB; además, sea JtF la 
línea que une los punt'o,s de· los lados AC y BC del triángulo 
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ABC y sea G el punto medio de. EF. ·Puesto que 

LEOF = LEOC + L FOC = ~ LAOC + 
1 1 +2 LB0C= 2 ¿AOB. 

resulta que EF es el lado de un 2'*1-gono regúlar inscrito 
en la ciraunferencia de radio OE y que el perímetro de este 
2n+1-gono es igual a · 

2n+s EF = 2n+t .-.4.: == 28 AB 1 

o sea, también e!! igual a P. Por ·lo tánto, 'n+l = OG y 
Rn+l = OE. Además, está claro que OC- OG = OG- OD, 

d . R . d . d d Rn +rn es ecn, n - 'n+t = 'n+l - r,., e on e 'n+t = --2- •. 

Por último, del triángulo rectángulo OEC · ~ncontramos 
OE2 =OC ·OG, es d~cir, R:..H·= Rn ,.,n+t y·Rnd = V Rn ''n+t:. 
O sea, tenemos definitivamente 

Tn+t= Rnt'n Y R~+t=V Rn·Tn+t· 

Co~i4eremos la sucesión r2, Rf' e:;, R 3 , ••• , 1'n• Rn• •.. Sus 
términos tienden hacia. el radio de a circl.i¡¡ferencia de longitud P, 

o sea·, tienden hacia · ~ • En particular, si P =;: 2, tenemos ra=~ 
Vi 1 y R1 =T-· 'fomandQ además r1=0 ·y R1 =z- ·,obtenemoselteorema 

siguiente: . 
Conrtderemo!f lo suces~6n numérica 

.fl. 4 J 

tal que sus do1 primeros ·términos son O y f mlenircu qu. ~ada uno de l01 

t¿rmtrw1 restantes es lgual alternodamera~e- 4 l4 medta arltrn¿uca. o, 4 la 
me~f4 geomltrtca de los dos tlrmtnos precedente•; los Urmlrws de est~ 

1 
1ucest6n tfenden hacla -. 

n 

Ejemplo 7. Hállese la suma de los ángulos interiores 
de un n-gono (¡no necesariamente conve~ol). 
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soLUCióN. 1°. La suma de los ángulos interiores de un 
tri ángulo es igual a 180°. La suma de los ángulos interiores 
de un cuadrilátero es igual a 360°, pue·s todo cuadrilátero 
puede ser dividido en dos triángulos (fig. 2). 

2°. Supongl\mos demostrado que la suma do los áng~os 
interiores de cualquier k-gono, donde k < n, es igual a 
180° (k- -2) y consideremos un n-gono cualquiera A 1A 1 ••• An. 
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Demostremos, en primer lugar, que en todo polígono 
existe una diagonal1) que lo divide en dos polígonos de 
menor número de lados (para un poligono convexo esta 
afirmación es evidente). Sean A, B y C tres vértices sucesi~ 
vos .del poligono. Desde el vértice B tracemos. hasta cortar 
el contorno del polígono, todas las semirrectas posibles de 
modo que quede cubierto el ángulo interior ABC del polí­
gono. Pueden presentarse dos casos: 

1) Todas las semirrectas terminan en un mismo lado 
del polígono (fig. 3, a). En este caso la diagonal AC divide 
nuestro n-gono en un (n - 1)-gono y en un triángulo. 

2) No todas las semirrectas terminan en un mismo lado 
(fig. 3, b). En este cáso una de las semirrectas pasará por un 
vértice M del polígono y la diagonal BM lo dividirá en 
dos polígonos de menor número de lados. 

Volviendo ahora a la demostración de nuestra proposi­
ci6n principal, tracemos en el n-gono A 1A 2 ••• A,. la 
diagon·al A 1Ak que lo divide en el k-gono A 1A 11 ••• A 11 

• 1) N6t~~e que la diagonal de un polígono no con-
vexo puede atravesarlo Y. puede estar fuera de él (como la diagonal 

_.BD de la fig. 2, b). '· . 
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y en el (n - k + 2)-gono A1A,~¡A¡¡..-1 ••• An. Según la 
hipótesis, las sumas de los ángulos, interiores del k-gono 
y del (n - k + 2)-gono son iguales a 180" (k - 2) y 
·t80°((n-k + 2)-2]:::180° (n-k), respectivamente; por 
eso, la suma de los ángulos del n-gono A1A 2 ••• An será 
igual a 

180" (k - 2) + 180° (n - k) = 180° (n - 2), 

de donde resulta que nuestra proposición es válida para 
t~dos los n. 

Como hemos visto en el ejemplo 7, en todo polígono 
existe una diagonal que lo divide en dos polígonos de menor 

8 
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número de lados. A su vez, cada uno de estos polígonos 
distinto de un triángulo puede ser dividido en dos poligonos 
de menor número de lados, etc. Por consiguiente, todo 
p()lígono puede ser dividido en triángulos mediante diago­
nales que no se cruzan. 

Ejemplo 8. ¿En cuántos triángulos puede ser dividido 
un n-gono ( lno necesariamente convexol) mediante diago­
nales que no se cruzan? 

sOLUCION. 1°. En el caso de un triángulo este número 
es igual a uno (ya que en el triángulo no se pueden trazar 
diagonales); en el easo de un cuadrilátero este número es, 
evidentemente, igual a dos (véase la fig. 2, a y b). 

2°. Demos por sabido que todo k-gono, donde k < n, 
puede ser dividido mediante diagonales que no se cruzan 
en k- 2 triángulos (independientemente del modo de 
dividir). Consideremos una de las divisiones del n-gono 
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A 1A 2 •• • An en triángulos. Sea A1A,~¡ una de las diagonale~ 
~e esta división; divide el n-gono A 1A 2 ••• 4 11 en el k-gono 
A1A~ . .• Ak y on el (n-k+ 2)-gono A1A,~¡Ak+l ... An· 
Según la hipótesis, el número totnl de triángulos dé la 
división será igual a 

(k- 2) +((n-k+ 2)- 2] = n - 2 

y con ello nuestra proposición queda demostrada para 
todos los n. 

Problema 4. Hállese el número N de diagonales necesa­
rias para dividir un n-gono en triángulos si estas diagonales 
no se cruzan. 

SUGERENCIA· Como quiera que las N diagonales y los n lados 
del n·gono constituyen los lados de n - 2 triángulos (véase el ejemplo 
8), resulta que 

2N + n = 3 (n - 2) y N = n - 3. 

Ejemplo 9 . Indíquese la regla que permite determinar 
el número P (n) de modos de dividir un n-gono convexo 
en triángulos mediante diagonales que no se cntzan. 

soLUCION. 1°, En el caso de un t riángulo este número 
es igual, obviamente, a uno: P (3) = 1. 

2°. Aceptando que conocemos los números P (k) para 
todos los k < n, determinemos el valor de P (n). Considere-

FJG. 4 

mos para ello el n-gono convexo A 1A 2 •• • A 11 (fig. 4) . 
Cualquiera que sea e~. _modo de dividirlo en triángulos, el 
lado A1A 2 . será lado¿.de 'QDO de los triángulos y el tercer 
vértice de este triángulo puede coincidir con cada uno de 

¡¡, 
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: ' 
los puntos A 9, A •• . .. , An. Si ~te !Vértice coincide con A 9, 
el número de modos de dividir el n-gimo es igual al número 
de modos de dividir en triángulos el (i& - 1)-gono A 1AsAc .. . 
. . . An. o sea, es igual a P (n - 1). Si este vértice coincide 
con A 4, el número de modos es igual al número de modos 
de dividir el (n - 2)-gono A 1A 4A 5 •• • An, o sea, es igual 
a P (n - 2) = P (n - 2) P (3). Si este vértice coincide 
con A&, el número de modos es igual a P (n - 3) P (4) ya 
que podemos combinar cualquier división del (n - 3)-gono 
A 1A6 .•• A n con cada una de las divisiones del cuadrilá­
tero AiAsA,A5, etc. Por consiguiente, obtenemos la rela­
ción 

P (n) = P (n - 1) + P (n - 2) P (3) + 
+ P (n - 3) P (4) + . . . + P (3) P (n - 2) + 

+ P {n - 1). (7) 

Valiéndonos de esta fórmula, encontramos sucesivamente 
p (4) = p (3} + p (3) = 2, 

P (5) = P (4) + P (3)P (3) + P (4) = 5, 
p (6) = p (5) + p (4) p (3) + p (3) p (4) + p (5) = 14, 
Pm=P~ P~P~ + PWP~ + P~P~ + 

+ p (6) = 42, 
POO=Pm + P~P~+PWPW+P~P~+ 

+ P (3) P (6) + P (7) = 132, etc. 
OBSERVACION. Basándose en la f6nnula (7), se puede demostrar que 

2(2n-5)1 
P(n)-= (n- i)l (n -3)1 

para todo n [véase, P<Jr ejemplo, la solución del problema 51, b en el 
libro de A. M . .firnoM IJ 11. M • .firnoM, HeaneMeH'tapable aa¡xnR B &Jie­
MOBTapaoM R3JIO>K6BBH, M. , rocTexnan.ar. 1954 (A. M. Yaglóm o 
I. M. Yaglom, Exposición elemental de problemas no elementales)]. 

Problema 5. ¿En cuántas partes dividen un n-gono 
convexo todas· sus diagonales si no hay tres que se crucen 
en un mismo punto? 

SUGERENCIA· La diagonal A 1A11 divid e (n + 1}-gono c.~nvexo 
A1A2 . . . AnAn+t en el n-gono A 1A 1 ••• An y en ol tr1angulo 
A 1A11An+t· Aceptando que conoC6mos el número F (n) de partes en 
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.que re5ulta dividido por sus diagonales el n·gono A1A, •.• An• ca)· 
culemos cuántas partes se añaden al agregar el vértice An+l (este nú­
mero supera en una unidad el número de partes en que resultan divi­
didas las di.agonales que salen del v~rtice An.u por todas las diagona 
les restantes). Asi encontramos la relación · 

F (n. + i) = F (n.) + (n - 1) + 1 (n - 2) + 2 (n - 3) - ••• 

. . . + (n. - 3) 2 + (n.-2) t 

que, mediante las~fórmulas (2) y (5) de la Introducción (pag. 12-13). 
puede ser representada on la forma 

F(n+1)=F(n)+(n.-1)+ n.(n-f)(n-Z) = 
6 

n3 n2 4n =F<n>+6 - 2 +3 -i. 

Sumando los valores F (n), F (n- 1), . . .. F (4) y empleando las 
fórmulas (2), (3} y (4) de la Introducción, obtAlnemos 

F (n) (n-1) (n - 2) (n2-3n+ t2) 
24 

§ 2. 

DEMOSTRACION 

POR INDUCCION 

Algunas proposiciones del parágrafo anterior represen­
tan, de hecho, ejemplos de aplicación del método de induc­
ción matemática a la demostración de teoremas geométricos. 
Así, la proposición del :ejemplo 7 puede ser enunciada en la 
forma siguiente: demostrar que la suma de los ángulos de 
un n-gono es igual a 180° (n - 2). En el ejemplo 8 hemos 
demostrado que un n-gono resulta dividido en n - 2 trián­
gulos por sus diagonales que no se cruzan. En este parágrafo 
continuaremos el estudio de ejemplos de este género. 

Ejemplo 10. Demuéstrese que es posible dividir n cuadra­
dos dados en trozos que permitan formar un cuadrado nuevo. 

sOLUCION. 1°. Si n = 1, nuestra proposici6n no requiere 
demostración. Demostromos quo es válida para n. = 2. 
Sean z e y los lados· d~ los cuadrados dados ABCD y abcd, 
respectívamente; sea {x ~ ·y. Tomemos en los lados del 

. ~~ 
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cu¡¡.drado ABCD de dimensión x (.fig. 5, a) los segmentos 
A.M = BN = CP = DQ =: x~y cortán·dolo después según 
las rectas MP y NQ que, como es fácil ver, se cortan· en el 
centro O del cuadrado formando· ángulo recto y ·:lo dividen 
en cuatro trozos iguales. Agreguemos -estos trozos al segundo 

A 8 8' 

X 

2 1 e D p e ·o· 
d'" e D' 

y a) b) 

FIG. 5 

cuadrado como se indica en la fig. 5, b. La figura obtenida 
t ambién será un cuadrado ya que los ángulos en los puntos 
M', N', P' y Q' serán llanos, los ángulos A', B', C' y D' 
serán rectos y A'B' = B'C' = C'D' = D'A'. 

2°. Aceptando que· nuestra proposición ha sido demostrada 
ya para el caso de n cuadrados, consideremos los n + 1 
cuadrados C1, C,, .. . , Cn , Cn+1• 

Tomemos dos cualesquiera de ·estos cuadrados, digamos, 
Cn y Cn+I· Según hemos demostrado en 1°, es posible, cor­
tando uno de estos .cuadrados y' agregando los trozos obteni­
dos al segundo, form ar un cuadrado nuevo C'. Ahora bien, 
según nuestra hip6tesis, los cuadrados C1 , C2 , ••• , C11 _ 1 ,. C' 
se pueden descomponer en trozos que permitan formar un 
cuadrado nuevo que es lo que queríamos demostrar. 

Ejemplo 11. En el triángulo ABC Se han trazado por el 
vértice C n - 1 rectas CAf11 CM2 , ••• , CMn -t qué lo 
dividen en n. triángulos menores ACM1 , M 1CM2 , ••• 
. . . , Mn_1CB. Sean r1 , r 2 , •• • , r 11 los radios de las circun­
ferencias inscritas en ostos triángulos; sean p1 , p2 , ••• , Pn 
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los radios de las circunferencias exinscritas en estos trián· 
gulos (todas ellas resultan inscritas en el ángulo C del 
tdángulo correspondiente; véase la fig. 6, a); sean, final-

e 
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mente, r y p los radios de las circunferencias inscrita y exin­
scrita en el propio triángulo ABC. Demuéstrese que 

r¡ r2 r,. r p.·p;- . .. -¡;;-=-¡;-· 

SOLUCtON. Sea S el '\área del triángulo A BC y sea p su 
semiperimetro; como s~ ·;sabe, S = pr. Por otra parte, si O es 
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el centro de la circunferencia, exinscrita en este triángulo 
(fig. 6, b), se tiene 

1 1 t 
S= S AOAc +S t.ocs - .S AOAB = 2 bp + 2 ap -2 cp = 

f = T(b+a-c) p=(p-c)p~ 

y, por consiguiente, 

pr=(p-c)p y~= PP e. 

Además, según las fórmulas de la Trigonometría , tene­
mos 

t.!_-=,/ (p-o)(p-c) t !!_=-./ (p-a)(p-c) 
g 2 V p(p-a) Y g 2 V p(p-b> 

de donde resulta 

t A t B ·1 / (p-b) (p- e) (p-a) (p-e) = 
g2 g,-= r p(p-a) p(p-b) 

p-e r (S) = - p-=p- · 
Después de estas observaciones previas, pasemos a la 

demostración del teorema. 
1°. Si n = 1, nuestra proposición no requiere detaostra­

ción. Demostremos su validez para n = 2. En este caso la 
recta CM divide el triángulo ABC en dos triángulos meno­
res ACM y CMB. De la fórmula (8) resulta 

.!:!. . .!!, = tg ...!_. tg CM A tg CM 1! tg ..!!_ = 
Pt P2 2 2 2 2 

t A t CMA tn tSOO-L.CMA t B -t A tg B _ r 
= -z- g-2- ~ 2 gT- g2 2·-p-· 

2°. Supongamos que nuestra proposición ha sid,o demos­
trada ya para el caso de n - 1 rectas y tomemos n rectas 
CM1, CM2, ••• , CMn que dividen el triángulo ABC en 
n + 1 triángulos menores ACM¡, M1CM1 , ••• , M11CB. 
Consideremos dos cualesquiera de ellos, digamos ACM1, 

y CM1M 2 • Como hemos visto en 1°, 
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donde r12 y p12 son, respectivamente, los radios de las cir­
cunferencias inscrita y exinscrita en el triángulo ACM 2• 

Pero· en virtud de nuestra hipótesis, para los n triángulos 
ACM2 , M 2CM3 , ••• , MnCB se cumple la igualdad 

"" 
r¡a rs r11 . r1at r 
Pt2 • Pi" .. ' 'Pn'" • p;;:;- = P 

y; por consiguiente, 

Problema 6, Supongamos que las rectas CM y CM' 
dividen de dos modos el triángulo ABC en dos triángulos 
ACM, CMB y ACM', CM'B; sean r11 rt y r;, r; los radios 
respectivos de las circunferencias inscrit as en estos trián­
gulos. Demuéstrese que si r1 = r;, también r2 = r~ y que 
una propiedad análoga se cumple también para los radios 
de las circunferencias exinscritas. 

SUGERENCIA· Demuéstrese primero que (conservando las deno­
taciqnes del ejemplo i t ) 

r ~ p ~ 
p-=1-T y r-=1+T· 

(hes la altura trazada por el vértice C), de donde se deducen las igual­
dades 

( 1 - ~~ ) ( 1 - 2:2 ) = 1 - ~ = ( 1 - 2~~ ) ( 1 - 2~2 ) 

y 

( 1 + ~~ ) ( 1 + 2~ ) = 1 + ~ = ( 1 + ~i ) ( 1 + ~· ) . 

Problema 7. Demuéstrese que (conservando las denota­
ciones del ejemplo 11) 

rs+Pl + rz+Pz + + rn+Pn r+p 
R1 R2 .. ' Rn =-R-' 

donde .fl1 , R 2 , ••• , Rn y R son los radios respectivos de 
las circunferencias circunscritas a los triángulos ACM1, 

M 1C1112, •.. , MnCB .y ( j!BC. 
·u; 



28 

SUGERENCIA· Como so sabe .S ·= pr '- {p-e) p= ~~ y, por 
eso, aplicando el teore-q1a del coseno, obtenemos 

!.+~ ' 
r+p p p-e = (a+b) (c~-(a-b)]Z 
~ abe ~be 

2S 
b2+ct-a2 a2+ c2-b2 

2bc + 2ac · cosCAB+c08CBA. 

Problema 8. Sean C1, C2 , ••• , en n. circunferencias que 
pasan p,or el punto O y sean A 1, Ah .•. , An los otros 
puntos de intersección de las circunferencias C1 y C2 , Ca 

b) 

FIG. 7 

y e3 , ••• , Cn y e1 , respettivamente (fíg. 7·, a). Sea B1 
un punto cualquiera de la circunf~rencía el distinto .de o 
y de A 1• Tracemos la secante B1A 1 que corta la circunferen­
cia C2 en el punto B 2 , después la secante B 2A 2 que corta 
la circunferencia C 8 en el punto B 8, etc. (si, digamos, el 
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·punto B 2 coincide con A~, en lugar de la secante trazaremos 
por el punto A 2 la tangente a la circunferencia C2). Demués­
trese que el punto Bn+t que se obtiene finalmente en la 
circunferencia C1 coincide con B1• 

SUGERENCIA· Demuéstrese primero el lema siguiente: sean Ot 
y O:a los centros de dos circunferencias e 1 y e, que se cortan en el 
punto O y sea B 1Ba la secante que pasa por el otro punto A 1 de inter­
sección de estas circunferencias (véase la tig .. 7, b); entonces, dei!de el 
punto O los segmentos B 1B 1 y 010! se ven bajo un mismo ángulo . 
. Demuéstrese después el teorema propuesto para el caso de tres circun­
ferencias. Por último, aceptando su valídei para el caso de n - 1 cir· 
cunferencias, considérense. n circunferencias e,, e,, ... , en, trácese 
la secanto que pasa por el punto Bn-t 1 por el punto de intersección 
de las circunferencias Cn-t y e1 y apliquese la hipótesis inductiva a 
las n- 1 circunferencias e1• e1 , •••• en-t· 

Ejemplo t2. Demuéstrese que todo polígono convexo 
distinto de un paralelogramo puede ser colocado en un 

FtG. 8 

triángulo cuyos lados contienen tres lados del polígono 
inicial (fig. 8) . 

. SOLUCION. Demostremos previamente que toik> polígono 
convexo M puede ·ser colocado en un triángulo o en un parale­
logramo (que, posiblemente, coincide con M) cuyos lados 
comprenden tres o cuatro, respectivamente, lados del polígo­
no M. 

1°. Para n = 3 nuestra afirmación no requiere demostra­
ción; para n = 4 es también evidente ya que si M es dis­
tinto de. un paralelogramo (o sea, no puede ser colocado en 
un paralelogramo que cc¡>incida con M), entonces tiene dos 
lados no contiguos y no; paralelos; proloJ18ando estos lados 
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hasta que se corten en el punto Q y omitiendo el lado de M 
más próximo a Q y que no pasa por Q, obtenemos un trián­
gulo que satisface nuestras condiciones (fig. 9, a). 

2°. Supongamos que la afirmación del teorema ha sido 
demostrada ya para todos los polígonos convexos que tienen 
menos de n lados y consideremos un polígono .convexo M 
de n lados (donde n ~ 5). Pu(lsto q:ue sólo un lado del 
n-gono convexo M puede ser paralelo a un lado fijo AB 
del mismo y puesto que el número total de lados del polí­
gono no contiguos a AB es n - 3 ;;:::: 2, resulta que M tién~ 

Q o 

a) b) 
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un lado KL no contiguo a AB y no paralelo a AB; prolon­
gando AB y KL, hasta que se corten en el punto Q y omi· 
tiendo después la queb;rada (más próxima a Q) comprendida 
en el ángulo construido de esta forma y compuesta por 
lados de M, obtenemos un polígono M 1 que contiene M, 
que tiene n1 < n lados y tal que todos los lados del mismo 
comprenden lados de M (fig. 9, b). Según la hipótesis induc­
tiva., M 1 se puede colocar en un triángulo o paralelogramo 
que satisface las condiciones del problema, que contiene M 
y t~l que todos los lados del mismo. contienen lados de M. 

De este modo, podemos dar ·por demostrada la afirma­
ción que más arriba aparece en letra redonda; resta mostrar 
que si M no es un paralelogramo y puede ser colocado en un 
~aralelogramo P cuyos lados contienen lados de M, enton­
ces t~mbién se puede colocar M en un triángulo cuyos lados 
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contienen lados de M. He aqui la demostración. Puesto 
que M no · es un paralelogramo, existe· un vértice A del 
paralelogramo Pea ABCD que no es vértice de M; sea G 
el vértice de M (más próximo .a A) que pertenece al lado AB 
del paralelogramo P y sea GH el lado· do M que arranca 
de G y que no pertenece al lado AB del paralelogramo (fig. 10) 
Puesto que el poügono M es convexo, es evidente que per­
tenece íntegramente a aquel semiplano determinado por la 
recta GH en el que se encuentran los vértices B, C y D 

PJG. tO 

del paralelogramo P. Pero de aquí resulta qua M pertenece 
al triángulo T formado por los. lados BC.. CD y GH y con 
esto queda demostrada la .proposición necesaria. 

Problema 9. Demostrar· que todo polígono convexo M 
distinto de- un paralelogramo se· ·puode cubrir con tres polí­
gonos m¡, m2 y m8 menores que M, semejantes de M y situa­
dos paralelamente1) a M • 

. SUGERENCtA.seá'ME~A 1A,All ••• A11 un polígono convexo dis-­
tinto de un paralelogramo y sea T = A BC un triángulo que lo con­
tiene, con la particularidad de que sus lados AB, BC y CA contienen, 
respectivamente, los lados A 1A,, A 11A1t+l y A¡AI+J del poligono'(véase 
el ejemplo f2). Tomemos dentro de M un punto arbitrario O y unAmos­
lo median'e segmentos con unos puntos (}. V y W de los lados A 1A ,. 
AJtAll.~t y A1Al+t del poUgono M . Los segmentos OU. OV y OW divi­
den M en tres partes Ml. M 1 y M •· Entonces se pueden escoger unos 
coeficientes· k" k1 y k 3 ¡men0res que t 1) tales. que los polfgonos ~1• 
m a y m1 (que se obtienen de M por homotecias de centros A , B y C 
y de rnzones [c.¡, k1 y k8 , respectivamente) cubren las partes M1, M1 
y M 1 del polígono M. .~ 

-----~(~· ~---------------
1) En otr4-e palabras, homoiiHcos de M (con la ra· 

z6n de homotécia k < 1).•: · ~ 
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Como es ev:idElnte que un paralelogramo P no se puede 
cubrir con ment:~s· .de cuatro paralelogramos menores que P, 
semejantes de P y situados paraleJamente a ··P (porque 
cualquiera de estos paralelogramos men,ores que .p puede 
cubrir sólo un vértice .. de P), de la afirmación de.l problema 9 
resulta el teorema siguiente demostrado en 1955 (en una 
forma algo dist inta) por F. Levi1), destacado matemático 
alemán, y más tarde demostrado de nuevo varías veces 
por otros matemáticos 

El número mínimo de polígonos. conve:&os menores que el 
polígono dado M, semejantes de M y sttuados paralelamente 
a 111 que permijen cubrir íntegramente M es igual a 3, si M 
tw es un paralelogramo, y es igual a 4, si M es un paralelo­
gramo. 

F. Levi y otros matemáticos, que se interesaron por este 
teorema, intentaron extender!~ al. caso del espacio, o sea, 
demostrar l a siguiente propo'sición que parece bastante 
verosímil: 

El número mínimo de «copias disminuidas'> de un poliedro 
conve:&a M (o sea, de poliedros ¡.¡.1 , Jl1H ••• menores que M, 
semejantes de M y situados paralelamente a M) que permi­
ten cubrir tntegramente· M, O$Cila según la forma de M entre 4 
(es igual a 4, por ejemplo, pata ·el tetrae.dro) y 8 (es igual 
a 8, por ejemplo, para el c;ubo); este número es igual a. 8 sólo 
si M es un paralelepípedo y es menor que 8 en los demás casos. 

Este teo:r:ema no parece ser muy complejo; empero, 
nadie ha logrado demostrarlo por ahora aunque muchos 
ge6met;ras desta~ad·os de distintos países lo han intentado2). 

Existe una multitud de div~rsos teoremas geométricos 
que se pueden demqstrar por el método. de inducción mate­
mática. No obstante, nos l~mitamos aquí ·a. un grupo de 
problemas exclusivamente; el interés de éstos reside en que, 

1) F. Levi y otros matomáticos demostraron el . 
teorema considerado para ftguras convexas arbitrarias (véase acerca de 
éstas el libro H. M: Hr.noM H B. r. BoJITJlllCKBÜ. (ilhlDyKJible r{lnryput, 
rocT8XB8AftT. 1951: I . M. Yaglom y V. G. J;klltianski «Figuras conve­
xast y no para polígonos conve:ros; pero, de la validez del t eorema 
para poligonos convexos se deduce ya que se cumple tambi~n pan 
todas las figUras . convexas. 

~) En relación con este abanico de problemas v~ase, 
por ejemplo, el libro B . r. BOAmJCH.CI>UÜ H H. II,. Fo%4epa, 3a.na'IH 
o TeopeMLI KOM6ll&aTOPHOÜ reoMeTpDH, Hay¡<a , t965 . (V. G. Bolttanski 
e 1. Ts. Goj berg, Pr:o blemas y teoremas de la geometria CQm binatori a). 
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igual que el problema 9 ponsiderado más arriba, conducen 
.a. un .. pr9blema, de enuncfado muy sencillo pero no resuelto 
hasta el presente por nadie, que matemáticos de diferentes 
países vienen atacando hace ya más de cien años, el así 
llamado problema de los cuatro colores. l!ero previamente 

. deberemos estudiar algunas propiedades (geométricas) de 
los mapas geográficos. ' 

PROBLEMAS 
DE LOS MAPAS 
GEOGRÁFICOS 

Consideremos en el plal).o una .red formada por líneas 
que unen algunós de los puntos A 11 A 2 , ~ •• , A·p y ·que 
no tienen otros puntos comunes; aceptaremos, además, que 
esta red «consta de un trozo único», o sea, que, arrancando 
de cualquiera de los puntos A 1 , A 2, ••• , Ap. podemos 

FJG. U 

llegar a cualquier otro d~splazándonos solamente según las 
líneas que componen la red (se dice que la red es conexa). 
Toda rod de este tipo será llamada mapa; los puntos d·ados 
.son sus vé.rtices; los trozos de curvas que unen dos vértices 
sucesivos son las fronteras del mapa y las porciones en que 
las frontoras dividen ~l pláno (incluida ra región ·infinita 
exterior) son los países_iijel .:t:r;1apa. Por ejC.mplo, en la fig. 11, 

J-<U I 
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los puntos A 1 , A 2 , A 8 , A,, A 5, .A 8, .A7 y A 8 son los vértices 
del mapa, las curvas A1A 2 , A 3A 1 , A1

1A8 , A 8A 7 , A 4A·1 , A 4Aa, 
AsAe, A 8A 5 , At;A7 y A 4A 8 son fronteras y lp.s regiones 0'1, 0'2, 
cr 8 así como la región infinita exterior cr son sus países. 

Ej~mplo 13. (Teorema de Euler.) Dad~ un mapa cual­
quiera consideremos el número s de sus países, el número l 
de sus fronteras y el número p de sus vértices. Entonces 

S+ p == l + 2. 

DEMOSTRACION. Apliquemos la inducción según el núme­
ro l de fronteras del mapa. 

1°. Sea l = O; entonces s = 1 y p = 1 de modo que 

S+ p = l + 2. 

2°. Supongamos que el teorema es válido para cualquier 
mapa de n fronteras y consideremos un mapa de l = n + 1 
front<>.ras, s países y p vértices. Se pneden presentar dos 
casos. 

a) Pat·a todo par de vértices del mapa existe un camino 
único , formado por fronteras, que los une (debido a que el 
mapa es conexo, siempre existe un camino, por lo menos, 
de este tipo). En tal caso el mapa no contiene ningún con­
torno cerrado y, por consiguiente, es de la forma represen· 
tada en la fig. 12 de modo que s = 1. Demostremos que 
en este mapa oxíste como mínimo un vértice que pertenece 
a una frontera nada más (como el vértice A1 de la fig. 12); 
diremos que este vértice es terminal. En efecto, t omemos 
un vértice cualquiera del mapa. S~ no es terminal, es el 
extremo de dos fronteras Cómo minimo. Avancemos según 
una de ellas h-1sta llegar a su segundo vértice. Si este vértice 
tampoco es ~erminal, es a la vez extremo de otra frontera. 
Avancemos según ésta hasta llegar a su segundo vértice, etc. 
Puesto que, por hipótesis, el mapa no contiene contornos 
cerrados, no volveremos a ninguno de los vértices ya consi­
derados y como quiera que el número de vértices del mapa 
es finito, deberemos llegar, al fin y al cabo, a un vértice 
terminal. Excluyendo este vértice y la única frontera que 
le corresponde, obtendremos un mapa .. nuevo en el que 

·z' = l - 1 = n, s' = s = 1 y p' == p - 1 
y que, por supuesto, continuará siendo conexo. Según la 
hipótesis inductiva, 

s' + p' = l' + 2, 
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de donde resulta que 

S+ p = l + 2. 

b) Existen dos vértices con dos caminos como mínimo 
que los unen (fig. 11). En este caso e¡ mapa contiene un 

FIG. t2 

contorno cerrado que pasa por estos vértices. Eliminando 
una de l as fronteras de este contorno (y conservando sus 
vértices), obtendremos un mapa en el que 

l' = l - 1 = n, p' = p y s' = s - 1. 

Según la hipótesis inductiva, 

s' + p' = l' + 2, 

de dond~ resulta que también 

S+ p:::: l + 2. 

Ejemplo 14. Demuéstr"ese que si en todo vértice del 
mapa convergen tres fronteras como mínimo (o sea, si el 
mapa no contione puntos como A :~o A 3 , A·5"Y A8 ni fronteras 
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como A.A8 de ·la fig. 11), existe un país con cinco fro.qteras 
todo lo más. 

SOLUCION. Puesto que en cada uno de los p v~rtices del 
mapa convergen tres fronteras como mínimo, el 1;1úmero 3p 
no sobrepasa el número duplicado 21 de fronteras (doblamos 
el número de fronteras debido a que cada una· de ellas une 
dos vértices), de donde tenemos -

(9) 

Supongamos ahora que cada uno de los s países del mapa 
tiene seis fronteras como mínimo; entonces, el número 6s 

FIG. 13 

/ 

no sobrepasa el n~mero duplicado 2l de fronteras (doblamos 
el número de fronteras debido a que cada una de ellas separa 
dos pa:jses), de don(ie tenemos 

1 
s~3 z. 

De las desigualdades (9) y (10) resulta 

1 2 
s+p~T l+-r.l=l 

(10) 

en contradicción con el teorema de Euler. Por· consiguiente, 
es falsa nuestra hipótesis de que todo país tiene seis fron-­
teras como minimo. 

Problema 10. En el plano se han tomado cinco puntos. 
Demuéstrese que lio se pueden unir dos a dos por medio de 
líneas que no se crucen (fig. 13). 
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SUGERENCIA· Supongamos que ]JOdemos unir todos estos puntos 
cumpliendo las condiciones del problema: obtendremos un mapa que 

tiene 5 vértices, 
5~4 = 10 fronteras y, por consiguiente, 7 paises (por 

el teorema de Euler). Pero tal -mapa es imposible como se deduce de 
razonamientos análogos a los que hemos empleado para obtener la 
desigualdad (tO). 

El lector puede encontrar otros ejemplos de aplicaci6n 
del teorema de Euler sobre los mapas en el libro E. B. /(N,H· 
nuu u B. A. Ycnencnuú, MueMamqecKHe 6ece~M, M.- JI., 
rocroxus¿¡,aT, 1952 (E. B. Dynkin y V. A. Uspenski, Confe· 
rencias matemáticas). 

Problema 11. (Teorema de Euler sobre los poliedros.) 
Demuéstrese que si p es el número de vértices, l el número 
de aristas y s el número de caras de un poliedro convexo, 
se tiene 

s+p=t+2 

SUGERENCIA· Coloquemos el poliedro en el interior d,e una esfera 
de radio suficientemente 'grande y proyectemos desde s.u centro (pode­
mos aceptar que el centro se halla dentro del poliedro) sobre la super­
ficie esférica todos los puntos del poliedt:o. En la superfi~ie esférica 
obtendremos un mapa. Proyectémoslo de8de un .punto cualquiera de 
la misma, no perteneciente o. ninguna frontera, sobre ol plano ta!lgente 
a l-a superficie esférica en el1Junto diametralmente opuesto (proyecct6n 
estereográftca). Apliquemos el teorema de Euler al mapa plano resul­
tante . 

. Problema 12. Demuéstrese que en todo poliedro existe 
una cara de tres, cuatro o cinco aristas. 

SUGERENCIA· Véase ol ejemplo 14. 

Probiema 13. Demuéstrese quG no existen poliedros do 
siete aristas. 

SUGERENCIA· A pliquese el teorema de Euler. 

El lector puode encontrar otros ejemplos d.e aplicación 
del teorema de. Euler sobre .los poliedros. por ejemplo, en 
el libro del(. O. lU~UtR.pcKuú , H. H. lJeUlf08 H H. M. He.aoM, 
Ms6paBHble aa.n:a'qn: n TeopeMbl aJJe,.teaTapHon MaTeMaTHIUI, 
11. III, M.,rocTeXHBJJ.aT, 1954.{D. 0. Shklíarski, N. N. Chen­
tzov e l. M. Yaglóm, , Problemas y teoremas escogidos de 
matemática elemental,· parte 111). 
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PROBLEMAS· 

DE LA COLOIV\CION 

DE MAPAS 

Consideremos un mapa en el plano. Diremos ·que está 
bien colore~do si para cada país se emplea ún tinte deter­
minado con la particularidad de que cualesquiera dos países 
fronterizos están pintados de color distinto. Como ejemplo 
de coloración buena puede servir cualqwer mapa geográ­
fico. Cualquier mapa puede ser bien coloreado si se emplea 
una pintura distinta para cada país, pero este procedimiento 

o) ó) 

FIG. U 

e) 

no es econom1co. Es natural preguntarse: ¿cuál es el núme­
ro mínimo de tintes necesarios para la coloración buena 
de un mapa? Está claro, por ejemplo, que para la coloración 
buena del mapa de la fig. 14, a bastan dos tintes; el mapa 
de la fig. 14, b ya requiere para ello tres colores, mientras 
que el mapa representado en la fig. 14, e puede ser bien 
coloreado sólo si se emplean cuatro pinturas. H asta: hoy 
día no se conoce ningún mapa que no pueda ser bien colo­
reado con cuatro t intes. A. F. Mobius, conocido matemático 
alemán, fue, por lo visto, ol primero en señalar este hecho 
hace más de cien años. Desde entonces, muchos científicos 
han intentado resolver este problema de los cuatro colores 
(o sea, demostrar que cuatro pinturas bastan para la colora­
ción buena de cualquier mapa o, al contrario, dar un ejem-
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plo de un mapa que no puede ser bien coloreado con cuatro 
pinturas) pero sin éxito alguno. Se ha podido demostrar 
solamente que cinco tintas son suficientes para colorear bien 
cualquier mapa (véase el ejemplo 18). Es fácil encontrar 
las condicione.s que debe cumplir un mapa para que alcllncen 
dos (ejemplo 16) o tres (ejemplo 17) colores. Daremos, además, 
una condición necesaria y suficiente para que un mapa 
pueda ser bien coloreado con cuatro tintas (ejemplo 19); 
por supuesto, se desconoc..e ·si esta condición se cumple para 
cu~lquier mapa así como si existen mapas en los que esta 
condición no se cumple. 

Es curioso que para ciertas superficies. de estructura más 
compleja que la del plano, el problema de la coloración 

FIG. 15 

de. mapas admite solución plena. Po1· ejemplo, se ha demos­
trado que para la coloración h1w11 .'. <.le cualquier mapa en 
la superftcie del «anillo salvavidas», llamado toro (fig. 15), 
bastan siete colores y que existen mapas para los cuales 
no alcanza.n seis colores1

}. 

-------------------1) Hace poco relat.ivnmente el gllómelra alemán 
G. R ¡"gel (véase G. R !ngel, Fiirhungsprohlemo a uf Fliichen und Grap­
hen, Herlin. Dcutscher Verlagder Wissenschafwn . 1!'159) ha oMenido 

¡.'IG. IR 

unos resultados próximos u la solución definitiva del problema de In 
coloración de mapas formados en cualquier sunerficie distint.a del 
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En lo sucesivo aoeptaremos ·que los mapas no contienen 
fronteras a ambos lados de las cuales. figura un mismo P!lÍS 
(como la frontera A 4A8 ·(je la fig. 11) ya que de lo contrario 

./J) 

FIG. 17 

carece de sentido el planteamiento mismo de la coloración 
buena. Aceptaremos tambi~n que los mapas no contienen 
vértices en-los que convergen 4os frontera.s nada más (como 
el vértice ..4 9 de la fig. H) pues estos vértices huelgan. 
En otras palabras, sólo considerarei;Ilo~ mapas en cuyos 
vértices convergen tres fronteras como mínimo y que, por­
consiguiente, sati~!lcen la condición del ejemplo 14 cuyo 
resultado será empleado más de una vez. Por último, con· 
viene aceptar que el mapa contiene sólo una :región infinita, 
o sea, que en el mapa no existen fronteras que «se pierden 

plano (o de lo. esfera). Según los resultados de Ringel, el número mfni­
mo de pinturas necesarias para la coloraci6n buena de cualquier mapa 
en una superficie semejante a una «esfera con p agujeros que la atra-
v4esan•, es. por lo visto, igual o. · 

donde los corchetes representan la parte entera del número (o, en todo 
caso, sólo puede diferir insignificantemente de la magnitud 

[ 
1 + v 1 + 48p ) • . . 

2 ast, para el toro (que ttene un aguJero que lo 

. f' ~) • . l [ 7 + 1149 J [ 14 J 7 atrnvtosa; 1g. 1¿¡ este ·numero es tgua a 2 = 2 = 
y para el (bollo• de dos agujeros (íig. 16) esto número es: 

[ 7+11~+48·2 ]=[7+ f97 ]=[ 16,~ ... J-s. 
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e:n el infinito~; se puede demostrar que la renuncia a esta 
(!ltima condición no afecta los resultados posteriores. 

Diremos que un mapa es normal si en cada uno de sus 
vértices convergen tres fronteras exactaménte. Sea S un 
mapa cualquiera (fig. 17, q_). Formando· círculos pequeños 
alrededor de Jos vértices en los que con.vergen más de tres 
fr~nteras y agregando cada circulo a uno de los países que 
rodean el vértice correspondiente, obtendremos un ~apa 
normal S' del mismo número de países (fig. 14, b); además, 
toda coloración búena del mapa S' p·ermite obtener fácil­
mente una coloración buena del mapa S empleando. la 
misma cantidad de pinturas y viceversa. Por eso, con fre­
cuencia limitaremos al estudio· del problema d.e la coloración 
buena al caso de mapas normales. 

Veamos ahora qué estructura tienen los mapas normales 
elementales1). Sean p el número de vértices, l ~1 número 
de fronteras y s el número de paises de un mapa normaJ; 
entonces, 2l = 3p (véase lo. pág. 35), de donde resulta que 

p = ; l . Ad~más, debido al teorema de Euler, se tiene 

s + p = l + 2, de modo que 
l 

s=(l-p)+2=a+2 

y, por consiguiente, s ~ 2. Pero si s = 2, tenemos l = O 
y es ·evidente que tal mapa no existe. Si s = 3, tenemos 
l = ª y p = 2; este mapa normal elemental puede verse 
e:n la fig. 18, a. Si s = 4, tenemos l = 6 y p = 4 .. Demostre­
mos que en este caso el mapa es de la forma representada en 
l.a fig. 19, b o c. En efecto, sea k1 el riúmero de biángulos 
del mapa, sea k 3 el número de sus triáng.ulos y sea k, el 
número de cuadriláteros (puesto que p = 4, no puede haber 
paises que tengan más de cuatro vértices). Entonces 

k2 + /c3 + k4 = S = 4 

2k3 + 3ks + 4k4 = 2l = 12 

1 ) Aquí y en lo que sigue no haremos diferencia 
entre mapas de «idént.ca estructura». (com.o· los representodos en las 
figs. t4. e y 27, a) cuyos paises y fronteras pueden ser numer~dos de 
modo que on ambos mapas los países del mi~mo·númerc estén separados 
por fronteras ·cqyos núme~:,~s también son iguales . 

. , - ,.... 
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·~ .... .. 
(recuérdese lo dicho en la pág. 35); de la última igualdad 
se dédue& quo k 3 es par. Puesto que la suma k 2 + k 3 + k4 
es igual a 4, tiene, salvo el orden de los suma.ndos, la forma 
2 + 2 +O, 2 + 1 + 1, 3 + 1 +O ó ·4 +O+ O. Conside­
remos cada caso por separado. 

Supongamos que dos de los valores de k :son iguales a 2 
y el tercero es igual a cero. Si k 9 = 2, k 8 = 2 y k 4 = O, 

e 
a) b) 

FIG. t8 

e). 

tenemos 2k2 + 3k8 + 4lc4 = 10 < 12. Si k 2 = 2, ka = O 
y k, = 2, tenemos 2k2 + 3k3 + 4k4 = 2l = 12; a este caso 
corresponde el mapa de la fig. 18, b. Si k 2 = O, k3 = 2 
y k4 = 2, tenemos 2k2 + 2k8 + 4k4 = 14 > 12. 

Supongamos que uno de los valores de k es igual a 2 mien­
tras que los otros dos son iguales a uno. En este caso sólo 
para k 2 = 1, k3 = 2 y k,. = 1 tendremos que 2k 2 + 3k8 + 
+ 4~4 = 12; tal inapa existe pero no es normal (fig. 19). 

Si uno de los :valores do k es 3 ·y otro es uno, debe· ser 
ka = O ya que· ks· es par; en. este caso 2k2 + 4k4 =1= 12. 

Svpongamos, por' último, que uno de los valores de k es 
igual a 4 mientras que los demás son iguales a cero. En este 
caso sólo pa.ra k 2 == k 4 = O y k3 = 4 la suma 2k2 + 3k3 + 
+ 4k, será igual a. 2l = 12; el mapa correspondiente tiene 
la fqrma representada en la fig . 19, ~. 

A veces, a parte de los países, colorearemos también las 
fronteras del mapa indicando esto$ colores mediante las 
cifras 1, 2, 3, ... Si al proceder de este modo ocurre que . 
todas las fronteras convergentes en un mismo vértice llevan 
números distintos, diremos q·ue dicha numeración de las 
fronteras del mapa es buena (véase, por ejemplo, la fig. 20). 
Nótese que t~mblén está ligado al problema sobre la colora­
ción buena de los países de un mapa el problema sobre la 



numeración de los vértices del mapa en la que l os v.értíces 
((Vecinos)) (o sea~ los v~rtices unidos por una frontera) obtienen 
números distintos; véase a este respecto , por eje~plo, el 
libro de E. B. Dynkin y V. A. Uspenski indicado en la 
pág. 37 en el que el lector podrá encontrar también otras 

JtG, t 9 FJG. 20 

demostraciones de muchos teoremas que se dan a continua­
cion. 

Ejemplo 15. En el plano se tienen n circunferencias. 
Demuéstrese que dos colores _bastan para colorear el mapa 
que forman cualquiera que sea la posición de las mismas. 

sOLUCióN. 1°. Si n = 1, la proposición se hace evidente. 
2°. Supongamos que nuestr!l proposición es válida para 

cualquier mapa formado por n circunferencias y consideremos 
el caso de n + 1 circunferencias. E liminando una de ellas, 
obtendremos una m·apa que, en virtud de la hipótesis hecha, 
admite la coloración buena con ~os tint as, blanca y negra, 
por ejemplo (fig. 21, a). Restituyendo dicha circunferencia 
y cambiando los colores (el negro por el blanco y v iceversa) 
a un lado de la :misma (por ejemplo, en su interior), obten­
dremos, como se comprueba fácilmente, un mapa bien colo­
reado éon <;los pintura.S (fig. 21, b). 

Problema 14. En el plano se tieuen n circunferencias 
<!on uua cuerda en cada una. Demuéstrese que bastan tres 
pintut'<lS para colorear pien el mapa que for.man (fig. 22). 

sUGERENCIA· ·· Consideremos· un Jll.apa formado por n circuníeren· 
cias con sus cuerdas hion cóloreado con tres pinturas a, ~ y -y. 
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Traeomos la circunferencia (n + i)-é.~ima, consid~remos los paises 
que apar~oen en su .inte~ior y cámbiemo~ sus colores según el ~quema 
~_. 'Ji, ~ _. y. y- a. a un lado do lá cuerda correspondiente y según 
el esquema ~- y, ~ _... ~.y-~ .al otro lado de la cuerda. · 

Ejemplo t6 . (Teorema de ws dos col()res.) Para que dos 
colores basten para la coloración .buena de un mapa es 

u) 
a) 

.FlO. U 

nece:;~ario y suficiente que en todo vértice converja ún núme-
ro P.a.r de .Jronteras. · 

soLUCJON. La necesidad de esta condición es evidente ya 
que dos pinturas no alcanzan para colorear !>ien ni siquiera 

FIG·. 22 

los países que rodean cualquier vértice en el que converge 
un número impar de fronteras (fig. 23). 

Para demostrar la suficiencia apliquemos la inducción 
según el número de fronteras. 
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1°. Si el mapa tiene dos fronteras, la proposición se 
haco evidente (fig. 24). 

2°. Supongamos que ol teorema es válido para todo mapa 
tal que erí cada uno de sus vértices converge un número 
par de fronteras sin q·ue el número total do las fronteras 
pase den.. Cónsideremos un mapa S que verifica esta misma 
condición pero tiene n + 1 fronteras . . Arrancando de un 
vértice cualquiera A del mapa S, avancemos en dirección 
arbitraria seg~n las fronteras. Puesto que el número de 

A 

FIG. 28 FJG. 24 

vértices es finito, volveremos, al fin y al cabo, a uno de los 
vértices ya considerados (el mapa no contiene vértices 
terminales por cuanto no exist~n fronteras que no separan 
países) de modo quo habrá un contorno cerrado que no se 
cruza formado por fronteras del mapa. Eliminándolo, 
obtendremos 1,1n mapa S' de menor número de fronteras que 
también tendrá un número par de .fronteras en cada uno 
de sus vértices (ya que en todo vértice del mapa S hemos 
eliminado un número par -igual a O o a 2- de fronteras) . 
. En virtud de la hipótosis inductiva, dos pinturas alcanzan 
para la C(lloraci6n buena del mapa S'. 

Restituyendo el contorno eliminado y cambiando todos 
los colores a un lado del mismo ·(por ejemplo, en su interior)t' 
obtendremos una coloración buena del I:Qapa S. 

Ejemplo 17. (Teorema de los tres ~olores). Para que tres 
colores alcancen la coloración buena de un mapa normal 
es necesario y suficiente que cada uno de sus países tenga un 
número par de fronteras. 

DEMOSTRACION~ La necesidad de esta condición es evidente 
ya que, habiendo un p~is <J cle>un número impar de fronteras, 
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tr~s pinturas no alcanzarán ni siquiera para colorear bien o 
y los Jfaíses fronterizos (fig. 25). 

Para demostrar la suficiencia apliquemos la inducción 
sogún el número n de países. 

1°. Para un mapa normal de tres paises (véase la fig. 18, a) 
nuestra proposicíón se hace evidente. Es obvio que también 
alcanzan tres pinturas en el caso de un mapa normal de 
cuatro países como el representado en la fig. 18, b (bastará 
dar el mismo color al país «interior» y a la región exterior). 

FJG. 25 

~2 

FlG. 26 

Por (lltimo, un mapa normal como el de la fig. 18, e no 
cumple la condición de que sea .par el número de fronteras 
de cada país. Es decir, tres pinturas bastan para colorear 
bien cualquier mapa normal de 3 ó 4 paises, ca.da uno con 
un número par de fronteras. 

2°. Supongamos que el teorema es válido para cualquier 
mapa normal formado por n - 1 o n paises, cada uno con un 
número par de fronteras. Consideremos un mapa normal S 
formado por n + 1 paises que verifican esta. misma cond,i­
ción. Como se deduce del ejemplo 1.4, en el mapa S habrá 
un país o con cinco fronteras todo lo más. En nuestro caso o 
puede tener dos o cuatro fronteras. Analicemos estas posi­
bilidades. 

A. cr tiene dos fronteras. Sean A y B los vértices de este 
país y sean o1 y cr 11 los países fronterizos (fig. 26). Elimi­
nando la frontera entre los países a y cr1, obtendremos un 
mapa S' que continuará siendo normal ya que los puntos 
A y B dejarán de ser vértices (pues hemos convenido en eli-
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minar los vértices que huelgan) mientras quo en los demás 
vértices subsistirá el número de fronteras convergentes 
a ellos. Cada uno de los. países del mapa S' también tendrá 
un número par de fronteras ya que este número dísiminuirá 
en 2 para los países cr1 y cr3 y subsistirá p.ara todos los paises 

· restantes. Pero el mapa S' comprende n países de modo que, 
en virtud de la hipótesis inductiva, treS pinturas a, ~ y -r 
bastarán para colorearlo bien. Supongamos que los· países 
a; = cr1 + cr y cr~ = a ll llevan los colores a y ~. · respecti­
vamente. Restituyendo el país a y dándole el color y, ob­
tendremos una coloración buena del mapa S. 

B. a tiene cuatro frol'ltter.as. Puede ocurrir que. entre los 
países opuestamente adyacentes a cr hay dos fronterizos 

,.. __ ,,. ___ _ 
/ ' 

/ ' ____ M/ 62 'N __ _ 

\ (54 // 

' , '---------' a) b) 

FIG. 27 

o, incluso, .coincidentes (fig. 27, a ó 18, b); pero en este 
caso los otros dos países ad·yacentes a a no pueden tener 
frontera común ni coincidir. Sean a 3 y a 4 estos países 
(fig. 27, b). Agreguemos los países a3 y cr4 al país a, elimi­
nando las fronteras AB y CD. Es obvio que el mapa obte­
nido S' también será normal. Además cada uno de sus 
países tenilrá un número par de fronteras. En efecto, si 
los países a1 , a z• c:r3 y a 4 tenían, respectivamente, 2/.:1 , 27c2 , 

2k9 y 2k4 fronteras, el país a' = c:r + a 2 + a 4 tendrá 
2k2 + 2k4 - 4 fronteras, el país c:r; :....... cr1 tendrá 2k1 - 2 
rronteras y el pais (}'; = O'a tendrá 2ka - 2 fronteras mien­
tras que todos los paises l'estantes conservarán su número 
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de fronteras. (Si cr1 y cr2 son un mismo. país, éste tendrá 
en el mapa · S' cuatro fronteras menos que en el mapa S.) 

Per.o el mapa S,. tiene n - 1 países de modo que, en 
virtud de la hipótesis inductiva, tres pinturas et, ~ y y 
bastarán para colorearlo bien. Demostremos que los países 
a; y a; t~ndrán el mismo c.olor (esto es evidente si a; y o; 
coinciden). En efecto, supongamos que el país o' tiene el 
color a y que el país a~ tiene el color · ~; como quiera que o' 
toc11 a lo largo de M N un número impar 2k2 - 3 de países 
cuyos colores deben, obviamente, alternarse de este modo ~ 
y, 6, y, ~~ , •• , y, resulta que el país o~ deb~ llevar el 
color ~. Restituyendo el país ~ y dándole el color j', obten­
dremos una coloración buena del mapa S. 

Ejemplo 18. (Teorema de los. cinco colores.) Cinco colores 
alcanzan para colorear bien cualquier mapa normal. 

DEMOSTRACION. 1°. Para un mapa de cinco países todo 
lo más la proposición es evidente. 

2°. Supongamos que el teorema es válido para todo mapa 
nor~Qal de n. - 1 o n países. Consideremos un mapa nor­
mal S de n + 1 países. Según l;lemos demostrado en él 
ejemplo 14, el mapa S contiene· al menos un país cr de cinco 
-fronteras todo lo más. Consideremos todos los casos. que 
pueden pre~ntarse.-

a) a tiene ·dos fronteras (véase la fig. 26). Sean a1 y <1 2 
los países fr~mterizo~ con a. Agregando a o el país Ou obten­
dr.emos, un mapa normal S' de n. países. En virtud de la 
hipótesis inductiva, cinco pinturas alcanzan. para colorearlo 
bien.- Los países· o:;. = a + a1 y o; = a 2 tendrán entonces 
.dos dé estos cinco colores. Restituyendo ol pais a, podemos 
darle."uno de los. tres colores restantes. 

b) a tiene ttes fronteras (fig. 28, a). Agregu13mos cr1 a a. 
Coloreando .primero el mapa obtenido S' con cinco pinturas, 
podremos después dar a a uno de los dos colores que no- se 
han empleado para la coloración: de los países o; = o + cr1, 

a; = a 2 y a;_= O' a· . 
e) a tiene cuatro fronteras (fig. 28, b). Habrá dos países 

adyacentes a u .que no coinciden (véase el ejemplo i 7). 
Agregando a u uno de ellos, digamos o: 2 , obtendremos un 
mapa S' den países. que, en virtud de la hipótesis inductiva, 
admite una coloración buena de cinco pinturas. Los países 
o; = Ou cr~ = a 2 + cr, o; = O:s y o~ = a 4 tendrán entonces 
cuatro de los cinco colores posibles (o menos si a~ y a; 
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coinciden o tienen cl .mismo co-lor). Restituyendo el país CJ, 

podremos darle el quinto color. 
d) cr Uene cinco fronteras (fig. '28, e). Igual que ·en el 

ejemplo 17, habrá dos países adyacentes a cr que no son 
fron~rizos ni coinciden; sean CJ1 y cr 3 estos países. Agre­
gándolos a a, obtendremos un mapa normal S' de 1l. - 1 
países. En virtud de la hipótesis li1ductiva, cinco pinturas 

___ 6_! __ 

a) 

l' IG. 28 

bastarán para la coloración búena del mapa S'. Los países 
a; = a 1 + a + cr;, CJ~ = a:H a~ = a, y CJ~ = CJ5 tendrán 
entonces cuatro de estos cinco colores. Restituyendo el 
país a, podremos darle el quinto color. 

Problema 15. En un planeta esférico hay varios estados; 
una par.te de ellos ocupan una región (conexa) del planeta, 
mientras que los demás constan de dos partes que no t ienen 
fr.ontera c~mún. Demuéstréso que el mapa del planeta 
(representado en un plano o en un globo que reprod'uce la 
forma del planeta) puede ser bien coloreado con 12 pinturas 

. de modo que cada estado (indep.endientemente do constar 
(lo una o de dos partes) quede cubierto por una pintura 

' y que no 'ha-ya dos estndos con frontera común pi'n.tados 
del mismo color; sin embargo. 11 pinturas pueden no alcan­
~ar para colorear· de esta forma el mapa. 

. SUGERENCI A· Mostremos. ante todo, que 12 pinturas alcanzan, en 
c(ecto, para colorear cualqui~r mapa de la estructura descrita cum­
pliendo todas la:s r.ondicion~ del problema. Por supuesto, esla afinna­
ci6n es válida para cu.alquter mapa que no comprenda más oe 12 esta­
tios (en este caso, .carla est ado puede ser pintado de un color); supon· 
gamos nhora quo 1~ afirm!lfi~n ha sido demostrada -ya para todqs .los 
mnpas que no co~ttencn ~Bis do n estados (donde n ;;> t 2) y demostre­
mos que en \al caso ·t.nmbi~· será vñUda para cualquier mapa quo coro­
prenrla n + 1 estados. De la misma forma que áñtes, podemos limitar· 
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país consta de dos tr~nos ya que si un país a colista de un trozo único, 
p·odemos con «generosídad» agregar a a un territorio pequeño tomado 
en una vecindad de un vértice del mapa én el que se tocan tres paises 
distintos da a: Finalmente, podemos excluir también el caso de países 
~a~ul arest ya que si a1 es un país de este tipo y· a' y a" son dos paises 
limítrofes de a1 por dentro y por fue·ra, re!pectivamento, po.demo~ agr~ 
gar a a' una franja drall8Versab estrecba limítrofe c~m el (nuevo) pa1s 
al y con los países a' (antiguo) y a"; si logramos colorear bien con i2 
pmturas el mapa nuevo, también podremos hacerlo para el mapa an­
tiguo. 

Como de costumbre, dellignemos ahora por p . l y s el número de 
vértices, fronteras y paises de nuestro mapa; on tal caso, 2Z = 3p ya 
que el mapa es n ormal (véase la pág. 41). Por otro lado. el teorema 
de Euler (ejemplo 13) puedo ~scribirsa on este caso as~: 2s + p = 
= l + 2 puesto que el número total de regiones del mapa M igual 
ahora a 2s y no a •· 

De las dos últ imas igualdades obtenemos fácilmente ' 
4B = p + 4 o. que viene a ser lo mismo, 12, :;= 3p + 42. 
Designando ahora por s1 (donde l -= 4, 5, 6, . .. } ol número de 

países de i fronteras (y, por consiguiente, de ' vértices; en ot ras pala· 
bras, el número do poUgonos de ·liados) y valiéndonos de que en cada 
vártice .. del mapa se t'Qcan tres países. o .sea, que esto vértice so obtiene 
«pegandot tres vértices de paises del mapn , escribiremos la igualadd 
12.r = 3p + 12 así: 

12 (s4 + s6 + sa + ... ) = (4s.a + 5s;; + 6s6 + ... ) + 12-
lo que se transfonna en 

8s~ + 7s5 +6s0 + ... +2~¡0 +su = s13 +2s14 +&15 + ... + 12. 

Pero el segundo miembro de la última igualdad es positivo; luego, 
también es positivo su primer miembro, o sea , al menos uno de los 
númo.ros s4 , s, , s6 , ••• , s11 es posttluo. De esta forma obtenem,os que 
el mapa cont1e~e un país con el número de fronteras < 1 t ; agreganQ.o 
dos partM de este país a países limitrofes, obtenemos un mapa de n 
países que, en virtud de la hipótesis inductiva, puedo ser coloreado, d.e 
don,do se deduce inmediatamente la,POSibilidad de la colqración reque· 
rida del It1apa inícial da n + 1 .patsos. 

Para probar que 1 f pinturas no alcanzan en todos los casos, basta. 
demostrar que es factible un sistema que cumple las condiciones del 
probl ema y que consta de 12 países cada par do los cuales tiene fron· 
t era común (v~ase la fig. 29) . 

EJEMPLO t9. (Teprema de Voli nskl1 ) .) Cuatro pinturas alcatuan. 
para la coloración buena de un mapa nonnal si , y sólo si, sus fronte­
ras pueden ser bien numeradas empleándose tres cifras. 

sOLUCióN. A. Si cuatro p~ntur;as alcanz.an para la coloración 
buena de un mapa normal, sus front.oras pueden sor bien nuineradas 
empleándose tres cifras. 

.. 
1) V. V. Voltnsk i (1923-{943}, matemático sovié­

tico, caído en el irente de la Gran Guerra Patria. 
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Sea S un mapa normal bien. coloreado con las cuatro pinturas o;, 
~. y y 6. Empleemos la cifra 1 para las fronteras entre países de color 
o; y ~ o de color y_ ·y 6, la cifra 2 para la's fronteras ontre paises de color 
o; y y o de color p y 6 y la cifra 3 para las fronteras entre paises de co­
lor o; y 6 o do color ~ y y. Esta numeración de las fronteras será buena: 
en efj:c\o, si en un ·V\Írtico A convergen dos fronteras de una misma 
cifrn (digamos, de cifra 1 como ~n la fig. 30), los paises Ot y o8, sepa­
rados de a1 por front.cras de un mismo número, deben tener también 

FJG . 29 

el mismo color (por ojem plo, si a 1 tiene en nuestro caso el color o;, los 
países cr2 y o3 tendrán el color ~) ¡ poro esto no puede ocurrir ya que 
<12 y <Js son países fronterizos. 

B. Si las fronteras de un mapa normal pueden ser bien numeradas 
empleándose ttes cifras. cuatro pinturas alcanzan para la coloración 
buena de sus ,Países. Para d~ostrar esta proposición aplicaremos la 
inducción ségun el número n de países. 

t o. En el caso de un mapa noru~:1l de tres países (fig. i8, a) oxiste 
un modo único (salvo el ordon de las cifras) de numerar sus fronteras 
mediante las cifras 1, 2 y 3. Coloreemos este mapa como so indica en 
la fíg. 31. a de modo quena frontera entre los paises de color o; y ~ 
Hove ol ·número f , l'a fro~tora entre-los paises de color ~ f 6 tenga el 
númoro 2 y la frontera e.Dtte los países de color a y a e número 3 

~~ . 
: ! 
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·. Supongamos que so tieno una .coloración buena de cuatro pintu- · 
ras ~. ¡3 , '1' y 8 de un mapa S y una numeración buena de sus fron teras 
tal que las fronteras entre los color9s ~ y ~ y entre. los. colores y y 6 
lle\l'an el número 1 , las frpnteras entro los colores ~ y y y entre los 
colores tl y 6 llevan· el número 2 y las fronteras entre l.os colores ~ 
y, 6 y entre los colores j3 y y llevan ol número 3; en este caso diremos 

' 

<12 e es, A J 
CSJ 

a) 2b) 

FIG . 30 FlG . 3t 

que se tiene una coloración admts.lble. Hemos demostrado que existe 
una coloración admisible de cuatro pinturas para t odo mnpa normal 
elemental -de tres pai~es. Demostremos que esto mísmo es válido para 
todo niapa_normal de cuatro paises (fig. 18, b·y e). Existe un mo.do úni­
co (salvo el orden de las cifras) de numerar bien las. fronteras del mapa 

a) b) 

F lG, 32 

representado en la fig. 18, e mediante las cifras t , 2 y 3 (fig . . 31, b). 
La colpraeión de este mapa indicada en Ja fig. 31, b será admisible. 
El mapa representado en la fig. i.8, b admite para sus fronteras dos 
n~meraciones, distintas por su esencia (fig. 32, a y b). Las coloraciones 
de estos mapas ind icadas e"Q la fig . ll2, a y b también seran admisibles. 

20. Supongamos que todo mapn normal de n - 1 o n. paises cuyas 
fronteras es&án bien numeradas medra"Qt& ·tres c~fras pued~ ser colore-
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ado atlmisiblemcnle con cuatro pin\ura~. Consideremos un mapn nor­
mal S de n + 1 pafsos cuyas fronteras tnmbién están bien numeradas 
mediante tros cifras. Según hemos visto en el ojemplo i 4. en el mapa 
S existe un pafs o de cinco fronteras todo lo más. Consideremos los 
distintos casos quo· pueden presentnrso. 

a) o Hene dos frontcl'aJI, En la fig. 33. a representnmos la única 
(salvo el ordon do las cifras} numeración pqsible de las fronLeras en 
una vecindad oc cr. Agregu!)mo~ 0',¡ al pniR cr asignando el núm~ro i a 
la nueva fronLcra MN que separa los paises o¡= a1 +o y o;= e11 
([ig. 33, b} y conservando los números de las demás fronteras. Obten­
dremos un mapa normal S' cuyas fronteras estarán bien numeradas 

o) 

P'JG . 33 

mediante tres cHrus. Puesto que ol mapa S' estó for:Ulndo por n paises• 
existe una coloración buena do cuatro pinturas del mismo; además. 
si el color del pais crí es"· el color del pafs a; será ft Resmuyendo el 
país C1 y dándole el color v. obtendremos una coloración admisible del 
mapa S do cuatro pinturns. 

b) e1 tiene tres fronteras. En la fig. 34, a representamos la única 
numeración posib)e de las fronteras en una vecindad de u. Suponiendo 
que el mapa S está trazado sobro una película elástica, contraigamos 
el pais o a un punlo de modo que las fronteras A lJ. Be y A e desa­
parezcan y los vértices A. B ·y e se confundan en un punto: A = B = 
= C = A' (fig. "36, b). Conservando tanto b numeración de las fron­
teroR MA ', NA' y PA' (quo provienen de ftfA. N/J y PC) como In 
numeración de todas las d~más, obtenrlremos un mapa S' de fronteras 
bien numeradas. 'Puesto que el mapa S' coronrcnde n poi~s. existe uoa 
coloración buona de cuatro pinturas del mismo; además. si ol color 
del pais cr) es a. el color dél pa[s a; seró 6 y ol-cq!or del pais a; sorá y. 
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Restituyendo el pais 11 y dándole el color ~. obtendremos una colora· 
ción admiBible del mapa S . 

e) G ttene cwztro fronteras. En ost e ca·so existen dos numeraciones 
posibles, distintas por su osoncia , de las fronteras en una vocíndad de 
a (fig. 35, a y fig. 36 , a). 

Considoromos ol primer caso (f.ig. 35, a). Existirán dos paí5es 
fronterizos con cr que no poseen frontera común (véase el ejemplo 17). 

IJ) 

FJG. 3-l 

Puosto que, desde el punto de vista de la numeración de fronteras, la 
situación e~ la misma para ambos pares a1 , 0' 9 y cr2 , cr4 de países opues­
tos, podemos aceptar que no tienen frontera común [os países a1 

62 

~ 2 p 

2 
o, d 6J 

o' 
2 M 3 A 2 

~ 6.¡ , 
a) ó) 

FIG, 35 

y a,. Agreguemos a <J ambos paises <11 y cr3 .asignando el número 3 a 
las fron teras nuevas N P y M Q (fig. 35, b). Obtendremos un mapa nor­
mal S' de fronteras bien numeradas. Puesto que el mapa S ' ~omprende 
n - 1 países. existo una coloración .buena de cuatro pinturas del mis­
mo; además, si el color dol país cr' = cr1 + cr3 + cr es a.. el -co.lor de 
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los paísos o'~ = 0'1 y a¡ = CJ4 será li. Restituyendo el país a, le dare­
mos ol color ~. 

En el segundo caso (fig. 36, a) pódemos razonar de un modo aná­
logo· si es q1_1e los. países sin frontera común son CJ1 y 0'3; pero, conser­
vando ol número 3 de la nueva frontera NP, deberemos asignar a la 
nueva frontera MQ el número 2 (fig. 36, b)¡ el color del pais o¡ = a, 

<1, 

a) 

~ 
1' ~~ 13 

e) 

FIG. 38 

C=O 

t) 

será y; restituyendo al país a, t81nbit\n en este ca!lo le daramos el 
col or ~· 

Supongamos, por último, que los paisos sin frontera común son 
o-11 y u,. Contraigamos al cuadrilátero ABCD en un segmento de modo 
que el punto A coincida con el punto B, el punto C coincida con el 
punto D y el segmento BC so confunda con AD. Conservando la nume­
ración de las fronteras MA, NB, PC y QD, asignemos a la nueva fron­
tera BC = AD el número 1 (fig. 36, e). OMendremos un mapa normal 
-S' de fronteras bien numeradas. Puesto que el mapa S ' comprende n 
países, existe una coloración buona de cuatro pinturas del mismo; 
adem'IÍJ!• si pl color del pai's O'~ ·es u. los colOJ'es do los paises ai. aá Y 
a4, soran 6, «, y y, respectivamente. Hcst.ituycndo el po{s 0', le diU'e-
mos el color ~ · · 

d) O' ttene ctnca fronteras. En este caso o:üste un modo único (salvo 
el orden de las cifras 1, 2 y 3) do numerar las fronteras en una vecindad 
del pais cr (tig. 37, a). · 

Consideremos primero. el caso en que el pilis 0'5 no coincide ni 
tieno frontera común con ninguno oe los países · cr:~- y 0'3 • Agregando. Os 
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al país cr, asignemc,s los nf1mcros 2 y t a -Ius ilucvas fronteras MB y 
RD y cambiemos por 1 y 2 los· númo~os do las fronteras BC y CD, 
respectivamente. Obtendremos u~ mapa normal S' (fig . . 37 , b} de 
fronteras bien numeradas. Puoste> quo ol mapa S ! comprende n países,, 
existe una coloración buena de cuatro" pintur.as dol mismo; además, 
si el colol' del pois cr' = cr + e15 es a., el color do los países G2 y G4 será 

a) 

e ) 

FIG. 37 

f} mientras que el color do loH paises oi y OÍJ será y~ Restituyendo el 
país a, le daremos ol color 6. · 

Si el país Gs oH fronterizo o coincide con Gz, los paises e11 y as no 
coincid 0n ni son fronterizos; si ol país as es fronterizo o coincide con 
<1~, los países cr'l y G4 no puodon coincidh · ni sor fronterizos. Puesto que, 
desde el punto do vista da numeración, la s ituación es,.la misma en 
ambos casos, basta considerar el caso en quo los paises cr1 y o3 no eoirí­
ciden ni son fronterizo¡¡, Agregando ambos países a G, asignamos a las 
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nuevas fronteras N P, M E y EQ loo números 3, 2 y 3, respectivamente. 
Obtendremos un mapa nOJ"mal S' {fig. 37 , e) de frontoras bien ·nume­
radas. Puesto que el mapa S' comprendo n - 1. países, existe una 
coloración buena de cuatro pinturas dol mismo¡ además, si el color 
d el pais G' = <r + cr1 + o~ es a., el color de los países o-í = o~ y o~ = 
= <14 será /j mientras qu" eJ color del pats o-¿ = a~ será y. Restttuyendo 
~~ paílt o, le. daremos el color ~-

P'uesto que .se desconoce si oxiste una coloración. buena de cuatro 
pinturas de cualquier mapa normal, también se desconoce .si existe 
una numllracióri buena de tres cifras pnra las fronteras de-cualquier 
mapa normal. Sólo puede domostrarso la .siguiente proposición. 

EJEMPLO zo. Cuatro cifras alcanzan para numerar bien las fron­
teras de cualquier mapa normal. 

. DEMOSTRACióN- Dempstraromos esta proposición para ol caso do 
cualquier mapa (no necesariamente conexo; véase la pág. 33) e1,1 puyos 
v~rtices convergen tres fronteras a lo s~tmo. Aplicaremos para ello la 
inducción según el número n de vértices del mapa. 

t 0
• Si n = 2 , la proposición se hMe evidente. 

2°. Supongamos que la proposición es válida para cunln uicr mapa 
de n vl!rtices en cada uno do los cuales convergen tres fronteras a lo 

3 

A, 

2 

a) 

2 

b) 

FIG. 38 

A, 
e) 

,J 

sumo. Consideremos un mapa S do li + 1 vértices que cumplo In mis­
ma comlición. Eliminnndo uno do ellos, digamos A 0 , y lns fronteras 
que le corresponden, ·obte.ndremos un mapa S' do n. vértices en cada 
un'O de los cuales convergen tres fronteras a lo sumo. En virtud de la 
hipótesis inductiva. cuatro cirras 1, 2, 3 y 4 alcanzan para la numera­
ción. buena do las 'fronteras del mapa S'. Restituyamos el v~rtice A 0 
y sus. fronteras. Se pueden presentar tres casos. 

a) El vértice A o est~ wiidó (ínedianto una, dos o tres E ron leras} o 
un v!Írlice A 1 nada más del mapa S' (fig. 38 , a . lJ y e).-· En este caso es 
fácil pasar de la nuinQración de las fronteras del mapa S' a' unn nume­
ración hu en a de .las fronteras del mnpn S . . 

b) El vértice A o esttí imirlo.a rlos vérti<·.es A 1 y A 2 dol mapa S' 
con la parLicu)aiid'nd de que puede hahor rlos fronteras I(Ue lo unou 
con ·uno do ost.os vórtices (f,ig- ·i!O, a y b). Es fhcil ver que en cualquiera 
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do los casos so puod o pasar do la numeración de las fronteras del mapa 
S' a una numoración buena do las fronteras del mapa S, 

e) El vértice A o está unido a tres vértice~ A1• A 2 y A :r del mapa 
S' (fig. 40). La situación más desfavorable so dará si por cada uno de 
los vértices A 1 • A 2 y A 8 del mapa S' pasan dos fronteras exactamente. 

A o A o 

3 4 2 

A2 j 

A, 
2 

a) 

l<'IG. 39 

En este caso los números de cada una de las fronteras .AoAJ· AoA 2 y 
AoA a se podrán elegir entre pares de cifras; será imposible escoger 
tros números distintos entre estos paros s61o sj estos últ1mos coinciden, 
o sea, si tienen los mismos números, digamos t y 2, los t res pares de 
fronteras del mapa S' que pasan por los vér.t.ices A 1 ,. A :'Y A 8 • Conside­
remos entonces en el mapn S' el contorno de longitud máxima que 

FJG. ~O 

arranca del vért.ice ~ l y está formado por fronteras de n úmeros i y 3 
alternadamente (este contorno puede comprender una frontera nada 
más y también puede terminarse on uno de los vérti<:ea A · ó A 3). 
Dicho contorno nó podrá cruzarse ya qua, por hipótesis, las fronteras 
del mapa S' están bien numeradas. Intercambiemos los números de las 
fronteras quo lo componen sustituyendo la unidad por el tres y vice­
versa. Es ovidento que la numoraci6n' de las fronteras del mapa S' 
seguirá siendo IJu.cná. poro en esta nueva numeración no podrán tener 
las mismas cifras lo!-l ~ros pares do fronteras del mapa S' que pasan 
por los vértices Al, A~ y A~; on tal caso, será fácil pasar de la nume­
raci ón buena de las fronteras rlel mapa S ' a una numeración buena d() 
las frontoras dol mapn S. 
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§ 3. 

CONSTRUCCiúN 

POR INDUCCION 

El método de inducción matemática puede aplicarse 
a la solución de problemas de construcción sólo -si en las 
condiciones del problema figura un número entero positivo n 
(como, por ejemplo, en los problemas de construcción de 
n-g0nos). Veremos a continuación varios ejemplos de este 
género. Con l a particularidad de que, a l o largo de ~te 
parágrafo, consideraremos también polígonos entrecruzados 
(fig. 41); en otras palabras, por polí-gono se entiende on la 
mayoría ds los problemas cualquier quebrada cerrada 
A1A2 .•. An. 

Ejemplo 21. En el plano se toman 2n + 1 puntos. 
Constrúyase un (2n + 1)-go'no tal que estos puntos sean 
los puntos medios de sus lados. 

SOLUCION. 1°. Sin= 1, el problema consiste en construir 
un tr~ángulo a partir de los puntos modios de sus lados y se 
resuelve fácilmente (basta trazar por cada uno de los tres 
puntos dados la paralela a la recta que une los otros dos 
puntos). 

2°. A~eptando que sabemos construir un (2n - 1)·gono 
a partir de los puntos medios de sus lados, consideremos 
2n + 1 puntos A 11 A 2 , ••• , A 2n+1 que son los puntos 
medios de los lado.s del (2n + 1 )-gono buscado x1x 2 

• · · X2n+1· 
Tomemos el cuadrilátero x 1x2n _1x~nXzn+l (fig. 42). Los 

puntos A ~n _1, A zn y A zn+t son puntos medios de sus tres 
lados X 27l _ 1x211 , X 211Xzn+ 1 y X 2,.+1X 1• Sea A el punto medio 
del cuatro lado x1x2n-t· El cuadrilátero A 2n-1A 2nA 2n+1A 
es un paralelogramo (pa.ra demostrarlo basta trazar la 
recta x 1x 2n y considerar los tri ángulos x 1x 11n+1x 2n y x1x2n_1x 2n; 
los segmentos A 2hA 2,.+1 y A an _1A bisecan los lados ti e estos· 
tdángulos); puesto· que conocemos los puntos A 2n _1, A 211 

y A 2n+t• es fácil construir el cuarto vértice A del paralelo· 
gramo. Los puntos A1,-4 2, • • • , A 211 _ 2 , A son los puntos 
medíos de los lacios del• (2n ·- ·1 )-gono x1x 2 ••• x 2n _1 que 
sabemos construir en v i'¡;tud de .Jn 'hipótesis hecha. P or eso, 

~f .. 
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resta construir los . segment'os x1x2n+1 y X 2n - 1X 2n (a partir 
de los puntos x1 y x 2n _1 que ya conocemos) de modo que los 
puntos A 2n+t y A 2n_1 (también conocidos) sean sus puntos 
medios. 

En el caso de un poligono que no se entrecruza está 
claro cuáles son los puntos interiores y cuáles son los puntos 
exteriores (respecto a este p.olígono). En el caso goneral 
dichos conceptos carecen de sentido; por ejemplo, no pode­
mos precisar si el punt.o A de la fig. 4i está dentro o fuera 
del polígono. Por eso, introduciremos la definición siguiente. 

Xz 

JI'IG. H FlG. U 

Soa A1A 11 ••• An un polígono cualquiera. Determinemos 
para ·esto polígono una determinada direcci6n. del recortdo 
de sus vértices (por ejemplo, en el orden A-1, A 2 , ••• , An}. 
Supongamos que a·parLir de uno de·. sus lados, digamos Á 1A 2, 

se ha construido un triángulo A 1BA 2 • Si la dire.cción del 
recorrido de los vértices del triángulo que determina el 
orden A 1, A 2, B os opuest.11 a la dirección del recorrido de 
los vértices del po_lígono (o sea, en caso de que una siga 
la marcha de las agujas del reloj y la otra vaya __ en co~tra), 
diremos que el triángulo está dirigido hacía el lado exterior 
respecto al polígono; en cambio, si las direcciones de los 
recorridos de los vórtices del triángulo y del polígono coin­
cidon, diremos que el triángulo está dirigido hacta el lado 
interior respecto al poligono. 
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Ejemplo 22. En el plano se toman n puntos. Constr.úyase 
un n-gono tal que sus lados ~ean bases de los triángulos 
isósceles cuyos vértices son los n puntos considerados y 
cuyos ángulos. en dichos vértices son a 1 , a 9, ••. , an 1). 

soLuCióN. Aceptaremos que algunos de los ángulos 
a 11 a 2, ••• , c:tn pueden incluso pasar de 1.80°, poro tomando 
el acuerdo de que el triángulo isósceles correspondiente 

. estará dirigido hacia el lado exterior -re~pecto al polígono 

.\ 

b) 

FlG. _18 

si a < 180° y hacia el lado interior si a > 180° (en este 
último caso el ángulo en el vértice será igual a 360° - a). 

1°. Sea n = 3. Supongamos que el problema ha sido 
resuelto de mo.do que x1, xa y x 8 son los vértices del trián­
gulo pedido, o sea, sus lados son bases de los triángulos 
isósceles cuyos vértices están en los puntos considerados 
A 1, A 11 y A s-Y cuyos ángulos en dichos vértices son a 11 a 2 y a 9 
(fig. 43, a) . Por efecto de la ·rotac'ión del plano de ángulo a 1 
nlrededor del punto A1 (aceptamos q~ todas las rotaciones 
se realizan en contra del movimiento de las agujas !le ~un 
reloj) e~ vértice x1 se transforma <m x 9 ; por efecto do In 
rotación de·ángulo a 2 alrede9or del punto A 9 , el vértice x 1 se 

1)· El ejemplo anterior rosulta un easo particular 
del ejemplo 22 si se toma· a.:·= ct:¡ =- •.. = a.n = 180°. 
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transforma en x3• Ambas rotaciones realizadas sucesivamente 
equivalen a una sola _. rotación de ángulo a.i + a.2 alrededor 
de un punto A que puede ser construido (a partir de los 
puntos A 1 y A z y de los ángulos a 1 y a 2) del modo siguiente: 
sobre el sogmento A 1A 2 construimos en los -puntos 4 1 y A 2 ' 

los ángulos ~~ y ~; el punto A en el que se cortan los otros 

dos lados de estos ángulos será precisamente el centro de 
la rotación resultante de ángulo a 1 + a-3: [véase, por ejemplo, 
§ 2, capítulo I, parte primera del libro H. M. HMoM, I'eoMe'r­
pB'leCKRe npeoopaaOB8HHff, 1, M., rocTeXM8)1.8T, 1955 
(J. Jorf. Yaglóm, Transformaciones geométricas, volumen l)l 
Por efecto de esta rotación resultante, el vértice x1 se trans­
forma en x 3• Luego, el vértice x 8 se tr:ansformará en x1 
por efecto de la rotación de ángulo 360° - (a1 + a.2) alre­
dedor del punto A y, por consiguiente, el punto A es el 
vértice del triángulo isósceles de base x1x 3 y de ángulo 
360° - (a1 + a 2) en el vértice. 

Si los puntos A y A 8 no coinciden (lo que sólo puede 
ocurrir si a.1 + a.2 + a.3 =1= 360° ·k), podemos construir a par­
tir de ellos el lado x1x3• Con este fin habrá que construir 
en los puntos A y A 81 a ambos lados dol segmento AA 3 ,_ 

ángulos respectivos de 
3600

- ~1 + a2) y de ~ ; . sus lados 

se cortarán precisamente en los vértices x1 y x3 del triángulo · 
pedido. No ofrece dificultad construir después el vértice x 2• · 

Sí a 1 + a.2 + a 8·= 3609 ·k (o sea, si los puntos A y A 3 
coinciden), el problema no admite solución única. . 

2°. Supongamos que sabemos construir un n-gono a ·par­
tir de los vértices de los triángulos isósceles que descansan 
en sus l ados y que tienen- determinados ángulos en los 
vértices . Se pide construir un (n + 1 )-gono a partir de los ; 
vért ices A 1 , A 2 , •• • , An , An+l de los triángulos isósceles 
que descansan en sus lados y que tienen ángulos respectivos 
a.1 , a 2 , ••• , <X1p ct11,.¡. 1 en Jos vér:tices. 

Sea x1x2 ••• xnx;+l el (n + 1)~gono pedido (fig. 43, b). 
Consideremos el triángulo x1x 11Xn+I· A partir de los vértices 
An y An+t de los tri ángulos isósceles XnAnXn+t Y X11+1An+ 1X1 
que descansan en los lados x 11xn+t y Xn+¡Xtt podemós encon­
trar, l.'azonando igual quo en 1°, el vértice A del triángulo 
isósceles x1Axn que descansa en la diagor1al x1x11 y que . 
tiene el ángulo en el vértice igual a 360° - (an + ctn+1) . 
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Con ello nuestro problema quedará reducido al problema 
sobre la construcción del n-gono x1x2 • • • Xn a partir de 
los vértices A 11. A 2 , • • • , A n -.t• A de los triángulos isósceles 
que descansan en sus lados y a partir de los ángu los av <Xz, ••• 
. • • , <Xn-l• 360° - (cxn + CXn+1) en dichos vértices. En vir­
tud de la hipótesis inductiva, el n-gono x1 x2 •• • Xn puede 
ser construido; realizado esto, será fácil constntir después 
el (n + 1)-gono x1x2 ... X nXn+1• 

Si cx1 + cx·2 + . . . + cxn = 360° ·k, el problema no ad­
mite solución única o no la tiene (¿por qué?). 

Problema 16. En l:ll plano se toman n puntos . Constrúya­
se el n-gono tal que estos puntos sean vértices de los trián­
gulos que descansan en sus lados y que tienen determinados. 
ángulos en dichos vértices y determinada rolación entre 
sus laterales. 

SUGERENCIA. El problema puede ser rosuo)to aplicando ra1;ona­
mientos análogos a los empleados en el anterior (que es un caso ·rnrti­
culo.r suyo) s6lo en lugar de la rotación de ángulo ~1 alrededor dol 
punto A¡ habrá qué considerar ahora Ja transformación de semejanza 
que &s resultado de la rotación do ángulo ~1 alrededor del punto A1 
y de la homotecia de mismo centro A1 y de razón igual a la que oxiste 
entre los lados del triángulo correspondiente (procediendo del mismo 
modo en los demás pu:ntos dados). La realización suc.esiva de dos trans­
formaciones de este tipo equivale a una tercera transformación del 
mismo género (véase, por ejemplo. § 2, capítulo I, parte segunda dol 
libro de l. M. Yagl6m mencionado más arriba). Por consiguiente, 
podromos encontrar, a partir de los vértices A1 y A 9 de los triángulos 
xx,x2A 1 y x 2x 8A 2 , ol vértice A dol triángulo x 1x 11A que descansa en el 
segmento x1x3 y que tiene un ángulo .determinado en su vértico y una 
razón determinada entre sus laterales (empleamos las denotaciones 
del ejemplo anterior). 

El lado x1xl! del triángulo x1x2x3 se puede construir a partir de los 
puntos A y A 8 del modo siguiente. La realización sucesiva de dos de­
ter~inad as transformaciones de, .semejanza. de centros A y A a trans­
forma x1 en si mismo (primero x1 !J& transformn on x 9 y después .x3 se 
transforma en .x1} y equivale a una sola tl·ansforma,ción de semojnnza 
de contro en un punto B que puede ser construido. Puesto que el punto 
B se transforma .on sí mismo, coincide· con ol punto buscad o x1 • 

(3i la suma do los ángulos on los vértkos es múltiple do 360° y el 
producto ·de .las razones a e los lados os igual a uno. ol problema no 
admite solución única o no In ticno. 

EJ.emplo 23. En el plano so toman una circunferencia 
y n puntos. Constrúyase el n~gono inscrito en la círcunferon­
cia cuyos lados pasan po·r estos puntos. 

sOLUCióN. El problem~ es difícil; para . ..r.~§.olverlo hay que 
aplicar el método de inducción matemática procediendo de 
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un modo absolutamente inesperado. Resulta q.ue no podemos 
emplear la inducción según el número n de los lados del 
polígono. En lugar de eUo noa vemos obligados a considerar 
un problema más general sobre la construcción dol n-gono 
tal que k lados sucesivos del mismo pasan _por k puntos 
dados mientras que los otros n - k lados son ·paralelos 
a rectas dadas (este problema coincide con el nuestro si 
k = n) realizanck> la. inducci6n según el número /:c. 

1°. Si k = 1 se trata d"el problema siguiente:· construir 
el n-gono inscrito en la circunferencia de modo que su lado 

a) 

FIG. U 

A 1An pase por un punto determinado P y los demás n - 1 
lados A1A2 , A 11 A 3, ••• , A 11 _ 1An sean paralelos a las rectas 
rcspQctivas l1, l 2 , ••• , ln-l' 

Supongamos que hemos resuelto el problema constFuyendo· 
el polígono pedido (fig. 44, .a y b). Tomemos. en la circun­
ferencia un punto cualquiera B~ y construyamos el p.olígono 
inscrito B1 B'J. .. ,. Bn cuyos lados B~B2, B2B3 , •• • , B71 _ 1Bn 
sean paralelos a las rectas l1, l 2 , ••• , l71 _1 , respectivamente. 
Entonces, serán iguales los ar~os A1B1, A 2B2 , •• • , A 11Bn 
y, además, los arcos A1B.~, y A 2Bt,.AiBa y A 8B~, etc. ~enclr~n 
direcciones opuestas en la circunferencia. Por co~igui.ente, 
sin es par, los arcos .A1B1 y A 11Bn tondtán direccionós opues­
tas de modo que ol cuadrilátero A 1B 1BnAn será trapecio 
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isósceles de bases A 1An y B 1Bn (fig. 44, a), de donde resulta 
que el lado A 1An del polígono pedido es paralelo al lado 
Br.Bn del n-gono B1B 2 . • • • Bn> es decir, en este caso debe­
mos trazar por el punto P la paralela a B 1Bn> realizado 
esto, será fácil determinar los restantes vértices del n-gono 
A1A2 ••• An (realícese. el análisis). 

Si n es impar, los ~reos A 1B1 y AnBn tienen la misma 
dirección de modo que el cuadrilátero A 1B1A nBn será un 
trapecio isósceles de bases A 1Bn y B 1An (fig. 44, b); puesto 
que sus diagonales A 1An y B 1Bn son iguales, en este caso 
t;ieberemos trazar por el punto P una recta de modo que la 
circunferencia cort.e en ella la cuerda A 1A11: igual a la cuerda 
dada B1B n, o sea, trazar la tangente a la circunferencia 
que tiene el mismo centro que la inicial y que es tangente 
a B1Bn (¡análisis!) . 

2°. Supongamos que sabemos construir el n-gono inscrito 
en la circunferencia de modo que k lados sucesivos del 
mismo pasen por k puntos determinados mientras que los 
demás n - ·k lados sean paralelos a deterii).inadas rectas. 
Se pide construir un n.-gono inscrito en la circunferencia 
de modo que k+ 1 lados sucesivos A 1A 2 , A 2As, .... 
• • • , Ah+tAhH del mismo pasen por k + 1 puntos deter­
minados P 1 , P 2 , •••.• PA+l mientras que los domas n - ¡, -
- 1 lados sean paralelos a determinadas rectas. 

Supongamos que hemos resuelto este problema cons­
t~yendo el n-gono pedido (fig. 45). Consideremos sus 
lados A1A~ y A 2A 3• Sea A 1A; la paralela a P1P 2 qué pasa 
por el ·vér.tice A 1 , sea A; su punto de intersección con la 
circunferencia y sea P; el punto de intersección de las 
rectas A;A 3 y P1P 2• Los triángulos P1A 2P2 y P;P 1A 8 son 
semejantes ya que LA 2P 1P 2 = LA~A1A~ = L.A 2A 8P; Y 
LA 2P 2P 1 = LP;P 2A 8• Por consiguiente, 

PtP:. A~a d d d l P'P AaP:~·A~a 
AsPa = P;F~ ' e on e resu ta a z= PtP2 • 

El producto A 8 P 11 ·AaP3 está determinado ya que depende 
sólo de la circunferencia y del punto P 2 (y no depende de 
cómo se escojan los puntos A 2 y A 3); por eso, podemos en­
contrar la magnitud d~l segmento P;P 2 y construir el punto 
P;. Es decir, conocemos ahora que los k lados sucesivos 
A;A 8, AsA 4, ••. • , Ah+tAk+s del n-gono A 1A;A3 ••• An 
deben pasar por los k puntos·determinados P;, P 8 , •.• , Pk+1 

5-941 
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mientras que los otros n - k ladps A~t+2A11+8 •••• AnA1• 

A 1A; deben ser paralelos .a determinadas rectas. En virtud 
rle la hipótesis inductiv~, podemos construir el n-gono 
A 1A;A 9 • • • An.; realizado esto,! podremos construir fácil­
mente el n-gono peclido A 1A2 ... An• 

Problema 17. Constrúyase el n-gono inscrito en la circun­
ferencia dada de modo que ¡, lados del mismo (¡no nec:esaria­
Jl1ente sucesivos!) pasen por k puntos determin.ad.os mientras 
que los demás n ....:.... le lados sean paralelos a deter:q¡inadas 
rectas. 

SUGERENCIA. Supongamos que el lado A 1A 2 del polígono pedido 

~
asa por el punto P y que su .la<lo A 2A 11 es paralell) a la recta , l 
fig. 46). Sea P' el punto simétrico de P respecto al diámetro perpen­
icular a la recta l y sea A; .el punto de intersección de. la circunferen-

FJG. 45 FIG. f.6 

cia y de lat'ecta P' A.8• Entonces, ol lado A 1A í del n-gono A1AíA •.• 
. . • An será paralelo a la recta dada l y el lado A íA 8 pasará por ef pun­
to conocido P'. Repitiendo esta construcción el número debido de 
veces, nuestro problema quedará reducido a la construcción del n-gono 
tal qUe k lados Bucestvos del mismo pasan por determinados puntos 
mientras que los demás n - k lados son paralelos a determinadas 
rectas. 

EjemplÓ 24. Sean l y l1 dos rectas paralelas. Divídase el 
segmento AB de la recta l en n partes iguales empleando 
solamente la regla. 
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SOLUCION. 1°. Sean = 2. Tomemos en el plano un punto S 
que _no pertenece a las rectas l y l1 uniéndolo después con 
lo$ puntos A y B (fig. 47, a). Sean C y D los puntos en que 
las rectas A S y B S cortan la recta l 1; sea T 2 el punto de 
intersección de las rectas AD· y BC y sea P 2 el punto de 

A 

FIG. 61 

intersección de las rectas ST'J y l. Demostremos que P 3 

es el punto pedido, o sea, que AP3 = ; AB. 
Sea Q3 el punto de intersección do las rectas ST 2 y l 1• 

Es -fácil ver que 
~T2PzB (Z) ~T:.QzC, ~ABT2 (Z) ~DCT2, 

~SAP2 C'-) ~SCQ2 y ~SAB C'-) L:::.SCD, 

de donde se tiene 
P2B T,_B AB P2A SA AB 
QzC = TzC = CD y QzC =sc=ro· 

Por consiguiente 
P2B P2A 
QzC =Q;ff' 

1 de modo que P2A = P 2B y AP2 = 2AB. 
2°. Supongamos que sabemos construir, empleando sola­

mente la regla , en el segmento AB el punto Pn tal que APn = 

= ..!..AB. Tomemos un _punto cualquiera S que no pertenezca n .. 

s• 
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a las rectas l y l1• S\"lan T n y On los puntos en que las rectas 
AD y 11 , respectivamente, cortan la, recta SPn (fig. 47, b). 
Uniendo .el punto S y el punto T n+i d~ intersección de las 
rectas AD y CPn, representemos por Qn+t y Pn+t los puntos 
en los que las rectas l1 y l, respecti:vamente, cortan l a recta 
STn+t· 

Demostremos que Pn+t es el punto ped ido, o sea, que 
t 

APn+l = n + i AB. 
Efectivamente, de la semejanza de los triángulos 

CQn+1Tn+l Y PnPn+1Tn+l Y de los triángulos CTn+ D 
Y PnTnHA resulta 

(11) 

igualmente, de la semejanza de los triángulos SAP11+1 

y SCQn+i y de los triángulos SAB y SCD, resulta 

APn+t SA AB 
CQn+t = SC = Clf. (12) 

De las igualdades (11) y (12) se deduce que 

1 
pero como Pn.+1Pn = APn - APn.+t y APn = - AB, tene­· n 
m os 

1 
-AB-APn+t n 

APn+t 

y definitivamente 

..!_AB 
n 
AB 

1 i -AB-APn.+t =-APn+t 
ll n 

1 
APn+t= n+t AB. 

Para determinar los de~ás puntos P~+l, P;'.+b ••. , 
bastará construir, aplicando el mismo procedimiento, los 
segmentos 

Pn+tP~+t = ..!.Pn+tB, p;_+tP~+t =---.!.-. P~+tB, etc. n n-~ 
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Observación. Para col1struir los puntos P~+t • P~+t • •.• también 
s·e puode proceder del modo siguiente. Valiéndonos del punto P~, po· 
demos trazar por el punto S una recta ~s paralela a la recta ·l (véase la 
fig. 48, a, donde Tes un punto arbitrario de BS). Sea K1 el punto de 
intersección de la rec.tn PM1C y de la recta ls y sea P~+t el punto de 

T 

(1 

FIG. 48 /¡) 

intersección de las rectaa K 1Qn+t y l (fig. 48, b). Entonces, es fácil 
1 

·comprobar que Pn+lp~+t = APnH = n+t AB. Losrestante11 pHn-

tos P~+t. P;'+1 • •.. se construyen rle un modo análogo . 

. Problema 18. Const1·úyase el segmento de longitud a 
n 

empleando solamente 1~ regla y el compás abierto de forma 
que la distancia entre sus puntas sea a. 

l 
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SUGERENCIA· Tomemos en la circtin[erencia de radio a los pun­
tos A1, A 2 , A,3 , A 4 , A6 y A&. vértices de ·un hexágono regular. Supon· 
gamos que conocemos ya el punto Bn del radio OAn .tal que OBn. =;. 

1. a . 
= n OAn = n (aceptando que A.em+~< =A, para todo m. y. para k= 

= 1, 2, 3, 4 .. 5, 6 y que B1 = A1); sea Bn'H el punto de intersección 

las rectas OAn+l y BnAn+z; entonces, OBn+l = n~ t · 

§ 4. 

DETERMINACiúN 

POR INDUCCióN 

DE LUGARES GEOMETRICOS 

Consideremos algunos problemas sobre la determinación 
de lugares geométricos en los que se emplea el método de 
inducción matemática. 

Ejemplo 25. Sobre los lados de un n-gono convexo 
A 1A 2 ••• A n. se han construido unos segmentos B1C1, 

B-aC 2 , ••• , BnCn. Hállese el lugar geométrico de los puntos 
interiores M de este poligono para los cuales la suma de las 
áreas qa los triángulos MB1C1 , MB 2C2 , ••• , MBnCn es 
COMtante (e igual a la suma St.u0s 1c1 + St:.MoBsC2 + ... 
. . . + s¡j.ll:toBnCn• donde Mo es un punto interior determi­
nado del polígono). 

soLUCJON. 1°. Sea n = 3 (fig. 49, a). Tomemos en los 
lados AsA 11 y .A,sA1 del triángulo A 1A 2A s los se"mentos 
A 3P = B 2Cs y A 3Q = B 9C3 • Tendremos entonces) 

S II.MoB2C2 +S II.MoBaCa =S II.MoPAs +S t:.MoQA3 =S ó.PQAs +S t:.MoPQ 

y, por consiguiente, 

S AMoB1C1 +S II.MoBsCa +S L1MoBsC3 = 
= SAPQA3 + (SAMoiM1 + S~~oMoPQ); 

1) Aceptando que el punto M0 se encuentra dentro 
del cuadrilátero A 1A 2PQ; el roza~iento apenas varia en los demás 
casos. 
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N a) 

/¡) 
FIO, !9 

de un mo.do análogo t encontramos 

SAMB¡C¡ +S L\MBaca+ s~!>fB~ca=SAPQA3+.~~L\J\1B¡C¡ +SAMPQ)· 
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Como vemos ol lugar geométrico buscado se determina por 
la condición 

"S t.MB¡C¡ +S t.MPQ = S t.MoB1Ct +S t.llfoPQ· 

Sea N ol punto de intersección de las rectas A 1A 2 y P Q 
(si estas rectas son paralelas, el lugar geométrico buscado es, 
obviamente, el segmento de la recta paralela a ellas). Cons-. 
troyendo los segmentos N R = PQ y N S= B1 C1 en los lados 
del ángulo A ,N P, tendremos 

S t.MoBJCt +S t.M~PQ =S AMoNS + St.MoNR =S AN 'RB +S t.MoRB 

y, de un modo anUogo, 

S t.MBtCt +S t.MPQ =S ANRS +S t.MRS· 

Por consiguiente, forman el lugar geométrico buscado 
aquellos puntos interiores M del triángulo para- los cuales 
se tiene St.MRS = St.MoRs, o sea , este lugar geométrico 
es e.l segmento XY de la recta que pasa por el punto M 0 
y es paralela a la recta RS1

) . 

~. Demos ·por sa·bido que en el caso de un n-gon:o el lugar 
geométrico buscado es el segmento de una recta (que; natu­
ralmente, pasa por el punto M 0). Consideremos ahora un 
(n + 1)-gono A 1A 11 ••• A nA n+1; sean B1C1, B2C2, ••• 
. . . , B.,.Cn y Bn+lCn+x los segmentos tomados en sus lados 
y sea M 0 un punto i·nteríor del (n + 1)-gono (fig. 49, b). 
Construyendo en los lados del ángulo A 1An+tAn, a partir 
del vértice An+l• los segmentos A n+lP = BnCn Y A.,.+1Q = 
= B n+1 Cn+1 , tendremos 

S t.MBnCn +S t.MBn+tCn+t =S ó~!An+tp +S AMAn+tQ = 

=S óAn+lPQ +S !J.MPQ •· 

Por consiguiente, para los puntos M del lugar geométrico 
buscado se tiene 

S t.MBtC1 +St.MB2c,+ · · · +St.MBn-sCn-l +Sl>.MPQ = 

=S AMoBJCt +S 6M()D2C2 + · · · +S t.MoBn- t cn-J +S t.M~PQ· · 

1) Podríamos haber comenzado la inducción por el 
caso n = 2 sn quo el «n·gonot representa un ángulo ·y sólo tiene dQs 
lados. 
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En virtud de ~a hipótesis inductiva, el lugar geométrico 
buscado representa el segmento de una rocta que pasa por 
el punto M 0.' 

De los razonamientos .realizados es fácil deducir cómo 
puede ser construido este lugar geométrico. 

Problema 19. Se toman un punto M 0 y n rectas l1, l 2 , • •• 

• • . , ln en cada una de las cuales se tiene un segmento: 
B1C1, BaCa, ... , BnCr., respectivamente. Hállese el lugar 
geométrico de los puntos M para. los cuales la suma alge­
braica de las áreas de los triángulos MB1C¡, MB2C9 , ••• 

. . . , MBnCn (el área del triángulo MBtCi, i = 1, 2, ... , n, 

e 

FIG. 50 

se toma con el signo ((+» si los puntos M y M 0 están a un 
mismo lado de la recta l 1 y con el. signo «-»en el caso con­
t rario) es igual a la suma del mismo tipo formada para el 
punto M 0 • ·· 

SUGERENCIA· El lugar geométrico buscado es una recta; la de­
mostración es análoga a la realizada en el ejemplo 25. 

Problema 20. (Teorema de Newton.) Demuéstrese que 
si un cuadrilátero puede ser circunscrito a una circunferen­
cia, ·los puntos medios de sus diagonales y el centro de dicha 
circunferencia se encuentran en una misma recta (íig. 50). 

SUGERENCIA· Tonemos (véas~ la fig. 50) 

SAscE+S.6.A.os = SAsql>'+SAADF=SAsco+SAADO ={s. 
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donde S es el área del cuadrilátero. De aq~ •. en virtud del resultado 
del ejemplo 25 (o del problem·a 19), ·se deducfl ·que los puQtos E, P y O 
están en una misma recta. 

Problema 21. (Teorema de Gauss.) Demuéstrese que la 
recta que une los puntos medios de las diagonale~ de un 

8 
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tr.apezoide convexo biseca el segmento que une los puntos 
de intersec~i6n de los lados opuestos (fig. 51). 

SUGERENCIA· Tenemos (véase la fig. 51, donde P es el punto 
medio del segmento EF) 

1 
St~ABM+Stt.cDM=St.AsN+Stt.cDN =Stt.AsP-Stt.cDP = 2 S, 

donde S es el área del cuadrilátero. De aqui se deduco, .en virtud del 
resultado del problema f9, que los puntos M, N y P están en una mis­
ma recta. 

Ejemplo 26. Se tienen ·n. puntos A1 , A~h . . . , An y n. 
números a1, a,, ... , an (positivos o negativos). Hállese 
el lugar geométrico de los puntos M para los cuales la suma 

at·MA~+az·MA:+ ... +an·MA~ 
es constante. 

SOLUCION. 1°. Sea n = 2. Supongamos primero, para 
concretar, que ambos números a1 y a3 son positivos. 
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Tomemos en el segmento A 1A 9 ol punto O que lo divide en 

razón a2 : a1 de modo que OA 1 = +az A1A 2 Yl OA 2 = 
a1 aa 

a 
= - +1 A 1A 3• Sea M un punto cualquiera del plano 

a1 az 

FIG. 52 

y sea H el pie de la perpendicular a A1A 2 bajada desde M 
(fig . . 52). Tenemos entonces 

MA~= M02 + A 10 3 ±2A10-HO y 

MA: =M02 +A20 2 =F 2Aa0·HO. 

·Multiplicando la pr imera de estas igualdades por AaO y la 
sogunda por A 10 y sumándolas miembro por miembro, 
obtenemos · 

.MA:·A20 +MA:A10= 
= M02 (A 20 + A 10) + A10 2 • A·P + A202 · A tO= 

= M02 ·A1A2 + A 10·A20·AtA2. 

Introduciendo aquí en lugar de A 10 y A 20 sus expresiones, 
encontramos 

~'z·A,Az 
!lt+~ = 

= M02
• AtA2 + 111 

4¡+~ 
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o sea 

Por consiguiente, ·si 
a1• M A: +~·111/A:=R2, 

tenemos 
at·a:a A As 

(at +az>a t , = const. 
1 

D d d . d Rl Ot•"2 A Al . o 
e aqui se e uce que sten o a,+aa- (as+a

2
)2 1 2 > 

el lugar geométrico buscado es la circunferencia cuyo 

~ o d' V ~ 4t' 42 A At centro esta en y cuyo ra 10 es -+ - ( + )t 1 ,; 
at 112 Ot 42 

R2 4t•42 :a • 
si -+ - ( + a)2 A1Az =O, este lugar geométr1co consta 

a1 a2 a1 a 

del punto O solamente; por último, si se tienen que R+Z -
4t 4¡>, 

(a;~~)* A 1A! <0, este lugar geométrico no contiene 

ningún punto. 
El caso en que a1 y .a 1 son ambos negativos se reduce 

evidentemente al anterior. Si se tiene a1 >O, a 1 <0 y 
a1 + a2 =PO (por ejemplo, a1 + a2 > 0), el punto O debe 
tomarse a la derecha del punto A 2 en la prolongación del 

segmento A 1A 2 de modo que A,O = 1 
4+1 1 y A 10 = a1. a2 

= lct ~ilz 1 ; todos los razonamientos posteriores conservan 

su vigor. Por último, si a1 + a2 = O, tenemos a1 = -a1 

y nuestro problema se reduce al siguiente: hallar el lugar 
geométrico de los Pllntos M tales que es constante la dife­
rencia de cuadrados de sus distancias a dos puntos fijos 
A1 y A 1 . Sea n· el pie de la perpendicular a la recta A 1A 11• 

bajada desde el punto M (fig. 52)¡ entonces tenemQs MA: . 
= MIP + A11P y MA! = MH! + A,IP y, por consi­
guiente, MA~- MA: = A 1H2- A 1EP. SiMA~- MA:-= 

= R1 , se tiene A 1H- A 2H = A~~2 y esto determina 

completamente el punto H; de aquí ·se deduce que el lugar· 
geométrico buscado será ep. este caso la recta perpendicul~r 
a A 1A 1 que pasa .. por el punto B. 
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2°. Supongamos ya demostrado que en el caso de n 
puntos el lugar geométrico correspondiente es una circun­
(erencia si a1 + a8 + ... + an r;l=: O y una recta si a1 + 
+ a 3 + ... + an =O. Consideremos ahora n + 1 punios 
A1, A :11 ; •• , An+l y n + 1 números a1 , a2 , • •• , an+l• 
Supongamos que an + an+1 =1= O (si an + ~+1 =O, pode­
mos sustituir este par de núi)l.eros por los números a71_ 1 

y a71+1 o por los números a71 _ 1 y an; si se tiene simultánea­
mente a 71 + an+l = O, a71 _ 1 + an+t = O y a71 _ 1 + {271 = O, 
será an-1 = a11• = an+l = O y podremos emplear. directa­
mente la hipótesis inductiva ya que en este caso se trataría 
de n - 2 puntos A1 , A 2, ••• , An-~ y de n - 2 números 
a¡, a:h ... , an_,). 

Podemos demostrar, razonando igual qu~ en 1°, que 
en el segmento AnAn+t existe un punto O tal que 

a11_ ·MA~+an+t'MA!+ t = 

( + ) M~+ lln ·ll:n+t A A2 
= an !ln.+t v- . IJn + an+t n n+t 

cualquiera que. sea el punto M del plano . 
. Esto pel"Qlite reducir nuestro problema a la determina­

ción del lugar geométrico de los puntos M para los cuales 
es constante la suma 

at·MAJ'+~·MA:+ . .. +an-t ·M A!_ , +(a11 +an+t) M02
• 

En · virtud de la hip.ótesis inductiva, este lugar geométrico 
es .una circunferencia si a1 + a9 + . . . + lln + lln+ 1 =1= O 
y una recta si a1 + a2 + . .. + an + an+t =O. 

Problema 22. Hállese el lugar geométrico de los puntos 
para los cuales es constante la suma de cuadrados de sus 
dista~cias a ¡¡. puntos fijos. 

SUGERENCIA· Baf!ta tomar en el Droblema 26 al = a, = , . , 
. . . = an = 1. 

Problema 23. Hállese el punto para el cual es minima 
la suma de cuadrados de sus distancias a n puntos fijos. 

SUGERENCIA· Es el centro de la cirounferencia que representa el 
lugar :geométrico d~l problema 22. · 

Problema 24.. Hállese el lugax geométrico de los puntos 
cuya ra1;ón de distanci~ a dos puntos fijos es constante. 
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SUGERE\NCIA· Si M es un punto del lugar geométrico buscado, te· 

nemos ~Z = e y, por consiguiente A M 2 - c2 .B M2 = o: pór eso, 

esto problema se reduce al ejemplo Z6. 

Problema 25 . Sea A 1A 2 ••• An. un n-g~>no. Hállese el 
lugar geométrico de los puntos M tales ·qué tenga área 
fija S el polígono cuyos vértices ~on las proyecciones del 
punto M sobre los lados del polfgono inicial. 

SUGER.ENCIA· Se puede demostrar que ol ároa del triángulo cuyos 
vértices son las proyecciones del punt·o M sobre los lados del trián-

gulo A 1AsA• es iguala! jt- !~ jsóAl~~· donde R eselradiode 

la circunferencia ~circunscrita al triángulo A 1A ~ 8 y d es la distan­
cia entro el punto M y el centro de la circunferencia ~. De aquí se 
deduce que para n = 3 el lugar geométrico buscado es una circunfe· 
rencia del mismo centro que ~(o un par de circunferencias de este 
tipo). Después, aplicando la inducción según el número de lados 4el 
poligono, se demuestra que cualquiera que sea n el lugar geométricó 
buscado es una circunferencia (o un par de circunferencias concéntri· 
cas). [VISase la soluci6n del prohl~ma 90 en el libro de}:\. O. illKru~p­
caaü., H. H. limu~oB n 11. M. Rrno w, HaiSpam~se aaAa'fu u Toop~ 
8JleH6BT8PBOií MaTeHQTBKB, 'l. 2, M., rocTexuanaT, i952 (D. o. Shkliar­
sk·l , N. N. Chentzov e J. M. Yagl6m, Problemas y teoremas escogi· 
dos de matemática elemental, parte 2}]. 

§ 5 . 

. DEFINICION 

POR INDUCCION 

Interesantes ejemplos de aplicación del método de induc­
ción matemática en la Geometría encontramos en problemas 
relativos a conceptos cuya definición misma se ·basa en el 
•paso de n a n + b; a ellos consagramos este parágrafo. 

Ej~plo 27. Definicwn de medianas y baricentro de un. 
n-gono. 

1°. Llamaremos baricentro de un segmento su punto 
medio (fig. 53, a). . 

Las medianas de un triángulo A 1Az.A 3 pueden definirse 
entonces como los segmentos que unen los vértices del 
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triángulo y ,.los haricentros de los lados opuestos (fig. 53, b). 
Es sabido que las medianas del triángulo se cortan en uu 
mismo punto que las div~de en razón 2 : 1 contando ,desde 
el vértic~. Diremos que el punto en el que se cortan las tres 
medianas del triángulo es su baricentro.· 

Definamos ahora las medianas de un cuadrilátero A 1A 1A :¡A4 

como los segmentos que unen sus vértices A 1, A 1 , A 3 y A 4 

y los baricentros 0 1 , O,., 0 8 y O., de los triángulos que forman 

a) 

FIG. 58 

los tres vértices restantes (fig. 53, e). Demostremos que las 
medianas lkl cuadrilátero se cortan en un mÍ$1TW punto que 
las divide en razón 3 : 1 contando desde el vértü:e. Efectiva­
mente, sea S el baricentro (punto medio) del segmento 
A1Aa y sean 0 4 y 0 8 los baricentros resp~tivos de los trián­
gulos A 1A,A 3 y A 1A 1A 4 ; sea, además, O el punto de inter­
sección de las medianas A 80 8 y A 1,04 del cuadrilátero. 
Puesto ·que 'SA 8 y SA, son medianas de Jos triángulos 
A1A 1A 3 y A 1A 11A 4 , tenemos · 

SA3 ·3 SA, 3 
so;=-r y SOs =T 

y, por consiguiente, 
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De aquí se deduce que 0 80, 11 AsA, y que 

= ·~ . Además, como los triángulos 00 80, 
semejantes, tenemos 

OA, OA3 AaA4 3 
oo, = 003 = 0 80, =T. 

A$A, SA3 
0 304 =so,= 
y OA.A, son 

Es decir, el punto de intersección .de dos medianas sucesivas 
(o sea, que arrancan de dos vértices sucesivos) divido ambas 
en razón 3 : 1. De ello se deduce que las cuatro medianas 
del cuadrilátero pasan por un mismo punto O que di vide 
todas en razón 3 : 1. El punto O de intersección de las media­
nas del cuadrilátero se denomina barfcentro del cuadrilátero. 

2°. Supongamos que para todo k < n las medianas del 
k-gono se han definido como los segmentos qu~ unen sus 
vértices CQn los baricentros de los (k - 1)-gonos formados 
por los k - 1 vértices restantes y que para todo k < n 
se ha definido el baricentro del k-gono como el punto de 
intersección de sus medianas, Además,. demos por demQstrado 
para k < n q.ue el punto de intersección (el baricentro del 
k-gono) de las medianas del k-gono divido las mismas en 
razón (k - 1) : 1 (contando desde el vértice). ' 

Definiremos entonces las medianas del n-gono como los 
segmentos que unen sus vértices con los baricentros de los 
(n - 1)-gonos .formados p9r ~os n - 1 vértices restantes. 
Demostremos que .todas la.s medi_anas del n-tono A 1A 2 ••• An 
pasan por un- mismo punto que l.ls dívtde en razón (n - 1) : i 
(contando desde el vértice). Efectivamente, sea S el baricen­
tro del (n- 2)-gono A 1A 1 ••• An_1; en este caso l as rect~s 
SAn-1 y SAn serán medi~nas de los (n - 1)-gonos A 1A 8 ••• 
• .. . An.-1 y A 1Aa ... An-sAn (fig. 54). Si On. y On.-1 son 
los baric.ent:ros de estos (n - 1)-gonos, tenemos, en virtud 
de la hip6tesis iiiductiva, 

SAn-t SAn n-1 - --=--=--· SOn SOn-! 1 

P . . O O 11 A A An-tAn n- 1 S 0 or consiguiente, n-1 n n. n-1 y o-o = -1-. ea 
n-t n 

el punto de interseceión de las medianas On_1An-1 y On.An 
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del n-gono A 1A 11 ••• An· De la semejanza de los triángulos 
OOn-aOn Y 0An-1An resulta 

n-1 
-1-. 

Por co~siguiente , el pun.t_o de inter~ecció~ de dos medianas 
sucesivas del n-gono divide im~bas en rázón (n - 1) : 1. 

A, 
I!'IG. 54 

De ello se deduce precisamente que todas las medianas del 
tt-gono pasan por un mismo punto (que l.as divide en razón 
(n - 1) : 1). 

Podemos definir ahora. el bari.centro del n-gono como el 
punto de intersección de sus medianas y definir después 
las medianas del(~ + 1)-gono como los segmentos que unen 
sus vértices y los baricentros de los n-gónos formados por 
los n vértfces restantes. El ll)étodo de Inducción matemática 
peonite afirmar que esta definición de medianas y de bari­
centro del n-gono t iene sentido cualquiera que sea n. 

Problema 26. TomeQlos un n-gono A 1A 2 ••• An· Repre­
sentemos por 0 1 el baricentro del (n - 1.)-gono A 9A 3 ••• 

. . . An, por 0 1 el bar.icentro del (n - 1)-gono A 1A 3 • . • 

An, etc. y .por On efbaricentro del(n··....;....1)-gono A 1A 2 ... 

~941 
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.. . An-I· Demuéstrese que los n-gonos .0¡02 

A 1A 1 • •• An son semejantes! 

sUGERENCIA. Según hemos visto en el ejemplo ~7, se tiene 

op, 11 A 1A, y AOtAOa =~i . Mediante razoua~ientos. antilogos se 
1 2 n-

OzOa 1. 
de~uestra que 0 10all A 11A 3 y -A A =.- 1 , etc. 

2 s n -

Se llama median~ de orden k del· n-gono (k < n) el seg­
mento que une los baricentros del k-gono formado por .k 
cualesquiera de sus vértices y 9el (n - k) ... gono formado por 
los n - k vértices restantes. Por consiguiente, toda mediana 
de orden k es a la vez una mediana de orden n - k. LSB 
medianas del n;gono que hemos definido en el ejemplo 27 
podrían ser denominadas medianas de primer orden. 

Problema 27. Demuéstre~e que todas las ;medianas de 
orden k del n-gono pasan por un mismo punto que las divid.e 
en razón (n - k) : k. 

sUGERENCIA- Sean S1 y S 1 loe baricentros del (k - t)~gooo 
A 1A 1 • • • A 11 y del (n - k - i}-gono A 11.uAk+S •. • An, sean 0 1 y 

FIG. 56 

O~ los haricentros de los k-gonos A 1A 0 ••• A11. Y AsAs •.• A~t+t 
y sean 0 3 y o .. los baricentros de l os (n- k)-gonos A ll+l ••. An y 
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Se· puede demostrar que par~ todo k el punto de inter­
sección de las medianas de orden k de un n-gono coincide 
con el baricentro del mismo. 

Problema 28. Enúnciese la proposición del problema 27 
para el caso n = 4 y k = 2. 

· RESPUESTA· Se cortan-en un mismo punto y bisecan uno al otro 
los segmentos que .unen los puntos medios de los lados opuestos y los 
puntos medios de las diagonales de un cuadrilátero cualquiera. 

La circunferencia que pasa por los puntos medios de los 
tres lados del triángulo (fig. 56) se denomina circunferencia 

8 
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de Euler. Tiene varias propiedades interesantes (por ejem­
plo, la circunferencia de Euler del triá1.1gulo ABC, a parte 
de los puntos medios D, E y F de sus lados, pasa también 
por los pies P. Q y R de_ las alturas AP, BQ y CR, asi como 
por los puntos K,, L y .!f1 que bisecan los segmentos AH, 
BH y CH de las altura~ co.p:~.prendidos ··ent re los vértices 
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y el punto ll de intersección de las alturas1); por eso, la 
circunferencia de Euler suele también lla~arse circunferencia 
de nueve puntos del triángulo). Puesto que la circunferencia 
de Euler <\el triángulo ABC -resulta circunscrita al triángulo 
DEF que es semejante a ABC siendo ~ la razón de seme~ 

janza, el radío de la circunferencia de Euler es ~ ,+donde R 
es el radio de. la circunferencia circunscrita al triángulo 
inicial ABC. Ahora veremos quo el concepto de la circun~ 
ferencia de Euler es extensivo a cualquier polígono inscrito 
en una circunferencia. 

Problema 29. 1°. Se. denomina circunferencia de Euler 
de la cuerda A 1A 2 , tomada en una circunferencia S de radio 

R, la circunferencia de radio ~ cuyo centro es el punto 
. medio de la cuerda A 1A 2 (fig. 57, a). Las tres circunferencias 
de Euler de los lados del triángulo A 1A ~ 8 insc¡·íto en la 
circunferencia S so cortan en' un misl.)lo punto O, centro . 

de la circunferencia de radio ~ que pasa por los centros de 
las tres circunferencias de Eulcr; esta última circunferencia 
se denomina ctrcunferencia de Euler del triángulo A 1A 2A 3 
(fig. 57 t b). . 

2°. Su.pongamos quo hemos definido la circunferencia 
de Euler para un n-gono inscrito en la circunferencia S 

.' 

1 ) ,El cuadrilátero KFDM (fig. 56) es un rectángulo 
(en efecto, tenemos F K ll BH JI D M ya que F K y D M pasan por los 
puntos medios de los -lados de los triángulos ABH y CBH de base 
común BH; tenemos igualmente FDIIACII KM ya que FD y KM 
pasan ,por los puntos medios de los la!;los de los triángulos ABC 
y AHC da base común AC; por último, tenemos. BH .l AC); por 
consiguiente, los segmentos F M' y D.K son iguales y · los punt.os medios 
do ambos coinciden. Razonamientos análogos pormiton ·ver que el 
segmento EL es también igual a estos segment()s y que el punto medio . 
de EL c·oincide con el punto medio común de PM y KD. De aqui se 
deduce que, a parte de los puntos D, E y F, la circunferencia de Euler 
pasa también por K, L y M (el centro de est.a circunferencia coincide 
con el punto medio común de DK, EL y FM y su diámetro es igual 
a la longitud común de estos segm~tos). 

Además, puesto que K y D según hem:os demostrado son punto~ 
diametralmente opuestos de la circunfere¡¡.cia de Euler, resulta que 
L KPD=90°de modo que la circunferencia de Euler pasa por el pun­
to P; de la misma forma so demuestra que también pasa por loa pun­
tosQyR. 
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y que hemos demostrado q ue su radio es ~ (R es el radio 
de la circunferencia S). Consideremos ahora un (n + 1)-gono 
A 1A 2As . .. An+1 inscrito en la circunferencia S. En este 
caso las n + 1 circunferencias de Euler do los n-gonos 
Az.As . Ant 1 , AtAs . .. An.+1 , •.. , A1A2 . . . An se 

FlG. li1 

cortan en un mismo punto, centro de la circunferencia de 

radio ~ que pasa por los centros de las ~- + 1 circunferencias 
de Euler; esta. última circ-qnferencia se denomina circun­
f~r-encia de Euler del (n + 1)-gono A 1A 2 ••• A,.+1 (véase 
la fig. 57; e donde está representadA la circunferencia de 
Eúler de uu cuadrilátero) . 

. SUGERENCIA· Sea A 1A-~A 0A 4 un cuadrilátel'() cualquiera inscrito 
en la circunferencia S. Puos~o ·que la circu~foroncia do. ·Euler del tri­
ángulo A 1A 2A 3 , por ejemplQ, pasa por los puntos medios de los tres 
segmentos H 4A 11 -H 4A 1! y H 4A 9 , don~e .1!..4 es e! punto de intersección 
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de las alturas de A 1A 2A 3 (véase lo dio~o anteriormente), resulta que 
esta circunferoncia. se obtiene ~e la circunferencia S por medio de una 
homotecia de centro H, y de raión ~ ; por eso, el puntomedioael seg­
monto H.A. pertenece a dic~a circunferencia. Res\a fijarse ahora en 
que los puntos modios de los segment.os H1A~, 1l~A 2 , H~ a y H ·A. 
(donde H 1 , H 1 y Ha son los punt<ls de iDtersocctón á o lns afturas de ~os 
triángulos correspondientes) coinejden; esto se d~duce de que, por · 
ejemplo, el cuadrilátero A1.H~H1.A 9 es un paralologramo {ya que 

..-"' 
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' 1 
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1 
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1 
,/Su 

ArH11 ll A 3H,l. A,A, y A 1H1 = A 2H1 =al doble de la distancia 
entre el centro de S y el ~egmento A ;,A 4). 

Supongamos ahora que ha sido demostrada ya la existencia de la 
circunferencia de Eulor para cualquier k-gono cuyo número de lados 
k no pasa do n~ 4. Consideremos un (n + 1)-gono A 1 A 2 • •• AnAn+t 
inscrito en la circunferencia S. Se pide demostrar que las circunferen­
cias de Euler S1, S 2 , •••• S,.+1 do los n-gonos A 2A 3 ••• An+l • 
A1A,A, ... An+t• •.. , A 1A 1 ••• A n se cortan en un mismo punto; 
basta demostrar para ello que so cortan en un mismo punto tres cuales­
quiera de estas circunferencias, por ejemplo, S1 , S: y S3

1). Sean S1~, 

1.) Ya que si cualesquiera tres de la!¡ n ~ 5 circun­
ferencias (distintas dos a dos) se cortan en un mismo pu1ito, todas las 
circunferoncias so cortarán en un mis~o punto (para n = 4 esto y'a 
no es cierto). 
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S13 y Su las circunferencias de EuJer de los {n- 1}-gonos A 3A 4 
... An+t• A 2A 4A 5 ••• An.+t y A 1A 4A 5 ••• An+t y sean Oa. 0 13 
y 0 2s sus centros; sean. además, 0 1 , 0 2 y 0 11 los centros de las circun­
·terencias S1, S1. y St~ y soa, por último, 0 1u el centro de la cire.unferen­
cia de Euler S113 del (n- 2}-gono A 4A6 ••• An+t· Obtenemos así 
la fig. 58 que permite deducir fácilmente la igualdad de los triángu­
los 0 10 110:t y 0 130is01)l. (Para demostrar la igualdad de los lados 0 10 2 
y 0 130 13 ae estos triangulos basta considerar los triángulos 0 10 20, 
y 02:~0130u3 que son iguale5 pues 

R 
OszOs = OtzOz= Osz30za = OszsOss == T , 

LOtOt202= L0t0s'J.Ot23+ L012aOt20z= 
=2L OtsO¡zOt23+ 2¿0¡zs0tz02s = 2L0sa0t202a 

y. además, 

L02s0tzs0ts = 2L0ts0tz0zs 

por ser ángulos· ínsctito y central de la cirounferencia circun.scrita a 
011918023 que d.escansan sobre un mismo arco; de un modo análogo 
se demuestra que 0 10 3 === 0 310 19 y que 0 20 8 = 0 130 111). Ya que 
6.010-Ps = -60;s01110 12• y las circUDfe:rencias S 28• S 13 y Su se cortan 
en un mismo punto Ons• do ello ya se deduce que las ~::ircunferencias 
S1 , S 2 y S 8 se cortan en un punto. 

Problema 30. Sea A1A2 ••• An un n-gono inscrito en 
la circunferencia S. Demuéstrese que su ~aricentro (véase 
el ejemplo 27) pertenece al segmento q.ue une el centro de S 
y el centro de la circunferencia de Euler del n-gono y que 
divide este segmento en razón (n - 2) : 2 • 

. SUGERENCIA. La solución de este problema se puede encontrar 
en el libro d~ I. M. Yaglóm indicado en la pág. 62 (véase la solución 
del problema 52, e)~ 

EJemplo . 28. to, Sean l1, l 9 , 13 y l., cuatro rectas en posición gene­
ral, o sea. situadas de modo que no hay dos paralelas ni tres que pasen 
por un mismo punto; sea 0 1 ol centro de la éircunferencia circunscrita 
al triángulo que forman las rectas Z2 ,_ la. l~; .sea o, el centro de la cir­
cunferencia: circunscrita al triángulo que torman las rectas l.¡, Z3 y 1 •• 
etc. Entonces los cualro puntos 0 1, O~. 0 9 y O, están sobre una misma 
circunferencia quo se denomina clrcunferencta de centros de las cuatro 
rectas l1, l9 , l8 y l4 (fig. 59) . 

zo. Supongamos que .se ha detinido ya la ch·cunferencia de cen­
tros de las· !'l rectas. Consi.d.eremos n + 1 rectas· Z1, l2, l 3 , ••• , l 11+t 
en posición g~eral. Sea 0 1 el centro de la circunferencia de centros 
de las n rectas·Z2 , l 8 ,. ••• , ln+1 ; .sea 0 2 el centro de la circunferencia de 
centros de las n 11ectas Z1 , ·za. . . . . Zn+t• etc. Entonces los n + i pun­
tos 0 1 , 0 2 , 0 8 , ••• , 0 11+.1 esián sobre una misma circunferencia que 
se denomina 'c€rcunfcrenc;la de centros de las n+i r~cta• l.,. ·z-.; L3 , ••• 

. • . , ln+t• 
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oEMOSTRACION. to. Sean l1 , z,., la ·Y z, cuf!,tro rectas ep posición 
general (lig. 60)¡ sea A. 12 el punto ae into.rsccción de l as rect.as ls Y Z4. 
sea A u el punto de in~ersección de las rectas l; y l,, etc.; sen 01 el 
centro de la cir~unferencia C1 circunscrito al triangulo quo forman l as 
rectas t2 , l3 y l~o. otc. Demostremos, an~e todo, que láe cireunferenciQS 

FIG. 1:í9. 

C1 , C;. C3 y e, sq cortan en un mismo punto M. En efecto, si M es tJ 
punto de intersección de C1 y C9 distinto de A 1~. tenemos 

LAt3Mt2At2=LAi3Ai,As2 =Lentre ~y Z;J> 
LAs2ll12sA2s= LAt2AMA23 = ¿entre l3 y l1• 

De aqui. resulta que LA 19MA 2¡=L entre l. y lt =LA11AuA,3 , es 
decir, que la circun.fer!lneia Cn pasa por M; do la misma forma se de­
muestra que también C, pasa por M. 

Ahora, estamos en condiciones da demostrar que los .puntos 01 • 0 2 • 
0 1 y 04 están sobre únll misma circunferencia. Consideremos las tres 
circunferencias C1, e~ y e, que pasan por ol mismo punto M; C1 .y 
C, se cqr~an además en él punto A13 mientras que C2 y C3, en oi punto 
A u· De aquí so deduce que 1) 

L0t0a02 = LA13MA23 = LAtaAs~Azs= ¿entro lz y lt· 
Análogamente se demuestra que L 0 10,02 =L. entre l 2 y Lt = 
= L 0 10 s0z, do dondo se desprunde nuestra proposición. 

2°. Supongamos quo nuestras proposicion<ls han sido demostradas 
ya para el caso de n rectas; podemos dar por domostrado también que 

1) Más exactamente: estos ·ángulos coinciden o su­
man. 180 °. l!:n realidad, para que todos los ruonamientbs sucesivos 
no dependen del dibujo hay que recurrir al concepto de ángulos (lrien­
tados (véanse. por ejemplo, las soluciones do los. problemas del Libro 
}{{, A8aMap. 8JreMeuorapuaR reoMe'¡.'pli.R, "· r. !1·1., 'Y'Ine,nrR!I, 1948 
(J. Hadamard, Geometría elemental, parte 1) escritas por D. l , Pere­
plolktn, (págs. 488 y 489). 
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el arco de la ctrcunferencia de centros de las n. rectas l1 , l9 , • •• , ln com­
prendido entre los centros ol y O.z de las clrcunferenctas de centros de las 
n - 1 rectas l2, l3 , • • • , ln y de las n. - 1 rectas l1, li, . .. , ln+1 es 
igual al ángulo duplicado entre las reqtas l 1 y 12 (véase e final de 1 o). 
Consideremos ahora 11 + t rectas lt. lz, . .. , ln+t en posición gene­
ral. Sea 01 el centro de la circunferencia Cr de centros de las n. rectas 
l2, 13 , • • • , Zn+i· etc.. y sea 0 13 ol centro de la circunferencia Cu d~ 

.... , 

FIG. 6() 

', 
\ 

\ 

' \ \Cz. 
1 
1 
1 

1 
1 

1 
1 

/ 

centros de las n- 1 recta8 13 , l~o , .. .. , ln+t • etc. Demostremos que 
las circunforéncias C1 , C2 , • • • , Cn+I se cortan en un mismo punto M. 
En e[acto. sea M el punto da intersección de las circunfercmcias C1 y 
C2 distinto do Ou. Tenemos ontonces1} 

1 
L0t3M0t2='2 U0130t2 = ¿entre l2 y l3 , 

{ 
L 012M02a = 2 UOt202a = L entre l3 y lt. 

De aquí resulta quo L. 0 13M023 = L ~utre l~ y. l1 = L 0 130 340 23 , es 
decir, que. fa. circunferencia C3 pasa por M . Analogamente se demuestra 
que to<tas las circunferencias restantes C,, ·c6 , • •• , Cn+l también 
pasan por M . ¡, 

----~----~-----------
1) Véas~l.:~,a llamada anterior.: 
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Consideremos ahora tres circunlerencias C¡, C 1 y C3 que pasan 
por el mismo punto M; Ct y Ca se cortan adem~s en el punto 0 13 

miontros quo C2 y C8 , en e punto 0 20• Tenemos1) 

L0t030 2 = LOt3M023= L Ot30,30 23= L en'trc l2 y L1• 

Análogamente se demuestra que L 0 10¡02 = L entre l1 y l1 cualquie-
ra que sea el punto 0 1 (t = 4, 5 .. .. . , n + 1), ~e donde se deduce 
quo todos los puntos 0 1 , o~~.. 0 3 , O, , ... , On+1 estan sobre una misma 
circunferencia. 

El enunciado del ejemplo 28 puedo sor modificado tomando en él 
circunferencias inscritas en lugar de clrcUDscritas. Pero aqui surge 
una dificultad nueva debida a que la circunferencia circunscrita al 
triángulo so define unívocamente (como la que pasa por t·odos los 
vértices del triánguLo) mientras que la circunferencia inscrita en el 
triángulo (o :~ea , tangente a todos sus lados) puede ser escogida entro 
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cuatro (ya que son tangentes a los tros lados una circunferencia ins· 
crita y tres circunferencias exinscritas). Para salvar llSta situación se 
puede proceder del. modo siguiente. Consideremos rectas y circunfe­
rencias orlenta.dtuindicandocon una flecha la direeción de movimiento 
en cada -linea; diremos entonces que ~a recta y una circunferencia 
orientadas son lángMte& sólo sf c.oinciden sus direcciones en el punto 
de· tangencia. En ~s~e cn.so siempre existirá una circunferencia oricn· 
tada úntca tangente a·. Ias tres rectas orientadas l1, l 2 y l 3 que no pasan 
por UD mismo punto ·(fig. 61, a·, b), la· Circunferencia orientada inscrita 
on el .triángulo que forman 11 • L2 y l 3 , 

Problema St. io. Sean z~,., l2 , l3 y l4 cuatro rectas orientadas en 
posición general, o sea, situadas de modo que dos cualesquiera se cor· 
tan y no hay tres q~e .PilSen por un mismo punto; sean 0 1 , 0 2 , 0 8 y O, 
los centros do las circunferencias orientadas inscrita!! en los triángu· 
los que forman, respectivamente, las roctas 12 , l 8 y l4, las rectas L¡, 18 
y l4, etc. Entonces los cuatro puntos 0 1, 0 2 , 0 3 y O~ están sobre una 
misma circunferencia que se denomina circunferencia de r.entros de la.s 
cuat,.o recto.• orientadas l¡, 12 , 13 y l 4 (fig. 62). 

1 ) Véase la lla.~ada anterior. 
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20. Supongamos que se ha definido ya la circunferencia de cen· 
tros de n rectas orientadas. Consideremos n + t rectas orientadas 
l1, Z2 , ... , lt1, ln+l en posición general. Sean 0.1• 0 9 , •• •• On• On+t 
los centros d e las circunferencias de centros de as n + 1 colecciones, 
con n rectas orientadas en cada una, que pueden formarse de ·nues­
tras n + 1 rectas. En tal caso los n+1 puntos 0¡, Oz, ... , On, O n+l 
están sobre una misma circunferencia, la ctrcunfere'fl:cla de centros de 
las n + t rectas orientadas. 

La solución del problema 31, próxima a la solución del ejemplo 
28, queda a cargo del lector. 

Problema 32. Dejlntcl6n del ortocentro de un polfgono h&Scrtto en 
La circunferencta. i 0 • Como es sabido, se denomina ortocentro del tri4n­
gulo el punto de intersección de sus alturas. 

2°. Supongamos que se. ha definido ya el ortocentro de un n-gono 
A1A 2 ••• A.,. inscrito en la circunferencia S . Sea A 1A2 • . • . An.An+J 

F IG. 62 

un (n + 1}·gono inscrito. en la circunf~encia S y sean H1, H 2 , ••• 

. . . , lln+l los ortocentros qe Jos n + 1 poHgonos A 2A 3 : •• ~n+l• 
A.A 8A 4 •• • A,.+t, . . .. A1A1 •.• An· Entonces las ctrcunferen· 
cias iguales a $ pero con centros en H1 , H 2 , ••• , Hn+t se cortan en 
un mismo puntó H que se aenomina ortocentro del (n + t )·gono 
A1A 2 ••• An+t (en la fig. 63 hemos representado el ortocentro del 
cuadrilátero A 1A ~AsA 4). 

Dejando la solución del probloma. 32 a cargo del loctor, señale­
mos que los ortocent.ros de los poligonos inscritos en la circunferencia 
poseen una serie de propiedades análogas a las que existen para los 
otrocentros de los triángulos; n o podemos detenernos aqu[ en la exp()­
sicíón d.e estas propiedades que se demuestran aplicando necesarta­
mente el método de inducción matemática (ya que el ortocent.ro del 
polígono ha sido def i.nido por inducción). 

Prol;llcma 83. 10. So denomina punto cen~ral de dos rectas (secan­
tes) el punto de· intersección de· las mismas. (fig. 64, a). 

Se deno:q1ina ·ctrcunferencta cent'ral de tres rectas en posición gene· 
ral (véase el ejell!plo 28) -la que pasa por los puntos centrales do cada 
par de estas rectas (fig; ,64, b). 
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Consideremos cuatro rectas l1 , l 2 , l 3 y 14 en posición. general. Seá 
S1 la circunferencia central de las tres rectas l3 , t3 y l4 , sea S2 la cir-· 

FIC. GS 

cunferencia central de las tres rectas 11 , l 8 y l 4 , etc. Entonces las cua­
tro circunferencias 81, S2, S8 y S4 se cqrtan en un mismo punto O 

e) 

JI'IG. 04 

que se· denomina punto central de lM c¡¿atro rectas l1, 12, l 5 y l, 
(fig. 64., e). 
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2°. Supongamos que se han definido ya la circunferencia central 
de 2n - 1 rectas y el punto central de 2n rectas. Collilideremos 2n + 1 
.rectas 11, 11 , ••• , l111 , lan+l en posición general. Sea A1 el punto cen­
tral de tas 2n rectas &1, t3 , • ; • , lan• la11+1 ; sea A 1 el punto centrar de 
las 2n rectas l1, l8 , ••• , l211, lan+l• etc. y sea, por ultimo, Aan+l el 
punto central de las 2n rectas t¡, l2 , ••• ,_l1111• Entonces los puntos 
A 1, A 11 , ••• , Aan+l están sobre una misma circunferencia que .se de-
Domina circunferencia central de las 2n + 1 rectal$ l¡ , l1, ••• 

• • •• lan• lsn+l· 
C<lnsideremos finalmente 2n + 2 rectas l1, l1 , ••• , lJ"+l• lan+a 

en posición. general. Sea S1 la circunferencia central de las 2n + 1 
rectas 11 , 18 , ••• , lan+l• lsn+ai sea S1 la circu:n!etencia central de las 
2n + 1 rectas.lr, 18 , •••• lan+l• lan+ai etc. y sea, por último, Ssn+tla 
circunferencia central de· las 2n + 1 rectas l1 , l1, ••• , lsn+l· Entonces 
las circunforoncias S1, S 1, ••• , San+l• San+a S8 cortan en un mismo 
punto que S8 denomina punto central de lcu 2n + 2 reclM l1 , l1 , ••• 

• • • • lan+l• lan+a• . 
SUGERENCIA· Las demostraci.on98 de las proposiciones aquí 

enunciadas se puede encontrar··en el libro de D. O. Shkltarskl y otros 
indicádo eil la página 78 (véase la solución del problema 125) y e~ el 
libro de JI. M. H?MM, reoMeTpH'lOOKHe npeo6pa30BaHWl; ll, M., 
rocTexns.u.aT, 1956 (1. M. Yaglom, +Transformaciones geométricas, 
volumen 11 (véase la solución del problema 218, a). 

Problema 34. fo, Sean li, 11 y la tres rectas en posición general. 
El centro de l~t circunferencia cirounscrit.a al triángulo que éstas forman 
se denomina punto central d~ las tres rectas. 

Collilideremos ahora cuatro rectas l 1, l3 , l11 y l4 en posición general. 
Sea A1 el punto central de las tres rectas l1 , l8 y l4 , sea Aa el punto 
central de las tres rectas lt, l8 y L4 , etc. Entonces los cuatro puntos 
A 1 , A 1 , Aa y A. están en una misma circunferencia (véase el ejemplo 
2~). que se denomina ctrcunferem;ia central de las cuatro recltu l1 , 11 , 
l 3 y t,. 

2~. Supongamos que se han definido ya el punto central de 2n - i 
rectas· y la circunferencia centr!ll de 2n rectas. Consideremos 2n + 1 
rectas l¡, l2 , ••• , l2 n., lan+l en P.osición general. Sea $1 la circunle­
rencia central de las 2n rectas l:a, l3 , ••• , l~an • lsn+1; sea S1 la circun­
ferencia central de las 2n rectas ~. l 8 , ••• , l 2 n, l 9 n+1 ; etc. y sea, por 
último, S 2n+t la ·circunferencia central de las 2n rectas l1, l1 , •• ; , lzn· 
Entonces las circunferencias sl. Sa • . . .• S2n+l se cortan en UD mismo 
punto que se dénomina punto central de las 2n + 1 rectas l1, l 1 , ••• 

• • •, l2n·, l2n+l• 
- Consideremos finalmente 2n + 2 rectas l1 , l2 , ••• , ~n+a en 

posición. general. Sea A 1. ol punto central do las 2n + .1 rectas 
l11, l 3 , ••• , lzn+:ai sea A 1 el punto central de las 2n + 1 rectas 
l1, la • ••• , l~n•z• etc. y sea, por último, A2n+s el punto central de las 
2n + t re·ctas l1, l8 , •••• l2 n+l• Entonces los puntos A1 , A 8, •• , 
••.. , A 2n+i están en una misma circunferencia que se denomina ctrcun­
fer~ncta central de llJ$ 2n. + 2 rectas l1 , l1 , -·. • • , l2n+a· 

sUGERENCiA· Las demostraciones de las proposiciones aquí eoun· 
ciadas son completamente análogas a las demostraciones de las pro· 
posiciones que co~stituye.tt el contenido del problema 33. 
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Se denomina elementq ltneal el par formado pnr. ün punto A y una 
dirección en ét determinada par la recta a que pasa por A. El elemento 
lineal se ;epresent.a por (A, a). Oiremos que .n elementos lineales 
(A 1 , a1), (A 1 , a,) , ... , (An• an) son conclclicossdas rectas a1• a9 , • • •• 

. . . , an son rectas e.n posición general (véase el ejemplo 2ts) y los tt 
puntos A" A a. . .• , An están en una misma circunferencia. 

Problema 35. 1°. Se denomina ctrcunferencia dtrectrtz de dos ele­
mentor Ltluales (A 1 , a¡} y (A 2 , ·a,) (tales que los puntos A 1 y A 2 
son distintos y las rectas a1 y a1 se cortan) la circunferencia que pasa 

a) 
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por los. puntos A i y A 1 y por el punto do interseccic'¡n d_e 4]. y a1 
(fig. 65, ci). Las circunferencias. directrices de tres pares de elementos 
lineales (1.t• at} y (A 1 , a3), (A., a1) y (A 3, a8}, (A 2, a3) y (A 8 , a 8) (ta­
les que too os -los puntos A1 , A, y A 9 son distintos y las recta.s 4]., a3 
y a. son rect !IS en posición general) se cortan en un mismo punto que 
se denomina punto director de los tres elementos ltneales (A1 , a¡), 
(A 1, a1) y (A 1 , a8} (fig. 65, f?). 

2o. Supongamos que hemos definido ya la circunferencia direc~riz 
de 2n - 2 elementos lineales oonciclicos y el punto director de 2n - { 
elementos lineales coneí'clicos. Consideremos 2n elementos lineales 
concíclicos. Ep.tonces los 2n puntos directores de todas las colecciones 
formadas por 2n - 1 de estos elementos están en una misma circun­
ferencia denominada ctrcunftrencia d irectttz de los 2n elemento• ltnea­
les concfcllcos. Además, si consideramos 2n + 1 elementos lineales. 
conciclicos, todas las colecciones formadas por 2n de estos elementos 
determinan 2n + 1 circunferencias directric~ que se cortan en un 
mismo punto llamado punto cttrector de los 2n + t elementos ltneafes 
conclclicoa. 

SUGERENCIA· Las demostraciones de las proposiciones que oons· 
ti tu yen el contenido de este pr~blema se puede. encontrar en la 
pág. 93 del libro de I. M. Yaglóm .(véase la solución del problema 
2i8, h) 
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§ 6. 

1NDUCCION 

SEGÚN EL NÚMERO 

DE DIMENSIONES 

Al estudiar la Estereometría salta a la vista lá analogía 
que existe entre los teoremas de la Planimetría y de la 
Ester~ometría. Así, las propiedades del paralelepípedo se 
asemejan mucJ¡o a l as del paralelogra,mo (compárense, por 
ejemplo, los teoremas: «Las caras opuestas del paralelepípedo 
son iguale~ y las diagona,les del paralelepípedo se cortan 
en el punto medio de to.das ellas», «y Los lados opuestos del 
paralelogramo son iguales y las diagonales del parálelogramo 
se cortan en el ·punto medio de ambas&) y las propi13dade~ 
de la esfera se asemejan a las propiedades de la circunferen­
cia (compárense, por ejemplo, los teoremas: «Todo plano 
tangente a la esfera es perpendicular al radio en el punto 
de tangencia» y «Toda tangente a una circunferencia es 
perpendicular al radio en el punto de tangencia»). Al mismo 
tiempo existe una diferencia substancial entre las propieda­
des de las figuras en el plano y en el espacio. La dífere~cia 
principal consiste en que las figuras en el plano t ienen dos 
dimensiones («longitud». y «anchura».) mientras que los 
cuex:pos en el espacio tienen tres dimensiones («longitud)), 
«anchura& y «altura») . A tenor con ello ¡a posición de un 
punto en el plano se determina plenamente mediante dos 
coordenadas (f.ig. 66, b) a: e y .mientras que para determinar 
la posici~n de un punto en el espacio se precisan tres coor­
denadas x, y y z (fig. 66, e). Por esta razón el espacio co­
rriente· se denomina con frecuencia espacio tridimensional 
(«espacio de tt:es dimensiones») y del plano se suele decir 
que representa el espaqio bidimensional («espacio de dos 
dimensiones».). 

Esta terminología puede hacerse extensiva al caso de la 
recta. La posición de un punto en la rect~ se determina plena­
mente mediante una .coordenad~ única x (fig. 65, a).; esto 
se debe a. que todas las .figuras (seg-men\os) e.p. la recta tienen 
un·a dimensión nada más («longitud»). Por eso, se dice que 
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·}a recta e5 un espacio unidimensional; csw permite considerar 
que el número de dimensiones del espacio puedé ser uno, 
dos o tres. ·· 

Como regla general, Los teoremas de la Estereometría 
son más complejos que las proposiciones correspondientes 
de la Planimetría; a su vez, las propiedades de las figuras 
planas son mucho más complejas que las propiedades de las 
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figuras (segmentos) en la recta. Por otra parte, la deroos~ra­
ción de los teoremas «tridimensionales» (o sea, de la Este­
reometría) se hasan de mQdo substancial en l~s correspon­
dientes proposiciones :«bidimensionales» (o sea, de. la Plani­
metria)¡ por ejo'!llplo, la demostración de que las diagonales 
del paralelepípedo se cortan en el punto medio de las mismas 
se b~~a en la propfedad -correspondiente de las diagonales 
del paralelogramo. A su vez, sucede que lá demostración 
de teoremas «bidimensionales» se b.asa en los análogos 
«Unidimensionales». Esta circunstanci~ haco p.osible la 
aplicación, en detex:minados problemas geométricos, do la 
tnducctón según el número de· dimensiones quo consiste en 
el paso sucesivo del espacio unidimensional al espacio 
bidimensional y,. después, al tridü;nensional ; el parágrafo 
pt:esonte comprende precisall.lente ejemplos de este tipo. Con 
frecuencia la inducción según el número de dimensiones 
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se emplea a la par con. la inducción co1·riente y a veces 
puode ser incluso sustituida por ésta. 

Al analizar los problemas y los ejemplos de ostc pará­
grafo debe tenerse en cuenta que la circunferencia plana 
(o sea, el lugar geométrico de los puntos equidistantes 

A o 8 

a) 

b) e) 

l"lC. ; 67 

e D 

A B .~. A e 
a) b) 

8 

FIG. 68 

de u n punto fijo O, fig. 67, b) corresponde a .la superficie 
~férica (fíg. 67, a) .. en el espacio y a dos puntos equidistantes 
del punto O (fig. 67, a) en .la ·r.ecta; el' círculo plano corres­
'popde a la esfera en el espacio y al segmento en la recta; 
por último, eJ. i riángulo plano A BC (fig. 68, b) corresponde 

7-941 
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al tetraedro (o sea, a una pirámidé triangulár de vé~tices 
A, B, C y D, Hg. 68, e) en el espacio y al segmento AB que 
tiene dos «vértices» A y B (fig. 68, a) en la recta. 

Cah(l subrayar que no hay respuesta univocá, como regla general, 
a la pregunta de qué proposición de la .Estereometría corresponde a un 
determinado teorema de la Planimetría. Conviene aceptar, a veces, 
que el triángulo plano corresponde a este mismo triángulo pero con~ 
siderado en el espacio y no al tetraedro (figura que tiene una dimen­
sión más); de la misma forma se puede aceptar que la recta plana co­
rresponde a la recta o al plano en el espacio. Asi pueden obtenerse dis­
tintos ¡:análogos estereom6trico~ de un mismo teoi'(!Dla .do la Plani­
metría. Consideremos, por ojemplo, el teorema: cla suma de cuadrados 
de las distancias entre un punto M del plano y los vértices de un 
n-gono regular de centro O inscrito en una circunferencia de radio R 
ea igual a n (R3 ;t OM2)•; (véase, por ejemplo, el problema 234 del 
libro de 0.0. Shkharski. y otros indicado en la pág. 10) le corresponden 
dos tooremas en la Estereometría: «la suma de cuadrados de las aistan­
cias ontre un punto M del espacio y los vértices de un n·gono regular. 
de centro O inscrito en una circunferencia de radio R ea igual a 
n (R11 + OMa)~ y da suma de cuadrados de las· distancias entre un 
punto M del espacio y los vértices de un pol.iedro regular de n vértices 
inscrito en una esfera de centro O y de radio R es igual a n (R2 + 
+ O M2)t; ambos teoremas son válidos y ambos pueden ser ded~cidos 
del teorema cbidimensionall> correspondiente empleándose ambas 
veces la inducci{ln según el número de dimensiones. Sin entrar en más 
detalles, recomendamos al loctor comparar el paso del teorema «UDÍ· 
dimená.ionab a)os teoremas cbidimensional» y «tridimensional» en los 
ejemplos 30 y 39, por un Jado, y en los ejemplos 37 y 38, .POr otro· lado. 

Siguiendo el plan general de la obra, el parágrafo pre­
sentE;~ comprende cuatro partes: 1) cálculo por inducción 
se.gún el número de dimensiones; 2) dem<?stración por induc­
ción según el número de dimensiones; 3) determinación de 
lugares geométricos por inducción según el número de 
dimensiones y 4) definición por inducción según el número 
de dimensiones. No se ha incluido la sección correspondiente 
a los problemas de construcción por inducción según el 
número de dimensiones ya que el problema mismo de c·ons­
trucciones en el espacio no es suficientemente concreto: 
admite distintos enfoques y la discusión de los mismos nos 
alejaría mucho del tema del folleto presente. En todos los 
casos se considera como principal la proposición «tridimen­
sional» (de la 'Estereometría) aun cuando el mayor interés 
representa, como regla, el res1,1ltado correspondiente al caso 
«bidimensional» (plano) ; siendo asít el paso del caso bidi­
mensional al tridimensional sólo se aboceta y no se expone 
detalladamente. 
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Un papel considerable desempeña en la Matemática 
y la Física modernas el concepto del espa-cio n-dimensional 
en el que la posición de un punto se determina por n núme­
ros x 11 x1 , • • • , Xn denominados coordenadll$ de este punto; 
aquí n es un número entero positivo cualq"Q.iera mayor, es 
posible, que tres (así, se habla, por ejemplo, del espacio 
de esferas áe cuatro dimensiones, donde las coordénadas 
x, y, z y r de una esfera son las tres coor.d4;)nadas de su centro 
y el radio de la esfera; en la Física desempeña un papel 
considerable el espacio de sucesos de cuatro dimensiones, 
donde las coordenadas x, y, z y t de un suceso son las coor­
denadas corrientes del punto donde ocurre el suceso y el 
momento del suceso, así como el espac(o de fases de .un punto 
móvil s9bre un plano en el que las coordenadas son los 

números x, y, x e y, dondo x e y son las coordenadas de la 

posición del punto, mientras quo· _;; e y son los componentes 
de su velocidad, etc.). Si aceptamos que la distancia entre 
los puntos A y B de coordenadas (x1, x 2, •. •• , Xn) y 
(y1 , Y'1• ••• , Yn) del E!Spacio n-dim!')nsional es igual a 

V ·(x,-y,)2 +(xz-Y2)2+ · · · +(xn-Yn)2
, 

el espacio se denomina euclíd:eo; en este espacio se puede 
definir el cubo n-dimensional .y el símplice n-dimensional 
(análogo d~l triángulo y dol tetraedro), la esfera y la bola, 
etc)). Con frecuenda las propiedades de las figuras en el 
espacio n-d~mension;1l se d_emuestran por induccí6n según el 
número de dimensiones del espacio; hablando con rigor, sólo 
al demostra1· teoremas <m-dimensionales», dondo n es cual­
quiera, podemos con pleno fundamento hablar del método 
de in4uc(1i6n ya que sólo en este caso se realiza plenamente 
el «segundo paso» de la descripción de este méto..do que 
afirma la posibilid-ad de pasar. de un valor arbitrario n = k 
al valor siguiente n =k+ 1 (véase la p_ág. 11). El método 
de inducción matemática pe~mite traspasar al espacio 
n-dimen~io·nal , donde-n es cualquiera, todos los resultados 

r 
1) ·véase, por ejemplo, B. A, PosewftMt.O H 

H. M. RMoM, MBoror.tepuHe npocTpaBc-t'Ba, Ssu.HKnonenna ane­
Mearapuoó MaT.eM&TlfKR, Rll. V (reoMerpna}. HayKa, 1966, crp. 349 -
392. (B. A-. Rosenfeld e J. 111. Yaglom, Espacios multidimensioneles, 
en ·ta Enciclopedia· de mntemática elemental. libro V (geometría), 
págs. de 349 a 392). 
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de este parágrafo. Pero , como el CúJicepto ue espacios multi~ 
dimGnsionales rebasa los márgenes de preparación matemá­
tica que, suponemos, tiene el lec~or del pre::~ente folleto, 
nos limitaremos Gn lo sucesivo sólo a los casos n = 1, 2 ó 3 
(o sea, a los aasos de la recta, .del plano y del espacio co­
rriente). 

1. CÁt.CULO 

POR INDUCCION 

SEGÚN EL NúMERO 

DE DIMENSIONES 

Ejemplo 29. ¿En cuántas partes dividen el espacio 
n. planos si tres cualesquiera se cortan y no hay cuatro que 
tengan un punto común (diremos que estos planos son 
«planos en posición general»)? 

CQnsideremos sucesivamente tres problemas. 
A. ¿En cuán.tas pat·tes divíden la recta n puntos? 
sor.uciON. Representemos este número p·or F 1 (n); · es 

obvio que F1 (n) = n + 1. 
B. ¿En cuántas partes dividen el plano n rectas si dos 

cualesquiera se ·cortan y no hay tres quo tengan un punto 
común (n rectas en «posición general»)? 

SOLUCION. 1°. Una l'CCta dí vide ol plano en dos partes. 
zo. Supongamos couocido el número F 11 (n) de partes en 

las que dividen el plano n rectas en posición general y con­
sideremos n + 1 rectas en posición generaL Las n primeras 
de estas rectas dividen el plano en F 2 (n) partes; la recta 
(n + 1)~ésima l se corta, por hipótesis, con las restantes 
n rectas en n puntos distintos; dichos puntos di vi den la recta l 
en F1 {n) = n + 1. partes (véase A). :Por consiguiente; la 
recta l tiene puntos comunes con n + 1 de las partes ya 
obtenidas, o sea, a las F2 (n) partes se agregan F1 (n) = n + 
+ 1 partes nnevas de modo que 

F 2 (n + 1) = F 2 (n) + F1 (n) = F 1 (n) + (n + 1). (13) 
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Tomando para n en la igualdad (13) los valores n - 1, 
n - 2, ... , 2, 1, obtenemo~ 

F 2 (n) = F 2 (n- 1) + n, 

F'J (n - 1) = F2 (n - 2) + (n - 1 ), 
41 • • • • ' • • • ' • • • • 4 • • • • 

F 2 (3) = F 2 (2) + 3, 

F2 (2} = F2 (1) + 2. 

Sumemos est.as igualdades¡ puesto q ue F 2 (1) = 2, tendremos 

F, (n) = F'). (1) + [n + (n- 1) + ... + 21 = 

= j + [n + (n - l) + .. . + 2 + 1], 

y definitivamonte 

F ( ) -i+ n(n+ 1) _ nZ+n+2 
zn- 2 - 2 

.:· 

(véase la fórmula (2) de la Tntroduceión,. pág. 12). 
C. El problema inicial. 
.SOLUCION. 1°. Un plano divide el espacio en dos partes. 
2°. Supongamos conocido el número F 3 (n) de partes en 

las que dividen el espacio n. planos en posición general 
y c.onsideremos n + 1 planos en posición general. Los n 
primeros de estos planos dividen el espacio en F 3 (n) partes: 
el plano (n + 1)-ésimo :rt se corta con esos n planos según n 
recta en posición general que-lo dividen. por consigui~nte, 

en F2 (n) = n
2+

2
n+ 2 partes (véase B). Es decir, obtene­

mos la relación 

F F ( 
n2+n+2 

3(n+1) = F3 (n) +F2 (n)= s n)+ 2 
. (14) 

Introd_uciendo n - i, n - 2, ... , 2, 1 en lugar 
la igualdad (14), obtenemos 

F 3 (n) =F3 (n- 1)+ 

F3 (n- 1) = F3 (11-2)+ 

(n-1)2+(n -1}+2 
2 

(n-2)2+ (n-2)+ 2 
2 

F 3 (3) = F~ (2) + 
F3 (2) = .F8 '(1) + 

2.2+2+2 . 
2 

1.2+1.+2 
2 

de n en 
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Sumando est.as igualdades, obtenemos 

F3 (n)=F:d1)+ ~ [(n-1)2 +(~--2)2 + . .. +121+ 
1 1 + 2 1(n- t )+(n-2)+.-. +11+ y l2+2+ ... +21 

"---------n-t doaes 

y definitivamente, recordando las fórmulas (2) y (3) de la 
Jntrodncción y que F 3 (1) = 2, encontramos 

Fs{n)= 2+ n(n-1fi2n-4) + (n~i)n +(n- 1) = 

(n + 1) (n2-n+6) 
- 6 

Problema 36. ¿En cuánt~s partes dividen el espacio 
n esferas si dos cualesquiera se cortan? 

SUGERENGJA·. Consideremos s~~esivamente los problemas si· 
guientes. 

A. ¿En cuántas part~ dividen la recta n ccireunferencias unidi­
mens1onales., o sea, n pareá de .puntos (véase la introducción a· este 
parágrafo, pág. 97·.9~)? 

RESPUESTA- 2n puntos dividen, la recta ~n 2n + 1 partes. 
A'. Dct.ormfnese el número el>¡ (n) de partes en las que dividen la 

ciJ:Curiferencia n ·pares de puntos sit uados en la misma. 
RESPUESTA. q>1 (~) = 2n. 
B. DetertQinese el número <1>1 (n) de partes en las que dividen el 

plano n ·circunferencias que se cortan doo .a dos. . 
SO.LUCI~N. Pues~o que n circunferencias cortan la (h + t )·ési­

ma en n pares de puntos· ·y·, por consiguiente, la dividen en «Í>¡. (n) = 
= 2n .parte!! (véase .A'), resulta qu e en~re las <I> (n) p~es, en las 
qu.e dividen el plano las n circunferencias, hay <!>1 Cn) = 2n partes ·que 
tien~ puntos comunes con la (n + 1)-ésima ciréunferencia. De aquí 
obtenemos la igualdad 

<I>~ (n + i) = C!>t (n) + C%>1 (n) -= Cl>2 (n) + 2n. 

Basándonos en esta igualdad y en que Cl> 2 (1) = 2, encontramos 

Cl>1 (n) = n3 - n + 2. 
B'. ¿En cuánt.as partes dividen la esfera :n circunferencias que 

se h~llan sobre ésta y que se cortan dos a dos? 
RESPUESTA· En el>, (n) = n11 - n + 2 partes. 
C. El problema inicial. 
SOLUCION. n esferas cortan la (n + 1)-ésima según n circunfe· 

renaias y, por consiguiente, dividen eu superficie en <Pa {n) = n• -
- n + 2 partes (véMe B') ; por eso, si n esferas que se cortan dos a 
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dos dividen el espacio en (1)3 (n) partes. resulta que n + 1 esferas divi­
den el espacio ~ 

Cl>s (n+ 1) =(l)s (n}+(l)2 {n) = CD3 (n)+ (n2-n+ 2) 

partes. Puesto que $ 1 (f) = 2, podemos encontrar de aqu[ que 

CD
3 

(n) = n (nZ-
3
3n+ 8) ·' 

2. DEMOSTBACION 

POR 1NDUCC10N 

SEGúN EL NúMERO 

DE DIMENSIONES 

EJemplo 30. Un tetraedro cuyos vértices están numera­
dos mediante las cifras 1, 2, 3 y 4 se divide en ~traedros 
menores de modo que dos cualesquiera tetraedros de la 
partici6n no tienen puntos comunes,. tienen un vértice 
común, tienen. una arista común (pero no ttna parte de 
~rist.a) o tie~en una cara·común (poro no unA parte de cara). 
Todos los vértices de los tetraedros menores también se 
numeran con las mismas cifras f, 2, 3 y 4 con la particula­
ridad de que para aqueUós vé.rtices que se encuentran sobre 
las caras del tetraedro mayor se emplean las tres cifras con 
las que están numerados los vértices de las caras correspon­
dientes;· de la misma forma, para los vértices que pertenecen 
a las aristas del tetraedro mayor se emplean )as dos cifras 
con las que están numerados los extremos de las aristas 
correspondientes. Demuéstrese que habrá al menos un 
tetraedro pequefio cuyos vértices están nuroorados con 
cifras distintas. 

Consider~mos sucesivamente los problemas siguientes. 
A. Un segmento cuyos extremos están indicados por las 

cifras 1 y 2 se divide en segmentos men·Qres disjuntos y todos 
los puntos de la partición se numeran mediante las cifrss .i 
y 2 (fig. 69, ~). D~muéstrese que habrá al menos un segmento 
de la partición cuyos eJttremos est.án nt1merado~ con cifras 
distintas. · 

' soLUClON. Demostremos q~e es impar el número de seg­
mentos indicados por 1· 2; ae ello se deducirá que existe un 
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segmento de este tipo como mínímo (ya que cer9 es un núme­
ro par). Sea A la cantidad de extremos de. los segmentos 
de la partición que lievan 1~ cifra 1. Este número es impar 
ya que cada vez que la cifra 1 aparezca. dentro del segmento 
grande (sea k el número de estos casos) será ·extremo de dos 

·segmentos de la partición y únicament.e la cifra 1 que figura 

J 

2 
b) 

FIG. 69 

on uno de los extremos del segmento grande corresponderá 
a un segmento de la partición ; por consiguiente, 

A= ·zk + 1. 

Por otra parte, sea p el nú.mero de segmentos de la parti­
ción de tipo 1 1 y sea q el número de segmentos de tipo 1 2; 
entonces, el número A de vérticés 1 será 

A= 2p + q. · 
De la igualdad 

2k + 1 = 2p + q 

se deduce que q es impar. 
B. Un triángulo cuyos vértices están numerados mediante 

las cifras 1, 2 y 3 se di vi dé on triángulos menores do modo 
que dos cualesquiera triángulos de la partición no tienen 
puntos comunes, tienen un vértice común o tienen un ladó 
común (pero no una par te de lado). Todos los vértices de los 
triángulos de la partición se numeran también con las 



cifras 1, 2 y 3 con la particularidad de que para numerar 
lo~ vértices que aparecen en los lados del triángulo mayor 
¡té emplea una de las cifras que llevan los extremos de los 
lados correspondientes (fig. 69,- b). Demuéstrese que habrá 
al menos un triángulo de la part ición cuyos vértices están 
numerados con cifras distintas. 

sowcroN. Demostremos que el número do triángulos de 
t1 po 1 2 3 es impar. Calculemos con este fin el número 
~otal A de lados de ti.po 1 2 en los triángulos de la partición. 
Sea k el númer9 de segmentos de tipo 1 2 quo se encu~ntran 
dentro del triángulo principal y 8ea l el número de seg­
mentos de este .tipo q:Ue aparecen en el. lado 1 2 del triángulo 
mayor (los otros dos lado~ de este triángulo no pueden tener 
segmentos de t ipo 1 2). Cada uno de. los k segmentos per­
tenece a dos triángulos de· la partición y cada uno . de los l 
.se·gmentos pertenece a un triángulo de la partición¡ por 
eso, 

A= 2k +l. 

Por otra p·arte, sea p el número de triángulos de la par­
t ición de ·tipo 1 2 2 o de tipo 1 2 1 y sea q el número de t rián­
gulo.s de tipo f 2 3. Cada uno de los p triángulos tiene dos 
lados de tipo 1 2 y cada uno de los q triángulos tiene un 
lado de este t ipo: por eso, 

A= 2p + q. 

De la igualdad 

2k + l = 2p + q 

se deduce que q es par o impar según lo sea l . Pero, en virtud 
de la proposición A , el número l es impar y, por lo tanto, 
también g es i~par. 

C. La proposición inicial . 
SOLUCIO~. Sea A el número de catas de tipo 1 2 3 en los 

tetraedros de la partición. Si k de estas caras se encuentran 
dentro del tetraedr:o principal y l de estas aparecen en su 
cara 1 2 3, tene~QS 

A· = 2k +l. 

Por otra parte, si ·P. ~s el número de tetraedros de la 
partición de tipo 1 1 2 ~. 1. 2 2 3 ó 1 2 3 3 y q es el núme-
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ro de tetraedros de la partición de tipo 1 2 3 4, tenemos 
obviamente 

A= 2p + q. 
De la igualdad 

2k + l = 2p + q 

se deduce que los números q y l son ambos pares o ambos 
impares. Pero, en virtud de la proposición B, l es un número 
impa-r de modo .que también q es impar. 

En la introducción a este parágrafo hemos explicado qué 
la inducción según el número de dimensiones puede ser 
sustituida a veces por la inducción corriente. Veamos ejem­
plos que lo C·o:qfirman. 

Ejemplo 31. Demuéstrese la proposición del ejemplo '30 
A empleando la inducción según el número n de segmentos 
de la partición. 

soLucrON. 1. 0 • Para n = 1 la proposición se hace evidente~ 
2°. Supongamos que nuestra proposición ha sido ya de­

mostrada para cualquier partición del segmento en n seg­
mentos menores. Consideremos una partición del segm~nto 
1 2 en n + 1 segmentos menores. Si estos segmentos no son 
todos do tipo 1 2, habrá un segmento cuyos e:1rtremos llevan 
cifras iguales, por ejemplo, un segmento de ti-po 1 t. Con­
trayéndolo. a un punto, obtendremos una partición del 
segmento 1. 2 en n ~egmentos menores. Según la hipótesis 
inductiva, en esta partición y, por consi'guiente, también 
en la inicia.l habrá al menos un segmento de tipo 1 2 que 
es lo que queriamos demostrar. 

EJemplo 32. Demuéstrese la proposición del ejemplo 30 B 
empleando la inducción según el número n. de triángulos 
de la partición. 

soLUCION. 1.0 • Para n = 1 la proposición se hace evidente 
y para· n = 2 se demuestra sin dificultad. 

2°. Supongamos que nuestra proposición ha sido demos­
trada ya. para cualquier partición del triángulo 1. 2 3 en n 
o en menor número de partes. Consideremos una partici6n 
en n + 1 triángulos. Si estos triángulos no son todos de 
t.ipo 1 2 3, existe uno que tiene cifras iguales, digamos 1, en 
cfos vértices. Este lado 11 corresponde a dos triángulos de 
la partición (si está dentro d'el triángulo principal, fig. 70, a} 
o un triángulo (si este lado aparece en uno de los lados ·del 
triángulo principal , fig. 70 l:i). Contrayendo el segmento 1 1 
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a un punto, obtenemos urra partición nueva del triángulo 
1 2 3 en n - 1 (primer caso, fig. 70, e) o en n (segundo caso, 
fig. 70, d) triángulos. Según la hipótesis inductiva, en esta 
partición (y, por consiguiente, también en la inicial) habrá 
al menos un triángulo cuyos vértiées sean de tipo 1 2 3. 

3 

a) b) 

J 

3 

e) 

FlC. 70 

Problema 37. Demuéstrese el teorema del ejemplo 30 C 
empleando la inducción según el número n de tetraedros 
de la partición. 

sUGERENCIA. La demostración es análoga a la demostración de 
.la proposición del ejemplo 32. 

J ... a proposición del ejemplo 30 puect·e ser precisada. Con 
este fin introducimos ~r concepto de orientación para todo 
tetraedro . cuyos vért~Qes están numerados mediante las 
cifras 1, 2, 3 y 4 distinguiendo ·dos tipos de orientacione.s 
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seg'!Ín que el recorri!i?•· d~ 1¡¡, cara 1 Z 3, del vértice 1 al vér~ 
tice 2 y después al ver.tice 3, sea visto 9esde el vértice 4 en 
el mismo sentido. que .se mueven: las ngujns del reloj o en 
el sentido contrario. Tiene lugar entonces la proposición 
siguiente. · 

Problema 38. Demuéstrese que, cumpliéndose las condi­
ciones del ejemplo 30, el número de tetraedros de tipo 1 2 3 4 
orientados igual que el tetraedro. mayor supera en una unidad 
exactamente el número de tetraedros de tjpo 1 2 3 4 de 
orientación opuesta. 

SUGERENCIA· Considérense sucesivamente los problemas si~ 
guientes. 

A. Cumplidas las condiciones del ejemplo 30 A, distinguiremos dos 
clases de segmentos de t ipo i 2 según que la dirección del vértice 1 al 
vértice 2 coincida o no coincida con la dire~ción del vértice 1 al vér­
·tico 2 en el segmento principal. Demuéstrese 9ue el número de seg~ 
mentos do la primera clase supera en uno el numero de segmF~ntos de 
la segunda. 

B. Diremos que un triángulo t 2. il (véase el ejemplo 30 B) está 
orientado segQn (contrariamente a) las agujas dol reloj si su recorrido 
del vártice f al vértice 2 y después ~l vértice 3 se realiza según (cQn~ 
trariamente a) las agujas del reloj. Demuéstrese gue el número de los 
triángulos .de tipo 1 2 3 orientados igual que el triángulo principal 
supera en uno el núme1'o de los demás triángulos de tipo 1 2 3 de la 
partición. 

C. El problema inicial. 

Ejemplo 33. En el espacio se toman n. esferas de modo 
que cuatro cualesquiera se corten. Demuéstrese que tod~s 
las esferas se cortan, o sea, que existe un punto perteneciente 
a todas ellas. 

Consideremos suc~si vamenté los problemas siguientes .. 
A. En la recta se toman n segmentos de modo que dos 

cualesquiera se corten. Demuéstrese que todos los segmentos 
se cortan, o sea, que existe un punto perteneciente a todos 
ellos. 

soLUCION. 1°. Para n = 2 la proposición se hace· evidente. 
2°. Supongamos que nuestra proposición ha sido demos­

trada ya para n segmentos cualesquiera. Sean lt> l 2, ••• 

. . . , ln, ln+l n + 1 segmentos do la re_cta que se cortan 
dos a dos. En virtud de )a hipó•csis inductiva, los n seg­
mentos l1 , l 2 , ••• , l,l se cortan. Sea l la parte común df' 
los mismos (que es, obviamente, un punto o un segmento). 
Demostremos que el segm,ento ln+l se corta con l. Suponga~ 
mos lo contrario; entonces existe un punto A que separa 
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li\+I y l (fig. 7·1, a). Pero todos l(l.s segmentos l1 , l'A, ... , ln 
contienen l y, por .hipótesis, se cortan con el segmento 
ln+1 ; luego, todos estos segmentos contienen el punto A 
que, por consiguiente, pertenece a l. Esta contradicción 
obtenida muestra que ln+l y l se cortan; la parte común 

A 

a) 

b) e) 

FIG. 71 

de ambos ·pertenece a todos los segmentos considerados 
lx, l2, ... ' ln+l· 

B. En ol plano se toman n círculos de modo que tres 
cualesquiera se corten. Demuéstrese que existe al menos un 
punto que pertenece a todos ellos. 

SOL'UCION. '1°. Si n = 3, la proposición se hace evidente. 
2°. Supon:gan:10s que nuestra proposición ha sido demos­

trada ya para n círculos cualesquiera . Consideremos en el 
plano n + 1 círculos C11 C2, ••• , Cn, Cn+l· En virtud de 
la hipótesis inductiva, los n círculos· C1 , C2 , •• . , Cn se 
cortan; sea C la p!lrte común de los mismos (fig. 71, b) (el 
«polígono circular» e puede ser un círculo y también puede 
reducirse a un .punto) .. Pe.bemos ·dempstrar que la figura e 
y ol eh-culo en+l se cortan. Supongamos lo contrario; enton­
ces podremos trazar unf\ .recta l que separa las figuras Cn+1 
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y C: por ejemplo, podemos considerar. qué esta recta es la 
perpendicular l a ·la recta que une el centro O del círculo 
Cn+l y el punto A de la figura C más próximo a O levantada 
en el punto medio del segmento AB, donde B es el punto 
de intersección del segmento OA y de. la circunferencia del 
círculo Cn+t (fig. 71, c)1) ... 

Cada uno de los cí~.culos C1 , Ca, ... , C11 se corta con 
la recta l ya que tod·os contienen la figura e y 1 por hipóte­
sis, cortan el círculo en+t· Sea a1 el ·segmento que el círcu~ 
lo e 1 corta en la recta l, sea a 8 segp:1.ento que el círculo C 8 
corta en la recta l, etc. En la recta l tendremos entonces 
n segmentos a1 , a 2, ••• , a11 • C~alesquiera dos de ellos se 
cortan. En efecto, consideremos un par de ellos, por ejem­
plo, a1 y a 1 • Sea M un punto cualquiera de la· figura e (el 
punto M pertenece entonces a ambos círculos e1 y eJ~ 
Además, existe un punto N que pertenece a los tres círcü­
IQs e 1 , e a y en+1 ya que tres cualesquiera de los círculos 
considerados se cortan. Entonces el segmento MN. pertenece 
íntegramente a los circulos el y e-¿, y, por consiguiente, 
el punto de su intersección con la recta l pertenecerá a am­
bos segmentos a1 y a1• 

De la proposición A resulta que existe un punto de la 
recta l perteneciente a todos los segmentos a 1 , a 1 , . •. , an. 
Este punto deberá pertenecer a todos los círculos C1 , e 2, • •• 

. . . , c,l> y, por consiguiente, a la figura e lo que está en 
contradicción con el modo de construcción de la recta l. 
Por lo tanto, las figuras Cn+t y e deben· tener al menos un 
punto común que será un punto común de todos los círculos 
C1 , e,, ... , en, Cn+t· 

C. El problema inicial: 
soLUCtON. 1°. Si n = 4, la proposición se hace evidente. 

1) En efecto, si la recta l no separa las figuras 
Cn+t y e, existirá en ella un punto K perteneciente a la figura e. El 
ángulo OA K del triángulo OAK ·sorá agudo; además, por definición 
del punto A. tendremos OA ~ O K. Por consiguiente, el pie L de la 
perpendicular bajada desde O sobre la recta A K estará entre los pun­
tos A y K. Puesto que ambos runtos A y K pertenecen a todos los 
circulps C1, C~ ... . , Cn, todo e sogmonto AK y, por consiguiente, su 
punto L pertenecerán a cada uno de los circulos C1, C11 • ••• , Cl\+t• 
o sea, L pertenecerá a C. Por eso, deberá ser OL ;;;;::. UA . La contranic­
ción obtenida (cla perpendicular es más lnrga que la oblicual>) demues­
tra nuestra proposición. 
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,20. Supongamos que nuestra proposición ha sido demos~ 
trada ya para n esferas cualesquiera. Consideremos n + t 
esferas ll>1, 11>8, •• , <l>n, ll>n+l· Sea c.D la intersección de 
las n esferas 11>1 , $ 11, ••• , ll>n (que existo en virt-ud de la 
proposición inductiva). Entonces podemos demostrar, ra~o­
nando igual que en el ejemplo 33 B , que si la esfera <Dn+l 
no se corta con <D, existe un plano n que separa estas figu­
ras. Las intersecciones de cada una de las esferas 11>1, <D:u ••• 
. • • , «Dn con el plano n representan circulas sit~ados de 
modo que tres cualesq.uiera se ·· cortan; por consiguiente, 
en el plano n existe un punto que· pertenece a todos estos 
círculos y, por ende, a <D lo que contradice a la definición 
dol plano n. 

Tambión la proposición del ejemplo 33 se puede demostrar 
empleando la ii;Lducción según el número de figuras en higar 
de la inducción·· según el número de dimensiones. 

Ejemplo 34. Demúestrese la proposición delr ejemplo 33 B 
empleando la inducción según el número de figuras. 

SOLUCION. Demostraremos la proposición correspondiente 
al caso de polígonos circulares, o sea, de figuras que repre­
sentan cada una la intersección de un número finito de 
círculos; de aquí se podrá deducir, en particular, nuestra 
proposición inicial. . 

1°. Si n = 3, la proposición se hace evidente. 
Tomemos cuatro polígonos circulares e 1 , e 2 , e 8 y C 4 

de modo que tres cualesquiera se corten. Sea A 1 un punto 
común de las figuras e 2 , e 8 y e 4; sea A a un punto común 
de las figuras e11 e3 y e,, etc. Se pueden presentar d.os 
casos: 

· a) Uno de los puntos A u A :u A 3 6 A,, digamos A 4, 

pertenece al triángulo que forman los otros tres puntos 
(fig. n, a). Puesto que t.odo el triángulo A 1A 2A 8 pertenece 
a e,, el punto A 4 también pertenecerá entonces a C4, y, por 
consiguiente, el punto A 4 será un punto común de las cuatro 
figuras er, e 2, e 3 y e,. 

b) Entre los puntos A 1, A 2, As y A 4 no hay ninguno 
que pertenezcá: al t riángulo que forman los tres restantes. 
En esto caso el punto A de intersección de las diagonales 
del cuadrilátero (convexo) A1A:aAsA4 (fig. 72, b) será un 
punto común de l as cuátro Jiguras C1, C1, C8 y C4 por ser 
un punto coi;nún de los triángulos A 1A 2A 3 , A 1A 2A 4 , 

A 1A 8A 4 y A 2A 3A 4• 
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2°. Supongamos que nuestrá proposición ha sido demos­
trada ya para n polígonos circulares. Consideremps .n + 1 
polígonos circulares ,e1, C¡, ... , Cn, Cn+t· Sea C la inter­
sección de las figuras Cn y Cn+l (es obvio que también C es 
un polígono circular).; demostremos _ qúe tres cualesquiera 
de las n figuras e1 , C a• •• • , Cn_1, C se cortan. En efecto, 
si entre· estas tres figuras no está C, se cortan por hipótesis. 

a) 

FIG. 7~ 

Consideremos ahora. una terna cualquiera en la que apar:ece C, 
por ejemplo, la terna C1, C8, C. Como quiera que tres cuá­
lesquiera de la~ cuatro fig·uras el, c2, en y Cn+l se CO.J;"tan, 
resulta, en virtud de 1°, que estas cuatro figuras tiene~ un 
punto común que será precisamente un punto comú,n de 
las figuras C1, Ca y C. 

Es decir, tres cualesquiera de las n figuras C1, C 2, ••• 

. . . , C11 _ 1 , C se cortan; en virtud de la hipótesis inductiva, 
resulta que existe un punto comú·n a todas estas figuras que 
será, a la vez, un punto común de las n + 1 figut:as C1 , C.,, ... 
. • •• Cn, Cn+l· 

Problema 39. Demuéstres.e la proposición del ejemplo 34 C 
empleando la inducción según el número n ·de esferss. 

SUGERENCIA· Demuéstrese la proposición correspondiente para 
el caso de «poliedros esféricos•, o sea, de cuerpos que representan 
cada uno la intersección de un número finito de esferas. La demostra­
ción se basa en razonamientos análogos'-a los émpleados en el ejem­
plo 34. 
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Problema 40. (Teor.ema de Young1)). En el plano se 
toman n puntos A1 , A:u •.. , An. de modo que la distancia 
entre dos cualesquiera no pase de la unidad. Demuéstrese 
que están todos comprendidos en un círculo de radio 1/V3. 

SUGERENCIA· ·Demuéstrese primero que tres cualesquiera· de estos 
puntos están coiJ,lprendidos on un círculo de radio 1/-¡.í3. Construyendo, 
después. en cada u1;1o de los puntos como centro círculos de radio 1/V3, 
demuéstrese q\IG tros cualesquiera de e:¡tos círculos se cort!Ul. Uno de 
los puntos comunes a todos los círculos (quo existe en virtud del resul· 
tado del ejemplo 33 B) puede ser. tomado como centro del circulo de 
radio 1/V 3 que comprende los puntos dados. 

' . Problem~ 41. En el espac1o se toman n puntos A1 , Az, ... 
. . . , An de modo que la distancia entre dos cualesquiera 
n.o pase de la unidad. Demuéstrese que están todos compren-

didos en una esfera de radio V
4
6 

SUGERENCIA· La demostración es análoga a la del problema 40. 

La generalización del ejemplo 33 y algunas aplicaciones 
de un teorema más general aparecen en el libro "Figuras 
convexas, mencionado en la pág. 32. 

Ejemplo 35. Se tiene un número finito de semies·pacios2) 

que llenan el espacio. Demuéstrese que se ·puo.den escoger 
cuatro (o menos) semiespacios que también llenan el espacio. 

, Consideremos sucesivamente los problemas siguientes. 
, A. La recta está cubierta. con un número finito de semi­

rrectas. D~muéstrese que s~ pueden escoger dos semirrectas 
que cubran la recta. 

soLUCION. Sea A el vértice extremo de la derecha entre 
los vértices de las semirrectas que van hacia la izquierda. 
y sea B el vértice extremo de la izquierda entre los vértices 
de las semirrectas. que van hacia la derecha. Puesto que, 
por hipótesis, l_as semirrectas cubren la recta, el punto B 
no puede estar a la derecha de A y las dos semirrectas que 
tienen sus vértices en los puntos A y B cubren toda la recta. 

1) You·ng J. W., matemático inglb del: siglo XIX. 
2) Se· denomina &emkspacto a la pnrte del espacio 

que so encuentra a un lado de· un plano. 

8-941 
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·B. E.l pl1,luO' está, cubiol'to cua !.lll uúQ1cro finito n de 
semiplanos1). De.mué'strese que se pueden escoger dos o tres 
semiplanos que tamhi~n -cubren el plano. . 

SOLUCION. Aplique!D,os para la. demostración la inducción 
según el número n .de semiplanos. 

1°. Si n = 3 , la proposición se hace evidente. 
2°. Supongamos -que nuestra proposición ~s válida en el 

caso de n semiplanos. Consideremos n + 1 se.uiiplanos 

~\\\\\\\~~.!»\'\\\\'% 1 
n>l 

'IJIII/ll/lllf!IIJil!liUilílfll 1 ~., 
JH/ 

a) b) 

ll'tG. 73 

F 1 , F 2 , • • • , Fn, Fn+1 que c'ubren el plano. Sean l1 , l11, ••• 

• . . , ln, ln+I las fronteras ·de estos semiplanos. Se pueden 
presentar dos casos. 

1 er caso. La recta ln+l pertenece íntegramente a uno de 
los semiplanos dados, digamos a Fn . Entonces ·las rectas 
ln y l~+l son paralelas. Si los ·semiplanos Fn y Fn+l se en­
cuentran á diferentes lados respect.o a sus fronteras (fig. 73, a), 
los dos sei:n,iplanos Fn y. Fn+l cubrirán ya el plano. En el 
caso contrario , uno de estos semiphmos. estará comprendido 
íntegra'Qlente dentl'o del otro {por ejemplo, Fn+i est.ará 
contenid'o en Fn; fig. 73, b) y la proposición se deduce de la 
hipótesis inductiva p9rque en este C!J.SO los n semiplanos 
(F 1, F'l, ... , F n en .. nuestro ejemplo) cubrirán ya el plano. 

2do caso. T:Ja recta ln+l no _pertenece a ninguno de los 
semiplanos F1, F2, ••• , Fn. Entonces estos semiplanos la 
cubren y, además, determina11 en ella m ~ n semirrectas 
que también la cubren. Hemos vi:;to en A que entre· ostas 
semirrectas se pueden escoger rlos que también cubren. la 
recta. Sean Fn-1 y F,. los semiplanos co:trespondient('s 
a ost.ns n CiS semirrectas. Existen dos posiciones r~cíprocas 

1) So denomina semiplano a la parte del plano quo 
se encuentra a un lado do una recta. 
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de los semi planos Fn _1, F,. y F,d 1 q ue analizaremo~ por 
separado. 

a) El semiplano Fn+1 contiene el punto do intersección: 
de las rectas ln-'l y ln (fig. 74,. a) . En este caso los tras semi· 
planos Fn_1 , Fn y Fn+l cubren todo el plano. 

b) El semiplano F11-t1 no contiene el punto de intersec­
ción de las rectas ln-• y ln (fig. 74, b). En este caso el plano 

b) 

FIG. 14 

estará cubierto por los n semiplanos F1, F1, ••• , Fn y 
n.uestro teorema resulta de la hipótesis inductiva. 

C. El problema inicial. 
soLUOON. 'Apliquemos para demostrarlo la inducción 

según el número n de semiespácios tomados. 
1°. Si n = 4, la proposición se hace evidente. 
2°. Supongamos que n)lestra pró:r>osición es válida para 

el caso' de n semieespacios. Consideremos n: + 1 semi espacios 
V1 , V2 , ••• , Vrtt Vn+t· Sean 'n1 , 1t 2t •.. , 1tn., nn+t las 
fronteras de estos semiespacios. Se pueden presentar dos 
caso·s. 

1 er caso. El plano n 11+1 pertenece íntegramente a uno 
de los semiespacios V1, V 2, •• • , Vn , por ejemplo a Vn. 

En este caso lc.s planos 1tn+l y 1tn son paralelos. Si los 
semicspacios Vn+l y Vn se encuentran . a diferentes lados 
1:especto a sus fronteras, estos dos senliespacios cubrirán 
todo el espacio. En el caso contrario, uno de los dos semies­
pacios Vn+l o Vn estará comprendido íntegramente dentro 
del otro y el teorema S(:! deduce· de la hip6tesis inductiva. 

s• 
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2do caso. El plano 31:11+1 no pertenece a ninguno de los 

semiospacios V1, V1 , ••• , Vn.· Entonces estos semiespacios 
lo cubren y determinan en él m~n semiplanos F 1 , F2, ... 
• .. , Fm. 

Según lo demostrado en B, entre estos semiplanos se 
pueden escoger dos o tres que cubren todo el plano (fig. 73, a 

o.) b) 

e) d) 

FlG. 7& 

y fig. 74, a). Analicemos por separado los casos que pueden 
aqui presentarse. 

a) El plano n 11+1 resulta cubierto con dos sem:iplanos 
(fig. 73, a), digamos F1 y F 1 , de modo que los planos co­
rrespondientes n1 y n 2 son paralelos (fig. 75, a). En este 
caso los dos semiespacios V1 y V9 ya llenan el espacio. 

b) El plano nn+t resulta cubierto po~ los dos semiplanos 
F1 y F 2 pero los planos correspondientes n1 y n 1 se cortan 
(~g. 75, b). Si el sexniespa~io Vn+.i contiene la linea de 
intersección de los planos n1 y n 9, los tres -semiespacios 
V u V 2 y V n+t llenan el espacio. En el caso contrario, el 
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~emiespacio Vn+t resulta cubierto por los semiespacios V1 
y v2 y el teorema se deduce de la hipótesis inductiva. 

e) El plano 1tn+l resulta cubierto poi.' tres semiplanos 
(fig. 747 a), digamos F 1 , F 2 y F 3 , de modo que el plano n 8 
es ·paralelo a .la línea de intarsección de los planos n1 y n 9 
(los planos correspondientes forman un «prisma»; véase la 
fig. 75, e). En este caso los tres semiespacios V1 , V 2 y V 8 
llenan el espacio. 

d) El plano :rr.n+J resulta cubierto por t.res semiplanos 
F1 , F 2 y F 3 y el plano :rr.8 no es paralelo a la linea de intersec­
ción de n1 y n 2 (los planos cotrespon~ientes forman una 
«pirámide»; véase la fig. 75, .á). Si .el semiespacio Vn+l. 
contiene el punto de intersección de los planos n 1, n2 y n 8, 

los cuatro semiespacios Vlt V 111 V 3 y VJ'I+t llenan el espacio; 
en el · caso contrario, el semiespacio Vn+t resulta. cubierto 
por los semi espacios V1 , V 1 y V 8 y el teorema se deduce 
de la hipótesis inductiva. 

Problema 42. Demuéstrese que en el espacio no puede 
haber más de cuatro semirrectas que formen ae dos en dos 
ángulos obt.:usos. 

sUGERENCIA· Supongamos que en el espacio se tiene un sistema 
finito de semirrectas que de dos en dos forman ángulos obtusos y su­
P9Dgamos, además. que este sistema es maxtmal, o sea, que no existe 
ningvna otra semirrecta que fortne ángulo obtuso con cada una de las 
semirrectas consideradas. Hagamos corresponder a cada una do las 
semirrectas ol semi espacio que · está limitado por ol plano perpendicu­
lar a dicha semirrecta y que la comprende. Puesto que nuestro sistema 
de semirrectas. es·maximal, estos scmiespacios llenan el espacio y nues­
tra proposición se deduce del ejemplo 35. 

EJemplo 36. Sea A 1A 11 ••• A·n un poliedro espacial cuyos lados 
son de longitud no muyor que 1. Demuéstrese la existencia de un nú­
mero es ta~ .que los lados del poliedro pueden ser colocados (sin alte­
rar la longitud ni la dirección de los mismos) de modo que el poliedro 
asf obtenido quede compren·did o en ·una esfera do radio e . 

Sigt1iendo la idea principal de este parágrafo, consideremos pri­
mero los problemas «unidimensiónab y «bidimensional$ corre.'!pon­
dientes. 

A. En la recta sellan tomado 11 puntos A 1, A 2 , ••• , A,. de modo 
que la longitud· de cada uno de los segmentos A1A11 , A 2A.3 , ••• 

• . • , A11 _1An• AnA, no pase de 1. Demué<~trose la. existencia de un nú­
merQ e1 (que .no depende do la posición de los•punto!! ni del número 
n) tal que los segmentos A 1Az, A 2A 8 , ••• , An-1An• AnA l se puoden 
colooar en la r~ta de forma que lu «quebrada. R 1B2 ••• !3nB1 así 
obtenida (cada uno de los lados de la cual tiene la misma longitud 
y la misma dirección que ~no de los lados de la «quebrada• A1A2 
•.. A,.A 1 ) quede compre!}dida en un segmento de longitud 2C1• 
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sOLUCION. Aceptaremos que In . longUud a¡ del lado 
.A¡A¡+1 (t = 1, 2, ... , .n; el punto An+t eoin~ide con A1) de nuestr~ 
quebrada A1A 2 ••• A nA 1 es positiva si el punto A t·l-1 está a la dere­
cb a del punto A 1 (considoramos que la r~cta en la <J.Ue se toman los 
puntos es horizontal) y nogativa en el coso contrar¡o. Entonces, se 
hace evidente que 4t + a11 es la longitud del segmento .A 1.A 3 (qua, se­
gún lo aceptado, puedo ser posit,iva o negativa), que a1 + a2 + as es 
la longitud del segmento A1A,, etc., que a.¡+ at + ... + an-1 
es la longitud del segmento A 1A n-t y que, por últtmo, a1 + a a + ... . . , + an-1 + ttn =O (ésta es la «longitud del segmento A 1A 1t}. 
Puesto que cada lado de la «quobradu B1B2 •.• BnB1 es igual a uno_ 
de los lados d'lla cquebradat inicial .4 1Az .•. A nA 1• nuostra propo­
sición so puede onunciar así: 

S e han tomado n r~limeros a1 , a,, ... , an-t, iln (entre los cuales 
pueden babor positivos y negativos) no mayores que 1 en valor 4broluto 
v de Jiuma igual a cero; demuAstrttt qru esto' números se pueden colocar 
en un orden ait• af2, ••• , a, , a1 (donde tl• i.z, .•• , ln- l• tn son 

n-l n 
los mismos números i , 2, ... , n. - 1, n pero considerados en otro 
orden) a~ modo que ~l valor absoluto de totkr lCl$ sum4S 4 11, aj, + ai2 • 

4i1 + ai, + ais• .•.• 4;1 + a; + ... + 4( no robrepCZ$l un a n-1 
nr.lmero determinado e, (c¡ue nó depende de la sucesión 41• a2 • •.• . . . , a,.. ni incluso del numero n). 

Demostremos que se puede iomar e1 igual a 1. Sean aí. aí, 
•. .• a; todos los números positivos de la sucesión ai. a., .... an 
y sean a1. a;, . .. , a; todos los números nega\ivos d~ la misma 
(p + q = n.). Formemos ahora una sucesión nueva procediendo del 
modo ·siguiente: para empezar. escribimos los pr imeros números posi­
tivos aí. a.2, ... , a~ (k~ p) en una cantidad k tal que la sumn de los 
mismos no sobrepase ·In unidad (por ejemplo, escribimos el. número a; solnmente); desp~Q.s oscribimos los primeros números negativos 
a¡, a;, . . . , a¡ (l ~ q) en una cantidad. tal que la surnn de toaos los 
números escritos se hnga negativa pero no pase en valor absoluto de 
la unidad¡ después volvemos a escribir números positivos y así suce­
sivamente hasta agotat: todos los números dados. l,a sucesión 

asi oh~enida c;umplirá, evidentemen\e, 'la propiedad requerida. 
B. En el plano se toma un polígono A1A1 .. • An (que puede no 

ser convexo y cuyos lados pueden incluso entrecruzarse) de modo que 
la l oil~i tu!l de cuda uno de sus lados no sobrepase la unidad (fig. 76, a). 
Demuesttese la exist-encia de UD número e, (independiente del polí­
gono) t al que los l ados del poligono pueden ser colocados (sin alterar 
la longitud ni la dirección de los· mismos) do modo que el poligono 
B 1B, ... R11 asf obtenido quede comprendido en un círculo de ra­
d~ ~· . 

SOLUCION· J..)omostretltOS q ue se ¡JUedo tomar C, igual a· lf5. 
'l'eniendo en cuentn que los lados del polígono A 1A 2 ••• A11 .A 1 .tienen 
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longitud y direcci6n, o sea, consi<lorando los mismos on tanto que 
vectores, representémoslos por a 1 , a 2 , •••• a 71 • Escojamos entre el! os 
los vectores aí, a;, . •. . a~ de modo que el vector resultante B 1B 8 

b) 

FIG. 76 

de l a quebrada que ellos 'forman (fig. 76 , b) tenga l11 longitud mayo 
posihle. Entonces, las proyecciónos de Jos vectates aj , "·2 .... , a 
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sobre el vector resultante B1B, tendrán tod'as la misma d'irecci6n que 

coíncide con la dirección de B1B. (si la proyección de uno de los vecto· 
res fuese de dirección opuesta, lá eliminación 'del mismo conducirfa 
al aumento de la longitud del vector resultante). Por el contrario, las 
proyecciones de todos los vectores restantes a¡, aí·, .. .. , a;'¡_, sobre 

B 18 ._tienen dirección opuesta. En otras ·palabras, podemos aceptar 
queJas proyecciones a,;, a2 ... . , a;, de los veetvres aí, ai, ... , a~ 

sobre la dirección B 18 • son positivas (O ~ aj ~ 1, i = 1, 2, . • . , s) 
mientras que las proyecciones u¡, a¡, ... , a;_, de los vectores 
aj, a.; , . . .• a.;_, sobro esta misma dirección son nega\ivas (-i ~ 
< a.j ~O. j = 1. 2, .. ., n - s). Considoremos la recta l perpeudi· 

cular a Bt.B, y fijemos en ella la dirección cposítival). Sean a,. ~ •.... 
. . • , ~n 188 P!Oyecciones (positivas o ne¡~tivas~ de los vec~ores 
a1, ag • ...• an sobre l. Queda claro que ¡:J1 + ~t + ... + ~. :=¡ O 

y que ~i + ~; + ... + ~~-• = O (aquí Pí es la proyección del 
vector al', ~Í es la proyocci6n del vector a.i, etc.); además. tenemos 
l~íl~ .1~21~1 ... .. ,~~1<1 Yl~il~ t . l~s1<1 . . . . 
• • . , J ~~ - • 1 ~ 1. SP.gún hemoa visto en A. los númoroe ~Í· f};, .. . 
. • . , ~; y los números ~i . ~~ ..... P~-• se pueden ordenar de modo 
que las desigualadas ~í + ~í + . . . + ~~ -<. 1 y ~i + ~~ + .. · 
.. . +~; ~ 1 sean válidas para todo v. Incluyamos ahora los. números 
Pí. Pi .... , ~; y los números f}i. p;, ... , P~-• en una misma suce· 
sióu conservando'los órdenes ya establecidos de secuencia de lbs núme­
ros Pí . ~Í· ... , P; y ~e los números ~i. ~; .... , ~~-•; entonces 
la suma do cualosquiera primeros términos de esta sucesión no pasará 
de. 2 pot: muchos que se tomen . 

. Formemos al;lóra a partir de los números ~. u.¡, ... , a; y de los 
números u.i, a;, .. . , a.~-• una sucesión de modo-que la suma de cua­
lesquiera primeros término!! de la misma no sobrepase en valor abso­
luto l'a uni.dad. Los razonatciontos realizados en A, permiten ver que 
esto se puede bacer stn altera.r .•l orden tnterno de secuencia de los nd.me­
'Tos ·aí, a.; . .. -. a; y de los núme"O$ a.í. a;. . . .• a.~_,. Sea ar' .af', •.. 
. . . , a~ la ordenación correspondiente de nuostros vectores. Entonces 
para todo v tendremos: 

a.1+a.~+ .. . +a~< 1 y ~T+~!+ ... +t1~ <2, 

dondea.tyPXsonlasproyeccíonesdeat(k= 1,2, .. . , n)so-preB1B~ 
y sobre l, respectivamente. Las proyecciones d:el vector resultante 
correspondiente a la quebrada quo forman los vectores a.t, af, ... 
. . . . a.~ (v = f, 2, ... , n) sobro las roctas B 1B • y l son iguales a 

~T +a!+ -. . +u.~ y ~~ + ~~ + .. . + ~~. respectivamente; 
por eso, si In longitud de este vector resultante es c..,, tenemos 

ce=(af-J-af+ .,.+a.~)Z+(~f+~!+ • • · +1}~)2, 
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o sea, 
2 , ¡--

cv<5 Y cv< y 5. 

Hemos dem~strado que la distancia entre cualquier. vértice de la 
quebrad a de vectores obtenida y el punto fino A 1 no pasa do V 5; de 
aquí se deduce que el polfgono obtenido está dentro de un circulo de 
radio V]. 

C. El problema inicial . 
. SUGERENCIA· Demuéstrese ·que se puede tomar C s igual a V2f. 

En este caso habrá que aylicar un razonamiento análogo al realizado 
en B, siendo ~1• ~ ••••• , Pn las proyecciones ~e los vectores a. 1, a 2 , ... 

• . . , an sobre el plano perpendicular al vector resultante B 1H &: 

3. DETERMINACION 

DE LUGARES GEOMETRICOS 

POR INDUCCION 

SEGÚN EL NúMERO 

DE DIMENSIONES 

Ejemplo 37. Hállese el lugar geométrico de los puntos 
del espacio para los cuales es constante (e igual a IP) la suma 
de los cuadrados de sus distancias a n puntos fijos A 1 , A :h ••• 

, .. , A¡¡. 
COnsideremos sucesivamente los problemas siguientes. 
A. En la recta se toman n puntos A 1, A 1, ••• , An. 

Determínense los puntos M de la recta para Jos cuales 

M~+ M A:+ ... + MA~=d2, 
donde d es un número fijo. 

sOLUOJON. Consideremos que nuestra recta es el eje 
_numérico;. sean a 11 a 2 , •• • , an los. números correspondientes 
a los pU:Íltos A1, Az, .•. , An y sea x el número correspon­
diente al punto M. En este caso, las longitudes de los seg­
mentos M A 1 , MA:u ... , MAn során iguales a 1 x- a1 ¡, 
1 x - as j, •.. , 1 x - an l y, por consiguiente, 

MA~+MA:+ ... +MA~;= 
= (x~ a,)2+(x -ai)2 + .... + (x - an)2 • 
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Pero 

(.x-a1) 2 +(x-a2) 2 + ... +(x -an)2 = 

= x2 -2a1x +a~+ a,.2 - 2a"2x +a:+ ... + x2-2ctnx +a;= 
=nx2-2(a1 +~+ ... +a11)x+(a:+a!+ ... +%)= 

( at+az+ . .. + an )2+( t+ a+ ') = n x - n a1 a3 ••• + CZñ -

(a1+az+ ~ .. +an)Z 
n 

o sea , representando por A el punto correspondie~te al 
número 

a¡+~+ ... +a11 

n 

M A:+ M A!+ ... + M A~= nM A2 + 
+ ( a+ a+ + a)· (at+az+ .. . +an)2 

a1 a 3 • • • an- n (15) 

Por consiguiente, 

nMA2= d2 -(a~+a~+ ... +a!)+ (a¡+az+··· + an)
2 

n 

es decir, 

MA=V! (cP-(a~+a~+···+c4)+(a¡+~+,;· ·+an)2 ]. 

Si ~a expresión que .figura debajo del radical es positiva, 
esta igualdad determina dos pun-tos M que satisfacen las 
cond-iciones del problema (y que están a uno y a otro lado 
del punto A). 

B. Hállese el lugar geométrico de los puntos del plano 
para los cuales es constante (e igual a .ifJ) la suma de los 
cuadrados de sus distancias a n =·puntos fijos A 1 , A 2 , ••• , A 11 • 

SOLUCJON1). Tomando en el plano un sistema t:ectangular 
de coordenadas, representemos por A;, A~ • • · .. , A~ y por 
A~. A;, ... , A~ las~proyecciones de los puntos A1 , A 2 , • •• 

. . . , A11 sobre los ejes x e y; sean, además, M' y M~ las 
proyecciones del punto M sobre los ejes de coordenadas. 

1) Otro modo de resolver este prohlema ha sido 
abocetado en el problema 22, pág. 77. 
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~~ntonces 

M A~= M' A~'+ M" A;' 

y, por consiguiente, 

.MA~+MA;+ ... + MA!= (M'A;s+ M' A;'+ ... +M'A;.9) + 
+(M..,A71 +M"A;1 + ... +M"A~11). 

Pero, según la fórmula (15), 

M'A;1 +M'A~'+. o. +M'A~1 = 

M 'A'2 ( '+ :a+ + 2) (at±az+ ... +an)Z = n + a, a, . . . añ - n. 

M"A;'+M"A;ilo+ ... +M"A~11 =nM"A"2+ 

+(b~+b:+ ... +b!)- (bt+~+~ .. +bn)2 ' 

donde a1, a2 , •• o, an y b1 , b2 , • •• , bn son las abscisas 
y ordenadas de los puntos A1 , A 2, ••• , A" mientras que 
A' y A~ son los puntos de los ejes x e y de coordenadas 
atta2+ ••. +an b¡±ba+ · · · +bn p 1 t t n Y n . or o an o, 

MA~+MA:+ ... +MA;=nMAZ+ (a~+a!+. o.+~)+ 

+ (b~+b! + ... +b;) - {al+~+ ... +an)?. 
n 

(bt± b2± . . • +bn)2 
n. (16) 

(A. es el punto del plano cuyas proyecciones sobre los ejes 
de coordena~as son los puntos A ' y A", do donde 

nMA2 = d2 -(a: +a:+ ... +a~)-(b~+b!+ ... +b~)+ 
+ (at+ll2.f··:±an)2 + (bt+ba+ ... +b")2 

n n 
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y, por consiguiente, 

o sea, el lugar geométrico buscado es una circunferencia 
de radio 

si 

! r d3 -(a~+a!+ ... +a!)-(b~+b!+ ... +b~)+ 
+ (a, +a2+ . .. + 4ñ)2 + (b1+b2+ ... +bn)2 

n n 

consta solamente del punto A si 

y no contienen punto alguno s'i 

(<a:+a:+ ... +~>+<o:+ o~+ ... +b~)­
d< l , _ (llt+aa + ... +an)2 _ (bt+bz+ .. . +bn)2 

r n • n 

C. El problema inicial. 

sUGERENCIA· T~mando un sistema rectangular de coordenadas 
:z:, y, z .en el espacio, proyectar todos los puntos sobre el plano ~U 
y sobre el eje Oz y emplear después hls fórJDulas (t5) y (16). 
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4. DEFINICióN 

POR lNDUCCION 

SEGúN EL NúMERO 

DE" DIMENSIONES 

Ej~mp•o 38. Defínic~ón de las media.nas y del baricentro 
del tet:r.a·edro. 

A . .Se denomina baricentro de un segmento su punto medio. 
B. En el triángulo se denomina "jriediana· el segmento 

que une cualquiera de sus vértices ~q .~1 · baricentro del 
lado opuesto. Es sabido que las medianas del triángulo 

8 

e 

A 

PlO. 77 

se cortan en un punto; este punto se denomina baricentro 
del triángulo. 

C. Se denomina mediana del tetraedro todo segmento que 
une uno de sus vértices con el baricentro de la cara o.puesta. 

Demostremos que las medianas del tetraedro se cortan 
en un punto. 

Consideremos el tetraedro ABCD (fig. 77) y sean 0 1 , 0 1 , 

0 3 y 0 4 los baricentros de los triángulos DBC, ACD, ABD 
y ABC. Puesto que. las r~ctas B01 y .A02 se cortan en el 
.Punto medio P del segmento CD, las rectas A01 y BO,. 
tambiél) se cortarán el) . W3 punto OaLd~ la misma forma 
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las r·ecti\s A01 y C03 , A01 y V04 ~ B,02 y C03, B03 y DO,, 
C08 y D04 se cortarán en unos puntos 0 18, 014, 0 23 , 0 24 
y 0 84• Demostremos que todos estos puntos coinciden (con 
el punto O de la figura). En efecto, si los puntos 0 111 y 0 13, 

por ejemplo, no coinciden, las rectas A01 , B02 y C03 esta­
rían en un mismo plano n (el plano 0 120 1/)23); pero enton­
ces la recta D04 que se corta con A01, B02 y C09 estaría 
en el mismo plano, o s~a. los cuatro vértices del tetraedro 
estarían en el mismo plano n. Como esto es falso, los pun­
tos 0 12 y 0 18 deben coincidir y con este mismo punto coin­
cidirán todos los demás puntos 0 14, 0 9111 0 24 y 0 84• 

El punto de intersección de las medianas del tetraedro 
se denomina baricentro del mismo. 

Problema 43. Demuéstrese que el baricentro divide cada 
mediana del tet.raedro en razón 3 : 1 contando a partir 
del vértice. 

sUGERENCIA· Empléese el hecho de que el baricentro del trián­
gulo rlivida sm1 mtJdianaR en ra1.6o 2 :. i (véase el ejemplo 27). 
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