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INTRODUCCION

Existen proposiciones generales y particulares.

Son proposiciones generales, por ejemplo, las siguientes.

Todos los ciudadanos de la URSS tienen derecho a la
ensefianza.

En fodo paralelogramo las diagonales se cortan en el
punto medio de ambas. .

Todos los nimeros que terminan en cero son divisibles

or 5.

P Las proposiciones particulares correspondientes son:

Petrov tiene derecho a la ensefianza.

Las diagonales del paralefogramo ABCD se cortan en el
punto medio de ambas,

140 es divisible por 5. )

El paso de las proposiciones generales a las particulares
se denomina deduccién. Veamos un ejemplo.

Todos los ciudadanos de Ja URSS tienen derecho

a la enseiianza. (1
Petrov es ciudadano de la URSS, (2)
Petrov tiene derecho a la ensenanza. (3)

La proposicién particular (3) ha sido deducida de la
proposicion general (1) mediante la proposicién (2).

El paso de las proposiciones particulares a las genera-
les se denomina induccién. La induccion puede llevar a con-
clusiones justas y a conclusiones falsas. Aclaremos esto con
dos ejemplos.

140 es divisible por 5. (1)

Todos los nimeros que terminan
en cero son divisibles por 5. (2)
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De la proposicién particular (1) hemos obtenido la pro-
posicién general (2) que es justa.

140 es divisible por 5. 1)
Todos, los nitmeros de tres digitos
son divisibles por 5. (2)

De .a proposicién particular (1) hemos obtenido la pro-
posicién general (2) que es falsa.

¢Cémo debe emplearse la induccién en las Matematicas »
para llegar siempre a conclusiones justas? La respuesta
viene en este libro.

1. Veamos primero dos ejemplos de induecién inadmi-
sible en las Matematicas.

Ejemplo 1. Sea

| | | 1
Sa=y3tszt+zz+ .- +m.

Es facil ver que

1 |
Si=t3=7" .
1 1 = 2
Si=13+53=7"

S =L+

Sobre la base de los resultados obtenidos afirmamos que

para fodo nimero natural n se tiene
n
S,,:n-—-—-_'_l 5

Ejemplo 2. Consideremos el trinomio x*-x--41 estu-
diado ya por L. Euler. Tomando el cero en lugar de x,
obtenemos el nimero primo 41. Tomando ahora en este
mismo trinomio el uno en lugar de x, obtenemos de nuevo
un namero primo, el 43. Tomando en el trinomio sucesiva-
mente 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 y 10 en lugar de x, obtenemos
cada vez un nudmero primo (47, 53, 61, 71, 83, 97, 113,

1 Véase el epilogo (phginas 47—51),
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131 y 151, respectivamente). De aqui inferimos que al su s
tituir x en el trinomio por un nimero entero no négativo
c;m(zj!quiera siempre se obtiene un nimero primo como resul-
ado.

¢Por qué son inadmisibles en las Matematicas los razo-
namientos empleados en estos ejemplos? ¢De qué adolecen
los razonamientos realizados?

Ambas veces hemos enunciado una proposicion general
para todo n (para todo x, en el segundo ejemplo) basindo-
nos slo en que esta proposicién ha resultado justa para
algunos valores de n (o de x).

La induccién se emplea ampliamente en las Matemati-
cas, pero hay que hacerlo con entendimiento®; la ligereza
puede conduci a conclusiones falsas.

Asi, aunque en el ejemplo 1 la proposicién general
enunciada resulta casualmente justa (como se demuestra en
?llejemplo 4), la proposicion general del ejemplo 2 es
alsa, .

Efectivamente, analizando con mayor atencién el trino-
mio %* 4 x--41, nos persuadimos de que es igual a un nimero
primo para x=0, 1, 2, ..., 39, pero que para x =40 este
trinomio vale 41?, o sea, un nfimero compuesto®,

2. En el ejemplo 2 nos hemos encontrado con una pro-
posicidn que, siendo valida en 40 casos particulares, no lo
es en general. .

Daremos otros ejemplos de proposiciones justas en varios
casos particulares, pero no en general.

Ejemplo 3. El binomio x"—1, donde n es un niumero
natural, tiene gran interés para los matematicos, Bastara
decir que estd ligado estrechamente al problema geométrico
sobre la divisién de la circunferencia en n partes igunales,
No tiene nada de extrafio, por consiguiente, que este bino-
mio haya sido estudiado profundamente. En particular, los
matematicos se han interesado por la descomposicién de este
binomio en coeficientes de factores enteros.

Analizando las descomposiciones correspondientes a varios
particulares de n, los matematicos observaron que los valores
absolutos de todos los coeficientes de estas descomposiciones
no pasan del uno. En efecio,

Y Véase el epilogo (tl:éginas 47—51).

7 Y salta en seguida a la vista que siendo x=4! el nitmero
x3Lx-L4l =41%-141-}-41 es divisible por 41.

2-17



x—1=x—1,
2—l=x—1x4+1),
B—1=(x—1) (@ +x+1),
xt—1=(x—1) (x+1) (x2-1).
B—1=(x—1) (2222 1),

...................

Fueron compuestas {ablas dentro de cuyos limites los
coeficientes poseian esta propiedad. Pero los intentos de
demostrar este hecho para todo n fracasaron.

En 1938 aparecio en la revista «Ycnexs MareMaTHUECKHX
nayk» (Logros de las ciencias matematicas, fasciculo IV) un
pequefio articulo de N. G. Chebotariov, destacado matema-
tico sovibtico, proponiendo a nuestros matematicos estudiar
esta cuestion.

El problema fue resuelto por V. K. [vanov®. Resullo
que esta propiedad la tienen todos los binomios x"—I de
grado menor que 105; pero uno de los factores de x%°*—1
es el polinomio '
x48 .+_xi7+x{0_x43_x42_2xl1_x10_x39+

+xsu -+ x3 .*_ xSc +x83+xss +xal_xss_,_xel__xu_

___x!l__,,x!ﬂ _+, x'l?._l_x!ﬂ ._E_xl&,,l_xl&..l_ x13 +xl!_,_

e T xS X 4 ]

que no verifica dicha propiedad.

Ejemplo 4. Consideremos los niimeros de tipo 2*"4-1.
Para n=0, 1, 2, 3 y 4 los nimeros 2+ =3, 2%+ 1=5,
2 L 1=17, 2°+1=257 y 22°4-1=65537 son primos.
P. de Fermat, ilustre matemitico francés del siglo XVII,
aceptaba que fodos los nimeros de este tipo son primos. Sin
embargo, L. Euler encontré, ya en el siglo XVIII, que

91" || =4 994967 297 = 641.6 700 417

es un namero compuesto.

B (Yenexn matemartnuecknx Hayk» {Logros de las ciencias male-
maticas), 1941, fasciculo TV, péaginas 313—317.
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Ejemplo 5. G, W. Leibniz, eminente matematico ale-
man del siglo XVII y uno de los fundadores de las «Mate-
maticas superioress, demosird que cualquiera que sea el entero
positivo n el niimero n*—n es divisible por 3, el niimero
n®—n es divisible por 5 y el nimero n’—n es divisible
por 7. De aqui supuso que para todo k impar y cualquier n
natural el numero n*—n es divisible por &, pero pronto
observo que 2°—2=>510 no es divisible por 9.

Ejempio 6. Un error del mismo caricter cometié
D. A. Grave, conocido matematico soviético, al suponer que
para todo primo p el namero 27-3—1 no es divisible por p*.
El célculo directo confirmaba esta hipétesis para todos los
nameros p menores que mil. Sin embargo, pronto se com-
probd que 2'0*2—1 es divisible por 1093? (1093 es un nimero
primo); o sea, la hipdtesis de Grave resulté errdnea.

Ejemplo 7. ¢En cuantas partes dividen el espacio n pla-
nos pasando todos por un mismo punio sin que pasen nunca
tres por una misma recta?

Consideremos algunos casos particulares elementales de
este problema. Un plano divide el espacio en dos partes.
Dos planos, con un punto comin, dividen el espacio en
cuatro partes. Tres planos que pasan por un mismo punto,
pero no tienen recta comin, dividen el espacioc en ocho
partes.

A primera vista parece que, al aumentar en uno el nimero
de planos, la cantidad de partes en que queda dividido el
espacio se duplica y, por consiguiente, cuatro planos lo
dividen en 16 partes, cinco lo dividen en 32 partes y, en
general, n planos dividen el espacio en 27 partes.

Pero la realidad es distinta: cuatro planos dividen el
espacio en 14 partes y cinco planos lo dividen en 22 partes.
Se puede demostrar® que n planos dividen el espacio en
n{n—1)+42 partes.

Ejemplo 8. Veamos otro ejemplo de cardcter muy instruc-
tivo. Tomando en lugar de n en la expresién 991nt+1
sucesivamente los nameros enteros 1, 2, 3, ... jamas obten-
dremos el cuadrado de un nimero por muchos dias o incluso
anos que dediquemos a ello. Sin embargo, seria erréneo
deducir de aqui que ningéin numero de este tipo es un
cuadrado. En efecto, entre los nimeros de tipo 991a'--1

1 La soluc gn viene en el ejemplo 13 (pagina 29).
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también hay cuadrados; pero es muy grande el valor minimo
de n para ¢l cual es un cuadrado el nimero 991n*+4-1. He
aqui este valor:

n=12055735 790331 359 447 442 538 767.

Los ejemplos considerados permiten hacer una conclusidn
senicilla y al mismo tiempo importante.

Una proposicion puede ser vilida en una serie de casos
particulares Yy no Serlo en general.

3. Ahora surge otra pregunta. Se tiene una proposicién
valida en varios casos particulares y es imposible analizar
todos los casos. ¢Cudndo se puede afirmar que esta proposi-
cion es valida en general?

A veces la respuesta se logra aplicando un razonamiento
especial conocido como méfodo de lnduccién matemdtica
(completa o perfecta).

Este método se basa en el principio de induccidn mate-
mdtica que consiste en lo siguiente.

Una proposicién es vdlida para fodo nimero natural n
8i: 1) es vdlida para n=1 y 2) de su validez para un ni-
mero natural cualquiera n=~Fk se desprende su validez para
n=Fk-+1.

Demostracion?. Supongamos lo contrario, o sea, que la
proposicién no es valida para cualquier namero natural n.
Entonces existe un' niimero natural m tal que 1) para n=m
la proposicién es falsa y 2) para todo n menor que m la
proposicién es justa (en otras palabras, m es el primer nii-
mero natural para el cual resulta falsa la proposicién).

Es evidente que m > 1 pues para n=1 la proposicién
es justa (condicién 1), Por consiguiente, m—1 es un nime-
ro natural. Pero entonces la proposicidn es vilida para el

# El lector puede omitir el texto que sigue hasta el punto 4 sin
perjuicio para la comprension del material posterior, pues el priaciplo
del nimero minimé—que se menciona a continuacién y en el gue se
basa la demostracién del principio de induccién mateméitica—no es
més (ni tampoco menos{ evidente que el propio principio de induc-
cién matematica. Por otra parle, un estudio més profundo permite
ver que ambos principios son equivalentes sélo si se aceptan condicio-
nes complementarias. Por eso, podemos considerar el principio de
induccidn matemdtica como una hipdiesis intuitivamente muy convin-
cente toméndola como up -axioma que determina la sucesién de los
nidmeros naturales. Para mayores detalles véase el epflogo y la lite-
ratura en éi mencionada.
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niimero nafural m—1 y no lo es para el nimero natural
siguiente m. Esto contradice la condicién 2.

Para demostrar el principio de induccién matemética
nos hemos valido, como se ve, de que cualquier conjunto
de nameros naturales contiene el nidmero minimo. Se puede
demostrar que esta propiedad es, a su vez, un corolario del
principio de induccién matematica. Por lo tanto, ambas
proposiciones son equivalentes y cualquiera de ellas se puede
tomar como un axioma que define la sucesion de los
nimeros naturales; entonces la olra serd un teorema. Suele
tomarse como axioma precisamente el principio de induccién
matematica.

4. Toda demostracion que se basa en el principio de
induccién matematica se denomina demostracion por induc-
cién (por el método de induccién matemdtica). Tal demos-
tracion consta necesariamente de dos partes, o sea, de la
demostracién de dos teoremas:

Teorema 1. La proposicién es vdlida para n=1.

Teorema 2. La proposicion es vdlida para n=k-+1 si
lo es para n=*Fk, donde k es un ndmero natural arbitrario.

Si ambos teoremas han sido demostrados, podemos afir-
mar, en virtud del principio de induccién matematica, que
la proposicién es valida para todo nimero natural n.

Ejemplo 9. Calcfilese la suma (véase el ejemplo 1)

1 1 o, i
Sn=m+ﬁ+ﬁ'|'l* . +m-

Sabemos ya que
1 2 3 4
Si=g, Si=73. Si=77S=3-

Ahora no repitiremos el error cometido en el ejemplo |
afirmando de inmediato que para todo nimero natural n es
n
S“ = m’ -

Seamos prudenies y digamos que el andlisis de las sumas
S, S, S,y S, sugiere Ia hipblesis de que S,,=n—:?-l- para
todo niimero natural n. Sabemos que la hipétesis se cum-
ple para n=1, 2, 3 y 4, Para comprobarla recurriremos al

método de induccién matematica.
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Teorema 1. Para n=1 |a hipétesis se cumple pues

1
8=

Teorema 2. Supongamos que la hipétesis es valida para
n=k, 0 sea, que

| | i k
S=rztmt- tmEn e

donde & es un nimero natural. Demostremos que, entorces,
la hipdtesis es vilida también para n=£k-+ 1, o sea, que
k41
Sk+|=§“"_:1__2-
En efecto,
l -
S =St ErmaTy’
por consiguiente, segiin la hipdtesis del teorema,
S __k & 1 k2Rl k4
TR T TR R T RN (R k+2
Hemos demostrado ambos teoremas. Ahora podemos afir-

mar, basdndonos en el principio de induccién matemadtica,
que

n
Sy== =
para fodo némero natural n.

Observacion |. Es necesario subrayar que la demostra-
¢ion por induccion exige incondicionalmente [a demostracion
de ambos teoremas 1y 2.

Hemos visto a qué conduce despreciar el teorema 2
(ejemplo 2).

Ahora mostraremos que tampoco se puede omitir el
teorema 1. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 10. Teorema. Todo nimero natural es igual al
nimero nafural siguiente.

Apliquemos para la demostracién el método de induccién
matematica. Supongamos que

k=k+1 (1)
y demostremos que
k4+1=k42. (2)
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En efecto, agregando | a ambos miembros de la igualdad
(1), obtenemos la igualdad (2). Resulta, pues, que si la
proposicion es vélida para n =k, también lo es para n==k+4-1.
Hemos demostrado e'I) teorema.

Corolario. Todos los niimeros naturales son iguales.

¢(Donde radica el error? Consiste en que el primer teo-
rema, necesario para poder aplicar el principio de induccion
matematica, no ha sido demostrade (ni puede ser demos-
trado) y sélo ha sido demostrado el segundo teorema.

Cada uno de los teoremas 1 y 2 desempeia su papel.
El teorema 1 crea, hablando figuralmente, la base de la
induccién. El teorema 2 permite ampliar automatica e
indefinidamente esta base pasando de un caso particular
al signiente, o sea, de n a n-+1.

Si no ha sido demostrado el teorema 1, pero ha sido
demostrado el teorema 2 (ejemplo 6), no se ha creado la
base de la induccién y no tiene sentido aplicar el teorema 2,
pues nada hay que ampliar.

Si no ha sido demostrado el teorema 2, pero ha sido
demostrado el teorema | (ejemplos 1 y 2), existe la base
de la induccién pero no tememos derecho de ampliarla.

Observacién 2. Hemos explicado el método de induccion
mafematica en el caso mas sencillo. En situaciones mas
complejas habrd gue modificar respectivamente los enun-
ciados de los teoremas 1 y 2.

A veces, la segunda parte de la demostracion se basa
en que la proposicion es valida no sélo para n=~k sino
también para n=k— 1. En tal caso la proposicién de la
primera parte debe comprobarse para dos valores sucesivos
de n. Mas adelante el lector encontrara ejemplos de este
tipo (ejemplo 7, pagina 23).

A veces, en la segunda parte se demuestra la proposi-
cién para un valor de n suponiéndose su validez para
fodos los nimeros naturales & menores que n.

A veces, la proposicion se demuestra para todo nimero
entero 7 mayor que un nimero entero m" (y no para
cualquier niimero natural). En este caso la primera parte
debe consistir en demostrar la proposicién para n=m-1
y, si es necesario, para algunos otros valores de n.

M Por ejemplo, toda proposicion relacionada con los poligonos
de n lados tiene sentido solo para n=3.
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5. Volvamos al ejemplo 1 para dejar constancia de un
momento importante en el método de induccién matematica.
Analizando la suma

l | 1
Sn=]—_2+§;§+ “ "V Rl

para distintos valores de n, hemos visto que

1 2 3
Sl=‘2—t Ssmﬁ'v Sa=T ys‘=.i,

por donde hemos llegado 2 la hip6tesis de que

n
Se=ary
para todo n comprobandola después mediante el método de
induccién matematica.
Hemos tenido la suerte de enunciar una hipélesis que
efectivamente es justa. Si no hubiésemos acertado en la
hipbtesis, su falsedad quedaria manifiesta al demostrar el

teorema 2.
Ejemplo 11. Consideremos las sumas

1 1 !
Se=tztaat- ey

Supongamos que, analizando S,,, hemos llegado a la hipé
tesis de que

_ a4l

Oat T=n g M
La férmula (1) es valida para n=1 ya que Sl=%. Su-
pongamos que es vélida para n=#, o sea, que

_ k1
Sk=gzgg1"

y tratemos de demostrar que también es vélida para n =
=k-1, o sea, que

k4-2
Sk+1=3k‘_+4-
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Tenemos l
Sen=St ErmeTe =
LS 1 R4k Bk4-2
T 8kH1 T (A1) (R+2)  (R-H]) (R4-2) (BR41) 7
o sea, un resultado distinto al que querfamos encontrar.

Es decir, de la validez de la férmula (1) para n=%k
no se deduce su validez para n=4k- 1. Queda claro que la
férmula (1) es falsa,

Por lo tanto, el método de induccion matemdtica permite
determinar la ley general ensayando las hipbtesis que sur-
gen, rechazando las falsas y llegando a la justa.

Para llegar a dominar el meétodo de induccién matema-
tica es preciso considerar un niimero suficiente de problemas.

Para no repetir constantemente las palabras «Teorema 1»
y «Teorema 2», convendremos en indicar por 1° y 2° la
primera y la segunda parte de la induccién (por su con-
tenido, estas partes corresponden precisamente a los dos
teoremas cuya demostracion equivale a emplear el método
de induccién matematica). Ademas, haremos diferencia en-
tre ejemplos, acompafiados de solucién detallada, y pro-
blemas, destinados al trabajo individual del lector. Al fi-
nal del libro damos la solucién de todos los problemas
insertados en el texto.

§1
DEMOSTRACION DE IDENTIDADES;
PROBLEMAS ARITMETICOS

Ejemplo 1. Consideremos los nfimeros impares positivos
tomados en orden de crecimiento: 1, 3,°5, 7, ... Indique-
mos el primero con «,, €l segundo con u,, el tercero con u,,
etc., es decir, pongamos

wi=1, w,=3, u;=5 u,=7, ...

Planteémonos el problema siguiente: hallar la férmula que
vincula el niimero impar «, y su indice a,
Solucién. Podemos expresar el primer namero impar

asi:
U, =2.1—1; (N
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podemos expresar el segundo niimero impar asi:

podemos expresar el tercer nfiimero impar asi:
u;=3-2—1. (3)

Analizando con atencién las igualdades (1), (2) v (3), po-
demos enunciar la siguiente hipétesis: para obtener cual-
quier nGmero impar u, basta duplicar su indice y restar 1;
es decir, para cualquier n-ésimo nimero impar se tiene

u,=2n—1. 4)

Demostremos que esta férmula es justa.

1°, La igualdad (1) significa que la férmula (4) es va-
lida para n=1.

29, Supongamos que la férmula (4) se cumple paran=%&,
o sea, que para el k-ésimo nimero impar se tiene

ua=2k lo
Demostremos que, entonces, la férmula (4) debe ser fam-

bién valida para el (k- 1)-ésimo namero impar, 0 sea, que
el (&-+1)-8simo niunero impar es de la forma

Uppr=2(R+1)—1
o, lo que es lo mismo,
uk+1==2k+l.

Para obtener el (k--1)-&simo nimero impar basta agre-
gar 2 al k-ésimo numero impar:

Uppr =g+ 2.

Pero, por hip6tesis, u,=2k—1 de modo que
(2k—1)+2==2~ -+

Uppr=
como queriamos demostrar.
Respuesta. u,=2n—1.
Ejemplo 2. Calcilese la suma de los n primeros nime-
ros impares.
Solucién. Indiquemos por S, la suma buscada:

Sy,=14345+4+...+{2n—1).
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Para problemas de este tipo los matematicos disponen
de férmulas hechas. Nos interesa resolver este problema
sin recurrir a dichas férmulas, empleando el método de in-
duccién mateméatica. Para ello debemos elaborar l1a hipéte-
sis, o sea, adivinar la respuesta.

Con este fin, tomamos para n sucesivamente log valores
I, 2, 3, ... hasta obtener materlal suficiente para poder
enunciar una hipdtesis mas o menos acertada. Después que-
daré sélo demostrarla empleando el método de induccién
matematica.

Tenemos

S1=1. S'=4, Sa=g' S.=15‘ Sb=25 Y Su=361

Ahora todo depende del espiritu de observacién, de la
capacidad de adivinar el resultado general a partir de los
particulares,

Pensamos que en nuestro caso salta a la vista que

S,=l’, S,_—_Qs' SS=3’ y S.ij‘
Sobre esta base podemos suponer que
S,=n

Demostremos que esta hipdtesis es justa.

I°. Siendo n=1, la suma consta de un sumando igual
a l. La expresién n? también es igual a 1 si n=1. 0 sea,
la hipétesis se cumple para n=1.

2°, Supongamos que Ja hipdtesis es vélida para n=4,

es decir, que S,=~%* Demostremos que también debe ser
vélida para n=%k+41, o sea, que

Sper= (k1)
En efecto,
Srat =S+ 2k 1).
Pero S,e==k* de modo que
Spn =8 (2k+1) = (k+1)*

come queriamos demostrar.
Respuesta. S,=n".
Problems 1. Determinese wu, si se sabe que v, =1 y que

Uy=1ttp-y+3
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para todo nimero natural &> 1.
Sugerencia. 4, =3.1—2, u,=3.2—=2,

Problema 2. Hallese la suma
Sp=14+24204204 ,, J-28-1,
Sugerencia, S;=2—1, §;=2'—1, §,=2*—1,
Ejemplo 3. Demuéstrese que la suma de los n primeros
nimeros naturales es igual a “—-"?—Il.
Solucién. Este problema difiere de los anteriores pues

la hipétesis viene dada y no hay que elaborarla, Sélo es
necesario demostrar su validez.
Indiquemos por S, la suma buscada:

S,=1424+34...+n.
1°, Para n=1 la hipétesis es vilida.
2°. Sea
k(k4-1)

Sp= 142434 ... =200,

Demostremos que

E+1) (k42
Spegm B4

En efecto,
Rk+1 k1) (&

Seer=Spt (e 1) =" 4 (e 1) SEEDEED,
Hemos resuelto el problema.

Ejemplo 4. Demuéstrese que la suma de los cuadrados
de los n primeros nfimeros naturales es igual a =) (pt1) @atl)

Solucion. Sea S,(n)=134-2243% ... }nt

fe, §y(1)=11=LLENELFD

2°. Supongamos que
S, (n).:“._(_"_‘k_l).&ﬁ“iﬂ,

Entonces
Sp(n 1) = 10424304 i (np D)=
=Eﬂ'ﬁe@l+—l!+(n+ 1)z
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y definitivamente
S(nt+1)=
Ejemplo 5. Demuéstrese que

S,=1—-243—42+.. +(—1)int=
=(— i),,_,ﬂ_{ﬂ_-}-_n
5 —

() a1 241D+ 1]
5 :

Solucién. 1°. Salta a la vista que para n=1 la hipéte-

sis es valida ya que (—1)°=1.
2°, Sea

Spm= 1— 284 B (=D = (— I EEED,
Demostremos que

Suar=1—2 43—+ (PR (=1 (- 1) =
= (—1) (k3 (x +2)

En efecto,
Spe1=Sp+ (—1p (k4 1) =

=(_1)x-,k(k;{-ll+(__1),(k+l),l=
=(—1)* [(k+ 1)—%] (k.{_;),__(_l).(k-rngtkiz).

Problema 3. Demuéstrese que

. ,_n@n—1)@n+1
1343045 ...+ (@2n—1) =2EEZNEED,

Problema 4. Demuéstrese que la suma de los cubos de

los n primeros niimeros naturales es igual a [_._" (";H)]'
Problema 5. Demuésirese que

1+x—|—x’-—|— . +x“=
Eiemplo 6, Demuésirese que
1-2+2-3+3-4+...+('n—-1)n=__.__("_l)§("+”.

Solucién, 1°. 1.2= -"%E ;

xn+l_ ]
x—1

(x551).



29, Si
1-242:3+34+... +(r—1)n= L2kl
se tiene
1:242.34344...4+(n—=1n+n(n+1)=
___(ﬂ-—l)ﬂ(ﬂ+l)+n(n+l)=u[n+l;(n+2].

El resultado del ejemplo 6 puede ser deducido también
de los resultados de los ejemplos 3 y 4 si nos fijamos en que

1424-2.34-3-4+ ... (a—1)n=
=1(14+1)4+224-1)+3@B+1)+...
e =) [(n—1)+ 1=
=[1*+2+ ... +(—1)4[1+2... +(n—=1)].
Problema 6. Demuéstrese que
[42.34-2:3.443:4-54...Fn(n41)(n+2)=
=n{n+1}(ni-l-2) (n4-3) .

Problema 7. Demuéstrese que

1,1 1 n
Bttt - TemohEmry e
Problema 8. Demuéstrese que

oo n? a4l
(0 B AL i rpees ¥ gy R ¥ ey O

Problema 9. Demuéstrese que

1 1 1 I n
i-_4+27i+?'11_0+"'+(3n—2';_“(3n+1)=3u+1'
Problema 10. Demuéstrese que

L1, | !
mtistent - tm=

Y@ 1) an1°

Problema 11. Demuéstrese que

1 1
Gt @ nern T
1 n

R ol 7 s ) e ey R £
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Ejemplo 7. Demuéstrese que si 9, =2y ¢,=3ysl
Upsr = 30— 203y
para todo niimero natural %, se tiene
v, =241,
Solucién. 1°. Para n=0 y para n=1 la proposicién

es valida por hipdtesis.
20, Supongamos que

Uy =21+ 1 y que y=2*41.
Entonces
Oper=3 (28 4+ 1)—2 (@14 1) =241+ 1,
Problema 12. Demuéstrese que si
I.__f2 a__R3
2=y W =2k @#h)

=g

y si
uy=(a+p) Uy g 0Pl
para todo ndmero natural &> 2, se tiene
aﬂ+1... ﬁi’l'}“
b=—"7Z=p
Ejemplo 8. El producto 1-2.3-...-n se indica por n:
(se lee n factorial). Conviene memorizar que =1, 21=2,

31=6, 41=24 y que 5!=120.

Calciilese
S, =1.1142.2143:31+... +n-nl.
Solucioén ,
S,=1:11=1,

S,=11142.21 =5,
S,=1.1142.21+3-31 =23,
(=111-42:21 4331 +4.41=110.

Analizando estos resultados podemos persuadirnos de que
§,=21—1, §,=31—1, S,=4—1y S;=51—L
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Por eso, podemos enunciar la siguiente hipétesis
S,=(n+1)1—1.
Comprobémosla.
1° Para n=1 la hipétesis es valida pues
S,=1.11=21—1.
2°. Sea
Sp=1-U+42.214 . +hkl=(k+1)I—]1.
Demostremos que
Sppa=11142.214 L kR4
+k+1)(x+1)1=(42)1—1.
En efecto,

S.H-: =8+ (k1) (k+ =
=[(k-1)1—1]+(k+1) (k+1)1=
=(k+DI[14(k+1)]—1=
=k+DI(k+2)—1=(+2)1—1.

Problema 13. Demuéstrese la identidad

1, 2 4 8
=T tEs st

28 1 2n+1
! '+1+xa" x—1 +l—x’“““ =
Ejemplo 9. Sea
a
at+Pf=m, afp=aq, A2=‘m_'m_:'f'
a a
Asﬂm— PR A.:m— a ' etc.,
M- m—
m—| a
B =
m—I1
0 5€4,

Ak“:m—-;: (ms~1; as=p)
para k> 1. Demuéstrese que
A _(“"“—'B““)—f“”—'ﬁ") (l)

" (an__ﬁ'n)_(an—l._ﬂu—l) *
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Solucién. 1°. Demostremos primero que fa f{érmula (1)
es valida para n =2. Por hipdtesis,
= _L_ af
— %+ P +ap—a—f
atf—1

La férmula (1) da
4. = @=F)—'@—F")
P (@—ph)—(a—p)
o, simplificando la fraccién en a—§,
A _af+pitlaf—a—p
== a+tp—1

como queriamos demostrar.
2;. Supongamos que la formula (1) es valida para

n=k, o sea, que
A _(gkﬂ._ﬂkﬂ)_(wk_pk}

B (k—ph)—(ar -1 —pR=1) "
Demostremos que, entonces, tamblén debe ser vilida para
n=k+1, 0 sea, que

Ahﬂ _ (ak+i_ﬂh+s)_[ak+l_ﬁl+l)
(ak +1— fh+1) — (xh —fR)

(1

En efecto,
Ak+1=m_% ,  es decir, A,,, *‘(a+B)—aﬁ‘

Aplicando 14 igualdad (2), encontramos

_ affat Py — (@t -1 —p*- )]
Ak'l-i—'(a"i'ﬂ)"_" (¢h+1—-p3+‘)—(a.*—-ﬂ") =
_ (ak+3—_pR+2)_(oh+1.pR+1) '

g.k-+l ﬂkd-l.)_(uk_ﬁh)

como queriamos demostrar.
Problema 14, Simplifiquese el polinomio

—_ i —
1 ”_I_x{x ) —;—(—l)" x(z—1). . .{x u+l]

" n!

Respuesta.
(—1) (x=1)(x—2).. (x—n) )

nt

a-



26

Ejemplo 10 Demuésirese que toda suma de un nimero
enlero de rublos, mayor que 7, se puede pagar en billeles
de 3 y de 5 rublos.

Solucién. 1°. La proposicion es valida para la suma
de 8 rublos (ya que 8 rublos=3 rublos+45 rublos).

2" Supongamos que la proposicién es valida para una
suma de # rublos, donde % es un namero entero mayor o
igual a 8.

Se pueden presentar dos casos: 1) la suma de & rublos
se puede pagar en billetes de 3 rublos y 2) para pagar
la suma de & rublos se precisa al menos un billete de 5
rublos,

En el primer caso habra no menos de tres billetes de
3 rublos ya que k> 8. Para pagar la suma de 21 ru-
blos bastara sustituir tres billetes de 3 rublos por dos bi-
lletes de 5 rublos.

En el segundo caso para pagar la suma de 241 rublos
sustituimos un billete de 5 rublos por dos billetes de 3
rublos.

Ejemplo 11. Demuéstrese que la suma de los cubos de
tres nimeros naturales sucesivos es divisible por 9.

Solucién. 1°. La suma 1*+4-2°4-3% es divisible por 9,
o sea, la proposicion es vélida si el primero de los tres
nameros sucesivos es el 1.

2°. Supongamos que la suma £°-+ (k4 1)"+ (k-2)°,
donde & es un nidmero natural, es divisible por 9. La
suma

(B LIV (=2 1 (k43P =
=(R+1P 4 (k422 k74 9k 2Tk - 27 =
=[RS (k4 1) (k+2)%] + 9 (k* + 3k +3)
tambi2n sera divisible por 9 pues consta de dos sumandos

divisibles cada uno por 9.
Problema 15. Demuéstrese que la suma

A” =1 1n+z+ |2n+1

¢s divisible por 133 cualquiera que sea el numero entero
n=0

Ejemplo 22 Entre los 2n ndameros 1, 2, ..., 2n se
escogen al azar n+ 1 nomeros. Demuéstrese que entre los
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nltimos habrd al menos dos niumeros -djvisibles uno por
otro.

Solucién . 1°. Para el caso de dos ntimeros | y 2 la
proposicion es valida.

2°. Supongamos que hemos logrado escoger n-- 1 nime-
ros entre los 2n niameros 1, 2, ..., 2a(i>2) de modo
que ninguno sea divisible por otro. Para abreviar indica-
remos este conjunto de nGmeros por M,,,. Demostremos
que, entonces, también se puede escoger a nimeros entre
los 2n—2 nameros 1, 2, ..., 2n—2 de modo que ninguno
sea divisible por otro.

Se pueden presentar cuatro casos:

1}y M,., no contiene el namero 2rn—1 ni el niimero 2n,

2) M., contiene el nimero 2n—1 y no contiene el
nimero 2n,

3) M, ., contiene el niimero 2n y no contiene el nimero
2n—1

4) M, ., contiene ambos nameros 22—1 y 2n.

Caso 1. Eliminemos de M, ., cualquier niimero. Queda-
ran n nameros todos no superiores a 2n—2; ninguno sera
divisible por otro.

Caso 2. Eliminemos de M, ., el nimero 2n—1. Queda-

ran n nameros todos no superiores a 2n—2; ninguno de
estos n numeros serd divisible por otro.

Caso 3. Eliminando de M, ., el nimero 2a, obtenemos
el mismo resultado.

Caso 4. Observemos, ante todo, que M, ., no contiene

el niimero n pues, de lo contrario, habria en M, ., dos ni-
meros, 2n y n, divisible uno de ellos por el otro.

Eliminemos de M, ,, ambos nimeros 2n—1 y 2n. Que-
dara un conjunto de »— 1 niimeros que indicaremos con M,,_,.
Agreguemos a M,., el nimero a. Obtendremos asi n nii-
meros con la particularidad de que ninguno pasa de 2n—2.
Resta demostrar que entre estos n nimeros no hay ninguno
divisible por otro.

Como quiera que en M,,, no habia dos nimeros divisi-
bles uno por otro, tampoco habra nameros de este tipo en
M,_,. Solo queda por demostrar que tampoco aparecen

11 Esta sofucion ha sido propuesta por M. Fridman.
e
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G e

nimeros de esta indole al agregar el niamero n al conjunto
M.y

Para ello es suficiente probar que 1) ninguno de los
nimeros que componen M,_, es divisible por n y que 2) el
namero n no es divisible por ninguno de los ndmeros que
componen M,_,.

La primera proposicién se deduce de que M,_, no con-
tiene nameros superiores a 2n—2.

La segunda, de que el namero 2n no es divisible por
ninguno de los nimeros que componen M, _;.

Por consiguiente, si aceptamos que la proposicion no es
valida en el caso de los 2n nameros 1, 2, ..., 2n, tampoco
sera valida para los 2(n—1) nfimeros 1, 2, .... 2n—2.
O sea, si la proposicién es valida para los 2 (n—1) nume-
ros 1, 2, ..., 2n—2, también sera valida para los 2n ni-
meros 1, 2, ..., 2n.

De aqui y de 1° se infiere que nuestra proposicion es
valida para los 2n nameros 1, 2, ..., 2a cualquiera que
sea el nimero natural n.

Este problema admite la siguiente solucién sencilla.
Escojamos entre los 2z nameros 1, 2, ..., 27 un conjunto
cualquiera de n+1 nimercs e indiguémoslo con M, _,.

Dividamos todo niimero par que figura en M,,, por una
potencia del 2 de modo que el cociente sea impar. Indi-
quemos con M,,, el conjunto de estos cocientes y de
todos los nimeros impares que figuran en M, ,. EI
conjunto My, contiene n -1 nimeros impares todos meno-
res que 2n.

Pero sélo hay n nimeros impares positivos menores que
2n y, por eso, en M;,, habréd al menos dos niimeros iguales.
Sean ambos iguales a k.

Este resultado significa que M, ., contenia dos nameros
2%k y 2% (uno de los nimeros s o £ puede ser igual a cero).
Plero uno de estos dos nimeros 2%¢ 6 2% es divisible por
el otro.

Problema 16'). Demuéstrese que n rectas distintas tra-
zadas por un mismo punto de un plano lo dividen en 2n
partes.

1) Et problema 16 y el ejemplo 13 vinculados a temas geomeé-
tricos, han sido, sin embargo, incluidos en esle pardgrsio porque, de
hecho, son de carfcter aritmético,
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Ejemplo 13. Demuéstrese: n planos que pasan por un
mismo punto, sin que contengan nunca tres una recta coman,
dividen el espacio en A,=n(n—1)+2 partes.

Solucién. 1°. Un plano divide el espacio en dos partes
Yy, por otro lado, A,=2 de modo que Ja proposicién se
cumple para n=1. ,

2°, Supongamos que la proposicién es valida para n=4,
0 sea, que R planos dividen el espacio en k(k—1)+2
partes. Demostremos que, entonces, k-1 planos lo dividen
en R (k-+1)+42 partes.

En efecto, sea P el (k- 1)-8simo plano, Corta cada uno
de los k planos primeros segiin rectas y de esta forma el
plano P queda dividido en partes mediante % rectas distintas
que pasan por un mismo punte. En virtud del resultado
del problema 16, el plano P estari dividido en 2k partes
representando cada una un dngulo plano de vértice en el
punto dado.

Los %2 planos primeros dividen el espacio en 4ngulos
poliedros. Algunos de ellos son divididos por el plano P en
dos partes.

La faceta comiin de dos dJe estas partes es una porcién
del plano P comprendida entre dos rayos, intersecciones
de este plano y determinadas facetas del angulo poliedro,
0 sea, €s uno de los 2k angulos planos en que esta dividido
el plano P.

De aqui se deduce que no pasa de 2k el nimero de
angulos poliedros divididos en dos partes por el plano P.

Por otro lado, cada una de las 2k partes, en que los
k primeros primeros planos dividen P, es la faceta comin
de dos 4ngulos poliedros y, por consiguiente, divide en dos
partes el angulo poliedro formado por los £ primeros planos.

De aqui se deduce que no es menor que 2% el niimero
de angulos poliedros divididos en dos partes por el plano P.

Es decir, el plano P divide en dos partes exactamente
2k porciones del espacio formadas por los & planos prime-
ros. Luego, si k planos dividen el espacio en k{k—1)4-2
partes, k<41 planos lo dividen en

[k (k—1)+ 2]+ 2k =k (k+1)+-2

partes, Hemos demostrado la proposicidn.
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)
PROBLEMAS TRIGONOMETRICOS
Y ALGEBRAICOS

Eiemple 14. Demuéstrese la identidad
sen2etig

cosa cos 2acosda ... COS2MO = 57— .
27+lsena

Solucién, 1°. La identidad es véalida para n=0 ya que
2sena’

2°. Supongamos que es valida para n=£&, o sea, que
sen 26+) o

2k+1 sena

Entonces, también es vaiida para n=+k 1. En efecto,

CoOsSqA =

cosecos 2o ... cos2ka =

cosacos2a . cosacos o=
_ sen2k+igcog 2k41g  sen2h+ig
2k+1lgsena 9k +2sen o

Ejemplo 15. Demuéstrese que A, =cosnf, si se sabe que
A,=cos y A,=co520 y que

A,=2cosB A4, —A,.,
para todo k& > 2.
Solucién. 1°. La proposicion es valida para n =1y para
" e
A,_,=cos(k—2)8 y A,_,=cos(k—1)8.
Entonces
Ay =2cos0cos (k—1)B-—cos (k—2) B =cos k6,

Ejemplo 16. Demuésirese que
n-|-lx

2
sen x 4-sen 2x -+ ...-)-sennx:——-—i—-sen%x.

sen ?
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—_—

Solucién. 1° La proposicién es vélida para n==1.
2° Sea
k=1

senT,r by
sen x - sen 2x + ...-}-senkx:-———x-—sen—f.

SGHT
Entonces
senx+sen2x ... Fsen kx+sen{k-41)x=
senk;:lx
—_-———x-—sen +sen (k1) x=
sSen—-
2
k41
Sen—a—
—_~——--—-2 sen-+2senk ;lxcosk—;—l X:
sen—&
Z
-2
sen 5 x k—{—l
= sen x
x 2
SEHE
ya gue
2cos Ef—lxsen 5 =sen ’f'g—x sen%x.
Problema 17. Demuéstrese que
21 41
1 sen ) X
~2-—|—c05x—f—c052x—|-...+cosrzx= -
25eu*2~

Problema 18, Demuésirese que

senx-2sen2x+3sendx+ ... fnsennx=
(n{ l)sennx—nsen{n-l—l)x

4 50:!3 3

Problema 19. Demuéstrese que

cosx+2cos2x+ ... 4 ncosnx=
__(n41) cos nx—ncos (n41) x—1

x
3 =
4 sen 3
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Problema 20. Demuéstrese que
I 1 1
iyttt En=
i
=3 cig %—ctgx (x == mm).

Problema 21. Demuéstrese que
arc clg 3 +-arcctgb-+ .. +farcelg(2n-41)=

=arc tg 2 +arc tg-g—-i- ...+arc tg'ii—l-—u arctg l.

n

Ejemplo 17. Demuéstrese que

wm - nx o, . nn
(I4-in=27 (cos ) +¢senT).
Solucion. 1°% La proposiciéon es valida para n=1 ya

que
L

-_—F

b 4-i=2% Lcos—’;—+:‘3en%).

2°, Sea
k
(l4ip=21 (cos kT"'-g—i sen%’i) .
Entonces
*
(14ip+1=27 (cos 2% isen i:i)x

1
X2 ® (cos 3:-‘-+£sen::-)==
R+ 1

=2 v [cos (—-—LH;I T4i sen(—-——k'{"”"] .
Problema 22, Demuéstrese que
(V3 —i)p=2n (cos -'léi—k senig-) .

Ejemplo 18. Demuéstrese el teorema:

Si por efecto de un nimero finito de operaciones racio-
nales (adicién, sustraccién, multiplicacién y divisién) apli-
cadas a los nimeros complejos x,, x,, ..., X, se obtiene
un namero u, por efecto de estas mismas operaciones apli-
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cadas a los numeros complejos conjugados x,, %,, ..., X,
se obtiene el nimero u conjugado de u.
golucién. 1°. Demostremos, ante todo, que la proposi-

cién se cumple para cada una de las cuatro operaciones
aplicadas a dos nimeros complejos. Sean

x,=a-+bi y x,=c-|di.
Entonces

X, +x,=(a+c)+(b+d)i=u y
Z %y = (@=bi)+(c—di)= (@ 4+-c)—(b+d) i = 1.

Similarmente se demuestra la proposicién para las opera-
ciones de sustraccién, de multiplicacién y de divisidn.

2°. Supongamos ahora que se ha formado una expresion
racional con los nameros complejos x,, %, ..., %,. Es
sabido que para calcular esta expresidn hay que realizar
sucesivamente una serie de pasos empleando en cada uno
una de las cuatro operaciones y siempre con dos ndmeros
complejos, con la particularidad de que estos pasos pueden
ser numerados.

Sea, por ejemplo,
_ XX+ ks
Tt X—x®

Para calcular u basta realizar los siguientes pasos

u

1) o x,=u,, 4) Ug—xy=1u,,
2) xyx =1, 8) uy+tuy=u,
3) x4 x,=u,, B) uyiu,=u.

Supongamos que la proposicién es valida para fodas
las expresiones que requieren a lo sumo k «pasos» para su
calculo. La palabra «paso» significa aqui que se realiza la
adicién, la sustraccién, la multiplicacién o la divisién de
dos niimeros complejos. Demostremos que, entonces, la pro-
posicién es también valida para las expresiones que requie-
ren B4 | «pasos»s.

En efecto, el altimo, (k- 1)-ésimo, «paso» se realiza
con dos nimeros u; y u, que se calculan efectuando %
«pasos» a lo sumo.

Si sustituimos los nfimeros x,, X, ..., X, por sus con-
jugados, los nimeros u; y u, se converlirdn en sus conju-
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gados u, y u ¥, por eso, el resultado del (k+1)-ésimo
«paso» efectuado con estos Gltimos, o sea, el nimero 4, se

convertira en el ndmero conjugado u.
Problema 23. Demuéstrese que

(cos X |-t senx)®=cosnx - isen nx,
para todo # natural.

e B3
DEMOSTRACION DE DESIGUALDADES

Ejemplo 19. Demuéstrese que
t | L., 13
aTitamt - tm T H

para todo niimero natural n > 1,
Solucion. Indiquemos por S,, el primer miembro de la

desigualdad.
14
o =
1 S': 24 )‘!
cumple para no-2.
2° Sea S; .- ;—g para cierto k. Demostremos que, enton-

por consiguiente, la desigualdad se

l\.—l -’

. 13
ces, también Sy, -5 . Tenemos

l 1 1

Seiit=g {—?+k 3+ +§"'+2k+1+2k+2
Comparando S, y S,,,, vemos que
T I
b’**'l_sk__ﬂk+l+2k+2 PR

o sea,
I
Sen =S =sErnery
El segundo mlernbro de la dltima igualdad es posmvo
cualquiera que sea el niimero natural k. Por eso, S,,, > S;.
Pero S, >- ﬁ de modo que tambien S,,, >» 23.

_ Problema 24. Hallese el error en el razonamiento que
sigue.
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Proposicion, La desigualdad
25~ 2n L1

es valida para todo numero nalural .
Demostracion. Supongamos que la desigualdad se cumple

para n =k, donde & es un nimero natural:
25 5 2k - 1. H
Demostremos que, entonces, también se cumplira para

n=k-t1, 0 sea, que
k41 - D (k1) 1. (2)

En efecto, 2* es no menor que 2 cualquiera que sea el
nGmero natural k. Agreguemos 2* al primer miembro de
la desigualdad (1) y 2 al segundo. Obtendremos la desi-
gualdad justa

Q2% Q- 142,
O 5Sea,
9841 - 9 (k1)) 1.

Hemos demostrado la proposicion.
Problema 25. ¢(Para qué valores naiurales de n se
cumple la desigualdad

2 = 2n 412

Ejemplo 20. ;Para qué valores naturales de n se cumple
la desigualdad
27 > nt?
Solucién,

Para n=1 la desigualdad es valida ya que 2' ™ [*
Para n=2 la desigualdad es falsa ya que 2*=22
Para n =23 la desigualdad es falsa ya que 2°<_ 3%
Para n=4 la desigualdad es falsa ya que 2‘=4",
Para n =5 la desigualdad es valida ya que 2° > 5%
Para n=~6 la desigualdad es valida ya que 2° > 62,
Por lo visto, la desigualdad es vilida para n=1 y para
todo n > 4. Demostrémoslo.

1°, Para n=>5 la desigualdad es valida.
2°. Sea

2% > k2, (1)
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donde 2 es un nimero natural mayor que 4.
Demostremos que

261> (k1) (2)

Sabemos que 2f> 2k~ 1 para k>4 (problema 25).
Por eso, agregando 2* al primer miembro de la desigual-
dad (1) y 2k+1 al segundo, obtenemos la desigualdad (2)
que, por consiguiente, es valida.

Respuesta. 2" > n® para n=1 y para n > 4.

Ejemplo 21. Demuéstrese que

(I14+a)*> 1+ na,

donde «>> —1, a5=0 y n es un namero nafural mayor
que 1.

Solucién, 1°. La desigualdad es valida para n=2 pues
a > 0.

2°. Supoigamos que la desigualdad se cumple para
n=4F, o sea, gue

(I+a)t > | +ka, (1)

donde £ es un namero natural, Demostremos que, enfon-
ces, la desigualdad también se cumple para n=~%+41,
0 sea, que

(1 et > 14 (k4 1)a. (2)

En efecto, por hipétesis, se tiene 1+a >0 de modo que
es véalida la desigualdad

(14 a)* > (14 ka) (1 4-a) (3)

que se obtiene multiplicando por 1--c& ambos miembros
de la desigualdad (1).

La desigualdad (3) se puede expresar asi:
(I+e)¥*1 > 14 (k+4-1) e+ kar.

Desechando el sumando positive ka® en el segundo miembro
de la altima desigualdad, obtenemos la desigualdad (2) que,
por consiguiente, es véalida.

Problema 28. Demuéstrese que

| 1 !
Frtyr ety >V

para todo nfimeré natural » > L.
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Problema 27. Demuésirese que

4n (2n)!
AT < (am

para todo numero natural 2 > .
Ejemplo 22, Demuéstrese que
27=1 (a”+b") > (a+b)", (1
donde a+4&>0, asb y n es un nimero natural mayor

que 1.
Solucién. 1°. Para n=2 la desigualdad (1) da

2 (@? 4-5%) > (a+b). (2)
Puesto que a== b, se cumple la desigualdad
(a—b)* > 0. 3)

Agregando (a-+b5)* a ambos miembros de la desigualdad (3),
obtenemos la desigualdad (2).

Con esto queda demosirado que la desigualdad (1) se
cumple para n=2.

2°. Supongamos que la desigualdad (1) se cumple para
n=kFk, 0 sea, que

%=1 gk 1 b¥) > (@4 b, (4)

donde % es un numero natural.
Demostremos que, entonces, la desigualdad (1) tambien
se cumple para n=%k-+1, o sea, que

2H(ak* 1| b > (@ HhR. )

Multipliquemos por a-+b ambos miembros de la desi-
gualdad (4). Puesto que, por hipétesis se tiene a-+6>0,
obtendremos la siguiente desigualdad justa

Q%=1 (gk -t bk) (a D) > (a-F-b)r*2. (6)

Para demostrar la validez de la desigualdad (5) basta
probar que

2% (@h*1 - brH2) > 281 (a* - B*) (a+-6) (7

o, lo que es lo mismo, que
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La desigualdad (8) equivale a la desigualdad
(a*—b¥) (a—b) - 0. (9)

Si a.- b, tenemos a* > b* y el primer miembro de la
desigualdad (9) es el producto de dos niimeros positivos.
Si a< b, tenemos a* < 6% y el primer miembro de la desi-
gualdad (9) es el producto de dos niimeros negatives. En
ambos casos la desigualdad (9) se cumple.

Con esto queda demostrado que la validez de la desi-
gualdad (1) para n==k implica su validez para n=Fk+ 1.

Ejemplo 23. Demuéstrese que cualquiera que sea x > 0
y cualquiera que sea el nimero natural n se cumple la
desigualdad

1
N e S L

xn

Solucién. 19, a) Para n=1 la desigualdad (1) da
a+L>e. (2)

La desigualdad (2) se desprende de la desigualdad evidente
(x—1)* 0.
b) Para n=2 la desiqualdad (1) da

1
14 23 (3)
Puesto que la desigualdad (2) se cumple para todo x> 0,
subsiste al sustituir x por x%, o sea,
N>
Agregando | a ambos miembros de la ultima desigualdad,
obtenemos la desigualdad (3).

¢, Supongamos que la desigualdad (1) se cumple para
n-==k, o sea, que

e A Tl (4)

donde k es un nimero natural. Demostremos que, enton-
ces, la desigualdad (1) tambien se cumple para n=~k+2,
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0 sea, que

sl d ssp by 8

xRt ):F-‘_l__xk"'." s
% 1 +x""3 xk | oxRee T

Introduciendo x**2 en la desigualdad (2) en lugar de x,
obtenemos

g L o>o (6)
xk+2

Sumando miembro por miembro las desigualdades (4) y (6],
obtenemos la desigualdad (5).

Resumamos.

En los puntos a) y b) de 1" hemos cemostrado la desi-
gualdad (1) para n=1 y para n—=2.

En el punto 2° hemos demostrado que, siendo valida
la desigualdad (I) para n =4k, también lo es para n=4k--
4~ 2. En otras palabras, el punto 2° permite pasar de n =4k
an==k-+2

Los resultados de los puntos 17 a) y 2° permiten afirmar
que Ja desigualdad (1) se cumple para cualquier niimero
impar n. Similarmente, los resultados de los puntos 1°b)
y 2° permiten afirmar que la desigualdad (1) se cumple
para cualquier namero par n. En conjunto, podemos afir-
mar que la desigualdad (1) se cumple para fodo nimero
natural .

Ejemplo 24. Demuéstrese el feorema: La media geomé-
trica de varios nimeros positivos no pasa de la media arit-
mética de los mismos, es decir, siendo a,, a,, .. ., a,
unos nameros positivos, se tiene

;y'mgﬁ‘ - ay 'in... +uy s {l)
Solucién. 1. Para n=2 la desigualdad (1) da
Vaa,<21%, @)

Es facil obtener esta desiguadad a partir de esta otra

valida cualesquiera que sean los niimeros positivos a, y n,.
La desigualdad (2) admite una interpretacion geomé-
trica sencilla. Tomemos sucesivamente en una recta AB
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los segmentos a, y @, Construyamos la circunferencia
cuyo diametro es la suma de estos segmentos. Entonces,

‘3% es el radio de est circunferencia y V a,a, €s a mi-

tad de la cuerda perpe dicular al didmetro en el punto
comin de los segmentos @, y a, (véase la figura), de aqui
se deduce la desigualdad (2).

2;. Supongamos que la desigualdad (1) se cumple para
n=x.

Demostremos que, entonces, también se cumple para
n=2k, En efecto,

2 g & ”
tscla:,,...a,,‘,=]/]/ala,,...a,2 7 A T =
’V f/
4@y ... Qg+ V Gper - dag
g 2 5 £

ay-bag+ . +og | Gpert -t
k ! [
= a =
B e o A Y
- 2k *

Puesto que hemos demostrado ya la desigualdad (1) para
n=2, podemos afirmar ahora que se cumple para n=4,
8, 16, etc., o sea, para n=2° donde s es un nimero na-
tural.

3°, Para demostrar que la desigualdad (1) se cumple
cualquiera que sea el nimero natural n, probemos que,
si se cumple para n=#k, también se cumple para n=4~k—1.
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Sean, pues, a,, @y, «..y G-y UNOS nimeros positivos,
Sea A un nimero positivo (por ahora indefinido). Entonces

e P L LS L g

Determinemos A de modo que

ayFag-=- . 'f‘ﬂk—l"}‘l:ax'f‘an"i“-”’i‘ak—l
k k—1 !

0 sea, pongamos
3 =ﬂ'1+ag+ . .+ﬂk—l .

E—1
Tenernos
"i/“i“a R T G e o < ot B U e i 2o
E—1 o E—1 L
es decir,
e ] — a a P ap -
a,a' . ..ak_,!g l+ s-i;_-l-l- & 10

Sea ahora m un nimero natural cualquiera. Si m =25,
la desigualdad se cumpie en virtud de 2°. Si ms=2°, deter-
minemos el nimero s de modo que m sea menor que 2¢;
entonces, basindonos en 2° y 38°, podemos afirmar que la
desigualdad se cumple para n=m,

§4
DEMOSTRACION DE ALGUNOS TEOREMAS
DEL ALGEBRA ELEMENTAL

Teorema 1. E! cuadrado de un polinomio es igual a la
suma de los cuadrados de sus términos y del duplo de todos
los productos de sus términos tomados dos a dos, o sea,
(@ +at+...4a)=al4ad+... +ai+

+2(a1an+aiaa + P "i'au—las)' (])
1°. Para n=2 la férmula (1) se demuestra mediante
el célculo directo.

2°, Supongamos que la férmula (1) es vélida para
n=4k—1, 0 sea, que

(@+a+.. . ta)=at jai4 ... 4afy +28,
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donde S es la suma de todos productos de los términos
a,, @y -- -1 Gy-y tomados dos a dos. Demostremos que
(G, + 84+ oo Gt =al a3+ .o +a},+ak+2S,
donde S, es la suma de todos los productos de los términos
ag, g, ooy Gyeqe Qg tomados dos a dos, o sea,
Sy,=8-4(a,+a;+ ...+ G-y)
En efecto,

{a;4... ta, ., a)={a+... +ayy) Falt=

=@+ . F W) F2(2 A ta, e ta =

=a{+ ... +at_+25+2(a;+ .. + Qpg)Brt+ 0=

=at-hait .. .ak+2S

Teorema 2. El término n-ésimo de una progresion arit-
mética se determina segin la formula

a,=a,4d(n—1), (1)

donde a, es el primer término de la progresién y d es la
razén de la misma.

1°. La férmula (1) es vélida para n=1.

2°, Supongamos que la férmula (1) es valida para n=k,
o sea, que

ak=a1 +d (k-—l)-
Entonces
ak+1=ak+d=al+d(k-—l)+d=a,+dk

de modo que la férmula (1) también se cumple para
n==~k--1.

Teorema 3. El término n-ésimo de una progresion geo-
métrica se delermina segin la férmula

a,=a,q""% (1)

donde a, es el primer término de la progresién y q es la
razén de la misma.

1°. La férmula (1) es valida para n=1.

2°, Sea

ak = alqk-l .
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Entonces
Gy g = 0,7 =a,0"

Teorema 4. El nidmero de permutaciones de m elementos
se determina segin la férmula
P,=ml. (1)

1°, Observemos, ante todo, que P,=1 de modo que la
formula (1) es valida para m=1.
2° Sea P,=k! Demostremos que

Proi=(k+ DL

Entre los 241 elementos dados ay, @, ..., a,, a,.4 esco-
jamos los & primeros formando con ellos todas las permu-
taciones posibles. Por hipdtesis, habrd k! permutaciones de
este tipo,

Cologuemos en cada una de ellas el elemento a,.,
delante del primer, del segundo, ..., del k-&simo y detras
del k-ésimo elemento. Por esta via obtenemos a partir de
una permutacién de £ elementos un total de #--1 permuta-
ciones de k41 elementos. En suma habra

Bl (k1= (k+1)1

permutaciones de k-1 alementos.

Es preciso demostrar ahora que

1) entre las (24 1)! permutaciones no hay dos iguales y

2) hemos obtenido todas las permutaciones de k-1
elementos.

1) Supongamos que entre las (£--1)| permutaciones hay
dos iguales. Sean éstas p, y p,. Supongamos que el ele-
mento a,,, ocupa en la permutacién p, la posicidn s-ésima
a partir de la izquierda. También en p, el elemento g,,,
ocupard la posicion s-ésima a partir de la izquierda.

Eliminemos de p, y de p, el elemento a,,,. Obtendre-
mos dos permutaciones iguales, p, y p,, de % elementos.

Asi, pues, para obtener p, y p, hemos colocado el
elemento a, ., dos veces en la misma posicidn v en una misma
permatacion de los elementos a,, a,, ..., a,. Pero esto
contradice la regla empleada para construir las permuta-
ciones.

2) Supongamos que no hemos obtenido una permutacién
p de k-1 elementos y que el elemento a,,; ocupa en p
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la posicién s-ésima a partir de la izquierda. Eliminemos
de p el elemento a;,,. Obtendremos una permutacién p for-
mada por los & elementos primeros. Es decir, para obte-
ner p basta tomar la permutacién p y colocar en ella el
elemento a,., en la posicién s-ésima a partir de la jzquierda.

Es imposible que nos hayamos saltado la permutacién
p va que hemos tomado todas las permutaciones de los &
elementos primeros. Es imposible que no hayamos colocado
el elemento a,,, en la posicion sefalada pues lo hemos
colocado en la primera, segunda, ..., (k- 1)-ésima posi-
cién a partir de la izquierda.

Por lo tanto, todas las permutaciones construidas son
distintas y no hemos perdido ninguna permutacién de k1
elementos.

De lo expuesto se deduce que

Pi+1=(k+1}1c

Teorema 5. El ndmero de variaciones de m elementos
tomados n a n se determina segin la férmula

At =m(m—1)... (m—n-1). (1)

19. Observemos, ante todo, que Al =m Yy, por consi-
guiente, la férmula (1) es valida para n=1.
2°. Supongamos que

Ab=m(m—1)...(m—=k+1),
donde k <. m. Demostremos que
At =m(m—1)...(m—k).

Para obtener todas las variaciones de m elementos to-
mados k-+1 a k41 basta tomar las variaciones de m ele-
mentos tomados k& a k& y agregar al final de cada una de
ellas uno de los m—*k elementos restantes. Es facil per-
suadirse de que las variaciones de m elementos tomados
k+1 a k--1 obtenidos de este modo son distintos y de
que, ademas, cualquier variacién de m elementos tomados
k+1 a k-1 figura enire esos.

Por lo tanto,

Ak = AR (m—Ek)y=m (m—1) ... (m—Rk).
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Teorema 6. El nimero de combinaciones de m elemenfos
tomados n a n se determina segin la férmula

C:‘:m{m-—-ﬁé::.(fn—n-%- [)‘ (1)

1°. Observemos, ante todo, que ClL=m y, por consi-
guiente, la [érmula (I) es valida para n=1.
2°, Supongamos que
ct _m{m—1)...(m—k1)
e 1.2,k

vy demostremos que

ca_mm=l) ... (m—~i1)(m—k)
m 1-2-.. .-k (k+1) .

Para obtener todas las combinaciones de m elementos
tomados k-1 a k-1 consideremos todas las combinacio-
nes de m elementos tomados £ a & y agreguemos a cada
una de ellas, como el (k+-1)-ésimo elemento, uno de los
m—F elementos restantes.

Salta a la vista que de esta forma se obitendran todas
las combinaciones de m elementos tomados k-1 a k-1
apareciendo cada una de ellas k-1 veces.

En efecto, la combinacién a,, a,, ..., a4, a,,, se obtendra
al agregar el elemento a, a la combinacién a,, a,, ..., @,
@y 41, al agregar el elemento a, a la combinacién a,, ay, .. ., a,
@y, etc., y, por (llimo, al agregar el elemento a,,, a la
combinacién ay, ay, ..., a,. Por lo tanto,

_pem—k _ m{m—1)...(m—Fk)
Ct=Cn k41 1-2-...-k(k41)
Teorema 7. Cualesquiera que sean los ndmeros a y b y
el namero natural n tiene lugar la férmula
(a+b)” =aq" —{-—C,‘.a""’b—}— ‘e
o Clan bt L CRtabn A b7 (1)
(féormula del binomio de Newton).
1°. Para n=1 tenemos a+-b=a--b y, por consiguiente,

la formula (1) es valida en este caso.
2°, Sea

(@-+b) =a*+Clat 14 Clak=3' 4.+ 0"
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Entonces
(a6t =(a-+-bR (a+4-b)=
=(a*+Cla*"th+ ...+ b*) (a+b) =
=aF* - (14-CH @+ (Ch+-CD 2+ 08 ..
vo o+ (CLCY) ab=shtr 4o L.+ B4,
Tomando en consideracién que C% - C§'* = C§i}, obtenemos

(a+b)H*1=0"1+ Choya?d +
A Cha@ =t 4 . . - CYLaP~5b5* 1 .., - bR*,



EPILOGO
Yu. A, Gdstev

La induccién es el paso de lo particular a lo general la deduc-
cién, de lo general a lo particular., Es sabldo el papel que desem-
pefian los procesos de sintesis de obrervacienes y experementos
aislados (o sea, la inch.u:cién%1 en las cienclas empiricas. En cambio,
las Mateméticas siempre se han considerado como un modelo clésico
de aplicacién de métodos puramente deductivos ya que siempre se
sobreeniendfa, explicita o implicitamente, que todas las proposiciones
mateméticas (salvo los axiomas, proposiciones de partida) se demues-
fran, mientras que las aplicaciones concretas de estas proposiciones
s;éir;fieren de las demostraciones, véilidas en el caso general, (deduc-
cién).

Pero leemos: «La induccién se emplea ampliamente en las Mate-
méticas, Eero hay que hacerlo con enlendimientos (pégina 9) o «.Cémo
debe emplearse a induccién en las Matemélicas para llegar siempre
a conclusiones justast» 1) (pigina 8). ¢Qué significa esto? ¢No querra
decir que entre los métodos mateméiicos existen «cerrectos» o infa-
libles (deductivos) y métodos epoco seguros» (induclivos) que a veces,
y especialmente en manos inexpertas (0, como dice el autor, aplica-
dos con «ligerezas), fallan? Si esto fuese asf, ¢dénde estd el criterio
de seguridad de estos métodos einductivos»? ¢(Cémo recuperar la se-
guridad en el caricter irremisiblemente cbligatorio de las conclusio-
nes matematicas? 4O se traa de una situacion sin salida y la validez
de los razonamienfos mateméticos es de la misma naturaleza que las
sintesis experimentales de las ciencias empiricas y, por lo tanto, no
estaria de mas «comprobars una vez més un hecho demostrado (como
& menudo se recomienda a los escoleres que ¢compruebens las opera-
ciones aritméticas realizadas o la selucidn de una ecuacién halladas
sigulendo uma foérmula general)?

La realidad es distinta. La induccién (o sea, la sugerencia de una
Idea o una hipétesis) sin duda desempefiz en las Matemdticas un papel
importante, pero puramente euristico: permite adivinar cusl debe ser,
segtin lodas las apariencias, la solucion. Pero las proposiciones male-
méticas se demuestran siempre deductivamente. Ningtin resultado mat:-
mético puede considerarse iusto, vélido, si no ha sido deducido de
las proposielones de partida.

1) Esta forma de enfocar la sinduccién en las Matemdticass es ya
casl tradicional en los textos escolares, incluso, en los més modernos,
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Pero, ¢y ¢l emétodo de induccién matematicas? Lo que sucede
es que la einduccién mateméticas es un método deductivo. En efecto,
consideremos con més detalle la estructura de los razonamlientos ma-
tematicos que aparenfan ser un epaso de lo particular a lo general».
Es ficil persuadirse de que la llamada induccién matemética no es,
de hecho, induccidn: [es un método de razonamiento puramente dedue-
tivol La demostracién por este método consta de dos partes: 1) la
base, o sea, la demostracién (jdeductiva!) de la proposicién para un
nimero natura] (o varios; por ejemplo, para 0 6 1} en la pagina 13
esta parte se denomina ¢Teorema 1s) y 2) el paso inductioo (c<Teore-

2) gue consiste en la demostracién (también deductiva) de la
proposicién general: para todo n es cierto que la validez de la pro-
posicién para n implica su validez para n+1. El <principic de in-
duccién matematicas (pigina 12) es una proposicién precisa (cuya
evidencia intuitiva es aceptada por muchos matematicos como indis-
cutible aunque a la hora de la exposicién axiomética de la Aritmética
figure como un axioma) que permite obtener, a partir de la base y
del paso inductivo, una demostracién puramente deductiva de la
proposicién para todos los nimeros naturales a. Por consiguiente, no
queda ningin caso que no haya sido «abarcado por las hip6tesis ¥
al que aun debe hacerse extensiva (por induccién) la proposicién; e
teorema precisamente se demuesfra para todos los niimeros naturales:
de la base demostrada, digamos, para el niimero 0) obtenemos apli-
cando el paso inductivo la demostracién para el mimero I y después
de la misma forma para 2, 3, ... De este modo el teorema puede ser
argumentado para cualquier nimero patural ¥,

En otras palabras, el nombre de einduccién mateméticas se debe
simplemente a que se asocia en nuestra consciencia con los razona-
mientos elnductivoss tradicionales (ya que la base efeclivamente se
demuestra s6lo para un caso particular); pero el paso inductivo, a
diferencla de los criterlos, basados en la experiencia de verosimilitud
de los razonamientos inductivos de Jas cienclas naturales gy sociales),
as una proposicién general TJe no necesita de ningunae hipolesis parti-
cular y se demuestra segiin los rigurosos canones de los razonamientos
deductivos, Es por eso que la «induccién» matemitica se denomina
también «completas o eperfectar ya que (a diferencia de la Induccién
corriente, simpetfectas, que no garantiza el conocimiento complefo) es
un método deductivo (ede 1009 de seguridads) de demostracidn.

Es decir, {a induccién en fanio que méfodo de demosiracién no se
emplea en las Matemdticas®; pero esio no excluye en mode alguno,
por supuesto, la amplia aplicacién en ellas del método deductivo de
einduccion matemdticas.

1 Acerca de los problemas que se plantean al argumentar de esta
forma el método, véase la literatura indicada més adelante,

%) Hemos mencionado ya de pasada el papel fecundo que desem-
pefia la induccién «corrienter (zincompletas) en la formacién de hi-
pétesis mateméticas que conducen al descubrimiento de nuevos hechos;
de esto y de la relacién entre la induccidn «corrientes y el método
de induccién matemdtica se irata con mis detalle en el libro «Las
Matemé4ticas y los razonamientos verosimiles» de G. Polya, volumen [
(especialmente cap. 7).



49

Entendiendo asf este término nos podemos, claro estd, permitir
la libertad de emplear frases como «induccién en la Geométrias ¥ o
sinduccién en las Matematicas». Pero siempre debe tenerse presenie
que la Jxﬂmera expresién, hablando con rigor, tiene un sentido total-
mente distinto de ?ue tiene la expresién voluminosa ([;Jero precisal)
saplicacién del método deductivo de induccidén matematica a la de-
mostracién de teoremas de contenido geométricos y que la segunda
expresitn, a despecho de los criterios gramaticales, no es lo mismo
gue la cinduccion mateméticas; este GItimo término debe compren-

erse en confunfo y no como «sinduccién en las Matematicass,

El método de induccién matemdtlica (en la forma expuesta en este
libro) es un método de demostracion de teoremas arifméticos 6, més
rigurosamente, de teoremas referentes a las propiedades generales de
fos nfimeros naturales (0, 1, 2, .,.; a veces, como sucede en este
libro, la sucesién natural se comienza con el 1, pero esto no es una
cuestién de principio). Y para la Aritmética de los nimeros natura-
les este método en clerto sentido (razonable y amplio) es el instrumento
universal (y a veces {inico) de demostracién.

Para que esta fltima afirmacién no le parezca al lector exage-
rada debe tener el convencimiento de que la edificacién zxiomaética
(deductiva) de la Aritmética se basa en la definicién, por induccidn
matemdtica, de las operaciones con los nfimeros nalurales (por ejemplo,
para deflnir la adicién se define —base de la induccién— la adicién
del | 6 del 0 y después —paso inductive— la adicién de un nimero
natural cualquiera se reduce a la adicién del nimero precedente).
Por eso, es evidente que para cllegar» a las propiedades generales de
los nGmeros naturales relacionadas, digamos, con las operaciones de
adicién o de multiplicacién debemos usar (si queremos argumentar
axfomaticamente estas propiedades) la misma ¢escalera» (cuyo eesca-
lIény inferior es la propiedad correspondiente enunciada para el na-
mero natural minimo) que empleamos para sascenders al concepto
general que nos interesa; hablando figuralmente, no hay otra forma
de cagarrarses a la demoslracién necesaria. Y asi ocurre con [a de-
mostracién de todas las proposiciones aritméticas. Y si esto no se ve
en el curso escolar de la Aritmética o del ’ngebra €s porque ese curso
(con mucha razén) se basa no tanto en el método axiomético como
en el experimento y la intuicién #). Al fin y al cabo, incluso el lector
més meticuloso y critico se conforma a menudo con saber, digamos,
que la ley disiributiva de 12 multiplicacién respecto a la adicion se
puede demostrar y no exige la demostracién misma. (Pero esta segu-
ridad, aunque esté bien fundamentada, difiere de la demostracién
auténtica tanto como difiere, por ejemplo, una informacién perjodis-

» Este es el nombre que, para abreviar, han dado L. /. Golovind
e I. M. Yaglom a su libro (Editorial MIR, 1975) concebido como
continuacidn natural del libro de I. S. Sominski.

%) Por otra parte, cuando en el curso escolar se demuestran pro-

iedades generales de los nfimeros naturales sin emplear para ello
a induccion, esto se debe a que se utilizan (a veces implicitamente)
como hipétesis prngosiciones que, para su fundamentacién rigurosa,
frecisan la induccion (de la misma forma que el empleo del postu-
ado de l!as paralelas en la Geometria -aucl?dea se puede ¢camuilars
tomando en su lugar uno de sus corolarios).
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tica de lo que sabe auténticamente el testigo; ademds, esta analo-
gia va muy lejos.) Por eso, en el curso escolar el método de induc-
cién maleméitica aparece mucho mas tarde que las propiedades, in-
fuitivamente claras y facilmente asimilables, de las operaciones
aritméticas; por ejemplo, en relacién con la formula del binomio
de tNewion de la que no puede decirse que su validez esalta a la
Yislar.

Otras ramas de las Matematicas necesitan del método de induc-
ci6n malematica en la misma medida en que emplean la base arit-
mética. Esta necesidad tiene dos aspectos. Ante todo, muchas ramas
matematicas se edifican directamente sobre la base aritmética de los
niimeros naturales (digamas, la teoria de los nimeros racionales que
conduce, a su vez, a la teoria de los niimeros reales); en cambio,
otras pueden ser inferpretadas en términos aritmélicos (por ejemplo,
todo resultado de la Geometria euclidea puede ser expresado en el
lenguaje «de coordenadass de los niimeros reales), En estos casos,
las proposiciones de carécter geométrico, digamos, se pueden demos-
trar mediante la induccién matematica empleando esta Inlerpretacion
aritmética. Se puede decir que el caricter geométrico o de otra tndole
de estas proposiciones no es mas substancial para la demostracion
que, por ejemplo, la naturaleza de los objetos en el problema rela-
tivo a la adicién de tres y cinco pepinos o de tres y cinco barcos.
(E! lector podri encontrac ejemplos semejantes en este libro.)

Pero sucede también que (a base de la induccién se demuestra
por métodos esencialmente no aritméticos?). Sin embarge, también
en este caso representa el paso inductivo (aun cuando se base en
axiomas geométricos u ofros) una proposicion general sobre los ni-
meros naturales puesto que se trata de la validez de una propiedad
para todo nimero naturaln?).

Es decir, la induccion matemética segin los niimeros naturales
es un método de demostracion de teoremas aritmélicos ¢por su for-
ma», pero quizd geométricos o de cualquier otra indole (mecanicos,
por ejemplo) «por su contenidos.

Sefialemos también que el método, tan fructifero en las demostra-
ciones que siguen el proceso de construccién de la sucesién natural
0, t, 2, ..., puede ser extendido también a procesos de indole muy
distinta. Por ejemplo, en los cileulos de la Logica matematica que
operan con férmulas (¢proposicionesr) obtenidas de «férmulas elemen-
taless (sproposiciones elementaless) de tipo A, B, C, ... mediante,
digamos, los signos & (sy?), V (e0#), D (ssi ..., entonces ,..») ¥ 7
{snos), las propiedades generales de las fésrmulas se demuestran em-
pleando la Plamada induccidn por consfruccion: se demuestra que 1) esta
Bropiedad es valida para cualquier férmula elemental (base) y que

) si esta propiedad es vélidaxpara las formulas X e ¥, también lo
es para las formulas (X &Y), (X vY). (XDY) y 71X (paso inducti-
vo); de aqui se deduce que la proposicion sonsiderada es valida para
todas Jas formulas de este tipo. La analogia que aqui se observa con

1) Viase, por ejemplo, el libro ya mencionado «Inducciéon ed
la Geometria» de L. [. Golovind e I. M. Yaglom.

3) Es decir, el propio paso «de n a n-I» se demuestra para todo
niamero natural #.
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la induccién matematica expuesta en este libro es tan palpable que
salta_a la vista incluso de un lector inexperto.

En general, toda construccién matemética (o légica) consis-
tente en el paso de uno o varios objetos iniciales a objetos nuevos
mediante una o varias operaciones de paso, puede ser considerada
como el fundamento del método correspondiente cinductiver (que,
como hemos visto, es puramente deductivo) de definicién o de de-
mostracién. (A propdsito, el papel relativamente supeditado que
desempena Ja induccién matemdlica en el Anélisis matematico se
debe precisamente a que los nameros reales, a diferencia de los na-
turales, no son resultade de una construccién neta que se desarrolla
seglin esta forma, de modo que distintas «inducciones seglin los
niimeros realess estdn muy lejos de tener el caricter universal que
tiene la induccion matemética en la Aritmética y su modificacién
en la Légica matematica.)

En cuanto a las pregunias de caricter general matemiatico o 16-
gico que puedan surgirle al lector, lo remitimos a la literatura espe-
cial'). En cambio, el presente libro sirve muy bien para dar a co-
nocer las aplicaciones concrefas del método de Induccion matematica
elemental.

1) Véase, por ejemplo, J. Fenxux, O mareMaTHueckoli HHAYKUHH,
M., ©uamarrra, 1962 (L. Guenkin, Sobre la induccién matematica};
H. B. Apnoasd, Teopetnueckas aspupmersra, M., Yumearus, 1939
(I. V. Arnold, Aritmética tedrica); S. C. Kleene, Iniroduction to
metamathematics, Amsterdam, New York and Toronto, 1952
(S. C. Kleene, Introduccién a las Metamatemdticas, § 7, 13, 21, 38
{olros); «MaTematnyeckan ruayguus» dunocodexas sHumkONLNHs,
A., 1964, 7. 3 («Induccién matemitica», Enciclopedia filostfica, v. 3).



SOLUCIONES )

1. Hipbtesis

Up=3n—2.
1*. La hipébtesis es vélida para a=1.
2%, Sea
up=03k—2.
Entonces

u*+l=uk+3=3k_2+3=3 (k—j,‘l}—i)-
2, Hipélesis

Sp=21—1.
I*, La hipbtesis es vilida para n=1.
28, Sea
Sp=28—1.
Entonces
Sper=Sp+2t=2k+11.

(Podiamos también formar directamente la diferencia 25,—S, ¥
mostrar que es igual a 27—1.)
8, 1%, La proposicién es vélida para a=1.
2", Sea

_k(2R—1) (2R +1)
11430450 ..+ (k1) = —— 2=

Entonces

13331 ...+(2k_1)2+{2k+|)3=££i%(_2k.j-_1)

+ {2kt )=
(k£ 1) @R 1) (2R +3)
= t :

1y Sélo indicantos los ntmeros de los problemas. La soluci6n de
los ejemplos se da en el texto,
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4. 1% La proposicién es vilida para n=1,
28, Sea
k]
1929, - b= [k_%ﬂ] _
Entonces

B2 AR (k1=
B (e 1y _ [k41) (427"
_._.T_.___;.(k-;-l)s_[_._.._z_] 5

B. l:. La proposicién es vdlida para n=1.

2°, Sea
1+ x4x0 - ...-1-.1cﬂ=='ﬂ;:_1:1 ;
Entonces
xh+a__|
I+x+x+, .+x*+x*+1— T SE =)
8, ;: Iga proposicién es vdlida para n=1.
1.2:84-2.84-f, .. +k (k- 1) (R-2) _k(+1) (k4+2)(k+3)_

Entonces
1:2:342-8-44 ... ook (k1) (B4 2) (2 1) (R+2) (B +3)=
~EET DO | oty b t2) (k43)=
CESEDTEOYED)

7. 19, La proposicién es vélida para n=1.
2. Sea

1 I i 1 k
R R o gy Ty sy A

Entonces

11 1 |
3tsst - t@m—n (2k+_n+('2_k+1) CETD

1 _ k41

2k+l+(2k+l) GrF3) 213"

g. 1;. La proposicién es vilida para n=1,
L]

ke k(A1)
13‘*’35'*' @D @) TRER D




Entonces

Iz 22 k2 . (k4 1)

1. 3+3 5+ o (2&—]){2.&—1—!} Y (2k+1) (2kT3)
__k(R4-1) {(k+1)? _
T2@k+1) V(2 1) (2k-+3)

p D L2 (kD)
2 (k1) (2R +3)
(RE1) (283 -1-Bk-1-2) (kA1) (2k4-1) (B42)
2@k F ) @k+3) . 2Q@k1)(2k+3)
_ (e 1) (h4-2)

— 2(284-3)
8. 1° La proposicion es valida para n=1.
2°, Sea
1 1 1 &k
vitayte '+[3k—2) BELD 3k+f1°
Entonces
Lyl ! 1
R @r—2) (3k+1) {Sk-{—l) (3k+4}
k41

3k+l+(3k+1) E T
10. 1°, La proposicidn es valida para n=1.
2°, Sea
1 k

1
st - tm—@mIn B

Entonces
] | 1 1
TsTegT “'+(4k-_3) (VR I)+(4k+ 1) @&+5)
L 1 k41
4k+l (k1) (4&+5) 4&+5
11. 1. La proposicién es vélida para n=1.
2°, Sea
1 | B | 3
afa}1) " @+ )y@t2) " T atk—T)(@aFk) a(afk}’
Entonces
I 1
@y T @FEEn T
1 ]

SR T Y e R e
=iErR @IHErErD

k4
“a@te+D"
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12. 19 La praposicién es valida para n=1 y para n=2,
29, Sean

C\’.k"l'w- k=1 a#,_. k
“k~z="'—&:£""‘" Y Ug-a= c:-g
Entonces

ﬂ"‘ ak-l_ﬁk-—l ak+1_ﬁk+l
= (a3 = .

up—=(a- ﬂj a—p —af a—p a—p

13. 1°. Siendo n=10, tenemos
| | 2

— |
1+x x—1 "1—x2’

o sea, la proposicion es vilida.

°. Sea

1, 2 45 4 44 2% _

[ L U pxt®
1 2k41
=lx_|_ l—x’k+l Y

Entonces

L 2 4 24 2k+1
I+x ' 1428 TR tot H—x=*+ | bt

1 . 2k +1 | 2R +1
T x—1 ]___xgk+1 b f-i—Ian-H'_

| PLER-
7
x—1 1 |kt

14. Para n=1 lenemos
X x—1
T T
Para n=2 lenemas

x{x—l) x—1 x(x—l} (x—l}(x—2)
|1+ =Tt 2 21

Para n=23 tenemos

. Y x(x—1) x{x—l}[x—Q)

Tt e 3!
(=1 (x—2) x(x~—1)(x—2)
= 5 - =

&

(x—1) (x—2) (x—3)
- 3 >
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Esto sugiere la hipétesis

x  x{x—1) a =1} (x—ntl)
l—ﬁ+-"'2’r”—-~-+('—|) = =

=UE—=2...(x—n)

= (=1 al

19, La hipotesis es vilida para n=1,

2°, Sea

x  x(x—1) x(x—=1).. (x~k41)
=g b=t 7 -

F— —...0x—

Entonces

x | x{x—1)
I—+=

e (=1 (x—1) (x—?i;..(x-—k-i-l)_i_

x(x—1).., (x—k)
+(_I)k+1 (k—l—l}l
1) (x—2)...(x—&) ,
k! b
axx=1)...(x—k)_
M A == ) N
_ (x—1) (x—2)...(x—k) X )
=(— ])k+l 7] [k-l—l 1]_
—(— ”hl(x-l)(x—-?}...(x-—-k)(x—»k——l}
= (DI :
16. 1%, La proposicién es vdlida para n=0.
2° Supongamos que Ia proposicién es vilida para n=k,
0 sez, que

=(—1)* s

Ak=11k+n_+_|22k+1

es divisible por 133, Enionces
Aggp== 11348 L |21 A+D+T = | | A+8 | 20340
=11 [1A+5.L [44. 122k +1=
e=11.114+9 - 133, 224411 1].12%% +1=
=11 (11A+8 | |22k+1) | |33, 1228 +1 =
=114+ 133.1230+1,
Hemos representado Ay, como la suma de dos términos divisibles
«cada uno por 133. Luego, Ap,, es divisible por 133.
18. 1°, Salis a la vista que la proposicién es vilide para n=1.
2°, Supongamos que la proposicién es valida para n=g, 0 sea,
ue b rectas dividen el plano en 2& dngulos; la recta (k+1)-ésima
ivide en dos parles dos 4ngulos verticales a la vez, es decir, aumenta
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en 2 el nimero de partes en gll:e estd dividido el plano. Por eso,
k-1 rectas dividen el plano en 26+ 2=2(k--1) partes.
17. 1°. La proposicién es vilida para n=1 ya que

sena—x sen . nE-—-sen—x-
2 (s g4 A,
— = ~ =-cos x.
2sen & 2_.8611-2'-
2°, Sea
I i 2&;[-1x
—-}-cos x-j-cos 2x+4 ...+ cos kx=
2 a ad
sﬁﬂi

Entonces

-%--|—cos X-+cos 2x- .., 4-tos kx4-cos (R+ 1) x=

n Qk;-I .
o --cos (B--1) x=

2sen-2—

sen2k_2H x+2sen% cos{k+1)x

2sen-g-

sengeg-'-lx«}—(sen 2k;|"3x—sen?-%ﬂx)

X
2sen§

18. 1°. La proposicion es vélida para n=1 ya que

2senx—sen2x 2sen x (1 —cos x)
] =S$5eNn X.

3 X P
4 sen 5 4 sen 5

2°, Sea
senx+2sen2x+ ...+ ksen kx=
=(k+ 1) sen kx—ksen (k+1) x

X
1=
4 sen 2
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Entonces
senx+2sen2x4- ...+ ksen hrt+(h-{-1) sen (k4 1) x=
=(k+|}senk.x—kjen (k+nx—{—(k—1-l]sen{k+l)x=
2
(k1) senkx—Fksen (k-1) x+4-2 (k4 1) sen (k1) ¥ (i —cos 8 _
4sen'-'-;—
_(B-2)sen (k1) x| (k4 1) sen hx =
4sen‘%
_ 2{k+l)cosxsen(k+l)x=
4 sen? %
l=.t(k-l-2) sen (k1) x+-(k41)sen ke
4sen? _;
(k1) [sen (k--2) x+-sen kx] __
xa < =
489!1.‘?

=(#+2)sen(k+l)x—(k+[) sen (k4-2) x g

X
1
4sen P

4 sen?

19. 1°. La proposicién es vilida para n=1 ya que

2cos x—cos2x—1 _2cosx—2cos'x  cos x({l—cosx)
* N  Food e
4sen’-é— 4sen® 5 2sen 5

2°, Sea

cos £-+2cos 2x+ ... |k cos kx=

=C03 x,

(k1) cos kx—k cos (k4-1) x—1

x
{ kS
4sen 5

Entonces

cos ¥+ 2 cos 2x+4 ...+ kcos kx4 (kR4 1)cos (k1) x=
- (1) cos kx—F& cos' (k4 1)x—1 i vos BT r e

X
4sent o
sen 9

(k1) cos kx—kcos (k1) x—1

4sen’§x

+
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% 2(k-} 1) cos (k+l)x(l—cosx}=

45&11“-;-
_(k+2)cos (k4 1) x+4-(k~+1) cos kx
dsen'zf-;—
_ 2(k--1)cosxcos (k4 1) x+1
4sen“%-
—{2+2)cos (k- 1) x4 (k1) cos kx
ésen‘-g-
__ (k1) [cos (k=}-2)} x+cos kx] 41 -
4&311“%
_(24-2) cos (k-}- 1) x — (k1) cos (k+2) x—1
4sen=% .

20. 1°, La proposicién es vilida para n=1 ya que

x x
l1—tgt tg® —
[ x 1 x 2 2 1 X
—2-013-2—-—ctg.t=_+-§-ctgi-—- T = T _?ig'é"
€3 €3
2%, Sea

] x , 1 x l x 1 x
3 tg _2-+_F tg-é-,--{- v +-2T tg ?k-l:FCtg -ér—ctgx.
Entonces

l x

x |
x

2 ETR T 2,‘ —t:tg.H-‘,.bM Esi—

p o 2n+1 =1 1
=g T : o = —cigx=
Ctggkﬂ 28+ Ctggm

1 X
=2_k-ﬁCtg2Tﬁ_Ctg X.

21, 1°, Tenemos

tg (arc tg 2—arcig 1)_.—;_._.._[. .
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Por eso,

arctg 2—arctg l =arctg -%—:arc ctg 3,

o sea, la proposicién es vilida para n=1.
29, Mostremos, anie todo, que

arcctg(2k+3)_arctgk_}'? arctg I. (1)
En efecto
k-2 |
k2 RET |
g(arclgk+l—arctgl) I+k+2 2k+3'
kE-+1
o 1 [aE)
arc tg 2k+3=arcctg (2k 4-3) = arc tg m—arc tg 1.

Supongamos que la proposicién es vilida para n==£, es decir, que
grectg 3--arcctg 54-... f-arcclg (284 1) =

=3rctg2-f—arctg-g-+...+arc tg%-—-karctgl. (2)

Demostremos que, entonces, también es valida para n==2%4-1s
0 sea, que

arcctg34arcclg 5+ ... f-arcctg (28~ 1) d-arc cig (28 -3) =
=arctg 24 arcig%»{- 1

-{»arctgiil (k+Naretgl.  (3)

En efecto, sumando miembro por miembro las igualdades (1) y (2),
obtenemos la igualdad (3).
22, 19, La proposicidn es véilida para n=1 ya que

; T, n
ﬁ—-:—2(cos~6-—:sen-€).
20, Sea
(V3—=1)r=2k (cm%—isen%).

Entonces

i kn kn n T

1ok Sl TR L) LI L%, Y
(Vi=-ir+t1=2 (cos e — i sen— )2(::056 isen B)_'
=2k+1 [cos(k+l)ﬂ fsen{k_}'sun].
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23. 1°. La proposicién es valida para n=1.
20, Sea

(cos x-+i sen x)* = cos kx-|-i sen kx.
Entonces

(cos x| i sen x)%+1 = (cos kx -} sen kx) (cos x--i sen x) =
=(cos kx cos x—sen kx sen x)+
-}-i (cos kx sen x-|-sen kx cos x) =
=cos (k+1)x+isen(k-1)x.

24. Es errénea la nltima frase: “Hemos demosirado la proposicién”,
En verdad, hemos demostrado sélo que la desigualdad

28> 2n4-

es vilida para a=k-1 si lo es para =%, donde £ es un nimero
natural cualquiera.

De aqui no se deduce todavia que la desigualdad se cumple al
mgnos para un valor de n y, con mas razén, para un niamero natural
n cualguiera.

En una palabra, el error consiste en que hemos demostrado sélo
¢l teorema 2 y no hemos considerado el teorema I, o sea no hemos
creado la base para la induccién. _

25, Salta a la vista que 3 es el menor nimero natural n para
el cual se cumple la desigualdad 27 > 2n-< 1.

Puesio que la validez de esta desigualdad para m=#& implica su
validez para n=~&-1 (problema 24), podemos afirmar que la desi-
gualdad se cumple para cuaiquier niimero natural n>3.

26, 1°, La desigualdad se cumple para n=2 ya que

20, Sea

V'_I.J,V‘é;...:’/l_k>ﬁ. (1)

Demostremos que

L, 1, i 1 VAT
V—r IVE I"‘+}/—k+y'm> k+l {2]

Para todo k=0 se cumple la desigualdad

1 —
Ve > VEFi—VE (3)

En electo, la desigualdad (3) equivale a esta otra

-]
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ue se obtiene multiplicando ambos miembros de (3) por V414 ¥V &+
gumsndo miembro por miembro las desigualdades (1) y (3), obtene-
mos la desigualdad (2).

27. 1°. Para n=2 la desigualdad da -I-; < 6 y, por consigulente,
se cumple.
20, Sea
4k Z {2k)]
k41 = (&'
donde k=2, Es féacil comprobar que
(k1) (@k+1)(20+2)
212 TES I

para & > 0. Por eso,

4D @R (2k+1)(2k42)
BT kL2 S (ERDE TES

0 f£ea,
4kl (24 2)!
R+2 T IR+ DI
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Liustérnik L.

LINEAS MAS CORTAS

El céleulo de variaciones es una de
las romas de las Matematicas moder-
nas més ampliamente desarrollada
v con numerosag aplicaciones en las
ciencias naturales y la técnica. Trata
las magnitudes que dependen de cur-
vas y busca aquellas que expresan
gl valor minimo o méximo de estas
magnitudes. Sus origenes se remotan
al tiempo en que Galileo plante6 el
famoso problema sobre la braquisto-
crona; esta dltima es la curva que une
dos puntos dados y por la cual des-
ciende, en tiempo minime, un punto
material. Galileo pensaba equivoca-
damente gue se trataba del arco de
una circunierencia. Mds tarde, Ber-
noulli demostré que dicha curva es
un arco de cicloide y, con Euler ¥
Lagrange, sent§ las hases del célculo
de variaciones que, desde entonces,
caomenzi a desarrollarse intensamente,
encontrando cada vezr mayores apli-

caciones.
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