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PROBLEMAS ELEMENTALES 
DE MAXIMO Y MINIMO 



PHEFACIO 

En este libro se exponen algunos procedimientos elementales (es decir, que no requieren el conocimiento del cálculo diferencial) 
para la solución do problemas de máximo y mínimo. 

La obra está destinada a los alumnos de los grados superior~ de; 
lu escuela secunllarin que dc~cen adquirir algunas nociones respecto 
al carácter do los problemas <¡ue se examinan en las matemáticas supe~ 
rieres. g l mawría1 que se oxpone puede utilizarse en el trabaj.::~ de los 
círculos matemáticos escolares. 

No obstanto, la lectura de esto libro también será provechosa 
para los estudiantes de escuelas superiores técnicas, institutos ped!l· 
gó~icos o u ni vrJrsidades, incluso si tienen ciertos conocimientos de analisis matemático. El potente aparato de cálculo diferencial sumi­
nistra procedimientos gonerales y de un mismo Lipo que permiten resol­
ver problcmns de carácter muy diverso, donde· se requiera hallar el 
oxtromo de la c.otuhiunción final de funciones elementales. Empleando 
dichos procedimientus no hay necesidad de prestar atenci6n a la pecu· 
liaridad individua l do uno u otro problema. Pero precisamente el 
empleo de esta pcculiRridatl permite con frecuencia resolver el pro· 
blema do manera más simple, más rápida y más bonita que con ayuda do los mótodos gonorales. La situación es semejante a la de los pro· 
blomas aritméticos, pues el empleo del poten\e apar ato de ecuaciones 
algebraicas permito despreciar las particularidades individuales de 
tales problemas, pero la solución puramente aritmética a menudo 
resulta más sencilla, más r!pida y más bonita que la algebraica. 

La variodad de medios algebraicos que se utilizan en este libro, 
es muy limitada: se empl'Oan solamente las propiedades más simples 
del trinomio cuadtittco y la rlesigualdad rr.fArente a las medias ari~ 
m~tica -y geométrica. Rato so ha hecho para simpllficar la exposición. 
Al lector que desee profundizar on el tema y conocer procedimientos 
más estrictos, aunque elementales, de solución de problemas de máxi­
mo y minimo se le pueden recomendar los libros: J. B. Abel~on, Má­
ximo y minimo, ONTI , 1935 y S. l . Zetel, Problemas de máximo y 
mfnimo en ruso, Gostejitdnt, 1948. 

l. Natansón 
'17/Xlt 1949 



INTRODUCCION 

En ]a técnica y en las ciencias naturales, en la producción 
y en la vida cotidiana, se encuentra un tipo especial de 
problemas matemáticos, denominados «problemas de máxi­
mo y mínimo». He aquí algunos ejemplos: 

1) De un Lronco es menester cortar una viga rectangular 
de tal forma que se obtenga una cantidad mínima de de­
sechos. 

2) Con las tablas clisponibles se puede construir una valla 
de 200 m do longitud. Se requiere cercar con esta valla una 
parcela rectangular de tierra quo tonga un áre.a máxima. 

3) En la pared hay un cuad ro. (,A qué distancia de la 
pared se ve dicho cuadro bajo un ángulo máximo? 

4) ¿A qué altura se debe colgar una lámpara para obtener 

iluminación máxima? · 
En todos estos problemas, a pe~ar de la diferencia exis­

tente entre ellos, encontramos ra~gos comunes: se trata siem­
pre de la forma do obtener un efecto óptimo dent ro de las 
diver~as posibilidades de utilización de Jo:; medios disponi­
ble1'1. Sobra ~eñalar la importancia de la habilidad de resol­
ver tales cuestiones. En Jas mRtemáticas se han creado pro­
cedimientos estrictos y generales, estudiados en el cálculo 
diferencial , para la solución de problemas semejantes. 

Sin embargo, en muchos casos, se logran resolver estos 
problemas sin utilizar un complicado aparato de cálculo di­
ferencial, empleando solamente los medios simples de ~lgebra 
elemental. Precisamente en este libro se exponen varios 
métodos para la solución de problemas do máximo y mínimo 
sin la ayuda de las matemática!'; .cmperíores*). Claro está. 

semejantes procenim\entos son aplicables solamente en casos 
aislados, pero su conocimiento el' útil incluso para aquellos 
que ~aben cálcnlo diferencial. 

*) En particular. M resuelven los ;uatro prob­
l~>mu!l PX puestos anteriormente. 





l. TEOREMA FUNDAMENTAL 
DE LOS TRINOMIOS 

CUADRATICOS 

§ t. Examinemos dos magnitudes x e y relacionadas por 
la igualdad 

y= 2x2 + 7. ('1) 

Si suponemos que x = 3, veremos que y = 25. Si damos 
a x el valor de x = 10, obtendremos y = 207. A la magnitud 
x, en general, es posible darle cualquier valor, pero cuando 
lo hayamos elegido, y adquirirá «automáticamente» un 
valor específico, determinado por la igualdad (1) y ya no 
dependerá de ninguna arbitrariedad. Esta situación se ca­
racteriza matemáticamente diciendo que y es la función 
de x. La ··magnitud x se denomina variable independiente. 

Veamos si existe o no, entre lo~ valores que adquiere la 
función y [determinada por la igualdad (1)] , un valor máximo. 
Es fácil notar que no existe tal valor entro los valores de y. 
En efecto, si la variable independiente x adquiere los valores 

x1 = 1, x~ == '10, x 3 = 100, x 4 = 1000, . .. , 

los valores correspondientes do la función y serán 
y1 = 9, Y?.= 207, Ys = 20 007, y,1 = 2 000 007, · . .. , 

de donde se ve que y no tiene un valor máximo. 
La respuesta será absolutamente diferente si nos pregun­

tamos: ¿existe o no entre los valores de la función y uno que 
sea menor? 

Efectivamente, como lo demuestra la igualdad (1), la 
función y es una suma de dos sumandos: 2x9 y 7. El segundo 
de éstos, es decir, 7, es un número constante que no depende 
de los valores de x. En cuanto al primer sumando, 2.t', no 
puede ser negativo,. es decir, menor de cero con ningún valor 
de x*. No~obstante, este primer sumando 2x1 puede ser 
igual a cero cuando x = O. Así,· el primer sumando 2x1 , 

y con él toda la suma 2x' + 7, adquiere su valor mínimo 
cuando x0 = O. Este valor mínimo es por lo visto 7, lo que 
se escribe: 

Ymtn= 7. 

•) No se eon9lderan números imaginarioe. 
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Razonamientos análogos permil.eu domostrar quo 
cada una de las funciones 

y=5x'+3, y=9x'+4y, =2x2-5, y=3x2 -11 
tiene propiedades semejantes: no t ienen valor máximo, pero 
si mínimo, y en todas las cuatro funciones este valor mínimo 
se alcanza cuando x 0 = O y as, respectivamente, igual a 

Ymln""" 3, Ymln = 4, Ymfn = -5, Ymln = -11 . 
§ 2. Los ejemplos quo acabamos do cx.aroinar son muy 

simples. El origen de esta simplicidad se basa en ol hecho 
de que la función y se representó en forma de una suma do 
dos miembros, uno de los cuales era constante, mientras que 
el otro, al ser un cuadrado (con coaficiente positivo), no 
podía resultar negativo . 

La situación se complica si se plan tea el ejemplo 

y= 2x' ~ 12x + 93. 

Para poder aplicar la idea utilizada anwriormente, ~­
cribiremos y en la forma: 

y = 2 (x1 
- 6x) + 93. 

A continuación añadiremos en los paréntesis un número 
que completo el cuadrado del binomio: 

y = 2 (x' ~ 6x + 9) + 93- 18, 
o 

y = 2 (x - 3)s + 75. 

Ahora podemos aplicar las consideraciones mencionadas 
más arriba . En realidad, la función y está representada en 
forma de una suma de dos miembros, uno de los cuales, 
precisamente 75, no depende en absoluto de x, y el otro, 
2 (x - 3):~, nunca es negativo, pero es cero cuando x = 3. 
Por eso, nuestra función alcanza un valor mínimo 1/mtn = 75 
cuando x = 3. 

El valor máximo de esta función no exil'te , lo quo es fácil 
de demostrar si suponemos, por ejemplo, que 

X¡ = 13, Xo¿ = 10~, Xa = 1003, .. • 
Los valores respectivos de ln función y serán 

?h == 275, y, = 20 075, Ys = 2 000 07!'>, ... 
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De mauera análoga se resuelve el ejemplo 

y = 3x2 + 24x + 50. 

Realizando transformaciones semejantes, tenemos: 

y = 3 (x~ + 8x) + 50, 
y = 3 (x2 + 8x + 16) + 50 - 48, 
y = 3 (x + W1 + 2. 

Por con!;igniente, la función y adquiere un valor mínimo 
cuanrlo x 0 = - 4, y osto valor minimo es 

Ymhl=2. 

He aquí otro ejemplo: 

y = !íx1 - 50x + ag. 
Aquí 

Xo=5, Ym!n=-86, 

(en lo sucesivo designaremos siempre mediante x 0 aquel 
valor de la variable independiente que corresponde al valor 
mínimo de la función). 

§ 3. No se debe suponer que todo trinomio cuadr:\Lico 
(así se denomina el tipo de fnnci6n que examinamos) tiene 
valor mínimo y carece de valor máximo. 

Por ejemplo, la función 

Y=-3x2 +8 
tiene un valor máximo 

Ymb=8, 
cuando x 0 = O. Por ol contral'io, tlicha función no tiene 
valor mínimo. 

De igual manora en la función 

y= -4x' + 40x- 73 

no exist.e un valor mínimo, pero sí un valor máximo, lo que 
se demuestra realizando las transformaciones siguientes: 

y = -4 (x2 - 10x) - 73, 
y = -4 (x2 -10x + 25) -73 + 100, 
y = -4 (x - 5)' + 27, 
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de donde, siendo x0 = . 5, se obtiene 

Ymh=27. 

§ 4. Así pues, ciertos trinomios cuadráticos tienen valor 
mínimo, pero carecen de valor máximo, mientras que otros, 
por el contrario, tienen valor máximo y no tienen valor mí­
nimo. Es sencillo advertir q11e el carácter del trinomio queda 
determinado por el signo del coeficiente de la x con exponente 
mayor. A fin do ostabloccr esto con toda rigurosidad, exami­
naremos el problema on rasgos generales. 

Supongamos que tonemos el trinomio cuadrático 

y = axl + bx + c. 

Aquí los coeficientes pueden ser cualesquiera números rea­
les: positivos y negativos e, incluso, convertirse en ce.ro. 
No obstante, el coeficiente superior a debe ser siempre dis­
tinto de cero , ya que de lo contrario y no incluiría un miem­
bro con x2 y no sería un trinomio cuadrático. 

Transformaremos y de la siguiente manera: 

y=a (x2 +2 2ba x)+C, 

( 
b b2 ) b?. 

y=a x2 +2za x+"4iiZ +C-Ta. 
Suponiendo para brevedad que 

b2 
c-44=Jlf, 

obtendremos definitivamente; 

Y=a(x+ ~r+M. 
Es impotLante señalar que M es un número constante 

dülnrminaclo plenamente por los coeficientes a, b y e, y que 
no de¡Jcnde en absoluto de los valores de la variable inde­
pendiente x. 

Analicemos dos casos . 

1) Si a >O, el primer sumando a (X + :a r no será 
nuufa m'gntivo, pnro ~i 
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éste se convierte en cero. Por eso, la función y tiene un 
valor mfnimo igual a M: 

Ym!n= M, 

y carece de valor máximo. 
2) Si a< O, por razones idénticas resulta que 

Ymh=M, 

además, este valor se alcanza cuando 
b 

Xo= -z;' 
y no existe Ymtn. 

Tanto el valor mínimo de la función como su valor má­
ximo se denominan valores extremos. Por consiguiente, todo 
lo dicho puede ~;er resumido en el teorema fundamental 
que dice: 

TEOREMA . El trinomio cuadrático 

y- ax' + bx +e 

tiene un valor extremo que lo adquiere cuando 

Este valor resulta minimo si a >O, máximo si a< O. Si 
existe Ymá:l: . no existe Ymfn, y viceversa. 

Como hemos visto, este valor extremo es -"Íempre igual a 

o más dctalladnmenle 
Yoxt=M, 

b2 
Yext =e - Ta'. 

Sin embargo, no es preciso memorizar esta última igualdad, 
ya que es el valor de nuestro trinomio cuando 

b 
X=Xo= -2a· 

Entonces, para obtener la magníUld Ycxt. es suficiente 
sustituir x en el trinomio por el número 

b 
Xo==- 2a. . 



EJEMPLOS. 

y =3~-12x+ 8, 
y=- 2x2 ··!·8x-3, 
Y= 2:~;-Z-1- 20x+ 17, 
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x0 = Z, 
Xo=Z, 
x0 = -5, 

Ymln = - 4; 
Ymáx=5; 
Ym!o"'~ -33. 

11. ALGUNAS 
Al'J.JCACIONES DEL TI~OHEMA 

I•'UNDAMENTAL 

§ 5. Veamos cómo el teorema demostrado en el § 4 permite 
resolver una gran diversidad do problemas concrotos. 

PROBLEMA 1. Descomponer el núm~ro positivo A en dos 
componentes de tal manera que el producto de éstos sea. má:t:imo. 

SOLUCION. Designemos por x nno do Jos sumandos incóg­
nitos. Entonces e) segundo sumando será igual a A -- x, 
y su producto 

y= x (A - x) 
o 

y= -x2 + Ax. 
De c~ta mmwra, so debe hallar un valor de x quo df n osto 

trinomio cuadrático uu valor máximo. Según el teorema del 
§ 4, semcjanlo valor existe (ya que aquí el coeficiente de 
la x con exponente ~uperiot• es igual a -1, os decir, es nega­
tivo) y es igual a 

A 
Xo = T· 

En e~te caso 
A 

A- xo"'-=2 

y, por consiguiente, ambos sumandos debeu ser· iguales. 
Por ejemplo, el número 30 admito las siguientes des-

composiciones: 
30 = 5 + 25, 
30 = 7 + 23, 
30 = 13 + 17, 
:30 = 20 -1- 10, 
30 = 29 + 1, 
30 = 30 + O, 

5 ·25 = 12!) 
7·23 = 1G1, 

13·17 = 221, 
20·10 = 200, 
2U ·1 = 29, 
30· o :.= o. 
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Todos los productos obtenidos son inferiores a 15 ·15 = 225. 
§ 6. PROBLEM.A 2. Tenemos wt alambre de longitud l . 

Se requiere doblarlo de tal manera que se obtenga un rectángulo 
que limite el mayor área posible. 

l 
1--~2-x-

FIG. t 

soLucroN. Designemos por x (fig. 1) uno de los lados 

del rectángulo. Entonces el otro lado será ~ ~ x, y el área 

o 

S=x(~ -x), 

l S= -x2+ 2 x. 

Esta función adquiere su valor máximo cuando 
l 

Xo=4• 

y osle valor será el buscado para uno de los lados del rec· 
tángulo. Su otro Indo, entonces, será 

l L 
:r-xo=4• 

es decir, ol rectángulo resolLa ser 1m cuadrado. La solución 
puede ser resumida en el teo.rema siguiente: 

TEOREMA. De rodos los rectángulos de igual perímetro 
el cuadrado tiene área máxima. 

OBSERVACIONES. 1) Este problema también puede ser 
resuelto fácilmente con ayuda rlel resultado obtenido al 

2-01669 
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resolver el problema 1. Evidentemente, el área del rectán­
gulo es 

S=x (~ -x). 
En otras palabras, S es el producto de dos factores: x y 
l 

2 - x. Pero la suma de estos dos factores es 

x+ (..!..- x) =.!_ 2 2 J 

es decir, es un número que no depende de la elección de x. 
Por consiguiente, la operación se recf.ucc a la descomposición 
del número ! en dos sumandos, de ta l manera que el pro­
ducto de éstos soa máximo. Como ya sabemos, este producto 
será máximo cuando los ~um&ndos sean iguales entre sí, 
es decir, cuando x = ! . 

2) Si designamos por l la longitud de la valla que se 
puede construir con l as tablas de que disponemos, y no la 
longitud del alambre, nuestro teorema nos proporciona la 
solución del segundo de los cuatro problemas prácticos 
mencionados en la «<ntroducción» (allí se señalaba que 
l """ 200m). En el § 7 se examina una variante algo modifi­
cada del problema. 

§ 7. PROBLEMA 3. Con las tablas de que disponemos se 
puede con.'(truir una valla de 200 m de longitud. Se requiere 
cercar con ésta. un patio rectangular de área máxima ut ilizancro 
como uno de sus lados la pared de la fábrica. 

soLuciON. Designemos (fig. 2) uno de los lados del patio 
por x. Entonces el otro lado será igual a 200 - 2x, y s11 
área será · 

S = x (200 - 2x), 
o 

S = ~2x2 + 200.:z::. 

De acuerdo con el t-eorema del § 4, el valor máximo de esta 
f unción se alcanza cuando 

x 0 = 50. 

Asi pues, el lado del patio, perpendicular a la pared de 
l a fábrica, debe ser igual a 50 m , de donde se obtiene para el 
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lado paralelo a la pared el valor de 100m, es decir, el patio 
debe tener la forma de medio cuadrado. 

OBSERVACION. Si hubiésemos querido utilizar aquí 
también el resultado de la solución del problema 1, no lo 
habríamos logrado, ya que 1 • 

S =X (200-2x) 

es el producto de dos factores cuya suma es igual a 200- x, 
o sea, depende de x. Por lo tanto, no tenemos las condi­
ciones. del problema 1. No obstante, l'E'Curriendo a un pequeño 

1-----200-2x----i 

FIG. Z 

subterfugio, podemos hacerlas concordar con las del pro­
blema 1. En efecto, examinemos en lugar de S la magnitud 
z = 2S. Ya que 

z = 2x (200 - 2x), 

resulta que esta función es el producto de dos factores cuya 
suma ya no depende de x y, por consiguiente, Zmáx se al­
canza cuando 

2x = 200- 2x, 

de donde x = 50. Queda por seíialar que las funciones S y 
z = 2S alcanzan sus valores máximos con un mismo vl'llor 
de x. 

§ 8. PROBLEMA 4. Se da. el cuadrado ABCD { fig. :n. 
Desde SUJ vértices se trazan segmentos igl:W-lesAa, Bb, Ce, Dd y 
los puntos a, b, e, d se unen con rectas. ¿Con qué valor de .11 a 
resultará m~nima el área del cuadrado abcd? 

2* 
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soLUCION. Si suponemos que 
Aa = x 

resultará, como es obvio, que 
aB = l- x, 

donde l = AB y, por consiguiente, según el teorema de 
Pitágoras, 

ab3 = x2 + (l-x)Z = 2x2- 2lx + l2 • 

Pero el área S del cuadrado abcd, precisamente, es igual 
a ab1 • Es decir, 

S = 2x2 - 2lx + l'. 
Por eso, el valQr mínimo de S se obtendra cuando 

! ' l 
Xo=2• 

De esta manera, los puntos a, b, e y d se deben colocar en los 
centros de los lados del cuadrado básico ABCD. 

FJG. 3 

§ 9. PROBLEMA 5. De los puntos A y B (fig. 4), en las 
direcciones señaladas con flechas, salen simultáneamente un 
vapor y un yate. Sus velocidades, respectivamente, son iRuales a 

V v = 40 km/h , 
Vy = 16 km/h. 

We,ntro de cuánto tiempo la distancia ent.re ello ,; será mí-
·ll'ima, si 

AB = 145 km? 
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SOLUCION. Indiquemos con las letras V e Y la posición 
del vapor y del yate transcurridas t hora¡; después de su 
salida de los puntos A y B. Entonces 

AV = 40t km, BY= 16t km, 

y, por consiguiente, basándose en el teorema de Pitágoras, 

VY = YBV11 +BY" = Y (i45 - 40t)~ + (16t)11
, 

de donde 

VY = V i856t2 
- 11 600t + 21 025. 

Esta raíz adquirirá su valor mínimo con el mismo valor de 

·v - A 

y 

FIC. 4 

t con el que la expresión bajo el radical tenga su valor mínimo 

z = 1856t11 - 11 600t + 21 025, 

es decir, cuando 

11600 1 
t = 3712 = 3 8 hora. 

Así pues, el vapor y el yate resultarán estar a distancia mi­
nima uno respecto al otro, transcurridas 3 horas 7 minu tos 
y 30 segundos después de su salida de los puntos A y lJ . 

§ 10. PROBLEMA 6. Inscribir en el círculo dado un rec­
tánguln de área máxima. 

sOLUCION. Designemos por R el ! adio del circulo, y por 
x el lado AB del rectángulo incógnito (fig. 5). Según el 
teorema de Pitágora::; rAsulta que 

lJC = ·v 4R11 - xi, 
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de donde, para el área S que nos interesa, se obtiene la 
expresión 

S = x V 4R2 - x'. 

Esta función alcanza su valor máximo con la misma x 
quo lo alcanza la función y = S2 • P ero 

y = x 3 (4R2 - x2). 

Suponiendo quo x2 = z, oblenemos: 

y = z (4R2 ~ z) = - z' + t1R1z. 
Por consiguiente, Ymáx se alcanza cuando z = 2R2, es decir, 
cuando x = ll V2. Este valor de x se podría haber calculado 

FIG. 5 

sin introducir la magnitud z, basándose en el hecho de que y 
es el product.o de dos factores cuya suma 4R2 es constante 
y, en virtud del resultado obtenido al resolver el problema 1, 

x' = 2R2 y x = R V2. 
Ya que cuando AB = x = R 'V2 

BC = RV2. 
vctoo~ quo d L·ccLángulo que buscamos debe ser un cuadrado. 
Do tal maucra, hemos demostrado el teorema siguien te. 

'l'.I.WHEMA. l~ntre todos los rectángulos imcrito3 en un 
mistno circulo el cuadrado tiene área máxima. 



23 

OBSERVACJON. Si el círculo que se menciona en el 
problema es la sección transversal del tronco y el rectángulo 
inscrito es la sección de l a misma viga que se. requiere cortar 
de este tronco, nuestro problema geom6trico, al parecer 
abstracto, se convierte en el primero de los cuatro prohlemas 
prácticos tratados en la <<Introducción». 

§ tt. PROBLEMA 7. Inscribir en la esfera dada, un cilin­
dro de superficie lateral máxima. 

t'JG. U 

soy,ucrON Designemos por R el radio de la esfera, y por 
r y h, respectivamente, el radio y la altura del cilindro 
incógnito (fig. 6). Entonces la superficie laLor:.tl del cilindro 
será 

S = 2nrh, 

Por otra parte, como se ve de la fig. 6, los segmento~ R, 

r y j- h. están relacionados en la forma 

thZ+r2=R2. 

De ahí, 

y, por consiguiente, 

S = 4nr V 1~ a - r11 • 
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Suponiendo, como en el problema anterior, que y = S2 , 

obtenemos: 
y :::::: 16n:2r2 (R2 - r2). 

Si introducimos una nueva variable independiente x = r 2 , 

y se expresará a través de ella de la manera siguiente: 
y = 16n2x (R 2 - x), 

R2 
de donde Ymáx se alcanza cuando x0 = 2 , es decir, cuando 

R 'V2 
r = V2 =R --;¡-· 

Conociendo r, hallamos fácilmente que h = RV2. Advir­
tiendo además que, para el cilindro que buscamos, h = 2r, 
vemos que la sección axial de este cilindro es un cuadrado. 

§ 12. PROBLEPtfA 8. Inscribir en el cono dado, un cilütdro 
de superficie lateral máxima. 

· SOLUCI ON. Designemos por R y H el radio de la base 
y l a altura del cono dados, y por r y h el radío y l a altma del 

o 

8 

FJG. 7 

cilindro incógnito. Entonces la superficie l ateral del cilindro 
será 

S = nrh. 
Pero, de la similitud de los triángulos OAB y 0 1A 1B (fig. 7), 
se deduce la proporción 

h R-r ¡¡= _l_l_ 



de donde 

y 
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H 
h=Jf(R-r) 

11 S= 2rr, lfr (R -r). 

El'ita función adquiere su valor máximo cuando r 0 = ~ R­
De aquí , la altura del cilindro que buscamos es 

h0 = ~ (R -r0 ) = }li. 
§ 13. PROBI,EMA 9. En el triángulo ABC (fig. 8) se debe 

trazar la recta ab, paralela a la base AB, de tal manera que el 

e 

1-'JG. S 

área del rectángulo abcd sea máxima. 
soLUC10N. Supongamos que 

AB = L, ab = l, be= h, 

y designemos por H la altura CD del triángulo A BC trazada 
sobre el lado AB. De la ~emejanza de los triángulos ABC 
y abC se deduce la proporción 

de donde 

Jf-h 
T.= H 

L l=-(11-h). 
11 
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Puesto que el área del rectángulo abcd que nos interesa es 

S= hl, 
t'esulta que 

L S =7rh(H -h), 

t <le donde .Smh se alcanza cuando h 0 = 
2 

f/. 

III. OTROS TEOREMAS 
QUE PERMITEN CALCULAR 
LOS V A LORES MAXIMOS 

Y MINIMOS 
DE LAS FUNCIO NES 

§ 14. Volvamos al problema 1, ya resuelto en el § 5 . 
La solución obtenida nos conduce al teorema siguiente. 

TEO:EIEMA. La media geométrica de dos números positivos 
no es mayor que la media aritmética de éstos 

V- x+y 
xy~-2-. (2) 

En efecto, supongamos que x e y son dos números positi­
vos. Designemos su suma por A. La suma de los números 

! A y ~ A es la misma. Pero, puesto que estos dos últimos 
números son iguales entre sí, su producto (como se demo'!tró 
en el § 5) es superior al de cualquier .pareja de números cuya 
suma sea la misma y, en particular, al de los números x e g, 
es decir, 

(el signo de igualdad aparece al no e):cluirse la posibilidad 

de que x ""' y = ~ A). Recordando que A = x + y, vemos 
que 

( 
x+y )2 

xy~ -2- ' 
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y esto es equivalente a la desigualdad (2). La demostración 
realizada indica también que el signo de igualdad en la rela­
ción (2) aparece cuando, y solamente cuando x = y. 

Este teorema también puede ser demostrado de otra 
manera, sin hacer referencia al § 5. Efectivamente, la desi­
gual dad (2) se puede escribir de forma equivalente 

O~ x- 2 V xy +y, 
y, en esta forma, es evidente, puosto que 

X - 2 V xy + y = <V; - Vfíra ~ o. 
Esta demostración establece también el hecho de que en (2) 
la ig\lalclad existe cuando, y solamente cuando x = y. 

§ 15. PROBLEMA 10. Descomponer el número positivo da(}.() 
P en dos factores positivos de tal manera que St¿ suma sea la 
mínima. 

SOLUCION. Supongamos que P, de cualquier manera , 
está 1·epresentado en forma de un producto de dos factores 
positivos x e y: 

P=xy (x >Ü,y>Ü). 

Entonces, en virtnd de la desigualdad (2}, resulta que 

x+y~2VP. 

De tal manera, para cualquier elección de factores, su suma 
no puede ser menor que 2 V P. Pero, aceptando que éstos 
son iguales, es decir, suponiendo que x = V P, y = Y P, 
llegamos de manera evidente a la suma igual a 2 V P. Así 
pues, 2 V P es el valor mínimo de la suma que nos interesa, 
valor que dicha suma alcanza cuando, y solamente cuando 
ambos factores son iguales entre sí*l. 

Si prestamos alcnción al hecho de que y = P , la !)olu­
x 

ción que hemos obtenido del problema se puede enunciar 
en el teorema signi~nte: 

'fMREMA . La junci6n 
p 

z=x+-;- (P>O) 

*' Si x e y no fuesen iguales, autonces (en virtud 
de lo <'.xput•sto NI ~ H) tendría lugar la desiguahlad estricta 
x+!l>~~ 
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(en la que la variab.le independiente x adquiere solamen~e valores, 
positivos) alcanza· su valor mínimo Zm!n ~u.ando x 0 = "V P. 
y únicamente con este valor de x. 

§ 16. PROBLEMA 11. En una pared vertical está colgado 
el cartel AB. ¿A qué distancia de la pared debe situarse el 

8 

o 
FIG. P 

observador para que el ángulo e, bajo el cual el observador ve 
el cartel, sea el máximo? · 

SOLUCION. Designemos por K el punto de intersección de 
la pared con la recta horizontal que pasa a través del ojo O 
del observador (fig. 9). Entonces O K será la distancia que 
buscamos. Designemos a ésta por x y supongamos .que 

KA= a, KB = b. 

Si desígnan10s los ángulos KOA y KOB por a y ~. es obvio 
que 

O=~- a. 

De aquí 

Pero 

a A. b tga=-. tg,..= - . 
.r X 



·Por consiguiente, 
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b- a 
tg8= ab • 

z+-z 
Puesto que el valor máximo del ángulo O so alcanzará 

eúando la taogonte de·:éste sea máxima, nuestro problema se 
reduce a encontrar un valor de X c.on el cual el quebrado 

b-a 

+ ab 
%­

% 

sea el mayor. Pero su numerador es constante. Quiere docir 
que debe hacerse mínimo su denominador 

x+~ · z 

Seg6n el teorema del párrafo anterio.r, el valor de x que bus­
camos es 

.:t0 = Yab. 
§ 17. El teorema del § 14 admite una generalización con­

siderable que representa un gran interés teórico. Con su 
ayuda lograremos resolver una serie de problemas de máximo 
y mínimo. Esta generalización puede ser enunciada en 
forma del teorema siguiente: 

TEOREMA. La media geométrica de cualquier cantidad de 
números po3ttivos no es mayor qtte la media aritmética de éstos 

El signo de igualdad tiene lugar cuando. y solamente cuando 
t odos los números x,_, x 11 , ••• , .r,1 snn iguales entre sí 

X 1 = X 1 = .. . = Xn· 

DEMOS't'RACION. Citemos una dcmost.ración*> original, 
aunque no muy simple, de este teorema, (¡ue representa on !:IÍ 

una variante muy singular de la inducción matemfttica . 

• , Esta demostración pt'rt.:uece al ct~lt•l••··· 11\1\l.l' ­

mático· francésA. L. Cauchy, (178!l - 1S5i). 
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Sin = 2, resulta que el teorema que nos interesa coincide 
con el teorema ya demostrado en el § 14. Supongamos que 
n = 4. Entonces, según lo demostrado 

Y X1XzXit~ =V y XtXz·V X,JX4 ~ 

es decir, 
V ..,..-zt+xz+za+xv 

y XtX2X:JX¡ <::::, 4 . 

De f.al manora, la desigualdad ha sido demostrada para 
n = 4. 

Supongamos ahora que n = 8. gntonces, según lo de­
mostrado, 

Y x 1x 2 •• • x 8 =Y~ x 1x2x3x4 • ;/ x5X,X-f&a~ 
~ , /.x-,-_-=-f--.x-2-:-+-.r_s_+:--z,-.-z-.s~+:-x-,-+.,....-.r7-+-:--.r-a-

"""' V 4 4 
y, por consigniente, 

.r1 +x2+xs+x'+ xs+xe+x1+xs 

~ 4 ' V XtX2 ... Xs~ 2 

con lo que queda demostrada la desigualdad (3) para n = 8. 
De manera an:Uoga demostraremos la desigualdad pata 

n = 16, n = 32, n = 64 y, en general, para n = 2"'. Esto 
se efectúa mediante la inducción ordinaria por m. 

Efectuemos dicha inducción detalladamen te. Suponga­
mos que para ciert.o m ya se ha demostrado que 

x¡+x2+ .. . +x2m 
2"'/ ~---=---=--V XtX2 ... x 2m-..:::: 2m t 

(4) 

y que examiuamos un sistema de 2m•t números positivos 
x" .z·2 , ••• , x 2m+l· 

Est¡\ claro que 
2"' .. 1/ 

t/ Xt • • • .1:2u,,.t ~-
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Utilizando la desigualdad (4) y ln desigual dad análoga 

2m/ xzm+ s + ... + xzm+i 
V Xzm+ 1 ••• x 2n,+l ~ 2m 

y. según el teorema del § 14, hallarnol' 

de donde ro¡;nlt n que 

z2m+t ... zzm+t 

2m 

zm+l Xt +' '' +zzmT1 
;,1" X¡ ••• Xzm+1~ 2m+t • 

Así pue~. ha sido demostrada la rlesignaldad (4) para todos 
los m enteros positivos. 

Supongamos ahora que n no es un número del tipo 2"'. 
Entonces clegirftmos un m lo suficientemente grande que 
resulte 

Admit:amos que 

y agreguemos a nuestros números x1, x2 , ••. , Xn , los núme· 
ros 2m- n 

Xn+t = A, XnH=A, ••• , .:t2m= A. 

En este caso , de acuerdo a lo demostrado 

2"'/ 
V X ¡ ••• XnXn+i ••• X2m ~ 

x,+ · · · +:rn+xn+l + · · ·+z2m 
~----------~2~m~------~--
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Pero, puesto que 

x1 + x 1 + . . . + Xn = nA , 
t"esulta quo 

l:¡ +rt+ ... +.r,. +(2m-n) A 
2m 

Por consiguiente , la desigualdad anterior toma la forma 
2m/" zm V x,x2 ••• XnA -n~A, 

de donde, despu4s de elevarla a la potencia 2m, 
' 

X sXz ••. XnA2m-n~A2"', 

y, por lo tanto, 

es decir, 
n/ . - A_ z,+rt+ ... +xn y x,x3 ••• Xn ;::, - n 

Para finalizar la demostración del teorema queda por 
eomprobar el hecho de que ~n la desigualdad (3) figura el 
signo de igualdad cuando, y solamente cuando 

x1 = x1 = ... == Xn · 

La primera de estas afirmaciones es obvia. Efectivamente, 
si x1 = x 2 = ... = Xn = a, ambos miembros de la desi­
gualdad (3) serán precisamente iguales a a. Demostrar la 
segunda afirmación es algo más difícil : si en la relación (3) 
figura el signo de igualdad, entonces 

x1 = x11 = ... = Xn. 

Demostraremos este hecho partiendo de la demostración a 
la inversa . Siendo así, supongamos que 

n/ zt+x2+···+zn v x,x2 • • • Xn = n • 

aunque no todos los números x1 , x 2 , •• • , Xn son iguales. 
Puesto que la numeración de éstos depende de nosotros , 
podemos admitir que 

x1 :f=. x 2• 

Examinemos otro conjunto de números 



33 

en el que todos lo.c; números, CQrnenzando desde el tercero, 
son los mismos que en el conjunto inicia l x1 , x2 , x,, ... , x(l 
y donde 

:Ct +xz 
Yt=Y2= :! • 

Es evidente q\le y1 + y 2 = x1 + x2 y, por consiguiente, 

Yt+!l:~.+xs-1- ... + xn.= Xt + xd-xa+ · ·. +xn 
11 

Así puc.c;, también 

Ys+Yz +x3+ ... +xn ' 
n 

Pero, en virtud de la desigualdad (3} ya demostrada, 

n/ _.-- Yt +Y2+x3+···+xn y Y1Y:~X3 • • • Xn >::::, n , 

lo que, en unión con la igualdad anterior, nos da 

y, por lo mismo, 
YtY2 ~ X¡Xz . 

Esta úlLima correlación contradice el teorema del § 14 
ya que, de acuerdo co n éste, el producto de dos factores 
i.gua~es y1y2 debe ser estrictamente mayor que el producto de 
dos factores diferente~ cuya suma es igual (y1 + y2 = x1 + x2). 

El teorema está demostrado totalmente. 
§ 18. Del teorema demostrado se deduce la posibilidad 

de resolver los dos problemas que se examinan en el pánafo 
presente. 

PROBLEMA 12. Se requ·iere descomponer el número positivo 
A en n factores positivos de tal modo que el producto de éstos 
sea el máximo. 

soLUCION. Sopongamos que los números x1, x 2 , • • • , Xn 

son positivos y que 

x 1 + Xz + . . . + x,~ = A . 

E ntonces, de acuerdo con el teorema· del § 17, tenemos 

X¡Xz .•• Xn~ (~) n. 
1! ' 

3-0 l 669 



Así puc~. ninguna selección de los factores logra un 

producl·O mayor que ( ~ )"'. Por otro lado, cuando :r1 = 

A. b . bt' = :r2 = ... = X 11 "--= -;:, es o v1o que se o •ene un pro-

ducto igual a ( ~ r. Entonces, todos los factores que b1JS­

camos deben sor iguales entre sí. 
Según el teorema del § 17 esta solución del problema os 

la única posible. 
PnOBLEM A 1 :~. S e requiere de:~com.poner el nr!mero positivo 

P en n factores positivos de tal modo que la suma de éstos sea 
la mínima. 

La .<;olución e~ análog-a n la del problema 12. Precisa­
mente, si 

sogún el LC'orema del § 17, r·csult.ará 

x1 +:r.2 + ... xn;;;;::n;/P. 

Quiere decir que ninguna selección de los factores logra una 
suma infodor a n y/ P, y puesto que con 

X1=X2= • . • =Xn=~P 

la suma que se obtiene es igual a n ;YP, todos los factores 
que buscamos deben ser iguales entre sí. 

Aquí también la solución hallada es la única posible. 
§ 19. Valiéndose de los resultados del § 18 se pueden re­

solver también toda una serie de problemas concretos. Cita­
remos varios ojemplqs. 

Las soluciones de los problemas obtenidas a continuación 
y examinadas en todos estos ejemplos. son las únicas posibles. 
Esta circunstancia se deriva fácilmente de lo expuesto an­
teriormente y no volveremos a tratarla más. 

PRODT,EMA 14. Inscribir en la esfera dada un cilindro de 
volumen máxim(). 

scwctON. Conservando las designaciones del § 11 tene­
mos la expresión del volumen que nos interesa en la forma de 

V= nr2h . 
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Pero, como ya vimos en ol § 1 f, 

h = 2 VR 2 - ?i. 
Entonces, 

V= 2nr2 Y }(2
- r2

. 

Admitiendo que z = 4~2 V2, obt.enemos: 

z = r1 (U2 - r~), 

adquiriendo .z su valor máximo cou el mismo r cou el que Jo 
adquiere V. Y a que 

t r2 r2 
-Z = -·-(RZ-r2) 
4 2 2 ' 

1 resulta que 4 z es el producto de tres íact.or.es cuya suma es 

igual a R2 • Así pues, el valor máximo de z será el que corres­
ponda a un r que cumpla la l'elacíón: 

r2 r 2 
T=:r=fl?.-,-2. 

De ahí, 

r=RV;. 
§ 20. PROBLEMA 15. Inscribir en el cono dado un cilindro 

de volumen máxima. 
sowcTON. Conservando las designaciones del § 12, 

tenemos la expresión del volumen que nos interesa en la 
forma de 

V= rt.r2h. 

Pero, como vimos en el § 12, 

Entonces 

11 
h=¡¡-(R-r). 

V = n ~ r 2 (R-r}. 

El valor máximo de V se obtiene con el mismo r con el 
que la función 

r r fi z=- ·- (· ~-r) 
2 2 ' 

3* 
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que es e1 producto d(;l tres factores cuya suma es constante, 
alcanza también su valor máximo. Por lo tanto, Zm~x se 
logra cuando 

!_-!..-R-r 2-2- ' 

es decir, cuando r = ; R. 
§ 21. PROBI,EMA 16. Inscribir en la esfera dada un cono 

de volumen máximo. 
soJ,uciON. Designemos por R el radio de la esfera y por r 

y h, respectivamente, el radio de la base y la altura del cono. 

e 
Fl(l, lO 

De la fig. 10 es evidente que r = ABes la media proporcional 
entre los segmentos BD y BC. Pero 

BD = h, BC = 2R - h. 
Por lo tanto, 

r 2 = h (2R - h). 

Pero como el volumen que nos interesa es 
1.' 

V =-nr2h 
3 ' 

entonces 

V=~ h2(2R-h). 
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lnLroducíondo en lugar de V la función 

h h. 
Z= 2'2 (2R-h), 

ql;e sim ultáneamente con V adquiere su va lor máx im o, vemos 
que Zm4x se alcanza cuando 

~ = ~ = 2R- h, 

es d(}ci r, cuando 
'4 

h=~ R. 

§ 22. PRODLEMA f7. Sobre el centro de una mesa redonda, 
una lámpara está colgada de una polea. ¿A qué altura se debe 

}'IG. 1 1 

situar ésta para obtener iluminación máxima en los /Jordes de 
la mesa? 

sowciON. I ntrodncimos las designaciones de la fig. 11. 
Del curso de física se sabe que la inlensidad luminosa 1 
en el punto A se exprefa por la fórmula 

I = k .'Ion cr 
l2 ' 

doullo k ns 1111 C<ll\l'idonll' const.anlo de proporcionalidad. 



38 

Señalando que el 

cos cp "7" ·-f-, 
obtenemos 

k 
I = rZ sen q> • cos2 q>. 

Examinemos on lugar de I la magnitud 

r' z =""k2 [2, 

Es obvio que Zmáx e .Tmáx se obtienen simultáneamente. Pero 
como 

resulta que 

.!. = (f-00 2 ) cos2 cp • cos2 cp 
4z SfP 2 . ;¿ , 

y el valor máximo de .z se alcan-za si 

1 - cos2 q> = eos2 'P 
2 

C(ls2 <p 

= 2 

es decir, cuando el 

Para este 1p 

y. pnc.st.o que 

.. /~ 
cos(jl= v a-· 

V2 
tgq>=-2-, 

h = r tg q>, 

la nlt.ura que bn~camos e~ 

Vi lto = r '"2 ~ O, 7r-
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§ 23. PROBJ.EMA 18. Se tiene una chapa rectangular lk 
hojalata con dimensiones de 80 cm X 50 cm. Se quiere recortar 
en todo11 lo11 ángulos lk la chapa cuadraditos iguales de modo 
que después de doblar los bordes que quedaron, se obtenga una 
caja abierta de capacid4d máxima. 

soLucrON. De~ignemo~ por x el lado del cuadradito que 
cortamos (fig. 12). No es difícil ver que el voiumen V de 
la caja que obtenemos será 

V = x (80 - 2x) (50 - 2x) . 

Es evidente que el intento de hallar V más sustituyendo V 
por z = 4x (80- 2x) (50 - 2x), con la sucesiva igualación 
entro sí de los tres factores, no será ex it.oso , ya que la ecua­
ci6n 

80 - 2x = 50 - 2x 
os insoluble. 

Procederemos de otra manera, introduciendo en el último 
factor cierto multiplicador constante k cuya elección preci· 

P'IG. 12 

~aremos más t arde. Así, en lugar de V vamos a exami nar la 
magnitud 

kV = :z (80 - 2x) (50k - 2kx). 

Aqui la suma de los factores no será una magnitud cons-­
tante y, per éSO, complementariamente, muliiplicaremos el 
primer factor por (2k + 2}. Enton.ces. ,ep lugar .de V, anali-
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í',aremos la función 

z = [(2k + 2) x) 180 - 2x] l50k - 2kx ). 

En esto caso, cualquiera que sea la oleccíón de k , la suma 
de los factores será constante e igual a 80 + 501.:. Por consi­
guiente. la función z (y con ella tilmhi6n V) dquirirá su 
valot• m áx imo cuand o 

(2k + 2) x =< 80 - 2x = 50k ·- 2kx. 

De tal forma, para hall ar x, tenemos dos eoua~·iones: 

(2k + 2) x = 80 - 2x, 
(2k + 2) x = 50k - 2k:c. 

Estas ecuaciones tincn las soluciones s iguient es: 

40 
X= k+2 t 

25k 
X== 2k+1 . 

Pa ra que el problema eoa soluble, estos valores de x deben 
co incidir , es decir, debe cum plirse que 

40 25k (5) 
k+ 2 2k-j- 1 . 

E n este caso nos ayuda l a circunstancia de poder elegir 
libremen te el número k . .Escogerem os k de m odo q ue se 
cumpla l a condición (5) . Pa ra ello es necesario con.'l iderar 
(!)) como una ccuació u que determ ina k . Al reBolver esta 
ecuación l1 allatnos dos va)ores para k : 

4 
k¡=2, k.¿ = --.s· 

Mas para k son inadrn isi bles valores negativos. Efectiva· 
mente , por el sentido del problema, el factor 50-2x, que 
entra en la com posicjón de V, deb e ser positivo. Por otra 
parte, para que al hallar Zmáx sea posible utilizar el <(proce­
dimiento de igua lac.ión de los f¡¡ctores» , hn y que estar seg uro 
de que to rlos los factores son positi vos. E n particular, debe 

.ser :positivo el factor 

50k.~2k.r-- k {50-2.c). 
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Empero las expresiones 

k (50 ~ 2x) y (50 - 2x) 

pueden ser simultánoamente positivas sólo si k es positivo. 
De esta manera, para k se debe elegir el valor 

k= 2. 

Con esta elección de k el valor de x es 

X= 10. 

Esta (lS la solución del problema. 



CONCLUSION 

Como hemos visto, con el auxilio de procedimientos al­
gebraicos elementales, se puede resolver cualquier problema 
encaminado a calcular los valores extremos del trinomio 
cuadrático 

y = ax'A + bx + c. 

En los casos en los que el problema se reduce al cálculo 
de los valores máximo o mínimo de una función de carácter 
más complicado, únicamente logramos la solución total con 
la ayuda de procedimientos artificiales elegidos para cada 
problema particular. 

Es lógico preguntar si, en general , existen procedimientos 
universales para hallar los valoros extremos de funciones de 
cualquier índole, que no sean trinomios cuadráLicos. 
Semejantes procedimientos existen pe1'0, como ya se dijo 
en la «<ntroducción», para su estudio se requiere el conoci­
miento de las matemáticas superiore~;. 



SUMA DE CANTIDADES 
INFINITAMENTE PEQUEÑAS 



PREFACIO 

El estudio del cálculo integral es bastante difícil, yo. que en su 
forma actual este cálculo es el resultado del entrelazamicnt() mutuo 
de una gran cantidad de ideas muy diversas. 

Sin embargo, ol concepto fundam ental del cálculo Integral (que 
de hecho remonta a la antigüedad). es decir , el concepto del límite 
de la suma do un número ilimitadamente crccioute de sumandos que 
decrecen ilimitadamente, es muy simple y natural. 

La asimilación do oste concepto no exige gran preparación y, a 
su vez, es muy útil, ya que crea la posibilidad de resolver una ser{e 
de problemas importantes de la geometría y de la fisica, permito asi­
milar más profundamente la idea del límite y sirve de magnífica intro­
ducción al estudio sistemático de la matomática superior. 

En el presente libro se explica en qué consiste el concepto men­
cionado y cómo se utiliza esto último para resol ver diversos problemas 
concretos. El material comprendido en este libro representa en sí las 
conferencias, ampliadas y perfeccionadas. que reiteradamente ofrecí 
a los escolares leningradenses do los novonos y décimos gradoll. 

El Autor 



§ 1. ALGUNAS FORMULAS 
DEL ALGEBRA 

·t. En la exposición ulterior necesitaremos ciertas fórmu­
las que, aunque están rctacioiladas con ·el curso de álgebra, 
no siempre se explican en la escuela. Estas fórmülas dan la 
expresión de las sumas do tipo 

S P = 1 P + 211 + 3P + ... + nP, 

donde p significa un número entero positivo. A nosotros nos 
será necesaria la expresión de las sumas S1) oolamente para 
valores pequefios de p: 

p = 1, 2, 3. 

Deduciremos las expresiones indicadas. 
2. Suma de los términos de la serie natural. Hallemos 

ante todo la suma 

sl = 1 + 2 + 3 + ... + n. 

Esta es la suma de n términos de la progresión aritmética 
cuyo primer térm ino a1 = 1 y su diferenciad = 1: por esto, 
su magnitud puede ser determinada con ayuda de la conocida 
fórmula del álgebra: 

S 
_ n(n-l- i ) 

1- 2 • ( 1) 

Mostraremos o tro procedimiento de determinación de la 
fórmula (1) que, aunque es algo más complicado , os en cam­
bio aplicable con óxi to a 1 hallar C\lalqu icr su m a S1,. 

Tomemos la conocida igualdad 

(n + 1)2 = n2 + 2n + 1 

y sustituyamos sucesivamente en ella n por n - 1, después 
por n - 2, y asi hasta que no lleguemos a la unidad. Como 
resultado obtendremos una serie de igualdades: 

(n+1)2 =n2 +2n+ 1 ) 

n2 =(n- 1)Z+ 2(n- 1) + 1 t 
(n- 1)2=(n-2)Z+2(n-2)+ 1 f (2) 

. . ·2~ ~ ia'+i.1 -f- 1 ...... J 
Sumemos t<ldas estas igualuades. Con e.~to prostaromo . ..; 

atención al hecho de que la columna de los tkrminos tlel pt·i-
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mer miembro estará compuesta casi de Jos mismos términos 
que la columna de los primer(JS términos do! segundo miem­
bro. La diferencia entre estas columnas consiste en que en el 
primer miembro falta el térmip.o 12 , que es el último en la 
columna del segundo miembro, y figura (n + 1)', que no 
existe en ol segundo miembro. 

En virtud de esta observación se ve que, después de eli­
minar los ténninos iguales, en ambas columnas obtenemos: 

(n + 1)2 = fZ + {2n + 2 (n -1) + ... + 2 · 1} + 
+ {1 + 1 + ... + 1}. 

El número de términos en las segundas llaves es igual 
al número de filas en las igualdades (2), es decir, es igual a n, 
así es que toda esta Uave es igual a n. Señalaremos a conti­
nuación que si sacamos fuera de las primeras llaves el factor 
común 2 resultará ser quo entre éstas queda precisamente 
la suma S1• Si sustituimos 12 por 1 hallaremos que 

(n + 1)2 = 1 + 2S1 + n. 

De aquí sigue que 

2S1 = {n + 1)2 - (n + 1) = (n + 1) [(n + 1) - 1] = 

= n (n + 1) 

y, definitivamente, 

S 
_ n(n+1) 
i- 2 ' 

así es que de nuevo obtenemos la fórmula (1 ). 
3. Suma de cuadrados. Apliquemos el procedimiento 

que acabamos de indicar para hallar la magnitud de la suma 
de los cuadrados de los primeros n números onteros posiLívos, 
es decir, la suma 

s'l = 12 -1- 22 + 32 + ... + n2
• 

P~tra ello, en la iguald a ti 

(n + 1r' "" n:1 -1- 3n2 + 3n + 1 

sustituiremos sucesivatneuto n por n- 1, por n - · 2, ole, 
hasta que no lleguemos a la unidad . Esto nos conducirá a 
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una serie de igualdades: 

(n + W' = n3 + 3n~ + 3n + 1 ) 

n3 = (n-1)3 + 3 (n-1)2 + 3 (n-1) + f 1 

(~~:)~ ~~n.~~)3·+· 3.(~~~)~: ~~n.~2~:-~ J 
23 = 13 + 3 . 12 + 3 ·1 + 1 

(3) 

Sumemos todas estas igualdades. Como en el caso anterior, 
también podemos realizar simplificaciones considerablesí 
precisamente, de la columna de los términos del primer 
miembro desaparecerán todos los términos excepto el pri­
mero, es decir, excepto (n + 1)3 , y de la columna de los 
primeros términos del segundo miembro desaparecerán todos 
los términos excepto el último, os decir, excepto 13. 

Después, sf sacamos el factor común 3 de la columna de los 
segundos términos del segundo miembro es evidente que pre­
cisamente quedará la .suma 8 21 que es menester hallar. De 
manera análoga la columna de los terceros términos del 
segundo miembro nos da la suma triple Sl, que ya hallamos 
más arriba. Si advertimos, además, que el número de filas 
en (3) es igual a n, hallaremos 

(n + 1)3 = f3 + 3S2 + 381 + n. 

Sustituyendo ahora 1~ por 1 y 8 1 por su expresión (t ) obten­
dremos 

De aquí 

ó 

~S,=(n+1)[(n+1)2-: n-i]=n(n+i)(n + ~ ) · 

Así pues, 
:!S2 ~ n{n-l-t~(2n-l- 1). 

Definitivamente t.cnemo~: 

S _ n (n+1) (2n+ 1) 
2- 6 • (4} 
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4. Suma de cubos. Absolutamente del mismo modo, 
partiendo de la igualdad 

(n + 1)4 = n4 + 1m3 + 6n2 + 4n + 1, 

llegaremos al sistema de igualdades: 

(n + 1)~ = n4+ 4n3 + 6n2+ 4n+ 1. 
n'-= (n - 1)'• + 4 (d-1)3 + 6 (n - 1)2 -1-4 (n -1) -l-1, 

24 = 11
' + 4. f3 + 6. f2 -1-4 ·1 + 1. 

Después de sumar y efectuar las simplificaciones adecuadas 
hallaremos: 

(n + 1)" = 1 + 4S8 + 6S2 + 4S1 + n. 

Sust ituyendo las sumas S1 y S2 por sus expresiones (1) 
y (4) ya halladas y efectuando todos los cálculos que, sin 
duda, se pueden consentir al lector, obtendremos también 
una expresión para la suma S 3: 

n2 (n -l-1)2 
Sa= 4 . (5) 

De manera análoga se pueden hall ar las sumas S 4 , S 5 , 

etc. 
5. Aunque esto uo t.iene relación di1·ectá con el tema de 

este libro, no podemos pasar sin referirse a un corolario muy 
curioso ele las fórm ulas (1) y (5). Exac tamen te, <lo la compa­
ración de es Las fó rmulas se ve que 

S3 =S~, 

o, más detalladamente, 

13 + 23 + ... + n~ = (1 + 2 + ... + n)~. (H) 

Por ejemplo, 

13 + 23 = 9 y (1 + 2)2 = 9, 
ó 

ó 

f3 + 23 + aa + /¡3 = 100 y (1 + 2 + :{ -1 4)2 ~~ 100. 

La igualdad (6) es aún más interesante ya que para valo­
res arbitrarios de los número·s a, b, ... , k, cou•o e~ fácil con-
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vencerse, no existe en absoluto una igualdad más general que 

a a + b3 + ... + ks = (a + b + ... + k)?.. 

6. El símbolo ~. Las fórmulas (1), (4) y (5) también 
se pueden escribir de otra forma si se hace uso del símbolo ~~ 
muy difundido en las matemáticas. Justamente, si tenemos 
una serie de tórminos designados por una misma letra, por 
ejemplo a, pero marcados con signos en esta letra para poder 
diferenciarlos entre sí : a1 + a2 + a3 + ... + an, entonces 
la suma do estos términos se designa con el símbolo 

(7) 

donde a~~. significa que el término tlpico de esta suma es a 
con ciert.o signo, y por encima y por debajo del simbolo de 
sumar ~ se indica que el signo (,\l\ la letra a recorre todos los 
valores enteros desde 1 hasta n. El mismo símbolo 2,1 es la 
letra mayúscula griega sigma. 

Con ayuda del símbolo í]las sumas 8 1 , 8 2 , S 3 pueden 
ser expresadas así: 

fl. n 

St= LJ k, 
k= 1 

(1 - '\1 kJ 
'·'3 - ,i...J ' 

h= 1 

y las fórmulas (1), (4) y (5) allquicren el aspect.o1l: 

.,.. 

~ k= 
n (n+ 1) 

2 
(8} 

11=1 

ll 

~ 
k?.. = n(n+l) (2n+1) 

u ' 
(9) 

/t= 1 

n 

~ kS= n:l(n-l-1)2 
4 

(10) 
h=l 

1 1 Nosotros consideramos q\w ol lector estudia 
este libro <•con el lápiz en la mano~. Si no fuera así recomendamos 
escribir las fórmulas (8), (9) y (10) en una hoja de papel y toncrlas a 
la vistn en lo sucesivo. 

4- 01 &69 



7. Algunas propiedades del símbolo ~. Señalaremos 
además algunas propiedades del símbolo de sumar ~. 

1) Si cada uno de los l!érmínos es de por sí la suma de dos 
otros términos su suma también se descompone en dos sumas. 

Exactamente: 

n 11 · n 

~ (a,.+b11)= íj ak+ ~ b11. 
k= t k=f k= t 

(11) 

Para la demostración de la igualdad (11) es suficiente 
escribir su primer miembro en forma desarrollada: 

que, evidentemente, se puede volver a escribir así: 

y esto es precisamente el segundo miembro de la igualdad (11). 
2) Si todos los términos de la suma tienen un factor co 9 

mún éste se puede oxtraer fuera del ~ímbolo de la suma: 

n n 
2J cak=c ~ ak. (12) 

ll=l 11=1 

3) Si todo!! los términos ak son iguales a una misma mag· 
nitud a, entonces su suma es igual a esta mi~ma magnitud 
multiplicada por el número de términos, 

(13) 

Esta propiedad también puede ser fácilmcnle demo~trada 
por el lector. En vista de la extraordinaria simplicidad de 
las propiedades señaladas del símbolo ~ en lo sucesivo hare­
mos uso de él sin mencionar esto especialmente. 



§ 2. CALCULO 
DE LA PRESION 

DE UN LIQUIDO SOBRE 
UNA PARED VERTICAL 

8. Presión sobre la pared de un recipiente. Supongamos 
que ante nosotros se encuentra un recipiente rectangular 
ll eno de agua; sus dimensionAs se indican en la fig. 1. Plan-

1 

h ' 

' /- ---- -- -- ----- -

FIG. t 

teemos el problema de hallar la presi6n1l P del agua sobre la 
pared delantera del recipiente. 

Para resolver este problema se deben recordar algunas 
leyes de la bidrostática. 

9. Si cierta superficie horizontal se encuentra debajo del 
agua, resulta ser que la presión de ésta sobre la superficie 
es igual al peso de la columna de agua que se apoya en ella, 
es decir, de la columna cilíndr ica que tiene por base dicha 
superficie y por altura, la profundidad a la que ésta se en­
cuentra sumergida. Puesto qÚ& se trata del agua, cuyo peso 
específico es igual a la unidad, el peso de la columna roen-

1 ' Aquí y on _lo sucesivo, al hablar de «presión,, 
so tiene l'll (;ucnta tot.lu l¡-¡ hterza c.on la que el, agua presiona sobre 
la pnred, y no la fut•t·:r.a ,:alculada para una unidad de saperficie (es 
<lcr.ir, no la ¡m~siún c:;pt•drica). 



cionada es igual al v:olumen de ésta, es decir, es igual al 
área de la superficie multiplicada .. por la profundidad de su­
mersión. De tal guisa, este produ~to da precisamente la 
magnitud de la presión sobre la· superficie horizontal. 

Si la superficie que se encuentra debajo del agua no es 
horizontal, entonces sus diversos pun(os se encuentran a di­
ferente profundidad, y no se puede h.ablar respecto a la pro­
fundidad de sumersión. Pero, si esta superficie es muy pequeña 
entonces, con aproxtmaci6n, se puede considerar que todos 
sus puntos están sumergidos a una misma profundidad, y 
denominar a ósta profundidad de sumersión de la -propiá 
superficie. 

Supongamos que tenemos semejante superficie muy pe­
queña sumergida en el agua¡ calculemos l a presión sobre ella. 
Con este fin vamos a imaginar que giramos la superficie 
alrededor de uno de sus puntos de t al manera que tome posi­
ción horizontal. Puesto quo en el interior del líquido la 
presión se transmite en cada punto de éste igualmente en 
todas direcciones, y puesto que las dimensiones de la super­
ficie son muy pequeñas, la operación del giro que señalamos 
apenas haM variar la presión sobre la superficie. Simultá­
ne~ente, ya es aplicable a la superficie, en su nueva posi­
ción horizontal, la ley de cálculo de la presión que anterior~ 
mente ·indicamos. Como el proceso de giro de la superficie 
no varía ni el área de ésta, ni su profundidad de sumersión 
(lo último porque la superficie es muy pequeña), podemos 
enunciar semejante afirmación: la presi6n sobre una super­
ficie pequeña que se encuentra sumergida en el agua es igual al 
área de esta superjtcf.e mulUplicada por la profundidad de su 
sumersión. 

Esta regla no es ·del todo oxacta, sino aproximada, y pro­
porciona un resultado tanto más exacto cuanto menor es la 
superficie que oxaminamós. 

10. Una vez establecida esta ley volveremos al problema 
planteado más arriba. La pared del antera del recipiente no 
es muy pequeña y, por consiguiente, d irectamente, la ley 
o~tabll!Cida es inaplicable a ella. Para que, a pesar de esto, se 
pucdn a pi icar esta ley procederemos de la manera siguiente. 

Tomemos un número muy grande n y dividamos la pared 
en n bandas iguales horizontales (fig. 2), la Rnchura de cada 

1 
cual os -h. 

n 
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Examinemos ahora una de estas bandas «elementales», por 
ejemplo, la k-a de arriba. Esta es muy estrecha y podemos 
considerar que todos sus puntos yacen a una misma profun­
didad. Entonces1> la presión sobre ella se calcula con ayuda 
de la ley de p. 9. 

El área de la superficie es igltal al producto de su longi-
1 1 

tud a por la anchura - h es decir, es igual a - ah. Para 
n ' n 

FIG. 2 

obtener la presión t!S menester multiplicar c.ste número por 
la profundidad de snmersión de la banda. Para la k-a banda 

de arriba esta profundidad es igual a !:. h2>. De tal guisa, 
n 

la presión P.,. sobre la k-a banda (presión «elemental») es 
igual a 

ah2 
P1, o= ñ2k. 

H Examina1Hio la deducción d!l la llly de la 
prcsióu vemos que ¡lara su justeza se requiere solamente que todos 
los puntos do la supcrfici1~ se encuentren (aunque sea aproximada­
mente) a una misma profundidad. Por esto la ley es aplicable a una 
handa estrecha horizontal, aunque, dellido a su longitud, no ~e puede 
considerar que ésta es <•pequeña&. 

LJ La magnitud !!_h es la profundidad del borde 
n. - · 

inferior de la k-a banda, poro, puesto que desatendemos de la dife­
rencia existente entre la profundidad do los dtferentos puntos de la 
banda, admitimos que esta magnitud os la profundidad de súmer­
sión de toda la banda. En lo sucesivo tendremos que ver reiteradas 
veces con situaciones seme¡antes. 
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Para calcular la pre.sión P sobre toda la pared es necesario 
sumar las presiones sobre la~ bandas aisladas, lo que da 

Empleando la fórmula (8) podemos representar a la presión 
P así: 

p _ tth'!. • n (11 + 1} 
-- n2 2 ' 

o también así: 

p = .!!!!;, ( i + .2..) .2 l't • 

de donde, en resumen, 

P-:· ah2 + ohZ .~ (14) 
- 2 2 n · 

Sin embargo, la expresión de la presión que acabamos de 
hallar no e.s absolutamente exacta. Es que en realidad, aun­
que las bandas son muy estrechas, incluso en los límites de 
una banda los diversos puntos yacen de todas maneras a 
diversas profundidades. No obstante cuanto más estrechas 
sean las bandas que tomamos tanto más exacta será la ex­
presión. 

Así es qrlc si aumentarnos cada vez más y más el número 
n obtendremos do la (14) exprosionos para la presión P que 
serán más y más exactas. De tal guisa, el valor real, exacto , 
de la presión es el Umite1), hacia el que se aproxima la 
magnitud 

.!!!i:_+ aJ¿Z • !. 
2 2 n 

cuando n crece ilimitadamente. Pero, como se ve claramente, 
con ~1 aumonl.o de n el número ..!. , y conjuutamonte con ól 

fl 

b . , ah2 1 l d . tam 1en 2 · -; , se lace ca a vez menor y menor, apro.x.l-

1> Recordaremos que ee denomina límite de la 
magnitud· variable xn n) número constante l quo tiene la propiedad 
de que la magnitud absoluta de la diferencia ·xn -- l, para todos 
los valores suficientemente grandes tle n., rosul ta ser menor qu!l 
cualiJuier número positivo dado cou anterioridad. 
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mándose a cero. Por esto, el límite de la magnitud a:2 + 
ah2 1 l . d , . ah2. • + T X ñ es e prtmcro e sus termmos 2 , que prcetsa-

mente nos da la expresión absolutamente exacta de la prosión 

ah 'l. 
P=-z-· 

De osta forma el problema queda resuelto. 
U . Presión sobre una oompuerta triangular. Planteemos 

ahora otro problema de este mismo género. 
Por ejemplo, tratemos de calcular la presión del agua 

sobre una compuer ta triangular bajada en ésta verLicalmente 

FlG. 3 

de tal manera que la base del triángulo so encuentra al nivel 
de la superficie libre del líquido (fig. 3). 

Para resolver este problema, partiendo do los razonamien­
tos formulados detalladamente en. el punto anterior, aquí 
también dividiremos la compuerta en n bandas horizontales 

1 
muy estrechas (bandas «elementales») de - h de ancho de 

n 
cada una y calcularemos la presión· total como la suma de 
las presiones sobre cada banda. 
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Tomemos una band.a aislada, la k-a de arriba, y calcule­
mos la presión sobre ella. Despreciando el ancho de la banda 
podemos considerar que todos StlS puntos se encuentran a 
una misma profundidad igual a !!. h. La presión ~elemental», n 
es decir, la presión P.,. sobre la banda con número k , se ob­
tendrá multiplicando esta profundidad por el área de la 
banda. Este área puede ser calculada como el área de un 
trapecio. Pero, evidentemente para una banda estrecha, se 
puede considerar con al to grado de exactitud que su forma 
es rectangular. Esto simplifica el cálculo del área. Es cierto 
que aqui tiene lugar cierto orror, pero éste es tanto menos 
JXlrceptiblc cuanto más estrecha es la banda, y nosotros ya 
sabemos por el ejemplo anterior que de todas maneras tene­
mos que disminuir ilimitadamente el ancho de las bandas, 
así que el error indicado no influirá sobre el resultado defi­
nitivo. Aquí chocamos con una idea rle carácter muy general 
que regularmente se utiliza al resolver prohlema8 muy diver­
sos: al calcular un térmirw elemental prestar mayor atención 
a la simplicidad de su expresión desatendiendo de lcu partes de 
este término para lograr dicha simplicidad, con tal de que Zas 
partes de las que desatendimos sean ínfima.mente pequeñcu en 
comparación con aquello que se tomó en consideración. Con 
ayuda de la teoría de los límites se podría haber enunciado 
este principio de manera más exacta y estricta cosa que, 
sin embargo, no haremos teniendo en cuenta que la esencia 
del asunto se aclarará lo suficiente en los ejemplos ulteriores. 

Admitiendo a la k-a banda por un rectángulo hallaremos 
el área de éste como el producto de su longitud por su anchura. 
La anchura, como es obvio, es .!. h, y la longitud ltt (el signo k n 
indica que precisAmente se Lrata de la le-a handa) se culcula, 
como se vo en la fig. 3, de la simi litud de los triángulos 
mediante la proporción 

l1, : a= ( h - : h) : h, 

de donde l.,. = ( 1 - ! ) a. 
De tal manera , el á rea de la banda es 

1-- a·-h ( 
k ) ·i 
n n ' 
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y la presión sobre ell a 

ah2 { k ) Pk= - 1 - - k. n2 n 

T oda la presión se hall ará sumando las magnitudes cal­
culadas 

11 n 

~n ah2 ( k) P= - 1-- k 
n2 n ' ó p = ~~

2 

~ k- ~
2 

~ k2. 
11=1 1<=1 A- t 

Empleando las fórmulas 
expresión l a forma 

(8) y (9) podemos dar a esta 

ah2 n (n+ 1) 
P=- . __:....,.,.:.~ 

nZ ;¿ 

o, lo que es igual 

Esta expresión do la presión es a proximada y su precisión 
es tanto m ayor cuanto mayor es el número n'. Por lo tanto, 
para hallar la magnitud exacta de la presión , es menester 
aumentar ilimi tadamente n en el segundo miembro de esta 
igualdad, y hallar el límite de este segundo miembro. Puesto 
que el aumento del número n lleva tras sí la aproximación 

1 1 1 
a cero del quebrado - los factore~ 1 +- y 2 +- se 

n n n 
aproximan correspondientemente a 1 y a 2; por esto (basándo­
se on el teorema referente al límite del producto y de la 
diferencia) toda la expresión escrita más arri ba t iene como 
, · l , ah2 ah2 2 h mtte e numero T - 6 · . 

De tal modo, 

y , definit ivamente, 
ah2 

P=-s- · 

E~ta os la magni luil e.xacta de la presión. 
12. Calculemos la presión sobre una compuerta "fert ícal 

do la misma fo1·mu , poro que se encuent ra sumer~ida de t!ll 
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manera quo su vértice se encuentra al nivel de la superficie 
del agua mientras que la base es paralela a esta última 
(fig. 4). 

Dh·idiendo la compuerta en bandas horizontales de .! h n 
de ancho, y admitiendo que cada una de estas bandas es un 

1 
1 

~ 

rectángulo, hallaremos la longitud de la k-a banda por la 
similitud de los triángulos 

k 
do do tlllo l,, = - a. n 

De aquí t>.l área de ]a banda es igual a :z ah y, puesto que 

la profnrut itlad (lo ~u sumersión es .!:.. h, la presión elemental 
/l 

L'S igual ;1 

11 kZ } ~ 
1< ···:: -¡¡:r u ¡.~ . 
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La presión total se obtiene sumando todas las presiones 
elementales 

n n 
~ k?. ah2 "" 

P = LJ ""ñ3 ahz = -;;¡- LJ k2
• 

11=1 k=l 

Con ayuda de la fórmula (9) volvcremo~ a escribir P así: 

P - aJ¡'I. . n(n+i)(2n+t> 
- n3 6 

o así: 

La expresión exacta se obtiene de aquí por transición 
al límite cuando n crece ilimitarlame·nte; para hallar est.c 
límite se deben repetir los razonamientos expuestos al final 
del p. H. No entrando ya en detalles solamente indicaremos 
que el limite incógnito se halla desechando en lo~ paréntesis 

del término t lo que definitivamente da ñ· 
ah2 

P=-a-· 

13. Presión sobre un semicírculo. En los ejemplos exami­
nados, como es obvio, se desarrollaba una misma idea. Esla 
consistía en la división de la presión incógnita P en térmi­
nos elementales Ph. El cálculo de un término se efectuaba 
de manera simple (despreciando la diferencia entre l,as 
profundidades de los diversos puntos de una banda, su~o­
niendo que la banda es de forma rectangular), lo que per­
mitió hallar PI< sin dificultad. Después de esto se s umaban 
todas las presiones elementales y se hallaba el Hmi te de la 
suma obtenida al crecer n infinitamente. Con esto, para 
hallar el límite de la suma, utilizabamos las fórmulas (S) 
y (9) del § 1. No obstante, sería un error el pensar que la 
resolución de problemas con el procedimiento seíialado con­
duce a las sumas simples del § 1; al revés, muy frecuente­
ment-e llegamos a sumas mucho más complicadas. Ilustra­
remos esto con un ejemplo. Exactamontc , procuraremos 
calcular la presión sobre una compuerta semicircular (fig. 5) 
instalada verticalmente en el agua de tal manera que la 
superficie libre del liquido coincirle cQn el diAmetro rl1~l 
semicírculo. 
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Empleando los razonamientos ya expuestos dividimos 

la compuerta en band·as de ! R do anchura, donde R es 

el radio del semicírculo. Aquí también admitimos a cada 

t--- - ----2R- ---

~. 

1-'IG. 5 

una de las bandas por un rectángulo. Su longit.ud se calcula 
con ayuda del l~oréma de Pitágoras: 

En este caso el área de Ja banda es 

2RZ V z k2 
--;;2 n - ' 

y la prosión elemental es igual a 

2R3 V P~t = fi'3 k nz - k2• 

La expresión aproximada de la presión total es la suma 

n n 

P= ~ 2;3 kynz-kz, 2fl3 
6 P = -"" kynz-k2 ns L.J ' 

h= l k=1 

y su magnitud exact.a os el límite rlo esta suma cuando n 
crece infinitamente. Advertiremos que, en verdad, a noso­
trQs nos interesa no la propia suma, sino su lim,ite. 
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Así pues, 
n 

P=2R3 lím[n~ ~ k}fn2-k2J. (15) 
k=t 

donde el símbolo lim procisamente significa límite . 
Por consiguiente, el problema quedaría totalmente re­

suelto si pudiésemos hallar el límite 

n 

lím [ : 3 2} k Y n2-k2 J. (16) 
k-1 

Sin embargo, nosotros no sabemos todavía cómo calcular 
este límite y. por Jo tanto, tampoco r)odemos resolver el pro­
blema que planteamos. Más abajo, en el punto 23, daremos 
un procedimiento para calcular el límite (1G) y resolveremos 
este problema. 

§ 3. CALCULO DEL 
TRABAJO PARA EXTRAER 

UN LIQUIDO 
DE LOS RECIPIENTES 

14. Extracción del agua de una caldera cilíndrica. En 
este párrafo examinaremos un tipo de problemas que están 
relacionados con otra rama de la física, pero cuya resolución 
se efectúa con ayuda del mismo método de división en un 
número ilimitadamente creciente de términos que decrecen 
infinitamente, o, como se dice, de términos infinitamente 
pequeños. 

En calidad de ejemplo tipico examinaremos el problema 
siguient-e. Sea así que en la caldera cilíndrica (fig. 6) haya 
agua. Supongamos que la extraemos con ayuda de una bomba. 
Se requiere calcular el trabajo que se gasta para extraer 
todo el agua. 

R ecordemos que se denomina trabajo gastado en el movi­
miento de una partícula material al producto de la fuerza, 
aplicada a dicha partícula, por la trayectoria que ésta describe. 
Volviendo a nuestTo problema vemos que, para extraer 
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una partícula ele líquido ele la caldera, es suficiente elevar 
la part.ículn hast.a el borde de ésta , ya que después, bajo el 
i nfiujo do la fuerza de la gravedad propia, la partícula se 
d(\rramarú do la ca1dN'a por sí misma. De tal modo, el pro­
hlt'ma !'ic rodnco a calcular el trabajo que es necesario gastar 
para elevar ~ucesivamcntc todas las partículas del líquido 
hasta el ni vel de los bordes de la caldera. 

-------,;" -....... 

F IG, 6 

Con esto , como es obvio, cada parlicula describirá una 
trayectoria igual a la profundidad de su sumer·sión en la 
caldera. Puesto que la fuerza que se necesita superar durante 
la elevación es precisamente el peso de la partícula , resulta 
ser que el trabajo de elevacíón de una partícula es igual al 
producto del peso de la partícula por la profundidad de su­
mersión de ésta . Como se trata del agua, cuyo peso especifico 
es igual a la unidad, el poso do la partícula numéricamente 
es igual a su volumen y, por consiguiente, el trabajo de eleva­
ci6n de una partícula de agua es igual al producto del volumen 
de esta partícula por la profundidad de su sumersi6n. 

Ya que en la caldera las diversas partículas del líquido 
se encuentran a diferente profundidad nosotros no podemos 
emplear directamente el principio señalado para el cálculo 
del trabajo. 



Pero, para tener la posibilidad de poder basarse en este 
principio, procederemos de manera análoga a cómo procedi­
mos al resolver los problemas del párrafo anterior. Exacta­
mente, dividamos la altura H del cilindro (fig. 6) en n partes 

de ~H de longitud de cada una y tracemos por los puntos 
n 

de divisiones planos paralelos a las bases del cilindro. Estos 
planos cortarán todo el espesor del agua en n capas «elemen­
tales». Aproximadamente se puede considerar que, en los 
límites de una capa, todas las partículas del líquido se 
encuentran a una misma profundidad. Por esto, haciendo 
uso del principio señalado an'teriormente, podemos calcular 
el trabajo para la elevación de una capa. 

El volumen de una capa es el volumen del cilindro con 

radío R (donde R es el radio de la caldera) y altura :!.n, 
" asi que aquél es igual a 

nRz .!!._ • 
n 

Si se trata de la k-a capa de arriba, como os obvio, la 

profundidad do sumersión de ésta os .!!... H, y el trabajo «ele­n 
mental» paro su elevación os igual a 

T k = nR2 H2 ...!:_ nZ' 

El trabajo total T se halla sumando las expresiones cal­
culadas, es decir, 

ó 

.. .. 
k 

T= ~ nR2H 27, 6 T=tr.R
2
H

2·* ~k. 
k=l ll=l 

Basándose en la fórmula (8) tenemos: 

T =nRZ[J2. ~2 • n (n:i) • 

¡r,R2Jl2 ( t ) 
T= 2 1 +ñ . (17) 

Esta igualdad, no obstante, es aproximada, ya que en 
realidad, incl.uso en los límites de \lna capa las profundidades 
de las diversas partículas no son iguales entre sí. 
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Sin embargo es evidente que con ol crecimiento del núme­
l'O n mejora ilimitadamente la exactitud de esta igualdad 
aproximada. Por esto, la expresión exacta del trabajo la 
hallaremos calculando el límite del segundo miembro de la 
igualdad ( 17) cuando n crece ilimitadamente. 

Este límite, como es evidente, se halla simplemente omi-

tiendo el quebrado ...!. , lo que definitivamenle da 
n 

nR2Jl2 
T= 2 • 

Si hacemos empleo do la expresión del volumen del 
cilindro V = nR2H , la magnitud hallada puede ser repre­
sentada así: 

T-= V~ . 
Con otras palabras, ol trabajo que nos interesa es igual 

a aque l trabajo que es menester gastar para elevar toda la 
caldera de agua a la mitad de su altura. 

15. Extracción del agua de un embudo. A t í tulo de segun­
do ejemplo examinaremos un problema análogo de cálculo 
del trabajo para extraer ol agua de un embudo cónico (fig. 7). 

Como antes, dividiremos toda la masa d~ agua on n capas 

de .! H de espesor de cada una. El trabajo elemental es igual 
n 

a la profund idad de la capa multiplicada por su volumen. 
Este volumen es el de un cono truncado. No obstante, es 
mucho más cómodo calcularlo admitiendo la capa por un 
cilindro . Esto, de antemano, no es exacto, pero introduce 
simplicidad en el cá lculo. Do manera análoga a la e:xpuesta 
en el punto 11 no!! convenceremos de que en el proceso de 
crecimiento del número n el error, que es el resu ltado de la 
admisión inexacta, desaparece, y, do esta manera, quedan 
sólo las ventajas de dicha admisión. 

Designando por r11 el radio de la k-a capa de arriba halla­
remos que su volumen us 

• 1 H 
:n:r~n . 

Puesto que la profu ndidad de sumersión de la capa es : H, 
el trabajo elemental será i.gual a 

T t. = nr~H2 ~~~ • 
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En esta expresión entra la magnitud r ¡, ; expresemos a 
ésta por los elementos del cono. De la similitud de los trián­
gulos tenemos 

de donde 

r¡, = ( 1- ~)R. 

Sustituyendo esto en la expresión del trabajo elemental 
hallaremos que 

( 
k )2 k 

T11. ='JT,R2H2 1--n -;;2· 

El trabajo total que nos interesa es i~ual a la suma de 

FJG. 7 

lo!\ trabajos elementales hallados, es decir, 
n 

T=" nRaH2 1-- -( 
k )2 k 

LJ n n2 ' 
ll.oi 

ó 

5-0l669 
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Utilizando las fó rmulas (8), (9), (10) demos a~ la expre-
sión hallada la forma de · 

T = nRZJfz ~ ( 1 + ! ) - ; ( 1 + +) ( 2 + ~ ) + 
1 ( 1 )2. +-¡- 1+-;;- . 

Esta exproston solamente es aproximada, ya que las 
capas no son cilíndricas y las profundidades de los diversos 
puntos de cada capa son diferentes. No obstante, aum~ntandp 
n ilimitadamonto y cogiendo el límite dol segundo miembro, 
hall aremos el valor exacto del trabajo 

T = nRZH2 ( ~ - !. + ! ) 
y, definitivamente, 

1 
T = T2 nR2H 2

• 

Si recordamos1> que el volumen del cono es igual a 

V=fnR2H,l 

entonces el trabajo calculado se puede representar en l a for­
ma de 

H 
T=V·T· 

e~ decir•, resulta sor que éste es igual al trabajo que se 
Mcesita para elevar todo el embudo de agua a un cuarto de 
S\J altura. 

16. Extracción del agua de una semiesfera. Resolveremos 
un problema más de este tipo. Justamente, calcularemos el 
trabajo que se necesita gastar para extraer el agua de un re­
cipie nte que tiene la forma de una semiesfera (fig. 8). Proce­
dícndo como antes dividiremos toda la masa de agua en n 

capas hori~ontales do l. R de espesor de cada una. 
n 

Admitiendo a cada capa por un cilindro de ' radio r11 
(:::í se ll'at.a de la k-a capa), veremos que su volumen es 

V .1r = w: ..!.. R , 
n 

en ()\ p. 18. 
1 • Bstn fórmula, entre (ltras cosas, se determina 
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y, por consiguiente, el trabajo elemental es: 

T" = n.rl : 2 R'l.. 

Expresemos ahora el radio r" de la k-a capa por el radio 
R de la esfera. Como es fácil ver en el dibujo , para este fin 

FIG. 8 

se puede utilizar el teorema de Pitágoras, que no~ <in 

rl = Ra- ( = R) 
2 

• 

De aquí 

( 
k2 ) k 

T~¡=n.R' 1- nZ -¡;r· 

El trabajo total se luilla sumando todos los trahajo~ elemen­
tales 

n 

T= ~ nR4 1- - -( 
kZ ) k 

LJ nZ nZ • 
lt=i 

6 
.. 1\ 

T= nR'[-1 ~ k--
1 ~ k3] 

n2 L.! n' LJ ' 
k=1 11= 1 

de donde, basándose en las fórmulas del § 1, tcnomtls 

T = n.R' [-i-, n (n+i ) _!_·. n'l. (n+i)2 J 
n2 2 n4 4 ' 

ó 

T = nR6 
[ ; ( 1 + ! ) -+ ( 1 + ! ) 2 j. 

5* 
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Esta expl'esión aproximada del trabajo pa~a a sur exacta 
si omit¡'mos 1 lo q·u" da ñ• v 

T = nR4 ( ~-! ) 
y, definitivamente, 

T = ! rcR~. 
17. Extracción del agua de una tina. Para finalizar este 

párrafo examinaremos el problema de cálculo del trabajo 
para la extracción del agua de una ti,na, es decir, de un 
recipiente que tiene la forma de un semicilindro (fig. 9). 

FlG. 9 

Empleando el mismo- método-:. de división en términos 
infinitamente pequeños cortaremos toda la masa de agua en 
n capas estrechas y horizontales, quo tienen la forma de plan­
chas rectangulares (fig. 9). El volumen de una de estas plan­
chas es igual a 

R 
Vk=Hltt-. n 

donde a través de lk se designa su anchura. Esta anchura l10 
según el teorema de Pitágoras (como la cuerda de la circun-
ferencia que se encuentra a la distancia .!!.. R del centro), 

n 
e~ igual a 
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así que el volumen e~ igunl a 

De aquí el trabajo elemental dt~ extracción Q!' 

1' = 2R3H ~·vnz-kz. k n3 • 

y el trabajo total es 

6 

(18) 

Sin embargo, la expresión hallada es solamente aproximada. 
Para hallar el valor exacto del trabajo os menester aumentar 
ilimitadamente n y hallar el límite dol segundo miembro de 
la igualdad (18): 

(19) 

De tal manera, la cue~tión ro~ide en calcular el límite 

(20) 

cuando crece ilimitadamente n. Recurriendo al p. 13 vemos 
que ost,e límite coincirle con el límite (16). Nosotros no sabe· 
mos toclavía como hallar esto límite y, por ello, la resolución 
de dos problemas físicos diferentes no puede ser finalizada. 
Com{> ya señalábamos en el p. 13, más abajo, en el p. 23, 
calcularemos el límite (20), y con ello resolveremos ambos 
problemas. 
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§ !1. CALCULO 
DE VOLUMENES 

18. Volumen del cono. Los métodos desarrollados más 
arriba encuentran am plia aplicación al resol ver una serie 
de problemas geométricos. En el párrafo presente mostrare-

t·J<;, tO 

mos la aplicación de estos mútodos para calcul ar el volumen 
de di versos cuerpos1>. 

Pl anteemos ante todo el problema de cálculo del volumen 
del cono. Para la re~ol ución de este problema dividamos 

(fig. 10) Ja altura del cono en n partes de ..!. H de longitud de 
n 

cada una y, a través de lo~ punt.os divisores, t racemos planos 
paralelos aJa base del cono. Estos planos cortarán a todo el 

u Puesto que a nosotros, principalmente, nos in­
teresa pura mento la cuestión referente al cálculo, aqui no parare mos 
en el asunto f(!Spccto a la determinact6n exacta de la noción del 
volumen. Como se sabe, para semejante determinación, tambi~n 
es necesario utilizar la noción del límite. 
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cono en n capas. Admitamos aproximadamente a cada una 
de estas capas (que, en realidad, es un cono truncado) por un 
cilindro. Esto, naturalmente, no es exacto , pero para valores 
grande~ de n el error es absolutamente imperceptible. 

Designando el rad io del k-o cilindro elemental de arriha 
por rk hallaremos que el volumen de este cilindro es igual a 

V11 =rtr~~ · n 

De l a similitud de los triángulos tenomos 
k r~t : R = -11 : H , 

de donde 

n 

k r,.=-R, 
11 

y la expresión del volumen elemental toma la fo rma: 
k2 

V 11 = nWB '"""'3 , n 

así que el "Volumen total es igual a 

ó 
" 

V = nR211 ·-
1 

""' k2
, n~ L.J 

lo que, basándose en la fórmu la (9), e~ igual a 

V - R2H n(n+1) (2n+ t) 
- 1t (in3 ' 

ó 

2 (t+ !)(2++) 
V =:tR H 6 . . (2) 

Este valor del voh1men no el\ exacto, si no l'olam(\nte apro­
ximado, puesto que , co mo ya ~tl ~ciialó , ln~ capaR aislaul'ls 
no son en realidad cilin dros. Sin ern bargo, cuanto mayor rea 
el número n tanto más exacta será la expresión halJada , al'Í 
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que el valor real de V es el límite del segundo· miembro de 
la igualdad (21) cuando n crece ilimitadamente. Este límite, 
como es evidente, se obtione de (21) omitiendo el quebrado 
t 
-;:;, asi que 

y, defini ti vamenle, 
t 

V=-anR 2H . 

De tal manera , el volumen del cono es igual a un tercio del 
producto del área de su base por la altura. 

19. Volumen de la pirámide. Los razonamientos pare­
cidos permiten calcular el volumen de la pirámide. Exami­
nemos (fig. 11) una pirámide cuya altura es H y el área do 

1<' 10, t t 

su base es Jl. Dividiendo su· altura en n partes iguales y 
trazando por los puntos divisores plano!:l paralelos a la base 

cortaremos la pirámide en n planchas prismáticas de ! H 

de altura de cada una (hablando en l'igor estas planchas no 
son prismáticas, sino que son pirámides truncadas, pero, 
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igual que antes, con aproximación, se pueden admitir como 
prismáticas). 

Si el área de la k-a plancha do arriba es F 11 no os difícil 
ver que tiene lugar la proporción 

F 11 : F = k'l : n3, 

asi que 
k 'l. 

F11 =~F, 

y, por coosiguieoto, el volumen de una plancha es igual a 

[/ k'l. 
V~t=Fh·-=-3 FH. 

1 n n 

E l volumen de toda 1~ pirámide es igual -a la suma do los 
vo)úmenes elementales: 

6 !basándose en la fórmula (9)] 

V = P:: ( 1 + ! ) ( 2 + ! ) . 
Aumentando ilimitadamente n y cogiendo el Hmite del 

segundo miembro , encontraremos la igualdad oxacta: 

1 
V=-aFH, 

así quo, análogamente al volumen del cono, el volumen de la 
pirámide es igual a un tercio del producto del área de su base 
por la altura. 

20. Volumen de Ja esfera. Calculemos ahora el volumen 
de la osfera. Es obvio que el problema quedará resuelto si 
nos limitamos a examinar una semiesfera y, después, dupli­
camos el resultado. Dividiendo la semiesfera (fig. 12) con una 

serie de planos en n capas de !. H de espesor de cada una 
n 

ndmi títomos a cada un a de ellas por un cilincfro. Si el radio 
de la k-a capa el-! r11 entonces su volumen, como el volumen 
del cilind T'O, sot·ít igual a 

V ·• .R ,, :.- :ni'¡; ·p¡. 
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El teorema de Pitágoras da 

2 kz R rk=Rz--;;r z, 

así que la expresión del volumen elemental adquiere la forma 

V~ = nR8 ( 1-.!::_) _!_ 
,. n2. ~ • 

y ol volumen V* do toda la semiesfera es la suma de todos 
los V1,: 

n. n 

v• ''"' nR3 
[ ~ ..!. --1 

"" k2J kJ ~~ n3 kJ • 
k=i 1<=1 

lo que, a bn~e ele las propiedades sefíaladas en ol § 1, es igt1al a 

6-(i+..!.. ) (2+.!..) v• = :rr.R3. n 6 ~~ . 

El límite de esta expresión cuando n crece ilimitadamente 

FIG. 12 

da la magnitud exacta del volumen de la F.emiesfera 

v• = ; :rr.R3
, 

de cloude el volumon do toda la esfera es 
4 V =~ 3 nR3 , 

21. Vulu111cn de la parte común de dos cjlindros. Ahora 
rc;:o/ ven.! m os un problema má~ dificil. Examinemos dos 
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cilindros de igual radio cuyos ejes i;e cruza11 bajo un ángulo 
recto (fig. 13). Planteemos ol problema de calcular tJl volu­
·men de un cuerpo que es parte comtín de ambos cilindros. La 
dificultad de este problema estriba e u la complejidad del 

---- ----

FIG. 13 

cuerpo que examinamos y en lo dlfícil que es por esLo repre­
sentárselo con claridad. No obstante , este problema p uedo 
ser resuelto sin representar~e todo el cuerpo. 

Con este fin imaginemos un plano que pasa a través do 
los ejes de amhos cilindros; vamo~ a denominarlo pJano 
«axial>>. Este plano (si. con~idc1·amos que coincide con el 
plano del dibujo) divide el cum·po en dos pnrtH!' igualN~: 

«delantera» y «trasera~>. Vamos a limitarnos a. osludiar una 
de ellas, por ejemplo, la delantera , ya que nmba5:, como 
es obvio, son iguales. 

Imaginemos ahora cualquier otro plano vnralolo al axial. 
Dicho plano cortará a cada uno de lo~ cilindros por una banda 
y, además, evidentemente, esta~ bandas en ambos cilindros 
serán de una misma anchura. Por c~t.o, el cueqJo que exami­
namos, al cortarse con e8te plano, da un cuadrado. 

Una vez ostahlocido e~to no 0~ flifícil re~olvm· el problemn. 
Exact.amenle, desde el punto 1lc in t.or~ccciún rlo los eje~ <lt.> 
ambos cilindros levantemof< una perpendicular al plano 
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axial. La longitud del segmento d1~ ósta comprendido en la 
mitad delantera rlel ~uerpo que nos intere.<~a, es igual a R. 
Dividamos a esto segmento en n partes y tracemos a través 
do los pun to.'3 divisores ph1no~ paralelos al plano axial. Estos 
planos cortarán la mitad dolantora del cuerpo , que exami-

FIG. H 

namos, en n pla(lchas cuactradas de ~ R de espesor de cada 

una. 
Como no es difícil ver en la fig. 14, en la que el cuerpo 

que examinamos se expone desde arriba, el lado del k-o 
cuadrado es igt~al a 

y por eso su área es 

y el volumen de la k-a plancha es 

El vol umcn V* de toda la mitad delantera del cuerpo es 
la suma do todos los V 1¡, es deci.r, 

n 

V* = ~ 4R3 (1 -~)!, 
/t>al 
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de doude 
n n 

V* =4R3 [ ~ ~ - : 3 ~ kzJ. 
k=l ]¡,..¡ 

6 

v· = 4R3 
[ 1 - ! ( 1 + ~ ) ( 2 + ! ) ]. 

Esta igualdad aproximada pasa a ser exacta cuando n 
crece ilimiladamenta. 

De tal forma, el volumen de la mitad delantera del cuerpo 
es igual a 

V• -..!RJ -3 . 

Todo el volumen V se halla duplicando este número, es 
decir, 

V -~Rs - 3 ' 

lo que resuelve el problema. Es curioso el hecho de que, a 
posar de que el carácter del cuerpo es bastante complicado, 
su volumen se expresó sin ninguna irracionalidad. 

22. Volumen de un segmento cilíndrico. Examinemos 
el denominado «segmento cilíndrico», es decir, el cuerpo que 
se corta del cilindro por un plano que pasa a través del diá­
metro de),la base de dicho cilindro (fig.15).Sean (nos atenemos 
a las designaciones de la figura) AB = H , OA =R. Exprese­
mos el volumen del segmento a través de H y R. 

Para ello dividamos el radio OK en n partes y, a través 
de los puntos divisores, tracemos planos paralelos al plano 
del triángulo OAB. Estos planos cortarán a una de las mitades 

del segmento cilíndrico en n planchas triangulares de ! R 

de espesor de cada una. En la figura se expone una de estas 
planchas 0 1A 1B1• CalculemQs ei volumen de la k-a plancha 
admitiendo que es prismática. 

Sea precisamente 01A1B1 la k-a plancha , así que 

001 =..!!.R. 
n 

Del teorema de Pitágoras es fácil hallar que 

o.At= VoA: -oo:. 
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Í --k-Z 
0 1A1 = R }1 1-""ñ2. 

A continuación, de Ja similitud de los triángulos OAB y 

8 

FIG. 15 

ó 

de donde 

A1B1=H~. 
El área del triángulo 0 1A1B1 es igual a ; 0 1A 1 • A 1B 1 

y, por consiguiente, os igual a 

~ RH ( 1- :~) . 
El volumen de la k·a plancha se obtiene mult iplicando 

este área por el espesor de la plancha, es ilecir, por .!. R. n 
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Quiere decir que el volumen elemental es 

V k = ~ R2H ( ~- :: ) • 

y el volumen V* de toda la mitad del segmento: 
71 "' 

v• = - Rzn "" - - "" -1 [ 1 k2] 
2. LJ n LJ n3 ' 

k=i k-1 

o también 

v· = ~R2H[1- (t++)6( 2+~) ]. 
El límite de esta expresión da la magnitud exacta del 

volumen de la mitad del segmento 

v•=~R'~-H, 
de donde el volumen de todo el segmento es 

2 V=-gR2H. (22) 

23. Otro procedimiento de resolución. Trataremos de 
resolver este mismo problema mediante otro p rocedimiento . 

FIG. t6 

Exactamente, dividamos el radio OA en n partes (fig. 16) 
y tracemos a través de los puntos divisores planos perpen-
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dicularo."' a (~ste radio. Dichos planos cortarán a todo el 
segmento cilíndrico en n planchas rectangulares semejantes 
a la sombreada on la figura. 

Examinemos cuál es ol volumen de la /c-a plancha (admi­
timos que éstas son prismáticas). El espesor de cada una de 

ellas es igual a..!.. H, así es que el problema reside en hallar 
n 

el área de una plancha aislada. 
Considerando que la banda sombreada es precisamente la 

k-a, tendremos 
k 

OP=--R. n 

En, este caso, según el teorema de Pitágoras, la cuer!la M N 
es igual a 

MN=2V R2-~fl2. 
De la similitud de los triángulos OPQ y OAB tenemos 

PQ : OP = AB : OA, 
ó 

así que 

k PQ:-R=H:R, n 

h 
PQ=-H, 

TI 

y el área dol rectángulo, que es igual a PQ ·MN, tiene la 
forma de 

k ... ¡-;---¡¡2 
2RH n y 1-"'ñ2. 

Así pues, el volumen elemental es igual a 

k ,r 
V~¡=2R2H.'iiS v nt-k2. 

De aquí que todo el volumen es igual a la suma 
.. 

V=2R2H·..!s ~ kVn2 -k2. 
,n k=t 

Sin embargo, esta igualdad es solamente aproximada, y 
de ella obtendremos la exacta si sustituimos el segundo 
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miembro por su límite al crecet' n il imi tadamente. Esto da 
7l 

V = 2RZH lím ~3 ~ kV n2-k2 
11=1 

Aquí:, ya por tercera vez, tropezamos con el límite 

lím 
n 

_i ~k Vn2 -kZ 
n3 ~ 

k=l 

(23) 

Nosotros no sabemos med iante cuáles operaciones de cálcu~ 
lo se puede hallar el límíte indicado y, por consiguiente, 
no podemos resolver ol problema por este procedimiento. 
Por el contrario, comparando las expresiones (22) y (23), 
podemos determinar la magnitud del límite que nos interesa. 
Exactamente, reduciendo por 2R2H inmediatamente obte­
nemos que 

1

- n 

lím -
1
- ~. kVn"'- k"' ns ¿_¡ 

- k=l 

Así, por fin, establecimos este Hmite. 

(24) 

Volviendo al p. 13 ponemos el lími te hallado on la igual­
dad {15) o, inmediatamente, hallamos la presión incógui La 

P -!.R3 -3 . 

De manera igual, sustituyendo este límite en la igualdad 
(19) dol p. 17, hallaremos el trabajo rJue nos interesa: 

T=; R3H. 

24. Observaciones generales. Todos los problemas expues­
tos anteriormente do hecho han sido resueltos por un mismo 
método. Este método consisto en lo siguiente: la magnitud 
por hallar se representa en forma de la suma de un gran nú­
mero de términos muy pequeños de una misma naturaleza. 
Estos términos pequeños, o «elementales», se calculan apro­
ximadamente de tal manera que se eleve la exactitud de su 
expresión al aumentar el número de términos. Entonces, 
toda la magnitud que nos interesa se halla sumando las 
expresiones de los términos elementales hallados. El valor 
6-016611 
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obtenido de la magnitud incógnita, si n embargo , es inexacto , 
y para calcular su valor exacto se tiene que examiuat· el 
límite de la suma hallada al di~minuir ilimitadamente lo~ 
términos elementale.~. 

En pocas palabras, el método expuesto consiste en ropro­
sentar la magnitud incógnita en forma del límite de la suma 
de una cantidad ilimitadamente creciente de términos que de­
crecen infinitamente, o, como se dice más frecuentemente, en 
forma de la suma de una cantidad ilimitadamente grande de 
términos ilimitadamente pequeños. 

Este métcdo es uno de los métodos más iplportantes de la 
matemática superior, y se estudia en la rama del cálculo 
denominado integral. En est a rama se examinan precisa­
mente los límites de las sumas de cantidades ilimitadamente 
crecientes de términos que decrecen ilimitadamente. Estos 
límites se denominan integrales. De tal guisa, revisando las 
soluciones de los problemas de los párrafos anteriores, pode­
mos decir que en cada uno de ellos tuvimos que calcular una 
u otra integral. 

Aquellas sumas que examinamos tenían una forma muy 
simple. Precisamente, éstas eran sumas de los tres géneros 
siguientes: 

n 

~k, 
k = 1 

Al calcular cada una de estas sumas hacíamos referencia 
a la fórmula correspondiente del § 1. Cuando tuvimos que 
tropezar con la suma de género más complicado: 

n 

~3 ~kV n~-k2, 
lt= 1 

solamente ol razonamiento artificial nos permitió hallar su 
limite, asi es que si no hubiésemos caído en la buena ocu­
rrencia de resolver el problema de p. 22 por dos procedimien­
tos, no hubiéramos hallado este límite y no hubiéramos re­
suelto los problemas de p. i3 y p. 17. En el cálculo integral 
se exponen los procedimientos generales para el cálculo de 
los límites de sumas incluso de género muy complicado, así 
que la resolución de semejante tipo de problemas se facilita 
extraordinariamente y, por decirlo así, <Sse mecaniza». 
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Los matemáticos no hallaron de una sola vez estos proce~ 
dimientos generales, por el contrario , su descubrimiento fue 
el resultado del trabajo colect ivo de muchas decenas de 
generaciones. Estos procedimientos ndqnirieron la forma 
actucll on los trabajo!> de Luibniz (1G4(i~1716) y Newton (1642-
1727) , aunque, no obstante, la propia idoa de la descomposi­
ción en un número ilimitadamente grande de términos ili­
mitadamente pequeños era conocida mucho antes. Hablando 
en rigor, esta idea ya era conocida por los matemáticos de la 
Grecia antigua (principalmente por Arquímedes, 287-212 an­
tes de nuestra era). En particular, Arquímedes ya conocía 
el volumen de la esfera , del cono, de sus partes, e incluso del 
usegmento cilíndrico». 

En la época de la edad media el pensaptiento científico 
se encontraba en estado de profunda decadencia, y solameqte 
a comienzos del síglo XVI reanudaron de nuevo su desarrollo 
las ciencias naturales y , en particular, las matomáticas. Al 
comienzo los científicos únicamente descubrieron de nuevo 
los resultados de la remota antigüedad, pero poco a poco fue­
ron yendo más lejos que los griegos. Esto también se refiere 
al método de la suma de los i·nfinitcsimales qne nos interesa. 
Este método obtuvo un gran adelanto en los trabajos de 
Kepler «La estereometría de laR cubas de vino~> (161.5) y de 
Cavalieri «La teoría de los ind ivisibles» (1635). 

No obstante, estos dos últimos autores no lograron tener 
procedimientos generales para el cálculo de los límites de 
las sumas o de las integrales. De tal manera , la exposición 
que se da en nuestro librito, por el carácter del material, se 
aproxima precisamente a los trabajos de Kepler y de Cava~ 
lieri (diferenciándose considerablemente de éstos por la 
forma de su exposición). 

En las investigaciones más avanzadas se hallaron paulati­
namente procedimientos más y más generales de cálculos de 
l as integrales y, como ya se dijo, este problema fue resuelto 
en su conjunto por Leibniz y Nowton (el propio término «in­
tegral» ¡)ertcncce a la escuela de Leibniz y fue introducido en 
el aíio 1090)'>. 

11 .m probl'omn ~onoral de cálculo do lasJntegrales 
r:~ l.¡\ muy 1 iga1lo alp¡·olll oma dol calculo do las funciones derivadas 
(vNut segunda pnrte dril presento Hhro), y el n{)arato desarrollado del 
ucúlcu\o intcgrah se basa on esto ligammltQ. 
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25. Principio de Ca.valieri. No sabiendo hallar Jos lími­
tes de las sumas de aspecto complicado Cavalieri descubrió 
un principio muy útil que , en muchos casos, le ayudaba a 
evitar. los cálculo:-; do estas sumas. Este principio tiene la 
formulación ::;iguicnte: 

Si dos cuerpos contenidos entre los planos paralelos P y Q 
(fig. 17) tienen la propiedad de que al ser cortados por cualquier 

Q 

R 

p 

FIG. t7 

plano R , paralelo a P y Q, se ol¡tienen siempre figuras equidi­
mensionales, entonces los volurrtenes de estos cuerpos son iguales. 

Para la demostración de este principio tracemos el plano 
n-1 paralelo a P y Q. Estos planos cortarán ambos cuerpos 
en n planchas. 

Si admitimos con aproximación que estas planchas tie­
nen forma cilíndrica o prismática enton~es hallaremos que 
sus volúmenes son iguales. Por esto mismo. también son 
iguales los volúmenes de los cuerpos iniciales, ya que ambos 
.se obtienen sumando los volúmenes de las planchas. Esta 
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igualdad de volúmenes al principio nos la representamos ser 
solamente aproximada, pero puesto que se efectúa con cual­
quier grado de exactitud llegamos a convencernos de que 
es absolutamente exacta . 

Es fácil generalizar ostc principio demostrando que si en 
los cortes do ambos cuerpos se obtionen figuras cuyos áreas 

se encuentran en una misma relación, los volúmenes de los 
cuerpos también se encuentran en esta misma relación. No es 
dificil establecer también este mismo principio para las áreas. 

La formulación del principio para este caso es la siguiente: 
Si dos figuras planas 1 y ll contenidas entre las rectas 

paralelas p y q (fig. 18) tienen la propiedad de que en su i.nter­
secci6n por cualquier rectar, paralela a p y q, se obtienen seg­

mentos de una misma. longitud, enúmces la.s áreas de estas 
figuras son iguales. 

Si la relación de los segmentos a1b1 y a2b2 es igual al 
número k, que no depende ·de la posición de la recta r, 
entonces la relación del área de la figura 1 respecto al área 
de .l a figura JI también es igual a k. 

La demosttación de estas afirmaciones se realiza por el 
mismo esquema que se efectuó para el caso de los volúm.enes, 
y puede ser propuesta al lector. 
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§ 5. LA PARABOLA 
Y T"A EJJIPSE 

Zf>. El área de la parábola. Examinemos la linea cuya 
ecuación en el sist.ema de coordenadas cartesianas r3ctangu­
laros es 

y == ax~. (25) 

Esta línea se denomina parábola1> y tiene el aspecto ex­
puost.o en la fig. 19 (consideramos que a > 0). Elijamos en 

y 

FIG. 19 

la parábola cierto punto arbitrario M y tracemos desde 6ste 
la perpendicular M P al oje Ox. 

Planteemos el problema de calcular el área F del triángu­
lo curvilíneo OM P. 

Para la resolución do este problema dividamos el segmen­
to OP en n partes iguales y levantemos desde los puntos divi­
sores perpendiculares hasta su intersección con la parábola. 
E stas perpendiculares cortarán el área incógnita en n bandas 

1> En el § 7 do la sa parte de este libro ·so da otra 
deii1lición, por asi decir, lu «pura geumótrlcu. · 
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verticales estrechas. Con aproximación se puede considerar 
que estas bandas elementales son rectángulos. Calculemos su 
área en esta suposición. 

Designemos por l toda l a longitud OP y examinemos la 

k-a banda. Su anchura es igual a .!.. l. En lo que se refiere a 
.n 

su altura ésta se halla partiendo de los razonamientos siguien-

tes: la distancia de la banda respecto al eje Oy es igual a ! L 
n 

y, puesto que su extremo superior yace en la parábola, la 
altura de la banda que es igual a la ordenada del punto de la 
parábola según la ecuación (25), y es 

a(!tr. 
De aquí que el área de la banda es 

al3 !::... nS t 

y el área de todo el triángulo OMP es la suma 

6 

o, por fin, 

" 
F= 2} aP ~, 

k=t 

n 

F=al3·-
1 ~ kZ 

n3 LJ 
11= 1 

al3 ( { ) ( t \ 
F = 6 1+ -n 2+--;-J· 

Para obtenor de aquí la igualdad exact.a e~ necesario 
aumentar ilimitadamente el número n. En el límite hallamos 

al!! 
F=T 

A este resultado se le puede dar una formulación geomé­
trica simple.: Precisamente , examinemos el rectángulo OQM P. 
Su área, como es evidente, es igual a OP .p M . Pero OP = l; 
on lo quo se refiere a P M resulta quo es la ordenada dol punto 
M, cuya absctsa es l, así quo de la ecuación de la parábola se 
d~duc~ que P M = al'. 
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Por esto el área OQMP es al8 y, por consiguiente, el área 
del triángulo OMP es igual a un tercio del área del rectángulo 
OQMP. De aquí que el área del triángulo OQM es igual a 
dos tercios del área de este mismo rectángulo. 

Estos resultados tan elegantes. fueron calculados po~ pri­
mera vez por Arquímedes. 

E l cálculo de la magnitud de cualquier área generalmente 
se denomina cuadratura de este área (pues consiste en compa­
rarla con el área del cuadrado). De este modo hemos realizado 
la cuadratura de la parábola . 

27. Volumen! del paraboloide de revolución. Supongamos 
que la parábola examinada en el punto anterior gira alrededor 

y 

FJC. 20 

del ejo Oy (fig. 20). La superficie que con esto se obtieno se 
denomina paraboloide de revoluci6n. Examinemos el plano A, 
perpendicular al eje Oy, y calculemos el volumen del cuerpo 
limitado por el paraboloide y por esto plano. 

Con dicho fin divid::tmos el segmento1> OQ en n par t es 
iguales y tracemos por los puntos div isores planos paralelos 
al plano A . EstoR planos cortarán el cuerpo que nos interesa 
en n capas cada una de las cuales admitiremos sor aproxima-

11 Nos a\ouerno.sa lusdosiguacionosdolA [ig.,20. 
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damente un cilindro. Si, como antes, designamos por l ln 
distancia OP, hallaremos que OQ = al1• Por consiguiente, la 

altura de cada cilindro elemental es..!. aP. 
n 

Para calcular el radio del k-o cilindro procederemos de la 
manera siguiente: este radio rlt = NT, evidentemente, re­
presenta en sí la abscisa del punto N de la parábola. Puesto 
que la ordenada de este punto es 

k k 
- OQ= -al2 

n n ' 

hallaremos de la ecuación de la parábola quo 

...!:.... al2.=ar:, 
n 

de donde 

y el área de la hase del k-o cilindro es 

nr: = ntz ..!!.... 
n 

De aquí el volumen elemental es 
k 

V k =anl4 -;; n ... 

Quiere decir que todo el volumen buscado V es 
n 

V=anli. : 2 ~ k, 
1t= 1 

de donde, después de simples cálculos, hallaremos 

V = anl~ · ~ { 1 + +) . 
Aumentando ilimitadamente n hallaremos ol valor exacto 

del volumen del paraboloide de revolución: 

V=~ nal'. 

Comparemos este volumen con el volumen de un cilindro 
con radio H = OP y altura H = OQ. Su volumen es 

nR2 J[ = n (O P)2 ·OQ = nL1 :a/2 = nal'. 
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Do tal manera tonemos el teorema de .Arquimedes: 
El volumen del paraboloide de revolución es 'gual a la mitad 

del volumen del cilindro con la misma base y de la misma 
altura. 

28. Lo elipse y su área. Examinemos una curva muy 
importante denominada elipse. Su definición es la siguiente: 
la elipse es un círculo comprimido. Explicaremos esta expre­
sión. 

Examinemos una circunferencia de cierto radio a. Supon­
gamos que ésta se encuentra en el plano en el que se han 

y 

)( 

Á ¡ 

FIG. 2t 

Lrazado las coordenadas cartesianas rectangulares y que su 
centro coincide con el origen de las coordenadas (fig. 21). 
Sea, a continuación, que Jas ordenadas KM' de todos los 
pnntos M' de la circunferencia han sido acort adas en un mis­
mo número de vecos, y que el coeficiente de compresión 
es q < 1: 

KM : KM'= q. 

Esta oporación de acot'l.amiento tran~formará al círculo 
A1B'AB; t•n ciorla otra figura denominada olipsfl. Deducire-
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mos la ecuación de la elipse. Si designamos las coordenadas 
del punto M de la elipse por x o y hallaremos do acuerdo con 
la definición de la elipse: 

y= q·KM' . 

Pero, según el teorema de Pitágoras 

así que 

y=qY~x2• 

Si designamos por b el segmento OB, do la definición 
do la elipse, tendremos 

b : a = OB : OB' = q, 
asi que 

b 
q=-;¡' 

y la ecuación de la eli p~e adqliiorc la fo\'ma: 

de dondo 

y, definitivamente, 
x2 y2 
42+-;;z= 1. 

Esta e.'i la denominada ecuación «canónicM o «simplísima» 
de la elipse. 

Calculemos el área de la elipse. Utilizando la observación 
al principio de CavaJieri, que se hizo a final del p. 25, pode­
mos decir do inmed iato que la relació1~ del área de la elipse 
respecto al área del círculo es igual al coeficiente de compresión q, 
así que, designando por F el área de la elipse, tenemos: 

F : na11 = q, 
ó 

F = q'JT.t~,'~~. 
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Poniendo aquí el valor q = !. hallaremos definitivamente . a 
que 

F = nab. 

Sirviéndose del principio de Cavalicri también hallare­
mos fácilmente el volumen del elipsoide de revoluci6n, es decir, 
del cuerpo generado por la rotación de la elipse alrededor del 
eje Ox (fig. 22). Exactamente, la relación de los radios de los 
círculos que se obtienen en la intersección del elipsoide con 

y 

)( 

FIG, 22 

los planos paralelos al eje Ox respecto a los radios de la~ 
secciones de la esfera con los mismos planos, es igual a q. 
Por consiguiente, la relación de sus áreas es igual a q9 • Según 
el principio de Cavalieri también es la misma la relación de 
los volúmenes. 

Así pues, 

V .4 3_z_b2 .-;;-na -q --z, 
a a 

siendo 
4 

V =gnab2. 
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§ 6. LA Sli~USOIDE 

29. Acerca de una suma trigonométrica. PaJ:a la exposi­
ción ulterior necesitamos la expresión de la suma siguiente: 

'1\ 

S = ~ sen ka= sen a + sen 2a + ... +sen na., (26) 
k=t 

donde a es cierto ángulo determinado. 
Para hallar esta suma multiplicaremos ambos miembros 

de la igualdad (26) por 2 sen %: 
2S sen ~ = 2 sen a sen ~ + 2 sen 2a sen ~ + 

+ ... + 2 sen na. sen ~ 

y aplicaremos a cada t érmino del primer miembro la cono­
cida fórmula 2 sen A sen B = cos (A - B) - cos (A + B). 

Esto da 

2S sen ~ = [ cos ~ - ~s ~ a J + [ cos ~ a- cos ~ a J + ... 
+[ 2n-1 2n+i ] . . . cos -

2
-a-r.os--

2
-a. . 

Es fácil ver que el primer término de cada corchete (ex­
cepto el primero) se reduce con el segundo término dol cor­
chete anterior. De tal guisa, 

28 ex. ex. 2n+ 1 sen 2 =cos 2 -cos-2- a. 

Aplicando la conocida fórmula 
B-A A+B cosA -cosB=2sen -

2
--sen-

2
-, 

representaremos (27) en la forma 

de donde 

28 ex. 2 na (n+i)a. sen 2 = sen 2 sen. 
2 

, 

na. (n.+i)a. 
sen T sen 2 8=------ex. sen 2 

(27) 
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Así , 
na. (n +l) a. 

~
~ sen 2 scn 

2 sen ka= _____ ....;.;..._ 
a 

k=l sen2 
(28) 

Esta es precisamente la fórmula que queríamos establecer. 
30. La desigualdad auxiliar. Designemos por a a.ln ángulo 

arbitrario!) que satisface la condición O < a < -i. 
En este caso tiene lugar la siguiente desigua1dad doble: 

tg a >a >sen a. (29) 

Para la demostración de esta afirmación examinemos la 
fig. 23. Dt1 esta figu ra vemos directamente que el triángulo 

B 

FIG. 23 

OCA está abarcado absolutamente por el sector OCA, el 
cual, a su vez, está comprendido por completo en el t rián­
gulo OAB. Do aquí se desprende qu,e para las áreas de estas 
figuras son válidas las desigualdades: área /J. OAB >área 
del sector OCA >área /J. OCA. 

O sea, 
1 1 - f -OA- AB>-R·CA > -OA -CD. 2 2 2 

en radianes. 
11 Más exactamente, o: es la magnitud dol ángulo 
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Pero, 
OA = R, AB=Rtga, -CA = Ra, CD=Rscna, 

así que 
1 1 1 
2 R'~- tg a> 2 R2a > 2 R2 sen a . 

Reduciendo esta desigualdad doble por el factor positivo 

~ R 2 obtenemos precisamente la desigualdad (29). 

31. El seno de un ángulo infinitamente pequeño. Supon­
gam·os que el ángulo a tiende a cero adquiriendo sucesiva­
mente los valores de a 1, a 2 , a 3, ••• 

En este caso es vál ida la fórmula 

llím~= 11 (30) 

quo es una de las fórmulas más importantes de las maLcmtí­
t icas. 

Es útil recordar la expresión verbal de la fórmula (30): 
el límite de la relación del seno de un ángulo infinitame'nte pe­
queño respecto a la magnitud de este ángulo en radianes es 
igual a la unidad. , 

Para la demostración de esta fórmula podemos admitir 
que todos los valores de an son positivos, paes la magnitud 

de la relación sen «n no varía al sustituir an por -<X,.. 
an 

Además, se puede considerar que an < ~, ya que esto, en 

todo caso, es así para valores de n suficientemente grandes. 
De esta fo rma, 

O< cxn<~. 
y en tonces, en v irLud de (29), 

tg CGn >an > Sen ctn 1 

de donde, dividiendo todos los miembros de la desigualdad 
por el número positi vo ~en a.n, obt.cnem of;: 

1 > CCn > 1 
COS r.Ln SCII 11.11 • 
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Para las magnitudes inversas de óslas son válidas las 
desigualdades de sentido opuesto: 

sen ttn 1 coscxn< < . 
ctn 

(31) 

Según las condiciones, el ángulo <Xn tiende a cero. Pero, 
el coseno do este ángulo (como es fácil ver en la figura) tiende 
a la unidad: 

lím [cos a.n1 = 1 

1 d sen a 
y, puesto que, de acuerdo a (31), e quebra o __ n se en-

cr.n 
cuentra entre la unidad y el cos cxn, entonces dicho quebrado 
debe también aproximarse a la unidad, con lo que queda 
demostrada la fórmula (30). 

32. La cuadratura de la sinusoide. Examinemos la curva 
cuya ecuación os 

y =sen x. (32) 

Esta aparece tal y como se expone en la fig. 24 y se denomina 
sinusoide. 

Calculemos el área de la figura limitada por ol tramo de 
la sinusoíde desde x = O hasta x = n y el eje de las abscisas 
(esta figura está sombreada en la fig. 24). 

1( 

FlG. 21 

Con dicho fin, como siempre, dividiremos el segmento del 
eje de las abscisas desde x = O hasta x = n en n partes por 
los puntos 

n 2n nn 
X¡=-¡¡. Xz=n-• ... ' Xn= n-
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y levantaremos perpendiculares desde estos puutos hasta la 
intersección con la sinusoide. Las longitudes de estas perpen­
diculares se hallan por la ecuación (32) y resultan ser iguales a 

lt 2n 3rc nlt 
sen --;;- ' sen --;;---' sen n. . .. 1 sen n 

(así que la última de ellas es igual a cero). E8tas perpendicu­

lares cortan toda la figura en n bandas de .::_ de ancho de 
n 

cada una. Admitiendo que cada una de estas bandas es un 

rectángulo con base ! n y alturo. (para la k-a banda de _la 

izquierda) igual al sen k:. tendremos la expresión aproxi­

mada del área de la k-a banda elemental 
n kn 

Fl\=-sen-. n n 

De aquí que el área de toda la figura que nos interesa 
aproximadamente es igual a 

n 

F n ~ kn =- sen-. n ,. 
11=1 

Esta expresión, basándose en la fórmula (28) del p. 29, 
también se puecle representar así: 

sen..!!.·sen (n+i) n 
n __ ...::2:__ _ _ .::.2n:..:.__ 

F = -· n sen~ 
2n 

ó (puesto que el sen ~ = i ) así: 

(n+ 1) 11> 
n sen 2n F =-. __ -....:;:.;,;....__ 
n sen~ 

2n 

(33) 

La expresión exacta dol área es el límite del segundo miem­
bro de la igualdad (33) cuando n crece ilimitadamente. Este 
límite se Italia partiendo de los raionamientos siguientes. 

E~ obvio q110 

7-··01 669 
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así que este ángulo se aproxima a-], y por esto, como se ve 
fácilmente de la figura , su seno debe aproximarse a la unidad: 

lím sen (nt:) n = 1. (34) 

Por otro lado, el ángulo an = 2: se aproxima a cero y, por 

consiguiente, en virtud de la fórmula (30) del p. 31, 

lím¡-_:· 1 -.l=lím [2 a.n ] =2 . . (35) 
sen~ sen a.n _ 

2n _ 

De (34) y (35) (basándose en el teorema del límite del 
producto) hallamos definitivam~ute que 

F = 2. 

Así pues, el área limitada por una semionda de la sinu­
soide y la cuerda que tiende esta semionda es igual a dos. 

33. Volumen del cuerpo de revolución de la sinusoide. 
Supongamos que la sinusoide expuesta en la fig. 24 gira 

y 

)( 

.I'IG. 25 

alrededor del eje Ox. Hallemos el volumen del cuerpo limi­
tado por la superficie generada por la rotación de una semion­
da de la siousoide. 

Con e:,'te fin tracemos a través dol pun~o x = ~ un plano 

perpendicular al eje Ox. Es evidente que este plano (fig. 25) 
cortará nuestro cuerpo en dos partes igualef'l . Hallemos el 
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volumen V* de la mitad izquierda del cuerpo que nos inte­
resa. Div idiendo el segmento del eje Ox desde x = O hastn 

x = ~ en r¿ partes por puntos de género 

trazaremos a t ravés de estos puntos los pl anos per pend icula­
res al eje Ox. Estos planos se cortarán con nuestra superficie 
por círculos de radio (para el k-o plano) 

kn 
rk =sen Tn· 

Examinando la capa oleroental quQ se encuentra entre 
los planos (k-1) y k como un cilindro de radio r~~. y al tura 

k = :n, hallamos el volumen elemental 

V •h n2 z kn 
~t=nr~~. =rnsen Tn• 

de donde todo el volumen de la mitad izquierda del cuerpo 
aproximadamente es igual a 

n 
n2 2; kn v·=- sen'- . 
2n 2n 

11=1 

El valor exacto del volumen es el límite de esta expresión 
cuando n crece ilimitadamente: 

(36) 

P ara calcular este límite emplearemos un proced imiento 
artificial que permite reducir considerablemente los cálculos 
(teniendo en cuenta este procedimiento comenzamos preci­
samente por examinar no todo el cuorpo, sioo solamente su 
mitad izquiorda). 

El procedimiento consiste en lo siguiente: conjuntamente 
con la sinusoide (32) examinemos la curva que es l a gráfica 
de la función 

y = cos x. (37) 
7• 
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Sí tenemos pro.sen te que 

( 
n . 

cos x = sen x + T) , 

es fácil darse cuenta de que la curva (37) es la misma sinu 
soide (32), pero desplazada a lo largo del eje Ox hacia la iz 
quierda; en ~ (fig. 26). 

Supongamos ahora que hacemos girar esta sinusoide alre~ 
dedor del eje Ox. E s obvio que el volumen del cuerpo genera-

y 

)( 

FlG. 26 

do por la rotación de la figura sombreada en la fig. 26 es 
igual al volumen V* de la mitad izquierda de nuestro cuerpo 
primario (ya que éste coincide exactamente con el volumen de 
la mitad derecha det cuerpo inicial). 

Por otra parte, si comenzásemos a calcular este volumen 
por el método de totalización alcanzaríamos evidentemente 
un límite análogo al (36), sustituyendo, sin embargo, todos 
los senos por lo:; cosenos, os decir, obtendríamos qua 

11 

V• l' [ n2 " 2 kn J = 1m 2n LJ cos ""2ñ" • (38) 
11=1 

Así pues, una misma magnitud V* puede ser representada de 
dos formas: 

V , [ n 2 ~ kn J [ n2 ~ 1m J • = hm . 2n LJ sen2 2ñ' = lim Tri" Ll cos2~ • 
~-1 k= 1 
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Sumando estas dos exp resiones (lo <¡no, por lo visto, se 
puede efectuar bajo el signo del límilc) obtenemos: 

n 

1• [ n2 " ( kn kn ) J 2V* = 1m 2ñ LJ senz 2n + cos2 2n . (39) 

k=f 

Pero 
~en 2 a + cos2 a = 1 , 

así que cada tcrmíno do la suma (39) os igual a la unidad y, 
puesto que el número de términos es n. entonces 

2V•=lím [ ~: ·n]=lím ( ~
2

) = ~
2

, 
ya que cualquier magnitud constante sirve de límite a sí 
misma. 

El volumen V* de la mitad izquierda del cuerpo se ob­
tiene de aquí dividiendo por dos. pero como desde un prin­
cipio nos interesaba el volumen de todo el cuerpo , no es 
menester dividir por dos, y el resultado definitivo es 

(40) 

De esta forma , el volumen del cuerpo limitado por la 
superficie generada por la rotaci6n de la .~emtonda de la stnu­

nz 
solde alrededor de su cuerda es if!ual a 2 . 

34. Valores medios. Supongamos que cierta magnitud 
y adquiere un número finito de valores: 

Y1• Y2• Y3• · · ·• y,.. 

En este caso la media aritmética 

Y = .111+ Y2+···+Yn 
• n 

de estos números y11 lleva el nombro de valor medio de la 
magnitud y. La utilidad del examen de esta magnitud radica 
en dos de sus propiedades. • 

A . Si todos los valores de la m.agnitud y se encuentran 
entre los núm.eros m y M, entonces sú valor medio también 
está comprendido entre estos mismo . ., números, es decir, si 

m~ Yk ~M (k = 1, 2, ... , n), (41) 
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entonces también 
m~y. ~M. 

B. Si todos los valores de la magnitud y son iguales a un 
mismo número h, er~tonces su valor medio también es iqual 
a este mímero. 

La propiedad B es evidente, pero para la d9mostración 
de la propiedad A es necesario sumar todas las desigualdades 
(4t ), lo que da 

n 
nm~ ~ y11~nM, 

k=i 

y dividir por n la desigualdad obtenida. 
A la par del valor medio y. de la magnitud y frecuente­

mente se examina la media cuadrática y* de esta misma 
magnit.ud. Esta media se determina por la igualdad 

(42) 

En otras palabras. la medta cuadrática de la magnitud 
y es la raíz cuadrada del valor medio de la magnitud y1 . 

Es fácil demostrar que si todos los valores de la magnitud 
y no son negativos, entonces su media cuadrática tiene las 
mismas propiedades A y B que l a madia aritmética. 

En realidad, s i 

O~ m:::;;; Yk ~ M (k = 1, 2, ... , n), 
ontonces 

m2~y:~M2 (k= 1 , 2, ... , n). 

Sumando todas estas desigualdades, dividiendo el resultado 
por n y extrayendo la raíz cuadrada, obtenemos 

m~y* :::;;M, 
es decir, hemos demostrado que y* tiene la propiedad A. 
La propiedad B es obvia. 

En los casos que examinamos la magnitud y adquiría 
un número finito de valores. En las cuestiones aplicadas la 
mayona de la.~ veces se tienen que examinar magnitudes que 
varían continuamente. Para -eL cálculo de semejantes magni­
tudes medias es menester aplicar el método de la suma de los 
infinitesimales. Ilustraremos esto con un ejemplo de la rama 
Usica. 
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35. Intensidad efectiva de la corriente. Examinemos 
la corriente al terna sinusoidal 

I =A sen t, (43) 

donde t os el tiempo, I es la intensidad de la corriente. En 
los diferentes momentos do tiempo la magnitud I tiene dife­
rontes valoros, siendo su máximo valor igual a A 

lm~.x =A. (44) 

En la electrotécnica juega un papel importante la media 
cuadrática 1 e de la intensidad de la corriente durante el 
tiempo igual al período de oscilación, es decir, durante el 
tiempo desde t = O hasta t = 2n. 

Resulta que al medir con el amperímetro la intensidad 
de la col'riente este último indicará precisamente la magni­
tud / 6 • Esta magnitud se denomina intensidad efectiva de la 
corriente. . 

Calculemos [ 6 para la corriente (43). 
Con este fin dividamos el intérvalo de tiempo desde ol 

momento t = O hasta el momento t = 2n en n intérvalos 
pequeños por los momentos 

2n k t¡,_=- (k= 1, 2, .. . , n). 
n. 

Si el númoro n es muy grande, entonces se puede consi­
derar aproximadamente que durante el intérvalo de tiempo 
desdo el momento tk-l hasta el momento t 1• la intensidad de 
la corriente no t.iene liempo para variar y es igual a su valor 
en el momento t 11 

De otro modo, admitimos que durante un intérvalo ele­
mental de tiempo la corl'iento es constant~. Con esta admi­
sión simplificadora }a intensidad efectiva de la corriente 
será igual a 

r -n--
1 ~ Il, 

1,.= t· k ~: = 

r . n 

V A2. h sen2 
2
: k 

11=1 (45) 
ll 
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El valor verdadero· de le es el Umite del segundo miembro 
de ln igualdad (45) cuando n crece iJimitadamente: 

Calculemos el límite de la expresión subradical 

n 

lím[! ~ senz 
2
: k J. (46} 

hc= l 

Esto so puede hacer sin cálculo ·alguno por el procedi­
mie nto siguiente. 

S upongamos· :que quisiéramos hallar el volumen del 
cuerpo generado por la rotación de una onda de la sinusoide 
(32) alrededor del eje Ox. 

Si empleamos el método de la suma de los infinitesima­
es entonces, repitiendo lo::; razona mientos del p . 33, repre­

len taremos este volumen en la fo1•ma 

n 

l . 2n:!l " 0 2 2kn Im-;¡- LJ s n -n-· 
j¡,..t 

Por otro lado , es1.o volumen, evidentemente, es dos veces 
snpcl'i or al volumon (40) del cuerpo que so obtiene al girar 
la semianda rl e la sinusoide, es decir, el volumen busca do es 
igua l a n 2• 

Así , 
n , r 2n:Z '\."1 21m J hu1 .-

11
- LJ sen2

-----;;- = n 2
• (47) 

1: ~ 1 

F.~ foíe-i l ccHnpn• nci t- r qno PI límit.c (t.U) se ob tiene del 
Jí rnil c (1,7) divirli,,udo po1· 2n 2 , "'' donde ~e deduce que 
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En este casol) 

(48) 

Esta fórmula resuelve precisamente el problema. 
Si comparamos las fórmulas (48) y (44) veremos que 

lmAx=l~ y"z, 

es decir, la inwnsidad máxima de la corriente es aproxima­
damente una vez y media superior a aquella que marca el 
amperímetro . 

1 • Aqui hacemos uso del teorema siguiento: ei una 
magnitud variable rn ~ o se aproxima al limite a entonces v;,; 
se aproxima a va. 



EJEMPLOS PARA 
EJEHCTCIOS 

Daremos cierto número rle ejemplos para ejercitarse individual­
mento ~n los métodos expuestos. Aconsejamos con insistencia al lect<Jr 
que realice estos ejercicios. Como enunció Nowton «en las matemáti­
cas los ejemplos son más provechosos que las reglas». 

1) Calcular la suma 

n 

S,.= ~ k4. 
11=1 

S l ¡6 S 
_ n (n + t ) {2n + i) (3nt + 3n - t ) 

O ILC n. i - SO • 
2). Calcular el área de un triángulo rectángulo por el método de 

sumar. 
3) Hallar el área limitada por el eje Ox, la curva y = .:t3 y la recta 

X= f. 
t 

Sol~l6n. 4 . 

4) Hallar 

mitadamente. 

el límite um[ 12~v nS - lt1 ] cuando n crece Hi-
n .lt=t -

lndtcacl6n. Calcular el área del cuadrante del circulo sumando 
las bandas rectangulares. 

31: 
SolucL6n. -¡;· 
5) Partiendo del resultado del problema anterior hallar el volu­

men del cilindro dividiéndolo en planchas rectangulares tal y cómo 
está inrlicado en la fig. !J. 

6) Calcular In presión c¡ue ejerce el agna do un vaso cilfnilrico 
Mhro las parcdos rlo éste. 

Soluci6n. P = nRJT'. 
7) Hallar el trabajo que se gasta en extraer el agua de un reci­

piente c6nico cuya base es horizontal y se encuentra por debajo del vér­
tice. 

1 
Sol~tct6n. T = -¡;ttR1 /l". 

8) Determinar el volumen de la elipsoide do revolución calcu­
lando directamente sin alegar al principio de C3valieri. 

9) Hallar el volumen de la elipsoide generada por la rotación de 

~ "' ln elipse a" + ¡
12 

= 1 alrededor clcl eje de ordenadas. 
4 S llluct6n. V = 1f na"/1. 

10) (. Qné tr11 bajo os ruJccs~rio gastar para la oxt. r:u~círíll dr•l ngun 
tle unA :'lf!mie~~fera r.nyo plano rl iametral estÁ dirigido hnci11 abajo? 

T 5 e Sotuct6 ,.. = 
12

nR · 
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U) Calcular la presión del agua sobre las paredes de un recipiente 
prismático de altura H y perímetro de la base p. 

1. 
Soluct6n. P = 2pH'. 
12) Basándose en el resultado del ejercicio 1. hallar el volumen 

del cuerpo limitado entre la superficie que se obtiene al girar la pará­
bola 11 = a%2 alrededor del eje Ox, y el plano perpendicular al eje Oz 
que dista del origen a la distancia h. 

1 
Soluct6n. V= 5 na'h6• 

1.3) Hallar el Umite 
n. 

lím [ n~1 ~ kP] 
lt=l 

cuando n crece ilimitadamente (el número p es entero positivo). 
1 

Soluct6n. p-:¡::-I· 
14) Hallar el Hmíte 

n -

lím[! ~y: J 
k=t 

cuando n crece ilimitadamente. 
1 ndtcacl6n. Hallar el área del lrtángulo curvilíneo OQ M (fig. t 9) 

dividiéndolo en bandas paralelas al ejo Oz. 
2 

Soluct6n. g· 
t5) Hallar la suma 

sen 
S oluci6n. S = 

n 

S= ~coska.. 
1t=1 

2n+ 1. 
-2- a 

2 sen~ 
2 

16) Empleando el resultado anterior hallar el área P do la figura 
limitada por la curva y - cos x y los ajos ele las coordenadas. 

Solucl6n. P = 1. 
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LIBROS DE RECIENTE PUDLICACION: 

CURVAS MARA VI LLOSAS 

Existen muchas curvas (seccione~ cónicas, óvalos, espirales, 
etc.) que, además de ten el' interés por sí mismas debido a 
sus numerosas e importantes propiedades, encuentran amplia 

aplicación en la Ciencia y la Técnica. 
Es conveniente que los alumnos vayan familiarizándose con 
estas curvas y sus propiedades, máxime teniendo en cuenta 

qn~ el curso escolar centra la atención en el estudio de la 
recta. -y de la circunferencia. 
El libro de A. J. Markushévich, conocido pedagogo y, cien­

tífico soviético, persigue precisamente este fin. En una forma 
muy accesible se dan las definiciones de algunas curvas no­
tables (elipse, parábola, hipérbola, lemniscata y cicloide), se 

exponen sus propiedades principales y se explica la impor­
tancia que tienen . 
Basado en una conferencia dictada por el autor a un grupo 
de escolares moscovitas de séptimo y octavo grados, el libro 

está orientado precisamente a este círculo de lectores. Los 
t emas que en él se tratan pueden ser utilizados en los círcu­
los matemáticos escolares. Por otra parte, será bien re­

cibido por todos los que estén interesados en ampliar sus co­
nocimentos matemáticos adquiridos en la escuela. 



NUMEROS COMPLEJOS 

Y R~PRF.SENTACIONF..S CONFORMES 

E!:'La obra se debo al viccpresidtmtc tlo la J\caÚl!Jnia de Cien­
das pedagógicas de la uns.s. Dl)dor NI Ciencia:; Iísico-Hl<l­

temáticas, catedrático Alexói Markushévich. 
En este pequeño trabajo el autm· desarrolla In teoría de los 
números complejos y funciones más sencillas de los primeros 
(incluyendo la función de N. E. Zhukovski, aplicándola a) 

diseño del perfil de un ala de avión) . La exposición se da en 
forma geométrica. Los números complejos se consideran 
como segmentos dirigidos y las funciones como representa­
ciones. Para llegar a tal comprensión de los n íuneros com­
plejos hay que empezar por la illtc ,·pretación geométrica de 
los números reales y de las operaciones con los mismos. 
El libro ha sido escrito a base de las clases que dictaba el 
autor a los alumnos de grados superiores do la secundaria 
y no exige por parte del lector, conocimientos previos de los 
números complejos. 
Este pequeño trabajo está destinado para los esc.olnres y los 
estudiantes menores, así como para un amplio círculo d.e lec­
tores de diferentes especialidades. 



QUE ES PROGRAMACION LINEAL 

Esta edición forma pnrtc de la pequeña biblioteca de "Loe· 

c.ioucs de divulgación sobre Mt\temáticn.s''. El libro da a cono· 

cer al lector uua parte importante de las ~natamáticas, la pro­

gramación lineal, rama que ha obtenido en los últimos años 

una amplia aplicación en diferentes terrenos de la economía, 

la técnica, el arte militar, etc. 

En el libro se plantea el problema. general de la progra~ 

mación lineal, se analizan los métoQ.os de su resolución y la 

aplicación a problemas económicos co~cretos. Se examina el 

empleo de la teoría de Ja programación lineal para resolver 

problemas de transporte con costo y tiet.npo mínimos. Tam­

bién se presentan procedimientos de solución del problema 

tomando en consideración estos dos factores. 

El contenido del libro se dirige a los matemáticos, ingenieros 

y economistas dedicados a pr.oblemas de planificación con 

métodos matemáticos, en particular, cuando se emplean má­

quinas computadoras digitales electrónicas. 
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: Qué es la programación lineal : 
! 2. Beskin N. ! 
• • : Representación de figuras espaciales : 
: 3. Boltianski V. ! 
: La envolvente : .. . 
: 4. Markushévich A. : 

: Curvas maravill~sas : 
• • • Funciones maravillosas • • • 
: Números complejos y representaciones : 
: conformes : 
• • 
: 5. Trajtenbrot B. : 
: Los algoritmos : 
• • • y la solución automática • • • 
: de problemas : 
! 6. Ventsel E. : 
• • : Elomentos do la teoría de los juegos : 
: 7. Yaglom. L : 
: A1gebra extraordinaria : 
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