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PROBLEMAS ELEMENTALES
DE MAXIMO Y MINIMO




PREFACIO

En este libro se expenen algunos procedimientos elementales
(es decir, que no requieren el conocimiento del cdleculo diferencial)
para la solucién doe problomas de maximo y minimo.

La obra estd destinada a los alumnos de los grados superiores de
la escucla secundaria que deseen adquirir algunas nociones respecto
al cardeter do los problemas que se examinan en las mateméticas supe-
riores. El material que sa expone puede utilizarse en el trabajo de los
circulos matematicos escolares.

No obstanto, la lectura de este libro también serf provechosa
para los estudiantes de cscuelas superiores técnicas, institutos peda-
gogicos o universidades, incluso si tienen ciertos conocimientos de
analisis matemdtico. 121 potente aparato de cdlculo diferencial sumi-
nistra procedimientos gonerales y de un mismo Lipo que permiten resol-
ver problemas de cardcter muy diverso, donde se requiera hallar el
extremo de la combinacién final de funciones elementacies. Empleando
dichos procediwientos no hay necesidad de prestar atencién & la pecu-
liaridad individual de uno u otro problema. Pero precisamente el
empleo de esta peculiaridad permite con frecuencia resolver el pro-
blema do manera méas simple, masrépida y més bonita que con ayuda
de los métodos gonorales. La situacién es semejante a la de los pro-
blemas aritméticos, pues el empleo del potente aparato de ecuaciones
al%ebraicas permito despreciar las particularidades individuales de
tales problemas, pero la solucién puramente aritmética a menude
resulta mis sencilla, mds répida y m&s honita que la algebraica.

La variodad de medios algebraicos que se utilizan en este libro,
es muy limitada: se emploan solamente las propiedades mas simples
del trinomio cuadrético y la desigualdad referente a las medias arit-
mética y geométrica, Fsto se ha hecho para simplificar la exposicién.
Al lector que desee profundizar on el tema y conocer procedimientos
mé3 estrictos, aunque elementales, de aolucig’n de problemas de méxi-
mo y minimo se 16 pueden recomendar los libros: 7. B. Abelson, Mé-
timo y minimo, ONTI, 1935 y $. 7. Zetel, Problemas de miximo' y
minimo en ruso, Gostejizdat, 1948,

I. Natansén
17/X 11 1949



INTRODUCCION

En la técnica y en las ciencias naturales, en Ja produccidén
v en la vida cotidiana, se encuentra un tipo especial de
problemas matematicos, denominados «problemas de méxi-
mo y minimo». He aqui algunos ejemplos:

1) De un lronco es menester cortar una viga rectangular
de tal forma que se obtenga una cantidad minima de de-
fechos.

2) Con las tablas disponibles se puede construir una valla
de 200 m de longitud. Se requiere cercar con esta valla una
parcela rectangular de tierra que tenga un érea méxima,

3) En la pared hay un cuadro. (A qué distancia de la
pared se ve dicho cuadro bajo un dngulo méaximo?

4) ;A qué altura se debe colgar una lampara para obtener
iluminacién méxima?

En todos estos problemas, a pesar de la dlferencla exis-
tente entre ellos, encontramos rasgos comunes: se trata siem-
pre de la forma de obtener un efecto dptimo dentro de las
diversas posibilidades de utilizacién de Ios medios disponi-
bles. Sobra sefialar la importancia de la habilidad de resol-
ver tales cuestiones. En Jas matematicas se han creado pro-
cedimientos estrictos y generales, estudiados en el edlculo
diferencial, para la solucién de problemas semejantes,

Sin embargo, en muchos casos, se logran resolver estos
problemas sin utilizar un complicado aparato de célculo di-
ferencial, empleando solamente los medios simples de dlgebra
elemental. Precisamente en este libro se exponen varios
métodos para la solucién de problemas de maximo y minimo
sin la ayuda de las matemdticas superiores®). Claro est4,
semejantes procedimientos son aplicables solamente en casos
aislados, pero su conocimiento es Gtil incluso para aquellos
que saben célculo diferencial.

*) En particular. se resuelven los :uatro prob-
lemus expuestos anteriormente.






I. TEOREMA FUNDAMENTAL
DE LOS TRINOMIOS
CUADRATICOS

§ 1. Examinemos dos magnitudes z e y relacionadas por
la igualdad
y = 2z* + 7. (1)

Si suponemos que z = 3, veremos que y = 25. Si damos
a z el valor de z = 10, obtendremos y = 207. A la magnitud
z, en general, es posible darle cualquier valor, pero cuando
lo hayamos selegido, y adquirird «autométicamente» un
valor especifico, determinado por la igualdad (1) y ya no
dependera de ninguna arbitrariedad. Esta situacién se ca-
racteriza matemdaticamente diciendo que y es la funcidn
de z. La 'magnitud z se denomina variable independiente,

Veamos si existe o no, entre los valores que adquiere la
funcion y [determinada por la igualdad (1)}, un valor mdzximo.
Es facil notar que no existe tal valor entre los valores de y.
En efecto, si la variable independiente z adquiere los valores

2 =1, @y, ay=:100, @=1000; 2o
los valores correspondientes de la funcién y serdn
Jp =9, y, =207, y,=20007, y,=2000007,...,

de donde se ve que y no tiene un valor maximo.

La respuesta serd absolutamente diferente si nos pregun-
tamos: jexiste ¢ no entre los valores de la funeién y uno que
sea menor?

Efectivaments, como lo demuestra la igualdad (1), la
funcién y es una suma de dos sumandos: 2z% y 7. El segundo
de éstos, es decir, 7, es un nimero constante que no depende
de los valores de z. En cuanto al primer sumando, 2z® no
puede ser negativo, es decir, menor de cero con ningiin valor
de z*. No-obstante, este primer sumando 2z* puede Ser
igual a cero cuando z = 0. Asi, el primer sumando 227,
y con €] toda la suma 22 - 7, adquiere su valor minimo
cuando z, = 0. Este valorminimo es porlo visto 7, lo que
sp oscribe:

Ymin= 1.

*) No se conmsideran mimeros imaginarios.
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Razonamientos andlogos permilen demostrar que
cada una de las funciones

y=052"+43, y=92%-+44y, =2:2—5, y=32—11

tiene propiedades semejantes: no tienen valor méximo, pero
si minimo, y en todas las cuatro funciones este valor minimo
se alcanza cuando z, = 0 y es, respectivamente, igual a

Ymin=3, ¥Ymm=4, Ymin=—295, Ymia= —11.

§ 2. Los ejemplos que acabamos de examinar son muy
simples. El origen de esta simplicidad se basa en ¢l hecho
de que la funcién y se representé en forma de una suma de
dos miembros, uno de los cuales era constante, mientras que
el otro, al ser un cuadrado (con coeficiente positivo), no
podia resultar negativo.

La situacién se complica si se plantea el ejemplo

y = 2% — 12z + 93.

Para poder aplicar la idea utilizada anteriormente, es-
cribiremos y en la forma:

y =2 (2 — 62) -+ 93.

A continuacién afadiremos en los paréntesis un ntimero
que complete el cuadrado del binomio:

y =2 (22 — 6z + 9) + 93— 18,

y=2(z —3)®+ 5.

Ahora podemos aplicar las consideraciones mencionadas
més arriba. En realidad, la funcién y estd representada en
forma de una suma de dos miembros, uno de los cuales,
precisamente 75, no depende en absoluto de z, y el otro,
2 (z — 3)", nunca es negativo, pero es cero cuando r = 3.
Por eso, nuestra funcién alcanza un valor minimo ymm = 75
cuando r == 3,

El valor méximo de esta funcién no existe, lo quo es f4cil
de demostrar si suponemos, por ejemplo, que

zy =13, x,=103, z,=1008, ...,
Los valores respectivos de la funcién y serin
h =275, y,=20075, y,= 2000075, ...
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De manera analoga se resuelve el ejemplo
y = 3z 4 24z + 50.
Realizando {ransformaciones semejantes, tenemos:
y = 3 (a® + 82) + 50,
y = 3 (2? + 8z - 16) + 50 — 48,
y=3(x+ 44 2

Por consiguientle, la funcién y adquierc un valor minimo
cuando z, = —4, y este valor minimo es

ymln—_"z-
He aqui olro ejemplo:

y = 5z® — 50z + 39.
Aqui
Ty = 51 Ymin= —86?

{en lo sucesivo designaremos siempre mediante z, agquel
valor de la variable independiente que corresponde al valor
minimo de la funcién).

§ 3. No se debe suponer que todo trinomio cnadrilico
(asi se denomina el tipo de funcién que examinamos) ticne

valor minimo y carece de valor méximo.
Por ejemplo, la funcion

y= —32*+ 8
tiene un valer mAaximo
ymﬁx=8|
cuando z, = 0. Por el contrario, dicha funcion no tiene

valor minimo.
De igual mancra en la funcién

y = —4z® + 40x — 73
no existe un valor minimo, pero si un valor méiximo, lo que
se demuestra realizando las transformaciones siguientes:
y = —4 (2 —10x) — 173,
y = —4 (2* — 10z -+ 25) — 73 + 100,
y = —4 (@ —5)% + 21,

I
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de donde, siendo z, == 5, se obtiene

Ymax = 27-

§ 4. Asi pues, ciertos trinomios cuadriticos tienen valor
minimo, perc carecen de valor maximo, mientras que otros,
por el contrario, tienen valor mdximo y no tienen valor mi-
nimo. Es sencillo advertir que el cardcter del trinomio queda
determinado por el signo del coeficiente de la z con exponente
mayor. A fin de establecer esto con toda rigurosidad, exami-
naremos el problema en rasgos generales,

Supongamos que tenemos el trinomio cuadritico i

=a:r’-{—ba:—!—c.

Aqui los coeficientes pueden ser cualesquiera nimeros rea-
les: positivos y negativos e, incluso, convertirse en cero.
No obstante, el coeficiente superior @ debe ser siempre dis-
tinto de cero, y¥a que de lo contrarie ¥ no incluirfa un miem-
bro con z® y no seria un trinomio cuadrdtico.
Transformaremos y de la siguiente manera:

y=a (x“+2-2% ::)—]—C,
=aq (x2+2—2{’; x—l—%)-&-ﬁ'—%.

Suponiendo para brevedad que
b2

C_E M,

obtendremos definitivamente:
2
y=a (x -+ —2%—) +M.

Es imporlanie sefialar que } es un nimero constante
deferminado plenamente por los coeficientes a, b y ¢, y que
no depende en absoluto de los valores de la variable inde-
pendiente .

Analicemos dos casos.

; 7 b\2 £
1} 8i @ >0, el primer sumando a (x + Z:) no sera
ninea negakivo, pero si
b

Tyi= —

2a
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éste se convierte en cero. Por eso, la funcién y tiene un
valor minimo igual a M:

ymfII:M!

y carece de valor méximo.
2) Si a << 0, por razones idénticas resulta que

Yméx = M?
ademis, este valor se alcanza cuando

..

{1 PP

Y no existe Ymin.

Tanto el valor minimo de la funcién como su valor ma-
Ximo se denominan valores extremos. Por consiguiente, todo
lo dicho puede ser resumido en el teorema fundamental

que dice:
TEOREMA. El trinomio cuadrdtico

y=ar*+4+ bz +c

tiene un valor extremo que lo adguiere cuando

Este valor resulta minimo si a =0, mdzimo si a << 0. Si
existe Ymax, NO eTiSL€ Ymin, Y VICEVETSa.
Como hemos visto, este valor exiremo es siempre igual a

yext=M:

o mas delalladamenle
b2
Yext =¢— 75—

Sin embargo, no es preciso memorizar esta Gltima igualdad,
ya que es el valor de nuestro trinomio cuando

s et 8
R
Entonces, para obtener la magnitud Yy, es suficiente
sustituir z en el trinomio por el nimero
)

g == g
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EJEMPLOS,
y=33’2—12x+8, Io::: . yminﬁ‘ _..4;
= '—2'1:3"'+"8$""'3, Lyp= 2, yméx=5"
y=2l‘2‘*-20$€+17, Tg = —'5, ymin’=—“33-

Il ALGUNAS
APLICACIONES DEL TROREMA
FUNDAMENTAL

 }

§ 5. Veamos cémo ¢l teorema demostrado cn ¢l § 4 permite
resolver una gran diversidad de problemas concrotos.
PROBLEMA 1. Descomponer el nimero positivo 4 en dos
componenies de tal manera que el producto de éstos sea mdximo.
SOLUCION, Designemos por 2 uno de los sumandos incég-
nitos. Entonces el segundo sumando sera igual a 4 —- 2,
¥ su producto
y=xz{4 —2)
o
y = -~a* - Az.

De csta manora, so debe hallar up valor de 2 que dé a oste
trinomio cuadratico un valor maximo. Segin el teorema del
§ 4, semejante valor existe (ya que aqui el coeficiente de
la z con exponente superior es igual a —1, es decir, es nega-
tivo) y es igual a

A
&g = -2--
En este caso

A—I(,::%

¥, por consiguicnte, ambos sumandos debeu ser iguales.
Por ejemplo, el nimero 30 admile las siguientes des-
composiciones:
30 = 5+ 25, 5-25 = 125
30 = 7 4 23, 7-23 = 101,
30 =13 417, 1317 = 221,
=20 -- 10, 20-10 = 200,
30 = 29 + 1, 20-1t = 29,
= 30 4 0, 30.-0=0.
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Todos los productos obtenidos son inferiores a 1515 = 225,

§ 6. proBLEMA 2. Tenemos un alambre de longitud .
Se requiere doblarlo de tal manera que se obtenga un rectdngulo
que limite el mayor drea posible.

soLucioN. Designemos por z {(fig. 1) uno de los lados

del rectingulo. Entonces el otro lado serd -;— —z, ¥y el area

s=e(ts).

S=—a24 LB
2
Esta funcién adquiere su valor maximo cuando
1
Tg = Z

y este valor serd el buscado para uno de los lades del rec-
tangulo. Su otro lado, entonces, serd
L)
B e
es decir, el rectangulo resulta ser un cuadrado. La solucién
puede ser resumida cn el teorema siguiente:
TEOREMA, De fodos los rectdngulos de igual perimetro
el cuadrado tiene drea mdxima.
OBSERVACIONES. 1) Este problema también puede ser
resuelto facilmente con ayuda del resultado obtenido al

201669
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resolver el problema 1. Evidentemente, el area del rectin-
gulo es :

S==zx (% — ::) z
En otras palabras, § es el producto de dos factores: =z v

z
5 - 2. Pero la suma de estos dos factores es

et (g=s)=t.

es decir, es un niimero que no depende de la eleccion de z.
Por consiguiente, la operacién se reduce a 1a descomposiciéon

del nimero % en dos sumandos, de tal manera que el pro-

ducto de €stos sea mdaximo. Como ya sabemos, este producto

serd maximo cuando los sumandos sean iguales entre si,

4

es decir, cuando x = =

2) Si designamos por ! la longitud de la valla que se
puede construir con las tablas de que disponemos, y no la
longitud del alambre, nuestro teorema nos proporciona la
solucién del segundo de los cuatro problemas practicos
mencionados en la «Introduccion» (alli se seiialaba que
! = 200 m). En ¢l § 7 se examina una variante algo modifi-
cada del problema.

§ 7. rroBLEMA 3. Con las tablas de que disponemos se
puede construir une valla de 200 m de longitud. Se requiere
cercar con ésta un patio rectangular de drea mdzima utilizando
come uno de sus lados la pared de la jdbrica.

soLucioN, Designemos (fig. 2) uno de los lados del patio
por z. Entonces el otro lado serd igual a 200 — 2z, y sn

area sera -
S = z (200 — 2x),

S = .—2-’1’.‘2 + 2003:.

De acuerdo con el teorema del § 4, el valor maximo de esta
funcién se alcanza cuando
.‘i’.‘n = 500
Asi pues, el lado del patio, perpendicular a la pared de
la fabrica, debe ser igual a 50 m, de donde se obhtiene para el
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lado paralelo a 1a pared el valor de 100 m, es decir, el palio
debe tener la forma de medio cuadrado.

OBSERVACION. Si hubiésemos querido utilizar aqui
también el resultado de la solucién del problema 1, no lo
habriamos logrado, ya que |

S =z (200~ 2z)
es el producto de dos factores cuya suma es igual a 200—z,

o sea, depende de z. Por lo tanto, no tenemos las condi-
ciones del problema 1. No obstante, recurriendo a un pequeiio

Lo L,

fe————20Q=2x———=

FIG. 2

subterfugio, podemos hacerlas concordar con las del pro-
blema 1. En efecto, examinemos en lugar de S la magnitud
z =25, Ya que

z = 2z (200 — 22),

resulta que esta funcion es el producto de dos factores cuya
suma ya no depende de x y, por consiguiente, Zpax se al-
canza cuando

92 = 200 — 2z,

de donde = = 50. Queda por seilalar que las funciones S y
z = 28 alcanzan sus valores maximos con un mismo valor
de z.

§ B. rroBLEMA 4. Se da el cuadrado ABCD (fig. ).
Desde sus vértices se trazan segmentos iguales Aa, Bb, Cc, Dd y
los puntos a, b, ¢, d se unen con rectas. ;Con qué valor de Aa
resullard minima el drea del cuadrado abed?

i



20

SOLUGCION. Si suponemos que
Ae ==z
resultarf, como es obvio, que
aB =1 — z,

donde [ = AB y, por consiguiente, Segin el teorema de
Pitagoras,

. ab? =2 4 (1 —2)* =222 — 2z - 2.
Pef_q el drea § del cuadrado abcd, precisamente, es igual
a ab®. Es decir,

S == 22 — 2z + A

Por eso, el valor minimo de S se obtendrd cuando

' 1
1
: o=

b o~

De esta manera, los puntos a, b, ¢ ¥ d se deben colocar en los
centros de los lados del cuadrado basico ABCD.

T

D L Fol

d b

A o B
FIG. 3

§ 9. rroBLEMA 5. De los puntos A y B (fig. 4), en las
direcciones sefialadas con flechas, salen simultdneamente un
vapor y un yate. Sus velocidades, respectivamente, son iguales a

vy = 40 km/h,

vy = 16 km/h.
4Dentro de cudnto tiempo la distuncia entre ellos serd mi-
fima, §i

AB = 145 km?
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soLucioN. Indiquemos con las letras V e Y la posicién
del vapor y del yate transcurridas ¢ horas después de su
salida de los puntos A y B. Euntonces

AV = 40t km, BY = 16¢ km,
y, por consiguiente, basindose en el teorema de Pitdporas,
VY = YV BV® + BY?® = )/ (145 — 40t)* - (161)%,

de donde
VY = )/ 18568 — 11 600¢ + 21 025.

Esta raiz adquirirad su valor minimo con el mismo valor de

FIG. 4

t con el que la expresién bajo el radical tenga su valor minimo
z = 1856¢% - 11 600¢ + 21 025,

o3 decir, cuando

11 600

b=y =

1
3 3 hora.
Asi pues, el vapor y el yate resultaran estar a distancia mi-
nima uno respecto al otro, transcurridas 3 horas 7 minutos
v 30 segundos después de su salida de los puntos A y B.

§ 10. proBLEMA 6. [nscribir en el circulo dade un rec-
tingule de drea mdzima.

soLucioN, Designemos por R el radio del circulo, y por
z el lado AB del rectingulo incégnito (fig. 5). Segin el
teorema de Pitiagoras resulta que

BC = V iR® — =,
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de donde, para el drea S que nos interesa, se obtiene la

expresi6n -
S =z VIR? — 23,

fdsta funcién alcanza su valor méximo con la misma z
que lo alcanza la funcion y = S%. Pero

y = x® (4R* — z%).
Suponiendo que z* = z, oblenemos:
¥y =2z (4R? —z) = —2* | 4R%. =

Por consiguiente, ynax se alcanza cuando z = 2R?, es decir,
cuando z = R /2. Este valor de z s¢ podria haber calculado

FIG. 5

sin introducir Ja magnitud z, basindose en el hecho de que y
es ¢l producto de dos factores cuya suma 4K? es constante
¥, en virtud del resultado obtenido al resolver el problema 1,

2*=2R* y z=RV2
Ya que cuando AB=z=R )2
BC =RVZ,
vemnos que el reelangulo que buscamos debe ser un euadrado.
De tal mancra, hemos demostrado el teorema siguiente,

THOREMA. Jntre {fodos los rectdngulos inscritos en un
mismo circulo el cuadrado tiene drea mdzima.
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OBSERVACION. S8i el ecirculo que se menciona en el
problema es la seccién transversal del tronco y el rectangulo
inscrito es la seccion de la misma viga que se requiere cortar
de este tronco, nuestro problema geométrico, al parecer
abstracto, se convierte en el primero de los cuatro prohlemas
practicos tratados en la «Introduecidns.

§ 11. proBLEMa 7. [Inscribir en la esfera dada, un cilin-
dro de superficie lateral mdzima.

FlG. ¢

sorLuctoN  Designemos por R el radio de la csfera, y por
r y h, respectivamente, el radio y la altura del cilindro
incognito (fig. 6). Entonces la superficie Jaleral del cilindro
sera

S = 2nrh,

Por otra parte, como se ve de la fig. 6, los segmentos R,
ry —;—-h} estdn relacionados en la forma
Th4ri= R,
De ahi,
h=2V R =713
¥, por consiguiente,
S = bdnr V R* =12,
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Suponiendo, como en el problema anterior, que y = S§2,

obtenemos:
y = 16n%r? (R? —r?).

Si introducimos una nueva variable independiente x = r?,
y se expresara a través de ella de la manera siguiente:

y = 16n% (R* — 2),

R2 .
de donde ynax se alecanza cuando z, = =, es decir, cuando

R V2
=—E=R"—2'*‘“'-

Conociendo r, hallamos ficilmente que A = RV 2. Advir-
tiendo ademdas que, para el cilindro que buscamos, 2 = 2r,
vemos que la seccion axial de este cilindro es un cuadrado.
§ 12. proBLEMA 8, [Inscribir en el cono dado, un cilindre
de superficie lateral mdzima.
"sovucioN, Designemos por R y H el radio de la base
y la altura del cono dados, y por ry % el radio y la altura del

cilindro incégnito. Entonces la superficie lateral del cilindro

sera

S == mrh,
Pero, de la similitud de los tridngulos OAB y 0,4,B (fig. 7),
se deduce la proporcién

o Re=r

7 o
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de donde
h=(R—r)

S=2n %r (R—r}).

Esta funcién adquiere su valor maximo cuande ry = -;— R.
De aqui, la altura del cilindro que buscamos es
H 1
h0=_--ﬁ-(R——ro)==-2—H.

§ 13. prOBLEMA Q. En el tridngulo ABC (fig. 8) se debe
trazar la recta ab, paralela a la base AB, de tal manera que el

FIG. 8

drea del rectingulo abed seq mdzima.
SOLUCION, Supongamos que

AB=L, ab=1, bec=nh,

y designemos por H la altura CD del tridngulo ABC trazada
sobre el lado AB. De la semejanza de los tridngulos ABC
y abC se deduce la proporcidn

!l H—h

z " ¢

de donde
L
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Puesto que el irea del rectingulo abed que nos interesa es
§ = A&l,
resulta que
L
S =<-h(H ~h),

de donde Spsx se alcanza cuando kg = —;— H.

III. OTROS TEOREMAS
QUE PERMITEN CALCULAR
LOS VALORES MAXIMOS

Y MINIMOS
DE LAS FUNCIONES

§ 14. Volvamos al problema 1, ya resuelto en el § 5.
La soluci6én obtenida nos conduce al teorema siguiente.

TEOREMA. La media geomélrica de dos niimeros positivos
no es mayor que la media aritmética de éstos

Va<IiL, @

En efecto, supongamos que x e y son dos numeros positi-
vos. Designemos su suma por 4. L.a suma de los niimeros

-;— Ay % A es la misma, Pero, puesto que estos dos iltimos

nimeros son iguales entre si, su producto (como se demostré
en el § 5) es superior al de cualquier pareja de nlimeros cuya
suma sea la misma y, en particular, al de los nimeros z e y,

es decir,
s (4)’

(el signo de igualdad aparece al no excluirse la posibilidad
de que z = y = %A). Recordando que 4 = & + y, vemos
que
2
we(Z5L),
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¥ esto es equivalente a la desigualdad (2). La demostracion
realizada indica también que el sigro de igualdad en la rela-
cién (2) aparece cuande, y solamente cuando x = y.

Este teorema también puede ser demostrado de otra
manera, sin hacer referencia al § 5. Efeclivamente, la desi-
gualdad (2) se puede escribir de forma equivalents

0z —2Va=y + 3.
¥, en esta forma, es evidente, puesto que

z—2Vomy+y=0Vz V=0

Esta demostraci6n establece tambiéa el hecho de que en (2)
la igualdad existe cuando, y solamente cuando z =y,

§ 15. proBuEMA 10. Descomponer el némero positivo dado
P en dos factores positivos de tal manera que su suma sea la
minima, .

SOLUCION. Supongamos que P, de cualquier manera,
estd representado en forma de un producto de dos factores
positivos z e y:

Pmazy (z>0,y >0).
Entonces, en virtnd de la desigualdad (2), resulta que
z+y=>2VP.

De tal manera, para cualquier eleccién de factores, su suma
no puede ser menor que 2/ P. Pero, aceptando que éstos
son iguales, es decir, suponiendo que z = VP, y= V}T,
llegamos de manera evidente a la suma igual ¢ 2V P. Asi

pues, 2 V P es el valor minimo de la suma que nos interesa,
valor que dicha suma alecanza cuande, y solamente cuando
ambos factores son iguales entre si¥*).

Si prestamos alencién al hecho de que y = %, la solu-

cién que hemos obtenido del problema se puede enunciar
en el teorema siguicnte:
TEOREMA. La funcidn

z=:.c+-% (P=>0

*) Si z e y no fuesen iguales, entonces (en virtud
de 1o cxpueste en § 14) tendria lugar la desigualdad esiricia
Tl o2 VJ.’_’
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(en la que la variable independiente x adguiere solamente valores
positivos) alcanza su valor minimo zmm cuando zy =V P,
y Unicamente con éste valor de z.

§ 16. proBLEMA 11. En una pared vertical estd colgado
el cartel AR, ;A qué distancia de la pared debe situarse el

F1G. P

observador para gue el angulo 8, bajo el cuat el observador ve
el cartel, sea el médzimo?

soLucton, Designemos por K el punto de interseccion de
la pared con la recta horizontal que pasa a través del ojo O
del observador (fig. 9). Entonces OK seri la distancia que
buscamos. Designemos a ésta por x y supongamos que

KA =a, KB=5,

Si designamos los dngulos K04 y KOB por o y B, es obvio
que

=f — .
De aqui
1g0=tg (p—a)= 7EE KL,
Pero
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Por consiguiente,

ba

th:—ﬂb v
iy

- Puesto que el valor méximo del dngulo 6 se alcanzara
cuando la tangente dé’éste sea mixima, nuestro problema se
reduce a encontrar un valor de x con el cual el quebrado

b—a

ab
e

sea el mayor. Pero su numerador es consiante. Quiere decir
que debe hacerse minimo su denominador

ab
x +T %
Seghin el teorema del parrafo anterior, el valor de x que bus-

camoeos es
.5 Y 7,

§ 17. El teorema del § 14 admite una generalizacién con-
siderable gue representa un gran interés teorico. Con su
ayuda lograremos resolver una serie de problemas de maximo
y minimo. Esta generalizacién puede ser enunciada en
forma del teorema siguiente:

TEOREMA. La media geométrica de cualguier cantidad de
niimeros positivos no es mayor que la media aritmética de éstos

V:c,xs... Ty HT z’+z":"'+z“ . (3

El signo de igualdad tiene lugar cuando, y solamente cuando
todos los niimeros z,, 4, . . ., T, son iguales entre st
31 _— xa = oo e = In.

DpEMOSTRACION. Citemos una demostracién™  original,
aunque no muy simple, de este teorema, que representa en si
una variante muy singular de la induccion matemdtica.

*) Esta demostracién pertencce al célehre mate-
mético francésA. L. Cauchy, (1789—-1857).
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Sin = 2, resulta que el teorema que nos interesa coincide
con el teorema ya demostrado en el § 14. Supongamos que
n = 4. Entonces, segin lo demostrado

V T, =V VgV <
2y 4T e x9+4-14

: x4+ Iyt 2 2
gl/:zz_ﬁg'&g - 3

es decir,

y T4 Tg Ty gﬂjﬁw_
De tal manera, Ja desigualdad ha sido demostrada para
5 =Slf;‘mngam:los ahora que n = 8. Entonces, segiin lo de-
mostrado,

Wl ————maew.——
,/8 bl PR :cs-_—.V,V xixgxs:q«f/ T ek 1L g

ZyFag a3t 2y x5+ Te-ta7+28
“~<J/ A ' 4

¥, por consiguiente,
ztaptastae, Ttz zt s

4 4
Vs LTy oo Ty 2 ’

con lo que queda demostrada la desigualdad (3) para » = 8.
De manera andloga demostraremos la desigualdad para
= 16, n = 32, n = 64 y, en general, para » = 2™. Esto
se efectia mediante la induccién ordinaria por m.
Efectuemos dicha induccién detalladamente. Suponga-
mos que para cierto m ya se ha demostrado que

o+ It Ty

21‘1’! T ———
‘/lez s xzmg om r (4)
Y que examinamos un sistema de 2™*! niimeros pos;twos
I]v 12$ « e ay szﬂ
Esta clare que

O] ) —
Ly wn o Tyt -

='l/2:n/ Ty own - xam /x2m+l .‘.'c mH
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Utilizando la desigualdad (4) y la desigualdad andloga

.r2m_H 4 ... TEgmat

2m
/x2m+i RS x2ﬂ1+1:-..‘{-“‘ 2m
obtenemos
T —— ]/ 'ri+---'+'x2m Tom,yq - Tomet
Ly v x:,.mi-ig b4

2m 2m
v. segun el teorema del § 14, hallamos

Vxl_:_"'+z2m Zomy g ot Eamu
5 :

2m 2m e

xy = .,.+12m . 32,,,+1+..,+=2m+,_

2m 2m

S 3
de donde resulta que

gt —— 31+'-'+32m+1

Ty ens xzmﬂé——w.

Asi pues, ha sido demostrada la desigualdad (4) para todos

los m enteros positivos.
Supongamos ahora que n no es un nimero del tipo 2™.

Entonces elegiremos un m lo suficientemente grande que

resulte
2™~ n.
Admitamos que

Htzat. I 4
n

y agreguemos a nuestros nimeros #,, Z,, - . ., In, l0s niime-

ros 2" —n
xn'!-‘l:A: $n+2=A| vy 32m=—"Ac

En este caso, de acuerdo a lo demostrado

gm
‘/Il ...In$n+;...x2m ...._‘(‘_-
PSS ST SR S

& -

De aqui

z/mgﬁ-i* ; ---}-x;';{—(zm_n),q‘
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Pero, puesto que
L+ %+ ... F 2, =nd,
resulta que
it .2+ (2Mm—n) 4 e nd-+{2m—n) 4 — A4

om om =

Por consiguiente, la desigualdad anterior toma la forma
2?/_;1:1.:5 cor ZpAZ-ns 4

de donde, despuss de elevarla a la potencia 2",
Z4Zy v oo L A2 -2 Z AT,

¥y, por lo tanto,

. T3y 0. Tn S A",
es decir,

V-'i‘t'w"a--- A= 2 Sk Y R _

n

Para finalizar la demostracién del teorema queda por
comprobar el hecho de que en la desigualdad (3) figura el
signo de igualdad cuando, y solamente cuando

Xy =Ty = oo« =T,
La primera de estas afirmaciones es obvia. Efectivamente,
81 Ty == Zy = ... =2, = @, ambos miembros de la desi-
gualdad (3) serdn precisamente iguales a a. Demostrar la

segunda afirmacién es algo més dificil: si en la relacién (3)
figura el signo de igualdad, entonces

I1=Ig=--.=.‘tn.

Demostraremos este hecho partiendo de la demostracién a
la inversa. Siendo asi, supongamos que

n, Ztt2p4- ...tz
V 3Ty ... Tn = - &,

aunque no todos los nameros z,, z,, ..., z, son iguales.
Puesto que la numeracién de éstos depende de mnosotros,
podemos admitir que

T, 5= Zy.
Examinemos otro conjunto de niimeros

Yi: Yas Ty 33,‘, w ey Ty
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en el que todos los nimeros, comenzando desde el tercero,
son los mismos que en el conjunto inicial #,, &y, %z, . . ., 2,
y donde

Es evidente que y, -+ ¥y, = , + 2, ¥y, por consiguiente,
yitvatasd ...tz @ trpa3 .. 2
n " '
Asi pues, también
; ppdlegee S
inxg..- Zn =§1+."}A+5€3+ i 5":1.

n

Pero, en virtud de la desigualdad (3} ya demostrada,
Y1+yet23t .. +2a
R

ns
vV Yila¥s ... Ta
lo que, en unién con la igualdad anterior, nos da

B e o T
1/9'19’23'3 “en xngl/xlx‘z;%‘ STy

y, por lo mismo,
Yz << T2

Esta dltima correlacién contradice el teorema del § 14
ya que, de acuerdo con éste, el producto de dos factores
iguales y,y, debe ser estrictamente mayor que el producto de
dos factores diferentes cuya suma es igual (yy -+ yo = & + 23).

El teorema estd demostrado totalmente.

§ 18, Del teorema demostrado se deduce la posibilidad
de resolver los dos problemas que se examinan en el parrafo
presente,

PROBLEMA 12. Se requiere descomponer el nimero positive
A en n factores positivos de tal modo que el producto de éstos
sea el maximo.

SOLUCION. Sopongamos que los nimeros zy, &, . . ., Ty
son positivos y que

Xy Xs . b, = AL
Entonces, de acuerdo con el teorema del § 17, tenemos

A
T4y vt xné(—;) n.

3—01669
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PPy

Asi pues, ninguna seleccion de los factores logra un
n
producto mayor gque (-‘%) . Por otro lado, cuando z, =
AI

=T =... =02, =+, €S obvio que se obtiene un pro-

ducto igual a (-‘:—)“. Entonces, todos los factores que bus-

camos deben ser iguales entre si.
Segin el teorema del § 17 esta solucién del problema es

la iinica posible.
proBLEMA 13. Se requiere descomponer el ntimero positivo
P en n factores positivos de tal modo gue la suma de éstos sea

la minima.
La solucién es andloga a la del problema 12, Precisa-

mente, Si

ot I IR
segin ¢l leorema del § 17, resultard
B By By S P

Quiere decir que ninguna seleccién de los factores logra una
suma inferior a /' P, v puesto que con

Ty == Tg = ...=$H=VP

la suma que se obtiene es igual a n /P, todos los factores
que buscamos deben ser iguales entre si.

Aqui también la solucién hallada es la tnica posible.

§ 19. Valiéndose de los resultados del § 18 se pueden re-
solver también toda una serie de problemas concretos. Cita-
remos varios ejemplos.

Las soluciones de los problemas obtenidas a continuacién
y examinadas en todos eslos ejemplos, son las finicas posibles.
Esta circunstancia se deriva ficilmente de lo expuesto an-
teriormente y no volveremos a tratarla mas.

PROBLEMA 14. Inscribir en la esfera dada un cilindro de
volumen mdzimo.

scLucioN. Conservando las designaciones del § 11 tene-
mos la expresion del volumen que nos interesa en la forma de

V = nrih.
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Pero, como ya vimos en el § 11,
h =2y R =32,

Entonces,
= 2 Y 1?15

Admitiendo que z = .3 V2, obtenemos:
42
z=rt (1% — rd),
adquiriendo z su valor méximo con el mismo r con el que lo
adquiere V. Ya que

Sanals 2

5 2 2
resulta que —;— z es el producto de tres factores cuya suma es
igual a R?. Asi pues, el valor mdximo de z serd el que corres-
ponda a un r que cumpla la relacion:

(= 1),

2 .2
Y (o v S
3 5 ne—r2,

Do ahi,
7
r=RY/ 3.

§ 20. rroBLEMA 15, Inscribir en el cono dado un cilindro
de volumen mdximo.

sorucron, Conservando lag  designaciones del § 12,
tenemos la expresion del volumen que nos interesa en la
forma de

V = nrth.
Pero, como vimos en el § 12,
i’

Entonces

V=n2r2(R—r).

El valor miximo de ¥ se obliene con ¢l mismo r con el
que la funcién
T r
Z =‘§”-2_ (1{-—*3’),
3#
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que es el producto de tres factores cuya suma es constante,
alcanza también su valor méximo. Por lo tanto, zmsy se
logra cuando

<

r

gty

es decir, cuando r = % R.

§ 21. prROBLEMA 16. [Fnscribir en la esfera dada un cono
de volumen mdximeo.

SOLUCION, Designemos por R el radio de la esfera y porr
Y , respectivamente, el radio de la base y Ja altura del cono.

F1G, 10

De la fig. 10 es evidente que r = 4 B es la media proporcional
entre los segmentos BD y BC. Pero

BDa= K, BC w28 —b,

Por lo tanto,
2 =k (2R — A).

Pero como el volumen que nos interesa es
V= -;— aréh,
entonces
V=21 (2R—h).
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Introduciendo en lugar de V la funcidn

2= (2R~ ),

que simultaneamente con V adquiere su valor maximo, vemos
que z,s; Se alcanza cuando

Ju
3

=2R—~h,

vo] =

es decir, cuando
4
hg'g R.

§ 22. prosreEmMa 17. Sobre el centro de.una mesa redonda,
una lampara esté colgada de una polea. (A qué altura se debe

FIG. 11

situar ésta pare obtener iluminacién mdxima en los bordes de
la mesa?

sorucion. Introducimos las designaciones de la fig. 11.
Del curso de fisica se sabe que la intensidad luminosa I
en el punio A se expresa por la férmula

g senaq
I= k25

donde & es un covficienle conslante de proporcionalidad.
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Sefialando que el

) g
Cosp== T
obtenemos
k 2
Iar—zsen p-cos2 @,

Examinemos en lugar de / la magnitud

rd
Z=—Ei-p z

Es obvio que zmsx € /msx Se obtienen simultianeamente. Pero
como

z = sen® ¢ .cost @,
resulta que

1

4 cos2q cos?q
% ;

Z=(1.—-0032q)) 7 3t

y el valor maximo do z se alcanza si

v
1 —cos? ¢ = ‘“’?‘P - °°: - 8

es decir, cuando el

o
coS (p = ]/_d_ .

Para esle

3
1g(p=-—2—-,
Y. puesto que
h=rigaeg,
la altwra que buscamos es
'z

k,,-—-r-—z—?-.‘.f-o,'?r.
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§ 23, eropr.eMa 18. Se tiene una chapa rectangular de
hojalata con dimensiones de 80 cm X 50 cm. Se quiere recortar
en todos los dngulos de la chapa cuadraditos iguales de modo
que después de doblar los bordes que gquedaron, se obtenga una
caja abierta de capacidad mdxima.

soLucion. Designemos por z el lado del cuadradito que
cortamos (fig. 12). No es dificil ver que el volumen V de
la caja que obtenemos sera

V = z (80 — 22) (50 — 22).

Es evidente que el intento de hallar Vs, sustituyendo V
por z = 4z (80 — 2x) (50 — 2z), con la sucesiva igualacion
entre si de los tres factores, no serd exitoso, ya que la ecua-
eiom
80 — 2z = 50 — 2z

es insoluble.

Procederemos de otra manera, introduciendo en el dltimo
factor cierto multiplicador constante & cuya eleccion preci-

saremos as tarde. Asi, en lugar de V vamos a examinar la
magnitud

kV = & (80 — 2z) (50k — 2kz).
Aqui la suma de los factores no serd una magnitud cons-

tante y, por eso, complementariamente, multiplicaremos el
primer facter por (2k -+ 2). Entonces, sn lugar de V, anali-
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raremos la funcion

z = [{2k -+ 2) 2] 180 =~ 22] 150k — 2kz].

En este caso, cualquiera que sea la oleccion de %, la suma
de los factores serd constante e ignal a 80 4~ 504, Por consi-
guiente, la funcion z (y con ella también ¥} dquirird su
valor maximo cuando

(2k + 2) z = 80 — 24 = 50k -— 2kz.
De tal forma, para hallar z, tenemos dos ecuaciones;

2k + 2Yx = 80 — 2z,
2k + 2) z = 50k — 2kz.

Estas ecuaciones tinen las soluciones siguientes:

po 40 25k
=EEgt T gpEg e

Para que el problema sca soluble, estos valores de x deben
coincidir, es decir, debe cumplirse que

40 25k
Lo ™ Pkl © (5)

En este caso nos ayuda la circunstancia de poder elegir
libremente el nmero %. Escogeremos & de modo que se
cumpla la condicién (5). Para ello es necesario considerar
{9) como una ecuaciéu gue determina k. Al resolver esta
ecuacién hallamos dos valores para &

k=2, Rp=—t.

Mas para & son inadmisibles valores negatlivos. Efectiva-
menie, por e] sentido del problema, el factor 50—2z, que
enira en la composicion de V, debe ser positivo. Por otra
parte, para que al hallar zpsx sea posible utilizar el «proce-
dimiento de igualacion de los factoress, lay que estar seguro
de que todos los factores son positivos. En particular, debe
ger positivo el factor

50k—2ka ==k {50—22).
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Empero las expresiones
k(OO0 —2z) vy (50 —22)

pueden ser simultineamente positivas sélo si k es positivo.
De esta manera, para & se debe elegir el valor

k=2,
Con esta eleccion de k& el valor de z es
z = 10,

Esta es la solucién del problema,



CONCLUSION

Como hemos visto, con el auxilio de procedimientos al-
gebraicos elementales, se puede resolver cualquier problema
encaminado a calcular los valores extremos del trinomio

cuadratico
y = az® + bz + c.

En los casos en los que el problema se reduce al edlculo
de los valores maximo o minimo de una funcién de cardcter
més complicado, inicamente logramos la solucién total con
la ayuda de procedimientos artificiales elegidos para cada
problema particular.

Es légico preguntar si, en general, existen procedimientos
universales para hallar los valores extremos de funciones de
cualquier indole, que no sean trinomios cuadrilicos.
Semejantes procedimientos existen pero, como ya se dijo
en la «Introducci6ny, para su estudio se requiere el conoci-
miento de las matematicas superiores,
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PREFACIO

El estudio del cdleulo integral es bastante dificil, ya que en su
forma actual este célculo es el resultade del entrelazamiento muluo
de una gran cantidad de ideas muy diversas.

Sin embargo, ol concepto fundamental del céleulo integral (que
de hecho remonta a la aniigiiedad), es decir, el concepto del limite
de la suma do un nimero ilimitadamente crecionte de sumandos que
decrecen ilimitadamente, es muy simple y natural.

La asimilacién de oste conca?to no exige gran preparacién y, a
su vez, 68 muy util, ya que crea la posibilidad de resolver una serie
de problemas importantes de la geometria y de la fisica, permite asi-
milar mds profundamente la idea del limite y sirve de magnifica intro-
duccidén al estudio sistemético de la matemdtica superior.

En el presente libro se explica en qué consiste el concepto men-
cionado y ¢omo se utiliza este Gltimo para resol ver diversos problemas
concretos. El material comprendido en este libro representa en si las
conferencias, ampliadas y perfeccionadas, que reiteradamente ofreef
a los escolares leningradenses do los novenos y décimos grados.

El Autor



§ 1. ALGUNAS FORMULAS
DEL ALGEBRA

1. En la exposicién ulterior necesitaremos ciertas formu-
las que, aunque estdn relacionadas con el curso de 4)gebra,
no siempre se explican en la escuela. Estas formulas dan la
expresion de las sumas de tipo

Sp =17+ 27+ 3P+ ...+ n?,

donde p significa un ndmero eniere positivo. A nosotros nos
serd necesaria la expresién de las sumas S, solamente para
valores pequeios de p:

p=1,29 3

Deduciremos las expresiones indicadas.
2. Suma de los términos de la serie natural. Hallemos
ante todo la suma

S;=14+24+3+4...4n
Esta es la suma de » términos de la progresién aritmética
cuyo primer término a; = 1 y su diferencia d = 1; por esto,
su magnitud puede ser determinada con ayuda de la conocida
férmula del algebra:

__n(n+4-1)
Si - 2 . : (1')
Mostraremos otro procedimiento de determinacion de la
férmula (1) que, aunque ¢s algo mas complicado, es en cam-

bio aplicable con ¢éxilo al hallar cualquier suma S
Tomemos la conocida igualdad

(n+ 1) = n* + 20 + 1
y sustituyamos sucesivamente en ella n por n — 1, después

por n — 2, y asi hasta que no lleguemos a la unidad. Como
resultado obtendremos una serie de igualdades:

(n4-1)2 = n2+2n +1 )
nt=(n—A4)2+2(n—1)+1 I
(n—1)=(n—2)*+2(n—2)+1

.................

2= {242.1 41

Sumemos todas estas igualdades. Con esto prestaremos
atencién al hecho de que la columna de los términos del pri-

(2)
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mer miembro estard compuesta casi de los mismos términos
que la columna de 108 primeres términos del segundo miem-
bro. La diferencia entre estas columnas consiste en que en el
primer miembro falta el término 12, que es el Gltimo en la
columna del segundo miembro, y figura (n -+~ 1)?, que no
existe en el segundo miembro.

En virtud de csta observacién se ve que, después de eli-
minar los 1érminos iguales, en ambas columnas obhienemos:

(h+ 12 =12 Znt2(n —1) & ... 2.4} +
B Pod F g0 1R

El nimerc de términos en las segundas llaves es igual
al niimero de filas en las igualdades (2), es decir, es igual an,
asi es que toda esta !lave es igual a n. Senalaremos a conti-
nuacion que si sacamos fuera de las primeras llaves el factor
com@n 2 resultard ser que entre éstas queda precisamente
la suma ;. Si sustituimos 12 por 1 hallaremos que

(n + 1) = 1 + 28, + n.

De aqui sigue que
28, =(n+ 12 —n+D=m+1)r+1) — 1] =
=n(n+ 1)
y, definitivamente,
n(n+41)

S pEEL

2 ¥

asi es que de nuevo obtenemos la férmula (1).

3. Suma de cnadrados. Apliquemos el procedimiento
que acabamos de indicar para hallar la magnitud de lasuma
de los cuadrados de los primerc® r nimeros onteros posilivos,
es decir, la suma

By =A% 9N L B0 i,
Para ello, en la iguvaldad
(4 1)* == n* |- In® 4~ 3n -}- 1

sustituiremos sucesivawmente » por n — 1, por n — 2, o¢lc,
hasta que no lleguemos a la unidad. Esto nos conducird a
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una serie de igualdades:

(n+1)Y°=n*43n+3n+1 ]
RP=Em—1P+3n—1)24+3rn—1)+1
(n—1P =(r—2P+ 3 (n—204+3(n—2) +1 (3)

28 —13 4 B.1243.4 41

Sumemos todas estas igualdades, Como en el caso anterior,
también podemos realizar simplificaciones considerables;
precisamente, de la columna de los términos del primer
miembro desaparecerin todos los términos excepto el pri-
mero, es decir, excepto (n - 1), y de la columna de los
primeros términos del segundo miembro desapareceran todos
los términos excepto el Gltimo, es decir, excepto 1°.

Después, si sacamos el factor comiin 3 de la columna de los
segundos términos del segundo miembro es evidente que pre-
cisamente quedard la suma §,, que es menester hallar. De
manera andloga la columna de los terceros términos del
segundo miembro nos da la suma triple §,, que ya hallamos
mas arriba. Si advertimos, ademdas, que el nimero de filas
en (3) es igual a », hallaremos

(n 4 1) = 13 4 38, + 35, + n.
Sustituyendo ahora 1% por 1 y S, por su expresion (1) obten-
dremos

(nA 10 =1+385,+3 20D 4 g
De aqui

38, = (14 1) — - n(n+4)— (24 1),
)
88,=(n+ ) [ e+ 12— 2n—1)=n(r4- 1) (n+ 7).
Asi pues,

38, = An NG

Definitivamente tenemos:

Sy Rl Eatt) @
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4. Suma de cubos, Absolutamente del mismo modo,
partiendo de la igualdad

(74 1) =nt + 4n® - B F 4dn -1,
llegaremos al sistema de igualdades:

(n-1)=n*<-4n® 4 6n*4-4n-1,
=(n—1)"+4(d—1P+6(n—1)2F4(n—1)-1,

2% _ 1!.__}_4_13_}_6.124&4.1-# 1

Después de sumar y efecluar las simplificaciones adecuadas
hallaremos:

(r 4+ 1)* =1 + 4S5, + 68, + 45, + n.

Sustituyendo las sumas 8, y S, por sus expresiones (1)
y (4) ya halladas y efectuando todos los cdlculos que, sin
duda, se pueden consentir al lector, obtendremos tarabién
una expresién para la suma Sy

nZ(n-1)2
§y =L (5)

De manera anidloga se pueden hallar las sumas §,, S,
etc. :

5. Aunque osto no tiene relacién directa con el tema de
este libro, no podemos pasar sin referirse a un corolario muy
curioso de las formulas (1) y (5). Exactamente, de la compa-
racion de eslas férmulas se ve que

Sy=St,
0, mas detalladamente,
P 2 o - e P (T2 2 o) ()
Por ejemplo,
P4+22=9 y (14 202=29,

4P+ F—3 y (142 32 =36,

o

b
BB P F4=10 y 1+ 233 42— 100.

La igualdad (6) es alin mas interesante ya que para valo-
res arbitrarios de los niimeros ¢, b, . . ., k, como ex [4cil con-
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vencerse, no existe en absoluto una igualdad més general que

¥+ B =(a+b+ ...+ k)P
6. El simbolo ). Las férmulas (1), (4) y (5) también
se pueden escribir de otra forma si se hace uso del simbolo 2,
muy difundido en las matematicas. Justamente, si tenemos

una serie de términos designados por una misma letra, por
ejemplo a, pero marcados con signos en esta letra para poder

diferenciarlos entre si: a, + a, + a3 + . . . + a@,, entonces
la suma de estos términoes se designa con el simbolo
mn
2 23 (7)
B=1

donde a, significa que el Lérmino tipico de esta suma es a
con cierto signo, y por encima y por debajo del simbolo de
sumar 2| se indica que el signo cn la letra a recorre todos los
valores enteros desde 1 hasta n. El mismo simbolo ) es la
letra maytscula griega sigma.

Con ayuda del simbolo )] las sumas S;, §,, S5 pueden
ser expresadas asi:

Sy = 2: k, Sy= 2 B2 =28
ket

h=1 h=1

i

v las férmulas (1), (4) v (3) adquieren el aspecto®):

T
Z B, n(n;--ﬂ (8)
k=1
2 {9 n(n+1:j(2n-{-1) ‘ 9)
h=1
" o 3
Z kﬁ___ n“(n‘i‘]‘“ ! (10)
RS |

1) Nosotros consideramos que el leclor estudia
este libro «con el 14piz en la mano». 8i no fuera asi recomendamos
eseribir las f6rmulas (8), (9} y (10) en upna hoju de papel y tenerlas a
la vista en lo sucesivo.

4—01669
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7. Algunas propiedades del simbolo 3. Sefialaremos

ademés algunas propiedades del simbolo de sumar .
1) Si cada uno de los términos es de por si la suma de dos
otros términos su suma también se descompone en dos sumas.
Exactamente:

D (b)) = 2 ap+ 2 by (11)
K=1 ket A=1

Para la demostracién de la igualdad (11) es suficiente
escribir su primer miembro en forma désarrollada:

(@ + &) + (g + ba) + .+« + (@n + ba),
que, evidentemente, se puede volver a escribir asi:
(@) 4 ag + . oo+ an) 4 (by + ba+ . .. by,
y esto es precisamente el segundo miembro de la igualdad (11).

2) Si todos los términos de la suma tienen un factor co-
min éste se puede extraer fuera del simbolo de la suma:

n n
2 cap=—¢ ) as. (12)
r=1 r=1

3) Si todos los términos a, son iguales a una misma mag-
nitud a, entonces su suma es igual a esta misma magnitud
multiplicada por el niimero de términos,

D a=na. (13)

Esta propiedad también puede ser ficilmente demostrada
por el lector. En vista de la extraordinaria simplicidad de
las propiedades seiialadas del simbolo D en lo sucesivo hare-
mos uso de él sin mencionar esto especialmente.
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§ 2. CALCULO

DE LA PRESION
DE UN LIQUIDO SOBRE
UNA PARED VERTICAL

8. Presién sobre la pared de un recipiente. Supongamos
que ante nosotros se encuentra un recipiente rectangular
lleno de agua; sus dimensiones se indican en la fig. 1. Plan-

teemos ol problema de hallar la presién® P del agua sobre la
pared delantera del recipiente.

Pars resolver este problema se deben recordar algunas
leyes de la hidrosiatica.

9, Si cierta superficie horizontal se encuentra debajo del
agua, resulta ser que la presién de ésta sobre la superficie
es igual al peso de la columna de agua que se apoya en ella,
es decir, de la columna cilindrica que tiene por base dicha
superficie y por altura, la profundidad a la que ésta se eu-
cuentra sumergida. Puesto que se trata del agua, cuyo peso
especifico es igual a la unidad, el peso de la columna men-

I Aqui v en lo sucesivo, al hablar de «presiéns,
se tiene vn cuenla foda la fuerza con la que el agua presiona sobre
la pared, y no la Iucrza calculada para una unidad de seperficie (es
decir, no la presion especilica).

4"
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cionada es igual al volumen de ésta, es decir, es igual al
drea de la superficie multiplicada-por la profundidad de su-
mersién. De tal guisa, este producto da precisamente la
magnitud de la presién sobre la superficie horizontal.

Si la superficie que se encuentra debajo del agua no es
horizontal, entonces sus diversos puntos se encuentran a di-
ferente profundidad, y no se puede hablar respecto a la pro-
fundidad de sumersion. Pero, si esta superficie es muy pequena
entonces, con aproximacién, se puede considerar que todos
sus puntos estan sumergidos a una misma profundidad, y
denominar a ésta profundidad de sumersién de la propia
superficie.

Supongamos que tenemos semejante superficie muy pe-
quefia sumergida en el agua; calculemos la presién sobre ella.
Con este fin vamos a imaginar que giramos la superficie
alrededor de uno de sus puntos de tal manera que tome posi-
ci6én horizontal. Puesto que en el interior del liquide la
presién se transmite en cada punto de éste igualmente en
todas direcciones, y puesto que las dimensiones de la super-
ficie son muy pequefias, la operacién del giro que sefialamos
apenas hace variar la presion sobre la superficie. Simultd-
neamente, ya es aplicable a la superficie, en su nueva posi-
cion horizontal, la ley de célculo de la presién gue anterior-
mente indicamos. Como el proceso de giro de la superficie
no varia ni el area de ésta, ni su profundidad de sumersién
(o 4ltimo porque la superficie es muy pequefia), podemos
enunciar semejante afirmacién: la presidn sobre una super-
ficie pequeria que se encuentra sumergida en el agua es igual al
drea de esta superficie multiplicada por la profundidad de su
sumersion.

Esta regla no es del todo exacta, sino aproximada, y pro-
porciona un resultado tanto més exacto cuanto menor es la
superficie que examinamos.

10. Una vez establecida esta ley volveremos al problema
planteado m4s arriba. La pared delantera del recipiente no
es my pequefia y, por consiguiente, directamente, la ley
cstablecida es inaplicable a ella. Para que, a pesar de esto, se
pueda aplicar esta ley procederemos de la manera siguiente.

Tomemos un niimero muy grande # y dividamos la pared
en n bandas iguales horizontales (fig. 2), la anchura de cada

cual c¢s 4 k.
R
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Examinemos ahora una de estas bandas «elementales», por
ejemplo, la k-a de arriba. Esta es muy estrecha y podemos
considerar que todos sus puntos yacen a una misma profun-
didad. Entonces®} la presion sobre ella se calcula con ayuda
de la ley de p. 9.

El 4rea de la superficie es igual al producto de su longi-

tud @ por la anchura %-h, es decir, es igual a -;—ah. Para

L] L e
)

AL A IS LLIT LSS LI A LIS TSI TS TSI A SIS TE

u

FIG. 2

obtener la presién ¢s menester multiplicar este nlimero por
la profundidad de sumersién de la banda, Para la k-a banda

de arriba esta profundidad es igual a -E-hzi. De tal guisa,

la presién Py sobre la k-a banda (presién «elemental») es
igual a
2
a2 k.
n

PII =

1 Examinando la deduccién de la ley de la
residn vemos {ue para su justeza se requiere solamenie que todos
08 puntos de la superficie se encuentren (aungue sea aproximada-
mente) a una misma profundidad. Por esto la ley es aplicable a una
handa estrecha horizontal, aunque, debido a su longitud, no se puede
considerar que ésta es «pequefias.

L La magnitud %k es la profundidad del dorde

inferior de la k-a banda, pero, puesto que desatendemos de la dife-
rencia existente entre la profundidad de los diferentos puntos de la
banda, admitimos gue esta magnitud ¢s la profundidad de sumer-
8ién de toda la banda. En lo sucesivo tendremos que ver reiteradas
veces con situaciones semejantes.
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Para calcular la presién P sobre toda la pared es necesario
sumar las presioues sobre las bandas aisladas, lo que da

n n
voal? 4 ah?
P=3 <k 6 P=3k

k=1 k=1
Empleando la férmula (8) podemos representar a la presién
P asi:

ah? nin-+1)
P nt 2 !

o también asi:
ah?

1
P=2m{14+5).
de donde, en resumen,

ah? ahz 1
e =g (19)
Sin embargo, la expresion de la presion que acabamos de
hallar no es absolutamente exacta. Es que en realidad, aun-
que las bandas son muy estrechas, incluso en los limites de
una banda los diversos puntos yacen de todas maneras a
diversas profundidades. No obstante cuanto més estrechas
sean las bandas que tomamos tanto més exacta sera la ex-
presion.

Asf es que si aumentamos cada vez mas y mas el niimero
n obtendremos de la (14) expresiones para la presién P que
serdn mas y més exactas. De tal guisa, ¢l valor real, exacto,
de la presion es el limite!), hacia el que se aproxima la

magnitud
alis a1
Tt T

i
cuando n crece ilimitadamente. Pero, como se ve claramente,
con ¢l aumonto de n el niimero % , ¥ conjuntamente con él

: ke A 5
también % «—, se hace cada vez menor y menor, aproxi-

1> Recordaremos que se denomina limite de la
magnitud’ variahle =, al nlimero constante I que tiene la propiedad
de gue la magnitud absoluta de la diferencia "z, — I, para todos
los valores suficientemente grandes de n, rusulta ser menor que
cualquiar numero positivo dado cou anterioridad.
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2
méndose a cero. Por esto, el limite de la magnitud -'1—2}1'-+

2 = - = % -
+ "hT X —i—es el primero de sus términos E;‘_ , (que precisa-

mente nos da la expresion absolutamente exacta de la presidn

De osta forma el problema queda resuclto.

f1. Presi6n sobre una compuerta triangular. Planteemos
ahora otro problema de este mismo género.

Por ejemplo, tratemos de calcular la presién del agua
sobre una compuerta triangular bajada en ésta verticalmente

O L Ll iy

FlG. 3

de tal manera que la base del triangulo se encuentra al nivel
de la superficie libre del liquido (fig. 3).

Para resolver este problema, partiendo delos razonamien-
tos formulados detalladamente en el punto anterior, aqui
también dividiremos la compuerta en n bandas horizontales

muy estrechas (bandas «elementales») de -:;-h de ancho de

cada una y calcularemos la presién: total como la suma de
las presivnes sobre cada banda.
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Tomemos una banda aislada, la k-a de arriba, y calcule-
mos la presién sobre ella. Despreciando el ancho de la banda
podemos considerar que todos sus puntos se encuentran a

una misma profundidad igual a —;5}:.. La presién «elementaly,

es decir, la presién P, sobre la banda con nifimero %, se ob-
tendrd multiplicando esta profundidad por el drea de la
banda. Este drea puede ser calculada como el drea de un
trapecio. Pero, evidentemente para una banda estrecha, se
puede considerar con alto grado de exactitud que su forma
es rectangular. Esto simplifica el cdlculo del drea. Es cierto
que aqui tiene lugar cierto error, pero éste es tanto menos
perceptible cuanto mds estrecha esla banda, y nosotros ya
sabemos por ¢l ejemplo anterior que de todas maneras tene-
mos que disminuir ilimitadamente ¢l ancho de las bandas,
ast que el error indicado no influird sobre el resultado defi-
nitive. Aqui chocamos con una idea de cardcter muy general
gue regularmente se ntiliza al resolver problemas muy diver-
sos: al calcular un término elemental prestar mayor atencién
a la simplicidad de su expresién desatendiendo de las partes de
este término para lograr dicha simplicidad, con tal de que las
partes de las que desatendimos sean infimamenie pequerias en
comparacién con aquello que se tomd en consideracién. Con
ayuda de la teorfa de los limites se podria haber enunciado
este principio de manera mas exacta y estricta cosa que,
sin embargo, no haremos teniendo en cuenta que la esencia
del asunto se aclarara lo suficiente ¢n los ejemplos ulteriores,

Admitiendo a la k-a banda por un rectédngulo hallaremos
el drea de éste como el producto de su longitud por su anchura.

La anchura, como es obvio, es —:: k, y la longitud I (el signo %

indica que precisamente se Lrata de la k-a banda) se calcula,
como se ve en la fig. 3, de la simililud de Jos tridngulos
mediante la proporcién

l,{:a=(h—% h) h,

de donde [, = (1 - %) a.
De tal manera, el idrea de la banda es

(1—L}a-Zn,

n L
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v la presién sobre ella

Ph—« ah? (1_?)}5.

Toda la presion se hallard sumando las magnitudes cal-
culadas

il

pe3 B (-E)h 6 P ST
=1

Empleando las férmulas (8} y (9) podemos dar a esta
expresion la forma

ah? n(n+41) ak?  n{nd1)(2n-1}
B ]

o, lo que es igual
P “’.‘2 (1+ ) ard (1+ )(2+-;13-)

Esta expresion de la presién es aproximada y su precision
es tanio mayor ceanto mayor es el nameroe ». Por lo tanto,
para hallar la magnitud exacta de Ja presién, es menester
aumentar ilimitadamente n en el segundo miembro de esta
igualdad, y hallar el limite de este segunde miembro. Puesto
que ¢l aumento del nimero » lleva tras st la aproximacién

a cero del quebrado % los factores 1 —E——;- y 2 +% se

aproximan correspondientemente a 1 y a 2; por esto (basando-
se en el teorema referente al limite del producto y de la
diferencia) toda la expresion escrita més arriba tiene como
A ; ah? ah?

limite el namero et

De tal modo,
ah? ahé
P=——g
y, definitivamente,
ahl

P_B

Eata es la magnitad exacta de la presion.
12. Calenlemos la presién sobre una compuerta vertical
de la misma forma, pero que se encuentra sumergida de tal
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manera que su vértice se encuentra al nivel de la superficie
del agua mientras que la base es paralela a esta altima
(fig. 4).

Dividiendo la compuerta en bandas horizontales de % h
de aacho, y admitiendo que cada una de estas bandas es un

=)=
=

FiG. 4

rectdngulo, hallaremos la longitud de la k-a banda por la
similitud de los tridngulos

Eh:azzikzh,
n

de donde I, = i;-rz.
De aqui el irea de la banda es igual a ;iiz ah y, puesto que

S < k a
la profundidad de su sumersion es 5 h, la presidon elemental

es igual a
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La presién total se obtiene sumando todas las presiones
elementales
o K2 2 <
P:Z ﬁ'ahz=7 E k?'.
A=1 h=d
Con ayuda de la formula (9) volveremos a escribir P asi:

P eht  nfnd-1)(2n4-1)
T 5
I

o asi:
ah? 1 i
P=S-(t+5)(2+5)-

La expresién exacta se obtiene de agqui por iransicién
al limite cuando n crece ilimitadamente; para lallar esie
limite se deben repetir los razonamientos expuestos al final
del p. 11. No entrando ya en detalles solamente indicaremos
que el limite incégnito se halla desechando en los paréntesis

del término —:3-, lo que definitivamente da

akh?
T

13. Presion sobre un semicirculo. En los sjemplos exami-
nados, como es obvio, se desarrollaba una misma idea. Esia
consistia en la divisién de la presién incdgnita P en térmi-
nos elementales P;. El célculo de un término se clectuaba
de manera simple (despreciando la diferencia entre las
profundidades de los diversos puntos de una banda, supo-
niendo que la banda es de forma rectangular), lo que per-
mitié hallar P, sin dificultad. Después de esto se sumabhan
todas las presiones elementales y se hallaba el limite de la
suma obtenida al crecer n infinitamente. Con esto, para
hallar el limite de la suma, utilizabamos las férmulas (8}
y (9) del § 1. No obstante, seria un error el pensar que la
resoluciéu de problemas con el procedimicnto seiialado con-
duce a las sumas simples del § 1; al revés, muy frecuente-
mente llegamos a sumas mucho mds complicadas. [lustra-
remos estoc con un ejemple. Exactamente, procuraremos
calcular la presion sobre una compuerta semicircular (fig. 5)
instalada verticalmente en el agua de tal manera que la
superficie libre del liguido coincide con el didmetro del
semicirculo,

P=



60

Empleando los razonamientos ya expuestos dividimos
la ecompuerta en bandas de % ft de anchura, donde R es
el radio del semicirculo. Aqui también admitimoes a cada

2R

k SSLISLITLL ST LTEILSTLL TS AL TLS EA T IS SIS SIS IR, |

FIG. &

una de las bandas por un rectangulo, Su longitud se calcula
con ayuda del teoréma de Pitagoras:

gh_zl/ﬂa,_,__ﬂz_ zf 'l/nz_kz

En este caso el 4drea de la banda es

2RZ

nt

y la presién elemental es igual a
3

Pk*—-&k]/nz

La oxpresién aproximada de la presion total es la suma

n n
283 SCE ] 21?3
P=3 kYR K, = Z kY nt—k2,
k=1
y su magnitud exacta ¢s el limite de esta suma cuando n

crece infinitamente., Advertiremos que, en verdad, a nose-
tros nos interesa no la propia suma, sino su limite.
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Asi pues,

P=2Rlim[— 3 kY W—R ], (15)
h=1

donde el simbolo lm precisamente significa limite.
Por consiguiente, el problema quedaria totalmente re-
suelto si pudiésemos hallar el limite

1im [-33- S kY= (16)

k=1

Sin embargo, nosotros no sabemos todavia como calcular
este limite y, por lo tanto, tampoco podemos resolver el pro-
blema que planteamos. Mas abajo, en el punto 23, daremos
un procedimiento para calcular el limite (16) y resolveremos
este problema.

§ 3. CALCULO DEL
TRABAJO PARA EXTRAER
UN LIQUIDO
DE LOS RECIPIENTES

14. Extraccién del agua de una caldera cilindrica. En
este parrafo examinaremos un tipo de problemas que estin
relacionados con otra rama de la fisica, pero cuya resolucion
se efectiia con ayuda del mismo método de divisién en un
ndmero ilimitadamente creciente de términos que decrecen
infinitamente, o, como se dice, de términos infinifamente
pequeros.

En calidad de ejemplo tipico examinaremos el problema
siguiente. Sea asi que en la caldera cilindrica (fig. 6} haya
agua. Supongamos que la extraemos con ayuda de una bomba.
Se requiere calcular el trabajo que se gasta para exiraer
todo el agua.

Recordemos que se denomina trabajo gastado en el movi-
miento de una particula material al producto de la fuerza,
aplicada a dicha particula, porla trayectoria que ésta describe,
Volviendo a nuestro problema vemos que, para extraer
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una particula de liquido de la caldera, es suficiente elevar
la particula hasta el borde de ésta, ya que después, bajo el
influjo de la fuerza de la gravedad propia, la particula se
derramard de la caldera por si misma. De tal modo, el pro-
blema se rednce a calenlar el trabajo que es necesario gastar
para elevar sucesivamente todas las particulas del liquide
hasta el nivel de los bordes de la caldera.

—_—
X

e ————

Con esto, como es obvio, cada particula describira una
trayectoria igual a la profundidad de su sumersién en la
caldera. Puesto que la fuerza que se necesita superar durante
la elevacién es precisamente el peso de la particula, resulta
ser que el trabajo de elevacién de una particula es igual al
producto del peso de la particula por la profundidad de su-
mersi6n de ésta. Como se trata del agua, cuyo pese especifico
es igual a la unidad, el peso de la particula numéricamente
es igual a su volumen y, por consiguiente, el trabajo de eleva-
cién de una particula de agua es igual al producto del volumen
de esta particula por la profundidad de su sumersion.

Ya que en la caldera las diversas particulas del liquido
se encuentran a diferente profundidad nosotros no podemos
emplear directamente el principio sefialado para el célculo

del trabajo.
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Pero, para tener la posibilidad de poder basarse en este
principio, procederemos de manera aniloga a cémo procedi-
mos al resolver los problemas del parrafo anterior. Exacta-
mente, dividamos la altura H del cilindro (fig. 6) en »n partes

de %H de longitud de cada una y tracemos por los puntos

de divisiones planos paralelos a las bases del cilindro. Estos
planos cortaran todo el espesor del agua en n capas ¢elemen-
tales». Aproximadamente se puede considerar que, en los
limites de una capa, todas las particulas del ligquido se
encuenfran a una misma profundidad. Por esto, haciendo
ugo del principio seialado anteriormente, podemos calcular
el trabajo para la elevacién de una capa.

El volumen de una capa es el volumen del cilindro con
radio R (donde R es el radio de la caldera) y altura %—H,

asi que aquél es igual a
H
2T
nR?—.

Si se trata de la k-a capa de arriba, como es obvio, la
profundidad de sumersién de ésta es -% H, y el trabajo «ele~
mental» para su elevacién es igual a

Tk = nRzH? '?’;',

El trabajo total 7 se halla sumando las expresiones cal-
culadas, es decir,

T=3 aRH %, 6 T=sR*-3 k
k=1 R=1
Basandose en la férmula (8) tenemos:

» L et
T =nR*H* — e

(=Y

/I (i+-).l (17)

Esta iguaidad, no obstante, es aproximada, ya que en
realidad, incluso en los limites de una capa las profundidades
de las diversas particulas no son iguales entre si,
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Sin embargo es evidente que con el crecimiento del niime-
ro n mejora ilimitadamente la exactitud de esta igualdad
aproximada. Por esto, la expresién eracte del trabajo la
hallaremos calculando el limite del segundo miembro de la
igualdad (17) cuando n crece ilimitadamenie.

Este limite, como es evidente, se halla simplemente omi-

tiendo ¢l quebrado —::- , lo que definitivamente da
nR2HZ
T

Si hacemos empleo de la expresion del volumen del
cilindro V = aR?H, la magnitud hallada pucde ser repre-
sentada asi:

T=

H
T=V—»§—.

Con otras palabras, el trabajo que nos interesa es igual
a aquel trabajo que es menester gastar para elevar toda la
caldera de agua a la mitad de su altura.

15. Extraceién del agua de un embudo. A titulo de segun-
do ejemplo examinaremos un problema andlogo de calculo
del trabajo para extraer el agua de un embudo cénico {fig. 7).

Como antes, dividiremos toda la masa de agua en n capas

de ':? H de espesor de cada una. El trabajo elemental es ignal

a la profundidad de la capa multiplicada por su volumen,
Este volumen es el de un cono truncade. No obstante, es
mucho més cémodo calcularlo admitiendo la capa por un
cilindro. Esto, de anfemano, no es exacto, pero introduce
simplicidad en el cdlculo. De manera andloga a la expuesta
en el punto 11 nos convenceremos de que en el proceso de
crecimiento del ndamero r el error, que es €l resultado de la
admisién inexacta, desaparece, y, de esla manera, quedan
s6lo las ventajas de dicha admisién.

Designando por ry el radio de la k-a capa de arriba halla-
remos que su velumen es

nry —;1— H.
Puesto que la profundidad de sumersién de la capa es -:—H,
el trabajo elemental serd igual a

k
Th — nrﬁlfz-;i— .
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Eun esta expresion entra la magnitud r,; expresemos a
ésta por los elementos del cono. De la similitud de los tridn-
gulos tenemos

ra:R=(H—=H):H,
de donde
i
'py=— ('1 _T) A.
Sustituyendo esto en la expresién del irabajo elemental
hallaremos que
R PR T

ne "

El trabajo total que nos interesa es igual a la suma de

4

e, vt
"#uu..{ﬁ{{al’“

FIiG. 7

los trabajos elementales hallados, es decir,

T=§ 1 L

n% ¢
k=1

T=afell [ 3 k= 3 B4oe D% ]
' he={ h=1 k=1
5—01660
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Utilizando las férmulas (8), (9), (10) demos a; la expre-
sion hallada la forma de

rweir g (144) ~4 (14.5) (24 )+
)

Esta expresién solamente es aproximada, ya que las
capas no son cilindricas y las profundidades de los diversos
puntos de cada capa son diferentes. No obstante, aumentando
n ilimitadamente y cogiendo el limite del segundo miembro,
hallaremos el valor exacto del trabajo

- of 1 2 i |
R TEENEY
y, definitivamente,
T = nRH?.

Si recordamos” que el volumen del cono es igual a
V=1 aReH,

entonces el trabajo calculado se puede representar en la for-
ma de

H
TmV.é_’

es decir, resulta ser que éste es igual al trabajo que se
necesita para elevar todo el embudo de agua a un cuarto de
su altura.

16. Extraccién del agua de una semiesiera. Resolveremos
un problema més de este tipo. Justamente, calcularemos el
trabajo que se necesita gastar para extraer el agua de un re-
cipiente que tiene la forma de una semiesfera (fig. 8). Proce-
diendo como antes dividiremos toda la masa de agua en =

capas horizontales de -1- R de espesor de cada una.
Admiliendo a cada capa por un c¢ilindro de radio ry
(«i se trata de la k-a capa), veremos gue su volumen es

Vk_—_mﬁ-;f?,

13 Esta formula, entre otras cosas, se determina
en ¢l p. 18,
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y, por consiguiente, el trabajo elemental es:
Tk=nr§-£,‘.— R,

Expresemos ahora el radio r; de la k-a capa por el radio
R de la esfera. Como es facil ver en el dibujo, para este fin

se puede utilizar el teorema de Pitdgoras, que nos da
rh=Ro— (£ R)",
De aqui
Ty == R (1_%);"2—

El trabajo total se halla sumando todos los trabajos elemen-
tales

¢ 2o\ k
P O -
k=1
1 < §. g
T = ﬂR&[-n—z'Z k—-? 2 kSJ,
k=1 h=1
de donde, basandose en las formulas del § 1, tenemos

2
]

n

(=18

P[4 (144) 4 (145

&%
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Esta expresion aproximada del trabajo pasa a ser cxacta
z asgis 1 -
si omitimos — , lo que da
1 i
- L5 [
T'=nR ( —— )
y, definitivamente,
o 4
""'Z‘:TR ]

17. Extraccion del agua de una tina. Para finalizar este
parrafo examinaremos el problema de calcule del irabajo
para la extraccién del agua de una tina, es decir, de un
recipiente que tiene la forma de un semicilindro (fig. 9).

//

1 \sOW

i

FiG. 8

Empleando el mismo.método-de division en términos
infinitamente pequefios cortaremos toda la masa de agua en
n capas estrechas y horizontales, que tienen la forma de plan-
chas rectangulares (fig. 9). El volumen de una de estas plan-
chas es igual a

Vk == th_‘:‘ M

donde a través de I, se designa su anchura. Esta anchura [,
segin el teorema de Pitdgoras (como la cuerda de la circun-
ferencia que se encuentra a la distancia —::— R del centro),

w=zy/ T (AT,

es igual a
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asi que cl volumen es igual a

Vy=2RH -V =T
De aqui el trabajo elemental de extraceién es
T,==2R*H :";-Vnz—-kz,

y el trabajo total es

"
T 2R%H _:é-';/nﬂ-'kz' 1

h=1

T=2RH = ) kY . (18)
h=1

Sin embargo, la expresién hallada es solamente aproximada.
Para hallar el valor exacto del trabajo es menester aumentar
ilimitadamente n y hallar el limite del segundo miembro de
la igualdad (18):

n
T =2R%H -lim [% >\ kY E=R]. (19)
k=1

De tal manera, la cuestion reside en calcular el limite
L | % R
lim [ =5+ ) kVns_-kaJ (20)
g h=1

cuando crece ilimitadamento n. Recurriendo al p. 13 vemos
que cste limite coincide con el limite (16). Nosotros no sabe-
mos todavia como hallar este limite y, por ello, la resolucion
de dos problemas fisicos diferentes no puede ser finalizada.
Como ya seiialdbamos en el p. 13, méas abajo, en el p. 23,
calcularemos el limite (20), y con ello resolveremos ambos
problemas.
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§ 4. CALCULO
DE VOLUMENES

18. Volumen del! cono. Los métodos desarrollados més
arriba encuentran amplia aplicacién al resolver una serie
de problemas geométricos, En el parrafo presente mostrare-

K1, 10

mos la aplicacion de estos métodos para calcular el volrmen
de diversos cuerpos).

Planteemos ante todo el problema de calculo del volumern
del cono. Para la resolucién de este problema dividamos

(fig. 10) la altura del cono en » partes de % H de longitud de

cada una y, a través de los puntos divisores, tracemos planos
paralelos a la hase del cono. Estos planos cortarin a todo el

Y Puesto ¢ue & nosotros, principalmente, nos in-
teresa puramente la cuestién referente al cdlculo, aqui no parare mos
en ¢l asunto respecto a la determinacién exacta de la nocién del
volumen. Como se sabe, para semejante determinacidn, también
es necesaric utilizar la nocién del limite,
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cono en n capas. Admitamos aproximadamente a cada una
de estas capas {que, en realidad, es un cono truncado) por un
cilindro. Esto, naturalmente, no es exacto, pero para valores
grandes de » el error es absolutamente imperceptible.
Designando el radio del k-0 cilindro clemental de arriba
por 7, hallaremos que el volumen de este cilindro es igual a

H
V;‘ — ﬂrﬁ = 2
De la similitud de los tridngulos tenemos
riR=2m:H,
de donde
rh=i:—R,
y la expresién del volumen elemental toma la forma:
-2
V= nREH

asi que el volumen total es igual a

nd ?

V= Z nhR2H *
=1

O

i oy 2
V:J'ER?‘}I-}‘T 2 ;C“
k=1

lo que, basdndose en la féormula (9), es igual a
V = nR2H ni{n-+1){2n-41)

6n3 £

(1++) (H_-—i) |

6

(=19

V=nRH (2)

Este valor del volumen no es exaclo, sino solamente apre-
ximado, puesto que, como ya ce seiald, las capas aisladas
no son en realidad cilindros. Sin embargo, cuanto mayor sca
el niimero n tanto méas exacla serd la expresién hallada, asi
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que el valor real de V es el Ifmite del segundo miembro de
la igualdad (21) cuando n crece ilimitadamente. Este limite,
como es evidente, se obtiene de (21) omitiendo el quebrado

L asi que
n'’ q

V=nkeH 22
v, definitivamente,

V=~ nR*H.

a
De tal manera, el volumen del cono es igual a un tercio del
producto del drea de su base por la altura.
19. Volumen de la pirdmide. Los razonamientos pare-

cidos permiten calcular el volumen de la pirdmide. Exami-
nemos (fig. 11) una pirdmide cuya altura es H y el drea de

FIG., 11

su base es F. Dividiendo su altura en n partes iguales y
trazando por los puntos divisores planos paralelos a la base

rg . 1
cortaremos la pirimide en n planchas prismaticas de — H

de altura de cada una (hablando en rigor estas planchas no
son prismaticas, sino que son pirdmides truncadas, pero,
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ignal que antes, con aproximacién, se pueden admitic como
prisméaticas).

Si el 4rea do la k-a plancha de arriba es Fy no os dificil
ver que tiene lugar la proporcién

Fp: F =Fk:n?
asi que

ke
Fh == ‘-?;? F,
¥, por consiguienie, el volumen de una plancha es igunal a
H k2
Vh\: Fh'T:_ﬂﬁ— FH.

El volumen de toda la pirdmide es igual-a la suma de los
volliimenes elementales:

FH <
V= nd z ka’
k=1
6 1basdndose en la férmula (9)]
FH 1
Ve (t+5) (245)-

Aumentando ilimitadamente n y cogiendo el limite del
segundo miembro, encontraremos la igualdad exacta:

1
V‘:—a—FH,

asi que, andlogamente al volumen del cono, el volumen de la
pirdmide es igual a un tercio del producto del drea de su base
por la altura.

20. Volumen de la esfera. Calculemos ahora el volumen
de la esfera. Es obvio que el problema quedara resueito si
nos limitamos a examinar una semiesfera y, después, dupli-
camos el resultado. Dividiendo la semiesfera (fig. 12) con una

serie de planos en n capas de -:? R de espesor de cada una

admitiremos a cada una de ellas por un cilindro. Si el radio
de la k-a capa es r, entonces su volumen, como el volumen
del cilindro, sera igual a

R
i
Vy = g, =
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El teorema de Pitigoras da
.ri = R? = _,}22_ R2,
ast que la expresion del volumen elemental adquiere la forma
it (1)1

v el volumen V¥ do toda la semiesfera es la suma de fodos
los Vy:

lo que, a base de las propiedades sefialadasen el §1, esigual a

o~(i8) (+4)

V* = ah®.

El limite do esta expresion cuando r crece ilimitadamente

e e

FiG. 12

da la magnitud exacta del volumen de la semiesfera

2
*_ 3
Ve 5 a3,
de donde el volumen de toda la esfera es
__ 4 a3
V_.._3 nf’,

21. Volumen de la parte comin de dos cjlindros. Ahora
resolvereinos un problema mas dificil. Examinemos dos
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cilindros de igual radio cuyos ejes se cruzan bajo un dngulo
recto (fig. 13). Planteemos el problema de calcular el volu-
men de un cuerpo que es parte comin de ambos cilindros. La
dificultad de este problema estriba en la complejidad del

FIG. 18

cuerpo que examinamos y en lo dificil que es por esto repre-
sentarselo con claridad. No obstante, este problema puede
ser resuelto sin representarse todo el cuerpo.

Con este fin imaginemos un plano que pasa a través de
los ejes de ambos cilindros; vamos a denominarle plano
«axialy., Este plano (si consideramos gue coincide con el
plano del dibujo) divide el cuerpo en dos partes iguales;
«delanteray y «trasera». Vamos a limitarnos a estudiar una
de ellas, por ejemplo, la delantera, ya que ambas, como
es obvio, son iguales.

Imaginemos ahora cualquier otro plano paralelo a] axial.
Dicho plano cortara a cada uno de los cilindros por una banida
y, ademds, evidentemente, cstas bandas en ambos cilindros
seran de una misma anchura. Por eato, el cuerpo que exami-
namos, al cortarse con este plano, da un cuadrado.

Una vez establecido esto no os dificil resolver el problema.
Exactamenle, desde el punto de interseccion e los ejes de
ambos cilindros levantemos una perpendicular al plano
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axial. La longitud del segmento de ¢ésta comprendido en la
mitad delantera del cuerpo que nos interesa, es igual a R.
Dividamos a este segmento ¢n n partes y tracemos a través
de los punios divisores planos paralelos al plano axial. Estos
planos cortardn la mitad delantera del cuerpo, que exami-

FIG. 14

namos, en z planchas cuadradas de -:-'- Il de espesor de cada

una,
Como no es dificil ver en la fig. 14, en la que el cuerpo
que examinamos se expone desde arriba, el lado del k-o
cnadrado es igual a

h=2) B — (% R)*
¥ por eso su area es
h=4Rr(1—-5),
y ¢l volumen de la k-a plancha es

Vy= xg.i};ms(i_ﬁ)i

n2 f n’
El volumen V* de toda 1a mitad delantera del cuerpo es
la sunta de todos los ¥V, es decir,

n
K2y 1
pro D ARy )
i



de donde

e =4ﬂaf

e

L sy i
+—= 2 #l.
1 =1
*__ i 1 )
v=dr - (1+ ) (2+5) |
Esta iguaidad aproximada pasa a ser exacta cuando n
crece ilimitadamente.

De tal forma, el volumen de la mitad delantera del cuerpo
es igual a

e _8
74 —-SH.

Todo el volumen V se halla duplicando este niimero, es
decir,

~ 18 ps
_3R,

lo que resuelve el problema. Es curioso el hecho de que, a
posar de que el cardcter del cuerpo es bastante complicado,
su volumen se expresé sin ninguva irracionalidad.

22. Volumen de un segmento cilindrico. Examinemos
el denominado «segmento cilindrico», es decir, el cuerpo que
se corta del cilindro por un plano que pasa a través del dia-
metro della base de dicho cilindro (fig.15).Sean (nos atenemos
a las designaciones de la figura) 4B = H,04 = R. Exprese-
mos el volumen del segmento a través de H y H.

Para ello dividamos el radic OK en n partes y, a traveés
de los puntos divisores, tracemos planos paralelos al plano
del tridngulo OAB. Estos planos cortaran a una de las mitades

del segmento cilindrico en n planchas triangulares de —}; R

de espesor de cada una. En la figura se expone una de estas
planchas 0,4,B,. Caleulemos el volumen de la k-a plancha
admitiendo que es prismatica.

Sea precisamente 0,4,B, la k-a plancha, asi que

00,=% R,

Del teorema de Pitdgoras es facil hallar que
0A, =Y 04T —00;.
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Con otras palabras,

0,4,8; tencmos:
AlBl AR = 01-:41 104,

6
ABi:H=R} 1—-2:R,
de donde

AB=H1 1-£.

n
El ares del tridngulo (,4,B, es igual a % 0. A; - A,B,
¥y, por consiguiente, es igual a
1 k2
F RH (1——3).
El volumen de la k-a plancha se obtiene multiplicando
este area por el espesor de la plancha, es decir, por -:— R.
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Quiere decir que el volumen elemental es

e (=)

n3

y el volumen V* de teda la mitad del segmento:

V*=%R2H [E‘l%mgi_:;]’

L)) ]

El limite de esta expresion da la magnitud exacta del
volumen de la mitad del segmento

s_ 1 m
V—-aﬁ'H,

o también

V*_—.%Raff

de donde el volumen de todo el segmento es
2
V=§R2H 2 (22)

23. Otro procedimiento de resolucién, Trataremos de
resolver este mismo problema mediante otro procedimiento.

Exactamente, dividamos el radio 04 en n partes (fig. 16)
y tracemos a través de los puntos divisores planos perpen-
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diculares a este radio. Dichos planos cortardn a tlodo el
segmento cilindrico en n planchas rectangulares semejantes
a la sombreada on la figura.

Examinemos cuil es ¢l volumen de la %-a plancha (admi-
timos que éstas son prismdticas). El espesor de cada una de

ellas es ignal a % 2, asi os que el problema reside en hallar

el area de una plancha aislada.
Considerando que la banda sombreada es precisamente la
k-a, tendremos

Obat B,
n

En, este caso, segin el teorema de Pitdgoras, la cuerda MN
es igual a

MN:Q]/HL_;";RZ.

De la similitud de los tridngulos OPQ y OAB tenemos
PQ:0P = AB : 04,
6
k
PO i ?R =H ! R,

asi que

PQ==4,

y el drea del rectingulo, que es igual a PQ-MN, tienc la

forma de
oru X1/ 1%
n n

Asi pues, el volumen elemental es igual a
k o
s 2FF. 2__ L2
Vi=2RM . V2.
De aqui que todo el volumen es igual a la suma

1 c -5
V=2RH o5 5\ kY W—P.
h=1

Sin embargo, esta igualdad es solamente aproximada, y
de ella obtendremos la exacfa si sustituimos el segundo
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miembro por su lirmife al crecer n ilimitadamente. Eslo da

-

V = 2R?H lim 23)

i = i
LSy |.
k=1 -

Aqui, ya por tercera vez, lropezamos con el limite

i < -3
;;_32 k Vnz—k?‘

o k=1

lim

e

Nosotros no sabemos mediante cuiles operaciones de calcu-
lo se puede hallar el limite indicado y, por consiguiente,
no podemos resolver el problema por este procedimiento.
Por el contrario, comparando las expresiones (22) y (23),
podemos determinar la magnitud del limite que nos interesa.

Exactamente, reduciende por 2R%H inmediatamente obte-
nemos que

n
1 b TR—
= E kVn*"—k"'
e k=1

1
=1 (24)

lim

Asi, por fin, establecimos este limite.

Volviendo al p. 13 ponemos el limite hallado on la igual-
dad {15) e, inmediatamente, hallamos la presién incognila

2 2
Pm-s—R"‘.

De manera igual, sustituyendo este limite en la igualdad
(19) del p. 17, hallaremos el trabajo que nos interesa:

=2 g
T—SRH.

24. Observaciones generales. Todos los problemas sxpues-
tos anteriormente de hecho han sido resueltos por un mismo
método. Este método consiste en lo siguiente: la magnitud
por hallar se representa en forma de la suma de un gran nia-
mero de términos muy pequeiios de una risma naturaleza.
Estos términos pequeiios, o «elementaless, se ealculan apro-
ximadamente de tal manera que se eleve la exactitud de su
expresidn al aumentar el nimero de términos, Entonces,
toda la magnitud que nos interesa se halla sumando las
expresiones de los términos elementales hallados. El valor
8=01889
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obtenido de la magnitud incdgnita, sin embargo, es inexacto,
y para calcular su valor exacto se tiene que examinar el
limite de la suma hallada al disminuir ilimitadamente los
términos elementales.

En pocas palabras, el método expuesto consiste en repre-
sentar la magnitud incognita en forma del limite de la suma
de una cantidad ilimitadamente creciente de términos que de-
crecen infinitamente, o, como se dice mas frecuentemente, en
forma de la suma de una cantidad ilimitadamente grande de
términos ilimitadamente pequerios.

Este métcdo es uno de los métodos més importantes de la
matemética superior, y se estudia en la rama del cdiculo
denominado integral. En esta rama se examinan precisa-
mente los limites de las sumas de cantidades ilimitadamente
crecientes de términos que decrecen ilimitadamente. Estos
limites se denominan infegrales. De tal guisa, revisando las
soluciones de los problemas de los parrafos anteriores, pode-
mos decir que en cada uno de ellos tuvimos que calcular una
u otra integral.

Aquellas sumas que examinamos tenian una forma muy
simple. Precisamente, éstas eran sumas de los tres géneros
signientes:

n n L
Sk Sk de.
E=1 A=1 r=1

Al calcular cada una de estas sumas haciamos referencia
a la féormula correspondiente del § 1. Cuando tuvimos que
tropezar con la suma de género mds complicado:

-:; 3 kY ni=12,
h={

solamente el razonamiento artificial nos permitié hallar su
limite, asi es que si no hubiésemos caido en la buena ocu-
rrencia de resolver el problema de p. 22 por dos procedimien-
tos, no hubiéramos hallado este limite y no hubiéramos re-
suelto los problemas de p. 13 y p. 17. En el célculo integral
se exponen los procedimiontos generales para el calculo de
los limites de sumas incluso de género muy complicadoe, asi
que la resolucién de semejante tipo de problemas se facilita
extraordinariamente y, por decirlo asi, ¢se mecaniza».
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Los mateméticos no hallaron de nna sola vez estos proce-
dimientos generales, por el contrario, su descubrimiento fue
el resultado del trabajo colectivo de muchas decenas de
goneraciones. Estos procedimientos adquirieron la forma
actual cn los trabajos de Leibniz (1646-1716) y Newton (1642-
1727), aunque, no obstante, la propia idea de la descomposi-
cion en un nimero ilimitadamente grande de términos ili-
mitadamente pequefios era conocida mucho antes. Hablando
en rigor, esta idea ya era conocida por los mateméticos de la
Grecia antigua (principalmente por Arquimedes, 287-212 an-
tes de nuestra era). En particular, Arquimedes ya conocia
el volumen de la esfera, del cono, de sus partes, e incluso del
«segmento cilindricor.

En la época de la edad media el pensamiento cientifico
se encontraba en estado de profunda decadencia, y solamente
a comienzos del siglo XVI reanudaron de nuevo su desarrollo
las ciencias naturales y, en particular, las mateméaticas. Al
comienzo los cientificos Ginicamente descubrieron de nuevo
los resultados de la remota antigiiedad, pero poco a poco fue-
ron yendo més lejos que los griegos. Esto también se refiere
al método de la suma de log infinitesimales que nos interesa.
Este método obtuvo un gran adelanto en los trabajos de
Kepler «La estereometria de las cubas de vino» (1645) y de
Cavalieri «La teoria de los indivisibles» (1635).

No obstante, estos dos dltimos autores no lograron tener
procedimientos generales para el calculo de los limites de
las sumas o de las integrales. De tal manera, la exposicion
que se da en nuestro librito, por el caracter del material, se
aproxima precisamente a los trabajos de Kepler y de Cava-
lieri {diferencidndose considerablemente de éstos por la
forma de su exposicién).

En las investigaciones mas avanzadas se hallaron paulati-
namente procedimientos més y mds generales de cdlculos de
las integrales y, como ya se dijo, este problema fue resuelto
en su conjunto por Leibniz y Newton (el propio término «in-

tegraly pertencce a la escuela de Leibniz y fue introducido en
el abo 1690)",

b Bl problema goneral de célculo de las jntegrales
csld muy ligado al probloma del caleulo de las funciones ‘derivadas
(venn segunda parte del presento libro), y ¢l aparato desarrollade del
¢edleulo integraly se basa en este ligameutg,

&=
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25. Principio de Cavalieri. No sabiendo hallar los limi-
tes de las sumas de aspecto complicado Cavalieri descubrio
un principio muy util que, en muchos casos, le ayudaba a
evitar los cdlculos de estas sumas. Este principio tiene la
formulacion siguiente:

Si dos cuerpos contenidos entre los planos paralelos P y Q
(fig. 17) tienen la propiedad de que al ser cortados por cualguier

am/

L

FIG. 17

plano R, paralelo a P y Q, se obtienen siempre figuras equidi-
mensionales, entonces los volumenes de estos cuerpos son iguales,

Para la demostracion de este principio tracemos el plano
n-1 paralelo a P vy Q. Estos planos cortaran ambos cuerpos
en n planchas.

Si admitimos con aproximacién que estas planchas tie-
nen forma cilindrica o prismatica entonces hallaremos que
sus volimenes son iguales. Por esto mismo, también son
ignales los volamenes de los cuerpos iniciales, ya que ambos
se obtienen sumando los volimenes de las planchas. Esta
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igualdad de volimenes al principio nos la representamos ser
solamente aproximada, pero puesto que se efectiia con cual-
quier grado de exactitud llegamos a convencernos de que
es absolutamente exacta,

Es f4cil generalizar este principio demostrando que si en
los cortes de ambos cuerpos se obtienen figuras cuyos areas

FiG. 18

se encuentran en una misma relacién, los volimenes de los
cuerpos también se encuentran en esta misma relacién. No es
dificil establecer también este mismo principio para las areas.

La formulacién del principio para este caso es la siguiente:

Si dos figuras planas I y II contenidas entre las rectas
paralelas p y q (fig. 18) tienen la propiedad de que en su inter-
seccion por cualquier recia r, paralela a p y g, se obtienen seg-
mentos de una misma longitud, enionces las dreqs de estas
figuras son iguales.

Si la relacion de los segmentos @b, y a,b, es igual al
ndmero %, que no depende de la posicién de la recta r,
entonces la relaci6n del area de la figura I respecto al drea
de la figura /7 también es igual a k.

La demostiacién de estas afirmaciones se realiza por el
mismo esquema que se efectud para el caso de los volimenes,
y puede ser propuesta al lector.
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S 5. LA PARABOLA
Y LA ELIPSE

26, El 4rea de la pardbola. Examinemos la linea cuya
ecuacién en el sistema de coordenadas cartesianas ractangu-
lares es

o=k (25)

Esta linea se denomina pardbola) y tiene el aspecto ex-

puesto en la fig. 19 (consideramos que a > 0). Elijamos en

1)’

QF— ~{M
k 3
e _-EL . .\
N 1

O P

— o -

FiG. 19

la pardbola cierto punto arbitrario M y tracemos desde éste
la perpendicular MP al eje Oz.

Planteemos el problema de calcular el 4rea F del tridngu-
lo curvilineo OMP.

Para la resolucion de este problema dividameos el segmen-
to OP en n partes iguales y levantemos desde los puntos divi-
sores perpendiculares hasta su interseccién con la paribola.
Estas perpendiculares cortarin el area incdgnita en n bandas

U En el §7 de laje parte de este libro "so da otra
definicién, por asi decir, la «pura geuvmotricas,
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verticales estrechas. Con aproximacién se puede considerar
que estas bandas elementales son rectdngulos. Calculemos su
Area en esta suposicion.

Designemos por ! toda la longitud OFP y examinemos la

%-a banda. Su anchura es igual a % l. En 1o que se refiere a
su altura ésta se halla partiendo de los razonamientos siguien-
tes: la distancia de la banda réspecto al eje Oy es igual a % l

¥, puesto que su extremo superior yace en la pardbola, la
altura de la banda que es igual ala ordenada del punto de la
pardbola segin la ecuacién (25), y es

a (% l)z.

De aqui que el drea de la banda es

k2
ol

y el drea de todo el tridngulo OMP es la suma

n
W2
— 3
F-—Zal %
k=1

o

F=all.— 3 2
h=1

0, por fin,
P (1) (241

Para obtener de aqui la igunaldad exacta es necesario
aumentar ilimitadamente el nimero n. En el limite hallamos

al3
F-—'——-:-,,—.

A este resultado se le puede dar una formulacién geomé-
trica simple. Precisamente, examinemos el recténgulo OQMP.
Su area, como es evidente, es ignal a OP.PM. Pero OP = [
en lo quo se refiere a PM resulta que es la ordenada del punto
M, cuya abscisa es I, asi que de la ecuacién de la pardbola se
deduce que PM == al?
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Por esto el drea OQMP es al® y, por consiguiente, ¢l drea
del triangulo OMP es igual a un tercio del drea del recténgulo
OQMP. De aqui que el area del tridngulo OQM es igual a
dos tercios del drea de este mismo rectdngulo.

Estos resultados tan elegantes fueron calculados por pri-
mera vez por Arquimedes.

El cédlculo de la magnitud de cualquier 4rea generalmente
se denomina cuadratura de este drea (pues consiste en compa-
rarla con el drea del cuadrado). De este modo hemos realizado
la cuadratura de la pardbola.

27. Volumen| del paraboloide de revolucién. Supongamos
que la pardbola examinada en el punto anterior gira alrededor

Y
A
Q
M
7/7//-
Te? N
0 P
FIG. 20

del eje Oy (fig. 20}. La superficie que con esto se obtiene se
denomina paraboloide de revolucién. Examinemos el plano 4,
perpendicular al eje Oy, y calculemos el volumen del cuerpo
limitado por el paraboloide y por este plano.

Con dicho fin dividamos el segmento?, OQ en n partes
iguales y tracemos por los puntos divisores planos paralelos
al planoc 4. Estos planos cortardn el cuerpo que nos interesa
en n capas cada una de las cuales admitiremos ser aproxima-

I Nos atenemos a lus designaciones de la fig. 20.
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damente un cilindro. Si, como antes, designamos por I la
distancia OP, hallaremos que OQ = al®. Por consiguiente, la

altura de c¢ada cilindro elemental es -:? al?,

Para calcular ol radio del k-o cilindro procederemos de la
manera siguiente: este radio r, = NT, evidentemente, re-
presenta en si la abscisa del punto N de la pardbola. Puesto
que la ordenada de este punto es

k E_
Erar
hallaremos de la ecuacién de la parabola que
ko .2
— al®>=arg,

de donde

rp=Fpo

n ¥

y el 4rea de la base del k-o cilindro es
k
& o %
nry, = 7l -~
De aqui el volumen elemental es
k
Vk = gnlb ?‘2'.' .

Quiere decir que todo el volumen buscado V es
n
i
V=anlt.— D k,
h=1

de donde, después de simples cdlculos, hallaremos
i 1
V=anzt..2-(1+7).

Aumentando ilimitadamente n hallaremos el valor exacto
del volumen del paraboloide de revolucion:

V= -;—:ml".

Comparemos este volumen con el volumen de un cilindro
con tadio # = OP y altura H = 0Q. Su volunen es

ARl = 5 (OP).0Q = nl* al* = nalt.
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De tal manera tenemos el teorema de Arguimedes:

El volumen del paraboloide de revolucion es igual a la mitad
del volumen del cilindro con lamisma basey de lamisma
altura.

28, La elipse y su area. Examinemos una curva muy
importante denominada elipse. Su definicién es la siguiente:
la elipse es un circulo comprimido. Explicaremos esta expre-
sion.

Examinemos una circunferencia de cierto radio 4. Supon-
gamos que ésta se encuentra en el plano en el que se han

Yy
]
Bl‘
Ml
B
M
X
Ay 0 K A
B
8)
FIG. 2t

trazado las coordenadas cartesianas rectangulares y que su
centro coincide con el origen de las coordenadas (fig. 21).
Sea, a continuacién, que las ordenadas KM  de todos los
puntos M’ de la circunferencia han sido acortadas en un mis-
mo nimero de veces, y que el coeficiente de compresién
es ¢ < 1:

KM : KM' = q.

Iista operacion de acortamiento transformaré al circulo
A, B'AB; en cierta otra figara denominada elipse. Deducire-
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mos la ecuacién de la elipse. Si designamos las coordenadas
del punto M de la elipse por z 0 y hallaremos do acuerdo con
la definicién de la elipse:

y=q KM

Pero, segin ¢l teorema de Pitagoras

EM' =V (O — (0K} =V & —=,
asi que

y=qVu® —a.

Si designamos por b cl segmento OB, de la definicidn
de la elipse, tendremos

b:a=0B:0B" =g,
asi que
b
g=u

y la ecuacién de la elipse adquicre la forma:
b —
y=-—Vat—a¥

de donde
T e
W=? (az——:‘:z)

y, definitivamente,

x2 y'a
T tg=1

Esta es la denominada ecuacidn «candnica» o «simplisima»
de la elipse.

Calculemos el area de la elipse. Utilizando la observacion
al principio de Cavalieri, que se hizo a final del p. 25, pode-
mos decir de inmediato que la relacién del drea de la elipse
respecto al drea del circulo es igual al coeficiente de compresion g,
asi que, designando por F el 4rea de la elipse, tenemos:

F:na® = g,

F = gna?,
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Poniendo aqui el valor ¢ = % hallaremos definitivamente

que
F = nab.

Sirviéndose del prineipio de Cavalieri también hallare-
mos facilmente el volumen del elipsoide de revolucién, es decir,
del cuerpo generado por la rotacidn de la elipse alrededor del
eje Oz (fig. 22). Exactaments, la relacién de los radios de los
circulos que se obtienen en la interseccidn del elipsoide con

FIG, 22

los planos paralelos al eje Ox respecto a los radios de las
secciones de la esfera con los mismos planos, es igual a g.
Por consiguiente, la relacién de sus 4reas es igual a g% Segin
el principio de Cavalieri también es la misma la relacion de
los volamenes.
Asl pues,

V:%ﬂa3=q2=-a—z—,

siendo

4
V:gﬂabz.
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§ 6. LA SINUSOIDE

29, Acerca de una suma trigonométrica. Para la exposi-
cién ulterior necesitamos la expresion de la suma siguiente:

§= D) senka=senc-sen2a-4...+senna, (26)
h=1

donde ¢ es cierto dngulo determinado.
Para hallar esta suma multiplicaremos ambos miembros

de la igualdad (26) por 2 sen %:

28 sen%: 2senasen%+2sen2asen -%‘—-{—

v 3

2

y aplicaremos a cada término del primer miembro la cono-

cida formula 2 sen 4 sen B = cos (4 — B} —cos (4 + B).
Esto da

4 ...+ 2sen nosen

2;S'sen%:[cos%—cos%a]—k[ms %u—cos-g—oc]-l—. :

S +[w53"2_'_1a.._(-,03_2";"_1a]_
Es facil ver que el primer término de cada corchete (ex-

cepto el primero) se reduce con el segundo término del cor-
chete anterior. De tal guisa,

2 1
28 sen%—:cos%—cos ";’ . 27
Aplicando la conocida férmula
cos A—cos B=2sen 24 _ gon AL5

2
representaremos (27) en la forma

o no (n+1)a
28 sen-ﬁ—_*Qsen 5 SeI e —

2 L]

de donde

sen =% sen fil)e
2

S=

sen 2=
2
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Asi,
" sen% sen (i%;l-]-&
) sen ko = ; (28)
R=1 sen%

Esta es precisamentie la formula que queriamos establecer.
30. La desigualdad auxiliar. Designemos por a an angule

arbitrario!! que satisface la condicidén 0 < ¢ <= -g-
En este caso tiene lugar la siguiente desigualdad doble:
tro >o >§en o (29)

Para la demostraciéon de esta afirmacion examinemos la
fig. 23. De esta figura vemos directamente que el tridngulo

B
_\c
R
[+ 3
i
0 D A
FIG. 23

OCA esta abarcado absolutamente por el sector OCA, el
cual, a su vez, estd comprendide por completo en el tridn-
gulo OAB. Do aqui se desprende que para las dreas de estas
figuras son validas las desigualdades: drea A OAB —>area
del sector OCA > area A OCA,

O sea,

%OA.AB>%R.5Z>%OA-CD.

Iy Mis exactamente, & es la magnitud del dngulo
en radianes.
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Pero,
OA=R, AB=Rtiga,
CA=Ra, CD=Rsenc,
asi que
%thga}-;—Rza>%stena.

Reduciendo esta desigualdad doble por el factor positivo
—;‘- R? obtenemos precisamente la desigualdad (29).

31. El seno de un éngulo infinitamente pequedo, Supon-
gamos que el dngulo o tiende a cero adquiriendo sucesiva-
mente los valores de a,, ag, Gy, . .

En este caso es vilida la férmula

%n

quoe es una de las férmulas més importantes de las matemd-
ticas.

Es titil recordar la expresién verbal de la formula (30):
el limite de la relacién del seno de un dngulo infinitamente pe-
guerio respecto a la magnitud de este dngulo en radianes es
igual o la unidad.

Para la demostracién de esta férmula podemos admitir
que todos los valores de a, son positivos, pues la magnitnd

Sen G
[#3

de la relacién no varia al sustituir o, por -——a,.

n
’ . I
Ademés, se puede considerar que o, <C 5, ya que esto, en

todo caso, es asi para valores de n suficientemente grandes.
De esta forma,

0<ap —’23.
y entonces, en virlud de (29),
t’g CLR >a)'k >Sen al‘ll

de donde, dividiendo todos los miembros de la desigualdad
por el niimero positivo sem o, obtenemos:

1 Oy ~1.

=

cus Ly, sen o,
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Para las magnitudes inversas de éstas son vilidas las
desigualdades de sentido opuesto:

Lt B (31)

%n

COS Gy <,

Segin las condiciones, el dngulo «, tiende a cero. Pero,
el coseno de este dngulo {como es facil ver en la figura) tiende
a la unidad:

lim [cos a,] = 1
sen o,

¥, puesto que, de acuerdo a (31), el quebrade se en-

cuentra entre la unidad y el cos &,, entonces dicho quebrade
debe también aproximarse a la unidad, con lo que queda
demostrada la férmula (30).
32. La cuadratura de la sinusoide. Examinemos la curva
cuya ecuacién os
¥y = sen z. (32)

Esta aparece tal y como se expone en la fig. 24 y se denomina
sinusoide.

Calculemos el area de Ia figura limitada por el tramo de
la sinusoide desde # = ( hasta x = # y el eje de las abscisas
(esta figura estd sombreada en la fig. 24).

FiG, 2%

Con dicho fin, como siempre, dividiremos el segmento del
eje de las abscisas desde # = 0 hasta x = = en n partes por
los puntos

m
Iy =—

n T
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y levantaremos perpendiculares desde estos puntos hasta la
interseccion con la sinusoide. Las longitudes de estas perpen-
diculares se hallan por la ecuacién (32) y resultan ser iguales a

sen — sen?i', sen E‘-, s § SMOTA,
n n n 22
(asi que la Gltima de ellas es igual a cero). Estas perpendicu-
lares cortan toda la figura en n bandas de %— de ancho de
cada una. Admitiendo que cada una de estas bandas es un
rectangule con base —3-‘- nt y altura (para la k-a banda de la

izquierda) igual al sen ;—?, tendremos la expresién aproxi-
mada del drea de la k-a banda elemental
kx

n
FR=._39|'|_.'
n n

De aqui que el area de toda la figura que nos interesa
aproximadamente es igual a

kn
sen ——,

n
k=1
Esta expresion, basandose en la formula (28) del p. 29,
también se puede representar asi:

F=

s|=n

sen —,,:—-SQI] M}_ﬂ

_=n 2n
F=—. . ,
2
6 {puesio que el sen-’% = 1) asi:
. 5D ———(”"‘;:)“
B i e (33)
T

La expresion exacta del drea es el limite del segundo miem-
bro de la igualdad (33) cuando n crece ilimitadamente. Este
limite se halla partiendo de los razonamientos siguientes.
Es obvio que
(rt-1}n = n
o 2
7--01668
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asi que este dngulo se aproxima a = , y por esto, como se ve
facilmente de la figura, su seno dehe aproximarse a la unidad:
lim sen ~——— (n+:)” =1. (34)
Por otro lado, el dngulo o, = 2-; se aproxima a cero y, por
consiguiente, en virtud de la férmula (30) del p. 31,

P T | 1
llml = ﬂBn_{‘_]-—llm[2 . ]-‘=2 (35)
| e 2n

De (34) vy (35) (basdndose en el teorema del limite del
producto) hallamos definitivamente que

F =2

Asi pues, el drea limitada por una semionda de la sinu-
soide y la cuerda que liende esta semionda es igual a dos.
33. Volumen del cuerpo de revolucién de la sinusoide.
Supongamos que la sinusoide expuesta en la fig. 24 gira

FiG. 25

alrededor del eje Oz. Hallemos el volumen del cuerpo limi-
tado porla superficie generada por la rotacién de una semion-
da de la sinusoide.

Con este fin tracemos a través del punto z == -’-2:- un plano

perpendicular al eje Oz. Es evidente que este plano (fig. 25)
cortara nuestro cuerpo ¢n dos partes iguales. Hallemos el
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volumen V* de la mitad izquierda del cwerpo que nos inte-
resa, Dividiendo el segmento del eje Ox desde x = 0 hasta

z = -;- en n partes por puntos de género
zy =k (k=12 n)
3 In ] vy 1

trazaremos a través de estos puntos los planos perpendicula-
res al eje Oz. Estos planos se cortardn con nuestra superficie
por circulos de radio (para el k-0 plano)
Fp = SN A%
| I "
Examinando la capa clemental gue se encuentra entre
los planos {k-1) y % como un cilindro de radio r, y altura

h = 25;, hallamos el volumen elemental

n? kn
Vh=ﬂ?§ =2—nsen2-,2-;,

de donde todo el volumen de la mitad izquierda del cuerpo
aproximadamente es igual a

n
oo 22 2 k.
V= Zisen =
h=

El valor exacto del volumen es el limite de esta expresion
cuando n crece ilimitadamente:

T
V* = lim [”‘E:_ E senz-g%—] 3 (36)

k=i

Para calcular este limite emplearemos un procedimiento
artificial que permite reducir considerablemente los calculos
(teniendo en cuenta este procedimiento comenzamos preci-
samente por examinar no todo el cuerpo, sino solamente su
mitad izquierda).

El procedimiento consiste en lo siguiente: conjuntamente
con la sinusoide (32) examinemos la curva que es la grafica
de la funcién

¥ == C0S T. (37)

rkd
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Si tenemos presente que
c0S Z = Sen (:.-:-{--“—'
= > ) :

es ficil darse cuenta de que la curva (37) es la misma sinu
soide (32), pero desplazada a lo largo del eje Oz hacia la iz

quierda, en % (fig. 286).

Supongamos ahora que hacemos girar esta sinusoide alre-
dedor del eje Ox. Es obvio que el volumen del cuerpo genera-

e, s
/\/

FIG. 26

N

do por la rotacién de la figura sombreada en la fig. 26 es
igual al volumen V* de la mitad izquierda de nuestro cuerpo
primario (ya que éste coincide ezactamente con el volumen de
la mitad derecha del cuerpo inicial).

Por otra parte, si comenzésemos a calcular este volumen
por el método de totalizacién alcanzariamos evidentemente
un limite andlogo al {36), sustituyendo, sin embargo, todos
los senos por los cosenos, os decir, obtendriamos que

V*=1im [‘%; > coszﬁ] : (38)

2n
R=1

Asi pues, una misma magnitud V* puede ser representada de
dos formas:

n T®e

*=1lim| -2 2 ""}_ i 2£‘LJ
v '"hm["z'}'{z sen? —— "“Hm[zn D) cos 5— |-
k=1 =1
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Sumando estas dos expresiones (lo que, por lo visto, se
puede efectuar bajo el signo del limite) obtenemos:

2V*=1lim [-’21:— i‘] (sen2 ;—:—l—cos”-;—’;)] 3 39

k=1
Pero
sen?a 4 costo =1,

asi que cada lermino de la suma (39) cs igual a la unidad y,
puesto que el nimero de términos €8 n, entonces
. nz - p 3@ n2
* —_— = —_—] = —
2V —-llm[zn nJ 1111'1(2) 5
ya que cualquier magnitud constante sirve de limite a si
misma.

El volumen V* de la mitad izquierda del cuerpo se ob-
tiene de aqui dividiendo por dos, pero como desde un prin-
cipio nos interesaba el volumen de todo el cuerpo, no es
menester dividir por dos, y el resultado definitivo es

. 2
V=2V*=". (40)

De esta forma, el volumen del cuerpe limitado por la
superficie generada por la rotacién de la semionda de la sinu-

2
soide alrededor de su cuerda es igual a n—z-

3%4. Valores medios. Supongamos que cierta magnitud
y adquiere un nimero finito de valores:

Y1r Yo Y3 « v -+ Yn-
En este caso la media aritmética
_ ¥ttt - byn
Y= =

de estos nfimeros y, lleva el nombre de valor medio de la
magnitud y. La utilidad del examen de esta magnitud radica
en dos de sus propiedades. §

A. Si todos los valores de la magnitud y se encueniran
entre los miimeros m y M, entonces su velor medio también
estd comprendido enire estos mismos niimeros, es decir, si

méyth A P n), (41)
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entonces también
ms Yo M.

B. Si todos los valores de la magnitud y son iguales a un
mismo numero h, entonces su valor medio también es iqual
a este nimero.

La propiedad B es evidente, pero para la demostracién
de la propiedad A es necesario sumar todas las desigualdades
(41), lo que da

n
nm<s X ppinM,
h=1

y dividir por n la desigualdad obtenida.

A la par del valor medio y, de la magnitud y frecuente-
mente se examina la media cuadrdtica y* de esta misma
magnitud. Esta media se determina por la igualdad

yt=]/9’%+yg‘ti----+yﬁ' (42)

En otras palabras, le media cuadrdtica de la magnitud
y es la ratz cuadrada del valor medio de la magnitud y3.

Es facil demostrar que si todos los valores de 1la magnitud
¥ no son negativos, entonces su media cuadratica tiens las
mismas propiedades A y B que la meadia aritmética.

En realidad, si

Osmg M (he2t,2,...,0),
entonces

miyrss M2 (k=1,2,...,n).

Sumando todas estas desigualdades, dividiendo el resultado
por n y extrayendo la rafz cuadrada, obtenemos

mLyrrKM,

es decir, hemos demostrado que y* tiene la propiedad A.
La propiedad B es obvia.

En los casos que examinamos la magnitud y adquiria
un nimero finito de valores. En las cuestiones aplicadas la
mayoria de las veces se ticnen que examinar magritudes que
varian continuamente. Para el cdlculo de semejantes magni-
tudes medias es menester aplicar el método de la suma de los
i?finitesimales. [lustraremos esto con un ejemple de la rama
fisica.
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35. Intensidad efectiva de la corriente. Examinemos
la corriente alterna sinusecidal

I =Asent, (43)

donde ¢ es el tiempo, 7 es la intensidad de la corriente. En
los diferentes momentos de tiempo la magnitud 7 tiene dife-
rontes valores, siendo su médximo valor igual a 4

Iméx = A. (44)

En la electrotécnica juega un papel importante la media
cuadratica I, de la intensidad de la corriente durante el
tiempo igual al periodo de oscilacién, es decir, durante el
tiempo desde ¢ = 0 hasta ¢ = 2. ;

Resulta que al medir con el amperimetro la intensidad
de la corriente este ultimo indicard precisamente la magni-

tud 7,. Esta magnitud se denomina intensidad efectiva de la
corriente.

Calculemos 7, para la corriente (43).

Con este fin dividamos el intérvalo de tiempo desde el
momento £ = 0 hasta ¢l momento ¢t = 2x en n intérvalos
pequefios por los momentos

=22k (k=1,2,...,n).

Si el némero »n es muy grande, entonces se puede consi-
derar aproximadamente que durante el intérvalo de tiempo
desde el momento f,_, hasta ¢l momento £, la inlensidad de
la corriente no tiene tiempo para variar y es igual a su valor
en el momento i,

I,=A gen 2% 5
n
De otro modo, admitimos que durante un intérvalo ele-
mental de tiempo la corriente es constante. Con esta admi-

si6n simplificadora la intensidad cfectiva de la corriente
serd igual a

o E T e
/ kz; 7 A2 2 senz 2%k
b= n l/ - | M {45)
n
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El valor verdadero.-de 7, cs el limite del segundo miembro
de la igualdad (45) cuando n crece ilimitadamente:

- - n
. i 1 2n
f.==1im [A- ‘/? 21 sen? T]
b=

Calculemos ¢l limite de la expresién subradical

l1im [% 2"‘ sen2 2% k] ! (46)

n

Esto se puede hacer sin célculo alguno por el procedi-
miento siguiente.

Supongamos Tque quisiéramos hallar el volumen del
cuerpo generado por la rotacién de una enda de la sinusoide
(32) alrededor del eje Oz.

St empleamos el método de la suma de los infinitesima-
es entonces, repitiendo los razonamientos del p. 33, repre-
lentaremos este volumen en la forma

n

L] o k.

lm:lzi sen? 2% :
n n

h=1

Por otro lado, este volumen, evidentemente, es dos veces
superior al volwmen (40) del cuerpo que se obtiene al girar
la semionda de la sinusoide, es decir, el volumen buscado es
igual a =n®,

Asi,
2 < 2k
: 2n2 < g 2k 4
Tim [—u Z sen? —— ]_:rr ! (47)
h=t
Es Ticit comprender gue el Hmile (46) se obtiene del

limite (47) dividiendo por 202, de donde se deduce que

L
I T
lllli[TZ SN TJ—T-
h=1



105

En este casol

Ie=A]/§. (48)

Esta férmula resuelve precisamente el problema.
Si comparamos las férmulas (48) y (44) veremos que

Imax"":-re]/iv

es decir, la intensidad méxima de la corriente es aproxima-
damente una vez y media superior a aquella que marca el
amperimetro.

- b Aqui hacemos uso del teorema siguiente: si una
magnitud variable z, > 0 se aproxima al lfmite a entonces 1/z,

se aproxima a V' a.



EJEMPLOS PARA
EJERCICIOS

Daremos cierlo nimero de ejemplos para ejercitarse individual-
mente en los métodos expuestos. Aconsejamos con insistencia al lector
que realice estos sjercicios. Como enuncié Newlon «en las matemdti-
cas los ejemplos son més provechosos gue Ias reglass,

1) Calcular la suma

2 o
Soluctsn. S, =" (n4 1) {2n +3;) (3n® 4+ 3n 1).
2). Calcular el drea de un tridngulo rectdngulo por el métode de
sumar.
3) Hallar el 4rea limitada por ¢l eje Oz, la curva y = z? y la recta
F=1,

Solucidn. %— %

n
4) Hallar el limite lim[ékz_;l/nﬁ — k2 ]cuando n creee ili-
mitadamente. "
Indicacidn. Calcular el area del cuadrante del eircule sumande
las bandas rectangulares.

Solucién. %.
A

5) Partiendo del resultado del problema anterior hallar el volu-
men del cilindro dividiéndolo en planchas rectangulares tal y cémo
estd indicado ¢n la fig. 9.

6) Calcular la presién «que ejerce el agna do un vaso cilindrico
sobre las paredes de éste.

Solucién. P = nRIE,

7) Hallar el trabajo que se gasta en extracr el agua de un reci-
piente cénico cuya base es horizontal y se encuentra por debajo del vér-
tice.

Solucién. T = —}ﬂH’H’.

8) Determinar el veolumen de la elipseide de revolucién calcu-
lando directamente sin alegar al principio de Cavalieri.
9) Hallar ol volumen de la elipsnide generada por la rotacién de

2
la elipse ':2 - =z = 1 alrededor del cje de ordenadas.
(2

Soluctén, V = {;—:n:n.“h.

10) 3Qué trabajo os nocesario gastar para Ta oxtraccion del agun
e una semiesfera cuyo plano diametral estd dirigido hacia abajo?

Soluctdn, T = q'-»zmﬂ‘.
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11) Caleular la presién del agua sobre las paredes de un recipiente
prismédtico de altura H y perimetro de la base p.

Soluctén. P = %pﬂ‘.

12) Baséndose en el resultado del ejercicic 41 hallar el volumen
del cuerpo limitado entre la superficie que se obtiene al girar la paré-
bola y = az® alrededor del eje Oz, y el plano perpendicular al eje Oz
que dista del origen a la distancia h.

Soluctén. V= -é- matht,
13) Hallar el limite

n
1im [-n—;g- El k"]

cuando n crece ilimitadamente (el namero p es entere positivo).
Soluctén. = .
14} Hallar el limite

tin[£3 )/ E]

k=1

cuando r crece ilimitadamente,

Indicacién. Hallar el drea del tridngulo curvilineo OQM (fig. 19)
dividiéndolo en bandas paralelas al eje Oz.

Soluctén. %

15) Hallar la suma

n
S= D) coske.
=1

2n-- 1
7 1
2 sen % 2
16) Empleando ol resultado anterior hallar el area ¥ de la figura

limitada por la curva y = cos z y los ejes de las coordenadas,
Solucidn, F = 1.

sen

Solucién. § =
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LIBROS DE RECIENTE PUBLICACION:
CURVAS MARAVILLOSAS

Existen muchas curvas (secciones cdénicas, ovalos, espirales,
etc.) que, ademds de tener interés por si mismas debido a
sus numerosas e importantes propiedades, encuentran amplia
aplicacion en la Ciencia y la Técnica.

Es conveniente que los alumnos vayan familiarizéndose con
estas curvas y sus propiedades, maxime teniendo en cuenfa
qu2 el curso escolar centra la atencién en el estudio de la
recta.y de la circunferencia.

El libro de A, I. Markushévich, conocido pedagogo y,cien-
tifico soviético, persigue precisamente este fin, En una forma
muy accesible se dan las definicicnes de algunas curvas no-
tables (elipse, parabola, hipérbola, lemniscata y cicloide), se
exponen sus propiedades principales y se explica la impor-
tancia que tienen.

Basado en una conferencia dictada por el autor a un grupo
de escolares moscovitas de séptimo y octavo grados, el libro
estd orientado precisaments a este circulo de lectores. Los
temas que en &l se tratan pueden ser utilizados en los circu-
los matematicos escolares. Por otra parte, serd bien re-
cibido por todos los que estén interesados en ampliar sus co-
nocimentos matematicos adquiridos en la escuela.



NUMEROS COMPLEIOS
Y REPRESENTACIONES CONFORMES

Esta obra se debe al vicepresidente de la Academia de Cien-
cias podagdgicas de la URSS, Doctor en Ciencias fisico-ma-
tematicas, catedratico Alexéi Muarkushévich.

En este pequefio trabajo ¢l autor desarrolla la teoria de los
nimeros complejos y funciones mds sencillas de los primeros
(incluyendo la funcién de N. B, Zhukovski, aplicdndola al
disefio del perfil de un ala de avién). La exposicién se da en
forma geométrica, Los nlmeros complejos se consideran
como segmentos dirigides y las funciones como representa-
ciones. Para llegar a tal comprensién de los nimeros com~
plejos hay que empezar por la interpretacién geométrica de
los nimeros reales y de las operaciones con los mismos.

El libro ha sido escrito a base de las clases que dictaba el
autor a los alumnos de grados superiores do la secundaria
y no exige por parte del lector, conocimientos previos de los
nimeros complejos.

Este pequefio trabajo estd destinado para los escolares y los
estudiantes menores, asi como para un amplio circulo de lec-
tores de diferentes especialidades,



QUE ES PROGRAMACION LINEAL

Esta edicion forma parte de la pequefia biblioteca de “Lec-
ciones de divulgacion sobre Mateméticas”. El libro da a cono-
cer al lector una parte importante de las matematicas, la pro-
gramacién lineal, rama que ha obtenido en los filtimos afios
una amplia aplicacién en diferentes terrenos de la economia,
la técnica, el arte militar, ete.

En el libro se plantea el problema general de la progra-
macién lineal, se analizan los métodos de su resolucién y la
aplicacién a problemas econdmicos concretos. Se examina el
empleo de la teoria de la programacién lineal para resolver
problemas de transporte con costo y tiempo minimos, Tam-
bién se presentan procedimientos de solucién del problema
tomando en consideracion estos dos factores.

El contenido del libro se dirige a los matematicos, ingenieros
y economistas dedicados a problemas de planificacién con
métodos mateméticos, en particular, cuando se emplean mé-
quinas computadoras digitales electrénicas.
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Niameros complejos y representaciones
conformes
5. Trajtenbrot B,
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6. Ventsel E.
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7. Yaglom. I.
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