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§1. 

ALGEBRA 

DE LOS NUMEROS 

Y ALGEBRA 

DE LOS CONJUNTOS 

En la escuela, durante las clases de Aritmética y de Alge­
hra, se estudian números· de la más diversa índole. En et 
primer grado los alumnos se encuentran con los núq~eros 
enteros que no les crean dificultades, pues en su mayoría 
vienen .a la escuela teniendo cierto conocimiento de los 
mismos. Pero más tarde aparecen nuevos y nuevos <~números,.; 
ahora ya nos b.emos acostumbrado a ellos y no nos sorprenden; 
pero no menos cierto es que capa voz que se am plla el concepto 
de número tenemos que deshacernos de unas u otras ilusiones. 
El número (entero) responde a la pregunta de cuántos objetos 
contiene una u otra colección; por ejempJo. de cuántas manza­
nas hay en una cesta, de cuántas páginas. tiene un libro o de 
cuántos varones hay en un aula. ¿Y las fracciones? ¿Acaso 

1 t 
puede haber en un aula 33 3 varones o aparecer 3 4 platos en 

1 
una mesa? Claro que no. Pero en Ja mesa puede haber 4 2 

manzanas, una película p1,1ede durar 1 ! horas e incluso 

'1 • 
puede haber en un estante 6 2 libros (lo que no habla a favor 

del dueño de los libros pero tampoco cootradi~ el sentido 
común). Apenas nos acostumbramos a que puede haber un 
número fraccionario de objetos. aparecen los números negati­
vos. CJ~ro está que en un estante no puede haber -3 libros; 
esto setia ya contranatural. Pero un termómetro puede marcar 
-5° y tú puedes tenel' -50 kopeks; lo último, desde 1uego1 

es muy lamentable, pero sólo para ti y no para las Matemáti­
cas . Y ert. los grados superiores aparecen números verdadera-
mente «terribles~>: primero los irracionales, como es V2. 
2• 
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y después los imaginarios, como es 1 + 2i1}; los propios 
nombres explican la actitud del hombre hacia estos números 
hasta que se acostumbró a ellos. Es posible que tú los ignores 
por ahora y sólo los conozcas m ás adelante2); esto no es óbice 

a .. b manzanos 

CóCJ[Ot>OC 
CJ CJC):o ó oc 
ooa¡cbó é1 

......___,__ "----v-----" 
o monza11os b manzanas 

FW, l 

ab mMzanas 

e o: e ó:o Olb ó 
o c¡ó b!CJ c¡o o 
e ó:c c:c o:c o 
....___,__.... ~ ~ ~ 

b b b b 
manzanos~ ~anzonas 

a grupos de manza,os 
F lG. 2 

para que leas este libro. Los n\Ípleros irracionales e imagina­
rios están muy lejos de la idea primaria del número en tanto 
que característica de la cantidad de objetos; sin embargo, 
también llevan el nombre de «númerost. 

¿Qué es lo que tienen de común todos estos tipos de nú­
meros? ¿qué obüga a darles el mismo nombre de «número&? 
La semejanza principal entre todos los tipos de números 
consiste en que se pueden sumar y multiplicar3). Pero esta 
semejanza es bastante relativa: aun cuando podamos sumar 
y multiplicar números de todos los tipos, estas operaciones 
tienen sentido absolutamente distinto en los djferentes casos. 

1) Los números de tipo 1 + 2i suelen denominarse 
aetualmenle complejos; el término imaginario (o tma.gtnarlo puro) 
se emplea para los números como 2t o - ·Vft (en contraposición, Los 
números como 1, - ~ o y2 suelen denominarse ualn). 

a) Una exposición lúcida y sencilla de los distin­
tos tipos de núme.ros aparece en el libro de l. Ni ven, Numbres: raltonal 
and trrattonal, Random Housa, New York, 1961. 

3J Pero no restar ni tampoco dividir: si conocemos 
s6lo los números pos tivos, no podemos restar del número 3 el núme­
ro 5; si conocemos sólo los números enteros, no podemos dividir el 
número 7 por e1 número 4. 
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Así, sumar dos números enteros positivos a y b significa 
hallar el ilúml'ro de objetos comprelididos en la unión de dos 
eolecciones, una de a y otra de b objetos: si en una clase de 
séptimo grado l1ay 35 alumnos y en otra clase del mismo gra­
do hay 39 alumnos, en ambas clases do esto grado habrá 
35 + 39 = i4 alumnos (véase también la fig. 1). Do mod() 
análogo, multiplicar los números enteros positivos .a y b 
significa hallar el número de- obje'tos rle} conjunto de a 
colecciones con ·b objetos en cada una: si en una escuela hay 
3 clases de séptimo g1•ado y en cada una estudian 36 alum­
nos, en la escuela habrá 3· 36 = 108 alumnos de séptimo grad() 
(véase también la fíg . 2). Pero se h~ce imposible extender en. 
esta forma las definiciones de la adición y de la multiplíca­
ciÓJl al caso de las fracciones nf al de Jos números negativos 
(de Jos númel'os irt'aciona1es e imaginarios preferimos incluso 
no hablar aquí). 

De tal manera. llegamos, al parecer, a la conclusión si­
guieJlte: denominamos con la :misma palabra «número» dis­
tintos tipos de números debido a que todos se pueden sumar 
y multipl.ícar; Jlero las propias operaciones de adición y de 
multiplicación son absolutamente distintas según los dife­
rentes tipos de números. Sin embargo, aquí nos hemos apre­
sm~do -un poco: de hecho, la adición de los n úmeros enteros 
y la adición de las fracciones no son operaciones t an absolu­
tamente distintas. Más exactamente, las definiciones de estas 
operaciones son efectivamente diferentes; ahora bien, sus 
propiédades .son absolutamente idéntic.as. Asi, para números 
de cualquier ]ndole 

a+ b=b+a 'Y ab =:ba; 
ley conmu tativa dP la ley conmutativa de la 
ndici6n multiplicación 
(a +b)+ c = a+ (b+c) y (ab)c=a (bc); 
}Qy asociativa de la lo~.r asocmlíva de l:i 
adición milt.iplicación 

en todos los casos existen dos números especiales O y f , tales 
qile 

a+ O= á y a·1= a 

para todo número a. Y para el Álgebra moderna es t[pico el 
siguiente _punto de vista acerca del contenido de esta materia: 
el Álgebra estudia algunos sistemas (distintos) de números 
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para los cuales e.stán definidas las operaciones de adición y 
de multiplicación que. verifican las leyes ya señaladas y otras 
como, por ejemplo, 

(a. + b) e = ac + be, 

ley. distributiva do la multiplicacióu respecto a la sumtl 

donde a, b y e son númet·os de cualquier índole. 
La cxist~ncja en l os sistemas de números de dos operacio­

nes -la adición y la multiplicación- origina cierto parale­
lismo tanto más manifiesto por cuanto las propiedades de la 
adición se parecen mucho a las de la multiplicación. Este 
paralelismo se observa, por ejemplo. en que cualquier interro­
gado sustituirá en la «proporcióm> extraña 

adición 
resta 

multivlicaci6n 
? 

el signo de interrogación por «división» sin reparar mucho en 
lo que significa está «proporción>>; también se observa en que 
los alumnos, e incluso sus padrest confunden ftecuéntemente 
los términos de «número opuesto» (el número -a que sumad() 
con el número a da O) y de «número inverso'& (el número 1/a 
cuyo producto por el n.úmero dado a es igual a 1), así como 
en la similitud que existe entre las propiedades .de la progre­
sión aritmética (serié de números en la cual la diferencia en­
tre dos números sucesivos cualesquiera es la misma) y la 
progresión geométrica (serie de números en la cual el cociente 
rlc dos números suce&ivos cualesquiera es el mismo). 

Sin embargo, no siempre se observa est.a semejanza, este 
pa1·alelismo. Por ejemplo , el número O desempeña un papel 
especial no sólo respecto a la adición sino también respecto 
a la multiplicación: esto se expresa en que para todo número a 

a·O =O 

(de aqui resulta, en particular, que n.o se puede dividir por O 
un número distinto de 0). 1\.:hora bien, si en la última igualdad 
sustituimos la muJ tiplicación por la adición y el cero por el 
uno, obtendremos una «igualdad» extraña 



válida sólo para a = 01). Además, si en la ley distributiva 
(a + b) e = ac + be sustituimos la adición por la multipli­
cación y viceversa, obtendremos la «igualdad» 

ab + e= (a+ e) (b +e) 

con la que nadie, por supuesto, estará de acuerdo. [Como 
es obvio que 

(a+ e) (b +e) = ab + ac + be + c2 = ab+c (a+ b+c), 

resulta que (a + e) (b + e) = ab + e sólo si e = O o si 
a+b+c =L1 

Pero el Álgebra conoce también otros sistemas, no numé­
ricos, en los que también se pueden definir las operacionesde 
adición y de multiplicación más similares entré sí que la 
adición y la multiplicación de los números. Consideremos, 
por ejemplo, el «álgebra de los conjuntos» que es muy impor­
tante. Se entiende por conjunto una colección cualquiera de 
objetos arbitrarios denominados elementos del conjunto: 
se puede hablar del ((Conjunto de los alumnos de una clase 
de séptimo grado&, del {(Conjunto de los puntos de un círculo», 
del «conjunto de los puntos de un cuadrado», del <<conjunto 
de los elementos de la tabla periódica de Mendeléev», del 
«conjunto de los números par~s», del «conjunto de las notas 
de los alumnos dt\ una clase», del «conjunto de los elefantes 
de la India», del «conjunto de las faltas gramaticales en tu 
composición», etc. Resulta bastante claro Gómo puede defi­
nirse la «Suma de dos conj~nt.os»: entenderemos por suma 
A + B del conjunto A y del conjunto B simplemente la unión 
de ambos conjuntos. Por ejemplo , si A es el conjunto de varo­
nes y B el conjunto de hembras de tu clase, A + B es el 
conjunto de todos los alumnos de tu clase; si A es el conjunto 
de todos los números enteros positivos pares y B es el con­
junto de todos los números divisibles por 3, el conjunto 
A + B 

{2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 12, -14, 1.5, 16, 18. 20, 21, 22, ... } 

consta de unos y otros números ; si A es el conjunto· de los 
puntos del óvalo sombreado en la fig. 3 horizontalmente y 

1) Si la igualdad a + 1 = 1 {uese válida para todo 
a, sería imposible restar t a cualquier número distinto de t; esto, por 
supuesto, es falso; así 3 - t = 2. 
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B es el conjunto de los puntos del óvalo sombreado oblicua­
menté, el conjunto A + B es toda la región sombreada en la 
fig. 3. Está claro (véase, por ejemplo, la fig. 3) que para 
cualesquiera dos conjuntos A y B 

A + B = B + A, 

o sea, para la adición de conjuntos se cun~ple la ley conmuta­
tiva. Además, por supuesto, cualesquiera que sean los con­
juntos A, B y C siemp1·e 

(A + 8) + e = A + (B + e), 
o sea, tiene lugar la ley asociativa de la adición de conjuntos. 
EJ conjunto (A + B) + e (o A + (B + C)) se puede indicar 

.A 

simplemente por A + B + C omitiendo los par~ntesis¡ 
represen ta la unión de los tres conjuntos A, By C (asi, en la 
fig. 4 el conjunto A + B + e coincide con torla la región 
sombreada). 

Convengamos ahora en denomtnar producto AB de los 
conjuntos A y B la parte común o la intersección de estos con­
juntos. As.í, si A es el conjunto de ajefirecistas de tu clase y B 
es el conjunto de nadadores, AB será el conjunto de los 
ajedrecistas diestros en natación; si A es el conjunto de los 
números enteros positivos pares y B es el conjunto de los 
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números divisibles por 3, el conjunto AB 

{6. 12, 18. 24, ... } 

está formado por todos los números divisibles por 6; si el 
conjunto A consta de los puntos del óvalo sombreado en la 
f!g. 5 horizontalmente y B es el conjunto de los puntos del 

A 8 

-
FIG.' Fl(,, S 

óvalo sombreado verticalmente, el conjunto AB quedará 
cubierto en la misma figura por una «reja» de líneas horizon· 
tales y verticales. Está claro que también para la multiplica­
ción de conjuntos se cumple la ley conmutativa, o sea, para 
cuales(J\liera dos conjuntos A y B 

AB=BA 

(véase la misma flg. 5; se comprende también que el 4con­
junto AB de los ajedrecistas diestros en nataciónt y el «con­
junto BA de los nadadores diestros en el ajed.ren es un mismo 
conjunto}. Además, es igualmente obvio quo para la multi· 
plicación de conjuntos es válida también la ley asociativa, o sea, 
para cualesquiera tres conjuntos A, B y C 

(AB) C = A (BC}. 

El conjunto (AB) C o A (BC) se puedo indicar simplemente 
por ABC omit iendo los paréntesis; r epresenta la parte común 

3·11 76 
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o la intersección de los tres conjuntos A , B y C (en la fig. 6 
el conjunto ABe tiene un triple sombreado!)}. 

Es notable qun para cualesquiera tres conjuntos A, B y C 
se cumple también la. ley distributiva: 

(A + B) e = AC + BC. 

En efecto, si A e.s, digamos, el conjunto de los ajedrecistas 
de t n cl ase, 8 es el conjWlto de los alumnos aficionados al 

FIG. G 

juego de las damas y e es el conjunto de los nadadores, 
entonces A + B ·representa la unión de los conjuntos de l.os 
ajedrecis tas y de Jos. aficionados al juego de las damas , o sea , 
el conjunto de los alumnos aficionados a uno de estos juegos: 
aJ del ajedrez o al de las damas (o, posiblemente, y al del 
ajedrez y al de las damas) . El conjunto (A + 8) C se obt iene 
del conjunto A + B dejando en In unión A + B sólo aquo-

1) He aquí otro ejemplo que explica la ley asocia­
ti\'a de la multipUcaci6n do conjuntos. Sean A el conjunto de los 
.números enteros divisibles por 2, B el conjunto de 1os números divi­
sibles por 3 y e el conjuJit.o de los números divisibles ]JOr 5; ent onces, 
AB es ol conjunto de los números divisibles _por 6 y (AB) C es el con­
junto do los números divisibles por 6 y pc>r 5, o sea, divisbles por 30. 
De otro lado, BC es el conjunto de los números divisibles por 15 y 
A (BC) es el C.{)njunto de los números pares divisibles pot 15, o seu, 
es de nue,·o el conjunto de todos los números (enteros) divisible!\ 
por 30. 
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llos alumnos que además saben ~~~Hiar. Pero e¡;bí claro <1110 
ohtend1·emos exactnmcnte el .mi!!mo conjtuHo formando Ja 
unión AC + BC del conjunto AC de Jos ajedt·ecistéls diestros 
en ·natación y del conjunto JJC do Jos aficionados al j,•.ego ele 
las damas <¡u e sahen nadar. 

Es posible que esta explicación verbal llc la ley distri­
butiva te parezca farragosa. Convfeno empl().al' en tal ca..<;o l¡t 

8 

e 

(a) (b) 

Fll~. 7 

representación gráfica. En la f1g. 7, a el c.onju11to A + H 
está sombreado }lOI'izontalmente y el COll)OlltO C 1 vertical­
mente, de moclo q\le el conjmlto (A + JJ) C resulta cubierto 
por 1.1na «reja» ile.líneas. Eula fig. 7, b Jos conjuntos AC y !JC 
están sombreados con líneas oblicuadas hada la dcrcchn y 
lla.cia la izquim·da, respectivamente; ol conjunto AC + BG 
coiucide con toda Ja región .sombreada on C$ln figura. Pero 
es fácil ver queJa región AC + BC somlwwcla en la fig. 7, lJ 
no rlifiere de la región (A +B.) C dóblcmenlc somlJreada eti 
la fig. 7, a. 

No es difícil comp1·encler tfUÓ «Conj\mto» doscmpt~ña el ·pa­
pél del ce1·o en nuesLra «álgebra de los c.oujuJILOS». En efecto, 
la adición de ~~;te conjunto O (designaremos ol «conjunto 
cero» por la letra O, similar por. su forma al número 0) 
no dehe alterar ningún conjnnt:o; luego , ol CQt1j11nto O no 
contiene ningún eJt,meoto, eg .«vacíol>. Puorlcs sentir ol deseo 
do excluir por completo semejante ronjw1to vacío do la c.on-
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sideración: si el conjunto O no contiene elementos, representa 
un absurdo, y uo un conjunto , -y ni siquiera vale la pena 
hablar de él. Sin embargo. tan infundado sería proceder de 
esta manera como excluir el O del conjunto de los números 
por el mero l1ecbo de que la «colecciólll• de cero objetos tam~ 
bién es cvacía• y, al parecer, no tiene sentido hablar del 
~número)) de objetos que contiene. Pero, en Tealidad, sí 
tiene sentido; y mucho. Si no tuviésemos el número O, no 
podríamos restar uno de otro cada dos números (porque en 
este caso la diferencia 3-3 no sería igual a nada), no podría­
mos representar, digamos, el número 108 (una centena, ocho 
unidades y ninguna decena) en eJ sistema decimal de nume­
ración, como tampoco podríamos hacer otras muchas cosas; 
no es casual que el surgimii.mto de la idea del cero sea consi­
derado como uno de los acontecimientos más notables en 
toda la historia de la Adlmética. Exactamente igual, si 
no se incluye entre los conjuntos el conjunto vacío O, no 
podremos señalar el producto (o la intersección) de dos con­
juntos cualesquiera: asl. es vacía la intersección tlo los 
conjuntos A y B representados en la Iig. 8, como también es 
vacía la intersección del conjunto de los alumnos de tu 
clase que estudian en sobresaliente y del conjunto de los 
elefantes. Y en general. si nos negásemos a usar el concepto de 
(~Conjunto vacío», en muchos casos tenrlríamos que hablar de 
los conjuntos con gran recelo: ¿y si resulta vacío, o sea, no 
existe, el «conjunto de los alumnos de quinto grado llama­
dos Andrés en la escuela N° 6 de Leningrado»? 

Está claro que si O es el conjunto vacío, entonces para 
cualquier conjunto A 

A +O=A. 
No menos claro está que cualquiera que sea el conjunto A 
siempre 

A0=0, 

ya que es necesariamente vacía la intersección de cualquier 
conjunto A y del conjunto O carente de elementos (digamos, 
la intersección del conjunto de las alumnas de tu clase y del 
conjunto de todos los alumnos de estatura superior a 2,5 m). 

ll:n cuanto al «conjunto unidad~. la situación es algo más 
complicada. Este conjunto l (lo designaremos por la letra l, 
similar por su forma al número 1) debe ser tal que su producto 
(o sea, intersección) con cualquier conjunto A tiene que coin-
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cidir con A. P~ro du aquí se deduce que nuestl'o (}Oujunto 1 
debo contener todos los elcmenLos de todos los conjuntos A. 
Está claro que semejante conjunto puede existir sólo si nos 
limitamos a aquellos conjuntos A cuyos elementos se toman 
de una determinada colección de «objetos•: a los conjuntos de 
los alumnos de una escuela o clase determinadas (por ejem­
plo, A puede ser el conjunto de los alumnos que estudian en 

Fl<h 11 FHL 9 

sobresaliente y B el conjunto de los ajedrecistas); a los con­
juntos formados por números enteros posit i.vos (A puede ser 
el conjunto de los números pares y B ol conjunto de los 
números primos que no admiten más divisores que éllos 
mismos y la unidad); a los conjuntos compuestos por puntos 
que forman iíguras pertenecientes a un determinado (!uadra­
do como las representadas en las fig. 3, 4, 5, 6, 7 y 8. En 
este caso entenderemos por 1 el •conjunto más grande» que 
contiene todos los «objetos» considerados: el conjunto de 
todos los alumnos de la escuela o la clase consideradas, el 
conjunto de todos l os números ent.eros positivos o bien el 
conjunt~. de todos l os puntos del cuadrado (fig. 9) . En el 
«áJgellra de los conjuntos» este conjunto 1 lleva el nombre de 
unitario o universo. Es obvio que para cualquier conjunto 
«menor.» A (e incluso para el conjunto A que coincide con /) 
tendremos 

Al =A 
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eu pleno corrQSpondeucia con la condiciótl quo define la uni­
dad. 

De osto ruodo vemos que eu el ((álgebra du lo.s conjuntos» 
construida las 1eyt~S de las operaciones se asemejan mucho a 
las leyes del álgebra, referentes a los núm eros, que conocemos 
dol curso esco)al' de Ma·temáticas; sin embargo, esta semejanza 
con las leyes numéricas no es total. Es verdad que en el álge­
bra de los conjuntos tjooen lugar, como hemos comprobado, 
casi todas las leyes princi palas válidas para los números; 
pero en ella también se cumplen otras leyes que, posible­
mente, te parecerán extrañas . .Por ejomplo, hemos señala,do 
ya que para los números no tiene lugar, como regla, la ley 
que resulta de la igualdad a·O = O si sustituimos en ella 
la multiplicación por la adición y el cero por la unidad ya 
que para casi todos los números a tenemos a + 1 ef:::. 1. En 
cambio, en el álgebra de los conjuntos la situación es distinta: 
aquí siempre 

A+ 1 =l. 

En efec to, el conjunto I es, por definición, el «más grande» 
y, por eso, es impol:liblo aumentarlo más: cualquiera que sea 
al conjunto A (tomado entre los conjuntos considerados) que 
agreguemos aJ conjunto unitario I , siempre obtendremos 
el mismo conjunto J. 

Además, al sustituir en la ley distributiva (a -1- b) e = 
= ac + be la adición por la multiplicación y viceversa, he­
mos obtenido la ¡igualdadt absurda ah + e = (a+ e) X 

X (b + e) que para los números resulta casi siempre falsa. 
En el álgebra de los conjuntos la situación es otra: aquí 
siempre (o sea, parn cualesquiera conjuntos A, 8 y C) tiene 
lugar la igualdad 

AB + C = (A +e) (B + C) 

que exprega la segunda. ley distributiva (la ley distributiva de 
In adición respecto a la multiplicación) del álgebra de los 
conjuntos. En efecto, sean de nuevo A el conjunto de los 
ajadrecistas, D el conjunto de los aficionados al juego de las 
dama.q y e oJ conjunto de los nadadores oe tu clase. En tal 
cac.o es evidente que la intersección AB de los conjuntos A 
y R comprende a todos los alumnos diestros tanto en el aje­
drez como en el Juogo ele las damas y crno la unión AB +e 
de l o~ cor.juntos AB y e consta de todos los alumnos que son 
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aficionado~ y al aJe.drez y al JUCgo de !us damas u que saben 
nada .. (es JlOSiLie qua S(ln afjtjion~dos ul aJedre~ . al jtLf.lgo do 
las dama~ y ~la natación). De olro lado. J¡\1) UIIÍOnes A+ e 
y lJ + C de tos conjuntos ; l y C y de los conjuntos B y e so 
componen, respec~ivamento, cie los alumnos aficionados al 
ajedrez o diestros en natación (o, posiblemente, aficionados 
y al ajedrez y a la natación) y da Jos alumnos aficionados al 
juego de las damas o a la natación. Estó claro queJa inter­
sección (A +e) (B + C) de estos dos últimos conjuntos 

1 .8::. 

JI 

e 

(b) 

FIG, 10 

comprende a lodos los alumnos diestros en natación y a torios 
Jos alumnos que no saben nadaT pero ~on aficionados tanto 
al ajedrez como al juego de las damas, o sea, esta intersección 
coincide con el conjunto AB + C. 

Puesto que esta explicación verbal te pueda pmecer eure­
vesada, daremos además una interpretación gráfica de la 
sogunda ley distributiva. En la fig. 10, a la jntersccción AB 
de los conjuntos A y H está somhroada con líneas oblicuadas 
hacia la derecha y el conjunt9 C, con líneas oblicuadas hacia 
la izquierda; toda la región sombreada en esta figura repr~­
senta el conjunto AB + C. En la fig. 10. b hemos sombreado 
horizontalmente la unión A + C de los conjuntos A y C y 
verticalmente la unión B + e de los conjuntos B y C; la 
intersección (A + C) (B + C) do estas dos uniones qu~da 
cubierta en tlSLa figura por una «red». llero es fácil ver que 
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la a•ogióu de la Ug. 10, b cubiel·ta por la red t.le lineas hori­
zontales y vm·.t.icalos coiuciuo ~xacll!.meute cou la a·egión som­
breada en la fig. 10, a; tlsLo domuestra precisamente la se­
gunda ley distributiva. 

Señalemos, para terminar, otras dos leyes del álgebra de 
los conjunros que contradicen los conocimientos algebraicos 
adquiridos en !a escuela. Es fácil comprender quo cualquiera 
que sea el conjunto A, su unión con otro igual y su intersec-­
ción con sí miSmo coinciden con el conjunto inicial A: 

A + A = A y AA = A. 

Estas dos igualdades se denominan a veces leyes idempotentes. 
Es muy ventajoso el hecho de que las leyes generales del 

Algebra conservan ona misma forma para todos los tipos de 
números: gracias a ello, al pasar de los números enteros a los 
frRccionarios o relativos (tomados con el signo «más» o «roe­
nos»), podemos utilizar plenamente los hábitos adquiridos 
con anterioridad y sólo Qecesitamos añadir otros (de acuerdo 
a la res~rva más rica de números considerados), pero no ad­
quirir nuevos. La situación os enteramente distinta cuando 
pasamos de los números a los conjuntos: aquí parcialmente 
necesitamos también hábitos nuevos, ya que una serie de 
leyes del álgebra de los conjuntos no tiene lugar para los 
números1). 

1) En esta diferencia entre las leyes del álgebra 
do los conjuntos y las leyes numéricas radica precisamente la causa 
de que en muchos textos In aclición y lo. multiplicación (o sea, la unión 
y la intersección) de los conjuntos se indican con sig11os completamente 
distintos de los signos corrientes + y ·; la unión de los conjuntos 
A y B se lnruea por A U B y la intersección de estos conjuntos, por 
.A n B. Puesto que en este folleto tamhión hablaremos de otros siste­
mas algebraicos en l os cuales la cadiciónt Y. la «muhiplicaciónt se 
rigen por las mismas leyes que se dan en &1 al_gehra de lGS conjuntos. 
resulLa natural que nos desentendamos de los Blmbo[os U y 0 propios 
precisamente de la teoría de los conjuntos; el deseo de subrayar la 
proximidad existente entro las álgebras consideradas y el ú.lgebri\ 
escolar empuja a emplear los signos hnbi\uales de adición r multi­
plicación. Sin embargo, conviono, por lo visto, escribir aquí as ]lrín· 
cipales leyes del álgebra de los conJuntos Lambión en las designaciones 
estándar de ln teoria de los conjuntos: 

11 U B = B U A y A f1 B = B n A; 
leyes conmutativas 

(A U /J) U C = A U (ll U C) Y (A n B) n C ..,. A n (11 n C); 
loyos asodnlivas 
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l~numeromos esta~ leye~ nttevas. Rut.rc ollas fig ura la 
rolación 

A.+f=l 

(J\IO clotm·mina la profunda diferencia existente enLro ol con­
juuto mrilario f y o] número 1. T .. a ~ogunda ley distriuutiva 
clcl álgebra de los conjuntos ofreco una forma muy pocu línr 
de «abrir Jos paréntesis»: 

(A + C) W + C) = AB + C; 

por ejemplo, aqui 

(A + D) (B + D) (C + D) =[(A+ D) (B -1- D)l (C + D) = 

= (AB +D) (C + D) = (AB) C + D = ABC +D. 

Por último, resultan totalmente nuevas para nosott•os las 
leyes ídem potente~ 

A+ A = A y AA= A 
que a veces se expresan en la forma siguiente: en el álgebra 
de ws conjuntos no existen exponentes ni coeficientes. En efecto, 
tenemos para cualesquiera A y n, 

A+A+ ... +A = A y A·A· ... ·A= A; 
~ 

n. veces " -veces 

asi, por ej"emplo, 

(A + B) (B + C) (C +A) = 

= ABC + AAB + ACC + AAC + BRC + A811 + 
+ RCC + ABC = (ARC + ABC) + (AR +.AB) + 
+ (AC + AC) + (BC + BC) = ABC +AB + AC + BC 

(compara con el ejerdcio 6 que viene a continuaci ón). 

A UO=A y A ni=A, 
A U l = I y 11 n O = O; 

propiedades del conjunto vac[o O y del conjunto unitario 1 

<A u m n e = CA n e) u (n n e) Y (A n m u e = 
= (A lJ C) n (O U C); 

leyes distributivas 

AU A = A y A nA=A. 
leyes idempoteotes 
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EJERCICIOS 

Demuestra las igualdad os siguientes e11las q110 las letras mnyúsou 
las representan conjunt.os (con la particularidad de que las !otras O o 1 
rpprcsentan siempre los conjunto¡~ vacío y unítar.io, respectivruneute): 

1. (A + B} (A + C) (B + /J) (C + D) = AD + BC. 
2. A (A + B} = A • 
3. AB +A = .4 . 
~. ~ (A + C) (B + C) = A B + A C. 
5. A (A+ 1) (B +O)= AIJ. 
6. (A +B) (B+ C) (C +A)= AE + BC+ CA. 
7, (A + B) (B + C) (C + D) = A C + HC + BD . 
8. (A + 8) (11 + /-) + (A + lJ) (IJ +O)= A+ B. 
lJ. (A + B) (8 + J} (A + O) = A. 
to. (A + lJ + G) (lJ + C + D) (C + lJ +A)= AB + AD + + BD +C. 

Ejf'mplo: 

A (A+C> (H+ C) = A HA +C) (B+C)J= 
lt•Y Mo)CIIlliVa do la 

muiUJIHcactón 
= A (All+C) = (AB·I-C) A= 

2a ley ley oonmntnttvn do \u 
ltls~olbutlvll multiPlicación 

(AB) A+CA ·-
.1a ley leyes 11sonJaUva y r~mm\ll.allva 

llisJ:rlhutlvll do la mulliJolicación 

=(AA) IJ+AC = AB+AC. 
ley idmnpotcn~e de la 

multlpllcaciJn 

§ 2. 

ALGEBRAS 

DE BOOLE 

Hennamos todas las leyes del álgebra de los conjw1tos que 
coJJocomos hasta el mornonto 

A+ 8 = B + A y AB = BA; 
loyee cmnnutalivas 

(A ·1 B) 1- C = A + (B + C) y (AB) C = A (BC); 
leyes asociativas 
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(A + B) C = AC + BC y AB + C =(A + C) W + C); 
leyes distrihutlvas 

A + A = A y AA = A. 
leyes ldempotentos 

Además, en el álgebra de los conjuntos existen dos u.t.,. 
montos (conjun tos) especiales O o 1 tales que 

y Al = A; 

y AO = O. 

Estas leyes (o reglas de las operaciones) son similnrcs 
a las leyes del álgebra de los números que tú doruina.'$ pero 
no coinciden con ellas; por supuesto, el álgebra do los cuujun­
tos también es un «álgebra~>, pero no nquella que tú has estu­
diado antos, sino un álgebra nueva, extraordinaria. 

Pero tampoco el álgebra corriente de los mímeros es un 
álgebra única, sino muchas <~álgehras»: pollemos hablar tlel 
«álgebra de los números entcro1< positivos»1 del «álgebra de 
los números racionales (o sea , enteros y fraccionario!')», ele! 
«álgebra de los números relativos (o sen, positivos y no J>osi­
tivos)»; existo además el «á lgebra de Jos nútnct·os roales 
(o sea, racionales e irracionales)•. el qá]gebra de Jos niJme­
I'OS complejos (reales e imaginarios)» , etc. Todas esta~ qá lgc­
bra~ difieren una do otra tanto en los númet·os con los qlllt 

se opera, como en la definición ele esta~ operaciones (o sea, 
de la adición y la tllHlllplicación); ~i n embargo, las propie­
dades principales de las operaciones son las misma8 en tocios 
Jos casos. Es natural preguntarse ontonce.q cuál es la situación 
en el álgebra específica de los conjuntos: ¿aparoce ésta en 
una forma única , o también aquí exist{\ una qerie rle <~.<í lgobrasl) 

similares que difieren una do otra tonto en Los olomantos 
con los que se opera como en la defi nición de e~tns operaciones 
(true continuaremos denominando adición y mu ltiplicación) 
pero que son idénticas en cuanto a las propiedades de estas 
operaciones? 

Probablemente, tú pre.~ientes ya que existen muchas 
álgehTas semejantes al álgebra fle los conjuntos (o sea, álge­
bras en las q11e rigen lns mismas reglas que en el álgebra rle 
lo~ conjuntos) . Y esto eíect1vnmoute os MÍ. En primol' Jugar, 
las propias ál¡¡ebras de los conjuntos pueden ser m u y variadas: 
podemos hablar del •álgebra de los conjuntos de nlumnos ne 
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t\1 clnso>>, clol <«Hgobra do los conjuntos de animales del par­
quo zoológico de Mo~cú» (que, por supuesto, es un álgebra 
totalmento distinta) , del <<álgebra de los conjuntos fonna~los 
por t~nos u otros ntimeros~, del ~álgebra de los conjuntos for­
mados por puntoR de un cuadrado» ·.(véanse .las figuras de la 
3 a la 10), del «álgebra de los conjuntos de libros de una bi­
hlü•Loca escolar» o dol «álgobra de los conjuntos de estrellas». 
Pew existen también otros ejem.plos, muy distintos, de 
á lgebras que tienen propiedades semejantes; ahora daremos 
algunos. 

Un minuto de atención antes de pasar a estos ejemplos. 
Al analizar 1os ejemplos que vienen a continuación , debos 
recordar con S(lguridad que definir .en un conjunto de objetos 
(elementos) a, b, . .. las operaciones de adición1 y multiplicación 
significa exponer las reglas que a cada par de objetos a y b ponen 
en correspondencia otros dos objetos e y el llamados suma y 
producto de a y b: 

e = a + b y d = ab. 

Escogeremos estas reglas de modo que se cumplan todas las 
leyes de operaciones que caracterizan el álgebra de los con­
juntos. Pero no tienes derecho a p1·eguntar por qué la suma 
de a -y b es igual a e; pues definimos la suma a + b precisa­
hltmte como e y las definiciones, como se sabe, no son objeto 
de discusión. Puede suceder que en algunos casos nuestríls 
definiciones te parezcan extrañas; y es natural, porque estas 
definiciones serán nuevas para ti. y todo lo nuevo, lo insólito, 
siempre parece extraño. En la vida no te sorpr~nden objetos 
tan asombrosos como son el televisor y el teléfono; pero es.to 
se debe sólo a qua estás acostumbrado a ellos. En cambio, si 
tomamos un alumno de segundo o tercer grado -que está 
firmemente convencido de que la suma de. dos números a y b 
es el número de objetos de la unión de una colección dtJ a 
objetos y de 11na colección de b objetos (véase la fig. 1 de la 
pág. 8) y de que el producto abes el número de objetos dé la 
mdón de a coleccione~ con b objetos en cada una (véase la 
fig. 2 ele la pág. 8)-, le explicamos qué es una fracción y 
después Le decimos que la suma y el pt·octucto de 'la~ fracciones 
a 1' 1 r· , 
7 y J :;;e e f' men ast 

.!!..+~ ad+bc a b ab 
e el cd Y -;·-;¡=e;¡. 
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estas roglas (quo para ti resultAn ahol'a ab~ulutnmeJtLo nntu­
l'Ulos) le parecerán, seguramente, m u y oxt1·añas. 

Pues bien, he aqui nuestros ejemplos. 
Ejemplo 1. Algebra de los dos números. Aceptemos qne 

nuestra álgebra tiene dos t\lcmentos solamente quo, por 
l'awnes de comodidad , denominaremos números e indicare­
mos con los ~ímbolos habituales O y 1 (aunque nq uí estos 
símbolos tienen un sentido completamente uuevo). Dcfiniw­
mos la multiplicación de nuestros númci'Os exactamente igual 
que en la Aritmética habitual , o sea, medi ante la siguiente 
.tabla de multiplicar» : 

o 1 

o o o 
1 o 1 

mientras que la adici<Ín la definiremos «casi de la (ormn co­
rriente», o sea , con la única difetencia de la Aritmética hnl>i­
tnal consistente eu que la suma 1 + 1 sel'á ahora de nuevo 
igual a 1 y no a 2 (pues este número sim plcmente no existe on 
nuestra ~álgebra do los dos númoro~,>). De este modo , Jo 
«tabla do sumar» tiene ou n ueslt·a álgebra 1a forma 

+ o 1 

o o 1 
1 1 1 

Es obvio, quo en el álgebra así dcfjnidn ticuou luga1· mn­
bas leyes conmutativas: 
a + b = b + a y ab = ba para cualesquiera a y b. 
Es fácil comprobar que también se cumplen en ella l as l ayo.!~. 
asociativas 

(a + b) + e = a + (b + e} y (ab) e = a (be} 

para cualesquiera a, b y e, 

con la particularidad de que ni siquiera hace falta compmbm· 
la ley asociativa pa-ra la mu ltiplicación, pnes m1estra multi­
plicación n ueva coincide ín tcg,·ament.e co11 11. mn l ti plicación 
de los números y para ésta la ley n!'ociativa os váJida. Tam­
bién es fácil ver que tienen lugar aquí las leyes idempotontos: 

a + a = a y aa = a pa r8 cualquier a, 



o sea, para n = O y para a = 1 (¡he aquí el porqu.é hemos 
t.omado 1 + j = 11). Algo más difícil resulta comprobar las 
le ye!l d is t l'i ln,1 Li vas · 

(a. + fJ) e = ac + be y ab + e = (a + e) (b + e) 
para cualesquiera a, b y c. 

Por ejemplo, e11 nuestra álgebra 

(1+1)·1=1·1=1 y (1·1)+(1· 1)=1+1= 1; 

(1·1)-1-1=1+1=1 y (i-1-1) ·(1+1)=1·1=1. 
Fiualmente, si convenimos en asignar al número O el papel 
del elemento O de nuestra álgebra y al n\unero 1 el f)apel del 
clcroento J, tendrán lugar tambión las reglas rcierentes a Los 
oiLunentol$ cspccínles O e [: siempre (o sea, para a= O y 
para a= 1) 

a+O=aya·1=a; a+ 1 = 1 y a.n =O. 

Ejemplo 2. Algebra de los cuatro números. He aquí un 
ejemplo algo más complejo aunque del mismo género. Snpou­
gamos que los elementos del álgebra son cuatro «números» 
que indicaremos con las cifl·as O y 1. y con las letras p y r¡. 
Definiremos la adición y La multJplicación en el álgebra con­
siderada con las tablas siguientos: 

+ o p q 1 

o o p q 1 
p p p 1 1 
q q 1 q 1 
1 1 1 1 1 

o 
p 
q 
1. 

o fl q 1 

o o o o 
o p o p 
o o q fJ 
o p q 1 

También aqu1, como ~s fácil persuadirse mcdiattte la 
com.probución d~rccta, 

a + /; = b + a y (tb = ba para cualesquiera a y b; 
(a + b) -+ e = a+ (b +e) y (ab) e =a (be) 

para cualesquiera a, b y e; 
(a + b) r. = ac + be y ab + e = (a + e) (b + e) 

JHlra cunlosquiera tt, b y e:; 

a + á = a -y fLll. = a para cualquier a 
(o sea, paru (¿ = O, p, q y 1). 
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Además, los números O y 1 desempeñan aquí el papel de 
los elementos O e l del álgebra de los conjuntos ya que para 
cualquier a 

a +O=a y a·1 = a; a+ 1=1. y a·O=O. 
Ejemplo 3. Algebra ck los máxtrnos y los mínimos. Tome­

mos como los elementos de nuestra álgebra un conjunto 
(acotado) de números, por ejemplo, aceptemos quo estos 
elementos son algunos números x (o, posiblemente, tooos 
ellos) tales que O ~ x ~ 1, o sea, los números comprendidos 
entre O y 1 incluyendo los propios números O y t . En cuanto 
a las operacione~ de adición y multiplicación, las definire­
mos de w1 modo enteramente nuevo y, para no confundirlas 
con la adición y la multiplicación corrientes, emplearemos 
incluso signos nuevos: E9 (adición) y ® (multiplicación). 
A saber, aceptaremos que la suma x E9 y de dos nú~eros 
x e y es igual al mayor de éstos (o a cualquiera de ellos si 
x = y); entenderemos por producto x ® y de los números 
x e y el menor de éstos (o cualquiera de ellos si x = y). 
Por ejemplo, si los elementos de nuestra álgebra son los nú­
meros O, 1/ 3 , 1/'1., 2/ 3 y 1, la «tabla du suman y la «tabla de 
multiplican de nuestros números tienen la Ioi'Illa 

o 

~ 

1 
2 
2 
3 
1 

o 
1 
3 
l 
2 
2 
a 
1 

o 1 2 
3 z 3 

o o o o o 

o 3 3 

o ~ 2 ~ ~ 
1 2 ::! 

o "'jf 1 3 3 
o 1 1 

3 2 
2 
3 1 

En los Matemáticas, uJ mayor rlt> dos o va rios númoro~ IL, 

v, .. , z sm•le t](•signnrso M Í: máx lzt, v, .. . , zl y ol roonor 
de estos ní1mero~. por el símbolo mín (u. v, ... , zP). De l:'sl a 

J) máx lu, 1>, •• • , z) y utíu lu, u, . •• , zl se 
JIUI:Ide leer, res¡>eelJvamonle, corno crntixuuu de u, v, .. . , ;• y «mí­
nimo de u, o, .. . , :• . 
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forma, cu nuestra <cálgeb.ra de los máximos y los mínimos», 
por definición 

x Ef> y= máx lx, yl y x ® y = mín (x, yl. 

P odemos también couvenir en representar los números por 
modio tle puntos do la l'CCt.a numérica¡ entoncol', losJlúmeros x. 
donde O ~ x ~ 1, quedarán representados por los puntos del 

X$y 

0 ~--------~---------o------------~ 
X y 

l"lG. S1 

segmento horizontal de longitud 1, la suma x E!) y de dos nú­
meros x e y por aquél de los puntos x o y que se halla a la 
deree.ba y él producto x ® y por el punto situado aJa izquier­
da (fig, 11). 

Está claro que nuestras nuevas operaciones ue adición y 
multiplicación satisfacen las leyes conmutativas: 

X Ef> y = y E!) X y X ® y = !/ ® X , 

También ::;e cumplen obviamente Jas leyes asociativas 

(x $ y) $ Z = X e (y $ z) y (x ® y) ® Z =X ® (y e z); 

así, el número (x $ y) e Z O X Ef:) (y $ z) -que Se puede 
indicar si mplemente por x $ y$ z omit iendo los paréntesis 

x e y,~ e y e z y e z IC e y" y e,z ~ }( e y e z 
0~--~----------~--------------~------~ X 1 Y 

FIG. 12 

es el máx lx, y, z] {fig. 12) y el número (x ® y) ® z o x ® 
® (y ® z) -o simplemente x ® y ® z, sin l os paréntesis­
es olmín lx, y, zl(véase denuevolafig. 12). Nomen.osclaro 
está que también las leyes idempotentes tienen lugar aquí: 

x Ea x = máx [x, x] = x y x ® x = mio [x, xi = x. 
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Comprobemos, finalmente, la validoz de las leyes distri­
butivas 

y 
(x $ y) ® z = (x ® z) $ (y ® z} 

(x ® y) $ z = (x EB z) ® (y EB z). 

Está claro que el número 
(x EB y)® z = mín {máx [x, y, z)} 

es iguala z si al menos unó de los números x o y es mayor que z 
y es igual al mayor de estos números si ambos son menores 

(X$ Y)@Z=(X @z)Q)(Y@ZJ (xQ)Y)@Z=(X@Z)Q)(Y@Z) 

Y®z x®z xey 
01-<l o o 

y Z X 

Y@Z xeyox@z 
11 010 o o 

y y 1 
11 

(a) (b) 
FIG, 13 

que z (fig. 1.3, a y b). Pero a esto mismo exactamente es 
igual también el número. 

(x ® z) ~ (y ® z) = máx {mi.n [x, zl, min [y, zl} 

(véase de nuevo la [ig. 13). De un modo análogo, eJ n(Jmero 

(x ® y) EB z = máx {mín [x, y, zl} 

es igual a z si al menos UlUJ de los números x o y es menor qua z 
y es igúal al menor de estos números si ambos son mayores 

(x@y)(Dr ... (X9l)@(Y.$1) {X @y)$l=(x(9Z)@(Y9Z) 

xezDy@z X@Ycxez y 1 
o o 11 0~~--~~~--~~~ 

X Z Z X y 

(a) (b) 

FIG.H 

que z (fig. 14, a y b). Pero a esto mismo es ignal también el 
número 

(x $ z) ® (y EB z) = mín {máx. [x, z], máx [y, zl} 

(véase ae nuevo la fig. 14). 

4·1176 
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Para persuadirnos ahora de que en Jtuestra ólgebra especi­
fica se cumplan todus lus leyeM del álgebra de Los coujuntos, 
Lastará señalar solamento que el papel de los elementos O 
e 1 del álgehra de Jos conjuntos lo desempeñan aquí el menor 
de los números considerados - el número 0- y el mayor de 
estos números -el número 1. En efecto, cualquierll C(ue sea 
el número x, donde O~x~i, siempre 

x Ea O = máx (x, 0] = x y x ® 1 = mín (x, 11 = x; 

x EB t = máx (x, 11 = t y x ®O = mín (x, 01 =O. 

Ejemplo 4. A lgebra de los mínimos múltiples y los máximos 
divisores. Sea N un número entero positivo cualquiera; tome­
mos como elementos de nuestra álgebra nueva todos los posi­
ble!l divisores del número N; por ejemplo, si N = 210 = 
= 2·3·5·7, los elementos del álgebra considerada son los 
números 1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 14, 15, 21, 30, 35, 42, 70, 105 
y 210. La adición y Ja multiplicación de nuestros números 
las definiremos ahora de una forma completamente nueva: 
entenderemos por suma m E9 n de los números m y n el 
mínimo común múltiplo de los mismos, o sea, él menor nú­
mero ontero (positivo) que es divisible por ambos ·números 
m y n.; tomaremos como producto m® n de los números m. 
y n el máximo común divisor de estos números, o sea, el 
mayor número entero que divide a m y a n. Por ejemplo, si 
N = 6 y nuestra álgebra contiene solamente cuatro números 
1, 2, 3 y 6, la adición y la multiplicación de l os números 
vien~n dadas por las tablas siguientes: 

(fl 1 2 3 6 ® 1 2 :l (j 

1 2 3 f, i t t 

2 2 2 6 G 2 t 2 t 2 
;! 3 6 3 ti 3 ' 1 3 3 

6 6 6 6 (i G i 2 3 {j 

En la «Aritmética superior» (teoria de los números), el 
mínimo común múltiplo de dos o varios números m, n, ..• , s 
se designa frecuentemente por lm., n, . .. , sl y el máximo co­
mún divisor de estos mismo números, por (m., n, ... , s). 
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De esta forma, en nuestra álgebra por defillición 

m, ES n = lm, nJ y m® n = (m, n). 

Por ejemplo, si el álgebra contiene los números 10 y 15, 
entonces-

10 Ef> 15 = [JO, 151 = 30 y 10 ® 15 = (10, 15) = 5. 

Es evidente. que en nuestra álgebra siempre 

m EEl n = n E9 m y m ® n :=; n ® m. 

Además, aquí 

(m Ef> n) e p = m e (n e p) (=(m, n, pi) 

(podemos convenir en indicar este número simplemente por 
m Ea n EEl p omitiendo los paréntesis) y 

(m® n) ® p =m ® (n ® p) (= (m, n, p)) 

(este número se puede indicar simplemente por m ® n ® p). 
No menos evidentes son Jas leyes idempotentes: 

m EB m = [m, m] = m y m ® m = (m, m) = m. 

Algo más difícil (como siempre} resulta comprobar las 
leyes distributivas. El número 

(m ES n) ® p = ([m, n), p) 

no es otra cosa que el má:ttmo comúrL divlsor del número p y del 
mínimo común múltiplo de los números m y n ( ire1lexiona bien 
en el sentido de esta frase!); contier1e aquellos, y sólo aque­
llos, factores primos que figuran en la descomposición de p 
y al mismo tiempo en la descomposición de tmo de los nú­
meros m o n por lo menos. Pero está claro que estos factores 
primos (y sólo estos) figuran también on la descomposición 
del número 

(m ® p) Ea (n 0 p) = {(m, p), (n, p)l; 

por eso, siempre 

(m Ea n) ® p = (m ® p) e (n ® p). 

Por .:'ljemplo, s\ los números se toman riel conj1111 to de los 
divisores del número 210, tenomos 

(10 E9 14) ® 105 = {[10, 141. 1.05) = (70, i05) = 35 
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y 

(10 ® 105) EEl (14 ® WS) = !(10, 105), (14, 105)1 = 

= (5, 71 = 35. 

Análogamente, el mhnero 

(m ® n) @ p = [(m, n), p) 

es el mínimo común múltlplo del número p y del máxlmo común 
divisor de los números m y n; contiene aquellos factores primos 
(y sólo aquellos) que figuran en la descomposici6n de p o 
bien en la descomposición de ambos números m y n (o, posi­
blemente, en la descomposición de p y en la descomposición 
de ambos números m y n.). Pero estos mismos factores exacta­
mente contione también el número 

(m E9 p) ® (n e p) = ([m, p], [n, p]} 

y, por oso, siempre 

(m ® n) $ p = (m EEl p) ® (n $ p). 

Por ejemplo, 

(to ® 14) $ 105 = [(10, 14), 105) = {2, 1051 = 210 

y 

(10 te 105) ® (14 e t05) = (f10, 1051, l'l4, 105]) = 

= (210, 210) = 210. 

Finalmente, el papel do los elementos O e 1 del álgebra 
de los conjuntos lo desempeñan aquí el menor de los núme­
ro~ rle la colección con~iderada -el número 1- y el mayo~: 
de ellos -el número N. En efecto, es evidente que 

m Ef) 1 = lm, 11 = rn y 

rn EEl N = lm, N] = N y 

m ® N = (m, N) = m; 

m ® 1 = (m, 1) = rn 

(no olvides que en nuestra á lgebra figuran los divisores del 
número N so lamente). De esta forma, también aqui se 
cumplen todas las leyes del álgebra de los .conjuntos. 

Vemos, pues, que existe una cantidad suficientemente 
amplia de diversos sistemas de «objetos» (elementos del álge-
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bra considerada) on los cuaJes so pueden definir las opera­
ciones de adición y multiplicactón quo satisfacen todas laR 
reglas que sabemos se cumplen en el álgebra de Jos conjuntos: 
dos leyes conmutativa.~. dos leyes asociativas. dos leyes dis­
tributivas, dos leyes idempotentes y cuatro reg~as determi­
nantes de las propiedades de l os e1ementos ~especiales» que 
en nuestras álgebras desempeñan un papel p1·óximo al que 
desempeñan el cero y la unidad. Más tarde veremos otros 
dos ejemplos, muy im'J)ortautes e interesantes, de tales álge­
bras. 

Ahora, al pasar al estudio de las propiedades geneTales 
de todas estas álgebras, debemos , ante todo, darles un nom­
bre gonérico. Act.ualmonte todas e.llas se rlcnom ioan álgebras 
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de Uoulc1) ya que fue George lloole¡¡), destacado mat(:Jruátlco 
iuglés del siglo XlX, quicu pot· primera voz t)Studió las 
álgebras de p1·opicuaues tan extrañas. Conservaremos los 
nombres de cadicióo» y «multiplicacióm para las operaciones 
principales del álgebra de Boole (pero debes recordar que no 
sou Ja adición y multiplicación cordentes do los números); 
sin embargo, a vecos denominaremos estas operaciones adi­
ctón booleana y multiplicación booleana. 

La obl'a de G. Boo1e, cousagrada al examen minucioso dol 
álgeLr·a extraordinaria al que está dedicado este folleto , apa­
reció por primera vez on 1854, o sea, hace más de 100 años, 
bajo el título de «<nvestigación de las leyes del pensamiento~> 
( «<nvesti'gation of the laws of thougl1b). Posiblemente este 
titulo te parece por ~wra extraño; pero después de leer este 
[ollcto, comprenderás qué .relación existe entre las leyes de 
nuestro péns.amiento y las álgebras extraordinarias que aquí 
se analizau. Notemos sólo que precisamente esta conexión 
ontre las álgebras de Boole y las «.leyes del pensamiento• 
explica por qué la obra de Boole, que inicialmente pasó 
dcsuporcibida para los matemáticos, despierta hoy tan 
g1'a11 interés. Durante los últimos años e~ta ob~a ha sido 
varias veces reeditada y traducida a distintos ídiomas; en 
muchos· países el c·oncepto de álgebra de Boole ya figura, de 
una u otta form~, en el curso escolar de las Matemáticas; 
en otros países. entre ellos la URSS, la- idea de incluir este 
concepto en el curso de la enseñanza modia se está debatiendo 
activamente y tiene arrlientes adictos entre los matemáticos 
y los pedagogos. 

EJERCICIOS 

t. Comprueba directamente que para todas lJlS ternas de elemen­
tos del •álgebra de Boole de los dos númt,rost (ejemplo 1., pág. 25) 
son válidas ambas leyes distributiva!.!. 

J) En el apéndice (pág. 76) damos la definición 
exar.~:1 lle las álgebras de Boole. 

2 ) Padro de la escritora inglesa Etel Lilian Boole 
(u1a1:1 ronoeida por el apellido de su mnrido M. Voinicz, revolucionario 
(IOlaco), autora de la novela iEl TábaJI0\1, 
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2. Comprueba aml!é\S ll)ycs disLrH11ttivas. paru algunas ternas de 
olemuntos del «álgebra de Jloole do Jos cuu:tt·o ulementosl) (ojomplo 2, 
pág. 26). . 

3. a) SI en tu apartamonto no hay más escolares que tú, los «con­
iuntos de escolares de tu apartamento• son: el conjunto ( quo consta 
de un escolar y el con~unto O que .no coutieno escolare.s (conjunto 
vaeio). Forma para el calgebra de los conjuutos do escolaret~ que resi­
den en tu apartameuto» (esta álgebra contitmo dos eioment.oa, O ·o / , 
solamente) la «tabla de sumar• y fa utnhlo. de multiplican y compároJas 
con las tablas de la pág. 25; deduce de aqu• que para el «álgoLra de los 
dos números» considerada en el ejemplo i de esto l'Urágraio so cum· 
plen efectivamente t.odas las Joyas del álgebra tlo 13oole. 

b) Supongarnoa c¡uo eu Ull apartamento viven dos escolares, 
lledro y Catalina. Entonces el «álgebra de los conjuntos de oscolares 
qli.e restdcn on este apartamento• contieue cuatro ele(nentos: el con· 
junto 1 que comprende dos cscolar~s; dos conjuntos P (Podro) y (J 
(Catalina) formado cada uno I)Or un escolar; el conjunto vacío O. 
¡:orma la ctabla de S'Onta.r» y la <~tabla de multiplicar• para osta álge­
bra do los conjuntos y cocnpál'alas .:on las tabl«s de lu pág. ~U; deduce 
de. aquí que para el «álgebra de los cuatro números¡¡ cousiderudu en el 
CJjemplo 2 de este- parágraCo se cumplen todas las leyes clel álgebra do 
Boole. 

4. Comprueba que 

lt) mln {máx[{, !J. t}=rnáx {rnin[~. !J. 
·[1 {]' } mm 1"• 4 

y 

' { • [ 1 1 ] 1 } . { ' '[- 1 
UHIX . mm 7• ll 1 4 =111\Jl . ffiaX 2• 1J ' [i t]} 4 . lllliX .. 3 ' T • 

b) ([12, 30], 8} = ((12, 8), (30, 8)) 

y 

((12, 80}, 81 = (1'12, 8), 130, 81). 

!). a) For.ma la ctahl~t de sumar• y In «t'a41a de multiplicar• J•ara 
ol álgebra de Boo.le de los tros números O, ~~ y J, doudo z e y = 

"" 
= máx [.x, y} y te® u= nún lx, y); compruoba que en esta álgebra 
·se curnplen las· leye:;~ del álgebr11 de .Uoole. " 

b) Forma la «tabla de sumnr* y 1a ~tabla de multiplican para. 
el álgebra formad1!, por los divisores del número 12, donde m$ n = 
-= 1m, nl y m ® n = (m, n}; comprueba que eil ostu álgehrn. eo cum­
plen algunas de las leyes del álgeJ:mt de Boole. 

6,*· Supong;lmos que ~a. descomposición on fuctorm; pr1mos de 
un numero N (entoro pos1~1VO) es de la fonn11 

N =P't''P~\ 2 · .. l':h; 
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<mtonces dos cmlll!squicl'a riivisoros m y n de este número se put!den 
rll¡n11seu Lur en lo. forma 

donde O ~a1 ~ A1 • O ~a2 ~As, ..•• O ~ a¡, ~A¡11 Y 
_ bt bs bh. n-p, P2 ... PJL, 

donde O ~ /11 ~ A 1, O ~ ba ~ A 9 , ••• , O~ b,._ <A,._ (algunos de 
los números aJ, as, ... , alt• Ó¡, ba, ••. , 1>1, pueden res,Jltar igiJales 
a cero). ¿Qué forma tienen en este caso las descom_posicior~es en facto­
res primos de los números lm, n] (mín1mo comun múltiplo de los 
números m y n) y (nt. n) (máximo común divisor de los números m 
y n)? Emplea t:!stas descomposiciones para demostrar que-constituye 
un álgebra do JJoole el conjunto do todos los divisores del número N 
con las operarioncs m (9 n = (m, n) y m® n "= (m, n) . 

§ 3. 

OTRAS PROPIEDADES 

DE LAS ÁLGEBRAS DE BOOLE: 

PRINCIPIO DE DUALIDAD¡ 

IGUALDADES Y DESIGUALDADES 

BOOLEANAS 

Prosigamos ol estudio deJ álgebra extraordinaria que he­
mos denominado álgebra de Boole. Ante todo, salta a la vis­
ta el paralelismo completo que existe entro las pTopiodades 
de la adici6a booleana y do la multiplicación booleana: es­
tas propiedades son tan similares que en toda f6rmula (¡co­
rrecta, por supuesto!) del álgebra de Boole se puede sustituir 
la adición por la multtpticactón, y viceversa; la fórmula seguirá 
siendo válida. Por ejemplo, en el álgebra de BooLe c;e cumple 
la igualdad 

A (A + C) (B + C) = AB + AC 

como Jo hemos demostrado anteriormente (véase el ejemplo 
considerado al final de los ejercicios del § 1, pág. 22). Susti­
tuyendo en esta igualdad la adición por la multiplicación. 
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y viceversa, obtenemos la igualdad 

.A + AC + BC-= (A + B) (A + C) 

que también es válida (véase el ejemplo dt~ la pág. 38). Sólo 
debe tenerse en cuenta que si en una igualdad del álgebra de 
B()(}le figuran los elementos especiales O e 1, al sustituir la 
adición booleana por la multiplicación booleana, y viceversa, 
deberemos sustituir el elemento O por 1 y el elemento 1 por O. 
Por ejemplo, es válida la igualdad 

(A + B) (A + 1) + (A + B) (8 + O) = A + 8 

(véase el ejercicio 8 de la pág. 22); de aquí resulta que tam­
bién tiene lugar la igualdad 

(AB + AO) (AB + B1) = AB. 

F.sta propiedad de las álgebras de Boole que permite «gra­
tuitamente,. (o ~ea, sin demostración) obtener de cada igualdad 
otra nueva') lleva e} nombre de principio de dualidad y las 
igualdades, que tesultan una de otra por medio de este prin­
cipio, se denominan duales unas respecto a otras. El prin­
cipio de dualidad se deduce de que la Usta de las leyes prin­
cipales del álgebra de Boole -que son las únicas que podo­
mos emplear al demostrar una u otra fórmula booleantt- os 
perfectamente «simétrica»: con cada ley contiene otra , dual 
de la primera, es decir, que se obtiene do aqttélla StYstituyendo 

1 ) Puede suceder que la Igualdad «nueve~ (que se 
obtiene sustituyendo en una fórmula del álgebra de Boolc la adic16n 
por la multiplicación, y viceversa) coindda con la inicial y en esto 
caso nuestro procedimiento no arroja vontaja alguna. Por ejemplo, 
al sustituir la adición por la multiplicación, y viceversa, In igualdatl 
correcta (véa80 el ejercicio. 6 de la pág. 22) 

(A + I:J) (B + C) (C + A) = AB + IJC + CA 
so translonna en la igualdad 

AB + BC + CA = (A + 8) (B + C) (C + A) 

quo coincido con la. inicial; la igualdad (ejercicio 7, pág. 22) 

(A+ B) (B + C) (C +D.)= AC + BC + DD 

ae Lrnns[onnn, al sustituir la mult.ipllcoción por IR ndici6n, y vicl'· 
versa, en la igunldatl 

AB + BC + CD = (A+ C) (ll + C) (11 + D) 

que sólo insubstancialmente difiere de lo inicial (se trunsfol'ma en la 
inicial al sustituir la lotru I:J por la le~ra e y la letra e flOr la Lolra H). 
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fu adic.jón por lu mult iplkación, y viceversa, y o) elemento O 
por ol elemento T, y ·viceversa. Así , la lt\Y conmutativa ue 
la adjción os dual do la le y conmu tat iva tlo la multiplíca­
ción; la Joy asociativa de la adición es dual de la ley asoch1ti· 
v11 d0. la multipl ic.<\cióu: la ley idempotente do la adición es 
final de la ley iól'mpotent.e de la mult iplicación; la primorn 
ley distributiva es dual de la ~egunda ley di~tributi va¡ pot· 
último, las igualdad{'.<! A + O = O y A + J = J son duales 
do las igualdade~ Al= A y AO =O. Tespoctivamonto. Por 
eso, si para ti('mo1'itnrr una igualdad hemos empJcad o 1mas 
u otras Joyos pnnci palc.s d<>l á1gehrn de Boole, po<lomos dc­
mostrnr do la m ismn fot·ma exD.ctnmcnte. recurriendo a los 
lcyt\c; duales , también In i,;ual clad flua l el o la inicial. 

~jc111plo. Demostremos la tgunldad 
A +A C + BC = (A -1- 8) (A + (..') 

dunl tlo In •gualdad 

En oieélo, 
A (A -1- C') (H + C} = A 8 + A C. 

A+AC+ RC -- .A+(AC+BC) A+(A+B)C= 
lny 1\SOCilltiV:J 18 l!'Y 
de In Rdic.Jón distributiva 

t·ey con,.,n ta th' il 
de la nrtM<m 

Ju yl·~ ~'"''nut~>tl Vlt 11 aBo<JI.lliva 
de 1 n adlcl/111 

I (A -1-B )+Al (C + A) = 

[(A-l-A) + 8] (A+C) = 

=- (A+B)(A+C) 
lC}' tdempntcnle de 1<~ 

adición 

(compara tO.Il la demost.ración do la il{ualdad A (A + C) (B + C} = 
= A 8 + Al..' en ln pág . 22). 

Ot.rn demostraC-ión del princ.i pi o dt.~ chtalídad está l igada 
a q uo e11 el álgebm do Boolc existe nna opornción ospccial 
1>or c.uyo electo t odo clomout.o A no est.~ álgebm se transforma 
NI 1111 <'leroen1.o n ttevo A a la vez quo la adicián se transforma 
en la. multiplicación. 11 t.'iceversa. En ot.rns palabras, esta 
oporac\ón { q u o tlen om lnnt·emos opernci6n (11'aya») os tal que 

:tf:TB = í\8 y AR = A -1-B. 
Adomñs. 



39 

Fiualmonto, por efecto do Ja operación «l'ayu» el ~ l l' rnon l.u A 
s~ t.ransformn en el elemento .in icial A, ct sea , pnrn todo 
elemento A del álgebra de Boolo 

A=(A)=A. 
En el álgebra de los conjuntos la operación <11·nyM (o~t.u 

operación específica permite obtener un nuevo olemcn t.o cfl·l 
álgebra de Boole a partir do w1o y no de dos clemontos tlaclo8 
como es el caso de las operaciones do adición y multiplica-
ción) tiene eJ siguiente significado. Ent('ncfemo8 por A el 

F 10. 15 

com.pkmento del conjunto A, o !lea, ell.'unjunto formado por 
n.quellos elementos del conjunto untverso J, y s6lc aquellos, f)Tte 
no constan en el conjunto A (fig. 15). P or• t>jemplo, ¡:;¡ d con­
j unto lmiverso repre~nta el coJlJllnt.o d~ todns Los alumno~ 
fle tu clase y A es el C(llljnnt.o clo lo:-~ alumnos su~J,curtuio~ 
como mínimo eu una do las asigunt.uras del primer tdrnosLro 
(el conjunto de los a1umnos u trasudo~). entonces A <'S (') 
COHJUnto úe los alumnos q uc llau :;ncatlo u o monos do <l~l\Lis­
facto r·io» co todas las asignatuJ'IlA (ol conjllllto do los alum­
nos n<l(l.lantoci os). 

De Ja •l efin i~ión misrn f.l del cnmpleme.nl(t A dt' l l:.onjun lo 
A se ded uce que 
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y que 

y AA=O 
(véaR~ la miF>mR fig. 15; las dos últimas igualdades pueden 
sor vir incluso de definici6n del conjunto A). Es evidenl.o 
también que 

0= 1 o l = O. 
Demostremos finalmente que en ol álgebra de los conjun­

tos ~ cumplen las propiedades más importantes de la ope­
ración •raya•: 

A+B=AB y AB=A+B; 

estas rcgl~ts so denominan reglas de Morgan en memoria dol 
mntemático inglés Augustus de Morgan {1806-i87t }¡ con­
temporáneo y correligionat·io de George Boole. En Ja fig. 16, a 

(8) (b) 

I' IG, te 

npnrece sombreado, c 011 lineas obl icuadas hacia la izquierd a, 
el óvalo (el conjunto) A y Qn la fig. 16, ú, c.on líneas oblicua-
das hacia la derecha , su complemento A J1asta el cuadr·ado 
complet o I; c.on línenF- horizontaleg está ~ombreado en la 
fig. 1() , al'l úvn lo (ol C.Olljunlo) 8 y en la rig. 1G, b, con líneas 
vertiente~. su complomento fJ. En la Iig. 16, a ¡·esulta som­
breado la región A + 8, mientras que eu Ja f ig. 16, b l'esulta 
doblemonto sombreada la región AB. P ero comparando las 
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figuras 16, a y t6, b, so ve que la región doblemente sombrea­
da en la fig. 16, b complementa la región sombreada un la 
fig. 16, a; con esto queda demostrada la primera regla de 
Morgan: 

A+B=AB. 
Por otra parte, en la fig. 16, a resulta doblemente sombreada 
la región AB y en la fig. 16, b resulta sombreada la región 
A +B. Estas dos l'egiones (conjuntos) son, obviamente, 
una complemento de la otra, es decir, 

.__ - -
AB = A+B. 

Sefialemos ahora el significado de l~ operación «l'tiYB• en los 
demás ejemplos de álgebras de Boole considerados nnteriormoutc. 
Asi, en el álgebra do los dos números (ejemplo 1 de La pág. 25) 

0=1 y f=O. 
Es evidente que -;i. = a para cualquier elemento a. de est.a álgobrn 
(o sea, para a = O y para a = t). Además, comparando la ttab)a do 
suman y la .tabla de 'multiplican formada para los números O = 1 
y r =o: 

+ o 1 - O=i t=O 
o o 1 y Ó=i t () 

t 1. j t=C) o o 
se deduce quo en todos los casos a.+ b = ab; do un modo análogo 
se coi:Dpnteba también la segunda regla do Morgan: ab =; + b. 

En el álgebra de los cuatro números (ejemplo 2 tle la pág. 26) 

0=1, )i=q, q=p y t=O. 
Es evidente de nuevo que~ = a cualquiera que sea el elemento a de 
nuestra álgebra. Para comprobar la relación <1 + b = ab, bastará 
comparar como antes dos tablas 

+ o p !1 1 0=1 "P=q ÍJ= P r~o 
o o p q 1 0=1 q p o 
p p p f 1 y 

p=q q q o o 
q q 1 q 1 - o o 
1 i. t 1. 1. q= P p p 

1= 0 o o o o 
Análogamente se comprueba tllmbiéu ln relación ab = a+ b. 

Pasemos ahora al álgebra de los máximos y los m(nlmos cuyos 
olementso son los uúmeros x tales que O -< x <. 1., mientras que la 
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ndición hooleana Q) y la mulllplicacióJI booleanu ® se •lefinen asi: 
:rE9 y= máx !:&, yl ~ z® 11 = mín (x, y). 

Para que on ca~a álgebra tengan lugar las reglas de Morgan 

x$y= z@y y x®y=z$y, 
ms decir, para que sea 

rnáx [x, y) -. míu (x, 111 y mín [z , y) = .máx jx, y], 
ha~.(' fa lUI solarnente que la opet·aci6n «raya• Invierta ('1 orilcu d~ los 
elementos, es decir, q11o do la condición :r: ~ y ee deduzca la cond1d6n 

X 
0~---o-------*------~~--~ 

; J X 

1 
ll'lü. 11 

; ~ ii (¿p<¡r qué?) . l'or eso si los elementos del álgebra son todos los 
números x lales quo O -" x ~ 1, podemos poner , por ejemplo, 

i-= 1- x; 
eu otros palabras, ee puedo aceptar que el punto "i u simétrico dd 

punto x respecto al centro ~del segmento (0, 1] (fig. 17). Eu tul caso 
as ovluonte que 

y 

= 
Por supuesto, tienen lugar también las reglas de Morgan 

x$u=i®'Y y x®u=x61ii 
(véase la fig. 18, a y b). 

1ei·i®y 
012 o ) ( o 

y 'i l Jf 
2 

11) 

xEDy 
~11 012 y y 

F IG, SS 

x®y 
o 
y 

) 4 

l 
2 

b) 

Conslderemog finulmonte el á lgebra de Jos m ínimos múltiples 
y de Jog máximo!> divh;or<.'5 cuyos elomcnlo!l sou todos los divisores 
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posibles del número entero positivo N, mlcouas que la achci6n boolea­
na ED y la multiplica<:ión booleana ® se definen así 

m E9 n = [m, n) y 111- ® n = (m, n), 
dondo lm, nl os el mínimo común múltiplo de los números m y n 
y (m, n) es el máximo comú'n divisor de ~atos. Pongamos aquí 

N 
m=-; 

m 

por ejemplo, on el caso analizado anteriormente en el que N .... 210 

t=2to, 2=105, 3=70, 5=42, 6=35, f=30, 
W=21, J4= t5, •5 =14. 2i=i0, 30=7, 

Está claro que 
35= 6, 42=5, 70=3, 105=2, 210=i. 

Í=N y Ñ = i . 
Además, es evídeuto que 

= N 
m= N/m -m. 

También aqui tienen lugar las reglas de Morgnn: 

mEan.=m®ñ y ~=iñEañ; 
por ojumplo, 

y 

6$2f = {6, 21)=42, 
6® 2i=35® 10=(35, 10)=5 y 42=5 

6021=(6, 2t)=3, 
íi$21=35$ 40=(35, 101=70 y 3=70. 

Dejamos a cargo del lector la demostra<:ión completa de las reglas de 
Morgan (vóasB a oste respecto el ejercicio 6 de la pág. 50) 

Supongamos ahora que tenemos una jgualdad que se 
cumple on cualquier álgebra de Boole; por ejemplo, la igual­
dad ya conocida 

A (A + C) (B + C) = AB + AC. 
Aplicando a ambos miembros de esta igualdad Ja operación 
crayat, obtenemos 

A.,...,(:-:-A-+....,C::-) ={B=--+-C"""") = AB + AC. 
Pero, en virtud do las reglas d~ Morgan, 

A (A+ C)(B+ C) = {A (A+C)I (R +C) = 

= A (A+C)+B+C A+A+C+BC~A+AC+BC 
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y 

AB+AC =AB·AC = (A+B) (A +C). 
Do e.ste modo, tenemos en defiiJitiva 

A+ A e+ Be= (A+ B> (A+ C). 
Pero como esta igualdad se cumple para cualesquiera A, B y 

C, continuará siendo válida si designamos los elementos A, 
fj y C de nuestra álg~bra de Boole simplemente por las lo­
tras A, B y C; entonces Uegaremos precisamente a la igualdad 

A + A C + BC = (A + B) (A + C) 

dual de la igualdad inicial. 
Es así cómo de las propiedades de la operación «raya» 

(y, en primer lugar, de las reglas de Morgan) resu lt& oJ prin­
cipio de dualidad. Sólo no debemos olvidar que si la igualdad 
inicial comprende los elementos cespeciales& O o 1 , entonces, 
debido a las igualdades, 

o 1 e r o. 
on la igualdad transformada (dual) aparecerá 1 en Jugar de 
O y O en lugar de J . 

Por ejemplo, aplicando la operaci6u trayu a ambos sniemhros 
do la igualdad 

A (A + 1) (8 + O) = AB 
(véase el ejercicio 5 de la pág. 22), obtenemos 

A (A+I) (B+O>= AB 
o, pueato que 

A (A+l) (B+O)=A (A+l)+B+O= 

=A+A+I+B+O=A+.AJ+BO=A+AO+BI 
y 

la Igualdad 

A+AO+BI =A+ B. 
Pero Ja última igualdad (en la que A y B son arbitrarios) es equivalen-
te n la siguiente • 

A + AO + 81 =A + 8 

que se obtiene de la Igualdad iulcial al su.stltutr la suma/.or el produc· 
to, !J vlceVtrl4, tUf tomo el elemento O por el elemento 1 11 lficewrta. 
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Es notorio quo el prit1cipio de Judidad tie11e uu campo 
de {)plicacióu incluso más amplio quo el señalado: ~tpnrte de 
las igualdades booleanas se puedo aplicar también en las 
«desigualdades booleanast. Pero para explicar esto debere­
mos, ante todo, estudia-r un concepto más que desempeña nn 
papel importantísimo en la teoría de las álgebras do Boole. 

En toda álgebra rle Boole, además del concepto de igual­
dad de elementos de este álgebra (la igualdad A = B signi­
fica que A y B vienen a ser simplemente un mismo elemento 
del álgebra de Doolo}, existe otra relación importante entre 
Jos elementos que desempeña aproximadamente el mismo 
papel que desempeña en el álgebra de los números la relación 
«mayor quet (o «menor que•). Esta relación se indica con el 
símbolo::::> (o e) y se escribe 

A::::>B o Bc.A 
(Las dos últimas relaciones tienen el mismo sentido; fíjate 
en que se asemejan a las fórmulas a > b y b < a); on el ál­
gebra de los conjuntos, la relación A ::::> B significa que el 

FIG. ti! 

conjunto A contiene, en tanto que una parte suya, el conjun.to B 
(fig. 19). Por ejemplo, si A 2 es el conjunto de Jos números 
pares y Ae es el conjunto de los números enteros divisibles 
por 6, entonces es obvio que A 11 :::> A8¡ del mismo modo exac­
tamente, sl A es el conjunto de los alumnos avanzados de tu 
clase y B es él conjunto de los alumnos que estudian en sobre­
saliente, entonces, por supuesto, A ::::> B. Debe sólo tenerse 
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en cneuta que tamllién escribiremos A :::::> l:J si los conjuttto~ 
A y B coinciden, pues t.ambión en esto caso el conjunto B 
está contenido integrawente en eJ conj•wto A. De este modo, 
la relación::> para elementos del álgebra de Boole se asemeja 
más a la relación ~ (qmayor o igual que~>) para los números 
quo aJa relaci'ón >(«mayor que»). 

Está claro qua 

si A ::::> B y B ::::> e, entonces A ::> e 
(fig. 20); (le una forma análoga, para los números, de las 

FlG. 20 FlG. Z1 

relaciones a~ b y b ~e se deduce que a~ c. A<.\emás, 

si A ::::> B y 8 ::::> A, entonces A = B, 

lo mismo que para los números de las relaciones a~ b y 
b ~ a se desprende que a = b. Por último (y ello es muy 
importante para nosotros) 

si A::::> B, enlonces A e B 
(fig. 21). Así, el conjunto de los alumnos avanzados es mayor 
que el conjunto de Jos alumnos que estudian en sobresaliente 
y ele ello resulta que el conjunto <le los alumnos atrasados 
está contenido en el conjunto de l os alumnos que no estudian 
en sobresaliente. 

Hasta aqu1 hemos venido subrayando Ja semejanza exis­
tente entre la relación::::> para los conjuntos y la relación ~ 
para los números. Señalemos ahora una düerencia.substaneial 
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entr.e esta~ ralacionm;. Dos números (reah.Js) a y b cuales­
quiera SÍllWpre pueden ser comparados, es decil·, ueccs¡¡ria­
mente tiene lugar una de las relaciones a ~ b o b ~ a1). Por 

FJG. 22 

contraposición , para dos conjuntos A y B no se cumple, como 
regla, ninguna de las relaciones A :::::> B y B -:::> A (fig. 22). 

FIG. ~3 

Notemos además que 
I=::>A y A. =::>O 

l) Si tienen lugar a la vez amb8!! ·relacionos, los 
números 4 y b son iguales. 
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cualquieru que sea el elemeuto A del álgebra de l os conjun­
tos y que siuntpre (o s~a, para cualesquiera A y B) 

A+ B ::::J A y ABe A 
(fig. 23). 

Señalemos el s1gml 1cado d e la rolnció11 ::::> en las demás álgebras 
de Boole que colJocem(>S. E u ol t álgebrn do los dos números• (ejemplo 1 
de In póg. 25) esta l'Claci6n se establece mediant.e la condición 

1 ::::>0 
y en ol cálgebra de los cuatro oúmeros.t (eJemplo 2 de la pág. 26) me~ 
diau l.e las condiciones 

1 ::::> o, 1 ::::> p, 1 ::::> q, p ::::> u y q ::::> o 
(los oleme11tos p y q de esta álgebra son lncomparabus, o sen, uo tieno 
lu~ar nw gu na de las relaciot~es p ::> q y q ::::> p). En el «álgebra ele los 
maJC imos y los mínimoS» (ejemplo 3 de la pág. 27) ln relación ::::> 
coincido con ln rclacl6n ~: consideramos que los elementos x e v 
esltin vinculados por la relación z :::;¡ y si el número z no es meoor 

que el número 11 (por ejemplo, aqui ~ :::> ! y 1 ::::> i)L) , Por último, 

en el cñlgebra de los minimos múltiples y los máximos divisores. 
(ejemplo 4 de Ja pág. 30) la relaci61t nl ::::> n significa que el número n 
Ol! divisor del número m: P.Or ejemplo, aquí 4.2 ::::> 6, mientras que los 
números 42 y 35 de esta ilgebra son incomparables (o sea, no tiono 
lugar nloguna de las relaciones 42 ::::> 35 y 42 e 35). Proponemos al 
loc,or demostrar que la relación ::::>, definida de esta forma en cada 
UIHI de laa ál~ebras de Boo1e enumoradas, posee todas las propiedades 
quo hemos seualado para la relación ::> en el álgebra de los conjuntos 

Es natural denominar desigualdad booleana toda fórmula 
cuyos primer y .segundo términos están vinculados por la 
reJación :::::> (o e:). Trataremos sólo de las desigualdades váli· 
das para todos los valores de los elementos A , B, C. . . . 
del á lgebra de Boole que figuran en la desigualdad, como son 
Jas desigualdades 1 :::> A , A => O, A + B ::::::>A o A ::::J AB 
mencionadas anteriormente. EJ principio de dualidad afirma 
que si en una desigualdad de este tipo sustituimos la adición 
por la mu~tiplicacwn, y viceversa, el elemento O (si es que figura 
en nuestra desigualdad) por el elemento 1, y viceversa, y si 
cambiamos el signo de la desigualdad por e) signo contrario 
(o sea, si sustit.uimos 1a •elación ::::J por la relación e), obten­
dremos de nuevo una desigualdad válida (es decir, una desi­
gualdad que se cumple para todos los valores de los elementos 

1) En esta álgebra de Boole para dos elementos eualesquiera 
z e 11 del Algebra Biemp.re tiene lugar una de las rolaeionos % ::::> 11 
o 11 ::::> z por lo menos. 



del álgebra de Boolé que en ella figuran). Por ojemplo, de 

(A + B) (A + C) (A + l) .=:, AJJC 

(véase el ejercicio 8, b de la pág. 50) se deduce que siempre 

AB + AC + AO e: A + B + C. 
Para demostrar el principio de dualidad, basta aplicar la opera­

ción uayu a ambos miembros de la desígnaldad inicial. Así, de la 
validez de la desigualdad (A+ B) (A + C) (A + 1) ::::> ABC y de la 
regla csi A ::> 8, entouces X e:: Bt, se deduce que también es válida 
l a desigualdad 

(A+B) (A+C) (A+I}c ABC. 

Pero, en virtud de las reglas do Morgan y tenioudo en cuenta quo 
f =O, obtenemos 

(A+H) (A+C) (A+I>=(A+ B) (A+C)+A+I= 

=A+ ll + A-1-C+ Al= AB + AC+ AO. 
Análogamente 

ABC=i+li+C. 
De esta forma, _deducimos quo para éltalesquiera A, lJ y C t.iene lugar 
la desigualdad · 

AB+AC+ADcA+B+C. 

Pero como aquS A, B y e son arbttrarios, so pueden designar simplo­
lllente por A, By c. De esto modo llegamos precisamente 11 la desigual­
dad 

AB+AC+AO cA+B+C 
dual, en el sentido explicado anteriormente, do la iuiciaJ. 

EJEflCIClOS 

t. EacrH)o la$ igualdades duales de todas las igualdades que so 
propone demosLrar en los ejerdcios do! i al W de la pág. 22. 

2. Demuestra )1.\s siguientes identidades dl)l álgebra de los con­
juntos: 

a) 

b) 

(ll+B) (A + B)=A; 

AB+ (A+IJ¡ (if+ñ) = A+D; 

e) .iiiCAB AC-==0; 
d)• A-I-AB=A+B. 
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;¡, Domuc~Stnt r¡uo SI tu operación uayu» figura en una igualdad 
dl>.l Mgobl't.l uc Boole, t(unhién os válitlu Ju •gualdad quo so obLlcne 
du cll11 susUt.uyondo lodu adic1on hooloana )IOr la mnlLit>ll<:acióu 
booleana, y v ie'Ov~rsa, todo elemento O (s1 os que aparece en nucsLJ'a 
Igualdad) poi' el elemento J, y viceversa, [!ero conservando la opcrA­
<.-ióu naya» eu su siLiú cada ve:t que aparezca OJl la Igualdad init' ial. 
{Jt:jemplo: deJa idPnttoad del ejercicio 2, r ~e derluce que 

A+LI+ C+A+ B+A+C=l 
cua1est¡Uiera qu~ sean los elcmenLos A, B )' <.-r d_e! álgohra d., Doole.) 

4. ¿Qué igualdadas ~;e obtHmen, por m.edJo del pr111cipio de 
dualidad doscrito on ol ejercido 3, de las lgt~aldadcs d'o los ejerci­
cios 2, a1 h .y d? 

5. Comprueba c¡uo en el ~tlilgebra de los cuatro nú1neros• (ejem-
plo 2 de Ja JilÍg. 21)) se cumplo la segunda regla de Morgan: ab = 
~-a+ b. 

6•. a} Sea N = p 1p 8 ••• p11 , donde todos los números primos 
p1 , p9 , ••• , p¡¡ 110n distjotos. Demuestra que en esto caso el «álgehrl\ 
1fc los mínimos TJ)Úit•ples y los máximos divisores•, cuyos elemontns 
sou los dl\rlsores del 11úmero N (vóase el ejemplo 4 de la. pág. :!O), 
se con. vierte en el «ál~ebra de los subconj\lntos del conjmato universo 
1 = {p., p2, ••• , P~o.J•; deduce de aquí quo en esta «álgobra de .los 
mínimos múltiplas y l os máximos divisoreS» se cwnplen todas las 
ley,es del álgebra de D oolc Incluyendo también las reglas do Morgan. 

b) Sea N = p •\, donde p es un númo~o primo y A es un entero 
positivo. Demuestra que en este caso el •álgebra de los mi.nimos múl­
tiplos y los má;umol:l ilivl.sorest, c.uyos olementos sou los divisores 
del número N, Stl convierte eu el «álgebra de los máximos y los míni­
mos• definida en el conju.nio de Jos números O, 1, 2, ... , A . Deduce 
de aquí que para est.a ~álgebr·a de loe mínimoe múltiples Y. los máximos 
divisores• se cumplen todas las leyes del álge.bra de Boolo incluyeJldo 
tumb'ién las reglas de Morgan. 

e) Sea N = pf•pr2 • . . p:.\h y m = p~1p~2 • . • p:k, donde 
O ~ a1 -< Att O ~a, ~A 2 , • , ·t O ~a¡¡ ~ A 11 (véase el "ejercicio 6 
de la pág. 35). ¿Quó tormlt tendrá la descompostción en factores primos 

del número ;.:::~'i ·KmJll~a La f6mmla obumida 11arn demostrar m . . 
las reglas do M orgau en el caso general del 4úlgobra de . .los mínimos 
uo(Jtiples y Jos máximos divisures». 

7* 1~ntro las á.lgebtas de Boole que c.ouoces, ¿en t'.tláles se c\lmplen 
y l!.n cuáles. JIO se cumplen las igualdades 

A+ A- 1 y A A=O? 
8. Demuestra ln.J:> stgu.icutes rlesigualdudcs tll~l álgebra de los 

t \OII]UfltOS: 

u) A+ H+ t =I!A+ lll tA+ (l; 
b) (A + U¡!A + !,') (il -1 J) =>ABC; 

e• ) (A+IJ) (ll··/- <..') (C+A):;. AJIG; 

d) .A+JJ::J AB+Ali. 
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9. Escribo las desigualdades que se obtienen do hu! desigualdades 
a, h y e del ejercicio 8 aplicando el .priocipio de dualidad; demuéstra­
las direc~amoute, si u recurl'ir al pt'iucipio de dualidad. 

10. Demuestra que si una desigualdad booleana comprende la 
operaci6n «raya», también ~s válida la desigualdad que se obtiene 
de la iniciál sustituyendo la adir.ióri booleana por la multiplicación 
booleana, y viceversa, el elemento O por el elemen~o /, y viceversa, 
conservando la operación .raya» en su sitio cada vez que aparezca 
en la desigualdad iniyial y sustituyendo el signo de la desigualdad 
por el signo opuesto. Aplica este princ.ipio para <~btener una desigual­
dad nueva a partir da la desigualdad d del ejercicio 8. 

11. Comprueba todas las .Propiedades de la relación => para 
a) el •álgebra de los máximos y los núnimoS»; 
b) el «álgebra de loa mínimos múltiples y los máximos divisores•. 
12•. Sean A y B unos conjunios tales que A :::::> D. Simplifica 

Jas expresiones 

a) A+ B; b) AB: e) A+if; d) AB. 

§ 4. 

CONJUNTOS Y PROPOSICIONES; 

ÁLGEBRA 

DE LAS ·PROPOSICIONES 

Volvamos de nuevo al álgebra booleana de los conjuntos, 
principal en nuestro folleto. Preguntémonos cómo pueden 
definirse los conjuntos que representan elementos de esta 
álgebra. Por supuesto, el modo máR sencillo para definir un 
con junto es el llamado modo explícito o enumerativo cuando 
se indican simplemente todos los elementos del conjunto 
considerado; así, puede l1ablarse del «conjunto do los escoJa· 
res: AJejandro, Simeón, Miguel, Catalina», del cconjunto de 
los números: 1, 2, 3, 4, 5» o del «conjunto de las cuatro opera­
ciones aritméticas:· adición, sustracción, multiplicación, di· 
visión». Al indicar todos Jos elementos de un conjunto, en las 
Matemáticas se acostumbra inch1 írlos entre llaves; así, 
pucñe escribirse 

A = {Alejandro, Simeón, 1\'tíguel, Catalina}, 
B = (i., 2, 3, 4, 5} o C = {+ , -, X, :} 
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(en on úllimo caso, los signos de las operaciones representan 
las operaciones mistllas)1). 

Siu embargo, este modo de definir un coujuuto resulta 
muy incómodo si el conjunto tiene mu.chos elementos. y no 
puede servir en absoluto para d~finir conjuntos infinitos (ya 
que110 podemos enumerar una caJltidad in!inita de elementos 
uo un conjunto). Además, incluso en los casos en los que es 
factible y sencilla la definición explícita de un conjunto, 
ella d ilumina a veces la esencia misma del conjunto conside­
rado, las razones que nos conducen ·a unir en un conjunto 
precisamente estos elementos y no otros. 

Está mucho más difundicto otro modo de definición de 
los conjuntos, Hama.do implícito o descriptivo, cuando señala­
mos una propiedad que caracteriza todos los elementos del 
conjunto considerado: así, puede hablarse del «conjunto de 
todos los alumnos de tu clase que estudian en sobresaliente» 
(es posibJe que sea precisamente el conjunto A que figura 
más arriba) , del fconjunto de todos los números enteros z 
tales qne O< z ~ 5• (éste es precisamente el conjunto B) 
o del «conjunto de todos los animales del parque zoológico 
de Moscú>>, El modo descriptivo de definición de un conjunto 
es totalmente aplicable a los conjuntos infinitos como el 
«Conjunto de todos los números enteros& o el «conjunto de 
todos los triángulos de área 1t; es m ás, según hemos sefialado 
anteriormente, los conjuntos infinitos pueden definirse sólo 
aplicando el modo descriptivo. 

El modo implícito (descriptivo) de definición de los 
conjuntos vincula éstos con las proposiciones que se estudian 
en la Lógica Matemática. A saber, este modo de definición 
de un conjunto consiste en que fijamos un conjunto d,e obje· 
Los, que son los únicos que nos interesan (por ejemplo, el 
conjunto de los alumnos de tu clase o ·el conjunto de los 
números enteros) y enunciamos después una proposición que 
cumplen todos los elementos del conjunto considerado, y 
sólo estos elementos¡ sí nos interesan sólo los conjuntos de 
alumnos de tu clase, estas proposiciones pueden ser; «estudia 
m1 sobresaliente», «es ajedrecista», .está sentado en la pri­
mera fila», «Se llama Andrés», etc. El conjunto ,A de todos 
los elementos del conjunto universo J (conjunto de los al um­
nos, conjunto de los números, etc.) que cumplen la propiedad 

l) Véase tiUD.bién el ~j6reicio 6a de la pág. 50. 
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que es el contenido de la proposición dada a se denomina 
conjunto de verdad de la proposición dada (véase por ejemplo 
la fig. 24)1 )ó 

De esta forma, :hemos establecido una «conexión bilaterab 
entre !os conjuntos y las proposiciones: cada conjunto so 

~{® ,6 o o~ ~011e ~ 
A{ O.~. s{,6 ~ /1 

a-"o elemento ~ um quadrilflta.ro" b- •o elemento ~ um tri~ngulo" 

FJG.U 

describe por una proposición (est~ proposición puede consis­
tir incluso en la simple e11umeración de los elementos del 
conjunto: «es Alejandro, Simeón, Migue] o CatalinM) y a 
cada proposición le corresponde un determinado conjunto de 
verdad de esta proposición. Además, para cualquier conjunto 
de proposiciones - incluso de proposiciones referentes a 
objetos heterogéneos- se puede indicar siempre el conjunto 
universo 1 que les corresponde y que comprende todos los 
objetos de los que tratan las proposiciones consideradas. 
Sin embargo -y esto es da suma importancia- entenderemos 
por proposición sólo una afirmación de la cual podemos decir 
si es verdadera o falsa (respecto a un elemento determinado del 
conjunto universo considerado). De el'!ta forma, son propo­
siciones las frases «tiene dos cabezas y dieciseis brazosb o 
«2 x 3 = 6» (la segunda de estas frases no depende siquicta 
de cómo se escoja el conjunto universo /), mientras quB la 
consigna «¡Viva el Primero de Mayo!• o la interjección ~¡ Ah!» 
no representan, por supuesto. proposiciones . 

l'or cuanto las proposiciones nos interesan únicamente 
desde el punto de vista de los conj1mtos que de~cr.ibert , no 

1 ) Las proposiciones seráu sioml're designadas p(lr 
letras minúsculas del i!Un&eto \atinu mitmt.tas que los conjuut(ls de 
verdad que les corresponden serán designados pl'eferentemeote por 
la$ mitma$ létras mayúsculas del alfabeto lat.IJJO. 
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llaremo8 diferencia y consideraremos idéntica~ dos proposi­
ciones a y b a las quo correspondo un mismu conjmito <le 
verdad. Si <los proposíciouos a y b (por ejem.Plo, «estudia e u 
sobresaHente» y «tiena sólo notas sobresalientes» o «el númoro 
x es impan y <~ol número x dividido por 2 da 1 como resto») 
son iguales, escl'ibiremos 

a= b. 

Habr~ q u o considerar iguales entonces todaR 1a~ propo::li­
cioues idénticamente verdode.ras (u carentes de contenido), o 
sea, las proposicione:; que son verdaderas siempre, independíon~ 
tomente del elemento del conjunto I que se considere; así, 
son idénticamente verdadt'.ras las proposiciones «2 X ~ = 6», 
«el alumno de tu clase es un vatón o una hembra», «la estatul'a 
dcJ alumrlo oo pasa do 3 metros» , etc. Dcs igr1aremos torlas 
las proposiciones identicamente vcrdadcr<~s por la letra ~. 
También cons ideraremos iguales todas las proposicione::! 
idénticamente .falsas (o contradictorias) que no ti~nen nunca 
lugar, o sea , las proposicíones cuyo conjunto de verdad es 
vacío. Como ejemplos do tales proposicione.~. qne desiguarc­
mos por la letra o, pueden servir las siguientes: ~2 X 2 = 6», 
~e] alumno de tu claso sabe volar&, «Su estatura pasa de los 
4 metros», <(el núme!'o es mayor croe 3 "Y menor que 2». 

TJa relación existente entre los conjuntos y lAs proposicio­
nes permite defirlir para las proposiciooe~ 1m as operaciones 
algebraicas ospccificas simdar·es a las introducidas anterio1'· 
mente para el álgebra de los conjuntos. A saber, denominare­
mos swna dedos proposiciones a y b la proposición cuyo conjun­
to de verdad coincide con la suma del conjunto de verdad A 
de la proposición a y del conjunto de verdad B de la proposición 
b; designat·omos esta pl'oposición po-r el símbolo a+ b1)­

Pero sabido es q"tto ln suma de dos conjuntos es scmcUlamente 
la unión de todos los elementos pel'tenecientes a ambos con­
juntos; por eso, la suma do las proposiciones a y b es Ja 
proposición «a o h». donde la conjnnciórl <so)) significa que es 
ver•ladera la proposición tt o la proposición b o bien ambas 
a la vez. Por ejomplo, si la proposiéión a reza «OS aficionado 
al ajod-rcz» y en tn clase a e.<Jta proposic.i6n le conesponcfe ol 

1) Err In l Jógicn Matcmál.ic11 In surnn do dos 
proJ>oslctOIINl a. y u euole de.oomi~t¡¡rs., dtsyrmrt6n do las misma~¡ y rc­
prcsentrir!itt por el Sí!llbolo a V h (compal'a con la designacióu A U 8 
dt~ Ja surna de los conjuntos A y O). 
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conjunto de verdad 

A = {Alejandro, Simeón, Miguel, Andrés, Cataliun, 
A1ejandra , Elena} 

mientras que la proposición b reza <(es aficionado al juego 
de las damas» y t iene el conjunto de verdad 

B = {Alejandro, Miguel, Pe(lro, Jgor , CataHna, Luz}, 
entonces a + b es la proposicióu «es aficionado al ajedrez 
o al juego do l as damas>> y a esta proposición le co1-responde 
el conjunto de verdad 

A + B = (Alejandro, Simeón, 1\liguel, Andrés, Pedro, 

Igor, Cataltna, Alejandra, Elena, Luz}. 

Si el conjunto universo es el conjunto do las figuras roprc­
sentadas Cil la fig. 24 y las proposicioues e y d significan 

c-•o elemento é redondo" d-"'o elemento é raJado~ 

e v d- "o elemento é redondo OU ralada~ 

FJG. !f> 

co{®® 
---..--

e "d ·o elemento 
é redondo E roldo" 

da figura es redonda» y «la figl.lrli está sombreada», rottoocl'S 
la proposición e+ dreza «la figura os redonda o e.stá sombrea­
da» (fig. 25). 

De un modo auálogo, denominaremos producto ab de las 
proposiciones a y b con ws conjuntos de verdad A y B a la pro­
posición cuyo conjunto de verd~d coincide con el producto AH 
d.e los conjuntos A y 8 1). Per.o el prooncto dü nos conjtmtos A 

1) Eu la Lógicll MaLemáLICa el [~roducl.o de las 
proposiciones a y /, sa denominu ~:.ora (¡-e.c.ucncia c.on.functón tlo las 
mismas y se designa por el símbolo a {\ b (complll'lt eon la designa· 
ción A n B del producto de los conjuntos A y B). 
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y n e~ la intersección, o la parte común de los mismos, que 
c.on ticnc los elementos que pertenecen a ambos c.onjuntos A 
y B, y sólo estos e.lemontos; por eso, e] producto ab de las 
pl'oposiciones a y b es la proposición «a y b»t donde .}a con­
junción «Y» s ignifica, como siempre , quo son verdadm·as 
ambas proposiciones: la proposición a y la proposición b. 
Por ojem plo, si las proposiciones a -y b referen tes a los alum­
nos do tu clase t ienen el mismo signifi'cado que antes, entonces 
la proposición ab r eza <<es aficionaclo al ajedrez y os aficionado 
al juego de ]as damas» y a esta proposición le corresponde el 
c.onjunto do verdad 

AB = { Alej~nñro, M igue1, Catalina}. 

Si las proposiciom~s e y el, J'eferentes a l coujunto de figuras 
re¡>rel1entada$ en la Iig. 24, significan «la figura es rodoHda» 
y <<la figura está sombreada», entonces la propo~ic. ióu cd 
signHica «la figura e8 redonda y está somhreiHl a>> (fig. 2G). 

L<'l rol ación ~.x isl.erlte entre lo~ conjun Los y Jas pt·oposicio­
nes permite tra..o;pusas· a lus proposicion~ todas las :reglas del 
álgebra de los conjuntos: 

a + b = b + a, ab = ba; 

leyes conmulativas do] álgebra do las ¡>roposicloues 

(a + b) + e = a + (b + e), (ab) e = a (be); 

leyes asociativas do) álgebra do lus proposiciones 

.(a + b) e = ac + be, «b + t.: - (a + e) (IJ + e); 

lcycf! dislributivas del á.lgehra de las l'I'OJ>osicíooos 

a + a = a , aa = a. 

leyes idempotentes del álgebra de las proposiciones 

Además, s i tes una proposición idénticamente verdadera 
y o es una propo~:<kión idénticamente fa lsa, entonces s ietn]>re 
(o soa , para cualquier proposición lt) 

a + o = a , ai = a; 

a + í = i, ao = o. 

Por ejemplo, la proposición «estudia en sobresaliente o t.ieno 
dos c~bozas» e~; equivalente p la proposición «estudia en sobre~ 
saliente>>, mientras que la proposición «es aficiouado a la 
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natación y tiene menos de 200 años» es equivalente a la pro­
posición tes aficionado a la nataci6n»1). 

Para comprender c6mo las leyes del álgebra de las proposiciones 
ee deducen de las leyes del álgabra de los conjuntos, consideremos, 
por ejemplo, la sesunda leg dlstrtbutll/a . .Pllesto que el conjllOto de 
verdad de la suma de dos proposiciones representa la suma de los 
conjuntos de verdad de estas próposlciones y el conjunto de verdad 
del producto de proposiciones es el producto de sus conjuntos de ver­
dad, resulta que el conjunto de verdad de la proposición compleja 
ab +e (.o sea, de la proposición ~tiene lugar qa y bt o e•) es AB + C, 
donde A, B y C son los conj\!]ltos de yerdad de las respectivas propo­
siciones a, b y c. Análogamente. el conjunto de verdad de la proposi­
ción compleja (a+ e) (b + e) es el conjllDto (A f. C) (8 + C). 
Pero, en virtud de la segunda ·tey distributiva del algebra de los 
~onju1,1tos, 

AB + C = (A + C) (B + C). 
Por consiguien-te, los conjuntos de verdad de. las proposiciones ab + e 
y (a + e) (b + e} coinciden; pero· e:Jto significa precisamente que l.as 

Eroposiciones ab + e y (a+ e) (b + e) sou iguales. (Véase también 
a pág. i8 donde hemos señalado que lns proposiciones ces afivionado 

al ajedrez y al juego de las damas o a la nata((iómt y «es aficionado 
al ajedrez o a la natación y también es aficionado al juego de lns 
daa;~as o a la nataciótu tienen el mismo sentido, o sea, 

ab + e= (a + e) (b + e), 
donde las proposiciones ~. b y e significan, respectivamente, ces afi­
cionado al ajedren, ces aiibionado al juego de las damas. y cea áficio­
nado a la· nataci6ru.) 

Aparte de las operaciones de adición y de multiplicación 
de Jos conjuntos, también se puede traspasar al álgebra de las 
proposiciones la operación <~raya•. En esto caso debe entenderse 
por ii la proposici6n cuyo conjunto de verdad es el conjunto A, 
donde A es el conjunto de verdad de la proposici6n a. En otras 
palabras, deben cumplir la condición ii aquellos elementos 
del conjunto universo I que no figuran en el conjunto A, 

2) Ropreseut.omos turnbién lns layes onumeradas 
más arriba en. la fo1·ma que suelen lipurocer t:.a los textos dll Lógica 
Matomáti~u: 

a V b = b V a, a 1\ b = b 1\ a; 
(a V b) V e= a V (b V e), (a 1\ b) 1\ e = a 1\ (b 1\ e); 
(a V b) 1\ e = (a 1\ e) V (b 1\ e), (a 1\ b) V e = (a V e) 1\ (b V e); 

a. V a = a., a 1\ a = a; 
a V o = a, a 1\ i = a; 
a V t = t, a 1\ o = o. 
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o soa , los cJcownl.os qu~:~ no cwnplen lu cond ición a, y .c;blo 
estos olcm L'utos. Po1· ojcrnph) , si la pr·oposiciÓJl ii rezn «tiene 
nolus insatisfacl.ol'ius~>, ontonccs la proposición a signiih-a 
~uo tiene 110L.as iusntisfactorias» (<~tiene buena:~ nota~ en todas 
las n~ignaturas»); si el conj1mto \tniverso l consta du las 

b·"o elementoNÁOé um ttf#ftgulo" 

figuras t·aprcsontadns en la fig. 21¡ y In l'''oposicJ on b re1.a 
da fig ura es triangular», e n ton ces Ju pl'oposición b s ignifica 
da figura no es triangu lar~ (fig. 26). En general, la proposi­
ción ti Lieoe ol sentido ~Je {<110 a~>; p or eso on el álgebra rlo las 
propo¡:;ic.ionés la op oraci óu «ra ya>> se donomina forana~ión 
de la negación o simplemente negación. 

E numeramos ah ora las teyos del 6. lgubra de las proposi(~Íu­
llt\S relac iouadas 0011 la operación do la ne-gación: 

= 
a=a; 

a-1-Ü=t y aa- O; 

o= i y i = n¡ 

(l + b =a 7) y ah = a+ h. 

En efecto la nllgacióu de una propos ición iclénticameu Le fa Isa 
(por ojornplo, <12 X 2 no es igual a 5t o «~te al11muo no 
tiene dos cabezas•) s iempr·e será una proposición iclóntica­
ro<mtt1 vcrflaclcrn, m ientrn~ que la negación (le una propo­
~ic ión icl 6nlicameu t.~ verrladera (<IO~ t.c a lumno no ti one me1ws 
do 120 :titoS>>) siom pn1 sel'á. itlúnticnmeu!.e fo.l ¡:;a, 'l'a mhit;n 
M fácil compr·ol.uu· Jns dem ás Joyos (¡ hazlo!); es verdad, q11e 
éstas no requieren una comprobación especial ya que se 
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deducoll do las loycs corrcsporaliontus dd 1ílgcbt•a du los 
coJ1j1mtos1). 

EJERCICIOS 

2. Cita tr(!S ejemplos de proposiciones idéuticamente verdudcras 
y dos ejemplos de proposicionu~ idénticamente falsas. 

2. Supongamos que la proposicióu a significa: 
a) •2 X 2 = 4»; 
b) ( 08 varónt; 
e) «el elefante es un insecto•; 
d) tsabe volan. 
~Qué significado Ueno o.n todos ostos casos 111 proposíción a? 

¿Es Idénticamente verdadera? ¿Es idénticamonl.e falsa/ 
3. Supongamos que la proposi.:ión u significa ces aiicionauo ¡¡J 

ajedrot», mientras que la proposición b signiFica ces aficionado al 
juego de las damas•. ¿Qué significado tienen las proposiciones: 

a) u.+b; b) ab¡ e) a+b; d) a-1-b; e) a+b; 
r, ab; g) iib: h> ; 'b? 
4. Supongamos que la ptoposición a significa col alumno esLndlll 

en sobresaliente», la proposició.P b reza «el alumno es moreno• y ls 
proposición e afirma 49} alumno es aficionado a la na~acióu". ¿Qué 
significadO' tienen lns propo.siciones: 

a) (a + b) e y ac + be; 

b) ab + e y (a + e) (b + e)? 

5. Supongamos r¡ue las proposiciones a y b signílicau: «el número 
enter.o positivo es por» y «el numero entero positivo es primot. ¿Qué. 
significado tienezl las proposiciones: 

a) ab; b) a+h; C) ab; d) ai); e) a+'h? 
l Quó representan los conjuntos de verdad de estas proposiciones? 

6. Suvongamos Ql19 las proposiciones a y b significa.n, respectiva~ 
mente, cel alumno es miembro del círculo matemático• y cel al\lmno 
partici]>a on el coro;, ¿Qué sigztificado t.ienen las proposiciones 

a) a+b y ;ib'; 

ll) a,; y Ü+b? 

1) Por ejemplo, puesto (fUo Jos <:<mjuntos de ver" 
dad rlo los proposi•:ioncs o + ¡, y a-1; son i¡,"UAicsn A + 8 y AH, rCSJl()C­
tivarncnto, donde A y n son los e.onjuutos d() vorthut tic Jns proposicio-
nes a y b, y puesto quo A + 8 = Aff. erltOm~es ue la definición dó h• 
igualdnd (coincidencia) de proposicionc~ resulta que i1 + b- ;;b, 
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§ 5. 

«LEYES DEl.. PENSAMIENTO)> 

Y REGLAS 

DE J_,A DEDUCCION 

Ahora podemos respondor a la progunta de por qué George 
Boole dio el título de «<nvestigación do las leyes del pánsa­
miento» a Sll obra en la que fue co.nstruida el «álgebra extra­
ordinaria» considerada e.n el folleto presente. En efecto, el 
álgebra de las proposiciones tiene una relación directa con 
las leyes por las cuales se rige el hombre en e] proceso de 
pensamiento, ya que la suma y el producto de proposiciones. 
definidos anteriormente, no signífican otra cosa sino las 
cópulas lógicas «O» o «Y•. la operación «raya. tiene el sentido 
de la negación, mientras que las leyes del álgebra de la~ 
proposiciones describen las propiedades principales de estas 
operaciones lógicas por las cuales se rigen todas las personas. 
Claro está que muy pocas personas interpretan estas propie­
dades en tanto que leyes matemáticas del pensamiento, pero 
incluso los niños pequeños las emplean con soltura. En efecto, 
nadie duda, por supuesto, de que decir «corre rápido y salta 
alto» es lo mismo que decir <(salta alto y corre rápido»; on 
otras palabras, todos saben (aunque no todos son conscientes 
de ello» que las pr()posiciones ab y ba tienen el mismo sentido, 
l'On <siguales». 

Ahora podemos explicar las razones que han motivado 
en nul'.stros días tan acrecentado interés hacia los estudios de 
Ceorge Boole, hacia la interpretación matemática de las 
leyes de la lógica en forma de espocíficas «reglas dtt..J álgebra». 
Mientras el campo del pensamiento ha constituido una pre­
rrogativa absoh1ta del. raciocinio hnma11o, podíamos doscu­
tendcrnos efe la descripción Ior¡nalizada de las «leyes del 
pensamiento>>: puoA- las personas siempre se han regido por 
estas l<'yos sin dn1·se c11enta siq11iera cle1 contonido de la!'! 
mismas. Pero t-nlos í1lthnos decM ios la sit11ación ha cambia­
rlo vcrtíginoRamcnte y hoy tro.tamo:s de oncomClHiar a nues­
t1'os «colabol·adore.s electrónico~~. las máquinas computadora 
electrónkas, Imu~iones que autes cumplían sólo seres conss 



61 

cientes: direccióu de la producción y ttlaboración de horarios 
del transporte, solución de problamus matemáticos y traduc­
ción de libros, planificacióu de la t~conomia y búsqueda de 
datos que nos interesan en la vasta bibliografía científica; 
hoy día las máquinas electrónicas juegan incluso al ajedrez. 
Poro, para «enseñan todo esto a las máquinas, nos hemos visto 
obligados, naturalmente, a enunciar con claridad las «reglas 
del juego», las deyes del pensamiento», que deben seguir 
las «inteligentes» máquinas creadas por el hombre: mientras 
el hombre sigue instintivamente las reglas de la lógica, para 
la máquina es preciso formularlas con claridad y, además, 
formularlas en el único «idioma» que sólo puede «Compren­
den la máquina matemática, en el idioma de las matemá­
t icas 1). 

Pero volvamos a las tleyes del pensamiento•. Las de 
mayor interés son las relacionadas con Ja operación lógica de 
la negación; muchas de éstas tienen nombre especial en la. 
Lógica. Por ejemplo , la regla 

a+a=i 
expresa la llamada ley del tercer excluido: tiene lugar la 
proposición a o tiene lugar la proposición a, sin que pueda 
darse un tercer caso, y por eso es siempre verdadera la pro­
posíción a + a, o sea , «a o no at . Así, aun sin saber nada 
sobre el «alumno de mayor estatura de la séptima clase de la 
escuela N° i2 de Leningrado&, podemos afirmar que este 
alumno «estudia en sobresaliente o no estudia en sobrosalien­
tet, que ees aficionado al ajedrez o que no es aficionado al 
ajedrez•. La regla 

aa =o 

lleva el nombre de ley de la contradicción; esta ley establece 
que las proposiciones a y ii, o sea, a y •no tU, jamás pue,Jon 
tenor lugar simultáneamente, es decir, que el producto de 
estas proposiciones es siempre falso. Por ejemplo, si un alum­
no estudia en sobresaliente, la proposición cno estudia en 

1) Empero, no quisiéramos que el lector sacara 
da aqui la conclusión de que al álgebra elemental de Jas proposicio­
nes, o la que está exclueivall}.ente consagrado esle folleto, represenl.n 
ya el aparato que permite construir mó.quinas computadoras comple­
jas o plantear los problemas en lonna tal que la solución. de los mismos 
pueda ser YA tconfiadu a las máquinaB eleclrónieas. 
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sobresaliente~ aplicada a esto alumno será, por supuesto, 
la)sa ¡ si el u úmoro ( outm·o) tt es par, para él rosulta falsa la 
proposición «es impar). 'La regla 

;:::. 
a=a 

se denomina ley de la negación doble; establece que la negación 
cloblc oe nna proposición equivale a la proposición inici~l. 
Así, la negación de la pro·posición «es pan>, refel'ento a un 
número entero, es Ja proposición <<es "imparl); la negación 
<<es no im pur» de esta última proposición nos hace retornar 
a la proposición inicial sobre la paridad del número. De un 
modo análogo, la negación doble tno es un al·nmno que no 
tiene buenas notast de la proposición acerca de que el alumno 
tiene bnot1as noLas equivale a la proposición inicinl <ttieno 
buenas notas». 

No es menor In importancia que tienen las rc.glas de 
Morgan 

para las propol.'icione.s aunque el enunciado verbal de las 
mismas es algo más complejo (véase a ()Ste propósito el ejer­
cicio 1 que viene a continuación). De l n misma forma todas 
las demás reglas del álgebra de las proposiciones, como sou 
las leyes distributivas 

(a + b) e = ac + be y ab + e = (a + e) (b + t) 
o laR l eye.~ iuempotentes 

(" + (L = a y aa = a., 

representan determinadas deyes clol pensamiento», dotcrm i­
nadas reglas de La lógica que rigen la obtención de Hll0vns 
conclusiones de otras quo ya se conocen. 

Un Jugar peculiar ocupan las reglas referentes a h• rela­
ción lógica_::,. Hasta el m.omcnto no hemos considerado esta 
relación¡ sin embargo la <{conexión bilateral» entre los con­
juntos y las proposiciones, que hemos establec.ido an lerior­
monte, permite traspasar sin dificultad la relación:::> dt1l álge­
bra de Jos conjun tos (relación de inclusión) al cam1)0 del 
álgebra d~ las proposiciones. A sabt\r, escribiremos 

a=:>b 
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y dí remos que la proposici6n a se deduce de la. proposición b 
(o quu a es im corolario de u) siempre l(UO el conjunto de verdad 
A de la proposición a comprenda el conjunto de verdo.d n de la 
proposición b, o sea, siempre que 

A.=:> B . 

Por ejemplo, puesto que el conjunto B de los alumnos de t11 

clase que estudian en sobresaJionte está oontonido obviamente 
en el conjunto A de todos los alumnos que tienen buenas no­
tas, resulta que la proposición a: «el alumno de tu clase t iene 
buenas notas en todas las asignaturas» os corolario de la 
proposición b: «el alum1ao estudia eu sob1·esaliente». De un 
modo análogo, el conjllnto 

A 6 = {6, 12, 18, ... } 

de los n1'1meros (enteros positivos) divisibles por G está con­
tenido eu el conjunto 

A 2 = {2, 4, 6, 8, to, 12, 14, 16, 18, 20, . . . } 

de los números pares; por esto, la proposioiÓJl «el número es 
par» resulta corolario de la proposición 4el número es divisible 
por 6&1). 

A menudo ~e denomina deducción a la comprobación de 
que dos proposiciones a y b están vinculadas po.r la relación 
a ::) b; en este caso la proposición b se denomina hipótests 
y la proposición a, que se deduce de esta hipótesis, se denomi* 
na tests. Con las deducciones nos encontramos mu.y frecuentB­
mente en Ja ciencia y en la vida cotidiana¡ por ejemplo, Lienen 
como regla ca.rácter de deducción Las demostraoiones de teo­
remas matemáticos: se exige demostrar que la Mpótesis b 
del teorema (por ejemplo, ·«el ángulo P del triángulo MN P 
es recto)), fig. 27) implica la tesis a («MP'I. + NP2 = MN2~>; 
en este caso la fórmula a::) b equivale al teorema de Pitágo­
ras). En las deducciones (por ejemplo , al demostrar los teore­
mas) empleamos sistemáticamente (sin darnos cuenta a veces 

1) Si a :::> b, también se dice que la proposición b 
es condielóo suficiente para e (para que el alumM tenga buenas notos 
eu todas las asignaturas es sujtctente, por &upuesto, que estudie en so­
bresaliente) y que 1a proposición a es condición neccsnria para b (para 
que el alumno estudie eo sobre.saliente es nece1arto, por supuesto, que 

enga buenas uotas en todas las asignaturas). 
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de ello) las propiodudes pt·incipales de Ja relación :::::>1}: 

a:::::> a; 

si a ::::> b y b :::l a, entonces ci = b; 
si a ::::> b y b :::::> e, entonces a :::::> e; 

t ::::> a y a:::> o cualquiera que 50a a; 
a + fJ ::::> a y a ::::> ab para cualesqtúera a y b; 

si a::::> b, entonces b ::::> a. 
Por ejemplo, sabemos que si las diagonales de un cuadrilá­

tero se cortan en el punto medio de arnbas (proposición b), 

M 

FJG, 27 

dicho cuadrilátero es un paralelogramo (proposición a)2)¡ 
pot· otro lado, en ol paralelogramo los ángulos opuestos son 
iguales (prOJ)osici6n e). De este modo, tenemos 

a ::::> b y e ::::> a; 
por eso 

c::::>b 

o en otras palabras: si las diagonales de un cuadrtlátero .~e 
cortan en el punto medio de ambas, sus ángulos opuestos son 
iguales. 

Detengámonos finalmente en al empleo de la :regla «si 
a ::::> b, entonces b ::::>a&. Esta regla es la base de las así llama-

1) La regla «st a :::> b y b =:> a, entonces. a = bt 
se enuncia a veces as1: si b es condición necesaria y suficiente para a, 
las proposiciones a y b son equivalentes (desd.e nuestro punto de vista, 
iguales o idéntk11s). 

~) .En esto caso tenemos incluso 4 ::l b y b :::> a, 
o sea, a = b. 
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~as demostraciones por el absurdo. Supongamos quo debemos 
demostrar qus tiene l ugar la relación a :::::l b: de la proposición 
b se deduce 1a proposición a. Frecuentemente resul ta más 
fácil demostrar que si a no tiene lugar, t ampoco puede cum­
plirse b, o sea, q11e de la proposición «no al) (proposición a) 
se deduce la proposición «no b» (pro posici6n b). 

He aqui un ejemplo de este modo de razonar: demostremos 
que si el mímero (entero) n mayor que 3 es primo (proposición b), 
entonces n es de la forma 6k ± 1 (donde k es un entero), o sea, 
que a l dividir n por 6 se obtiene el resto +1 o el resto -t 
(proposición a). Es bastante dificil demostrarlo directamente, 
sin basarse en la t·e-g1a «SÍ a =:J b, entonces b :::::l a-&; tratemos, 
por eso, de recurrir a la demostración por el absurdo. Supou­
gamos que t iene h tgar la proposición ii, o sea. que el número n 
(entero y mayor que 3) no es de la forma 6k ± 1. Al dividir 
por 6 cualqu ier número entero n se obtieno o bien el resto O 
(en t-ste caso el número n es divisible por 6), o bien el resto 1, 
o bien el resto 2, o bien el resto 3, o bien el resto 4, o bien el 
resto 5 (o el resto -1 que viene a ser lo m ismo)¡ por eso, la 
hipótesis ti. significa que al dividir el número n por 6 se obtiene 
o bien el restQ O (o sea, el número os divisible por 6), o bien 
el resto 2, o bien el resto 8, o bien el resto 4. Pero un número 
divisible por 6 jamás puede ser primo; si al divjdir un núme­
ro entero n > 3 por 6 se obtiene 2 ó 4 como resto, el número 
es par y, por consiguiente, no puede ser primo; si al dividir 
n por 6 se obtiene 3 como resto, el número es divisible por 3 
y trun poco puede ser primo. Es decir, do a se deduce b (simbó­
licamente b :::::> {i); de aquí se desprende precisamente que 

a::::>b 

que es lo que queríamos demostrart). 

EJERCICIOS 

l. Enuncia verbalmente las reglas de l\Iorgan a + b == ab y 
ab = á+ b del álgebra de las proposiciones. 

1.) Más preciso es el razonamiento siguiente: da la 
relación demostrada b ::::> á se deduce quo (IÍ2_ :::> (b} 2 ~ ::::;¡ b; pero, 
como en virtud de la ley de la negación doble a-= a y b = b, tenemos 
a::;:, b. 
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2-. Cita un ejomplo que tluslrc 
a) la ley del lercero el(c.luido; 
lH la ley de 1 a wntradic-eión; 
e) la ley de la negación doble. 
3. P1·op6n un ejemplo para Uust-rar cada una de las propiec1adc,;s 

do la relación ::::> (relación do secuencia) de las }>ropoi3iciones enume­
radas en la :pág. 64. 

4. Hocuorda algún ejemplo que tu conozcas de la demostrnclón 
por el absurdo y escribelo &o forma simbólica. 

:;. Sea a => b. Simplifica la suma a+ b de las prot)osíc.ioMs 
a y b y el })f<'lluc:Lo ab de esLas proposicion~. 

§ 6, PROPOSIONES 

Y CIRCUfTOS DE CONTACTOS 

Para termmar es~c fnllclu indicaremos un CJCI'Ilplo más de mi 
álgebrn de Boole que posíh!cment-e w parezeft bastante lllC~perado. 
Consideraremos como elementos de nuestra Mgebra todos los cir-euitos 

de contactos pOSibles, os decir, los c iro:.tul• .. o;- t>léctrirvs provistos úe 
una serie tle iuter•ruptores ue contaCt{). Las $CCC101Je:. aisladas tic lal 
t.i rcuilo, somojante nl representado en la Ílg. 28, la.~ designaremos 
·(.on letra latina mayúscula; éstas serán precisamente Jos ~lcmcntos 
del álgchra específica considerada. 

Por t;uant.o la única misiórl de una seet:ión de u u c.ircuHo C'léc-LrJeO 
rvn::.1sle en conchtch· la cOl'iicnw eléc.trica, no haremos diferencia 
y consideraremos ~iguale-Bo dos seccjoncs i1lónticas en este aspetto, 
o sea, Jos sct\<; ioucs c¡ uQ contienen los mismos interruptores y que 
simuháncamoo~-c üonduecn o 110 concluc;eu la corriente cuanrlo la 
1>osiciún (~('llrrndo», <•abtcrto») de t odos los intcrrupt01'QS es la nnsma. 
Además, denominnremos sutlta ,.,{ + ,-{1 de dos sec-ciont>s . .t{ r .'11 
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de un circuito el rosultado de su acoplamiento en paralelo y producto 
~-fftB, el resultado de su acomplamtento en scru (véiiSt• )¡¡ flg. 29, a y b, 
donde lns sec.ciones .. .1- y .~ cnntionen un contac.t.o cada una). Eslá 

o) b) 

.1-'10. 29 

claro que la Mlic.i6n y la multiplicación do sccdones do un circuito 
elée.tl·ico defi,nidas do esta forma resultan conmutativas 

y asociativas 
A+ .;6 = $ + ,,;~, cf~ = .'Bdt 

(.?( + $) + r-' = ;;.f + (.$ + ~) 
(.491) '{i' = .A (.93rt,) 

(= "" + $ + ~). 
(=d$W) 

(véase la fig. 30, a y b, en la cual estii reprt-senlada In tS11ma triple• 
.A+ .'8 + ~ ~· el producto triple ,7f- /IJ'{r do tres contac·tos). Tam­
bién verit1can las l<'l'M itl<"mpotcnt~s:: 

~-tf + . .f = ~. ,.,4-,.¡f = di. 

ya quo lA conexión en serie o en paralelo de dos contactos idéntiros 
(o sea, simult.áneam~ntc cerrados o abiertQS ambos) da el mismo resul­
t.ado que un contaeto l!nict>. M lis difícil es comprobar que en nuestro 
«1\lgobro de los circmtos do contactos~> so cumplen aml1as l(lyes tlis· 
t.ributi vas: 

(.~ + ,<j/) ~ = .:"'!'e+ J9r,:: y di~ + ~ = (.:rt + <G') (JS + ~); 
sin embargo, también tienen lugar estas !oyes como put>do verse de 
las figs. 31 y 32 (es fñcil comprobor que el c1rcuito represeut~tdo en ln 
fig .. 31, a es <~igual». en nuestro sentido, al circuito de la Hg. 31, b 
y que el c.ircuíto d0 la Clg. 32, n os «igualt al circuito de la fig. 32, bl. 

Convengamos, finalmente .• en designar por :; ol ('.(>lllllclO siempro 

cerrado (soldado; fig. 33, a) y por (-) el contncto siempre abiC'rLo 
(ruptnru dl'l ci rc111tn; fig. 33. b). Es evidente ent(mces quo 

(fig. 34) y que 
.~ + (') = .A y .ft:J = .-lf 

~../ + :J = :J y ,.¡~(C) = ('} 

(rig. 3:>); de esta fol'mll los conta.:tos :J y (';) desempoiian en uuesLra 
álgebra de Boole el papel de los elementos •especír~les• l y o. 
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CoovongamQs, además, en indiCDLj)Or ,A y .,ii un par de contactos 
tal que si· et contaeto .:A está cerrado, mtonces el co11tacto :;i está nece 

¡---;::¡ - ~........!.-~-ABC 
~fe 

(a) (o) 

F IG. SO 

(a) il>) 

FlG. at 

e e 
(IJ) (b) 

FIG. U 

sartamente abferto; es fácil desde el punto de vista técnico realizar 
semejante par de contactos (Hg. 36). Es evidente que 

<Jf.=.:A. 5=0, 0=:J, 
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así como que 

.tE+.;¡=:¡ y ai.:;f--(9 

(fig. 37, a y b). Más c.oroplejo l}S demostrar las reglas de Morgan: 

~+~=.,¡$ y .,f!/J=.;i+.i. 
pero también ellas tienen lugar aquí (véase la fig. 38, a y b, donde 
ae secciones de circuito .~ + 9J y <Á+ 9J se determinan, digamos, 

( 8) 

FIG, 33 

(8) 

FlG, 3' 

A 

~l 
(a} 

FIG. J5 

(b) 

(b) 

A.JO 0 -o-<) o---
A0- 0 

(b} 

por la condición de que si e circuito .:tt + 9J conduce la corriente, 
entonces el circuito of + 9J no la. conduce, y viceversa). 

La semejanza que existe entre eJ «álgebra de los circuitos do 
contactos~ y el «álgebra de Las proposiciones. es muy valios11 en doa 
aspectos. En J>rimer lugar, permite s_imular proposiciones complejas 
mediante circ\litos eléctricos. Comrideremos, por ejemplo, la propo­
sición compleja 
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Fl(;, 36 

(e) (b) 

A+B='As 
,.,.J¡ 

A r o 

'.;/ 

(•) (b) 

Fte-. 38 
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uonrle a, b y e son unas proposiciones q:slmples~, mteutras que la adi­
c~óu. ~ 1a multiplicación de las proyosic.iones y la opernción <ftAyay¡ 
stgmfJcan, como de costumbre, las copulas l6g1cas «'o* 1:\ «Y~> y IR ne~~~­
ci6n. Hagamos corresponder a las proposiciones a, b y e los contactos 

FfG. !19 

,A, ~ y '€; eu tal caso nuestra proposición compleJa fl qut~dará repre­
sentada por el c.irc~ito de la Iig. 39 que c.orresponde a la c.ombinacíón. 

2'=d[$<(5+L4$~ 

de los contactos o:JI, .~ y ~. Para comprobar si la proposición d es 
verdadera siendo, digamos, verdaderas las 1>roposidoncs a y b y falsa 

1'1C. 40 

la proposición e, IJastará cerrar los con~11ctos .A y ,9.j d~:~l eircutto :¡; 
y abrir el contacto <e; (Hg. 4.0) : si e.) circ.ulto ~ c.onduc.e la corriente, 
quiero decir que correspondo a una proposict6n verdadorn i (o sea, 
a un circuito .') que conduce la corriente), dicho de otr.o modo, (>11 
este caso la yroposición d es verdadora; en cambjo, si dadas estas 
condíc.ioues .e circuito flJ no conduce la corriente (es «lguab al cir­
cuito <9), la proposición d es equivalente on estas condíciones a la 
proposiC-ión o, on otras palabras, ~s falsa. 

La SQgunda. ventaja, que se obtiene de la semejanza existente 
entre el álgebra de Jos circuitos de contactos y el álgebra de las pl'opo­
sk.ümes, cons.iste en que permite construir, basándose· en. las reglas 
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de ln Lógica, circ.uitos de contactos que satisfacen condiciones dadas 
de antemano (y que pueden ser bastante complejas). Lo mostraremos 
con dos ejemplos. 

Ejemplo 1. Es preciso construir mi ctrcutto eléctrtco para un dormi­
torio con un bombi~lo eUctrfco stendo deseable tener dos interruptores: 
uno j u.nto a la puerta y otro sobre la cabecera; el giro de e~~alquier tnte­
rruptor, tndependtentemente de la posición qu~ ocupe el otro, debe de.,­
conectar el circui~o si anteriormente estaba c·onectado y conectarlo, sl 
estaba dt$COnectado . 

Soluci6n. Des1gnemos por .;1t y .S6 los dos contactos correspon­
dientes a los interruptores; en tal caso, el problema consiste en cons­
truiJ' una combinación % (correspondiente al clrculto eléc.trico del 
donnitorlu) de los contactos .:11 y $ (así como, posiblemente, de A. 
y .~) tal que al cambiar el estado de cualquiera de estos dos contactos 
cambt~ tambii11 el estado de todo el circuito ~ (es decir, que cottvierta 
en c.ircuilo áhierto el circuito que couduc.e In corriente, y viceversa). 
En otras palabras, nuestro j)roblema consiste. en hallar una combi­
nación e de unas proposic.iones a y b tal que al cambiar la proposición 
verdadera a por la Jalea, o viceversa, cambie el carácter (¡¡verdadero!>, 
«falso•) de toda la proposición e; otro tanto se refiere aJa proposkión b . 
.Esta condiCión es sat isfecha por la proposición e verdadera si a mbas 
proposiC-iones a y b son verdaileras q si ambas son falsas, y falsa en 
los demás casos (en los que una de las proposiciones a o b es verdadera 
y ta otra es falsa). El hecho de que en esta descripción hayamos emplea­
do la conjugación «o» sugiere la idea de que es posible representar La 

[],-,A e ' r 8 ' AB+AB 
---4~--~~------óo- -~~~~ 

A'./ \..-
8 

F l (',. '1 

proposición e en forma de suma de dos proposiciones, una de las cua­
les es verdadera si son verdaderas a, y b, mientras que la segw1da es 
verdadera si son verdaderas a y b (o sea, si a y b son falsas}. Fijándo­
nos ahora en la conjugación «yt, que Iigura en la descripción de los 
dos sumand.os de la suma buscada, llegamos a l~ conclusión do que 
estos sumandos son · 

ab y a'ii. 
De esta forma tenemos definitivamente 

c=ab+ab 
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y es fár.;1l comprobar, en efocto, que esta proposición e satisiaco las 
condicloues más arriba enumeradas. 

Volviendo ahora de las proposiciones u los circlutos de coDtactos, 
deducimos que el clrcuito eléctrico ~ que nos íutcrose viono oxpro-­
sado por la fórmula 

~ = c?f:B + ~.$: 
está claro que no ofrece díiicuHad la realización técnica de semejante 
circuito (fig. 41). 

Ejemplo 21) . IIay qut construir un ctrcutto eltktrtco para el mando 
de un elevador¡ supommO$, para stmpllflcar, que el número <k pisos es 
tguat a dos. El ctrcaíto debe contener dos contactos q¡u re manipulan 
oprimiendo botones iMtalador en la cablna del elevador (bot6n dt des­
cen~o) 11 en el primer piso, jullto a la puerta del elevador (bot6n de lla­
mada); los contrutos adicionales ertán relactonados con lat puutar del 
elevador en el primero 11 segundo pí¡os, cott la puerta ir~t11ríor de la cabina, 
as{ como con el piro del elevador •obre el cual ejerce prui6n. el pasajero 
que se encuentra tll la cabtna. El circuito eléctrtco que permite manefar 
el descenso") del elevador, debe conectarse sólo st la cabina se ent:uentra 
en el segu1ulO piso y d, además, se 'umplett las condlctoner sigubentes: 

1) están curadas ambas puertas del elerJa.dor y la puerta de la cabt­
na; el pasajero te encuentra e11 el elevador y oprtme el botón de desctMo o 

2) están cerradas ambas puerlll$ del el~vador (mientras q¡u la puerla 
de la cabina está cerrada o abterta); en la cabina no hau nad~; una 
persona oprtme en el primer piso el botón dt llamada. 

Solución. Designemos los in~errupto!'e$ lie contacto que regulan 
la conexión del circuito de La forma siguiente: //' es el inLerruplor 
que se cierra sólo si la eabiua se encuentra en ol S0gundo piso; [P1 
y .'!>,. son los interruptores que se clorran cua .. ndo se cierran las Puar· 
las del elevador on el piso 1 y en el piso 2; .!J> e os un Interruptor análo­
go relacionado con la Puerta da Ja CnbiM; ~ es el interruptor rola· 
cionado con el piso do la cabina que se cierra bajo la íufluoncia dol 
peso del Pasajero; $d y $¡ son los Interruptores relacionados cou ol 
Botón tle Descenso que se encuentra en la cabina del elevador y el 
)iotón de ¡:,!amada que se encuentra en primer piso, JUuto a ln puerta 
del elevador. Según_ la condicl6o del problema, el Ciicu.iLo buscado 
'€d para manejar el Descenso del elevador dobe conectarso (conducir 
la corriente) sólo en el caso de que: 

1) el contacto :f está cerrado, y el contacto .~l está cerrado, y el 
contacto .9',. está cerrado, y el contacto !1' e está cerrado, y el contacto 
!fJ est:l cerrado, g el contacto $d eB\iÍ cerrado 

o 
2) ol contacto 3' está cerrado, y ol contacto :J11 está cerrado, y ol 

1) Hemos tomado este ejemplo del libro de M. A. nonetaeo, 
Cnruan, CoooTcROa pa.zu1o, 1958, CTp. 214 (I. A. Poletáev, Seliul, 
pág. 214). 

•) Aquí s6lo consideramos La estructura del circuito que permite 
manejar el descenso del elevador, análogamente so puede examinar 
también lo estructura del circuilo que desplaza el elevador hacia 
arrib& (véase el ejercicio 6 da la p,g. 75). 
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contacto ,'fJ t está t--crrado; y el contacto 9' e e.stá cerrado o abierto, 
y ~1 contocto ;.8¡ está cerrado, y el contact.o .'1' está ubierto. 

TeDlendo un cuenta que la operación lógic.a «yt corresponde nl 
producto tle proposiciones (de contactos), mientras que la operación 
lógica co• corresponde a la suma do las mismas, obtenemos fácilmentA 

!(.;a= 3'9\9'29'~::fil~d+ r!fff'l:!P2 (.9'e+ .1'c) .1J,::P. 

Empleando la igualdad 

~c+ific=:J, 
la propiedad del contacto j (.1f:J = .7f para cualquier conuwto ~} 

-:/~~o [2P o y~C>-0-+---
p ~ ~ 

tt--~r!"' Oc>-----' 

B, 

así como lo ley conmutativa de la multiplicación y la ley distrih1a­
tiva, podemos simplificar la expresión obtenida: 

<C:\d =:fff't ff''l (.9-'9-'c~d+ ~[IJ¡). 

Es fácil JlOrsuadirse do cómo debe renliz11rse técnifamento se­
mejante circutto (fig. 42). 

EJERCICIOS 

i. Hcprcseuta los circuitos de coutactos que corresponden a las 
proposiciones complejas 

a) (a+b) (c+d); 

b) abc+czb+a; 

e) abC+abc+abc; 

d} (a+b> (;i+li>+ab+a'b. 
2. Representa los circuitos •lo contactos que corresponden a lns 

proposiciones 

(a + e) (b + e) (a + d) (b + d) y ab + cd 

y comprueba la ci!:ualdadt do estos circuitos. 
3* . Construye el circuito eléctrico 3' quo c.ompreode los coatae· 
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tos ~. $, ~ y :t (y, posihle&oeuto, !os contactos .:A. /JJ , i y 21) 
Lal que 

a) el circuiloJ"se cierre sólo si están cerrados todos Los contactos 
,A, ~. ~· y ~ o si no está cerrado nín~ de estos contactos¡ 

b) el circuito c[f 11$ cierra sólo sí están cerrados a lgunos de los 
contactos óf, 91, ~ y :l; poro no tcx!os estos contactos. 

4. a) El comité cousta de tres miembros. Construye el circuito 
eléctrico qua muestre los resultados de una votación; c.ada miombro 
del comité vota 9Ptimiendo un bot6n; el bombillo se enchmde s6\o 
si \a proposición reúne la mayoría de votos. 

b) Coostruye un circuito análogo para un coroit-6 compuesto 
del presidente y cinco v~lcs~ ol boru61Bo llebo en.._tsnd8J'118 ahora 
:16lo si la proposición reúne lli wayorí11 de vot os o si lo!! votos so ban 
repe.nido por igual pero el pre:!ídont e ha votado a favor de la propc>­
sici6n. 

s•. Construye un circu it.o eléctrico que permita encender y apa­
gar el bombillo empleando 

a) tres interruptores independientes (compara con el ejemplo 1 
do la pág. 72); 

b) n interruptQres independientes. 
6. En las eondieiones del ejemplo 2 do la pág. 73, construye uo 

circuito que permitlt desplazar el elevador liacia arriba. 
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AP€N01CE 

DEFINICION 
DEL 

ÁLGEBRA DE BOOLE 

Se denOioloa álgebra de Hoole un conjunto a~bitrario de ele­
mentos ex, ~. 1'• ••• para los cuales están definidas dos operaC-iones, 
adición y mul~iplicnción, quo ponen en <X>rrespondencia a cada par 
a y ~ de elemen\os la suma <X + ~ y 'el producto a~ de los m.ismos1); 

está deflnidn lo operación «raya• que hace corresponde~' a cada ele· 

monto ex. un elemouto mJevo ci"1); exis\en dos elementos tespecialeSt 
o o i y se cumplen las reglas siguieates: 

Reglas referentes a la Reglas referentes a la 
operación de adición operacióu de multipHcación 

1) a+~ = ~+a, ia) a~=~a; 
leyes conmutativas 

2) (a + ~) +y=a+(~ -1-'\') , l 2a) (a~)l' =a(~'\'); 
leyes asociativas 

3) a + a = a, l3a) aa= a. 
leyes idempotentes 

Reglas que relacionan In adición y la multiplicación 

4) (a -t ~) y =a.l'+ ~y. l4a) a.~+ l' -=-(a+ ¡')(~ +y). 
leye.~ distributivas 

Reglas rcferent()S a los elementos o y " 

5) a-t-o=a, 1 Sa) aL=a; 
6) a +t= c., 6a) ao = o. 

Reglas referentes 1\ la operación <craya•> 

7) a= a; 

l) Compara con lo e~esto en la pág. 24. 
t) Los matemáticos dtcen a esto respecto que en e1 álgebra de 

Boo]e hay dos operaciones btnaTior (adición y mu1t.ip1ico.ción), que 
a cada dos elementos a y ~ del álgebra de Boole ponen en correspon­
dencia un nuevo elemento (a+ ~ y a~, respectivamente), y una 

operación unario que hace corresponder un elemento nuevo a a cada 
elemento ex. del álgebra de Doole. 
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8) O= ~ 1 1 8a) L=o. 
Reglas que relacionan la operación <<raya» con In 

adición y la multiplicación 

9) a+fl=aP, 1 9a) ~=~+if-
rcgtas de Morgan 

En la definición del álgebra de Boole cabo no exigir la presencia 
de 1~ relación::::>: la inclusión o;:::> ~ puede ser definida por cualquiera 
de las condiciones o; + ~ = a o cz~ = j}, de donde so pueden deducir 
totlas Las propiedades rle la relación :::>: 

a:::> a; 
si a ::> ~ y ~ :::> cz, en~onces a = ~; 
si a => ~ y ~ :::> y, entonces a ::::> ?i 

~ ::::> a y a ::> o: 
« + ~ => a y ex => ct~; 

:~i ex ::> ~. entonces ¡r => Ci 
(¡dedúcelasl). Ea más, en la definición del álgebra de Boole ee puede 
no exigir la presencia de una de las operaciones d8' adición o de mn1ti­
plicaci6n, exigiendo sólo la prosooc1a de la otra operación y de la 
operación cra_yat; por ojom.plo, teniendo laa operaciones cadición• 
y «rayat, podemos definir la multiplicación mediante la regla de 
Morgan 

cx ·~=a+~· 
Sin embar~o, la presencia de las operaciones de adición y do multi­
plicación unicamente (sin la opel'aci6n «raya.) no determina aúu 
el álgebra de Boole. 

La definición del álgebra de Boole dada más arriba es poco ceco­
nómicat: muchas de )as propi.edades enumeradas pueden ser dodu­
oidas de )&! otras, de modo que no es Indispensable exigir que se 
cumplan. Esta definición tampoco es la única aceptada en la litera­
tura: en varios tibros y artículos, a las «reglas principales. (o ¡¡zlomas) 
del álgebra de Boole se agregan además las siguientes: 

Reglas que relacionan la operaci6u (cr&y8>> con los 
elementos o y e. 

10) a+a=l I 10R) cüi=o. 
En el caso de tal definición, el ejl'mplo S (álgebra tle los máximos 
y los mínimos) consider11do en el § 2 no roprel!I\UIJI ya un álgebra de 
Boolc y el ejemplo '• (ólgellrll tle los minimos múlti¡llos y los mahlmos 
divisores) ofrece un álgnbra de Eoole 116lQ en ol callO on el qu«" el núme­
ro Inicial N so descompone en el producto ele fact<Jres ¡1rimos dlstinl.o!l 
dos ll dos (tal es el número 210= 2 ·3 ·5·7 que ligura en el texto, 
pero no será éste el caso, digamos, del número 72=23 ,32 = 2-2 ·2 ·3 ·3). 
A este respecto pueden verse, por ejornplo, los libros [2) y (41 o el 
articulo [8) de lu lista bibliográfica que viono a wn\.inWici6n. 



78 

RESPUESTAS 

Y SUGERENCIAS A EIERCICIOS 

§1 

t. (A + B) (A + C) (B + D) (C + D) = 
= [(B +A) (e+ A)) ·((B +.D) (C + D)J = 

= (JJC + A) (Be + D) = (A + Be) (D + BC) =· AD + Be 

(aqui se utíliza la segunda ley diatribuUYa). 

2. A (A + B} =AA + AB =A + AB =Al+ AB = 
= A (I + B) = Al = A. 

5. A (A + l) (JJ + O) = A ·l·B = A B. 
6. (A+ B) (B +e) (e+ A)= ABe+ AB + AC +Be = 
= ABe+ A Bl + A e + Be = AB (C' + I) + A C + Be = 

= ABI + AC +Be= AB +Be+ CA 

(véase la identi'dad demo:~Lrada eQ la pág.· 21)'. 

7. [(A + B) (B + C)) (e+ D) = (Ae + B) (e+[))= 
= AC + AeD +Be+ BD = Ae + JJC + BD. 

tÓ. [(A+ B + e)(B +e+ D )) (e+ D +A) = 
= (AD + (B + C)] (e + D + A) = 
((AD + B) + e ) [(A + D) + e ) = 

= (AD +.Y) (A+ D) + e= AD + AD + AB + BD +e= 
= AB + AD + BD +C. 

3. u) + 1 O 1 y 

o ¡o 1 
1 1 1 

b) + 1 o P e 1 

o o P e 1 
p p p 1 1 
e e 1 e 1 
1 1 1 1 l 

·10 1 

o ¡o o 
1 o 1 

§2 

y . 10 Pe 1 

o o o o o 
p o p o p 

e o o e e 
1 o p e 1 
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§3 
1. AB + AC + BD + CD =(A + D) (B +C.) (véase el ejer­

cicio .t del § t); A+ AB = :.4 {véase el ejercicio 2 del § t}; AB + 
+ 80 +Al= A (véase el ejercicio g, del § 1.); ABC + BCD+ 
+ CDA = (A + B) (A + D) (B + D) C (véase el ejercicio fO del 

1). 
2. a) (A +B) (A+B)=AA-l-AB+BA-1-BB=A+iB+BA+O= 

= A+ BA+ B:4=A +<B+B>A=A+IA ==A+ A =A; 

b) AB+ tA+B) (A+B)= AB+ AA+AB+BA+BB= 

=AB+O+AB+BA+O=AB+AB+BA=(AB+A.Bi+(AB-tAB) = 
=A (B+B)+(A+Á)B=Al +IB=A+B; 

e) ABCÁBAC= (A +B+é) (A+É} ÁC=[(A+ B>+ C! (A+BJ AC= 

=A(A+B) AC+B(A+Bi AC+(A+B) A (CC)= 

={AA) (A+B) C+(B(AÁ) C+(BB) ACJ+<A+ ñ) AO= 
=O (A+ B) e+ (Boc +OACI+ O= o; 

d) A+B=A+Ill=A+(A+A) B=A+AB+AB= 

=(Al +AB)+AB=A {! +B>+ AB.,..., 

=Af -t-AII=A+ÁÍJ. 

3. Aplica la operación «raya• a am~os miembros de la igualdad 

considerada; utiliza el hecho de que A= A. 

4. AB+AB=A (véase el ojercicio 2a); 

(A+ B) (AB + XB) = AB (véaso el ejercicio 2b); 

A (A+ B) =AB (véase ol <' jercicio 2d). 

6. a) A éad'B divisor m del número N lo corresponde un subcon­
ju uto dct.onninndo del conjunto 1 = (p1, P'}• ••. , p,~¡} de divisores 
primos del número N; a saber, el conjunto de aquellos do estos divi­
sores que a la vez son también divisores de m; además, si a los núme­
ros m y n les corresponden los subconjuntos A y B del conjunto 1, 

- N entonr.es a los números m ffi n = (m , 11], m ®n = (m, n) y m = ­
m 

les corresponden los conjuntos A + [1 , A 8 y .A. 
h) Si m= p 0 y n = pb, entonces 1n 61 u = {m, n\ = pmh [a, bl, 

- N m® n =(m, n) = Pmfn[a,b] y m=-=p·l-a. 
m 

- N A A A~-a~ e) n•---p ¡-a¡p ~-az JI ,. " ·-m- 1 2 · • • k • 



80 

7. Estas igualflades no se cumrloo en el «álgebra do los máximos 
y los roinlmoSJ (salvo el caso eo e que los elementos del álgebra son 
dos números solamente) y en ol «álgebra de los m nimos múltiplos 
y los máximos diviso~a. (salvo el caso en el que todos los divisores 
primos p1, p2, ••• , Plt del número N son distint05 dos a dos; cotn~ 
para con el ejercicio oa). 

8. a) (A + 8) (A + C) = A + A C + A B + BC = 
=Al+ AC + AB + RC =A (/+e+ B) +Be= 

= Al+ 8C = A + 8e e: A + B e A + B + C; 
h) (A + B) (A + C) (A + /) = (A + B) (A + e) 1 = 

= (A + B) (A + C) = A + BC ::::>A ::::> A.BC 

("ompara con el ejercicio Ba); 
e) (A. + 8) (8 + C) (e+ A)= A8 + BC +CA=> AB :::> ABC 

(\léase ol ejercicio 6 del § i); 

d) Pues U> que A'::> AB y 8 -:::::> AB, ee tien~ A+ 8 :::> AB"+ A8. 
9. ABC e AB + AC (v6aso el ejercJcio 8a); 

AB + AC + AO e A + B + C (véase el ejoroiclo 8b)¡ 
AB + BC + CA e: A + 8 + e (véase el ejercicio Se) . 

10. ABc(A+B)(A+8). 
J2. a) A; b) 8¡ e) /; d) O. 

§4 

5. a) cel número entero positivo es par y os -primo•; el conjunto 
do vor~ad es {2); b) «el número entero positivo os impar o es pr~mot; 
ol conJunto do v(•rdad {1, 2, 3, 5, 7, 9, ti, 13, 15, 17, ... ) difiere 
del conjunto de los números tmpares en que se ha ··agregado el núme· 
ro 2; e} col número entero posittvo es impar y. es frimo»)i el conjunto 
de verdad (3, 5, 7, H, t 3, i7, 19, . . . } difiere de conjunto de todos 
los números primos en que se ha· excluido el númeró 2; d) ce) número 
ontero positivo os par y no es primo•; el conjunto de verdad {4, 6, 8, 
10, 12, t4, 16, .. . ) düiero del conjunto do todos los números pares 
en qua se ua excluido el J\Úmero 2; o) tel número entero positivo 6ll 

impar o uo es primo~; el oonjunw do verdatl {i, 3, 4, 5, 6, 7, 8. {1, 
tO, H , .. . } ~ el conjw1w de todos lo~ oúm~ros enteros posiLivos 
a excepción dul número 2. 

§5 

5. a + b = a; ab = b. 

§6 

t. a) Vóaso la tig. 43; á) véase la fig. 44.; 
3. a) Vósse la fig. 45, o; b) vóase la fig. 4.5, b. 
4. ti) r!f = ,,(:!/¿ + .,.~ + ~~; 
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b) 3' = ¿¡f (~W. + ~2 + ~~ + $!1 + ~~ + ~~ + 
rl!f + 21- + 9J!l + 1-9) + + 5Jra2<(1; + 5JW;2!F + 5J~'I!l + /JJ$~!F + r¡.~~:-; 

(el botón .A lo oprime el presidente del comité). 

1), 11) 3'=4¿ij~+.A.i"~+...t5J~+,¡-.i~. 

A e 

-cJ-C~B)(C+D) 

S""ABCD+ABtii 

o) 

B D 
FlF. 43 

FlG. H 

FJG. ~S 

A(BC+B)+Á 

-€~} 
S=(A+B+C+O)(A+B+C+DJ 

b) 
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SALEN A LA LUZ LOS SJGUI ENTES LI BROS 

EHmov N. 

GEOMETRIA SUPERJOR 

En este libro se exnmina un gran número de pro­

blemas. Se da la argumentación matemática de: la 

geometría euclítlea, las geometrías no euclideas de 

Lobacnevski y Riemann, la geometria proyectiva, 
la geometría de Minkovski y las cuestiones geo­

métricas do La t eoría especial de la rola t.ivioad 

y u.na noción general do las formas topológicas 

tle la geometría de curvatura constante. La obra 

so divido en tres pattes. El material principal 

se oxpono on las primeras dos pa rtes. E l material 

de la tercora parto- nociones principales de la 

geomet1'ia de curvatura constante- puede ser 

aprovechado en el trabajo do los círculos mat.e­

mnticos. 
El libro so caracteriza por la claridad de su expo­

sición y es comprensible pnra amplios círculos 

tle lectores, aunque las cuostion~ que trata, por 

así decirlo, no siempre son sencillas. Ha sido rae· 

ditado varins veces on la URSS y en otros paí­

ses. 
Está destinado a los estudiantes de centros do­

centes superiores, así como a todas a9.ueUas per­

sonas quo se interesan por Jas matematic.1s. 
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Bennan G. y otros 

PROBLEMAS Y EJERCICIOS 
DE ANALISIS MATEMATICO 
(21 edición) 

Esta colece1ón de problemas está dedicada a los 
estudiantes que cursan an&llsis matemático en 
centros de enseñanza técnica superior. 
No contiene la teoría ni las fórmulas necesarias, 
el lector las encontrará en los ca~ítulos respectivos 
del manual de análisis matol,Datico. La mayoría 
de los problemas está subvidida en grupos, lo 
que raeilit.a el trabajo con este libro. A los grupos 
de problemas de contenido homogéneo precede 
una indicación llenera). Todos los problemas de 
contenido fisico van acompañados do las nociones 
nocesar¡as sobre la fisica. EL libro contiene un apén­
dice: 'rablas do las magnitudes do algunas fun­
ciones clementules. 
E l autor analiza un total de 4465 problemas. 

Elsgollz L. 
ECUACIONES DIFERENCIA LES 
Y CALCULO VARIACIONAL 
(31 edición} 

En este libro el autor examina las ecuaciones dife­
renciales de primer orden y de orden superior, 
sistemas de ecuaciones diferouciales, teoría do la 
estabilidad, ecuaciones de de.rlvadns varciaJes de 
primer ordeo, métodos de variaciones en los proble­
JJlus con limites fijos, problemas de variaciones 
con limitos m6viles, condiciones suficiente~ del 
extremo, problemas de v~~riaciones de extremo 
complejo y métodos directos en los problemas de 
variaciones. 
Es~ñ destinndo para loa es~udiantos de las fucult.a ­
des fisicomntem&licas do los centros de ensolianzR 
superior y especialistas que estudian los problemas 
de matemáticas indicados. 
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Budak B., Snmarski A., Tljonov A. 

PROBLEMA S 
DE l''ISICA MATEMATICA 

En dos Lomos 

El libro aba rca In mayor p~rte de los principales 
métodos do resolución de los problemas de ffsica 
matemática . So presta especial atención a la parte 

fisica de la cuestión. n la formulación de los pro­
blemas a los modelos matemáticos de los proee­
sos reales. a las ilustracion.es fisicas de los méto­
dos rle resolución y de los .resultados. 
La colección contiene problemas de deducción de 
ecuaciones y do condiéiones límites, así como de 
aplicación de distintos métodos de resolución de 
problemas de frontera de la física matemática . 
Los problemas cuentan con indicaciones para su 
resolución y con las respuestas a los mismos. Para 
mu-chos problemas se ex;>onen las resoluciones con 
la aplicación de los metodos más sencillos. 
El libro está destinado n estud iantes de univer­
sidades e institutos de enseñanza superior que 
cursan las matemáticas por un programa amplia­
do. La obra también resultará de interés J)ara pro­

fesores universitarios, colaboradores de institutos 
de investigación cientítica y para ingenieros. 
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Effmov A., Dcmidóvich B. (bajo la redacción cleJ 

PROBLEMAS DE MATEMATICA 
PARA LOS CENTUOS DE ENSE~ANZA 
TECNICA SUPERIOR 

En dos partes 

~sta. obra se compone de dos partes (parte primera: 
"Algebra lineal y fundamentos del análisis mate· 
mátlGo"; parte ~unda: "Capítulos espeeialos del 
análisis matemático") y está destinada u ser con· 
solidadas en las clases préctleus (semittarios) las 
partes teóricas del curso do matomáticas suporioros, 
estudiado en los centros de ense.íía.nzn superior. 
El manual contiene problemas sobre álgebra LI­
neal y vectorial, €eometr1a aoalitica, cálculo di­
ferencial e Integral do funciones de una y múlti­
ples variables, ecuaciones difereMiales, análisis 
vectorial, fundamentos de lo. teoría de la variablo 
compleja, earies y sus aplicaciones al cálculo 
orerilcionol. De este modo, el manual nbarca Lodo 
e curso do matemáticas superiores estudiado ou 
los centros de enseñanza. superior, con excop­
ción de algunos cursos espcciO.los. 
Cada éapítulo de esta obra ostá provisto de una 
introducción en la cual se dispone el material 
teórico (definiciones, teoremas, fórmulas princl· 
pales), neco!Uirio para lo. resolución del ciclo de 
problemas del capítulo dado. Aqui también se 
examina un número snficlento de ejemplos, que 
ilustran los métodos .fundamentales de resolución 
de los problemas. Todos los problemus propuestos 
tioneo respuesta a l final dol capitulo1 y los más 
dj[iciles vienen provistos de indlcacJOnes (estos 
-problemas se iudica11 con estrella.s) o son resuoltos 
(problemas con dos estrellas). 
Una particularidad destacable de este libro la 
constituye la eJ[istencia do ciclos de problemas do 
cálculos según las partes fundamentales del cur· 
so. Cada ]lroblema de cálculo erige la asccitura 
del pro~rama en la lengua Portran y luego la 
resolucion en una compu tadora. La inclusión de 
esto tipo de problemas en el manual es necesaria 
para una nsimllación más profunda de los métodos 
numéricos conjuntamente con el estudio de los 



capítulos correspondientes de las matemáticas su­
periores. En el manual propuesto, también es uná 
novedad el estudio conjunto de las propiedades de 
las series en los campos reál y complejo. Semejante 
metodologia de exposición del material práctico 
sobre la teoria de las series, permite comprender 
con mayor profundidad y desde un punto de vista 
unificado las propiedades de las series funcionales, 
en particular, laS series de potencias y }Jls de Tay· 
lor, introducir la forma compleja de la serie de 
Fourier, la transformación de Fourler y la reali-
7-ación práctica de las mismas; ln transformación 
discreta de Fourier (TDF). 
Semejante enfoque de la exposición del m~terial 
sobro la teoria de las series está asegurada mediante 
ln introducción en el manuaJ del capítulo "Fun­
damentos de la teoría de {unciones de la variable 
compleja". El estudio de este caJli~ulo do las .ma­
temáticas superiores por parte de los estudian~ 
de las especialidades de ingenieri.a ya hace t.iem.po 
que se ha transformado en una necesidad y en mu­
chos institutos de ~eiianza superior se ha fucluido 
en los programas. 
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