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§ 1.
ALGEBRA
DE LOS NUMEROS
Y ALGEBRA :
DE LOS CONJUNTOS

En la escuela, durante las clases de Aritmética y de Alge-
bra, se estudian nmeros de la mds diversa indole. En el
primer gradoe los alumnos se encuemtran con los niimeros
enteros que no les crean dificultades, pues en su mayoria
vienen a la escuela teniendo cierto conocimiento de los
mismos, Pero mas tarde aparecen nuevos y nuevos «<nimeros»;
ahora ya nos hemos acostumbrado a ellos y no nos serprenden;
pero no menos cierto es que cada vez que se amplia el concepto
de nimero tenemos que deshacernos de unas u otras ilusiones.
El nitmero (entero) responde a la pregunta de cuantos objetos
contiene una u otra coleccién; por ejemplo, de cudntas manza-
nas hay en una cesta, de cuéntas paginas tiene un libro o de
cuantos varones hay en un aula. ;Y las fracciones? jAcaso

1 1
puede haber en un aula 33 5 varones o aparecer 3 7 platos en
una mesa? Claro que no. Pero en la mesa puede haber 4 %

< 3 -
manzanas, wna pelicula puede durar 1 horas e incluso

puede haber en un estante 6 % libros (lo que no habla a favor

del dueiio de los libros pero tampoco contradice el sentido
comiin). Apenas nos acostumbramos a que puede haber un
namero fraccionario de objetos, aparecen los niimeros negati-
vos. Claro estd que en un estante no puede haber —3 libros;
esto seria ya contranatural. Pero un termdmetro puede marcar
—5° y ti puedes tener —50 kopeks; lo ltimo, desde luego,
es muy lamentable, pero s6lo para ti y no para las Matemati-
cas. Y en los grados superiores aparecen nimeros verdadera-

mente «terribles»: primero los irracionales, como es Ve,
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y después los imaginarios, como es 1 -- 2i'); los propios
nombres explican la actitud del hombre hacia estos nimeros
hasta que se acostumbré a ellos. Es posible que td los ignores
por ahora y s6lo los conozcas méis adelante®); esto no es 6bice

a+b manzanas ab manzanas
A A

0DOOOOL  VOOOOO
DOOOOOO 0O000O0AQ00
OOOOOOH  QO0OOOOO

b b
——————

~ - e

—— b 1]
a manzanas b manzanas manzanos anzanas
2y L
6 grupoes de mapzanas
FHi, 1 Fi1G, 2

para que leas este libro. Los niimeros irracionales e imagina-
rios estdn muy lejos de la idea primaria del nfimero en tanto
que caracteristica de la cantidad de objetos; sin embargo,
también llevan el nombre de «nimerosy.

¢Qué es lo que tienen de comtn todos estos tipos de nii-
meros? (qué obliga a darles el mismo nombre de «ntimeros?
La semejanza principal entre todos los tipos de némeros
consiste en que se pueden sumar y multiplicar®). Pero esta
semejanza es bastante relativa: aun cuando podamos sumar
y multiplicar nimeros de todos los tipos, estas operaciones
tienen sentido absolutamente distinto en los diferentes casos.

) Los numeros de tipo 1 -~ 2i suelen denominarse
actualmente complejos; el término tmaginario (0 tmaginario puro)
se emplea para los niimeros como 2 o —1/2i (en contraposicién, los

nimeros como 4, =- 5 0 /2 suelen denominarse reales).

%} Una exposicién licida y sencilla de los distin-
tos tipos de nlimeros aparece en el libro de 1. Niven, Numbres: rational
arnd irrational, Random House, New York, 1964.

9) Pero no restar ni tampoco dividir: si conocemos
s6lo los niimeros positivos, no podemos restar del nimero 3 el nime-
ro 5; i conocemos stlo los nimeros enteros, no podemos dividir el
nimero 7 por el nimero 4,



Asi, sumar dos numeros enteros positives a y b significa
hallar el nitmero de objetos comprendidos en la union de dos
colecciones, una de ¢ y otra de b objetos: si en una clase de
séptimo grado bay 35 alumnos y en otra clase del mismo gra-
do hay 39 alumnos, en ambas clases de este grado habra
35 + 39 = 74 alumnos (véase también la fig. 1). Do modo
analogo, multiplicar los ndmeros esnteros positives ¢ y b
significa hallar el numero de objetos del conjunto de a
coleeciones con b objetos en cada wna: si en una escuela hay
3 clases de séptimo grado ¥ en cada una estudian 36 alum-
nos, en la escuela habra 336 = 108 alumnes de séptimo grado
{véase también la fig. 2), Pero se hace imposible extender en
esta forma las definiciones de la adicion y de la multiplica-
cién al caso de las fracciones ni al de los nlimeros negativos
{de los niimeros irracionales ¢ imaginarios preferimos incluso
no hablar aqui).

De tal manera. llegamos, al parecer, a la conclusin si-
guiente: denominamos con la misma palabra «numero» dis-
tintos tipos de nimeros debido a que todos se pueden sumar
y multiplicar; pero las propias operaciones de adicién y de
multiplicacion son absolutamente distintas segin los dife-
rentes tipos de nimeros. Sin embargo, aqui nos hemos apre-
surade un poco: de hecho, la adicién de loz ntimeros enteros
v la adicién de las fracciones no son operaciones tan absolu-
tamente distintas. Mds exactamente, las definiciones de estas
operaciones son efectivamente diferentes; ahora bien, sus
propiedades son absolutamente idénticas. Asi, para nimeros
de cualquier indole

af-b=b+4a Yy ab=1ba;

ley conmutativa de la ley conmulativa de la
adicibn multiplicacién
(a4+b)+e=at(b+c) y (ab)e=a(bo);

ley asociativa de la loy asacialiva de la
adicién miltiplicacién

en todos los casos existen dos nlimeros espeeciales 0 y 1, tales
que

¢e+0=a¢ y al=a
para todo niimero a. Y para el Algebra moderna es tipico el

siguiente punto de vista acerca del contenido de esta materia:
el Algebra estudia algunos sistemas (distintos) de nimeros
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para los cuales estan definidas las operaciones de adicion y
de multiplicacién que verifican las leyes ya sefialadas y otras
como, por ejemplo,

(a -+ b) ¢ = ac + be,
ley distributiva de la multiplicacién respecto a la suma

donde a, b y ¢ son nimeros de cualguier indole.

La existencia en los sistemas de nimeros de dos operacio-
nes —la adieién y la multiplicacién— origina cierto parale-
lismo tanto més manifiesto por cuanto las propiedades de la
adicién se parecen mucho a las de la multiplicacién. Este
paralelismo se ohserva, por ejemplo, en que cualquier interro-
gado sustituiri en la ¢proporcidény extrafia

adicién _ multiplicacion

resta ?

el signo de interrogacion por «divisién» sin reparar muche en
lo que significa esta «proporeién»; también se observa en que
los alumnos, e incluso sus padres, confunden frecuentemente
los términos de ¢nfimero opuesto» (el nimero —a que sumado
con el niimero ¢ da 0) y de «ntimero inversgoy (el niimero 1/a
cuye producto por el nimero dado ¢ es igual a 1), asi como
en la similitnd que existe entre las propiedades de la progre-
sién aritmética (serie de nimeros en la cual la diferencia en-
tre dos numeros sucesivos cualesquiera 83 la misma) y la
progresion geométrica (serie de nlimeros en la cual el cociente
de dos niimeros sucesivos cualesquiera es el mismo).

Sin embargo, no siempre se observa esta semejanza, este
paralelismo. Por ejemplo, ol nimero 0 desempefia un papel
especial no sélo respecto a la adicién sino también respecto
alamultiplicacién: esto se expresa en que para todo nlimero a

a-0 =0

{(de aqui resulta, en particular, que no se puede dividir por O
un ntmero distinto de 0). Ahora bien, si en la filtima igualdad
sustituimos la multiplicacién por la adicion y el cero por el
uno, obtendremos una «igualdad» extrafia

a+1=1
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valida sélo para a = 0'). Ademas, si en la ley distributiva
(a + b) ¢ = ac -+ bc sustituimos la adicién por la multipli-
cacién y viceversa, obtendremos la «igualdad»

ab 4 ¢ = (a+c) (b+0)

con la que nadie, por supuesto, estard de acuerdo. [Como
es obvio que

(a4 ¢) (b+c¢) =ab -+ ac+ be + & = ab4c (a4 b+c),

resulta que (2 +¢) (b+¢) =ab ¢ sflo 8i ¢ =10 o si
a+b+ec=1,1]

Pero el Algebra conoce también otros sistemas, no numé-
ricos, en los que también se pueden definir las operacionesde
adicién y de multiplicacién més similares entre si que la
adicién y la multiplicacién de los nimeros. Consideremos,
por ejemplo, el «dlgebra de los conjuntos» que es muy impor-
tante, Se entiende por conjunio una coleceion cualguiera de
objetos arbiirarios denominados elementos del conjunto:
se puede hablar del «conjunto de los alumnos de una clase
de séptimo grado», del «conjunto de los puntos de un circulos,
del «conjunto de log puntos de un cuadrado», del «conjunto
de los elementos de la tabla periddica de Mendeléevn, del
«conjunto de los niimeros pares», del «conjunto de las notas
de los alumnos de una clase», del «conjunto de los elefantes
de la India», del ¢conjunto de las faltas gramaticales en tu
composicidns, ete. Resulta bastante claro ¢émo puede defi-
nirse la «suma de dos conjuntos»: enienderemos por suma
A + B del conjunto A y del conjunto B simplemente la unién
de ambos conjuntos. Por ejemplo, si A es el conjunto de varo-
nes y B el conjunto de hembras de tu clase, 4 + B es el
conjunto de todos los alumnos de tu clase; si A es el conjunto
de todos los nimeros enteros positivos pares y B es el con-
junto de todos los miimeros divisibles por 3, el conjunto
A+ B

{2,38,4,6, 8,9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22, . . .}

consta de unos y otros nimeros; si A es el conjunto de los
puntos del 6valo sombreado en la fig. 3 horizontalmente y

1y 5ilaigualdad a -+ 4 = 4 fuese vdlida para todo
a, seria imposible restar 1 a cealquier nimero distinto de 1; esto, por
gupuesto, es falso; asi 3 — 1 =2,
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B es el conjunto de los puntos del évalo sombreado oblicua-
mente, el conjunto 4 - B es toda la regién sombreada en la
fig. 3. Esta claro (véase, por ejemplo, la fig. 3) que para
cualesquiera dos conjuntos 4 y B

o B B

0 sea, para la adicion de conjuntos se cumple la ley conmuta-
tiva. Ademads, por supuesto, cualesquiera que sean los con-
juntos 4, B y C siempre

(A+B)+C=4+(B+C),

o sea, tiene lugar la ley asociativa de la adicidn de conjuntos.
El conjunto (4 + B) + C (0 A -+ (B + ()) se puede indicar

FIG,. 3

simplemente por 4 + B + € omitiendo los paréntesis;
representa la unién de los tres conjuntos 4, B y C (asi, en la
fig. 4 el conjunto 4 -+ B + C coincide con toda la regién
sombreada).

Convengamos ahora en denominar producto AB de los
conjuntos A y B la parte comin o la interseceidn de estos con-
juntos. Asi, si A es el conjunto de ajedrecistas de tu clase y B
es el conjunto de nadadores, AB serd el conjunto de los
ajedrecistas diestros en natacion; si 4 es el conjunto de los
nimeros enteros positivos pares y B es el conjunto de los
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nameros divisibles por 3, el conjunto AB
{6, 12, 18, 24, . . .}

esta formado por todos los nimeros diyvisibles por 6; si el
conjunto 4 consta de los puntos del dvalo sombreado en la
fig. 5 horizontalmente y B es el conjunto de los puntos del

F1G, 4 Flts, &

dvalo sombreado verticalmente, el conjunto AB quedarad
cubierto en la misma figura por una «reja» de lineas horizon-
tales y verticales. Esta claro que también pare la multiplica-
cién de conjuntos se cumple la ley conmutalive, o sea, para
cualesquiera dos conjuntos 4 y B

AB = BA

(véase la misma fig. 5; se comprende también que el «con-
junto AD de los ajedrecistas diestros en natacién» y el «on-
junto B4 de los nadadores diestros en el ajedrez» es un mismo
conjunto), Ademds, es igualmente obvio que para la multi-
plicacion de conjuntos es vdlida también la ley asociativa, o sea,
para cualesquiera tres conjuntos 4, B y C

(4B) C = A (BC).

El conjunto (AB) C o A (BC) se puede indicar simplemente
por ABC omitiendo los paréntesis; representa la parte comin

31178



14

o la interseccion de los tres conjuntos A, By C (en la fig. 6
el conjunto ABRC tiene un triple sombreado?)).

Es notable quo para cualesquiera tres conjuntos A, B y C
se cumple también la ley distributiva:

(A 4+ B)C = AC + BC.

En efecto, si 4 es, digamos, el conjunto de los ajedrecistas
de tu clase, B es el conjunto de los alumnos aficionados al

FIG. 0

juego de las damas y C es el conjunto de los nadadores,
entonces 4 - B representa la unién de los conjuntos de los
ajedrecistas y de los aficionados al juego de las damas, o sea,
el conjunto de los alumnos aficionados a uno de estos juegos:
al del ajedrez o al de las damas (o, posiblemente, y al del
ajedrez y al de las damas). El conjunto (4 -+ B) C se obtiene
del conjunto A + B dejando en la unién 4 - B sélo aque-

!y He agui otro ejemplo que explica la ley asocia-
tiva de la multiplicacién de conjuntos. Sean A el conjunto de los
nimeros enteros divisibles por 2, B el conjunto de los numercs divi-
sibles por 3 y € el conjunto de los niumeros divisibles por 5; entonces,
AR es o} conjunto de los niimeros divisibles por 6 y (4B) € es el ¢on-
junto de los niimeros divisibles por 6 y por 5, osea, divisbles por 30.
De otro lado, BC es ¢l conjunte de los nimeros divisibles por 45 y
A (BC) es el conjunto de los nimeros pares divisibles por 15, o sea,
es de nuevo el conjunto de todos los nimeres (enteros) divisibles

por 30.
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Llos alumnos que ademds saben nadar. Pero estd claro gue
obtendremos exactamente el mismo conjunto formando la
union AC + BC del conjunto AC de los ajedrecistas diestros
en natacion y del conjunto BC de los aficionados al juego de
las damas que saben nadar,

Es posible que esta explicacion verbal de la ley distri-
butiva te parezea farragosa. Convienc emplear en tal caso la

(a) {b)

Fis, 7

representacion grafica. En la fig., 7, @ el conjunto 4 + B
estd sombreado horizonialmente y el conjunto €, vertical-
mente, de modo que ¢l conjunto (4 4 B) € resulta cubijerto
por una «eja» de lineas, B la fig. 7, & los conjuntos AC y BC
estan sombreados con lineas oblicuadas hacia la derecha y
hacia la izquierda. respectivamente; el eonjunte AC + BC
coincide con toda la region sombreada en esta figura. Pero
es facil ver que Ia regién AC -+ BC sombreada en la fig. 7, )
no difiere de la region (4 4 B) € doblemente sombreada en
la fig. 7, a.

No es dificil comprender qué «wonjuntor desemperia el pa-
pel del cero en nuestra «algebra de los conjuntos». En efecto,
la adicion de este conjunto O (designaremos el «wonjunto
ceroy por la letra @, similar por su forma al nimero 0)
no debe alterar niugin conjunto; luego, ol conjunto O no
contiene ningim elemento, es «vacioy. Puedes sentir el desco
de excluir por completo semejante ronjunio vacio de la con-
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sideracién: si el eonjunto O no contiene elementos, representa
un absurdo, y no un conjunto, y ni siquiera vale la pena
hablar de él. Sin embargo. tan infundado seria proceder de
esta manera como excluir el 0 del conjunto de los niimeros
por &l mero hecho de que la «colecciony de cero objetos tam-
bién es «vacia» y, al parecer, no tiene sentido hablar del
«miamero» de objetos que contiene. Pero, en realidad, si
tiene sentido; y mucho. Si no tuviésemos el nimero 0, no
podriamos restar uno de otro eada dos nimeros (porgue en
este caso la diferencia 3—3 no seria igual a nada), no podria-
mos representar, digamos, el nimero 108 (una centena, ocho
unidades y ninguna decena) en el sistema decimal de nume-
racidn, como tampoco podriamos hacer otras muchas cosas;
no es casual que el surgimiento de la idea del cero sea consi-
derado como uno de los acontecimientos mas notables en
toda la historia de la Aritmética. Exactamente igual, si
no se incluye entre los conjuntos el conjunto vacio O, no
podremos sefialar el producto (o la interseccién) de dos con-
juntos cualesquiera: asf, es vacia la interseccién de los
conjuntos A y B representados en la fig. 8, como también es
vacia la interseccién del conjunto de los alumnos de tu
clase que estudian en sobresaliente y del conjunto de los
elefantes. Y en general, si nos negdsemos a usar el concepto de
«conjunto vacios, en muchos casos tendriamos que hablar de
los conjuntos con gran recelo: gy si resulta vacio, o sea, no
existe, el «conjunto de los alumnos de quinto grado llama-
dos Andrés en la escuela N° 6 de Leningrado»?

Esta claro que si O es el conjunto vacio, entonces para
cualquier conjunto A

A+0=A.
No menos claro estd que cualquiera gue sea el conjunto A4
siempre
A0 = 0,

ya que es necesariamente vacia la interseccién de cualquier
conjunto A y del conjunto O carente de elementos (digamos,
la interseccién del conjunto de las alumnas de tu clase y del
conjunto de todos los alumnos de estatura superior a 2,5 m).

En ouanto al «conjunto unidad», la situacién es algo mas
complicada. Este conjunto I (lo designaremos por la letra 1,
similar por su forma al nimero 1) debe ser tal que su producto
(0 sea, interseccién) con cualguier conjunto A tiene que coin-
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cidir con 4. Pero de aguoi se deduce gue nuestro coujunto [/
debe contener lodes los elementos de todus los conjuntos 4.
Esta claro que semejante conjunto puede existir sélo si nos
limitamos a aguelios conjuntos 4 cuyos elementos se toman
de una determinada coleccién de «objetos»: a los conjuntos de
los alumnos de una escuela o clase determinadas (por ejem-
plo, A puede ser el conjunto de los alumnos que estudian en

FiG. 8 Fi(:. 3

sobresaliente y B el conjunto de los ajedrecistas); a los con-
juntos formados por nimeros enteros positivos (4 puede ser
el conjunto de los niimeros pares y B el conjunto de los
numeros primos que no admiten mas divisores que ellos
mismos y la unidad); a los conjuntos compuestos por puntos
que forman figuras pertenecientes a un determinado cuadra-
do como las representadas en las fig. 3, 4, 5, 6, 7 y 8. En
este caso entenderemos por 7 el «conjunto més grande» que
contiene todos los «objetos» considerados: el conjunto de
todos los alumnos de la escuela o la clase consideradas, el
conjunto de todos los nlimeros enteros positives o bien el
conjunto de todos los puntos del cuadrado (fig, 9). En el
«élgebra de los conjuntos» este conjunto 7 lleva el nombre de
unitario o universo. Es obvio que para cuslquier conjunto
«menor» A (e incluso para el conjunto A que coincide con I)
tendremos
Al = 4



18

ﬁ"dpleua correspondencia con la condicion que define la uni-
ad.

De este modo vemos ue en el «dlgebra de los conjuntos»
construida las leyes de las operaciones se asemejan mucho a
las leyes del dlgebra, referenles a los nimeros, que conocemos
del curso escolar de Matematicas; sin embargo, esta semejanza
con las leyes numéricas no es total. Es verdad que en el dlge-
bra de los conjuntos tienen lugar, como hemos comprobado,
casi todas las leyes principales validas para los numeros;
pero en ella también se cumplen otras leyes que, posible-
mente, te pareceran extranas. Por ejemplo, hemos sedalado
va que para los ndmeros no tiene lugar, como regla, la ley
que resulta de la ignaldad -0 = 0 si sustituimos en ella
la multiplicacion por la adicién y el cero por la unidad ya
que para casi todos los nimeros a tenemos a + 1 =%=1. Eu
cambio, en el dlgebra de los conjuntos la situacién es distinta:
aqui siempre

A+I=I-

En efecto, el conjunto 7 es, por definicion, el ¢més grande»
Y, por eso, es imposible aumentarlo més: cualquiera que sea
al conjunto A (tomado entre los conjuntos considerados) que
agreguemos al conjunto unitario [, siempre obtendremos
el mismo conjunto I.

Ademds, al sustituir en la ley distributiva (¢ + b) ¢ =
= ac + be la adieién por la multiplicacién y viceversa, he-
mos obtenido la «igualdad» absurda ab + ¢ = (a + ¢c) X
X (b + ¢) que para los nimeros resulta casi siempre falsa.
En el dlgebra de los conjuntos la situacion es otra: aqui
siempre (o sea, para cualesquiera conjuntos 4, B y C) tiene
lugar la igualdad

AB+C=A+C)(B+0)

que expresa la segunda ley disiributiva (la ley distributiva de
la adicién respecto a la multiplicacion) del &lgebra de los
conjuntos. En efecto, sean de nuevo A el conjunto de los
ajedrecistas, B el econjunto de los aficionados al juego de las
damas y C ol conjunto de los nadadores de tu clase. En tal
caso es evidente que la interseccion AB de los conjuntos A
y B comprende a todos los alumnos diestros tanto en el aje-
drez como en el juego de las damas y que la unién AB +C
de los conjuntos AB y C consta de todos los alumnos que son
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aficionados y al ajedrez y al juego de las damas v que saben
nadar (es posible que son aficionados al ajedrez, al juego de
las damas y a la nutacion). Deotro lado, las uniones A -+ €
y 3 + € de los conjuntos 4 y €' y de los conjuntos B y C se
componen, respectivamente, de los alumnos aficionados al
ajedrez o diestros en patacion (o, posiblemente, aficionados
y al ajedrez y a la natacién) y de los alumnos aficionados al
juego de las damas o a la natacion. Estd c¢laro que la inter-
seccion (A + C) (B + €) de estos dos ultimos conjuntos

fa) (b}

FIG, 10

comprende a todos los alumnog diestros en natacion y a todos
los alomnos que no saben nadar pero son aficionados tanto
al ajedrez como al juego de las damas, o sea, esta interseccion
coincide con el conjunte AB +- C.

Puesto que esta explicacion verbal te puede parecer enre-
vesada, daremos ademés una interpretacién grafica de la
sogunda ley distributiva. En la fig. 10, a 1a interseccion A B
de los conjuntos A y /7 esté sombreada con lineas oblicuadas
hacia la derecha y el conjunto €, con lineas oblicuadas hacia
la izquierda; toda la regién sombreada en esta figura repre-
senta el conjunto AB - C. En la fig. 10, b hemos sombreado
horizontalmente la unién 4 + C de los conjuntos 4 y C' y
verticalmente la unién B +- C de los conjuntos B y C; la
interseccion (4 + C) (B + C) de estas dos uniones queda
cubierta en esta figura por una «red». I'erc es ficil ver que
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la regiéu de la lig. 10, & cubierta por la red de lineas hori-
zoutales y verticales coincide exaclamente cou la region som-
breada en la fig. 10, a; esto domuestra precisamente la se-
gunda ley distributiva.

Senalemos, para terminar, otras dos leyes del dlgebra de
los conjuntos que contradicen los conocimientos algebraicos
adquirides en la escuela. Es facil comprender que cualquiera
que sea &l conjunto A, su unién con otro igual y su intersec-
cién con si mismo coinciden con el conjunto inicial A:

A+A=4 y AA=A.

Estas dos igualdades se denominan a veces leyes idempotentes.

Es muy ventajoso el hecho de que las leyes generales del
Algebra conservan una misma forma para todos los tipos de
numeros: gracias a sllo, al pasar de los niimeros enteros a los
fraccionarios o relativos (tomados con el signo «més» o «me-~
nos»), podemos utilizar plenamente los habitos adquiridos
con anterioridad y sélo necesitamos afiadir otros (de acuerdo
a la reserva més rica de nimeros considerados), pero no ad-
quirir nuevos. La situacion es enteramente distinta cuando
pasamos de los nlimeros a los conjuntos: aqui parcialmente
necesitamos también habitos nuevos, ya que una serie de
leyes del algebra de los conjuntos no tiene lugar para los
nlmerost).

1) En esta diferencia enirs las leybs del 4lgebra
de los conjuntos y las leyes numéricas radica precisamente la causa
de que en muchos textos la adicién y la multiplicacién (o sea, la unién
¥ la interseecién) de los conjuntes se indican con signos completamente
distintos de los signos corrientes -+ y -; la unién de los conjuntos
Ay B se indica por 4 |J B y la intersecciébn de estos conjuntos, por
A 1 B.Puesto que en este folleto también hablaremos de otros siste-
mas algebraicos en los cuales la «adicidny y la emultiplicaciény se
rigen por las mismas leyes que se dan en el algehra de los conjuntos,
resulia patural que nos desentendamos de los simbolos |J y N propios
precisamente de la teoria de los conjuntos; el deseo de subrayar la
proxumidad existente entro las Algebras consideradas y el dlgebra
escolar empuja a emploar los signos habituales de adicion y multi-
plicacion. Sin embargo, conviene, por lo visto, escribir aqui Yas prin-
cipales leyes del ﬁlgegra de los conjuntos también en las desighaciones
estandar de la teoria de los conjuntes:

AllB=BU4d v ANB=8\ 4;
leyes conmutativas

@AUBUC=4U@UO vy ANBNEC=4NBNOY
leyes asociativas
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Enumeremos estas leyes nuevas. Futre cllas figura la
relacion
A+4+TI=1

gue determina la profunda diferencia existente enlre ol con-
junto nnitario 7 y el niimero 1. La segunda ley distributiva
del algehra de los conjuntos ofrece una forma muy peculiar
de «abriv los paréntesisy:

A+ C)(B+C)=AB + C;
por ejemplo, aqui
(A+D)Y(B+D)(C+D)=I[(4-+D)(B - D) (C+ D)=
= (AB + D) (C 4- D) = (AB)C + D = ABC + D.
Por dltimo, resultan totalmente nunevas para nosotros las
leyes idempotentes
A4 A=A Y AAd = A
que a veces se expresan en la forma siguiente: en el digebra

de los conjuntos no existen exponentes ni coeficientes. En efecto,
tenemos para cualesquiera 4 y n,

Av-At ... +A=A y AA-.., A=4
I

BENRLDS n veces

asi, por ejemplo,
(A+B)BH+C)(C+ A) =
= ABC 4~ AAB + ACC 4 AAC -+ BRC + ABD 4
+ BCC + ABC = (ARC + ABC) - (AB + AB) +
1 (AC + AC) + (BC + BC) = ABC + AB + AC -+ BC

(compara con el ejercicio 6 gue viene a continuacion).

AlUO=4 y ANI=A4,
AWI=Ivy ANO=10
propiedades del conjunto vacio @ y del conjunto unitario I
AUBpnc=AnNONENO ¥y AnHUC=
=4 UC)Nn (B U Oy

leves distributivas
AlUd=4 v AN A=4.
leyes idempotentes
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EIERCICIOS

Demuestra las igualdados siguientes en las quo las letras mayiscu
las representan conjuntos (con la particularidad de que las letras 0 o/
representan siempra los conjuntos vacio y unitario, respectivamente):
1. (A4 B)(4 + C) (B+ D) (€ + D) = AD + BC.
2. A (A + B)= 4.
3. AB- 4 = 4.
4o A(A+C)(B+ €)= AB+ AC.
5% A (A= I)(B+4 0)y= AB.
B -+ C)(C+ 4) = 4B + BC + CA.
B+ O)(C+ D)= AC 4+ BC 4+ BD.
A+ H+(A+8) B+ 0)=44 5.
B h(4a+40) = aA.
+ OB CHDC+D+A)=A48B+4 4D +

PN

< (4 4 B) (
« (4 4+ B)(
A4+ B)(
< (4 + B) (

-y OO =1 &
—

0. (4415
c,

+ B

e}
+

Ejemplo:
A(A+4-C) (BH-C) = AlA+EY(BFC)=

ley asoclativa de 1a
multiplicacton
= A(AB+C) = (AB~4-C) A=
28 [y loy conmutativa de la
distiibotive muitiplicacion

= (AB)A+CA =
a ley leyes asunlaliva y conmutativa
distribuiiva de 1a multiplicacién

=(AA) B+ AC = AB4AC.
ley sdempotenie de 1a
multipllcasion

§ 2.
ALGEBRAS
DE BOOLE

Reunamos todas las leyes del dlgebra de los conjuntos que
conocemos hasta el momento
leyes conmmutativas
(A4 B) FC=4 +(e’-13-|-6') y (AB) C = A (BC);

eyes asociativas



(A+4+B)YC=AC+BC y AB+4C=(4+C)(B+ )
leyea distributivas
A4+ A =4 y A4 =A4.
leyes idempotentos

Ademés, en el algebra de los conjuntos existen dus cle-
mentos (conjuntos) especiales O ¢ I tales que

A+0=A4 y AlI=A4,

Estas leyes (o reglas de las operaciones) son similares
a las leyes del dlgebra de los nimeros que ti dowinay pero
no coinciden con cllas; por supuesto, el dlgebra de los conjun-
tos también es un «élgebran, pero no aquella que ti has estu-
diado antes, sino un Algebra nueva, extraordinaria.

Pero tampoco el dlgebra corriente de los nufmeros ¢s un
4lgebra wnica, sino muchas «dlgebrasr: podemos hablar del
«é)gebra de los niimeros enteros positivoss, del «dlgebra de
los niimeros racionales {o sea, enteros y fraccionarios)», del
«algebra de los ndmeros relativos (o sea, positivos y no posi-
tivos)s; existe ademés el «dlgebra de los numeros reales
{0 sea, racionales e irracionales)», el «ilgebra de los nime-
ros complejos (reales ¢ imaginarios)», etc. Todas estas «ilge-
brasy difieren una de otra tanto en los ndmeros con los que
se opera, como en la definicién de estas operaciones (o sca,
de la adicién y la mulliplicacién); sin embargo, las propie-
dades principales de las operaciones son las mismas en todos
los casos. Es natural preguntarse entonces enal es la situacion
en el Algebra especifica de los conjuntos: japarece ésta en
una forma Gnica, o también aquf existe una secie de «ilgebrasy
similares que difieren una do otra tanto en los elementos
con los que se opera como en Ja definicion de estas operaciones
{que continuaremos denominando adicién y multiplicacion)
pero que son idénticas en cuanto a las propiedades de estas
operaciones?

Prohablemente, ti presientes ya que existen muchas
dlgehras semejantes al dlgebra de los conjuntos (o sea, alge-
bras en las que rigen las mismas reglas que en el dlgebra de
los conjuntos). Y esto efectivamente es asi. En primer lugar,
las propias dlgebras de los conjuntos pueden scr muy variadas:
podemos hablar del «4lgebra de los conjuntos de alumnos de
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tu clase», del «ilgebra de los conjuntos de animales del par-
que zoologico de Mosei» (que, por supuesto, es un algebra
totalmente distinta), del «&lgebra de los conjuntos formados
por unos u otros nimeross, del «ilgebra de los conjuntos for-
mados por puntos de un cuadradoy (véanse Jas figuras de la
3 a la 10), del «algebra de los conjuntos de libros de wna bi-
blioteca eseolar» o del «dlgebra de los conjuntos de estrellasy.
Pero cxisten también otros ejemplos, muy distintos, de
dlgebras que tienen propiedades semejantes; ahora daremos
algunos.

Un minuto de atencién antes de pasar a estos ejemplos.
Al analizar los ejemplos que vienen a continuacidén, debes
recordar con seguridad que definir en un conjunto de objetos
(elementos) a, b, . . . las operaciones de adicién' y multiplicacion
significa exponer las reglas que a cada par de objetos a y b ponen
en correspondencia otros dos objetos ¢ y d llamados Suma y
producto de a y b:

c=a-+b y d=ad

Escogeremos estas reglas de modo que se cumplan todas las
leyes de operaciones que caracterizan el dlgebra de los con-
juntos. Pero no tienes derecho a preguntar por qué la suma
de a y b es igual a ¢; pues definimos la suma a -+ b precisa-
mente como ¢ y Jas definiciones, como se sabe, no son objeto
de discusién. Puede suceder que en algunos casos nuestras
definiciones te parezcan extraiias; y es natural, porque estas
definiciones serin nuevas para ti y todoe lo nuevo, lo insélito,
siempre parece extrafio. En la vida no te sorprenden objetos
tan asombrosos como son el televisor y el teléfono; pero esto
se debe s6lo a gue estds acostumbrade a ellos. En cambio, si
tomamos un alnmno de segundo o tercer grado —que esta
firmemente convencido de que la suma de dos ntimeros a y b
es el nimero de objetos de la unién de una coleccidén de @
objetos y de una coleccién de b objetos (véase la fig. 1 de la
phg. 8) y de que el producto ab es el nimero de objetos de la
unién de a colecciones con b objetog en cadanna (véase la
fig. 2 de ia pég. 8)—, le explicamos qué es una fraccién y
después le decimos que la suma y el producto de las fracciones

@ i = =
— y — se definen asi
¢ o
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estas reglas (que para ti resultan ahora absolutamente natu-
rales) le parecerdn, seguramente, muy cxtrafias,

Pues bien, he aqui nuestros ejemplos.

Ejemplo 1. Algebra de los dos nimeros. Aceptemos que
nuestra algebra tiene dos elementos solamente que, por
razones de comodidad, denominaremos nameros e indicarec-
mos con los simbolos habitunales 0 y 1 (aungue agui estos
simbolos tiencn un sentido completamente nuevo). Definire-
mos la multiplicacién de nuestros nimeros exactamente igual
que en la Aritmética lhabitual, o sea, mediante la siguiente
«tabla de multiplicars:

01
0100
1 01

mientras que la adicion la definiremos «asi de la forma co-
rriente», o sea, con la tnica diferencia de la Aritmética habi-
tual consistente en que la suma 1 - 1 serd ahora de nuevo
igual a 1 y no a 2 (pucs este niimero simplemente no existe en
nuestra «ilgebra de los dos niimeros»). De este modo, la
«tabla de sumar» tiene en nuestra dlgebra la forma

+]01
0|01
1111

Es obvio, quo en el dlgebra asi definida tienen lugar am-
bas leyes conmutativas:
¢+b=>b+a y ab=ba para cualesquicra a y b.
Es ficil comprobar que también se cumplen en ella las leyes
asociativas

fa+0) +c=a-+(b-+c) vy (ab)c=a(be)
para cualesquiera @, b y c,
con la particularidad de que ni siquiera hace falta comprobar
la ley asociativa parva la multiplicacion, pues nuestra multi-
plicacién nueva eoincide integramente con la multiplicacion

de los nimeros y para ésta la ley asociativa es vilida. Tam-
bién es facil ver que tienen lugar aqui las leyes idempotentes:

e+a=a y aa=a para cualquier a,
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0 sea, para ¢ = 0 y para ¢ = 1 (jhe aqui el porqué hemos
tomado 1 -+ 1 = 11}, Algo méas dificil resulta comprobar las
leyes distribulivas

@+ hec=a+bcy ab+c=(a-+e)(b-+c)
para cualesquiera a, b y c.

Por ejemplo, en nuestra algebra
14+t =14=1 y )+ {1 1)=1+4+1=1;
AN +1=14+1=1 y (A+1D-01+1)=11=1.

Finalmente, si convenimos en asignar al nimero 0 el papel
del elemento O de nuestra algebra y al nimero 1 el papel del
elemento 7, tendran lugar también las reglas referentes a los
elementos cspeciales O e I: siempre (0 sea, para a = 0 y
para a = 1)

a+0=ay al=a a+1=1ya0=0

Ejemplo 2. Algebra de los cuatro nimeros. He aqul un
ejemplo algo mas complejo aungue del mismo género. Supon-
gamos que los clementos del &lgebra son cuatro «numerosy
que indicaremos con las cifras 0 y 1 y con las letras p y 4.
Definiremos la adicién y la multiplicacidn en el dlgebra con-
siderada con las tablas siguientes:

+10p g1 0 p gt
0[0paqt 010000
p{pp1t11 p|0pO0p
g | g1 g1 g | 00¢ g
11111 1|10pagt

También aqui, como es facil persuadirse mediante la
comprobuacién directa,

a+b==0-4a y ab = ba para cualesquiera « y b;
(a8 +e=a+(b+¢) vy (ab) c = u (bo)
para cualesquiera a, b y ¢;
(a+Be=a+b y ab++c=(a-ec)h-+c)
para cualesquiera «, & y ¢;
g¢+aa=a y aa=a para cualquier e
(0 sea, para a =0, p, ¢ y 1).
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Ademés, los niimeros 0 y 1 desempeiian aqui el papel de
los elementos O e I del dlgebra de los conjuntos ya que para
cualquier a

a+0=a y a1=a a+1=1y a0=10

Ejemplo 3. Algebra de los mdzimos y los minimos. Tome-
mos como los elementos de nuestra algebra un conjunto
(acotado) de nimeros, por ejemplo, aceptemos que estos
elementos son algunos nimeros z (o, posiblemente, todos
ellos) tales que 0 << = <C 1, o sea, los niimeros comprendidos
entre 0 y 1 incluyendo los propios nameros 0 y 1. En cuanto
a las operaciones de adicién y multiplicacién, las definire-
mos de un modo enteramente nuevo y, para no confundirlas
con la adicién y la multiplicacién corrientes, emplearemos
incluso signos nuevos: @ (adicién) y ® (multiplicacidn).
A saber, aceptaremos que la suma z @ y de dos niimeros
z e y es igual al mayor de éstos (o a cualquiera de ellos si
z = y); entenderemos por producto z ® y de los niimeros
z o y el menor de éstos (o cualquiera de ellos si x = ).
Por ejemplo, si los elementos de nuestra dlgebra son los ni-
meros 0, Y, Y,, ¥/, y 1, la «tabla de sumar» y la «tabla de
multiplicar» de nuestros niimeros tienen la forma

{1 1 2 i 1 2
Brle g g | 0g3g 71
i % 2 .

e i { |
0(33231 0 Yy 0 0 0 0
t 14 4 4 2 1 . 4 A 4
|33 7 71 3|03 337 7
+ 14 1 4 2 1 7 9 4 #
|z 77 71 2| %9577 3
2z 222y 2151 4 23
3|3 3 3 3 3 TR oE

1 1 2
111 1 1 11 110+ 5 &

En las Matemalicas, sl mayor de dos o varios niimeros u,

v, . .. zsuele designarse asi: mix lu, », .. ., zl y el menor
de estos niimeroy, por el simbolo min [, v, . . ., zI'). Deesta

Y oméx lu, e, .- 2] ¥y omin fu, v ..., 2] se
puede leer, respeclivamentle, como ¢maximo de u, », ..., 2 y &mi-

nimo de wu, », ..., 2.
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forma, en nuestra «algebra de los maximos y los minimosy,
por definicion

z®y=mixlz,y] v 2® y = min [2, yl.

Podemos también couvenir en representar los niimeres por
medio de puntos de la recta numeérica; entonces, los nlimeros x,
donde 0 << # < 1, quodarin representados por los puntos del

=0 @
=03

0F

F1G. 11

segmento horizontal de longitud 1, la suma = @ y de dos ni-
meros x e y por aquél de los puntos z o y que se halla a la
derecha y el producto z ® y por el punto situado a la izquier-
da (fig, 11).

Est4 claro que nuestras nuevas operaciones de adicién y
multiplicacion satisfacen las leyes conmutativas:

2D y=yPzr y z2Q@y=yQ =z
También se cumplen obviamente las leyes asociativas
@Y Pz=aB YP2)y 2®y Qz=zQ (y ®2);

asi, el nimero (r ® y) L 202 @ (y © z) —que se puede
indicar simplemente por z @ y @ z omitiendo los paréntesis

6l X@yi;t@y 9z _Vf
I % ;

z iDy=yd@zzxey @2z
v

i

FIG. 12

es el max lz, y, z] {fig. 12) y el nimero (z ® y) R z0z ®
@ (y @ z) —o simplemente z @ y  z, sin log paréntesis—
es el min |z, y, z] (véase de nuevo Ja fig. 12). No menos claro
estd que también las leyes idempotentes tienen lugar aqui:

2@ 2=mix[z,zl =2 y £ ® z = min [z, 2] = 2.
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Comprobemos, finalmente, la validez de las leyes distri-
butivas
Ry Rz=x®z)D(y @z

Ry Dz=(zBz2)Q (y @ z2).
Estd claro que el nimero
(z ® y) @ 2z = min {max [z, y, z]}

es igual a z si almenos uno de los niimeros x o y es mayor gue z
y es igual al mayor de estos nimeros si ambos son menores

¥

x@YIRZ=(x @) DYQ2) XDNRI=XRB(Y B
Y@z i@z @Y YRr x®yox@z
0 —0C - < {1 0¥ O <r i/
v z X % ¥ z
(a) (b)
FIG. 13

gue z (fig. 13, a y b). Pero a esto mismo exactamente cs
icual también el nhmero
(z ® 2) ® (y @ 2) = mix {min [, z], min {y, z]}

(véase de nuevo la fig. 13). De un modo anélogo, el niimero
(z @ ¥) @ z = max {min [z, y, 2]}

es igual a z si al menos uno de los niimeros x 0 y es menor que 2
y es ignual al menor de estos nimeros si ambos son mayores

(@YD I=(xP2ID(Y D2} (X @y)BI=(xD B (VS
X = =
a2 Dz=y@z & 3 Ry=xPz Y@z
Y 1 4 ¥4 Z X ¥
(a) (b)
FIG., 14

que z (fig. 14, a y b). Pero a esto mismo es igual también el
nimero

(z ® 2) ® (y ® 2) = min {mix [z, z], max |y, zl}
(véase de nuevo la fig. 14).

4-176
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Para persuadirnos aliora de que en nuestra dlgebra especi-
fica se cumplen todas las leyes del dlgebra de los coujuntos,
Liastard sefialar solamente que el papel de los elementos O
e /1 del dlgebra de los conjuntos lo desempefian aqui el menor
de los niimeros considerados —el nimero 0— y el mayor de
estos niimeros —el nimero 1, En efecto, cualquiera que gea
el niimero z, donde 0<Cz<C1, siempre

@0 =mix[z,0l=2y 2® 1 = min [z, 1] = z;
z ® 1 = max |z, 1]=1y:c®0=minlz,0]=0.

Ejemplo 4. Algebra de los minimos multiples y los mdzimos
divisores. Sea N un nfimero entero positivo cualquiera; tome-
mos como elementos de nuestra dlgebra nueva todos los posi-
bles divisores del ntimero N; por ejemplo, si N = 210 =
= 2.3.5.7, los elementos del dlgebra considerada son los
nimeres 1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 14, 15, 21, 30, 35, 42, 70, 105
y 240, La adicion y la multiplicacién de nuestros nimeros
las definiremos ahora de una forma completamente nueva:
entenderemos por sume m @ n de los nimeros m y n el
minime eomin multiplo de los mismos, o sea, ¢l menor ni-
mero entero (positivo) que es divisible por ambos nimeros
m y n; tomaremos como producto m ® n de los nimeros m
y n el méximo comin divisor de estos numeros, o sea, el
mayor niimero entero que divide a m y a n. Por ejemplo, si
N = 6 y nuestra élgebra contiene solamente cuatro niimeros
1, 2, 3 y 6, la adicién y la multiplicacién de los nimeros
vienen dades por las tablas siguientes:

@1 236 ®|t 236
11236 101 ¢ 11
2|22 668 2|12 12
3[(36 3 6 31133
6|66 66 6|1 236

En la «Aritmética superior» (teoria de los mimeros), el
minimo com(n miltiplo de dos o varios nimeros m, nn, . . ., §
se designa frecuentemente por [m, n, . . ., s] y el midximo co-
min divisor de estos mismo nimeros, por (m, n, ..., 8).
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De esta forma, en nuestra algebra por definicién
m@n=|mn y m®n=(m,n).

Por ejemplo, si el algebra contiene los nimeros 10 y 15,
entonces

10 & 15 = [1(, 15] = 30 y 10 ® 15 = (10, 15) = 5.
Es evidente que en nuestra dlgebra siempre
mBn=n®m y mOnrn=nm.

Ademas, aqui

(m@n)$p=m@(n$!’) (=[m| n, Pn
(podemos convenir en indicar este niimero simplemente por
m® n D p omitiendo los paréntesis) y

(m@®n)@p=m® (n® p) (= (m, n, p))
(este nimero se puede indicar simplements porm ® n ® p).
No menos evidentes son las leyes idempotentes:

mP®m=[m ml=m y m®@m=(m, m) =m.

Algo mas dificil (como siempre) resulta comprobar las
leyes distributivas. El ntimero

(m ® n) & P= (lm1 nl, p)

no es otra cosa que el mdzimo comiin divisor del niimero p y del
minimo comun multiplo de los niimerosm y n ( ireflexiona bien
en el sentido de esta frasel); contiene aquellos, y s6lo ague-
llos, factores primos gque figuran en la descomposicion de p
y al mismo tiempo en la descomposicién de uno de los nii-
meros m o n por lo menos. Pero esta claro que estos factores

primos (y s6lo estos) figuran también en la descomposicién
del nfimero

(m‘ ® p) 55} ("’ ® p1 = Hm\ p)t ("’1 P)]:
por eso, siempre
Mm@dnr)@p=m®@p)® (n® p)

Por ejemplo, si los niimeros se toman del conjunlo de los
divisores del nimero 210, tenomos

(10 & 14) ® 105 = ({10, 141, 105) = (70, 105) = 35



32

y
(10 ® 105) @ (14 ® 105) = [(10, 105), (14, 105)] =
=[5, 71 = 35.
Andlogamente, el nimero
(m @ n) ® p = [(m, n), pl

es el minimo comiin multiplo del niimero p y del mdzimo comin
divisor de los nimeros m y n; contiene aquellos factores primos
(y sélo aquellos) que figuran en la descomposicion de p o
bien en la descomposicién de ambos nimeros m y n (o, posi-
blemente, e¢n la descomposicién de p y en la descomposicion
de ambos ntimeros m y n). Pero estos mismos factores exacta-
mente conticne también el nimero

(m ® p) ® (n ® p) = (Im, pl, [r, pl)
¥, por cso, siempre
mOnr)@p=(m®p)d (n®p).
Por ejemplo,
(10 ® 14) ® 105 = {(10, 14), 105] = {2, 105] = 210
y
(10 @ 105) ® (14 & 105) = ([10, 105], [14, 105]) =
= (210, 210) = 210.

Finalmente, el papel de los elementos O e I del dlgebra
de los conjuntos lo desempeiian aqui el menor de los nime-
ros de la coleceidn considerada —el néimero 1~ y el mayor
de ollos —el niimero N. En efecto, es evidente que

m®1=Im 1l=m y m®N = (m, N)=m;
m@N=Im, Nl=N ¥y m® 1= (m, 1)=m
(no olvides que en nuestra dlgebra figuran los divisores del

namers N solamente). De esta forma, también aqui se
cumplen todas las leyes del dlgebra de los conjuntos.

Vemos, pues, que cxiste una cantidad suficientemente
amplia de diversos sistemas de «objetos» (elementos del dlge-
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bra considerada) en los cuales se pueden definir las opera-
ciones de adicion y multiplicacion quo satisfacen todas las
reglas que sabemos se cumplen en el dlgebra de los conjuntos:
dos leyes conmutativas, dos leyes asociativas, dos leyes dis-
tributivas, dos leyes idempotentes y cuatro reglas determi-
nantes de las propiedades de los elementos sespecialesy que
en nuestras dlgebras desempefian un papel préximo al que
desempefian el cero y la unidad. Mds tarde veremos otros
dos ejemplos, muy importantes e interesantes, de tales alge-
bras.

Ahora, al pasar al estudio de las propiedades generales
de todas estas Algebras, debemos, ante todo, darles un nom-
bre genérico. Actualmente todas ellas se denominan dlgebras
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de Boole') ya que fue George Boole®), destacado matlematico
inglés del sigle X1X, quicn por primera veoz estudio las
dlgebras de propiedades tan extrafas. Conservaremos los
nombres de «adiciény y «wmultiplicacién» para las operaciones
principales del dlgebra de Boole (pero debes recordar que no
son la adicién y multiplicacién corrientes de los numeros);
sin embargo, a veces denominaremos estas operaciones adi-
cién booleana y multiplicacién booleana.

La obra de G. Boole, consagrada al examen minucioso del
dlgebra exiraordinaria al que esti dedicado este folleto, apa-
recié por primera vez en 1854, o sea, hace mas de 100 afios,
bajo el titulo de «Investigacién de las leyes del pensamientos
(«lnvestigation of the laws of thought»). Posiblemente este
titulo te parece por ahora extrafio; pero después de leer este
folleto, comprenderas qué relacién existe entre las leyes de
nuestro pensamiento y las dlgebras extraordinarias que aqui
se analizan, Notemos s6lo que precisamente esta conexién
entre las dlgebras de Boole y las «eyes del pensamiento»
explica por qué la obra de Boole, que inicialmente pasé
desapercibida para los matemadticos, despierta hoy tan
gran interés. Durante los altimos afos esta obra ha sido
varias veces reeditada y traducide a distintos idiomas; en
muchos paises el concepto de dlgebra de Boole ya figura, de
una u otra forma, en el curso escolar de las Matemaiticas;
en otros paises, entre ellos Ja URSS, la idea de incluir este
concepto en el curso de la ensefianza media se estd debatiendo
activamente y tiene ardientes adiclos entre los matemiticos
y Jos pedagogos.

EJERCICIOS

1. Comprueba directamente que para todas las ternas do elemen-
tos del ¢algebra de Boole de los dos nimeross (ejemplo 1, pég. 25)
son vilidas ambas leyes distributivas.

1) En el apéndice (pég. 76) damos la definicién
exacta de las élgebras de Boole,

2) Padre de la escritora inglesa Etel Lilian Boole
(mas conocida por el apellido de su marido M. Voinicz, revolucionario
polaco), autorn de la novela «El Tébanoy.
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2. Compruehy ambas leyes distributivas parn algunag ternas de
¢lementos del «lgebra de Boole de los cuatro vlementoss (ejemplo 2,
pag. 26).

3. a) 5i en tu apartamoente no hay més escolares que i, loy «con-
juntos de escolares de tu apartamentor son: el conjunto I que consta
de un escolar y el conjunto 0 que no contieno escolares (conjunto
vacio). Forma para el ¢algebra de los conjuntos de escolares que resi-
den en tu apartamentox (esta dlgebro contitne dos elomentos, O o I,
solamente) la «tabla de sumars y a «tabln de multiplicars y compéralas
con las tablas de la pag. 25; deduce de aqui c!ue para el ¢algobra de los
dos nimeros» considerada en el ejemplo 1 de esto pardgraio se cum-
plen efeclivamente todas las loyes del dlgebra de Boole,

by Supongamos «que en un apartamento viven dos escolares,
Pedro y Catalina. Entonces el «dlgebra de los conjuntos de escolares
que resuden en este apartamentos contiene cuatro elementos: el con-
junte I que comprende dos escolares; dos conjuntos P (Pedro) y
{Catalina} formado cada uno por un escolar; el conjunto vacio 0.
forma la e¢tabla de sumars y la «tabla de multiplicars para osta dlge-
bra de los conjuntos y comparalas con las tablas de la pag. 26; deduce
de aqui que para el «algebra de los cualro ndmerosy considerada en el
fgenip]o 2 de este pardgrafo se cumplen todas lag leyes del dleehra de

oole,

4. Comprueba que

1) win {m{lx[-‘}, %], ~:—}=méx {min [%. %],
min[-}—s—, %J}

y
max {min [%, -%:I, -j;;}——-min {méxlh%, -;—J, MAX [i| —;—J},

b) ([12, 30], 8) = [(12, 8), (30, 8)]

[(12, 80}, 8] = (112, 8], |30, 8]).
5. a) Forma la «tabla de sumars y la «tabla de multiplicars para
¢l algebra de Boole de los tros nimeros (), —’,— y 1, dondo zp y =

= max fx, y] ¥ 2® y = min [z, y]; comprueba que en esta Algebra
se cumplen las leyes del dlgebra de Boole,

b) Forma la «tabla de sumar y la «tabla de multiplicars para
el dlgebra formadya por los divisores del namero 12, donde me n =
= |m, n] ¥ m @ n = (m, n); comprueha que en osta Algebra ss cum-
plen algunas de las leyes del dlgebra de Boole.

6* Supongamos gue la descomposicién en factores primos de
un namero N (entero positivo) es de la forma
Ay

o A
N=p pi‘- R
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entonces dos cunlesquicra divisores m y n de este nimero se pueden
represeular en lu forma

@
m=pPp ... ppts

donde 0 éﬂl &:’-IAg. 0 -gﬂ-z <Ag| . h oy Oéch“é‘th ¥

b
n=p{'p5® .o P
donde 0 < by €4y, 0 Lbg LAy, o0 0Ly € 4, Salgunos de
los nimeros ay, ag, - .., ap, by, by, - .., by pueden resultar iguales

a cero), ;Qué forma tienen en este caso las descomposiciones en facto-
res primog de los ndmeros [m, n] (minimo comin miltiplo de los
nimeros ;m y n) y (m, n) (maximo comin divisor de log nimeres m
y n)? Emplea cstas descomposiciones para demostrar que constituya
un &lgebra do Boole o conjunto de todos los divisores dol niamero N
con las operaciones m@ n=1{[m,nl y m® n= (m, n).

§3.
OTRAS PROPIEDADES
DE LAS ALGEBRAS DE BOOLE:
PRINCIPIO DE DUALIDAD;
IGUALDADES Y DESIGUALDADES
BOOLEANAS

Prosigamos el estudio del dlgebra extraordinaria que he-
mos denominado dlgebra de Boole. Ante todo, salta a la vis-
ta el paralelismo completo que existe entro las propiedades
de la adicién booleana y de la multiplicacién booleana: es-
tas propiedades son tan similares que en toda férmula (jco-
rrecta, por supuestol) del dlgebra de Boole se puede sustituir
la adicion por la multiplicacién, y viceversa; la férmula seguira
siendo vélida. Por ejemplo, en el dlgebra de Boole s¢ cumple
la igualdad

A(A+C)(B+C)=A4AB + AC

como Jo hemos demostrado anteriormente (véase el ejemplo
considerado al final de los ejercicios del § 1, pag. 22). Susti-
tuyendo en esta igualdad la adicion por la multiplicacion,
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y viceversa, obtenemos la igualdad
A+ AC - BC =44+ B)(4 4+ 0)

que también es vilida (véase el ejemplo de la pag. 38). Sélv
debe tenerse en cuenta que si en una igualdad del dlgebra de
Boole figuran los elementos especiales O e I, al susitituir lu
adicién booleana por la mulliplicacién booleana, y viceversa,
deberemos sustituir el elemento O por I y el elemento I por O.
Por ejemplo, es valida la igualdad

(A+B)(A+1)+(A+B)(B+0)=4+B

(vénse el ejercicio 8 de la pag. 22); de aqui vesulta que tam-
bién tiene lugar la igualdad

(AB + AO) (AB + BI) = AB.

Esta propiedad de las dlgebras de Boole que permite 4gra-
tuitamente» (o sea, sin demostracién) obtener de cada igualdad
otra nueva') lleva el nombre de principio de dualidad y las
igualdades, que resultan una de otra por medio de este prin-
cipio, se denominan duales unas respecto a otras. El prin-
cipio de dualidad se deduce de que la lista de las leyes prin-
cipales del algebra de Boole —que son las Gnicas que pode-
mos emplear al demostrar una u otra férmule booleana— vs
perfectamento «simétrica»: con cada ley contiene otra, dual
de la primera, es decir, que se obtiene de aquélla sustituyendo

1) Puede suceder %ue la igualdad enuevas (3ue LT
obtiene sustituyendo en una f6rmula del 4lgebra de Boole la adicién
por la multiplicacién, y viceversa) coincida con la inicial y en esto
caso nuestro procedimiento no arroja vontaja zlguna. Por ejemplo,
al sustituir la adicién por la multiplicacién, y viceversa, la igualdad
correcta (véase el ejercicio 6 de la pag. 22
(A4 B)(B+C)(C+ A) = AB 4+ BC + CA
so transforma en la igualdad
AB+BCAHCA=(A+B)(B4C)(CH 4)
quo coincide con la inicial; la igualdad (ejercicio 7, pag. 22)
(A4 B)(B+C)(C+ D)= AC + BC - BD

ge transforma, ol sustituir la multiplicacién por la adicibn, y vice-
versa, en la igualdad

AB ++ BC+ €D = (A +C) (B + C) (B + D)

que sblo insubstancialmente difiere de la iniclal (se teansforma en lu
inieianl al sustituir la letra & por la letra € y la lelra € por la letra B).



38

la adicién por la multiplicacién, y viceversa, y el elemento O
por el elemento I, y viceversa, Asi, la ley conmutativa de
la adicién es dual de la ley conmutativa de la multiplica-
cién; la loy asociativa de la adicion es dual de la ley asociati-
va de la multiplicacién: la ley idempotente de la adicion es
dual de la ley idempotente de la multiplieacién; la primera
ley distributiva es duval de la segunda ley distributiva; por
oltimo, las igualdades 4 + 0 = 0y A + T = 1 son duales
de las igualdades A7 = 4 y A0 = O, respectivamente. Por
eso, si para demostrar una igualdad liemos empleado nnas
u otras leyes principales del dalgebra de Boole, podemos de-
mostrar do la misma forma exactamente, recurriendo a las
loyes duales, también la igoualdad dual de la inicial.

Ejemplo. Demosiremos la 1gualdad
A+ ACH BC = (A B)(4 + C)
duat de 1a igualdad

AAdS OB+ Cy=AB 4 AC.
Iin efecto,

A+ACH+BC =  A+(ACHBC) = A4(A+B)C=
ley asociativa 1% ey
de Ia adicidn distributiva

=  (A+B)CH A = [A+B+A)(C+A)=

ley conmnialiva 19 ley
de La adiciin distribuliva

= (A=) + B) (A4 €)=
ey pntindotl v ¥ asoctativa
de In adicidn

= (4+B)(A+C)
ey ldrm;gti\:%:.e de Ia

(compara con la dentostracién do la igualdad 4 (4 -+ C) (B 4+ C) =
= AB -+ AC cu la pdg, 22),

Otra demostracién del principio de dualidad estd ligada
a que en el dlgebra de Boole existe nna operacion especial
por cuyo efecto 1odo elemento 4 de esta dlgebra se transforma
en un elemento nuevo A a la vez que la adicién se transforma
en la multiplicacién. y viceversa. En otras palabras, esla
operacion (que denominaremos operacién «aya») es tal que

AtrB=AB y AB=A+B.

Ademas,

O=1 ¢ I=0,
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Finalmente, por efecto de la operacion wayay el elemonto 4
se transforma en el elemento inicial 4, o sea, para todo
elemento A del dlgebra de Boole

j:zas(-.:‘l_')"= A.

En el dlgebra de los conjuntos la operacién «rayan (esta
operacion especifica permite obtener un nuevo elemento del
algebra de Boole a partir de uno y no de dos elementos dados
como es ¢l caso de 1as operaciones de adicién y multiplica-

cién) tiene el siguiente significado. Dntendemos poe 4 el

W////

-
.

FIG. 15

complemento del conjunto A, o sea, el conjunto furtmado por
aquellos elementos del conjunto universe I, y silo aquellos, que
no constan ern el conjunto A (fig. 15). Por ejemplo, si ¢l con-
junto universo representa el conjinto de todos los alumnos
de tn clase y 4 os el conjunto de lox alumnos sugpendidos
como minimo en una de las asignaturas del primer trimesire
(el conjunto de los alumnes atrasados),entonces 4 es el
conjunto de los alumnos que han sacado no menos de ¢satis-
factorio» en todas las asignaturas (el conjunto de los alum-
nos adelantades). B

De la definicién misma del eomplemento A del conjunlo
A se deduce que

= (@A)=4

=l
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¥ que
AfA=I y AA=0
(véase la misma fig. 15; lag dos niltimas igualdades pueden
servir incluso de definicién del conjunto A). Es evidente
también que _ _
O=I e I=0,

Demostremos finalmente que en el 4lgebra de los conjun-
tos se cumplen las propicdades més importantes de la ope-
racion <rayan:

A+B=AR vy AB=A41+B;
estas reglas s denominan reglas de Morgan en memoria del

matematico inglés Augustus de Morgan (1806-1871), con-
temporéneco y correligionario de George Boole. En la fig. 16, a
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aparece sombreado, con lineas oblicuadas hacia la izquierda,
el dvalo (el conjunto) 4 y en la fig. 16, b, con lineas oblicua-
das hacia la derecha, su complemento A hasta el cuadrade
completo 7; eon lineas horizontales estd sombreado en la
fig. 16, a el 6valo (ol conjunto) B y en la lig. 16, b, con lineas
vertieales, su complemento B. En la lig. 16, a resulta som-
breada la region A 4- A, mientras que en Ja fig. 16, b resulta
doblemente sombreada fa region AB. Pero comparando las
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figuras 16, a y 16, b, se ve que la region doblemente sombrea-
da en la fig. 16, b complementa la regién sombreada en la
fig. 16, a; con esto queda demostrada la primera regla de
Morgan:

A+ B=A4B.
Por otra parte, en la fig, 16, a resulta doblemente sombreada
la regién AB y en la fig. 16, b resulta sombreada la regién
A + B. Estas dos regiones (conjuntos) son, obviamente,
una complemento de la otra, es decir,

AB =A-+B.

Sefialemos ahora el significado de la operacién «raya» en los
deméAs ejemplos de Algebras de Beole considerados anteriormonte.
Asi, en el algebra de los dos nimerog (ejemplo 1 de la pag. 25)

-

0=1 y 1=0.
Es evidente que a — e para cualquier elemento a de esta &lgobra
(o sea, para ¢ =  y para a = 1), Ademés, comparando la «tabla de

sumars y la «tabla de ‘multiplicars formada para los niimeros 0 = 1
yi=20

so doduce quo en todos los casos a + b = ab; de un modo andlogo
se comprueba también la segunda regla de Morgan: ab = & 4 b.
En el élgebra de los cuatro nimeros (ejemplo 2 de la . 26)
0=1, p=q, ¢=p y 1=0.

Es evidente de nuevo quer& = g cualquiara que sea el elemento a de

puestra 4lgebra, Para comprobar la relacién & + b — ab, bastard
comparar como antes dos tahlas

4|0 pagt O0=1 p=qg=p T1=0

0 Op“ 0=1| 4 ¢ = O

plepi® ¥ p—ql g ¢ 0 0

7ig4g1 -

ifldqsr ‘epp®@ 0 @0
i=0{ 0 0 ©0 0

Andlogamente se comprueba también la relacién ab = a -+ b.
Pasemos ahora al filgebra de 103 méximos y los mfnimos cuyos
clementso son los uiimeros x tales que 0 < z < 1, mientras que la



42

adicion hooleana @ y la multiplicacién hooleans ® se definen asf:
s@y=méx|z,yl y z® y= minlz y).
Para que on esta dlgebra tengan lugar las reglas de Morgan
*By=zRy v zQu=zDy,
vs decir, parta que sea
méx [z, y]—=minlz, y] y min(z, yl=mix [z, ¥,

hace falta solamente que la operacién crayas invierta ¢l orden de los
slementos, es decir, que de la condicién z < y 86 deduzca la condicién

LV
rad

1
z

FiG. 17

—_ ]

(=
=10
O =y

z >y (gpor (iué?). Por eso si los elementos del &lgebra son todos los
numeros z tales que ) < z < 1, podemos poner, por sjemplo,

z=1—z:
en otras palabras, se puede aceplar que el punto z es simétrico del
punto z respecto ol centro o del segmento [0, 1] (fig. 17). En lal caso

es ovidente que ~ _
=1, 1=0
y -

z=2z.
Por supuesto, tienen lugar también las reglas de Morgan

tDr=2Qy v rRy=2Hy
(véase la fig. 18,a ¥ b).

X@y=x@y XDy X®y AQy=70Y
01—9——9——%1—0—-—0—1! al—-g—o———)li-—g—l;—n
Y x 3 X ¥ ¥ y x ¥
) h)
FiG, 18

Consideremos [inalmonte ¢l 4lgebra de los minimos mdltiples
y de los méximos divisores cuyos elementos son todos los divisores
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posibles del nimero entero positiva N, miontras que la adicién boolea-
na @ y la multiplicacién hooleana @ se definen asi

m@r=Imnl ¥ m@ar=(mn)

donde [m, r] es el minimo comiin mﬁlt,iJ:lo de los nameros m y n
¥y (m, n) ea el méximo comin divisor de éstos. Pongamos aqui

- N

m == —
m
por cjemplo, en el caso analizado anteriormente en el que ¥ = 210
1=210, 2=105, 3=70, 5=42, 5=235, T=30,
=21, 4=15, T5=14, 21=10, 30=7,

3B=6, &2=5, T0=3, T05=2, 210=1.

Estd claro que

Ademas, es evidente que

y N=1,

=

E

=m.

=

im
También aqui tienen lugar las reglas de Morgan:
mBr=m@n y m@n=m@n;
por ojumplo,
6B 21=[6, 21]=42,

BRIM=35Q 10=(35, 10)=5 y L=5
6@21=(6, 21)=3,
D2 =358010=[35, 10]=70 y 3=170.

Dejamos a cargo del lector la demostracién completa de las reglas de
Morgan (véase a este respecto el ejercicio 6 de la pag. 50)

Supongamos ahora que tenemos una igualdad que se
cumple en cualquier dlgebra de Boole; por ejemplo, la igual-
dad ya conocida

444+ C)(B+C)=AB + AC.

Aplicando a ambos miembros de esta igualdad la operacién
sraya», obtenemos

A(A+C)(BFC)=4B+AC.
Pero, en virtud de las reglas de Morgan,

AAFO)BFCO)=[AA+ O (B+0) =
=A(A+C)+BFC=A+AF+C+BC=A-+AC+BC
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ABY AC=4B.-AC=(A+B)(4+0).
D¢ este modo, tenemos en definitiva
A+ AC+BC=(A-+B)(A+0).

Pero como esta ignaldad se cumple para cualesquiera 4, !_i'__.y
C, continuard siendo vélida si designamos los elementos 4,
By C de nuestra dlgebra de Boole simplemente por las le-
tras A, B y C; entonces llegaremos precisamente a la igualdad

A+ ACH+ BC=(4+B)(A4 +0)

dual de Ia igualdad inicial.

Es asi como de las propiedades de la operacién erayan
(v, en primer lugar, de las reglas de Morgan) resulta el prin-
cipio de dualidad. S6lo no debemos olvidar que si la igualdad
inicial comprende los elementos sespecialesy O o I, entonces,
debido a las igualdades,

0-=f e I'=0,

en la igualdad transformada (dual) aparecerd I en lugar de
0y O en lugar de 1.

Por ejemplo, aplicando la operacién «rayns a ambos miembros
de la igualdad

A{A+ ) (B+ 0)= AB
(véase el ejercicio 5 de la pég. 22), oblenemos

AAFD) (B¥0)= 4B
o, puesto que

AGFD (BF0)=A(A+D)+BF 0=

=A4+AFT4+BF0=A44-AT+BO=4+A0+BI
¥
ﬁ:j-{-ﬁ,
la igualdad

A4 A0+ BI=A4B.
Pero la Gltima igualdad (en la que A4 y B son arbitrarics) es equivalen~
te a la siguiente L
A4 A0+ Bf=A-+4B

que se obtiene de la igualdad inicial al sustituir la suma por el produc-
Lo, i viceversa, asf como el elemento O por el elemento I, | viceversa.



Es notorio que el principio de dualidad tiene un campo
de aplicacién incluso méas amplio que el seiialado: aparte (e
las igualdades booleanas se puede aplicar también en las
«desigualdades booleanas». Pero para explicar esto debere-
mos, ante todo, estudiar un concepto méas que desempefia nu
papel importantisimo en la teoria de las dlgebras de Boole.

En toda algebra de Boole, ademds del concepto de igual-
dad de elementos de este dlgebra (la igualdad 4 = B signi-
fica que A y B vienen a ser simplemente un mismo elemento
del #lgebra de Boole), existe otra relacién importante entre
los elementos que desempefia aproximadamente el mismo
papel que desempefia en el algebra de los nimeros la relacion
«mayor que» (o «menor quey). Esta relacién se indica con el
simbolo > (0 <) y se escribe

AS>B o BcA
(las dos Gltimas relaciones tienen el mismo sentido; fijate

en que se asemejan a las formulas a >b y b << a); on el 4l-
gebra de los conjuntos, la relacién 4 > B significa que el

Tt
‘&*&:;I%N

O
BN
d

FIG, 1%

conjunto A contiene, en tanto que una parie suya, el conjunto B
(fig. 19). Por ejemplo, si A, es el conjunto de los niimeros
pares y A; es el conjunto de los niimeros enteros divisibles
por 6, entonces es ohvio que 4, > Ag; del mismo modo exac-
tamente, si A es el conjunto de los alumnos avanzados de tu
clase y B es el conjunto de los alumnos que estudian en sobre-
saliente, entonces, por supuesto, 4 > B. Dehe sélo tenerse
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cn cuenta que también esceribiromos 4 = B si los conjuntos
A y B ceinciden, pues también en este caso el conjunto B
esld contenido integramentie en el conjunto 4. De este modo,
la relacién > para elementos del dlgebra de Boole se asemeja
més a la relacién = («emayor o igual que») para los niimeros
que a la relacion > (emayor ques).

Esta claro que

si AoDB y Bo(C, entonces A C

(fig. 20); de una forma aniloga, para los niimeros, de las

xxxxx s

97

FIG. 20 FIG. 21

relaciones ¢ >= by b = ¢ se deduce que a > c. Ademas,
si AoB y B> A, entonees 4 =B,

lo mismo que para los nimeros de las relaciones ¢ > b y
b = a se desprende que @ = b. Por @ltimo (y ello es muy
importante para nosotros)

si Ao B, enlonces A< B

(fig. 21). Asi, el conjunto de los alumnos avanzados es mayor
que el conjunto de los alumnos que estudian en sobresaliente
y de ello resulta que el conjunto de los alumnos atrasados
estd contenido en el conjunto de los alumnos que no estudian
en sobresalients.

Hasta aqui hemos venido subrayando la semejanza exis-
tente entre la relacién o para los conjuntes y la relacién >
para los nitmeros. Sefialemos ahora una diferencia substancial
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entre estas relaciones. Dos nimeros (reales) ¢ y b cuales-
quiera siempre pueden ser comparados, es decir, necesaria-
mente tiene lugar una de las relaciones ¢ == & o b == a'). Por

(a) (B)

FIG, 22

contraposicién, para dos conjuntos A y £ no se cumple, como
regla, ninguna de las relaciones A > B y B » A (fig. 22).

FI1G. 23

Notemos ademés que
IDA y A0

1) Si tienen lugar a la vez ambas relaciones, los
nGimeros a y b son iguales.
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cualquiera que sea el elomento A del dlgebra de los conjun-
tos y que siempre (o sea, para cualosquiera 4 y B)

A4+B>A y AB< A
{fig. 23).
Senalemos el significado de la relacién — en las demds Algebras

de Boole que conocemos, B el ¢Algebra de 1os dos niimerosy (ejemplo 4
de la pdg. 25) esta relacion se establece nediante la condicion

1 =0

y en ol silgebra de los cuatro nimerose (ejemplo 2 de la pag. 26) me-
diante las condiciunes

120, 1op, 1>29q, p2U ¥y g0

(lvs elementos p y ¢ de esta dlgebra son incemparables, o sea, no tieno
lugar ninguna de las relaciones p i-:a %ydq fn p). En el calgebra de los
0 e 1a

maximos y los minimos» (ejemp pég. 27) la relacibn =

coincide con la relacién 22! consideramos que los elementos z e y
estin vinculados por la relacién z > y ai el niimero z no es menor

que el ntimero y (por ejemplo, aqui %:} T;— y § = 1)Y). Por altimo,

en el «dlgebra de los minimos maltiples y los maximos divisoresy
(ejemplo 4 de la pép. 30) la relacién m > n significa que el nimero »
¢s divisor del nimero m; por sjemplo, agui 42 = 6, mientras que los
nimeros 42 y 35 de esta flgebra son incomparables (o sea, no tiene
lugar ninguna de las relaciones 42 — 35 y 42 < 35). Proponemos al
loctor demostrar que la relacién o, definida de esta forma en cada
una de las dlgebras de Boole enumeradas, posee todas las propiedades
que hemos sesialado para la relacién = en el dlgebra de los conjuntos

Es natural denominar desigualdad booleana toda férmula
cuyos primer y segundo términos estdn vinculados por la
relacién = (o). Trataremos sélo de las desigualdades vali-
das para todos los valores de los elementos 4, B, C, ...
del algebra de Boole que figuran en la desigualdad, como son
las desigualdades I >4, A >0, A+B> A o 4> AB
mencionadas anteriormente. El prineipio de dualidad afirma
que si en una desigualdad de esie tipo sustituimos la adicion
por la multiplicacién, y viceversa, el elemento O (si es que figura
en nuesira desigualdad) por el elemento I, y viceversa, y si
cambiamos el signo de la desigealdad por el signo contrario
(o sea, si sustitnimos la relacién > por la relacién ), obien-
dremos de nuevo una desigualdad vélida (es decir, una desi-
gualdad que se cumple para todos los valores de los elementos

! En esta dlgebra de Boole para dos elementos cunlesquiera
z 8 y del flgebra siempre tienc lugar una de las relaciones z > y
e y oz por lo menos,
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del algebra de Boole que en ella figuran). Por ejemplo, do
A4+ B)A+4+C)(A+ 1) ABC

(véase el ejercicio 8, b de la pdg. 50) se deduce que siempre
AB 4+ AC + AO <= A + B + C.

Para demostrar el principio de dualidad, basta aplicar la opera-
cién «rayas a ambos miembros de la desigualdad inicial. Asi, de la
validez de la desigualdad (4 + B} (4 4 €) (A + 1) D ABC y de la

regla ¢si 4 > B, entonces 4 < B», se deduce que también es vélida
la desigualdad

(AT B (A0 (AFT) = ABC.

Pero, en virtud de las reglas de Morgan y tenieudo en cuenta gue
I = 0, obtenemos

Anglogamente
ABC=A+4+B+C.
De esta forma, deducimos que para cualesquiera 4, B y C tiene lugar
1a desigualdad
AB+ AC+A0 = A+B+C.
Pero como aqui A4, B y C son arbitrarios, s¢ pueden designar simple-
mente por 4, B y C. De esto modo llegamos precisanente » la desigual-

dad
AB+ AC+ AOcA+B+C
dual, en el sentido explicado anteriormente, de la inicial.

EIERCICIOS

1. Bscribe las igualdades duales de todas lasignaldades que se
propone demostrar en los ejercicios del 1 al 10 de la pag. 22.

2. Demusesira Jus siguientes identidades del &lgebra de los con-
juntos:

a) (A4+B)(A+B)=4;

b) AB4+(A+-B) (A4+B)=A+B;
¢) ABCABAC=1;

d)* A-|AB=A+B,



$. Demucestra r‘un s tu operacion «rayay figura en upa igoaldad
det dlgebra de Boole, también es valida Ja igualdad que se obllene
de ells sustituyendo toda adicién hooleana por la mulliplicacion
booleana, y vieeversa, todo elemento © (st es que aparece en nucsira
igualdad) por el elemenlo /, y viceversa, pero conservando la opera-
cién «raysy en su silio cada vez que aparezos en la igualdad inicial.
{Ejemplo: de la identidad del ejercicio 2, ¢ se deduce que
AGBLCHALBLA+C=1

cualesyuiera que sean los elemenlvs A, # y € del dlgobra de Boole.)

4, ;Qué igualdades se oblienen, por medio del principie de
dualidad descrite on el ejercicio 3, de las igualdades de los ejerci-
cios 2,a, b y d?

5. Comprueba que en el gilgebra de los cualre numerosy (ejem-
plo 2 de la pag. 26) se cumple la segunda regla de Morgan: ab =
=~ a - b.

6%. o) Sca N = pypy - .. py, donde todos los nimeros primos
P1v Par ++ - Py Son distintes. Demuestra que en este caso ¢l ¢algebra
de ﬂ:s minimes miltiples y los miximos divisoresy, cuyos elementos
son los divisores del iimero N (véase el ejemplo 4 de la pag. 30),
se convierte en el «dlgebra de los subconjuntos del conjunto universo
1 = {py, pzy « «+y ppJv; deduce de aqui que en esta «élgobra de los
minimos multiples y los méximos divisores» se cumplen todas las
leyes del dlgebra de Boole incluyendo también las reglas do Morgan.

b) Sea N = p-\, donde p es un niimero primo { A es un entero
positivo. Demuestra que en este caso el ¢dlgebra de los minimos mil-
“lil"s y los méxumos divisoresy, cuyos elementos son los divisores
del nimero N, se convierte e el «dlgebra de los maximos y los mini-
moss definida en el conjunio de los nimeros G, 1, 2, ., ., 4. Deduce
de aqui que para esta «élgebra de los minimos méltiples ¥ log méximos
divisoresy e cumplen todas las leyes del dlgebra de Boole incluyendo
también las reglas de Morgan.

A A a
o) Sea N =it . ph vy m=pipi? ... psk, donde
0 <ay <A, 0 gay <4y, -,-, 0L ay < A4g (véase el sjercicio B
e la pag. 35). JQua lzorma tendra la descomposicion en factores primos

del némero E=-fm—i’ Eroplea la férmula obtenida para demostrar

lus reglag de Morgan en el caso general del «ilgebra de los minimos
milbtiples y los méximos divisoresy.

7* Entre las dkgebras de Boole que conoces, zen cuales se cnmplen
y en cudles no se cumplen las igualdades

A+A=] y A A=

8. Demuestra las signientes desigualdudes el dlgebra de los
conjuntoy:

) AFB+HL o (A4 B) Ay

by (A=} B) (At ) d< 1) = ABC

¢) (A+B) (B4C)(CH+ A) = ABL;

d)y A+ B> AB-+ AB.
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9. Escribe las desigualdades que se obtienen de las desigualdades
a, b y ¢ del ejercicio 8 aplicando el principio de dualidad; demuéstra-
las directamente, sin recurrir al priucipio de dualidad.

10. Demuestra que si una desigualdad booleana comprende la
operacién «ravas, también es vilida la desigualdad que se obtiene
de la inicial sustituyendo la adicién booleana por la multiplicacién
hooleana, y viceversa, el elemento O por el elemento I, y viceversa,
conservando la operacién «raya» en su sitio cada vez gue aparezca
en la desigualdad inicial y sustituyendo el signo de la desigualdad
501' el signo opuesto. Aplica este principio gara obiener una desigual-

ad nueva a partir de la desigualdad d del ejercicio 8.

11. Comprueba todas las propiedades de la relacibn o para

a) el ¢dlgebra de los maximes y los minimoss;

b) el «dlgebra de los minimos multiples y los maximoa divisoress.

12*. Sean 4 y B unos conjuntos tales que A o B. Simplifica
las expresiones

a) A+B;, b) AB; o) A+B; 4d) 4B

§ 4.
CONJUNTOS Y PROPOSICIONES;
ALGEBRA
DE LAS PROPOSICIONES

Volvamos de nuevo al dlgebra booleana de los conjuntos,
principal en nuestro folleto. Preguntémonocs como pueden
definirse los conjuntos que representan elementos de esta
dlgebra. Por supuesto, ol modo mds sencillo para definir un
conjunto es el llamado modo explicito o enumerativo cuando
s¢ indican simplemente todos los elementos del conjunto
considerado; asi, puede hablarse del «conjunto de los escola-
res: Alejandro, Simeén, Miguel, Catalina», del «conjunto de
los ntimeros: 1, 2, 3, 4, 5» o del «conjunto de las cuatro opera-
ciones aritméticas: adicién, sustraccion, multiplicacién, di-
vigiény. Al indicar todos los elementos de un conjunto, en las
Matemadticas se acostumbra incluirlos entre llaves; asi,
puede escribirse

A = {Alejandro, Simedn, Miguel, Calalina},
B={(1, 2, 3, 4 5} o C={+, — X, 3}
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(en en allimo caso, los signos de las operaciones representan
las operaciones mismas)t),

Sin embargo, este modo de definiy un coujunto resulta
muy incémodo si el conjunto tiene muchos elementos y no
puede servir en absoluto para definir conjuntos infinitos (ya
que no podemos enumerar una cantidad infinita de elementos
de un conjunto). Ademés, incluso en los casos en los que es
factible y sencilla la definicién explicita de un conjunto,
¢lla difumina a veces la esencia misma del conjunto conside-
rado, las razones que nos conducen a umir en un conjunto
precisamente estos elementos y no otros.

Estd mucho méas difundido otro modo de definicion de
los conjuntos, llamado implicito o descriptivo, cuando sefiala-
mos una propiedad que caracteriza todos los elementos del
conjunto considerado: ast, puede hablarse del «onjunto de
todos los alumnos de tu clase que estudian en sobresaliente»
{(es posible que sea precisamente el conjunto 4 que figura
mas arriba), del «onjunto de todos los niimeros enteros z
tales que 0 << x < 5» (éste es precisamente el conjunto B)
o del «wonjunto de todos los animales del parque zoolégico
de Moseny. El modo descriptivo de definicién de un conjunto
¢s totalmente aplicable a los conjuntos infinitos como el
sconjunto de todos los ntimeros enteros» o el «conjunto de
todos los tridngulos de drea 1»; es mads, segiin hemos sefialado
anteriormente, los conjuntos infinitos pueden definirse sélo
aplicando el modo descriptivo.

El modo implicito (descriptivo) de definicién de los
conjuntos vincula éstos con las proposiciones que se estudian
en la Légica Matematica. A saber, este modo de definicién
de un conjunto consiste en que fijamos un conjunto de obje-
Los, gque son los Unicos que nos interesan (por ejemplo, el
conjunto de los alumnos de tu clase o°el conjunto de los
nimeros enteros) y enunciamos después una proposicion que
cumplen todos los elementos del conjunto considerado, y
s6lo estos elementos; si nos interesan sélo los conjuntos de
alumnos de tu clase, estas proposiciones pueden ser: «estudia
en sobresalientes, «es ajedrecista», «estd sentado en la pri-
mera fila», «se llama Andrése, etc, El conjunto A de todos
los elementos del conjunto universe 7 (conjunto de los alum-
nos, conjunto de los nimeros, ste,) que cumplen la propiedad

1) Véase también el ejercicio 6a de la phg. 50.
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que es el contenido de la proposicién dada ¢ se denomina
conjunto de verdad de la proposicién dada (véase por ejemplo
la fig. 24)').

De esta forma, hemos establecido una «conexidn bilaterals
entre los conjuntos y las proposiciones: cada conjunto se

'{@ADO%%OA@%
Ob Aok

a-"0 elemento é um quadrldtero” p- "0 elemento é um tréngulo™

Fl1G. 24

describe por una proposicién (esta proposicion puede consis-
tir incluso en la simple enumeracién de los elementos del
conjunto: «es Alejandro, Simeén, Miguel o Catalina») y a
cada proposicién le corresponde un determinado conjunto de
verdad de esta proposicién. Ademds, para cualquier conjunte
de proposiciones —incluso de proposiciones referentes a
objetos heterogéneos— se puede indicar siempre el conjunto
universo / que les corresponde y que comprende todos los
objetos de los que tratan las proposiciones consideradas.
Sin embargo -y esto es de suma importancia— entenderemos
por proposicién sélo una afirmacion de la cual podemos decir
si es verdadera o falsa (respecto a un elemento determinado del
conjunto universo considerado). De esta forma, son propo-
giciones las frases «tiene dos cabezas y dieciseis brazos» o
42 X 3 = 6» (la segunda de estas frases no depende siquicra
de como se escoja el conjunto nwniverso ), mientras que la
consigna ¢|Viva el Primero de Mayo!» o la interjeccion «jAht»
no representan, por supuesto, proposiciones.

Por cuanito las proposiciones nos interesan unicamente
desde el punio de vista de los conjuntos que describen, no

’% Las proposiciones serfin siempre designadas por
letras mintisculas del slfabeto latino mientras que los conjuntos de
verdad que les corresponden seran designados preferentemente por
las mismas letras mayasculas del alfabeto latine.
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haremos difereiicia y consideraremos idénticas dos proposi-
ciones ¢ y b a las que corresponde un mismu conjunto de
verdad. Si dos proposicioncs a y b (por ejemplo, ¢estudia en
sobresaliente» y «tiene sélo notas sobresalientes» o el nlimero
2 es impar» y «el nimero z dividido por 2 da 1 como reston)
son iguales, escribiremos

“:b-

Habrd que considerar ignales entonces todas las proposi-
ciones idénticamente verdaderas (v carentes de contenido), o
sea, las proposiciones que son verdaderas siempre, independien-
temente del elemento del conjunto / que se considere; asi,
son idénticamente verdadceras las proposiciones «2 X 3 = by,
«el alumno de tu clase es un varén o una hembray, «la estatura
del alumno no pasa de 3 metros», etc. Designaremos todas
las proposiciones identicamente verdaderas por la letra ¢
También consideraremos iguales todas las proposiciones
idénticamente falsas (o contradictorias) que no tienen nunca
lugar, o sea, las proposiciones cuyo conjunto de verdad es
vacio. Como ejemplos de tales proposiciones, que designare-
mos por la letra ¢, pueden servir [as siguientes: «2 X 2 = 6»,
ol alumno de tu clase sabe volars, «su estatura pasa de los
4 metrosy, «el ntimero es mayor que 3 y menor que 2».

La relacibn existente entre los conjuntos y las proposicio-
nes permite definir para las proposiciones unas operaciones
algebraicas espeeificas similares a las introducidas anterior-
mente para el algebra de los conjuntos. A saber, denominare-
mos suma de dos proposiciones a y b la proposicién cuyo conjun-
to de verdad coincide con la suma del conjunto de verdad A
de la propoesicidn a y del conjunto de verdad B de la proposicion
b; designaromos esta proposicién por el simbolo a + b').
Pero sabido es que la suma de dos conjuntos es sencillamente
la unién de todos los elementos pertenecientes a ambos con-
juntos; por eso, la suma de las proposiciones « y & es la
proposicion «a o by, donde la conjuncién «o» significa que es
verdadera la proposicion a o la proposicién b o bien ambas
a la vez. Por ejemplo, si la proposicioén a reza «es aficionado
al ajedrez» y en tu clase a esta proposicién le corresponde el

4 Fn la Légica Matemdlica In suma de dos
propogiciones a y b suole denowinarse disyuncién de las mismas y re-
presentarse por el gimbolo e \/ & (compara con la designacién 4 | B
de la suma de los conjuntos 4 y B).



conjunto de verdad
A = {Alejandro, Simeén, Miguel, Andrés, Catalina,
Alejandra, Elena}

mientras que la proposicién b reza «es aficionado al juego
de las damas» y tiene el conjunto de verdad

B = {Alejandro, Miguel, Pedro, Igor, Catalina, Luz},
entonces a -+ b es la proposicion «es aficionado al ajedrez
o0 al juego de las damas» y a esta proposicién le corresponde
el conjunto de verdad

A + B = {Alejandro, Simedén, Miguel, Andrés, Pedro,
Igor, Catalina, Alejandra, Elena, Luz}.

Si el conjunto universo es el conjunto do las figuras repre-
sentadas en la fig. 24 y las proposiciones ¢ y d significan

c{@ OQ@J oo Ba . @ 2

c-‘o elemento é redondo” d-"o elemento & ralado”

C"’JL@ O Ba %f._O@ B «@e

cvd=- “0 elemento é redondo OU reiado”  cad “0 @lemento
FIG. 25 é redondo € raido"

«la figura es redonda» y «la figura esta sombreadas, entonces
la proposicién ¢ 4- dreza «la figura es redonda o estd sombrea-
day (fig. 25).

De un modo anédlogo, denominaremos producto ab de las
proposiciones a y b con los conjuntos de verdad A y I3 a la pro-
posicion cuyo conjunto de verdad coincide con el producto AB
de los conjuntos A y B'). Pero el produecto de dos conjuntos A

4y En la Légicu Malemdlica el producte de las
proposiciones a v b se denomina con frecuencia conjuncion de lag
mismas y se designa por ¢l gimbolv a A & (compara con la designa-
¢ibn A ) B del producte de los conjuntos 4 y B).
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y B es la interseceion, o Ja parte comun de los mismos, que
contiene los elementos que pertenscen a ambos conjuntos 4
y R, y solo estos elementos; por eso, el producto ab de las
proposiciones ¢ y b es la proposicién «a y b», donde la con-
juncién «y» significa, como siempre, quo son verdaderas
ambas proposiciones: la proposicién e y la proposicién b.
Por ejemplo, si las proposiciones a y breferentes a los alum-
nos de tu clase tienen el mismo significado que antes, entonces
la proposici6on ab reza es aficionado al ajedrez y es aficionado
al juego de las damas» v a csta proposicién le corresponde el
conjunto de verdad

AB = {Alejandro, Miguel, Catalina},

Si las proposiciones ¢ y d, referentes al conjunto de figuras
representadas en la fig. 24, significan «la figura es redondan»
y «a figura estd sombreada», entonces la proposicién ed
significa «la figura c¢s redonda y esta sombreaday (lig. 25).
La relacion existente entre los conjuritos y las proposicio-
nes permite lraspasar a las proposiciones todas las reglas del
algebra de los conjuntos:
a+b=5b~+a nb=ba
leyes conmulativas del algebra de las proposiciones
@+b) +ec=a+ (b+e¢), (ab) ¢ = a (be);
leyes asociativas del dlgebra de las proposiciones
(¢ + b) ¢ = ac + be, ab4-¢c— (a4 o) (b +e);
leyes distributlivas del algebra de las propusiciones
a-t+a=a, aa=a4a.
Jeyes idempotentes del dlgebra de las proposiciones
Ademads, si { es upa proposicién idénticamente verdadera
¥ 0 es una proposicion idénticamente falsa, entonces siempre
(0 sca. para cualquier proposicion «)
a-+o0o=a, ai=a;
ga~ti=1i ao=o.
Por ejemplo, la proposicion «estudia en sobresaliente o tienc

dos cabezasy es equivalente a la proposicién «estudia en sobre-
saliente», micntras que la proposicién «es aficionado a la
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natacion y tiene menos de 200 afios» es equivalente a la pro-
posicién ges aficionado a la nataciény?),

Para comprender c6mo las leyes del flgebra de las proposiciones
se deducen de las leyes del flgebra de los conjuntos, consideremos,
por ejemplo, la segunda ley disiributiva. Puesto que el conjunto de
verdad de la suma de dos proposiciones representa la suma de los
conjuntos de verdad de estas pugoslciones v el conjunto de verdad
del producto de propoesiciones es el producto de sus conjuntos de ver-
ded, resulta que el conjunto de verdad de la proposicién compleja
ab - ¢ (0 sea, de la proposicidn «tiene lugar «a y b» o c») es AB + C,
donde 4, B y C son los conjuntos de verdad de las respectivas propo-
siciones @, b ¥ ¢. Anédlogamente, el conjunto de verdad de la proposi-
cién compleja (a4 ¢} (b+ ¢) es el conjunto (4 - C) (B -} ().
Pero, en virtud de la segunda ley distributiva del Algebra de los
conjuntos,

AB 4+ C= (A4 0C) (B + C).
Por consiguiente, los conjuntos de verdad de las proposiciones ab 4= ¢
y (a -+ ¢) (¥ <4 ¢} coinciden; pero esto significa precisamente que las
[)roposiciones b=l ¢ ¥ (a~c) (b~ ¢) son iguales. (Véase también
a pig. 18 donde hemeos sefialado que las propesiciones ¢es aficionado

juego de las damas o a la natacidn» y «es aficionado

al ajedrez y al f
al ajedrez o a la natacién y también es aficionadoe al juego de lns

damas o a la natacifns tienen el mismo sentido, o sea,
abt+ec=(a+¢)(d+0),
donde las proposiciones g, b y ¢ significan, respectivamente, ses afi-

cionado al ajedrezs, ces aficionado al juego de las damass y «ea aficio-
nado & la nataci6ns.)

Aparte de las operaciones de adicién y de multiplicacién
de los conjuntos, también se puede traspasar al dlgebra de las
proposiciones la operaci6n sraya». En este caso debe entenderse
por @ la proposicion cuyo conjunto de verdad es el conjunto 4,
donde A es el conjunto de verdad de la proposicién a. En otras
palabras, deben cumplir la condicién a aquellos elementos
del conjunto universo / que no figuran en el conjunto A,

1 Ropresenlomos también las leyes onumeradas
més arriba en la forma que suelen sparecer en los textos de Légica
Mateméticu:

a\lb=1¢8\ g a\Nb=2bt] a

@VoyVe=aV {bVe), @A ANe=a @ Aec)
@V Ae=AadVEAl@aAD)Ve=1(aV )ALV e)
e\ a=a, a f\ae=a
a\ o= a, a N\ i= a;
alli={ a \o=uo
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o sea, los elementos que no cumplen la eondicion a, y solo
estos elementos. Por ejemplo, si la propoesicién @ reza «ticne
nolas insatisfacloriass, ontonces la proposicién a signilica
«no ticne nolas insatisflactoriasy («ticne buenas notas en todas
las asignaturas»); si el conjunto universo I consta de las

E-ODO%O@%

b="o elemento NAQ & um trdngulo”

figuras representadas en la fig. 24 y la proposicion & reza
«la figura es triangular, entonces la proposicion & significa
«la Figura no es triangular (fig. 26). En general, la proposi-
cion 4 Ltiene ¢l sentido de «no a»; por eso en el dlgebra de las
proposiciones la operacion «rayay se denomina formacion
de la negacién o simplemente negacidn.

Enumeromos aliora las leyes del dlgebra de las proposicio-
ues relacionadas con la operacién de la negacion:

En efecto la negacién de una proposicion idénticamente falsa
(por cjemplo, «2 X 2 no es igual a 5 o ste alumno ne
tiene dos cabezasy) siempre serd una proposicién idéntica-
mente verdadera, mientras que la negacion de una propo-
sieion idénticamente verdadera (¢este alummo no Liene menos
de 120 aioss) siempre serd idénticamente falsa. También
es [acil eomprobar Ias demas leyes (jhazlol); es verdad, que
éstas no requieren una comprobacion especial ya que se
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deducen do las leyes correspondientes del dlgebra du los
conjuniost),

EIERCICIOS

1. Cita tres ejemplos de proposicionces idénticamente verdaderas
y dos ejemplos de proposiciones idénticamente {alsas.
Supongamos que la proposicién e significa:
a) 42 X 2 = 4»;
h) «es varbny;
c) ¢el elefante es un insecton;
d) «sabe volar.

{29*5 significado tiene en todos estos casos la proposicién a?
iEs idénticamente verdadera? ¢Es idénticameule falsa?

3. Supongamos que la proposicién u significa ees aficionado ul
ajedrezs, mientras que [a proposicién ¥ significa «es aficionado al
juego de las damas». gQué significado tienen las proposiciones:

) a+b; b) ab; ) T+b &) a+B; ) atl;

f) ab; g) aby h) 2b?

4. Supongamos que la proposicién a s;i,'ni[ica ¢el alumuo estudia
en sobresalientes, la proposicién 5 reza el alumno es moreno» y la

proposicién ¢ afirma ¢el alumno cg aficionado a la natacidnr, 3Qué
significado tienen las proposiciones:

a) (a4 &)c y acH be;
byab~+c y (a+¢c)(b+ e)F
6. Supongamos nue las Pro£osiciones a y b significav: vel nimero
entero positivo es par» y el numero entero positivo es primos. ;Qué
significado tienen las proposiciones;
a) ab, by atb; c¢) @b; d) ab, e) a-thP
tQué representan los conjuntos de verdad de estas proposiciones?
6. Supongamod quse las Etoposiciones a y b significan, resperctiva-
mente, «el alumno es miembro del eirculo matematicos y «al alumno
participa en el ecoros, ;Qué significado tienen las proposiciones
B) atb y ab
by @ y u+td

1) Por ejempgng puesto que los conjuntos de ver-

dsd de las proposiciones a - % y a b son igualesa A - B y A B, respoc-
tivamentic, donde A y /2 san los conjuntos de verdad e las proposicio-

nes a y b, y puesto que 4 + B = A I, eitonces de la deliniciéu de la
igualdad (coincidencia) de proposiciones resulta que @ | & = ab,
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§ 5.
«LEYES DEL PENSAMIENTO»
Y REGLAS

DE LA DEDUCCION

Ahora podemos responder a la pregunta de por qué George
Boole dio el titulo de «Investigacion de las leyes del pensa-
miento» a su obra en la que fue construida el ¢«algebra extra-
ordinaria» considerada en el folleto presente. En efecto, cl
ilgebra de las proposiciones tiene una relacién directa con
las leyes por las cuales se rige el hombre en el proceso de
pensamiento, ya que la suma y el producto de proposiciones,
definidos anteriormente, no significan otra cosa sino las
copulas logicas «o» e «y», la operacién «raya» tiene el sentido
de la negacién, mientras que las leyes del algebra de las
proposiciones describen las propiedades principales de estas
operaciones légicas por las cuales se rigen todas las personas.
Claro estd que muy pocas personas interpretan estas propie-
dades en tanto que leyes matemdticas del pensamiento, pero
incluso los nifios pequeiios las emplean con soltura. En efecto,
nadie duda, por supuesto, de que decir «corre rapido y salta
alto» es 1o mismo que decir «salta alto y corre rapidoy; en
otras palabras, todos saben (aunque no todos son conscientes
de ello» que las proposiciones ab y ba tienen el mismo sentido,
son sigualesy.

Ahora podemos explicar las razones que hanmotivado
en nuestros dias tan acrecentado interés hacia los estudios de
Goorge Boole, hacia la interprctaciéon matematica de las
leyes de la 16gica en forma de especificas ¢reglas del dlgebray.
Mientras el campo del pensamiento ha constitnido una pre-
rrogativa absoluta del raciocinio humano, podiamos descu-
tendernos de la descripciéu formalizada de las «leyes del
pensamiento»: pues las personas siempre se han regido por
estas leyes sin darse cuenta siquiera del contenido de las
mismas. Peroen los dltimos decenios la sitnacién ha cambia-
do vertiginosamente vy hoy tratamos de encomendar a nues-
tros «colaboradores elecirénicosy, las maquinas computadora
electronicas, funciones que aules cumplian sélo seres conss
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cientes: direccion de la produccion y elaboracion de horarios
del transporte, solucién de problemas malematicos y tradue-
cion de libros, planificacion de la sconomia y biisqueda de
datos que nos interesan en la vasta bibliografia cientifica;
hoy dia las maquinas electrénicas juegan incluso al ajedrez.
Pero, para «ensefiars todo esto a las maquinas, nos hemos visto
obligados, naturalmente, a enunciar con claridad las «reglas
del juegon, las «leyes del pemsamiento», que deben seguir
las «inteligentes» méaquinas creadas por el hombre: mientras
el hombre sigue instintivamente las reglas de la légica, para
la méquina es preciso formularlas con claridad y, ademsés,
formularlas en el tinico «idioma» que $6lo puede «compren-
der» I‘a méquina matemética, en el idioma de las matema-
ticas ),

Pero volvamos a las ¢leyes del pensamientos. Las de
mayor interés son las relacionadas con la operaci6én légica de
la negacién; muchas de éstas tienen nombre especial en la
Légica. Por ejemplo, la regla

ata=i
expresa la llamada ley del tercer excluido: tiene lugar la
proposicion a o tiene lugar la proposicién a, sin que pueda
darse un tercer caso, y por eso es siempre verdadera la pro-
posicién a 4+ @, o sea, ta 0 no a». Asi, aur sin saber nada
sobre el «alumno de mayor estatura de la géptima clase de la
escuela N° 12 de Leningrado», podemos afirmar que este
alumno <estudia en sobresaliente o no estudia en sobresalien-

te», que «es aficionado al ajedrez o que no es aficionado al
ajedrezs. La regla

aag=o0

lleva el nombre de ley de la contradiccion; esta ley establece
que las proposiciones a y a4, o sea, a y @no a», jamis pueden
tener lugar simultineamente, es decir, que el producto de
estas proposiciones es siempre falso. Por ejemplo, si un alum-
no estudia en sobresaliente, la proposicién ¢no estudia en

!} Empero, no quisiéramos que el lector sacara
de aqui la conclusién de que el Algebra elemental de las proposicio-
nes, a la que estd exclusivamente consagrado este folleto, representa
ya el aparato que permite construir maquinas computadoras comple-
Jas o plantear los problemas en forma tal que la solucion de los mismos
pueda ser ya sconfiadas o las méquinas electrénicas,
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sobresalienter aplicada a esto alumno serd, por supuesto,
falsa; si el nimero (eniero) n es par, para él resulta falsa la
proposicion «es impars. La regla

a=a

se denomina ley de la negacion doble; establece que la negacion
doble de una proposicién equivale a la proposicion inicial.
Asf, la negacién de la proposicién «es par», referente a un
nimero entero, es la proposicién «es impar»; la negacién
«es no impar» de esta ultima proposicién nos hace retornar
a la proposicidon inicial sobre la paridad del ndmero. De un
modo andlogo, la negacién doble «no es un alumno que no
tiene buenas notasy» de la proposicion acerca de que el alumno
tiene buenas nolas equivale a la propoesicién inicial «iene
buenas notasy.

No es menor la importancia que tienen las reglas de
Morgan

at+b=ab y ab=a-+b
para las proposiciones aunque el enunciado verbal de las
mismas es algo mas complejo (véase a este propdsito el ejer-
cicio 1 que viene a continuacién). De la misma forma todas

las demas reglas del dlgebra de las proposiciones, como son
las leyes distributivas

@4+ dc=ac+b y ab+c=(a+ec)b4 )
o las leyes idempotentes
ata=a y aa=u,

representan determinadas «leyes del pensamiento», delermi-
nadas reglas de la légica que rigen la obtencién de nvevas
conclusiones de otras que ya se conocen.

Un lugar peculiar ocupan las reglas referentes a la rela-
¢ion légica™. Hasta el momento no hemos considerado esta
relacion; sin embargo la «conexién bilateraly entre los con-
jimtos y las proposiciones, que hemos establecido anlerior-
mente, permite traspasar sin dificultad la relacién > de) dlge-
bra de los conjuntos (relscion de inclusién) al campo del
algebra de las proposiciones. A saber, eseribiremos

a>b
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y diremos que la propesicion a se deduce de la proposicién b
(o que ¢ ¢s un corolario de b) siempre que ¢l conjunto de verdad
A de la propousicion a comprenda el conjunto de verdad 7 de la
proposicién b, o Sea, siempre que

A > B.

Por ejemplo, puesto que el conjunte B de los alumnos de tu
clase que estudian en sobresaliente esta contenido obviamente
en el conjunto A de todos los alumnos que tienen buenas no-
tas, resulta que la proposicion a: ¢el alumno de tu clage tiene
buenas notas en todas las asignaturas» es corolario de la
proposicién b: «el alumno estudia en sobresaliente». De un
modo analogo, el conjunto

Aﬂ = {6| ‘12' 18, .. -}

de los niimeros (enteros positives) divisibles por 6 esta con-
tenido en el eonjunto

A, = {2, 4,6, 8,10, 12, 14, 16, 18, 20, . . .}

de los niimeros pares; por esto, la proposicion «l nimero es
par» resulta corolario de la proposicion «el numero es divisible
por 0G»').

A menudo se denomina deduccion a la comprobacién de
que dos proposiciones a y b estdn vinculadas por la relacion
a = b; en este caso la proposicién b se denomina hipdtesis
y la proposicidén a, que se deduce de esta hipétesis, se denomi-
na tesis. Con las deducciones nos encontramos muy frecuente-
mente en la ciencia y en la vida cotidiana; por ejemplo, Lienen
como regla caricter de deduceién las demostraciones de teo-
remas matematicos: se exige demostrar que la hipdtesis &
del teorema (por ejemplo, «el angulo P del tridngulo MNP
es recton, fig., 27) implica la tesis ¢ («MP? 4+ NP® = MN?;
en este cuso la férmula @ = & equivale al teorema de Pitdgo-
ras). En las deducciones (por ejemplo, al demostrar los teore-
mas) empleamos sistematicamente (Sin darnes cuenta a veces

1) Si a > b, también se dice que la proposicién
es condicidn suficiente para o (para que el alumno tenga buenss notas
en todas las asignaturas es suficiente, por supuesto, que estudie en so-
bresaliente) y que la proposicién g es condicion necesaria para b (para
que el alumno estudie en sobresaliente es necesario, por supuesto, que

enga buenas notas en lodas las asigiaturas).
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de ello) las propicdades principales de la relacién o):
a> a;
8i a>b y b>a, entonces a = b
sia> byb>e, entonces a D ¢;
iD e y e > o cualquiera que soa a;
@+ b>aya>ab para cualesquiera a y b;
si a> b, entonces b > a.

Por ejemplo, sabemos que si las diagonales de un cuadrild-
lero se cortan en el punto medio de ambas (proposicion &),

M

FIG, 27

dicho cuadrildtero es un peralelogramo (proposicién a)?);
por otra lado, en el paralelogramo los dngulos opuestos son
iguales (proposicién ¢). De este modo, tenemos
a>h y eDa
por eso
cob

o en otras palabras: si las diagonales de un cuadrildtero se
cortan en el punto medio de ambas, sus dngulos opuestos son
iguales.

Detengdmonos finalmente en el empleo de la regla «si
a > b, entorices b > a». Lsta regla es la base de las asi llama-

') La regla ast a > 5 y b > a, entonces a = b»
se enuncia a veces asi: si b es condicién necesaria y suficiente para z,
las proposiciones a y b son equivalentes (desde nuestro punto de vista,
iguales o idénticas),

%) En cste caso tenemos incluso a = b y b o a,
o sea, a = b,
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las demostraciones por el absurdo. Supongamos que debemos
demostrar que tiene lugar la relacién ¢ > b: de Ja proposicién
b se deduce la proposicién a. Frecuentemente resulta mas
facil demostrar que si a no tiene lugar, tampoco puede cum-
plirse b, o sea, que de la proposicién «no a» (proposicién a)
se deduce Ia proposicion «no b» (proposicién b).

He aqui un ejemplo de este modo de razonar: demostremeos
que si el nitmero (entero) n mayor que 3 es primo (proposicién b),
entonces n es de la forma 6% X 1 (donde k es un entero), o sea,
que al dividir n por 6 se obtiene el resto +1 o el resto —1
(proposicion a¢). Es bastante dificil demostrarlo directamente,
sin basarse en la regla «si 2 = b, entonces b = a»; tratemos,
por eso, de recurrir a la demostracion por el absurde. Supon-
gamos que tiene lugar [a proposicién a, o sea, que el nimero 7
(entero y mayor que 3) no es de la forma 6% -+ 1. Al dividir
por 6 cualquier nimero entero n se obtiene o bien el resto 0
(en este caso el nimero r es divisible por 6), o bien el resto 1,
o bien el resto 2, o bien el resto 3, o bien el resto 4, o bien el
resto 5 (o el resto —1 que viene a ser lo mismo); por eso, la
hipétesis 4 significa que al dividir el nimero n por 6 se obtiene
o bien el resto 0 (o sea, el niimero os divisible por 6), ¢ bien
el resto 2, o bien el resto 3, o bien el resto 4. Pero un niimero
divisible por 6 jamés puede ser primo; si al dividir un nime-
ro entero n > 3 por 6 se obtiene 2 6 4 como resto, el niimero
es par y, por consiguiente, no puede ser primo; si al dividir
n por § se obtiene 3 como resto, el nimero es divisible por 3
y tampoco puede ser primo. Es decir, de @ se deduce & (simbé-
licamente & > a); de aqui se desprende precisamente que

a>hb

que o8 lo que queriamos demostrar'),

EJERCICIOS

_ 1. Enuncia verbalmente las reglas de Morgan 4+ b = ab y
ab =a-+ b del dlgebra de las proposiciones.

1) M4s preciso es el razonamiento siguiente: de la
relacién demostrada b a se deduce que (a) > (b) 0 a = b; pero,

como en virtud de la ley de 1a negacién doble @ = a y b = &, tenemos
a> b.
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2, Cita un ejomplo que ilustre

a) la ley del tercero excluido;

b la ley de la contradiccion;

¢) la ley de la negacién doble.

3. Prop6n un ejemplo para ilustrar cada una de las propiedades
do la relacion = (relacién de secuencia) de las proposiciones enume-
cadas en la pag. 64.

4. lecuerda algin eiemplo que tu conozcas de la demaostracién
por el absurdo y escribelo en forma simbélica.

5. Sea & o b. Simplifica la suma ¢ < » de las proposiciones
« ¥y b y el producto ek de eslas proposiciones,

§ 6. PROPOSIONIS
Y CIRCUITOS DE CONTACTOS

. Para terminar este folleto indicaremos un ejemplo mas de nn
dlgebra de Boole que posibiemente te parczca bastante inesperada.
Consideraremos como clementos de nuestra dlgebra todos los circuitos

D—(o—(/r

Fiii, 28

de contactos pesibles, es decir, los circuilis eléetricos provistos de
una sevie de interruptores de contacto. Las secerones ajsladas de Lal
circuito, somojaute al vepresentado en la fig. 28, las designaremos
von letra latina mayascula; éstas seran precisamente los clementos
del Adlgebra especifica considerada.

or cuante la (nica misién de upa seccion de un circniio eléelrico
consisle en condueir la corriente eléctrica, no haremos diferencia
y consideraremos ¢igualess dos secciones idénticas en este aspecto,
o sea, dog secciones ue contienen los mismos interruptores y que
simultaneamente conducen o no conducer la corriente cuando la
posicidn (¢cerradon, ¢abiertos) de todos los interruptores es la nnsma.
Ademds, denominaremos suma £ 4 B de dos secciones .4 y A
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de un circuito el resultado de su acoplamienio en paralele y producto
498, el resultado de su acomplamienio en serie (véase Ia fig. 29, e y b,
donde las secciones £ y & contienen un contacle cada una). Esié

&
L 8.
_— 5 o ——AC
-
o) b)
Fi6G. 28

clara que Ja adicién y la multiplicacién de secciones de un circuito
eléctrico definidas de esta forma resultan commutativas
¢4+I£=lﬁ+l’¥l d;ﬁ-:‘rﬂ.:!?'
v asoeiativas
(A+ B+ E=A+H B+ € (=A+ B+ %),
(A4B) € = A (BE) (=ABE)
(véase la fig. 30, a y b, en la cua) esta representada la ¢suma triples

A+ A+ % y el producte triple £B% de Lres contaclos), Tam-
bién verifican las leyes idempolentes::

4.‘4 -|' -7{ = -7‘! 0'24-1'? = dl

ya que la conexién en serie o en paralelo de dos contactos idénticos
{o sea, simultaneamente cerrados o abiertos ambos) da el mismo resul-
tado que un contacto anico. Més diffcil es comprobar que en nuestra
«algebra de los circuitos de contactosy se cumplen ambas leyes dis-
tributivas:
(£+B)VE=AB+ BE Vv AR+ B= (A1 G (H+ B\
sin embargo, también tienen lugar estas leyes como puede verse de
las figs. 31 y 32 (es facil comprobar que el eircuito represenitado cn 1a
fig. 31, a es ¢iguals, en nuestro seniido, al circuito de la fig. 31, 5
v que el ¢irenito de la fig. 32, a es siguals al cireuito de Ia fig. 32, 5).
Convengamos, linalmente, en designar por [J el contacto siempre
corrade (soldado; fig. 33,a) y por ) el contacto siempre abierto
(ruptura del circuito; fig. 38, b), [s evidente euntunces gue

A+CO=g v A=
A+ Y=0 vy L090=0

(Tig. 35); de esta forma los contactos J y © desempeiian en nuesitra

algebra de Boole el papel de log elementos «especinlesr [ y 0.

(fig. 34) y que
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Convoengamos, ademds, en indicar por ¢ y £ un par de contactos
tal que si el contacto . estd cerrado, entonces el contacio ¢ estd nece

A,
& ot P —anc
A+B+C
C.
(a) (b)
FIG. 30
A a5, €
PR § g O—— ———ly —
[~ *ar8)c AC+BC
5. L8, ¢
(a) (b)
FIG. 31
A 8 A 8
' T 78+ (A+CIB+C)
€.
(a) o)
FIG. 32

sariamente abierio; es facil desde el punte de vista técnice realizar
semejante par de contactos (fig. 36), Es evidente que

0%-_=d§» 52(91' @231
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asi como que
At A= v AA=O
(fig. 37,2 y b). Mas complejo es demostrar las reglas de Morgan:
AT B=AB y AB=A+B.

pero también ellas tienen lugar aqui (véase la fig. 38, a y b, donde
as secciones de circuito £ + B y A + B se determinan, digamos,

B . — —_—
(a) (5)
F1G. 33
A
[ ] is. .
O S pom—
Lo, _Ja+0=4 A=A
{a) (b}
F1G,. 3%
4.
T A B
I [a+I=1 A0=0
fa) (b)
FIG. 35

por la condicién de que si e circuito £ + B conduce la corriente,
entonces el circuito ¢4 4 no la conduce, y viceversa).

La semejanza que existe entre el dlgebra de los circuitos de
contactos» y el «alpebra de las proposicioness es muy valiosa en dos
agpectos. En primer lugar, permite simular propaosiciones complsjas
mediante circuitos eléctricos. Consideremos, por ejemplo, la propo-
sicién compleja

d=abe-+abe,



)

i RY
\J;
F1G, 46
e } AA=0
{a) "
FIG. 37
AB=A+B e
A §
A+B S g7\ £
N W

(b)
Flt, 38
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donde a, b y ¢ son unas proposiciones ¢simples», mieutras que la adi-
ci6n_y la multiplicacién de las proposiciones y la operacién «rayan
significan, como de costumbre, las copulas légicas «on ¢ «y» ¥ la nega-
cién. Hagamos corresponder a las proposiciones a, b y ¢ los contactos

T W Yol I
BN, € L/ |ABC+ABC=
=4(BC+BC)

FIG, 39

o, B ¥ €; en lal easo nuestra proposicién compleja ¢ quedard repre-
senlada por el circuito de la fig. 39 que corresponde a la combinacitn,

P=ABE N ABE

de los contaclos 4, B y €. Para comprobar si la proposicién ¢ es
verdadera siendo, digamos, verdaderas las proposiciones ¢ v & v falsa

o
i Ly 1]
,

1iG, 40

la %roposicién e, bastart cerrar los conlactos ,¢ v /8 del circuito &
v abrir el contacto ¢ (lig. 40): si e} circuito Z conduce la corriente,
quier¢ decir que corresponde a una proposicion verdadera iéo sed,
a un circuito ¥ que conduce la corriente), dicho de otro modo, en
este caso la Fropasiciﬁn d es verdadera; en cambio, si dadas estas
condiciones el circuito & no conduce la corriente (es ¢igualy al cir-
enito (9), la proposicién d es equivalente en estas condiciones a la
proposicién o, on otras palabras, es falsa.

La segunda ventaja, que se obtiene de la semejunza existente
entre el dlgebra de Jos circuitos de contaclos y el dlgebra de las propo-
siciones, consiste en que permite construir, basandose en las reglas



de la Légica, circuitos de contactos que satisfacen condiciones dadas
de antemano (y gque pueden ser bastante complejas). Lo mostraremaos
con dos ejemplos.

Ejemplo 1. Es precise construir un circuito eléctrico para un dormi-
torio con un bombillo eléctrico slendo deseable tener dos interrupiores:
uno junlo a la puerta y otro sobre la cabecera; el giro de cualquier inte-
rruptor, independientemente de la posicion que ocupe el otro, debe des-
coneclar el circuilo si anleriormente estaba conectado y coneclario, si
estaba desconectado.

Solucién. Designemos por £ y @ lvs dos contaclos correspon-
dientes a los interruptores; en tal caso, el problema consiste en cons-
trair una combinacién ¥ (correspondiente al circuito eléctrico del

dormitoriv) de los contactos ¢ y @ (asi como, posiblemente, de

y B) tal que al cambiar el esiado de cualquiera de estos dos contactos
cambie también el vestado de todo el circuito € (es decir, que convierta
en circuito abierto ¢l circuito que conduce la corriente, y viceversa).
En otras palabras, nuestro problema consiste en hallar una combi-
nacién ¢ de unas proposiciones ¢ y b tal que al cambiar la proposicién
verdadera e por la falsa, o viceversa, cambie el carécter («verdaderos,
«[alsos) de toda la proposicién ¢; olro tanto se refiereala proposicién b.
Esta condicién es satisfecha por la proposicién ¢ verdadera si ambas
roposiciones ¢ y b son verdaderas ¢ si ambas son falsas, y falsa en
oz demaAs casos (en los que una de las proposiciones a o b es verdadera
y la otra es falsa). El hecho de que en esta descripcién hayamos emplea-
do la conjugacidén «o» sugiere ?:llidea de gue es posible representar la

™~ |4s+75

FIG. &

roposicién ¢ en forma de suma de dos proposiciones, una de las cua-
es es verdadera si son verdaderas a y b, mientras que la segunda es

verdadera si son verdaderas a y b (o sea, si a y & son falsas). Fijindo-
nos ahora en la conjugacién «y», que figura en la descripcién de los
dos sumandos de Ia suma buscada, llegamos a la conclusién de que
estos sumandos Son '

ab y ab.
De esta forma tenemos definitivamente
¢c=abt-g b
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y es [§cil comprobar, en electo, 3&13 esla proposicién ¢ satislace las
condiciones mas arriba enumeradas,

Volviendo ahora de las proposiciones 4 los circuitos de contactos,
deducimos que el circuito eléetrico ¥ que nos interese viene vxpro-
sado por la férmula

C=AB+ASB:
estd claro que no ofrece dificultad la realizacién técnica de semejante
circuito {iiF. 41).

Ejemplo 2'), Ifay que construir un circulio eléctrico para el mando
de un elevador; suponemos, para simplificar, que el nimero de pisos es
igual a dos. Bl circuito debe conlener dos contectos que se manipulan
oprimiendo butones instalados en la cabina del elevador {botén de des-
censo) y en el primer piso, junto & la puerta del elevader (bolén de lia-
mada); los contactos adicionales estén relucionados eon las puertas del
elevador en el primero y segundo pisos, con la puerta interior de la cabine,
asi como con el piso del elevador sobre el cual ejerce presién el pasafero
que se encuentra en la cabina. El elreuito eléctrico que permite manejar
el descenso®) del elevador, debe conectarse sélo st la cabina se encuenira
en el segundo piso y si, ademiis, se cumplen las condictones sigulentes:

1) estdn cerrades ambas puertas del elevador y la puerta de la cabi-
na; el pasajero se encuentra en ¢l elevador y oprime el botén de descenso o

2) estan cerradas ambas puertas del elevador (mieniras que la puerta
de la cabina estd cerrada o ablerta); en la cabina no hay nadle; una
persona oprime en el primer piso el botén de lamada.

Solucién. Designemos los interruptorss de contaeto que regulan
la conexién del circuito de la forma siguiente: # es el interruptor
que se cierra solo si la cabina se encuentra en ol Segundo piso; 7,
y &4 son los interruptores que se cierran cuando se cierran las Puer-
1as del elevador on el piso 1 y en el piso 2; #; es un Interruptor anilo-
go relacionado con la Puerta de la Cabina; 3 es el intorruptor rela-
cionado con el piso de la cabina que se ciorra bajo la influencia del
peso del Pasajero; B4 y 4 son los interruptores relacionados con el
Botén de Descenso que se encuentra en la cabina del elevador y el
Botén de Llamada gque se encuentra en primer piso, junto a la puerta
del elevador. Segiin la condiciéa del problema, el Cireuito buscade
%4 para manejar el Descenso del elevador debe conectarse (conducir
la” corriente) sdlo en el caso de que:

1) el contacto & esta cerrado, y el contacto %, esti cerrado, y el
contacto 5, estd cerrado, y el contacto 9°, estd cerrado, y el contacto
G esta certado, y el contacto B, estd cerrado

a
2} ol contacto # estd cerrado, y el contacto %, osta cerrado, y ol

Y) Hemos tomado este ejemplo del libro de M. A. Tioneraer,
Cnrnazn.éConeTcnoa panwo, 1958, ctp. 214 (I. A. Poletdev, Seiial,
ag. 214).
B 9 At};m' sblo consideramaos la estructura del circuito que permite
manejar el descenso del elevador; andlogamente se puede sxaminar
también la estructura del circuito que desplaza el elevador hacia
arriba (véase el ejercicio 6 de la pag. 75).
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contacto P, estd cerrado, y el coutacto J'. estd cerrado ¢ aberto,
v el contacto 8; estd cerrado, y el contacto F esta abierto.
Tentendo en cuenta que la operacién légica «y» corresponde al
roducto de proposiciones (de coniactos), mientras que la operacién
gica «o» corresponde 2 la suma de las mismas, obtenemos facilmente

Ga=F P\ T2 F P RBa+ F F1F3 (Fet Fo) BrFe
Ewpleando la igualdad
50(:'{"-:3’73': =,
la propiedad del contacta J (£ = £ para cualquier contacto .f)

o b (7 . T
W,
8;
FiG, 42

asi como la ley conmutativa de la multiplicacién y la ley distribu-
tiva, podemos simplificar la expresién obtenida:

fd _—_Qf\gji-?‘a (5{"3\’”@9&*‘ ﬁﬁ]‘).

Bs fécil persuadirse de como debe realizarse técnicamente se-
mejante circuito (fig. 42).

EJERCICIOS

i. Representa los circuitos de contactos que corresponden a las
proposiciones complejas

a) (a4 (e4-d)

b) abec-ab+ta;

) abe-}- abe+ abe;

&y (a+b) (@a-+b)+ab-tab.

2. Representa los circuitos de contactos que corresponden a las
proposiciones

e+ea(d+ea(at+add+d y abted

y comprueba la «igualdad» de estos circuitos.
3%, Construye el circuito eléctrico  que comprende los contac-



75

WT ot B, €y & (y, posiblemento, los contactos 4, B, ¢ y 2)
tal que

‘2 el circuilo & se cierre solo si estén cerrados Lodos los contaclos
A B, ¢y D o sino esta cerrado ningune de estos contactos;

b) ol circuito ¥ se cierra s6lo si estdn cerrados algunos de los
contactos £, H, & y Z pere mo todos estos contactos.

4. 8) El comilé consta de tres miembros. Construye el circuito
eléctrico que muestre los resultados de una votacién; cada miembro
del comite vota oprimiendo un betén; el bombille se enciende sélo
si la proposicién reine la mayoria de votes.

b) Construye un circuito andlogo para un comild compuesto
del presidente y cinco vocales; ol bombillo debo encenderse ahora
sGlo si la proposicién reune la mayoria de votes o 3i los votos se han
r_ep_%rtido por igusl pero el presidenie ha votado a favor de la propo-
SICIOT.

5*. Construye un circuito eléctrico que permita encender y apa-
gar el bombillo empleando

a) tres interruptores independientes (compara con el sjemplo 1
de la pag. 72);

b} n interruptores independientes.

6. En las condiciones del ejemplo 2 de la pig. 73, construye un
circuito que permitu desplazar el elevador hacia arriba.
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APENDICE

DEFINICION
DEL

ALGEBRA DE BOOLE

Se denomina algebra de Boole un conjunto arbitrarie de ele-
mentos o, B, ¥, - - - para los cuales estdn definidas dos operaciones,
adicién y muf&iplicacién, que ponen en corresponidencia a cada par
a y B de elementos la suma o — B y'el producto af de los mismost);
estéd definida la operacién «rayas que hace corresponder a cada ele-
mento o un elemento nuevo a?); existen dos elementos wespecialess
o e iy se cumnplen las reglas siguientes:

Reglas referentes a la Reglas referentes a la
operacion de adicién operaciéon de multiplicaciéon
1) a+p=p+a, 1a) aff =pe;

leyes conmutativas

2) @+ P +y=c+@-+v) |2a) (@f)y=c@v)

leyes asociativas
3) ata=ca, |38) o=,
leyes idempotentes

Reglas que relacionan la adicién y la multiplicacién
4) (o B) v=ay+ Py, | 42) o+ —(@+v) B+ )
leyes distributivas
Reglas referentes a los elementos o y
5) at+o=a, 5a) aL=o;
6) at1=u¢, 6a) ao=o.
Reglas referentes a la operacion «rayay

7 a= o

1) Compara con lo expuesto en la pég. 24.

%) Los matematicos dicen a este respecto gque en el ilgebra de
Boole hay dos operaciones hinarias (adicién y multiplicacion), que
a cada dos elementos o y B del &lgebra de Boole ponen en correspon-
dencia un nueve elemento (- B y af, respectivamente), y una
operacién unparia que hace corresponder un elemento nuevo o a cada
elemento o del algebra de DBoole.
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8) o=1t, | 8a) L=o.

Reglas que relacionan la operaciéu «raya» con la
adicién y la multiplicacién
9) a4-f=af, I Oa) afp=a-f.
reglas de Morgan
En Ia definicién del dlgebra de Boole cabe no exigir la presencia
de la relacién 5: la inclusién « = B puede ser definida por cualquiera
de las condiciones ¢ + f = ot 0 ag= fi, de donde se pueden deducir
todas las propiedades de la relacién —:
aDa;
sia> P y B> e, entonces o = f;
sia> Py P>y, entonces ¢ > y;
LD ay a0
a+foaya>sab;
st @ P, entonces P= «

(1dedicelas!). Es més, en la definicién del &lgebra de Boole se puede
no exigir la presencia de una de las operaciones de adicién o de multi-
plicacién, exigiendo sélo la presencia de la otra operacién y de la
operacibn «raya»; por ojamf o, teniendo las operaciones zadicitny
y «rayas, podemos definir la multiplicacién mediante la regla de
Morgan
a-p=a+p.

Sin embargo, la presencia de las operaciones de adicién y de mulli-
plicacién unicamente (sin la operacién «rayas) no determina afin
el dlgebra de Boole.

La definicién del dlgebra de Boole dada més arriba es poco «eco-
némican: muchas de las propiedades enumeradas pueden ser dedu-
cidas de las otras, de modo que no es indispensable exigir que se
cumplan. Esta definicién tampoco es la tinica aceptada en la litera-
tura: en varios libros y articulos, a las «reglas principales» (o aziomas)
del flgebra de Boole se agregan ademis las siguiontes:

Reglas que relacionan la operacién «rayan con los
_ elemenfos o y 1
10) a+a=1 | 108) @@ =o.

En el caso de tal definicién, el ejemplo 8 (Algehra de los méximos
v log minimos) considerado en el § 2 no represeula ya un algebra de
Boole y el ejemiplo 4 (dlgebra de 108 minimos miiltiplos v los méximos
divisores) ofrece un dlgebra de Boole 8610 en el caso en el que el niime-
ro inicial V se descompone en el producto de factores primos distinlos
dos a dos (tal es ¢l numere 210 = 2.3.5.7 que [igura en el texto,
pero no serd éste el cago, digamos, del ndmero 72=2%.32 = 2.2.3.3.3).
A este respecto pueden verse, por ejeraplo, los libres [2] ¥ [4] o el
articulo [8] de la lista bibliografica gue viene a conlinuscidén,
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RESPUESTAS
Y SUGERENCIAS A EJERCICIOS

§

. A+BUA4+0)B+D)(C+ D)=
=[(B+ 4) (C+ A UB+ DY + D)] =
= (BC 4 A)(BC 4+ D) = (4 + BC) (D + BC) = AD + BC
{aqui se utiliza la segunda ley distributiva).
2. A{A} BY= AA -+ AB=A -+ AB = Al | AB =
= A{ 4 B)= Al = 4.
5. A4+ I)(B+ 0)= A-I.B = AB.
6. (A+ BY(B+ C){(C -+ A) = ABC + AB 4 AC + BC =
= ABC + ABI + AC + BC = AB(C'+ I)+ AC+ BC =
= ABI -+ AC+ BC = AB |+ BC - CA
(véase la identidad demostrada en la pég. 21).
7.[(4+BB+OIC+D)=(AC+B(C+ D)=
y = AC 4+ ACD < BC 4+ BD = AC + BC + BD.
0. [(A4+ B4+ OB+ CHDICHDA 4)=
[AD+(B+C)](C+D+A)-
(4D + B) 4 C1 ({4 ~+ D)-I-

=MD+BHA+m+C=AD+A AB+BD+C=
+AD+ BD +C.
§2
.0 40T y |01
g |oI o0 o
i O i {0 t
b +joPCT y -|OPCI
olorc1 oloooo
PIiPP T rPlopPpOoP
cleier clooc ¢
¢ g rar Ilopc1

[, n]:p!llar[n]. bl] mﬁx[az, 52] B pméx[ak, bhl:

{m, ")_ miu[ui, 1]p|r||in[u‘i "p;‘nhz[ah. bh]'
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§3
1, AB -\ AC -+ BD - CD = (A + D) (B4 C) (véase el ejer-
cicio 1 del § 1); 4 4+ AB = A (véase el ejercicio 2 del § 1); 48 +
4- BO 4 Al = A (véase ol ejercicio 9 del § 1); ABC + BCD +
+1§::DA =(A+ BY{(4+ D)(B+ D) C (véase el ejercicio 10 del
2.8) (A+B) (A4 By=AA+ AB+BA-- BB= A+ AB+BA40 =
=ALBA4BA=A4+(B+B)A=A4 TA=A+ A=A
b) AB+(A+B)(A4+B)=AB+ AA-+ AB+ BA+ BB =
=AB+ 0L AB+ BA+O=AB+ AB+ BA=(AB+ AB) 3} (4B AB) =
=A(B+B)\+ (44 A B=AI+1B=A-+B;
¢) ABCABAC = (A +B+C) (A+B) A=A+ B)+C1 (A4 B) 4C =
= A{A+B) ACH B{A+4-B) AC+ (4+ By (O =
={(A44) (A+ B) C+[B (A4) ¢ +(BE) AC1 4 (A+ B) A0=
=0 A+ B) C+[BOCH0ACI+0 =0,
d) AL B=A4IB=A+(A+ A B=A+AB+AB=
=(AT4-AB)+ AB=A{f+ B)+ AR —
= Al -+ AB= A+ AR.
8. Aplica la operacién «rayay a ambos miembros de la igualdad
considerada; utiliza el hecho de que A=A,
4, AB4+ AB=A (véase el sjercicio 2a);
(A4- By (AB+ AB) = AB (véase el ejercicio 2b);
A(A4B)=AB (véase el cjercicio 2d).

6. 3) A dada divisor m del niimero N lo corresponde un subcon-
junto determinado del conjunte I = {py, ps, - . -, pp} de divisores
primos del namero N; a saber, el conjunto de a ualﬁ:a do estos divi-
sores (ue a la vez son también divisores de m; adem4s, si a los nime-
ros m y n les corresponden los subconjuntos 4 y B del conjuntoe I,

entonces a los nameros m B n = [m, 2], m®n = (m, n) y Em—m-

les corresponden los conjuntos A + B, 4B y A.

b) Sim = poy n = pb, entonces m @ n = [m, n| = pMi*fa. 8}
me n= (m. n} = pmm [a, &] y E=%—=p'l_“.

Ay-ag_Aax~uz =

— N -t
= - L S 3
¢} m= — =p} Py ced Py .
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7. Estas igualdades na se cumrlan en el «dlgebra de los maximos
y los minimoss §saiva ol caso en el que los elementos del algebra son
dos nimeroa solamente) y en el «ilgebra de los m nimos multiples
y los maximos divisorese (salvo el caso en el que todos los divisores
primos py, pa. - - -, py del nimero N son distintos dos a dos; com-
para con cl ejercicio %a}.

8. a) A~ B)(A+C)=A-}ACH 4B BC =
=Al 4 ACH+ AB+ BC=A (- C+ B)+4 BC =
= AI+BC=A+BCcA4+BcA4+BIC
Wa4-BAat+0(A+-H=A+B)(A+C)I=
= A+ B (A0 =44 BCoADABC
(compara con el ejercicio 8a);
¢) (A --BY(B-+C)Y(C+ A)= AB 4 BC -+ CA D AB - ABC
(véase ol ojercicio 6 del § 1);
d) Puesto que A= AB y B> AB, se tiene A+ B> AB--AB.
9. ABC < AB 4+ AC (vésse ¢l sejercicio 8a);
AB -+ AC + A0 < A4 4 B 4 C (véase el ejercicio 8b);
AB 4~ BC 4 CA < A + B -} € (véase el ejercicio 8c).
10. AB — (A4 B) (AL B).
12. a) A; b) B; ¢) I; d) O,

§4

5. ) ¢el nimero entero positivo es par y es primos; el conjunto
do vordad es jz}; b) «el nimero entero positivo o8 impar o es primos;
el conjunte de verdad {1, 2, 8,5,7,9, 11,13, 15, 17, .. .} difiere
del conjunto de los niimeros impares en gne se ha agregado el nime-
ro 2; ¢) «el niimero entero positivo es impar y es Frimos); el conjunto
de verdad (3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, . . .} difiere del conjunto de todos
los niimeros primos en gue se ha excluido el nimero 2; d) «el namero
ontero positivo os par y no es primos; el conjunto de verdad {4, 6, 8,
10, 12, 14, 16, . . .} difierc del conjunto de todos los mimeros pares
en que se ha excluide el ndmero 2; e) ¢el niimero entero positivo es
impar ¢ uo es primow; el conjunto de verdad {1, 3, 4,5,6,7,8,9,
10, 14, ...} es el conjunto de todos los nmumeros enteros positivos
a excepcion del nimero 2.

§5

b a4+ b= a; ab=b.

§6

1. a) Véase lo Tig. 43; &) véase la Tig. 44;
3. a) Vdase la fig. 45, a; b) véase la fig. 45, b.
4 1) f = A + AB + BE;
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b) F = £ (BE+ BF + BE+ BF + €T -+ €&
CF - 26+ Z2F 4 6F)+
+ BEIE + BEDIF + BEEF + BIEF - ¢ TEF
(el botén ¢ lo oprime el presidente del comité).

B, 2) f = ABC+ ARG+ ABC + ABGC.

A c

_[: l | : |m+3}(c+o)
[ r

FIF. 43

& A(BC+B}+A

FIG, 44

PERVN¥
-_o—oo—lz—-—

m—)—Cr k=
A 54BN O\
; io
S=4B800+ABCH S=(A+B+C+D)(A+8+(C+D)
a) b)

FIG, 45
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SALEN A LA LUZ LOS SIGUIENTES LIBROS

Efimov N.
GEOMETRIA SUPERIOR

En este libro se examina un gran nimero de pro-
blemas, Se da la argumentacion matematica de: la
ometria euclidea, las geometrias no euclideas de
obachevski y Riemann, la geometria proyectiva,
la geometria de Minkovski y las cuestiones geo-
métricas de la teoria especial de la relatividad
y una necién generul de las formas topolégicas
de la geometria de curvatura constante. La obra
co divide en tres partes. El material principal
se expono on las primoras dos partes. El material
de la tercera parte — nociones principales de la
geomotria de curvatura constante — puede ser
aprovechado en sl trabajo de los circules mate-
miaticos.
El libro so caracteriza Eor la claridad de su expo-
sicion y es comprensible para amplios circulos
de lectores, aunque las cuestiones que trata, por
asi decirlo, no siempre son sencillas. Ha sido ree-
ditado varias veces en la URSS y en otros pai~

ses.

Estd destinado & Tos estudiantes de centros do-
centes superiores, asl como a todas aguellas per-
sonag que se interesan por las matematicas.
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Berman G. y otros

PROBLEMAS Y EJERCICIOS
DE ANALISIS MATEMATICO
{22 edicién)

Esta coleceion de problemas estd dedicada a los
estudiantes que cursan anflisis matematico en
centros de ensefianza técnica superior,
No contiene la teorfa ni las férmulas necesarias,
el lector las encontraré en los capitulos respectivos
del manual de andlisis matematico. La mayoria
de los problemas esté subvidida en %rupos, lo
e facilita el trabajo con este libro. A los grupos
e problemas de contenido homogéneo precede
una indicacién geperal. Todos los problemas de
contenido fisico van acompafiados de las nociones
necesarias sobre la fisica. El libro contiene un apén-
dice: Tablas de las magnitudes do algunas fun-
ciones elementales,
El autor analiza un total de 4465 problemas.

Elsgoltz L.

ECUACIONES DIFERENCIALES
Y CALCULO VARIACIONAL

(32 edicidn)

En este libro el autor examina lag ecuaciones dife-
renciales de primer orden y de orden superior,
sistemas de ecuaciones diferonciales, teoria de la
estabilidad. ecuaciones de derivadas parciales de
primer orden, métodos de variaciones en los proble-
mus con limites fijos, problemas de variaciones
con limites moviles, condiciones suficientes del
extremo, problemas de variaciones de extremo
complejo y métodos directos en los problemas de
variaciones,

Estd destinado para los estudiantes de las fuculta-
des fisicomatematicas de los centros de ensefianza
superior y especialistas que estudian los problemas
de matematicas indicados.
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Budak B., Samarski A., Tijonov A.

PROBLEMAS
DE FISICA MATEMATICA

En dos tomos

Rl libro abarca la mayor parte de los principales
métodos do resolucién de los problemas de fisica
matemAtica. So presta especial atencién a la parte
fisica de la cuestion, a la formulacibn de los pro-
blemas, a los modelos matemditicos de los proce-
508 reaies, a las ilustraciones iisicas de los méto=-
dos de resolucién y de los resultados.

La coleccién conticne problemas de deduecion de
ecuaciones g de condiciones limites, asi como de
aplicacion de distintos métodos de resolucién de
problemas de frontera de la fisica matemética.
Los problemas cuentan con indicaciones para su
resolucién y con las respuestas a los mismos, Para
muchos problemas se exponen las resoluciones con
la aplicacion de los métodos més sencillos.

El libro estd destinado a estudiantes de univer-
sidades o institutos de ensefianza superior que
cutsan las matemdticas por un programa amplia-
do, La obra también resultard de interés para pro-
fesores universitarios, colaboradores de institutos
de investigacidn elentifica y para ingenlercs.
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Effmov A., Demidévich B. (bajo la redaccion de)

PROBLEMAS DE MATEMATICA
PARA LOS CENTROS DE ENSENANZA
TECNICA SUPERIOR

En dos partes

Esta obra se compone de dos partes (parte primera:
“Algebra lineal y fundamentos del anélisis mate-
mético”; parte segunda: “Capitulos especiales del
andlisis matemdatico”) y estd destinada a ser con-
solidadas en las clases précticas (seminarios) las
partes tedricas del curso de matematicas superiores,
estudiado en los centros de ensefanza superior.
El manual contiene problemas sobre Algebra li-
neal y vectorial, geometria analitica, caleulo di-
ferencial e integral de [unciones de una y multi-
plos variables, ecuaciones diferenciales, analisis
vecterial, fundamentos de la teoria de la variablo
compleja, series y sus aplicaciones al célculo
af:amcionnl. De este modo, el manual abarca todo
el curso de matemdéticas superiores estudiade on
las centros de ensefianza superior, con excop-
cién de algunos cursos especiales.

Cada Gapitulo de esta obra estda provisto de una
introducciébn en la cual se dispone el material
tedrico (definiciones, teoremas, férmulas princi-
pales), necesario para la resolucién del ciclo de
problemas del capitulo dado. Aqui también se
oxamina un numero suficiente de ejemplos, que
ilustran los métodos fundamentales de resolucién
de los problemas. Todos los problemas propuestos
tionon respuesta al final del capilulo, y los mds
dificiles vienen provistos de indicaciones (gstos
problemas se indican con estrellas) o son resueltos
(problemas con dos estrellas).

Una particularidad destacable de este libro la
constituye la existencia de ciclos de problemas de
cdlculos segun las partes [undamentales del cur-
s0. Cada problema de edlculo exige la escritura
del programa en la lengua Fortran y luego la
reselucion en una computadora. La inclusién de
este tipo de problemas en el manual es mecesaria
para una asimilacién més profunda de los métodos
numéricos conjuntamente con el estudio de los



capitulos correspondientes de las matematicas su-
periores. En el manual propuesto, también es una
novedad el estudio conjunto de las propiedades de
1as series en los campos real y complejo. Semajante
metodologia de exposicién del material prictico
sobre la teoria de las zeries, permite comprender
con masror profundidad y desde un punto de vista
unificado las propiedades de las series funcjonales,
en particular, las series de potencias y las de Tay-
lor, introducir la forma compleja de la serie
Fourier, la transformacién de Fourier y la reali-
zacién prictica de las mismas; la transiormacién
discreta de Fourier (TDF).
Semejante enfoque de la exposicién del material
sobre la Leoria de las series estd asegurada mediante
la introduccién en ¢l manual del capitulo “Fun-
damentos de la teoria de funciones de la variable
compleja”, El estudio de este capitulo de las ma-
tematicas superiores Eor parte de los estudiantes
de las especialidades de ingenierfa ya hace tiempo
se ha transformado en una necesidad y en mu-
chos institutos de ensefianza superior se ha incluido
en los programas,
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