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Prefacio

Hace unos afios, la Universidad Social me invité a dictar
dos conferencias sobre el método de Montecarlo para los
oyentes de la Facultad de Técnica de céleulo. Yo acepté,
Poco antes de la primera conferencia me enteré con espanto
de que los oyentes, en su mayor parte, ignoraban la Teorfa
de las probabilidades. No habfa modo de retroceder. Sobre
la marcha hubo que incluir en la conferencia un apartado
adicional con el fin de exponer a los oyentes las nociones
principales de la Teoria de las probabilidades.

El contenido de estas conferencias, dictadas a lo large
de varios afios, con el tiempo iba estabilizdndose. En la
edicidn presente se ha conservado también el apartado adi-
cional (§ 2) al que quiero dedicar unas palabras.

Cualquier persona habrd empleado alguna vez las pala-
bras «probabilidad» v «variable aleatoria». La idea intuitiva
de la probabilidad (en tanto que frecuencia) corresponde
més o menos al contenido verdadero de este concepto. En
cambio, la idea intuitiva de la variable aleatoria estd muy
lejos, como regla, de la definicién matemética. Por eso, en
el § 2 damos por conocido el concepto de probabilidad y
explicamos sélo el concepto més complejo de variable alea-
toria. Este parigrafo no puede reemplazar el curse de la
Teoria de las probabilidades: la exposicién es simplificada
y no trae demostraciones. Sin embargo, permite hacerse
una idea sobre las wvariables aleatorias suficiente para
comprender los aspectos elementales del método de Monte-
carlo.

El objetivo principal de este libro es sugerir a los espe-
cialistas de las mas diversas ramas la idea de que en el
campo de sus actividades existen problemas que se pueden
resolver por el método de Montecarlo,

Los problemas que se analizan en las conferencias son
variados y suficientemente simples. Sin embargo, no pueden
abarcar, claro estd, todas las esferas de aplicacién del mé-



todo. Me limitaré a dar un ejemplo. En el libro no se habla
para nada de la medicina. No obstante, los métodos del § 7
permiten evaluar las dosis en la radioterapia. Teniendo un
programa de célculo de los rayos absorbidos por distintos
tejidos del cuerpo, se puede dosificar y orientar la radiacién
del modo maés eficiente cuidando de no dafiar los tejidos
sanos.

Este libro abarca todo cuanto se iraté en las conferen-
cias; contiene una exposicion mdis detallada de los ejemplos;
ademas, se han agregado los paragrafos 9 y 10.

1, Sébol



INTRODUCCION

§1.
GENERALIDADES
DEL METODO

El método de Montecarlo es un método numérico que
permite resolver problemas mateméiticos mediante la simu-
lacién de variables aleatorias.

1.1. Origenes del método de Montecarlo. Se considera
como fecha de nacimiento del método de Montecarlo el afio
1949 en el que aparecié el articulo titulado «The Monte Carlo
method»!). La creacién de este método suele ligarse a los
nombres de los mateméaticos norteamericanos J. von Neu-
mann v S. Ulam. En la Unién Soviética los primeros articu-
los dedicados al método de Montercarlo aparecieron en
1955 v 1956 9).

s curioso que la base teérica del método era hien conoci-
da desde hace mucho tiempo. Es més, algunos problemas de
la Estadistica se resolvian a veces empleando las muestras
aleatorias, o sea, aplicando de hecho el método de Montecarlo.
Sin embargo, hasta la aparicién de las maquinas calculadoras
electrdnicas (MCE), este método no encontraba aplicaciones
suficientemente amplias ya que la simulaci6én a mano de
variables aleatorias constituye un proceso muy laborioso.
Es decir, la aparicién del método de Montecarlo en tanto
que un método numérico de gran universalidad se hizo po-
sible s6lo gracias a la creacién de las MCE.

El nombre de «Montecarlo» se debe al de una poblacién
del principado de Mbnaco, celebre por su casa de juego,
Resulta que uno de los aparatos mecénicos mis sencillos
que permite obtener variables aleatorias es ... la ruleta.
Acerca de esto hablaremos en el § 3. En cambio, conviene,
por lo visto, responder aqui a una pregunta frecuente:
¢¢Ayuda o no ¢l método de Montecarlo a ganar en el juego
de la ruleta?» No, no ayuda. E incluse no tiene nada que
ver con este juego.

1.2. Ejemplo. Para que el lector se haga una idea més
clara de las cuestiones que vamos a tratar, consideremos
un ejemplo muy sencillo. Supongamos que debemos calcular

Y} Metropolis N., Ulam §., The Monte Carlo me-
thod, J. Amer. statistical assoc., 1949, 44, Ne 247, 335—341.

?} Se trata de los articulos de V, V. Chavchanidze, Yu, A. Shréi-
der y V. 8. Vladimirov.

2-1216
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el area de una figura plana §. Esta puede ser una figura
arbitraria con una frontera curvilinea, definida grafica o
analiticamente y compuesta de uno o varios pedazos. Supon-
gamos que se trata de la figura representada en la fig. 1

—o—
x

o 1

vig. 1

y supongamos que toda la figura estd comprendida dentro
de un cuadrado de dimensién 1.

Tomemos en ol cuadrado un nimero /N de puntos alea-
torios. Sea N’ el nimero de puntos que aparecen dentro de S.
Es obvig, por razones geométricas, que el drea de S es igual
aproximadaments a la razén N'/N. Cuanto mayor sea N
tanto mayor serd la sxactitud de esta estimacién.

En el ejemplo representado en la fig. 1 se ha escogido un
total de ¥ = 40 puntos. De éstos, N’ = 12 puntos aparecen
dentro de S. Tenemos N'/N = 12/40 = 0,30 mientras que el
valor exacto del frea de S es 0,35 1).

: ; 1) En la préctica el método de Meonlecario no se
aplica al cilculo do drea de figuras planas ya que existen para ello
otros métodos que, a pesar de ser mds complejos, garantizan una
exactitud mucho mayer. (Sigue en la pag. 41).




i

1.3. Dos peculiaridades del método de Montecarlo.
La primera consiste en que su algoritmo tiene una estruc-
tura muy sencilla. Como regla, se elabora primero un pro-
grama para la realizacién de una prueba aleatoria (en el
ejemplo del punto 1.2 hay que escoger un punio aleatorio
en el cuadrado y comprobar si pertenece o no a §). Después,
esta prueba se repite N veces de modo que cada -experimento
sea independiente de los restantes y se toma la media de
los resultados de todos los experimentos.

Por esto el método de Montecarlo se denomina a veces
método de pruebas estadisticas.

La segunda peculiaridad consiste en que el error es, como

regla, proporcional a la magnitud V' DIN, donde D es una
constante y NV es el niimero de pruebas. Esta {6rmula per-
mite ver que para disminuir el error en 10 veces (en otras
palabras, para obtener en el resultado otra cifra decimal
exacta) es preciso aumentar N (o sea, el volumen del trabajo)
en 100 veces.

Se pone de manifiesto la imposibilidad de alcanzar en este
camino una elevada exactitud. Por eso suele decirse que el
métode de Montecarlo resulta especialmente eficaz en la
solucién de problemas en les cuales se necesita conocer el
resultado con poca exactitud (del o al 10 por ciento).

Sin embargo, un mismo problema puede ser resuelto
aplicando distintas variantes del método de Montecarlo %)
a lag que corresponden diferentes valores de D). En numero-
sos problemas se logra elevar considerablemente la exacti-
tud escogiendo un procedimiento de cdlculo al que le co-
rresponde un valor mucho menor de D.

1.4. Problemas que permite resolver el método de Mon-
teearlo. En primer lugar, el método de Montecarle permite
simular cualquier proceso cuya marcha depende de factores

Sin embargo, ¢l método de Montecarlo expuesto en nuestro ejem-
plo permite con la misma facilidad calcular el «volumen multidimen-
sional» de un cuerpo en wn espacio multidimensional. Bs mis, sucede
a menudo que el método de Montecarlo es en este caso el {inico método
numérico que permite resolver ¢l problema.

Yy En la literatura especial con frecuencia se suele hablar aho-
ra de los métodos de Montecarlo {(en plural) para subrayar con
ello que un mismo problema se puede resolver mediante la simulacion
de distintas variables aleatorias.

2
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aleatorios. En segundo lugar, en muchos problemas mate-
maticos, que no tienen la menor relacién con cuestiones alea-
torias, se puede inventar un modelo probabilistico artificial
{e incluso més de un modelo) que permite resolver estos
problemas. En realidad, esto o3 lo que hemos hecho en el
ejemplo del punto 1.2.

Por consiguiente, se puede hablar del método de Mon-
tecarlo como de un método universal en la solucién de proble-
mas matematicos.

Es de especial interés el hecho de que en algunos casos
conviene abandonar la simulacién del proceso aleatorio real

vh
1 ¥

Fig, 2

y concentrarse en el andlisis del modelo artificial. Una situa-
cién de este tipo es considerada en el § 7.

1.5. Algo mids sobre el ejemplo. Volvamos al ejemplo del
punto 1.2, Para poder realizar el cdlculo debemos escoger en
el cuadrado puntos aleatorios, (Cdmo realizar esto?

Imaginemos el siguiente experimento. La fig. 1 (aumen-
lada proporcionalmente), con la figura § y el cuadrado, se
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coloca sobre un muro y sirve de blanco para un tirador que,
situado a cierta distancia, dispara N veces apuntando al
centro del cuadrado. Claro estd que no todas las balas darén
exactamente en el centro: perforardn el blanco en N puntos
aleatorios ). ¢Es posible estimar el 4rea de S a partir de
estog puntos?

En la fig. 2 viene representado el resultado de un experi-
mento semejante. En este experimento se tiene N == 40,
N' = 24 y N'/N =0,60 lo que representa casi el doble del
valor exacto (0,35) del 4rea. Por supuesto, tratindose de un
tirador de gran punteria los resultados del experimento serdn
muy malos ya que casi todas las balas pegardn cerca del
centro y perforarin S?2).

Es fécil persuadirse de que el método que hemos aplicado
para calcular el frea tendrd validez s6lo si los puntos alea-
torios, ademds de ser aleatorios, estaran «distribuidos uni-
formemente» sobre el cuadrado. Para dar un sentido exacto
a estas palabras es preciso estudiar la definicién de variable
aleatoria y algunas de sus propiedades. Estos conocimientoes
se exponen, sin demostracién, en el § 2. El lector que haya
leido cualquier curso de la Teoria de las probabilidades puede
omitir por completo el § 2 a excepcién del punto 2.5.

1) Aceptamos que el tirador estd lejos de ser el
campeén del mundo y se encuentra a una distancia saficientemente
grande del blanco.

2) En el punto 4.5 explicaremos cémo han sido escogidos los
puntos aleatorios en las figs. 1 ¥ 2,






CAPITULO 1

SIMULACION
DE VARIABLES ALEATORIAS

§ 2.
VARIABLES ALFATORIAS

Suponemos que el lector estd més o menos familiarizado
con el concepto de probabilidad y pasamos directamente al
concepto de variable aleatoria.

Las palabras «variable aleatoria» suelen emplearse para
subrayar que se ignora el valor concrsto que tomara esta
variable. Sucede también que estas palabras encierran inclu-
so un desconocimiento de cudl es esta variable.

En cambio, el mateméftico emplea estas mismas pala-
bras «variable aleatoria» déndoles un contenido positivo
bien determinado. Efectivamente, dice él, no conocemos
el valor que tomard esta variable en un caso concreto dado
pero sabemos qué valores puede tomar y también las proba-
bilidades de unos u otros valores. A base de estos datos no
podemos predecir con exactitud el resultado de una prueba
relacionada con esta variable aleatoria pero si podemos
prever con gran seguridad los resultados de un gran nimero
de pruebas. Cuanto mayor sea el nimero de pruebas, mayor
exactitud tendrin nuestras predicciones.

Es decir, para definir una variable aleatoria es preciso
sefialar log valores que puede tomar y las probabilidades
de estos valores.

2.1. Variables aleatorias discretas. Se dice que la variable
aleatoria § es discreta si puede tomar un conjunto discreto
de valores z;, Zy, ..., %

1+ %n )
Una variable aleatoria discreta E se define mediante la

tabla
Ly Xy ovu Ty )
- 5] 5 T
E (pl Pz +s. Pn ( )
donde z,, z,, . . ., Z, son los valores posibles de la variable
EY Py Par + - -+ Pn S0on las probabilidades que les corres-

ponden. Hablando con mfs precisién, la probabilidad de

1y La Teoria de las probabilidades estudix también
variables aleatorias discretas que pueden tomar un niimero infinito
de valores.



16

que la variable aleatoria § tome el valer z; (designaremos
esta probabilidad por P {§ = z,;}) es igual a p;:

P (E =21} =p,.

La tabla (T) se denomina distribucién de la variable alea-
toria.
Hablando en términos generales, los nameros z,, zy, . . .
. ., &, pueden ser cnalesquiera. En cambio, las probabili-
dades p,, Pa, . - -, Pr deben cumplir dos condiciones:
a) todos los nGimeros p; deben ser positivos:

pi =>0; (1)
b) la suma de todos los p; debe ser igual a 1:
pptpst+...+pa=1 (2)
La fildima condicién significa que & debe necesariamente
tomar en cada caso uno de los valores z,, z,, . . ., Z,.

Se denomina esperanza matemdiica de la variable aleatoria
£ el mimero.

ME= 2 zip;. (3)
=1

Para aclarar el significado real de esta magnitud, la
representaremos en la forma

L n
ME= 2, ItPt/_E Pi.
it ]
De aqui puede verse que ME es el valor medio de la varia-

ble § con la particularidad de que los valores x; de mayor
probabilidad figuran en la suma con pesos mayores !).

1) La media ponderada aparece con frecuencia en
las més diversas ramas de la ciencia. Por ejemplo, en la Mecanica:
si en los puntos zy, g, . « .« s Ty (del eje Oz) estdn concentradas lag ma-
S&S my, Mg, « = +, My, 18 abscisa del centro de gravedad de este sistema
se dotermina mediante la férmula

8 n n
£=E x‘m,/z mi.
imai i

Por supuesto, la suma de todas las masas puede ser en este caso distinta
de la unidad.
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Sefialemos las propiedades principales de la esperanza
matematica: si ¢ es una variable no aleatoria, se tiene

M (E 4+ ¢) = ME + ¢, (4)

M (cB) = cME; (5)

si £ y 1 son dos variables aleatorias cualesquiera, se tiene

M (E + 1) = ME + Mn. (6)

Se denomina varianza de la variable aleatoria £ el nu-
mero

DE = M (g — MY)*L. Q)

Por consiguiente, la varianza DE es la esperanza matemiti-
ca del cuadrado de la desviacién de la variable aleatoria E
de su valor medio ME. Es obvio que siempre se tiene DE > 0.

La esperanza matematica y la varianza son las caracteris-
ticas numéricas més importantes de la variable aleatoria .
{Qué valor practico tienen?

Supongamos que hemos observado varias veces la va-
riable £ obteniendo los valores &, &,, - .., Ex (cada uno
de los cuales es igual a uno de los nlimeros z,, &g, - . ., Zp);
entonces la media aritmética de estos valores serd préxima

a ME
L Bt B ME ®)

y la varianza DE caracterizard el esparcimiento de estos
valores alrededor del valor medio ME.
Empleando (4), (5) y (6) podemos dar otra forma a (7):

DE = M [&2 — 2ME-E -+ ME)?| = M (E%) —
— 2ME-M§ + ME),

DE = M (E%) — (MB)~ (9)

Resulta més [4cil, como regla, calcular la varianza apli-
cando la férmula (9) en lugar de la férmula (7).

Sefialemos las propiedades principales de la varianza:
si ¢ es una variable no aleatoria, se tiene

D (& + ¢} = D&, (10)
D (c&) = c’D&. (11)

de donde
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En la Teorfa de las probabilidades desempeiia un papel
importante el concepto de independencia de variables alea-
torias. En realidad se trata de un concepto bastante com-
plejo; pero en los casos més sencillos la cuestién se aclara
tacilmente ).

Para dos variables aleatorias independientes § y 1 son
vilidas las relaciones ;
M (En) = ME-My, (12)

D (§ -+ ) = D§ -+ Dn. (13)

Ejemplo. Consideremos la variable aleatoria » con la distribu-

cién siguiente
1 2 3 4 5 6
”=(1fﬁ 1/6 1/6 1/6 1/6 ﬂs)'

Es obvio que podemos realizar esta variable considerando ¢} ninero de
puntos que aparece al arrojar un dado: todos les valores son igual-
mente probables. Calculemos la esperanza matemdtica y la varianza
de x. Segan la férmula (3), tenemos

1 1
Mae==1 --6—+ e +6'-B-—-3,5

Segin la férmula (9), tesemos

Dx =M (42) — (M) =12 . 62— (3,5)2=2,917.

Ejemplo, Consideremos la variable aleatoria @ con la distribucién
siguiente
B 3 4 )
- (‘f‘z Yol

Podemos realizar esta variable considerando el juego de cara y ¢ruz en
el quo a la cara lo corresponden 3 puntos y a la cruz 4 puntes. En este
caso tenemos

M8 = 0,6.3 -} 0,5-4 = 3,5;

DO = 0,5 (3% + 4%) — (3,5)* = 0,25,

Como vemos MO = Mx mientras que D8 < Dx, Lo iltimo era de
esperar ya que los valores de 8 pueden diferir de 3,5 en -+ 0,5 todo lo
mas mientras que la dispersién de los valores de % puede alcanzar

hasta =+ 2,5.

2.2. Variables aleatorias continuas. Supongamos que
en el origen de coordenadas del plano se encuentra una can-

1) Supongamos que ademds de la variable £ estamos
observando otra variable aleatoria v. Si la distribucién de la variable §
no se altera al conocerse el valor que ha fomado la variable 4, es
16gico decir que £ no depende de 1.
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tidad determinada de radio. Todo Atomo de radio emite
al desintegrarse una particula o. Su direccién puede ser
caracterizada mediante el Angulo ¥ (fig. 3). Tanto desde

x

rig. 3

el punto de vista tebrico como practico, la emisién es po
sible en cualquier direccién; por eso, esta variable alea-
toria puede tomar cualquier valor comprendido entre 0
y 2m.

Diremos que una variable aleatoria & es continua si puede
tomar cualquier valor comprendido en un intervalo {a, b).

Toda variable aleatoria continua E queda definida si
se da el intervalo {a, b) que contiene los valores posibles
de esta variable y la funcién p (x) que lleva el nombre de
densidad de probabilidad de la variable aleatoria & (o den-
sidad de distribucion de E).

El significado real de la funcién p (z) es el siguiente:
sea (¢’, ') un intervalo cualquiera contenido en (e, b) (es
decir, sea a << a' v b’ << b); entonces la probabilidad de
que & tome un valor perteneciente al intervalo (a’, &')
es igual a la integral

bl’
P {a <§<b’}=§ p (z)dz. (14)

a’
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El &rea sombreada en la fig. 4 es igual al valor de la inte-

gral (14).
Bl conjunto de los valores de £ puede formar un intervalo
cualquiera. Puede darse incluso el caso de que ¢ = —oo

d

?)

y también el de que b = oo. En cambio, la densidad p ()
debe cumplir dos condiciones analogas a las condiciones (1)
vy (2) para las variables diseretas:

a) la densidad p (z) debe ser positiva:

p @) >0 (15)

b) la integral de la densidad p (z) correspondiente a todo
el intervalo (a, b) debe ser igual a 1:

]
{ p@dz=1. (16)

Se denomina esperanza matemdtica de la variable aleato-
ria continua el nmimero

b
M= | zp (2) dz. (a7

El significado de esta caracteristica es el mismo que en
el caso de una variable aleatoria discreta. Efectivamente,
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puesto que
b

Mg = li xp () d:c/S p (z) dz,

a

es f4cil ver que se trata del valor medio de & pues cualquier
valor de & es un ntmero x del intervale (e, b} que aparece
en la integral con el peso p () 1).

Todo o expuesto en el punte 2.1, desde la férmula (4)
hasta la férmula (13) inclusive, sigue siendo vélido también
para las variables aleatorias continuas; esto se refiere a la
definicién (7) de la varianza, a la férmula (9) que se emplea
para calcularla y a todas las propiedades de M§ y DE. La
repiticién huelga.

Mencionemos finicamente otra férmula més que permite
calcular la esperanza matemética de una funcién de §&.
Sea, como antes, p (z) la densidad de probabilidad de la
variable aleatoria &. Tomemos una funcién continua cual-
quiera f {z) y consideremos la variable aleatoria n =f (E).
Se puede demostrar que

b
M@ = 1 (o) p (2) da. (18)

Cabe subrayar que, hablande en términos generales,
M1 (E) ==/ (ME).

Si la variable aleatoria y estd definida en el intervalo
(0, 1) vy su densidad es p (#) =1 (fig. 5), se dice que estd
uniformemente distribuida en (0, 1)

Efectivamente, cualquiera que sea el intervalo {a’, ')
que se tome dentro de {0, 1), la probabilidad de que y tome
un valor perteneciente al intervalo (a’, ') es igual a

b'
S p(x)dz=b —a’,
a’

) También en este caso podemos seiialar una for-
mula apdlogn de la Mecnica: si p (z) es la donsidad lineal de la barra
a < z< b, la abscisa del centro de gravedad de la barra se calcula
mediante 1a férmula

b b
T= S xp (z)am” p (x) dz.
a

13
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0 sea, es igual a la longitud de este intervalo. En particular,
si dividimos (0, 1) en un nfimero arbitrario de intervalos

YA

p{x)

xy

Fig. 5

de igual longitud, la probabilidad de que y tome un valor
perteneciente a cualquiera de estos intervalos serd la misma.
Es fécil calcular que

M?=jxp(x)dz=ixd¢=_%,:
0

La variable aleatoria y serd empleada frecuentemente
en lo sucegivo.

2.3. Variables aleatorias normales. Se da el nombre de
variable aleatoria normal (o gaussiana) a toda variable
aleatoria § que esta definida en todo el eje (—o0, )} v que
tiene la densidad
{ _(x=a)

e 2 (19)

Vina

donde ¢ y 0 >0 son unos pardmetros numéricos 1).

p(z)=

1) o es un namere y no una variable aleatoria. Sin

embargo, empleamos esta letra griega ya por tradicidn.
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El parametro a no influye en la forma de la curva p (z):
su variacién s6lo conduce a un desplazamiente de la curva a
lo largo del eje 2. En cambio, al variar o si se altera la forma
de la curva. En efecto, es facil ver que

1
mAx = = ——
P(z)=p(a) Vo
Si disminuimos o, aumentari el méx p (z). Pero toda el
drea que encierra la curva p (z) es igual a 1 seglin (16). Por

Y}

Fig. ¢

eso, la curva tendra que estirarse hacia arriba en una vecin-
dad de 2 = a y decrecer para todos los valores suficiente-
mente grandes de z. En la fig. 6 hemos representado dos
densidades normales correspondientes al caso a =0 y
0=1yalecaso a =0y ¢ =0,5. (Otra densidad normal
serd construida en la fig. 21 de la pégina 5H4).

Se puede demostrar que

M =a vy D = ol

Las variables aleatorias normales aparccen con gran
frecuencia al analizar cuestiones de la mas diversa indole.
La raz6n de esto serd explicada a continuacién. Por ejemplo,
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el error de medici6n 8 es, como regla, una variable aleatoria
normal. Si no existe error sistematico en las mediciones, se
tiene a = M6 =0. La magnitud o = VY D§, llamada
error medio cuadrético, caracteriza el error del método que
se emplea para la medicién.

La regla de «las tres sigmass. Es fécil calcular que

a+-3q
p (z) dz==0,997
a—30
cualesquiera que sean ¢ y ¢ en (19). De (14) resulta que
P{e—3c<<l{<a+ 30} = 0,997. (20)

La probabilidad 0,997 es tan préxima a 1 que la &ltima
férmula se interpreta a veces asi: al efectuar una prueba es
prdcticamente imposible obiener un valor de § que difiera de
MC en mds de 3o.

2.4. Teorema central del limite en la Teoria de las proba-
bilidades. Laplace fue el primero en enunciar este importante
teorema. Varios matemiticos destacados, entre los cuales
figuran P. L. Chébishev, A. A. Markov y A. M. Liapunov,
estudiaron sus generalizaciones. Su demostracién es bastante
compleja.

Consideremos N variables aleatorias E,, &, ..., Ex
independientes e idénticas de modo que las distribuciones de
probabilidad de estas variables coinciden. Por consiguien-
te, también coinciden sus esperanzas mateméaticas y varian-
zas.

Pongamos

M§1=M§z='-‘imM§N'= m,
DE1=D§2=---=D§N=52-

Designemos por py la suma de todas estas variables:
ey =&+ &+ ...+ Ex
De las férmulas (6) v (13) se deduce que
Moy =MGE + &+ ...+ Ey) = Nm,
DPN=D(§1+§Q+---+§N)mNb§.

Consideremos ahora la variable aleatoria normal §,
con estos mismos pardmetros: a = Nm y 02 = Nb%
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El teorema central del limite afirma que cualgquiera que
sea el intervalo (a’, b") se tiene para valores grandes de N
bt
P o <px <t} = | pry (@) da.

a'

El significado real de esto teorema es obvio: la suma py
de una gran cantidad de variables aleatorias idénticas es
aproximadamente normal (p,, (z) = py, (#))-

En realidad, este teorema es valido en situaciones mucho
més generales: log sumandos &, £,, . . ., £y pueden no ser
idénticos e independientes; lo que importa es sélo que cada
sumando por separado no influya considerablemente en la
suma.

Es este teorema el que explica porque las variables alea-
torias normales aparecen con tanta frecuencia en la préctica.
En efecto, siempre que tropezamos con el efecto sumario de
una gran cantidad de factores aleatorios insignificantes, la
variable aleatoria resultante es normal,

Por ejemplo, la desviacién del proyeectil respecto al obje-
tivo es casi siempre una variable aleatoria normal por cuanfo
depende de las condiciones meteorolégicas en las diferentes
partes de la trayectoria vy de otros muchos factores.

2.5. Esquema general de aplicacién del método de Monte-
carlo. Supongamos que debemos calcular una magnitud m
que desconocemos. Tratemos de idear una variable aleatoria &
tal que ME = m. Sea ademéas DE = b2

Consideremos /N variableg aleatorias independientes §,,
Eay -+ -y Exy con la misma distribucién que tiene §. Si
N es suficientemente grande, la distribucién de la suma
py =& -+ &+ ...+ Ey serd, segn el teorema del
punto 2.4, una distribucién aproximadamente normal con
los pardmetros ¢ = Nm y o® = Nb% De (20) se deduce que

P {Nm — 3bV N < py << Nm -+ 3b)Y/ N} = 0,997.

Si dividimos entre [N la desigualdad que figura entre las
llaves, obtendremos una desigualdad equivalente; la proba-
hilidad continuard siendo la misma:

P{mﬂ%cc-p-g-‘::m—}- Veﬁb_ﬁ} ~ 0,997,

3-1216
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Podemos representar este @ltimo resultado en la forma si-
guiente

N
p{l%z“g}_m|{%—}z0,997. (21)
Fumt

Esta es una relacién de suma importancia para el método
de Montecarlo. Ofrece un método para calcular m y a la vez
permite estimar el error.

En efecto, determinemos ¥ valores de la variable aleato-
ria § 1). Segin la férmula (21), la media aritmética de estos
valores serd igual aproximadamente a m. Con una elevada
probabilidad podemos afirmar que el error de esta aproxima-
cién no pasa de 3b/V N. Es obvio que el error tiende a cero
cuando N crece.

§ 3.
OBTENCION
DE VARIABLES ALEATORIAS
EN LAS MCE

El propio planteamiento de la cuestion («btencidon de
variables aleatorias en las MC E») provoca cierta perplejidad:
ide qué casualidad se puede hablar si todo cuanto realiza la
méaquina dehe ser programado de antemano?

En esta cuestion hay efectivamente ciertas sutilezas;
pero conciernen mis bien a la filosefia y, por eso, las deja-
remos a un lado.

Sin embargo, cabe sefialar que las variables aleatorias
consideradas en el § 2 representan conceptos mateméticos
ideales. S6lo la prictica dilucida si pueden ser empleados
para describir determinados fenémenos de la naturaleza.
Iista descripei6n es siempre aproximada. Es mas, una va-
riable aleatoria gue describe satisfactoriamente una magnitud
fisica en unos fenémenos, puedé resultar una caracteristica

") Resulta lo mismo determinar un valor de cada
una de las variables &;, &., . . ., Ex 0 hallar ¥ valores de la variable §
ya que todas estas variables aleatorias son idénticas (tienen la misma

distribucion).
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desafortunada de esta misma magnitud al tratarse de otros
fenémenos.

De la misma forma, un camino que se asemeia a una
recta (a una recta matematica ideal «sin anchura») en el
mapa del pais, se convierte en una franja sinuosa en el
plano a gran escala de una localidad...

Suelen distinguirse tres procedimientos que se aplican
para obtener variables aleatorias: tablas de niimeros alea-
torios, generadores de n(tmeros aleatorios y el método de
numeros seudoaleatorios.

3.1. Tablas de nameros aleatorios. Realicemos el experi-
mento siguiente. Tomemos diez tarjetas iguales escribiendo
en ellas las cifras 0, 1, 2, . . ., 9, metamos todas las tarjetas
en un sombrero y, después de mezclarlas bien, comencemos a
extraerlas, con la particularidad de que cada vez sacaremos
una tarjeta solamente, la volveremos a meter on el sombrero
y mezclaremos de nuevo todas las tarjetas. Las cifras ast
obtenidas pueden ser recogidas en una tabla semejante a la
tabla A de la pégina 78 al final del libro (por razones de
comodidad las cifras en la tabla A vienen agrupadas de cinco
en cinco).

Esta tabla lleva el nombre de fabla de nidmeros aleatorios
aunque seria mas justo denomiuarla tabla de cifras aleato-
rias. Dicha tabla puede ser introducida en la memoria de la
MCE. Cada vez que, dourante los calculos, necesitemos un
valor de la variable aleatoria con la distribucién

0 1 B s B "
(0,1 0,1 0,1...0,1)' (22)

podemos tomar una tras otra las cifras de esta tabla.

l.a mayor tabla de nimeros aleatorios publicada hasta el
momento contiene 1 000 000 de cifras')., Por supuesto, fue
obtenida empleando, en lugar del sombrero, una técnica méas
moderna: una ruleta electrénica. Un esquema elemental de
esta ruleta aparece en la fig. 7 (el disco giratorio es para-
do en seco y se toma la cifra que sefiala la flecha).

¥is preciso subrayar que no es tan ficil como parece obte-
ner upa tabla buena de nGmeros aleatorios. Todo aparato

. 1Y RAND Corporation, A million random digits
with 100 008 normal deviates, The Free Press, 1955.

ki
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fisico real genera variables aleatorias cuyas distribuciones
difieren ligeramente de la distribucién ideal (22). Ademas,
durante el experimento pueden surgir errores {por ejemplo,
una de las tarjetas puede adherirse. por cierto tiempo al
forro). Por eso, las tablas obtenidas suelen comprobarse

B
Ry

rig. 7

minuciosamente a base de tests estadisticos especiales para
ver si no hay contradiccidon enire unas u otras propiedades
de grupos de nameros y la hip6tesis de que estos nimeros
representan valores de la variable aleatoria (22).

Veamos uno de los tests més sencillos, Consideremos una
tabla que contiens N cifras. Supongamos que el niimero de
ceros en esta tabla es v, el nlimero de unos es v,, el niimero
de doses es v,, etc. Calculemos la suma

9

‘2 (vi —0,1N)2.

La Teoria de las probabilidades permite predecir los
limites entre los cuales puede estar comprendida esta suma
gue no puede ser excesivamente grande (por cuanto la espe-
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ranza matemdtica de cada v; es igual a 0,1 N) ni excesiva-
mente pequefia (ya que esto equivaldria a una «regularidad
excesiva» en la distribucién de los valores).

Las tablas de nimeros aleatorios se emplean sélo cuande
los célculos correspondientes al método de Montecarlo se
realizan a mano. Esto se debe a que todas las MCE poseen una
memoria interna relativamente reducida en la que no se
puede introducir una tabla grande. Por otra parte, tampoco
conviene introducir la tabla en la memoria externa y recu-
rrir constantementea ella ya que esto afectaria considerable-
mente la velocidad del cdlculo.

Sin embargo, no estd excluido que, con el tiempo, la
capacidad de memoria de las MCE aumente sensiblemente
¥ entonces las tablas de niimeros aleatorios resulten de gran
utilidad.

3.2. Generadores de niimeros aleatorios. La ruleta mencio-
nada en el punto 3.1 podrfa, al parecer, combinarse con la
computadora y emplearse para generar, segiin sea necesario,
numeros aleatorios. Pero todo dispositivo mecanico resulta
demasiado lento comparado con la MCE. Por eso, para
generar variables aleatorias suelen emplearse los ruidos
en las lamparas electrénicas: si durante un intervalo fijo At
de tiempo el nivel del ruido sobrepasa el umbral escogido
un nimero par de veces, se inscribe el cero; si esto ocurre
un namero impar de veces, se inscribe el unot).

A primera vista, éste es un procedimiento muy cémodo.
Imaginemos m generadores de este tipo que funcionan sin ce-
sar paralelamente y envian ceros y unos aleatorios a todos
los 6rdenes binarios de una célula especial. Cada ciclo co-
rrespondera a un nimere de m érdenes. Durante el cilculo
podemos dirigirnos en cualquier momento a esta célula y
tomar de ella un valor de la variable aleatoria y uniforme-
mente distribuida en el intervalo (0, 1). Este valor, claro
estd, serd aproximado y quedard representado por una frac-
cién binaria de m 6rdenes 0, @y - . . Gm, donde cada
% imita la variable aleatoria con la distribucién

o
Yo Yy

} Existen procedimientos més perfectos.




30

Sin embargo, también este método tiens sus defectos.
En primer lugar, es dificil comprobar la «calidad» de les
nimeros generados. Se hace necesario un control periddico
ya que debido a distintos desarreglos puede surgir la asi
Ilamada «deriva en la distribucién» (cuando los ceros y los
unos en uno de los érdenes dejan de aparecer con la misma
frecuencia). En segundo lugar, todos los célculos en las
MCE suelen realizarse dos veces para evitar intermitencias
casuales. Pero, sin recurrir durante los cdleulos a la memo-
ria, es imposible reproducir los mismos nimeros aleatorios
y si recurrimos a la memoria, volvemos al caso de las tablas.

Generadores de este tipo resultardm dutiles, sin duda,

cuando comenzaran a construirse MCE especializadas, adap-
tadas a la solucién de problemas por el método de Monte-
carlo. En las MCE universales, que raramente se aplican
para los célculos a base de nlimeros aleatorios, no es econd-
mico mantener y explotar un dispositivo especial. Resulta
m#s conveniente emplear los asi llamados niumeros seudoalea-
torios.
3.3. Nimeros séudoaleatorios. Como quiera que la «cali-
dads de los niimeros aleatorios empleados se controla median-
to tests especiales, podemos no interesarnos por el procedi-
miento aplicado para obtenerlos exigiendo solamente que
verifiquen el sistema de tests adoptado. Incluso podemos
intentar calcularlos a partir de una férmula dada. Por su-
puesto, debe ser una férmula muy ingeniosa.

L.os nlimeros que 56 obtienen a partir de una férmula y que
imitan los valores de la variable aleatoria v se denominan
rimeros seudoaleatorios. La palabra «imitan» significa que
estos nGmeros verifican una serie de tests como si fuesen
valores de esta variable aleatoria.

El primer algoritmo destinado a la construccién de nime-
ros seudoaleatorios fue propuesto por J. von Neumann y se
conoce como el método de centros de cuadrados. Para explicarlo
recurriremos a un ejemplo.

Consideremos el nimero y, = 0,9876 formado por cuatro
cifras. Al elevarlo al cuadrado obtendremos el niimero
v} = 0,97535376 de ocho cifras. Tomemos las cuatro cifras
que aparecen en ol centro de este nimero y pongamos y, =
= (0,5353.

Elevando ahora v, al cuadrado (y] = 0,28654609), escoja-
mos de nuevo las cuatro cifras del centro y pongamos v, =
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= (),6546. Procediendo de la misma forma, tendremos y; =
= 0,42850116, vy, = 0,8501; v§ = 0,72267001, vy, = 0,2670;
y? = 0,07128900, y; = 0,1289, eotc.!).

Pero este método no puede considerarse satisfactorio pues
da mds nimeros pequeiios de lo que se necesita. Por eso,
fueron desarrollados por distintos cientificos otros algoritmos.
Algunos se basan en las particularidades de las MCE con-
cretas. A titulo de ejemplo, considersmos uno de estos algo-

ritmos empleado en la MCE Sireld.

Ejemplo, 2}. Sireld es una MCE de ires direcciones con coma ilolan-
te. La célula en la que se inscribe ¢l nuniero z consta de 43 drdenes bina-
rios (fig. 8). La computadora opers con nimeros binarios en forma

normalizada! z = - ¢-2*P, dunde p es el orden y ¢ la mantisa det

lo]1]213]4]5] 132[33[34]35]36{37|38[39[40]41]42]
Mantiso Orden
Signo de mantisa Signo det arden
Fig. 8

nimero. En el orden j-6simo de [a célula puede figurar un cero o un
uno; representemos por £; esla variable. Entonces

g |, & . B35
9==r+55+ o ¥

D=egr25- g3l L .. - £4020.

La condicién de normalizacién 0,5 < ¢ < 1 significa que &, es siem-
pre igual a 1. El signe « - > se ropresenta por el cero y ol signo < —>
por el uno.
_ El nimero y;.4, se obliene del némero v, realizando tres opera-
ciones:
1) v se multi‘plica por una conslanto grande ¢ue, como regla,
se toma igual a 10%;

1} Podemos resumir este algoritmo en la férmyld
Yht1 = F (¥}, donde F representa el conjuulo de operaciones que
debemos realizar con el niimero y, para abtener v,y .. El nimerc y, ¢8
un numero dado.

%) Véase H. M. Cobosb, TcepmoenyuafiHne uylicia JUIf MaLTHEM
Cmpeaa, Teog}m BEDOATHOCTH W ee NpHMememnsdA, 3, Mo 2 (1958), 205--
211 (1. M. S6bol, Numeros seudoaleatorios para la computadora Streld;
en la revista «Teoria de las pmhabilidacﬂrs y sus aplicacioness, 3,
n® 2 (1958}, pdg. de 205 a 241).
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2) la imagen del producto 10'7 y, se desplaza en siete érdones hacia
la izquierda{de modo que los siete primeros érdenes del producto desa-
parecen mientras que en los drdenes del 36 al 42 aparecen ceros);

3) se toma el valor absoluto del nimero obtenido (después de nor-
marlo) que serd precisamente Vg4i.

Si arrancamos de y,= 1, este proceso permite obtener mds de
80 000 niimeros diferentes yy; después en la sucesién surge un periodo
y los nimeros comienzan a repetirse, Diferentes controles de los
50 000 primeros nimeros han dado resultados plenamente satisfacto-
rios, Estos nimeros se hau empleado més de una vez para la solucifn
de diversos problemas,

Las ventajas del método de nimeros seudoaleatorios
son evidentes. En primer lugar, para obtener um nimero
basta realizar unas cuantas operaciones sencillas y gracias
a esto la velocidad de gemeracién de nimeros aleatorios es
del mismo orden que la velocidad de funcionamiento de la
MCE. En segundo lugar, el programa ocupa s6lo unas cuan-
tas células de la memoria. En tercer lugar, cualquiera de
los niimeros y, puede ser reproducido facilmente. Por alti-
mo, basta comprobar una vez solamente la «calidad» de esta
sucesién para poder aplicarla después reiteradamente y con
seguridad en la solucién de problemas semejantes.

El método tiene s6lo un defecto: la «reserva» de los nii-
meros seudoaleatorios es limitada. Pero existen procedi-
mientos que permiten obtener una cantidad mucho mayor
de ntmeros. IEn particular, se pueden variar los nimeros
iniciales y,. Actualmente los calculos en los que se emplea
el método de Montecarlo se realizan, en su aplastante mayo-
ria, aprovechando los nimeros sendoaleatorios. (Véanse in-
formaciones complementarias en le § 10).

§ 4.
TRANSFORMACIONES
DE VARIABLES ALEATORIAS

En la solucién de diferentes problemas tropezamos con la
necesidad de simular distintas variables aleatorias. En las
etapas iniciales del desarrollo del método de Montecarlo los
investigadores intentaban obtener cada variable aleatoria
construyendo una ruleta aptopiada. Por ejemplo, para hallar
los valores de la variable aleatoria con la distribucidn
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siguiente

Ii xz :Ca 3’." .
(0,5 0.25 0,125 0,125) (22)

se puede emplear la ruleta representada en la fig. 9 que fun-
ctona igual que la ruleta de la fig. 7, pero no estd dividida
uniformemente sino en partes proporcionales a las p;.

Fig. 9

Pero esto no hace falta: resulta que los valores de cual-
quier variable aleatoria se pueden obtener efectuando trans-
formaciones de una sola variable aleatoria (es decir, de una
variable estandards}. Suele emplearse con este fin la variable
aleatoria vy uniformemente distribuida en el intervalo (0, 1).
Conocemos ya cémo se obtienen los valores de y.

Denominaremos sorfeo de la variable aleatoria & ol pro-
ceso de determinacién de un valor de esta variable aleatoria §
mediante la transformacién de uno o varios valores de y.

4.1. Sorleo de una variable aleatoria discreta. Suponga-
mos que es preciso obtener valores de la variable aleatoria §



con la distribuecién

" (x1 Tw: s zn)

P1 P2 +vie Pn
Consideremos el intervalo 0 << y < 1 dividiéndolo en n
intervalos de longitudes p,, p,, ..., p,- Es evidente que

lag coordenadas de los puntos de divisién serdn y = p,,
Yy=p1+pPs Yy=pPr+Pa+DPsy..., ¥=p+p;+

4+ ...+ pp-;- Indiquemos con las cifras 1, 2, ..., » los
] 2 3 . n
0 p| Py B,y Py* Pyt Py II-'PB 1 y
Fig, 10

intervalos obtenidos (fig. 10). Con esto concluyen los prepa-
rativos del sorteo de & Cada vez que tengamos que «reali-
zar un experimento» y sortear el valor de &, tomaremos un
valor de y y construiremos el punto y == y. Si este punto
aparece en el intervalo correspondiente al nimero i, acep-
taremos que § = z; (en este experimento).

Iis muy fécil argumentar la legitimidad de este procedi-
miento. En efecto, puesto que la variable aleatoria y estd
uniformemente distribuida en (0, 1), la probabilidad de que
Y pertenezca a uno de los intervalos es igual a la longitud
del mismo. Por consiguiente,

P{0<y<<p}=p,
P{ps <v<ps+ p2} = p2,

.....................

P{pi+pat ... 4 pney <y <1} =py.
Segin nuestro método, tomamos § = z; cuando
PritPat .. tpa<y<<pr+pst...4+p

y la probabilidad de ello es igual a p,.

Por supuesto, al emplear la MCE pedemos pasarnos sin
la fig. 10. Supongamos que tanto los nimeroes z,, z, . . ., z,
como las probabilidades py, py + pa, 2y + P2+ Psy « v ., 1
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han sido introducidos uno tras otro en la memoria. En la
fig. 11 de la pédg. siguiente representamos el esquema
sin6ptico del subprograma de sorteo de E.

Ejemplo. Sortéense 10 valores de la variable aleatoria con la dis-
tribucién

M (0,?58 0,442) :

Escojamoes 1os valores de y tomando pares de cifras de la tabla A
(pag. 78) multiplicados por ¢,01 Y). Es decir, y — 0,86; 0,51, 0,59;
0,07; 0,45: 0,667 0,15; 0,565 0,64; 0,34.

Sepn nuestro esquema, los valores de y menores que @,58 corres~
ponden a 0 = 3 mientrus que los valores y > 0,58 corvesponden a 0 =
= 4; de modo que obtenemos los valores siguientes: O = 45 3; 45 3; 4;
43 8; 3 4 8.

Cabe subrayar que el orden de numeracion de los valores
Zy, Ze, - - ., &, en la distribucion de £ puede ser arbitrario
pero debe fijarse antes de comenzar el sorteo.

4.2. Sortee de una variable aleatoria continua. Suponga-
mos ahora que debemos obtener valores de una variable
aleatoria § distribuida con la densidad p (z) en el interva-
lo (a, b).

Demostremos que los valores de E se pneden determinar
de la ecuacidn

f p(x)dz =y, (23)
a
o sea, que escogido ya el valor de y es preciso revolver la

ecuacién (23) para hallar el valor de E.
Para demostrar esta afirmacién consideremos la funcidn

y=\ p(a)dx.

B Ty

1} Puesto que on este ejemplo los valores de p, ticnen
dos cifras decimales, hasta tomar los valores de y con dos cifras
decimales. Aceptado este grado de aproximacion, se nos puede dar el
caso de v = 0,58 que debe ser agregado al caso de y = 0,58 (ya que
el valor y = 0,00 es posible mientras que ¢l valor y = 1,00 es
imposible). Si empleamos para y nimeros con varias cifras decimales, el
caso y=p; se hace poco probable y puede ser agregado a cualquiera
de las desigualdades.
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I

Determinamos y

P << py?

no

sf
y
Tomamos
E=xy

Aumentamos en I las direc-
ciones de las células de las
que se toman Py ¥ xy

!

lteconstruimos las
direcelones
de py ¥ x4

Fig. 11
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De las propiedades generales (15) y (16) de la densidad resulta
que

y@ =0,y =1
y que la derivada
¥ () =p (2) >0.

Por lo tanlo, la funcién y {x) crece mondtonamente del O
al 1 (fig. 12). Debido a esto, toda recta y = ¥, donde 0 <C
<y < 1, corta el grifico de ¥y = y (z) en un punto unico

e i — -

Fig. 12

cuya abscisa se toma precisamente igual a E. Es decir, la
ecuacion (23) tiene siempre solucidén y esta solucién es inica.

Tomemos ahora un intervalo arbitrario (a’, ") conte-
nido en {a, b). A los puntos

a.'<z{b'

de este intervalo les corresponden las ordenadas de la curva
y = y () que satisfacen la desigualdad

yla) <y <<y ®)

Por eso si & pertenece al intervalo a’ <l z < &', resulta
que y pertenece al intervalo y (@') << y < y (b) y viceversa
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(fig. 13). Luego
Pl <E<d'} =P {yla)<<v<<y (&)}

Puesto que y estd uniformemente distribuida en (0, 1),
lenemos

"
Pl@)<y<y®}=y@®)—y@)={ p @) da

Es decir,
bl
Plo<t<V)={ pdz
)

pero esto significa precisamente que la variable aleatoria

YA

L

ylod— - — — — — e

(- o 0 L

§. raiz de la ecuacidn (23), tiene la densidad de probabilidad
p (7).
Ejemplo. Se dice que la variable aleatoria n estd uniformemente dis-

tr!?u!da en el infervalo (a, b) si su densidad es constante en este inter-
valo:

1
p(r]:m para e -=Cx =5,
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Para sortear los valores de w formamos la ecuacidn (23):

n

dr
j b-—»a_?'
o

L.a integral se calcula fécilmente y resulta

n—a
b—a

::'YI
de donde ohienemos una expresién explicita para n:

n=-¢e+ y{—ak (24}

Otros ejemplos de aplicacién de la férmula (23) pueden
verse en los puntos 5.2 y 8.3.

4.3. Método de Neumann para ¢l sorteo de una variable
aleatoria continua. Puede resultar que sea muy dificil resol-
ver la ecuacién (23) respecto a &; por ejemplo, si la integral
de p (¥) no se expresa en funciones elementales o si la den-
sidad p (z) viene dada graficamente.

Supongamos que la variable aleatoria £ estd definida
en un intervalo finito (@, ») ¥y que su densidad estid acotada
(fig. 14):

Pz << M,.

T.os valores de & se pueden sortear de la siguiente manera

1) se escogen dos valores y’ y '’ de la variable aleatoria y
y se considera el punto aleatorio T (n’, #'’) con las coor-
denadas

Ti!' —=a + ?’ (b — a) y T.lff L YI!MO;

2) si el punto T' aparece por debajo de la curva y =
= p (z}, tomamos § = 1’; si el punto T aparece por encima
de la curva y = p (z), retiramos de la consideracién el
par (', ') ¥ escogemos un par nuevo de valores (y’, y"’).

La argumentacion de este métode viene en ol punto 9.1.

4.4, Sobre el sorteo de variables normsales. Existe una
gran variedad de procedimientos que se aplican para sortear
distintas variables aleatorias. No nos detendremos en ello.
Suelen emplearse sblo si los métodos de los puntos 4.2 y 4.3
resultan poco efectivos.



40

En particular, esto ocurre en el ecaso de la variable alea-
toria normal { ya que la ecuacién

1 N d
g = e 2ar=
V2x _-L %
no admite solucién explicita y el intervalo de los valores posi-
bles de £ es infinito.

YA
My
y=pix)
n” ——————————————————
|
|
|
|
|
|
|
]
I
!
- L -
01_‘__5 7 b x

Fig, 14

La tabla B que viene al final del libro (en la pég. 78)
contiene valores (ya sorteados) de la variable aleatoria nor-
mal f con la esperanza matemitica M{ = O y la varianza
Df = 1. Es ficil demostrar') que la variable aleatoria

' =a 4 ol (25)
también serd normal; ademds, de {10) y (11) se deduce que
ML =a y D’ = o

!} La demostracién viene en ol punto 9.2




41

Por consiguiente, la férmula (25) permite, empleando la
tabla B, sortear valores de cualesquiera variables normales.

4.5. Otra vez sobre el ejemplo del punto 1.2. Ahora pode-
mos explicar cémo se han escogido los puuntos aleatorios en
las figuras 1 y 2. En la fig. 1 hemos construido les puntos
con las coordenadas

z=v ey=17v".

Los valores v' y v'’ se han calculado a base de los grupos
de cinco cifras de la tabla A: z, = 0,86515, y, = 0,90795;
z, = 0,66155, y, = 0,66434, eotc.

Se puede demostrar!) que, debido a que las abscisas y las
ordenadas de nuestros puntos son independientes, la probabi-
lidad de gue uno de estos puntos aparezca en una regibén
cualquiera interior del cuadrado es igual al 4rea de esta
regién. En otras palabras, los puntos estdn uniformemente
distribuidos en el cuadrado.

En la fig. 2 hemos construido los puntos con las coordena-
das

z =05402 6y =05+ 02"

con la particularidad de que los valores {" y U’ se toman
de la tabla B uno tras otro:

z, = 0,5 + 0,2-0,2005, y, = 0,5 + 0,2-1,1922;
z, = 0,5 + 0,2 .(—0,0077), .

Un punto no se ha considerado por quedar fuera del cuadra-
do.

De la formula (25) se deduce que las abscisas y las ordena-
das de estos puntos representan variables aleatorias normales
con la esperanza matemdtica ¢ = 0,5 y la varianza ¢® = 0,04

Y La demostracion viene en el punto 9.3.



CAPITULO 2
EJEMPLOS
DE APLICACION
DEL METODO
DE MONTECARLO

§ 5.
ANALISIS
DE UN SISTEMA DE SERVICIOS

5.1. Descripcién del problema. Consideremos uno de
los sistemas mas sencillos de servicios. Consta de n lineas
(canales o centros de servicio), cada una de las cuales se
puede emplear para «atender a los consumidores». El sistema
recibe pedidos, con la particularidad de gque los momentos
de recepcidn son aleatorios. Todo pedide va a la lfnea niime-
ro 1. Sien el momento de recepcién del k-8simo pedido (de-
signemos este momento por 7',) la linea esta libre, comienza
a cumplir el pedido durante un tiempo ., (0. €5 &l tiempo de
ocupacién de la linea). Si en el momento T, la lfnea nitmero 1
estd ocupada, el pedido se transmite instantineamente a la
linea ntmero 2, etc. Por 1ltimo, si en ¢! momento 7, resul-
tan ocupadas todas las lineas, el sistema rechaza el pedido.

Es preciso determinar el promedio de pedidos que atendera
y rechazara el sistema durante un tiempo 7.

Estd claro que semejantes problemas pueden surgir al
analizar el funcionamiento de cualquier empresa v no sblo
de las empresas de servicios. En algunos casos muy espe-
ciales se logra la solucion analitica. Pero, en casos complejos
{(de los que trataremos mds tarde), el método de Montecarlo
constituye el dnico método de caleulo.

5.2. Flujo elemental de pedidos. El primer problema que
se plantea al analizar sistemas de este tipo es: ¢qué repre-
senta el flujo de pedidos? Este problema se resuelve de mane-
ra experimental a base de un estudio suficientemente pro-
longado de los pedidos. El andlisis de los flujos de pedidos,
correspondientes a distintas condiciones, ha permitido desta-
car algunos casos que suelen darse con suficiente frecuencia.

Un flujo de pedidos se denomina flujo elemental (o flujo
de Poisson) si el intervalo de tiempo T que transcurre entre
dos pedidos sucesivos representa una variable aleatoria
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distribuida en el intervalo (0, ~) con la densidad
P (z) = ae~ "=, (26)
La ley (26) lleva también el nombre de distribucién exponen-

cial (véase la fig. 15, donde hemos representado las densi-
dades (26) para ¢ =1 ya = 2).

YA

Fig. 15

Es facil calcular la esperanza matemética de t:
ag oG
Mt = S zp (v) dz= 5 zae~s*dx.
0 b
Integrando por partes (x = x y dv = ae-°*dz), obtenemos

[+ +]

v —ax]S? -ax o g m__1
Mit=[—ze ]0-4—508 d:.cu[— = ]n__a_'

El pardmetro a se denomina densidad del flujo de pedidos.

- La férmula correspondiente al sorteo de 1 se obtiene
facilmente de la ecuacién (23) que tiene en nuestro caso la
forma

ae~* dx =1y,

(=R ]
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Calculando la integral del primer miembro, obtenemos la
relacién

1—e =¥y,
de donde resulta

T= —%ln (1 —v).

Como quiera que la variable 1 — y tiene la misma distri-
bucién que y, podemos emplear en lugar de la Giltima férmula
esta otra

T=—~%ln Y- (27)

5.3. Esquema de cdleulo. Consideremos, pues, el fun-
cionamiento del sistema descrito en el punto 5.1 en el caso
de un flujo elemental de pedidos.

Pongamos cada linea en correspondencia con una célula
de 1a memoria interior de la MCE inscribiendo en la célula
el momento en que gueda libre la linea. Sea ¢; el momento
en que queda libre la i-ésima linea. Aceptaremos que los
célculos se inician en el momento T, = O en el que se recibe
el primer pedido. Podemos aceptar que en este momento
todos los ¢; son iguales a T, ya que todas las lineas estin
libres. El tiempo final del céleulo serd Ty, =7, + 7.

El primer pedido va a la linea nimero 1. Por censiguien-
te, esta linea permanecerd ocupada durante el tiempo fs..
Por eso, debemos tomar en lugar de ¢, el valor nuevo (), =
= T, + toc, agregar uno al contador de los pedidos cum-
plidos y pasar a considerar el segundo pedido.

Supongamos que hemos considerado ya % pedidos. De-
bemos entonces sortear el momento de recepcién del (k + 1)-
ésimo pedido. Con este fin escogemos el valor siguiente de y
y caleulamos, a partir de la férmula (27), el valor siguien-
te T = 7t,; después determinamos el momeuto de recepcién

Thor=Tp+ .

iEstar4 libre para este momento la primera linea? Para
responder, debemos comprobar la condicién

by S Ty (28)

Si esta condicién se cumple, ello significa que en ¢l momento
7144 12 linea estd ya libre y puede cumplir el pedido. Debe-
remos sustituir ¢, por Ty, + f5,, agregar uno al contador
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de pedidos cumplidos y pasar a considerar el pedido si-
guiente.

Si la condicién (28) no se cumple, ello significa que la
primera linea estd ocupada en el momento 7Tyy,. Comproba-
mos entonces si estd o no libre la segunda linea:

ty < Thes (29)

Si se cumple la condicién (29), sustituimos {, por Ths, +
-+ 250, agregamos une al contador de pedides cumplidos
y pasamos a considerar el pedido siguiente.

Si la condicién (29) no se cumple, comprobamos la condi-
cién

ta < Ty
Puede ocurrir gue para todo i del 1 al n se tenga

t! = Tk+l|

o sea, puede suceder que todas las lineas estén ocupadas en
el momento T;,. En este caso, agregamos uno al contador
de pedidos rechazados y pasamos a considerar el pedido
siguiente.

Cada vez que caleulemos 7T;.,, deberemos comprobar
ademas la condicién de finalizacién del experimento

Thes > Tiip-

Si esta condicién se cumple, finalizamos el experimento.
En los contadores de pedidos cumplidos y de pedidos recha-
zados tendremos entonces los nimeros peym ¥ Hrech-
Iste experimento se repite N veces (empleando distintos
valores de y) y se toma la media de los resultados encontrados

N

|
Mtteum == ' 2 Heum )y
=1

N
Mpivecn = %— 2 Preoh Gy
jexl
donde poym (v ¥ Mrech ¢ TOpresentan los valores de peyp
y de pr.on en el j-ésimo experimento.
En la fig. 16 aparece el esquema sinéptico del programa
correspondiente a este calculo (si es necesario, podemos obte-
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Entrada de datos

T1=0; =1iz= ...=$n=0; k=1

d

no
Fin del experimentt |e— | iTr<<Tpn?
l ‘I, si
inv=jps+1 t=1
.- diny NP ity S Tyt ———
st
no st no
(‘l)n\' =Tk+‘0t‘- —— s £l=ﬂ?
i no
sk ]
ing=jv)+ 1

J

l

Agregamos 1 al contador de

pedidos cumplidos

Agregamos 1 al contedor
de pedidos rechazados

A

[

[

i

Caleulo de resultados, salida

de resultados, fin del
problema

Tr

1

Iny

i

Tpay=Tr+ T

3

l

Fny =kyy--1

Fig. 18
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ner en la seccién «Fin del experimento» los valores de pgym
y de Ureonp que Tesultan en cada uno de los experimentos).

5.4. Problemas méas complejos. Es facil persuadirse de
que oste mismo método se puede aplicar en sistemas mucho
més complejos.

Por ejemplo, t,. puede ser una variable aleatoria, y no
una magnitud constante, y tomar diferentes valores para dis-
tintas lineas {lo que significa que las lineas se distinguen
por sus equipos o por la calificacién del personal). El es-
quema de cdlculo, en esencia, continuard siendo el mismo,
pero habra ‘que sortear cada vez los valores de ¢, correspon-
diendo a cada linea una férmula de sorteo propia.

También se pueden considerar los llamados sistemas
con espera que, en lugar de rechazar inmediatamente el
pedido que no pueden cumplir, lo conservan durante cierlo
tiempo ¢, (tiempo de permanencia del pedido en el sistema);
si en el transcurso de este tiempo se libera una de las lineas,
dicha linea atiende el pedido.

Ademés se pueden considerar sistemas en los que el
pedido en turno es atendido por la linea que se libera antes
que otras. Por otra parte, es factible tomar en consideracién
las intermitencias aleatorias de las lineas, el tiempo aleato-
rio de reparacién de las mismas, la variacién segin el tiempo
de la densidad del flujo de pedidos y otros muchos facto-
res.

Por supuesto, el andlisis de estos sistemas exige deter-
minados esfuerzos. Para obtener resultados de valor practico
debe ser ideado un modelo correcto. Ksto requiere un estudio
suficientemente minucioso de los flujos reales de pedidos, el
cronometraje del funcionamiento de las secciones del sistema,
otc.

Hablando en términos generales, es preciso conocer las
leyes probabilisticas de funcionamiento de las secciones del
sistema. En eéste caso, el mélodo de Montecarlo permite ha-
llar las leyes probabilisticas del funcionamiento de todo el
sistema por complejo que sea.

Estos métodos de anilisis resultan muy itiles cuando se
trata de proyectar una empresa: en lugar de realizar un expe-
rimento real costoso (¥ a veces imposible de realizar), pode-
mos experimentar en la MCE simulando distintas varian-
tes de organizacién del trabajo o del empleo de los

equipos.
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§ 6.
ANALISIS
DE LA CALIDAD
Y DE LA SEGURIDAD
DE PIEZAS

6.1. Esquema clemental de anélisis de la calidad. Consi-
deremos una pieza S que consta de cierta cantidad (posible-
mente grande) de elementos. Por ejemplo, si S es un aparato
eléctrico, sus elementos pueden ser las resistencias (Ru),
lag capacidades (Ci,), las ldmparas, etc. Supongamos que

22 KR25%2W

Fig. 17

la calidad sc determina por un pardmetro I/ que puede ser
caleulado si se conocen los pardmetros de todos los elementos

U o f (Rtlh R(E)! S C(l)! CI2)9 cm ey e ‘)‘ (30)

Por ejemplo, si {Jes la tensién en una seccién de un circui-
to eléctrico, podemos considerar, basdndonos en la ley de
Ohm, las ecuaciones del circuito y determinar U de estas
ecuaciones,

Sin embargo, los valores reales de los pardmetros de los
elementos difieren de los valores nominales. Por ejemplo, la
resistencia representada en la fig. 17 puede tomar un valor
cualquiera comprendido entre 20,9 y 23,1 k€.

Surge la cuestién siguiente: fcémo influyen en el valor
de U las desviaciones que se observan entre los valores
reales y nominales de los pardmetros de todes los ele-
mentos?

Los limites de variacién de U/ podrian estimarse escogien-
do para todo elemento los valores «peores» de los parametros.
Pero no siempre ni mucho menes se conoce qué coleccidn
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de parametros serd la «peor». Ademds, habiendo muchos
elementos, esta estimacion resultard exagerada por cuanto
es poco probable que todos los pardmetros a la vez resulten
«malos».

Por eso, es més razonable tratar de estimar la esperanza
matemética MU y la varianza DU considerando que tanto
los pardmetros de los elementos como el propio pardmetro U
son variables aleatorias. La magnitud M U representard el
valor medio de {7en toda la partida de piezas y la magnitud
DU indicard qué desviaciones entre U y MU pueden pre-
sentarse realmente.

Recordemos que {segin hemos seiialado en el punto 2.2)

MU %f (MR{lh MRtsn “e oy Mcun MC'sh P ...).

Siendo f una funcién mds o menos compleja, se hace impo-
sible el cdlculo analitico de la distribucién de IJ. A veces
se logra determinarla experimentalmente analizando una
gran partida de piezas elaboradas. Pero esto no siempre es
posible y jaméas puede realizarse en la fase de disefio de una
pieza.

Intentemos aplicar el método de Montecarlo. Para ello es
necesario; a) conocer las caracteristicas probabilfsticas de
todos los elementos y b) conocer la funcién f (més exacta-
mente, saber calcular el valor de U/ a partir de cualesquiera
Valol'es fijOS da R“), le’ . . -; Cu,' Ctm' .- . -; a w aje

La distribucién probabilistica de los pardmetros de cual-
quier elemento se puede obtener experimentalmente anali-
zando una gran partida de estos elementos. Dicha distri-
bucién resulta muy a menude normal. Por eso, muchos
investigadores parten de ello considerando, por ejemplo,
que la resistencia del elemento representado en la fig. 17
es una variable aleatoria normal p con la esperanza mate-
méatica Mp = 22 y con 3¢ = 1,1 (recordemos que en un
experimento es pricticamente imposible obtener un
valor de p que difiera de Mp en maés de 3o; véase la fér-
mula (20)).

El esquema del analisis es muy sencillo: para todo ele-
mento se sortea primero el valor del pardmetro y se calcula
después, a partir de Ia férmula (30), el valor de U. Este expe-
rimento se repite N veces; obténidos los valores U}, U,, . .
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. Uy, %0 toma aproximedamente

1 N
Mffﬁ"v"T E U_,',

J=i

N N
DU~ i1 [ 3 W— (2 u,)*]-

Je==A J=1

Si ¥ toma valores grandes, podemos sustituir el factor
1/(N — 1) de la altima férmula por 1/V y entonces dicha

Fig. 18

férmula resulta un simple corolario de las férmulas (8) y (9).
[En la Estadistica MatemAatica se demuestra que para valores
pequefios de N conviene emplear el factor 1/(N — 1).

6.2. Ejemplos de anélisis de la seguridad. Supongamos que
queremos estimar el tiempo medio de duracién de una pieza
aceptando que conocemos el tiempo de duracién de cada uno
de sus clementos.

Si consideramos que el tiempo {y, de duracién de todo
slemento es una magnitud fija, no habra dificultad en calcu-
lar el tiempo ¢ de duracién de la pieza. Por ejemplo, en la
fig. 18 viene representada esquemdaticamente una pieza que
deja de funcionar cuando falla cualquiera de sus elementos;
en este caso tenemos

t = min ({5 Ls Lars ta)- (31)

En cambio para la pieza con un elemento doblado repre-
sentada esquematicamente en la fig. 19, tenemos

t = min l¢g); ta; max (£ 5 La); Gs) (32)

ya que si falla, por ejemplo, el elemento N 3, la pieza con-
tinuara funcionando a base del elemento N: 4,
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El tiempo de duracién de cualquier elemento es, en reali-
dad, una variable aleatoria ©,. Cuando decimos que el
plazo de duracién de una bombilla es de 1 000 horas, esta-
mos hablando del valor medio M® de la variable 8; todos
comprendemos que una bombilla se fundird antes mientras
que otra (de la misma partida) durard mas.

Si conocemos las densidades de distribucion de B,
para todos los elementos que componen la pieza, podemos

A N
N 4

Fig. 19

calcular M® por el método de Montecarlo aplicando el proce-
dimiento del punto 6.1. En efecto, para todo elemento pode-
mos sortear el valor de la variable B,; sea ty, este valor.
Ahora, a partir de la férmula correspondiente (31) o (32),
podemos hallar el valor ¢ de la variable aleatoria ®. Repi-
‘tiendo este experimento un nimero (V) suficiente de veces,
podemos aceptar que

N
1
M@ ﬁ-w— E tj,
et
donde ¢, es el valor de ¢ obtenido en el j-ésimo experimento.
Cabe subrayar que no es nada facil determinar la distri-
bucién del plazo de duracién &, de los elementos; por
ejemplo, para elementos que funcionan durante large tiempo
se hace dificil la organizacién del experimento pues habri
que esperar a que falle una cantidad suficiente de estos
elementos.
6.3. Otras posibilidades del métode. Los ejemplos expues-
tos permiten ver que la metodologia del anAlisis de la cali-
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dad de las piezas se basa en una ides muy simple. Es preciso
conocer las caracteristicas probubilisticas de todos los
elementos que constituyen la pieza y saber calcular la va-
riable que nos interesa como una funcién de los pardmetros
de estos elementos. La simulacién permite entonces abarcar
las propiedades aleatorias de los parfmetros.

Aparte de la esperanza mateméatica y de la varianza de
la variable que nos interesa, la simulacién permite obtener
mucha m4és informacién datil. Supongamos, por ejemplo,

2 Q 1 15 24 32 17 19 7 1 2

1 L L L i Il i 1 1, L 1

1 2 3 4 5 & } X
Fig. 20

que hemos obtenido una gran cantidad N de valeres U,,
sy ..., Uy de la variable aleatoria U/. Basdndonos en
estos valores, podemos encontrar aproximadamente la
densidad de distribucién de U. Esta cusstién concierne, en
realidad, a la Estadistica ya que se trata de la elaboracién
de resultados de experimentos (realizados, es verdad, en
una MCE). Por eso, nos limitaremos a considerar un sjemplo
concreto.

Supongamos que hemos obtenido un total de N = 120
valores U,, U, ..., Upgp de la variable aleatoria U com-
prendidos todos en los limites

1< UJ{6,5.

Dividamos el intervalo 1 < z << 6,5 en 11 intervalos
iguales de longitud Az = 0,5 {0 en otro nimero de interva-
los no muy grande ni tampoco muy pequefio} y calculemos
cuéntos valores I/; corresponden a cada intervalo. Hemos
representado estas cantidades en la fig. 20.

Dividiendo entre N = 120 estas cantidades, ocbtendremos
las frecuencias correspondientes a cada intervalo. En nuestro
caso estas frecuencias son: 0,017, 0; 0,008; 0,12; 0,20; 0,27;
0,14; 0,16; 0,06; 0,008 y 0,017.

En cada intervalo construimos ahora un rectingulo de
drea igual a la frecuencia de U; correspondiente a dicho
intervalo (fig. 21). En otras palabras, la altura de todo rectan-
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gulo es igual a la frecuencia dividida entre Az. La figura
escalonada asi obtenida se denomina histograma.

El histograma ofrece una aproximacién de la densidad
desconocida de la variable aleatoria ¥/. Por esto, el area del
histograma comprendida entre, digamos, z = 2,5 y x = 9,5
nos da un valor aproximado de la probabilidad

P (2,5 < U< 5,5} ~ 0,95.

El calculo (experimento) realizado nos permite afirmar,
por consiguiente, que con una probabilidad aproximada-
mente igual a 0,95 la variable U/ estd comprendida en el
intervalo 2,5 << I7 << 5,5.

En la fig. 21 hemos representado, a titulo comparativo,
la densidad de la variable aleatoria normal L’ con los para-
metros @ == 3,85 ¥ o = 0,88. Si partiendo de esta densidad
caleulamos la probabilidad de que L’ pertenezca al intervalo
2,5 < U’ < 5,5, obtendremos el valor 0,91*) bastante préxi-
mo al valor anterior.

1y Expliquemos c¢émo se efectfian los célculos,
Ségun (14}, tenemos
55 _ {x—a)
1__ Se - éz,
g/ 2n o5

P {25 < If < 55)=

Efectuemos en la integral la sustitucibn x — @ = of. Tendremos
entonces

! i2
P{2,5<g*<5,5}r_V12_ﬂ §e *at,
ty
5,5—a
g

Para calcular el valor de la altima integral hay gue recurrir a la tabla
de la asi llamada integral de probabilidades @ (z) en la que vienen
los valores de la fumcién

2,5—a

donde ty=—0 =104 ¥ lg= =1,88.

iz

®
L2 7
m{.r)_vﬁ So‘ dt.

Asi enconiramos
P {25« [' < 5,5} =0,5 [® {1,88)4- @ (1,54)] = 0.91.
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6.4. Observacién. Lamentablemente son raros, por ahora,
los casos en los que se aplican semejantes cdlculos. Es difi-
cil explicar esto. Posiblemente se deba a que los disefiadores
ignoran esta posibilidad.

Ademés, para poder aplicar este método al disefic de
piezas es necesario estudiar previamente las caracteristicas

1

oIt N

4 R

(7] ) 2 3 4 - -]

-~
x

Fig. 21

probabilisticas de los elementos que componen la pieza.
Este es un trabajo voluminoso. Es verdad, que, conociendo
estas caracterfsticas, se puede estimar la calidad de cualquier
pieza formada por dichos elementos. También se puede
analizar cémo varia la calidad al sustituir un elemento por
otro.

Es de esperar que en los afios préximos estos calculos se
hagan habituales. En cuanto a las caracteristicas probabilis-
ticas necesarias de los elementos, seran ofrecidas siempre por
las empresas que los elaboren.
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§7.
ANALISIS DEL TPASO
DE NEUTRONES A TRAVES
DE UNA PLACA

Las loyes probabilisticas de la interaceién entre una par-
ticula elemental (neutrén, fotén, mesén, etc.) y la materia
son conocidas. Como regla, es preciso conocer las caracteris-
ticas macroscépicas —densidades, flujos, etc.— de procesos
en los que participa una gran cantidad de estas particulas.
Esta situacion se asemeja a la que hemos analizado en el § 5
yen el § 6 y resulta muy apropiada para la aplicacién del
método de Montecarlo.

Posiblemente sea en la Fisica de neutrones dende se aplica
con mayor frecuencia el método de Montecarlo. Analizaremos
la variante més sencilla del problema sobre el paso de neu-
trones a través de una placa.

7.1. Planteamiento del problema. Supongamos que una
placa homogénea infinita 0 << z < 2 es bombardeada por
un flujo de neutrones de energia E, siendo el dngulo de inci-
dencia igual a 90°. Al chocar con los 4tomos de la placa, los
neutrones pueden esparcirse eldsticamente o pueden ser
absorbidos. Supongamos, para simplificar, que el neutrén
conserva, al esparcirse, su energia y que cualquier cambio
en la direccién del neutrén, provecado por el choque con
un Atomo, es igualmente probable {esto witimo sucede en
materias constituidas por &tomos pesados). En la fig. 22
hemos representado las distintas suertes que pueden correr
los neutrones: el neutrdn (a) atraviesa la placa, el neutrén
(b) es absorbido y el neutrén (c) es reflejado.

Es preciso calcular la probabilidad p* de que el neutrén
atraviese la placa, la probabilidad p- de que el neutrén
sea reflejado v la probabilidad p® de que el neutr6n resulte
absorbido.

a interaccién de los neutrones con la materia se caracte-
riza en este caso mediante doz constantes 2, y I, que se
denominan seccién de agbsorcidn y seccifn de dispersion, res-
pectivamente. Los indices ¢ y s provienen de las letras ini-
ciales de las palabras inglesas «capture» (captura) y <scat-

tering» (dispersién).
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La suma de estas secciones lleva el nombre de seccién
completa

%=, + 3.

Las secciones tienen el siguiente significado fisico: al
chocar el neutrén con un 4tomo de la materia, la probabhilidad

_/%\/

de absorcién es igual a 2,/Z y la probabilidad de esparci-
miento es igual a X,/Z.

El recorrido libre.) del neutrén (o sea, su recorrido entre
un choque y otro) es una variable aleatoria que puede tomar
cualesquiera valores positivos con la densidad de proba-
bilidad

p (z) = Ze~*,

Es ficil ver que la densidad de la variable A coincide
con la densidad (26) de la variable aleatoria v en el caso del
flujo elemental de pedidos. Esta analogia con el punto 5.2
nos permite escribir inmediatamente la férmula para el
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rocorrido libre medio

MrL=1/2
v la férmula para el sorteo de A
A= ——lny.

Resta explicar ¢c6mo se escoge la direccidén aleatoria del
neutrén cuando se produce e] assparcimiento. Puesto que
existe en el problema una simetria respecto al eje z, esta
direccién se determina plenamente con séle indicar el dngu-
lo ¢ entre la direccién de la velocidad del neutrdén vy el eje
Oz. Se puede demostrar!) que la condicién de que todas las
direcciones son igualmente probables es en este caso equi-
valente a la condicién de que el coseno de este dngulo p =
= cos @ esté uniformemente distribuido en &l intervale
(—1, 1). Tomando en la férmula (24) ¢ = —1 ¥y b =1,
obtenemos la férmula para el sorteo de p:

n = 2? — 1,

7.2. Esquema de andlisis basado en la simulacién de
trayectorias reales. Supongamos que sl neutrdn ha expe-
rimentado el %-ésimo esparcimiento en sl punto de abscisa z,
correspondiente al interior de la placa y ha comenzado a
moverse en la direccién pp.

Sorteemos el recorrido libre

Ay = —(1/Z)lny
y calculemos la abscisa del punto de colisién siguiente
(fig. 23)
Zpay = Ty, -+ Aplly.
Comprobamos la condicién de que la placa ha sido atrave-

sada

Tpey => A
Si esta condicién se cumple, concluimos el anilisid de la
trayectoria del neutrén y agregamos uno al centador de las
particulas que atraviesan la placa. En el caso contrario,
comprobamos la condicién de reflexién

Zyey << 0.

1y La demostracién viene en el punto 9.4.
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Si esta condicidon se cumple, concluimos el anilisis de la
trayectoria y agregamos uno al contador de las particulas
reflejadas. Si tampoco se cumple esta condicién, o sea, si
0 << 234, << k. ello significard que el neutrén experimenta

Fig. 28

Ia (& + 1)-ésima colisién en el interior de la placa; habré
que sortear de nuevo el «destino» del nsutrén en esta colision.

De acuerdo con el punto 4.1 escogemos el valor siguiente
de v y comprobamos Ia condicién de absorcién

v << ZJ3.

Si esta Gltima desigualdad se cumple, concluimos el ané-~
lisis de la trayectoria y agregamos uno al contador de par-
ticulas absorbidas. En el caso contrario, aceptamos que
el neutrén experimenta un esparcimiento en el punto de
abscisa z,,. Realizamos entonces el sorteo de la nueva
direccién del neutrdn

Papy =2y=1

y volvemos a repstir todo el ciclo (tomande, claro esti,
otros valores para y).
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Hemos escrito todos los valores de ¢ sin indices sobren-
tendiendo que cada valor de y se emplea una vez solamente.
Para analizar un eslabén de la trayectoria es preciso emplear
tres valores de 7.

Los valores iniciales para cada trayectoria son

Ty =0y po = 1.

Después de haber analizado de esta forma N trayectorias,
resultard que N* neutrones han atravesado la placa, que N-
neutrones han sido reflejados y que N neutrones han quedado
absorbidos.

Es evidente que las probabilidades buscadas son
aproximadamente iguales a las razones

+ - 0
S ST S

En la fig. 24 hemos representado el esquema sinéptico
del programa correspondiente a este analisis, Ll indice j
representa el nimero de la trayectoria y el indice & corres-
ponde al mimero de la colision (a lo largo de la trayectoria
que se estd analizando).

Este método de andlisis, a pesar de ser muy natural,
tiene sus deficiencias. En particular, resulta dificil calcular
por este método la probabilidad p* cuando ella es muy peque-
fia. Pero precisamente con este caso nos encontramos al ana-
lizar la proteccién contra la radiacién.

Existen modificaciones ingeniosas del método de Monte-
carlo que pueden ser aplicadas también en estos casos.

Detengdmonos brevemente en la variante méis sencilla
del andlisis que se hasa en el empleo de los asi llama-
dos «pesosh.

7.3. Esquema de andlisis basado en el empleo de pesos
que sustituyen la absoreién. Consideremos el mismo proble-
ma sobre el paso de los neutrones. Supongamos que a lo
largo de la trayectoria se desplaza un «tren» formado por un
gran nimero w, de neutrones idénticos. Al producirse la
colisién en el punto de abscisa z,, un promedio de w, (Z./3)
de neutrones del «tren» serd absorbido y un promedio de
w, (Z,/Z) de neutrones serd esparcido.

Agreguemos la cantidad w, (Z./Z) al contador de particu-
las absorbidas y continuemos el anlisis del «tren» esparcido
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Entrada de datosJ
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xi[
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Céiculo de p*, p~ v p°

* —_—

Salida de resultados, fin
del problema

Fig, 24
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acsptando que todo el ¢tren» restante se mueve en una misma
direccidn.

Todas las férmulas que hemos dado en el punto 7.2 se
conservan. La Unica diferencia consiste en que, después
de cada colisién, la cantidad de neutromes en el «tren» dis-
minuird, siendo

Wyeg = Wy (Z,/2),

Ya que una parte del «trem», con un total de wy (Z./Z) de
neutrones, sera absorbida; ademés, la trayectoria jamais
podrd terminarse con la absorcidn.

La variable wy suele denominarse peso de neutrén y, en
lugar de un «tren» formado por w; neutrones, suele hablarse
de un neutrén de peso wy. El peso inicial w, se toma, como
regla, igual a 1. Esto no contradice nuestra hipétesis de
que el «tren» es grande, pues es ficil ver que w, es un factor
comin de todos los pesos wy, que se obtienen al analizar una
trayectoria.

El esquema sinéptico del programa correspondiente a
este andlisis viene representado en la fig. 25. Como puede
verse no resulta mas complejo que el esquema de la fig. 24.
Sin embargo, se puede demostrar') que siempre es mas con-
veniente calcular p* por ] método de este punto y no por
el método del punto 7.2

7.4, Observacién. Existe una gran variedad de proce-
dimientos de calculo que se basan en el empleo de distintos
pesos. No podemos detenernos aqui en estas cuestiones.

Seiialemos solamente que el método de Montecarlo es
aplicable a problemas mucho més complejos relacionados
con particulas elementales. Por ejemplo, al caso en que el
medio se compone de materias distintas y tiene una estructura
geométrica arbitraria o al caso en que la energia de la parti-
cula varia después de cada colisién. Asi mismo, hace posible
el andlisis de otros muchos aspectos de los procesos nucleares:
permite prever la posibilidad de que el 4tomo se desintegre al
chocar con el neutrén y de que surjan neutrones nuevos;
permite determinar el momento de inicio y la condicién
de mantenimiento de la reaccién en cadena; ste.

1) La demostracién viene en el punto 9.5.
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Entrado de datos
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§ 8.
CALCULO
DE LA INTEGRAL DEFINIDA

Los problemas considerados en los pardgrafos 5, 6 y 7
eran de contenido probabilistico por su esencia y la aplica-
cién del método de Montecarlo en estos problemas parecia
bastante natural. Ahora consideraremos un problema pura-
mente matematico, el cdlculo aproximado de la integral
definida.

Puesto que el célculo de integrales definidas equivale al
cilculo de 4reas, podriamos emplear el método del punto
1.2, Aqui explicaremos otro mélodo, mds efectivo, que
permite construir diferentes modelos probabilisticos para
resolver este problema por el método de Montecarlo y expli-
caremos cémo escoger entre estos modelos los ¢més conve-
nientes».

8.1. Método de edleulo. Consideremos una funcién g (z)
definida en el intervalo a << x <~ . Es precise hallar el
valor aproximado de la integral

b
P 5 g (2) da. (33)

a

Tomemos una densidad de distribucién p (x) arbitraria
definida en el intervalo (a, b) (o sea, una funcién Py (2)
cualquiera que cumpla las condiciones (15) v (16)).

Ademds de la variable aleatoria t definida con la den-
sidad pg (x) en el intervalo (a, b), necesitaremos empleac
la variable aleatoria

n =g (&)/p¢ (§).
Segiin (18), tenemos

b
Mn = { e (2)/p; (2)] pe (2} dz = 1.

Consideremos ahora N variables aleatorias n,, 04, . . ., Ny,
independientes e idénticas, y apliquemos a la suma de estas
variables el teorema central del limite del punto 2.4. La
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férmula (21) se puede escribir en nuestro caso asi
N seeq
1 D
P{|Tzn1_1]<3]/§}zo,997. (34)
je=1

Escojamos ¥ valores &, &,, ..., Ey. La tltima relacién
nos dice que siendo A suficientemente grande tendremos

1 - 8E
Tgi __—pﬁ (E}} ~1I. (35)
Al mismo tiempo nos dice que con una elevada probabilidad
ol error de la aproximacién (35) no pasa de

3V Dw/N.

8.2, Céomo escoger el esquema de cdlculo. Como hemos
visto para calcular la integral {33) se puede emplear una
variable aleatoria & cualquiera definida en el intervalo (e, b).
En todos los casos

My = M lg (B)/pe (B)] = 1.

Pero la varianza Dmn y, por comsiguiente, también la esti-
macién (35) del error depende de qué variable § tomemos.

En efecto,
]

Dn=M () —I*= | 18 @¥/p; (=) dz—I.

a

Se puede demostrar') que esta expresion serd minima
cuande pg (z) sea proporcional a | g (z) |

Por supuesto, no podemos escoger férmulas muy com-
plejas para p; (z) ya que entonces resultara laborioso sortear
los valores de E. Pero es posible guiarse por esta recomenda-
cién a la hora de escoger la funcidn py (z) (véase el sjem-
plo del punto 8.3).

En la practica el método de Montecarlo no se aplica para
el célculo de integrales de tipo (33) ya que existen métodos
mas exactos basados en las férmulas de cuadratura. Pero la
situacion cambia si pasamos a considerar integrales mdlti-
ples: las férmulas de cnadratura se hacen muy voluminosas
mientras que ol método de Montecarlo no necesila casi
modificaciones.

1) La demostracién viene en el punto 9.6,



65

8.3. Ejemplo numérico, Calculemos el valor aproximade de la
integral ”
n

I= sen zdz.

0
El velor exacte de esta integral es
/2

5 son x dr=[—cos z]{,“(zmi.
0

Emplearemos para el célculo dos distintas variables aleatorias E:
una con la densidad constante pg (2) = 2/m (o sea, uniformemente

distribuida en el intervalo (0, n/2)) y otra con la densidad lineal
pg {z) = 8z/n*. En la fig. 26 hemos representado ambas densidades asi

_8x
v{ e
1+ Y=3enx
y—2
A=
L =S
4] al, 5

Fig. 26

como la funcién integrando sen z. La figura permite ver que la den-
sidad lineal est# en mayor consonancia con la recomendacion del pun-
to 8.2 de que es deseable que Py {z) y sen x sean proporcionales, Por

ello, es de esperar que ¢l segundo procedimiento dé un resultado mejor.
{a) Sea Pp (x) = 2/n en el intervale (D, n/2}. La fé6rmula del sortea

de § se¢ puede obtener de la férmula (24) tomando a = 0 y » = n/2:
g = ny/2.
La formula (35) da

N

19 -

I = 55 2 gem g
j=i
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Sea ¥ = 10. Tomemos para los valores de y las ternas de cifras de
la tabla A (multiplicindolas por 0,001), Los célculos auxiliares apare-
cen en la tabla 1.

Tabla 1

i i 2 3 4 5 6 7 8 g i0

v; |0,865(0,159|0,079(0,566/0, 155|0,6644 0,345 | 0,655 | 0,812 {0,332

E; [1,8590,25000,124|0,889/0,243(1,043({ 0,542 | 1,029 1,275 | 0,521

sen £;0,978[0,247]0,124(0,776|0,241|0,864 0,516 | 0,857 | 0,957 | 0,498

El resultado de los calculos es
I = 0,952.
(b) Sea ahora pg (z) = 8x/n* Para sortear § empleamos la ecua-
cién (23)

§ (8x/n2) dx=1;

0
de aqui enconiramos fdcilmente que
n
E=—5 V¥
La férmula {35) da %
n2 sent;
I NW E T 0

i=1
Sea N = 10. Los nimeros y se escogen igual que en el caso (a).
Los cdlculos aunxiliares aparecen en la tabla 2. -
abla

3} 1 2 3 4 5 [ 1 8 9 10

y; 10,865(0,159(0,079|0,566]0,155|0,664| 0,345 | 0,65510,81210,332

g; |t.461/0,626[0,442(1,182/0,648)1,280| 0,923 [ 1,271 | 1,415 0,905

‘0.6800,9360,9680.7830,93?0,748 0,863 (0,751]0,698| 0,868
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El resultado de los cdlculos es
I =~ 1,016.

El segundo procedimienta, como lo habiamos previsto, da un re-
sultado mas exacto.

8.4. Sobre la estimacion del error. En el punto 8.2 ya
hemos sefialado que el error absoluto que se obtiene al calcu-
l1ar la integral I mediante la formula (35) no puede practica-

mente sobrepasar la magnitud 3)/ Dn/N. Pero el error abso-
luto real es, como regla, considerablemente menor. Por eso,
para caracterizar el ervor suele emplearse en la practica otra
magnitud denominada error probable

8, = 0,675/ DW/N.

El error ahsoluio real depende de los nimeros aleatorios
que se han empleado en el calculo y puede suceder que sea 2
6 3 veces mayor o varias veces menor que O,,. Es decir, 8,,
indica tan sélo el orden del error y no sus limites').

Volvamos al ejemplo del punto 8.3. Empleando los valores que
aparecen en las tablas 1 y 2 y la férmula para la varianza indicada en
el punto 6.1, podemos calcular aproximadamente las varianzas Dn
en ambos procedimientos #).

En la tabla 3 indicamos para ambos métodos los valore
aproximados de las varianzas Dn los ervores probables §pp calculados

Tabla 8
Método DY Sp 41
@) 0,256 | 0,103 | 0,048
(b} 0,016 (,027 0,016

1y Sobre ¢l error probable véase el puuto 9.7.
2) En el caso del método (a) tenemos

10 10
Dn =~ ~§u—i- [Z (sen 31)2_—110. (2 senﬁj)zjs.:
. =

Jun n b
= 37 (4,604~ 3,670) = 0,256.
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a base de estos valores y los crrores absolutos reales 6,4, que se han

obtenido en los cilculos,
Como vemos, 8,, es efectivamente del mismo orden que Sy

APENDICE

§9.
DEMOSTRACION
DE ALGUNAS
PROPOSICIONLES

En este pardgrafo insertamos la demostracién de algunas
proposiciones enunciadas en los parigrafos anteriores que o
bien nos parecen un tanto voluminosas para el nivel que
hemos mantenide en la exposicién o bien requieren cono-
cimientos més profundos de la Teoria de las probabili-
dades.

9.1. Argumentacién del método de Neumann para el
sorteo de una variable aleatoria (punto 4.3). El punto alea-
torio T estd uniformemente distribuido en el rectangulo abcd
(fig. 27) cuyo 4rea es igual a M, (b — @)'). La probabilidad
de que el punto I' aparezca por debajo de la curva y =
= p (z) y no sea rechazado de la consideracién, es igual a
la raz6én entre las &reas

b
S p(z)dz i
Mo(b—a)  Mo(b—a)

La probabilidad de que el punto I' aparezca por debajo
de la curva ¥y = p {z) y corresponda al intervalo &’ < z <

En el caso del método (b} tenemos

nd Y sen Eiv2 4 = senk; \2
Dn~ 5.5 I'JE( 3 ) Y (2—"1 T) :I=
nd

. ~ 5
1) Véase el punto 9.3.

(6,875 —6,777) = 0,016,
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< b’ es también igual a la razdén entre las areas

bl
S pi{x)dz
Mo(b—a)

Por consiguiente, entre todos los valores que hemos esco-
gido para &, la parte de los valores que pertenecen al inter-

YA

Mo

|

Pig. 27

valo (a’, ') es igual al cociente
bl
S p{z)dx bt
2

Mo(b—a) - Mo(b—a) =n5'

plz)dz

que es lo que se gueria demosirar.

9.2. Densidad de distribucién de la variable {' = a +
-+ of (punto 4.4). Se supone que la variable [ esuna varia-
ble normal con la esperanza matemdtica M{ =0 y Ia
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varianza DL = 1 de modo gque su densidad es

xd
7,

1
Voro
Para calcular la densidad de distribucién de la variable

{’, escojamos dos numeros arbitrarios z, << z, v calcule-
mos la probabilidad

Pz, <<l <a}=P{z,<a4-ol <z} =
=P { A clc2— } ,
Por consiguiente,

(2-a)fo _ x3
P {2 < U << 2} = e 5 e ? da
]/2:1 {xi—al/o
Realizando en la Gltima integral la sustitucién 2” = e -+ oz,
obtenemos
xz _ (x'-a)?

] 1 T 2qt '
. 8 dz',
P {z, <<l < =} Vore 5 2 x
de donde resulta (véase (14)) que la variable {’ es una varia-
ble normal con los pardmetros M{' = a y DI = o2

9.3. Distribucién uniforme de los puntos (y’, y'’) en
el cuadrado (punto 4.5). Puesto que las coordenadas del
punto {y’, y¥'‘) son independientes, su densidad p (z, ¥)
es igual al producto de las densidades

Pz, ¥) = py () py (y)-

Cada una de estas densidades es igual idénticaments a 1.
Por consiguiente, p(z, ¥) =1 (para 0 <<z <1 v 0 <
<y < 1}. Pero esto sigunifica precisamente que el punte
(v, v'") esta uniformemente distribuido en el cuadrado de
dimansifm 1

9.4. Seleccion de la direecion aleatoria (punto 7.1). La
direccion se puede determinar mediante nn vector de lon-
gitud 1 que arranca del origen de coordenadas. Los extre-
mos de estos vectores se encuentran en la superficie esférica
de radio 1. Las palabras «cualquier direccién es igualmente
probable» significan que el extremo del vector representa
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un punio aleatorio Q2 uniformemente distribnido sobre la
superficie esférica; es decir, la probabilidad de que @ per-

tenezca a cualquier elemento dS de la superficie es igual a g ;

.IJ

Flg. 28

Tomemos en la superficic esférica las coordenadas esféri-
cas (g, ) con el eje polar Ox (fig. 28}. Tendremos entonces

dS = sen q do dy {36)

con la particularidad de que 0 < ¢ < w, 0 <P < 2n.
Sea p (¢, P) la densidad del punto aleatorio (g, ).
Debemos tener

p (@, V) dg dp = dS/4n;
de agui y de la relacidon (38) se deduce que

sen ¢

P, $) == (37)
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A partir de la densidad conjunta de ¢ y , podemos calcular
facilmente las densidades de estas wvariables:

25
pol@)= | p(o, Wyap="32, (38)
o
Pe ($) = j PP V)do= % . (39)

1]

La igualdad p (g, ) = pg (@) py () demuestra que ¢ ¥y
Y son independientes.

Es obvie que { estd uniformemente distribuida en el
intervalo (0, 2n} y, por eso, la f6rmula para el sorteo de  es

Y = 2ny. (40}

La férmula para el sorteo de ¢ se obtiene de la ecua-
cién (23):

i
% E senxdr=v,
[
de donde resulta
cosp =1 — 2. (41)

Las férmulas (40} y (41) permiten escoger (sortear) la di-
reccién aleatoria. Por supuesto, los valores de y en estas
férmulas deben ser distintos.

La dltima fé6rmula del punte 7.4 se obtiene de la f6rmula
(41) si se toma 1 — ¥ en lugar de y; pero estas variables tienen
la misma distribuci6n.

9.5. Ventaja del método de andlisis basado en el empleo
de pesos {punlo 7.3). Considersmos las variables aleatorias
v y ¥ iguales a la cantidad (peso)} de neutrones de una misma
trayectoria gue atraviesan la placa, con la particularidad
de gque la primera variable corresponde al método del punto
7.2 y la segunda, al método del punto 7.3.

Segin el contenido fisico del problema tenemos

My = My = p*.

(Véase la demostracién rigurosa de esta afirmacién en el

libro [3].)
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Puesto que v puede tomar sélo dos valores, O y 1, la dis-

tribucion de v es
W
v o o
p* d—p

Tomando en cuenta que ¥? = v, es fdcil ver que Dv =
= p* — (p*)®. Es evidente que la variable ¥’ puede tomar,

aparte del wvalor 0, un conjunto inlinito de valores wy = 1,

Wy, Wa,s - . +y Wy, ... Por eso, su distribucién es
v,__(wnzm_wz..- B, 08 0)
90 91 92 -+ - G - .- @

Los valores concretos de ¢;, como veremos, no nos haran falta,
Cualesquiera que sean podemos representar la varianza en
la forma

Dv' = 2 wigr — (P9

Observando que todos los wy << 1y que Ew,‘qk My =

«= p*, obtenemos la de51gualdad Dv' < p* — (p*)® = Dv.

El hecho de que la varianza de v’ sea siempre menor que
la varianza de v significa que, al calcular p*, el método del
punto 7.3 dard siempre mejores rtesultados que el método
del punto 7.2. La misma conclusion podemoq hacer en ceanto
al calculo de p- y también al ciclulo de p® si la absofcidn
no es muy grande.

9.6. Seleccién éptima de £ (punto 8.2). En el punto 8.2
hemos obtenido la expresién para la varianza Dy, Para
hallar el minimo de esta expresion, siendo arbitraria la selec-
cién de pg (), recurriremos a la siguiente desigualdad
conocida del Andlisis

b

[5MWWWHngiﬂwwmim@a

a

Tomando u = g (z)/V Ps (@) v v = VD @), obtenemos de
esta d331gualdad

[Smwnw]ajfﬁ Smw#=

ﬂ“«-—-—‘a::-

gz (x} dx
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Por consiguicnte,

Dn;[ﬂ: g (z)\da] — I (42)

Resta demostear que la cota inferior se alcanza cuando
p: (x) es proporcional a | g (z) |.
Sea

pi () =L (43)
§le@1dx

[
Es facil calcular que para esta densidad py (z) se tiene

b 3

; : -12
{12 @ip@nde=[ [ 1g(@) ]
4 o€
de modo que la varianza D resulta efectivamente igual al
segundo miembro de (42).

Obscrvemos que es practicamente imposible emplear en el
cilculo la densidad e¢mds conveniente» (43): deberiamos

P

conocer para ello el valor de la integral 5 | g (%) | dz; pero el

calculo de esta inlegral es, de hecho, un problema equiva-
lente al problema que tenemos planteado acerca del calculo de
b

la integral 3 g (x) dz. Por eso, nos hemos limitado a dar la

recomendaci%n indicada en el punto 8.2.

9.7. Definiciéon del error probable (punto 8.4). Sea { la
variable aleatoria normal definida en el punto 2.3. Es fécil
caleular que para r = 0,6750 y cnalesquiera a y o se tiene

a4-r
5 pe (x)dz=0,5.
=T

De aqui so deduce que
P{t—a|<r}=P{|l—a|>r}=05,

o sea, que las desviaciones mayores que r y las desviaciones
menores que 7 son igualmente probables. Por eso, la mag-
nitud r se denomina error probable de la variable aleatoria §.
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En el punto 8.1 hemos realizado-el caleulo aproximado de
la variable normal p = (1/N} {n; 4+ ny + . . . + nx). Re-
sultd que su esperanza matemdatica es ¢ = Mp = 7 y que
su varianza es o2 = Dp = Dn/N. Por eso, el error probable

de la variable o es aproximadamente igual a 0,675/ Dn/N.

§ 10.
SOBRY LOS NUMEROS
SEUDOALEATORIOS

Los algoritmos que se emplean para obtener numeros
seudoaleatorios tienen, en su mayoria, la forma

Vaee=F (i) (44)
$i se ha dado el nimero inicial y,, todos los nimeros siguien-
tes 9,, ¥g ... se calculan aplicande la féormula (44)
con k£ =0, 1, 2, ... Ambos algorilmos considerados en el

punto 3.3 son también de la forma (44) s6lo, en lugar de
sefialar la forma analitica de la funcién y = F {(x}, se ha
indicado el conjunto de operaciones que debe efectuarse con
el argumento z para oblener el valer de y.

10.1. Como debe escogerse la funcion F (r). El ejemplo
que signe explica en qué consiste una de las dificultades
principales gque se plantea al escoger F (x}.

Eiemplo. Demostremos que la funcién y == F {(z) cuye grafico
aparece ¢n la fig. 29 no se puede emplear para obtener, a partir de la
formula (44), nameros seudoaleatorios.

En efecto, consideremos en el cuadrado 0 <o <1, 0 <y <1
los puntos de coordenadas

(Vis V2ds (a0 vy (¥s Yeho o - -

donde v, = F {y}, ya = F (vg), vs = F {y5), . . . Todos estos puntos
se eneueniran sobre la curva ¥ = F (x) v esto, por supuesio, estd muy
mal ya que los puntos aleatorios verdaderos deben cubrir uniforme-
mente todo el cuadrado {véase el punte 9.3).

Este ejemplo permite ver que el empleo de la funeidn
y = F{z) en la f6rmula (44) puede resullar exitoso sélo
si el grifico de esta funcién recubre con bastaante densidad
todo el cuadrado.

Este es el caso, por ejemplo, de la funcién

y = {gz}, (45)
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donde g es un nimero muy grande y {z} representa la parte
fraccionaria del nimero z. En la fig. 30 aparece el grifico

yaF(x)

Fig. 29

de la funcidn (45) correspondiente a g = 20. El lector podra
hacerse una idea de lo que representar4 este grafico si g = 5.

10.2., Método de congruencias (método de residuos). El
algoritmo que mas se emplea para obtener ntimeros seudo-
aleatorios fue propuesto por D. Lehmer. Se basa en la fun-
ci6én (45), pero suele construirse de una manera algo distinta
que permite realizarlo facilmente en las MCE.

Se determina una sucesién de niimeros enteros my toman-
do m, =1 y caleculando todos los nimeros sucesivos my,

my, ... a partic de wna misma férmula
My ==5"m, (mod 240, (46)
donde £ = 0, 1, 2, . .. Basindose en los nimeros m;, $e

calculan los numeros seudoaleatorios

=274, (47)
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La formula (46) significa que el niimero m;4, es igual al
resto que se obtiene al dividir 5m, entre 24, 13n la teoria
de las congruencias (véase cualquier texto de Teoria de los

.

Fig. 30

niimeros) este resto lleva el nombre de residuo positivo mé-
dalo 2% minimo. Por eso, el algoritmo suele denominarse
método de congruencias o métedo de residuos.

Es muy facil realizar las férmulas (46) y (47) en las
MCE que funcionan con nimsros de 40 érdenes aplicando
la operacién de multiplicacién con el niamero duplicado
de 6rdenes!): hay que emplear las cifras correspondientes a
los 6rdenes menores del producto.

El periodo de la sucesién m, es igual a 238,

En ol caso de 1as M CE que funcionan con nimero de 36 Srdones, se

toman en las {érmulas (46) y (47) los nimeros 5 y 2% en lugar de 57
v 2%0; o] periodo de la sucesién my es igual entonces a 234,

1) La MCE Streld (véase el punto 3.3) no puede
realizar esta operacién.
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Tabla A. 400 cifras aleatorias )

86 515 90 795 66 155 66 434 56 558 12 332 94 317 57 802
69 186 03 393 42 502 99 224 88 955 53758 91 641 18 867
44 686 42163 85181 38 967 33 184 72 664 53 807 00 607
86 522 47171 88 059 89 342 67 248 09082 12 311 90 316
72 587 93 000 89 638 78 416 27 589 99 528 14 480 60 961
52452 42 499 33346 83 935 79 130 90 410 45 420 77 757
76773 97 526 27256 66 447 25 731 37 525 16 287 66 181
04 825 82 134 80 317 75 120 45 904 75 601 70 492 10 274
87113 84718 45 863 24 520 19876 04 925 07 824 76 (44
84 TH4 57616 38 132 64 204 15218 49 286 89571 42 903

Tabla B. 88 valores normales 2

0,2005 1,4922 —0,0077 0,0348 1,0423 —1,8149 1,4803 0,0033
1,1609 —0,6690 -—1,5893 0,5816 1,8818 0,7380 —0,2736 41,0828
0,5864 —0,9245 0,0904 1,5068 —1,1147 0,2776 0,4012 —1,3566
0, 1425 —0,2863 1,2809 0,4043 0,8379 —0,4428 —2,3006 —0,6446
0,9516 —1,7708 2,8854 0,4686 1,4664 1,6852 —0,96%0 —0,0831
—0,5863 0,8574 —0,5557 0,8115 —0,2676 —1,2496 —1,2125 1,3846
1,1572 0,9990 —0,1032 0,5405 —,6022 0,0093 0,219 —1,4647
—0,4428 —0,5564 —0,5098 —1,1929 —0,0572 —0,5061 —0,15567 —1,2384
—0,3924 1,7981 0,6441 —1,3598 1,4943 —0,4406 —0,2033 --0,1316
0,8319 0,4270 —0,8888 0,4467 —0,8513 1,1054 1,2237 —0,7003
0,9780 —0,7679 0,8360 0,5454 —0,7165 0,8563 —1,1630 1,8800

1) Las cifras aleatorias fmitan los valores de la variable aleatoria con la distribucidn {22) {véase e] punto 3.1).
k] I_i.ns valores normales imitan los valores de ia variable alcaloria normal {gaussiana) { con los pardmeiros a =0
yo=1.

8L
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