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PREFACIO

En este libro en forma elemental estan expuestos algunos impor-
tantes teoremas de configuracion en el plano, sus consecuencias
y aplicaciones para estudiar las propiedades de figuras y resolver algu-
nos problemas. En la medida de lo posible hemos tratado de ligar la
accesibilidad de lo expuesto con el nivel necesario de rigurosidad.
Ademas de las nociones principales sobre la planimetria y estereo-
metria, solo, se emplean conceptos de la proyeccion central y de ele-
mentos impropios del espacio que ya se deben considerar como parte
integrante del minimo de la ensefianza general de matematicas.

El § 1 contiene conceptos necesarios acerca de la proyeccion cen-
tral, asi como de puntos impropios y rectas.

Los §§ 2y 3 estan dedicados a los més importantes teoremas de
configuracion que son los siguientes: teorema de Pappus-Pascal
y teorema de Desargues.

Enel§ 4 se examinan propiedades de configuracion de poligonos.

En ¢l § 5 se dan problemas y ejemplos.

En el § 6 se trata el sentido algebraico de teoremas de configura-
cion, asi como ¢l método general de obtencion de teoremas de
esla especie.

Al final del libro esta insertada la bibliografia que ayudara al estu-
dio mas profundo de teoremas de configuracion.

Los autores esperan que el libro sea comprensible para los alum-
nos de los grados mayores de la escuela secundaria y Gtil para el maes-
tro en su trabajo en los circulos matematicos escolares. El conoci-
miento de teoremas de configuracion podra ayudar al topografo
y geodesta en su trabajo. El estudiante del centro de ensefianza supe-
rior de pedagogia o de la universidad encontrara aqui un material que
esta estrechamente ligado con el curso principal de la geometria
proyectiva.

B.I. Argunov v L.A. Skerniakov



INTRODUCCION

Teoremas de configuracion son los mas simples teoremas de geo-
metria. Se trata solo del niimero finito de puntos y rectas asi como de
su pertenencia reciproca.

En general el teorema de configuracion® se formula de tal modo
que del hecho de que algunos de los puntos que se examinan, pertene-
cen a una recta o bien algunas de las rectas examinadas pasan por un
punto, se deduce que algunos otres puntos se sithan en una recta o al-
gunas otras rectas pasan por un punto.

Aqui se dan ejemplos mas simples de teoremas de configuracion:

1. Silos puntos 4, B, C y D son distintos, siendo, ademas, que los
puntos A, B y C se encuentran en una recta y, también los puntos A,
By D se sitdan en una recta, entonces los puntos B, C y D también es-
tan en una recta {(dib. ).

2. Sitas rectas g, b, ¢ y d son diferentes, siendo que las rectas a, b
y ¢ pasan por un punto y las rectas a, b y d pasan por un punto, enton-
ces las rectas b, ¢ y d también pasan por un punto (dib. 2).

A 8 ¢ o b

MBLJD 1 IMBLJO 2

De las proposiciones que se estudian en ¢l curso escolar de geome-
tria a los teoremas de configuracion son proximos “Teoremas de los
puntos notables del triangulo”.

*!' Configuracion {configuratio en fatin) es la disposicion
reciproca de cualesquier objetos.
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Algunos de los teoremas de configuracion eran conocidos incluso
a los antiguos. En €l tiempo actual se han constituido fundamento pa-
ra Ja rama mas interesante de geometria: geometria proyectiva. A su
vez geometria proyectiva presenta un fundamento teérico de la doctri-
na de [a representacion de figuras espaciales en el plano: geometria
descriptiva.

Ultimamente los algebristas se interesaron por teoremas de con-
figuracion cuyas causas se explican hasta cierto grado en el ultimo
parrafo del presente folleto.

Teoremas de configuracion se aplican exitosamente para estudiar
las propiedades de poligonos y para resolver problemas. Son especial-
mente Utiles para la resolucion de problemas referéntes a la construc-
cion en las condiciones de diferentes restricciones: al construir solo
con ayuda de una regla, al trazar figuras en una parte limitada del pla-
no con puntos inaccesibles, etc.

DIBLIO 3

Trace el triangulo ABC y elija en el interior de éste el punto 0. En
ta interseccion de las rectas que unen vértices del triangulo con dicho
punto, con los lados opuestos se obtendran los puntos P, Q@ vy
R (dib. 3). Supongamos que U es el punto de interseccion de las rectas



AB y PQ, Ves el punto de interseccion de las rectas AC y PR, W, el
punto de interseccion de las rectas BC y QR. Si todos estos puntos se
hallan en el dibujo y la construccion se ha efectuado con exactitud, en-
tonces, al poner la regla se pvede convencer de que los puntos U, V
y Wse hallan en una recta. Elija otros triangulos, cambie la posicion
del punto O, pero el resultado sera el mismo.

Si resulta que BC || OR, entonces UV || QR. Si ocurre que simulta-
neamente BCcn QR y AC | PR, entonces de un modo seguro 4B || PQ.

Es dificil de imaginar que todos estos hechos sean una casuali-
dad. Por lo visto, aqui tiene lugar una ley, debe ser valido algin teore-
ma. Asi, es. Aqui tiene lugar un teorema que consiste en lo siguiente:

8i los vértices del triangulo PQR se encuentran respectivamente en
los lados del triangulo ABC, siendo que las tres rectas AP. BQ y CR pa-
san por un punto, v las rectas AB y PQ, AC y PR, BC y QR se intersecan
respectivamente en los puntos U, V, W, entonces los puntos U, V y W s¢
encuentran en una recta.

Dichos teoremas se llaman de configuracion.

El rasgo caracteristico de este teorema consiste en el hecho de que
se trata solo de la pertenencia reciproca de puntos y rectas sin hacer ni
suposiciones, ni deducciones. ni conclusiones sobre cualesquiera mag-
nitudes geométricas.

Para recibir la posibilidad de demostrar teoremas de configura-
€ion nos es necesario conocer previamente la operacion de la proyec-
cion central ast como el concepto de los puntos y rectas “impropios™
o bien “alejados infinitamente”.

§ 1. PROYECCION CENTRAL
Y ELEMENTOS IMPROPIOS

Primeramente examinemos la proyeccion central en el plano.

Sean dados la recta [ y ¢l punto § que se encuentra fuera de esta
recta (dib. 4). Si el punto A4 es tal que AS‘HJ, entonces la recta SA4
intersecara Ia recta / en un punto A4’

Llamaremos este punto come proveccion del punto 4. Suponga-
mos que m ¢s la recta que pasa por el punto 5 paralelamente a /. Esta
claro que cada punto B del plano que no est4 en la recta m, tendrd una
cierta proyeccion B'. De tal modo representamos los puntos del plano
que no pertenecen a la recta m, en los puntos de la recta !, utilizando el
punto S. Tal representacion se llama la proyeccion central y el punto S,
el centro de la proyeccion.
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Si elegimos una recta k que no pasa por el punto §, entonces la
proyeccion central representa los puntos de la recta k en la recta L Si
k || 1, entonces las proyecciones no tienen todos los puntos de la recta
k. El punto X en el dibujo 5 no tiene proyeccion, si SX | /. Al exami-
nar ¢l dib. 5 no es dificil de notar que en la recta / hay también un
punto excepcional, es decir, el punto Y’, y donde Y’ I k. Efectivamen-
te, a diferencia de los demas puntos de la recta I, en ¢l punto ¥’ no se
proyecta ningin punto de la recta k.

Para conceder a los puntos excepcionales los mismos derechos que
tienen los demas nos pondremos de acuerdo de que ademas de los
puntos ordinarios cada recta posee un punto impropio.

Nos acordamos de que las rectas paralelas tienen €l mismo punto
impropio. Entonces el punto X recibira ya la proyeccion: su proyec-
cién sera el punto impropio de la recta /. A su vez el punto 1" sera la

3 m
A
8
{ ; {
A' 8 1" V4 AN
DIBLIO 4 DIBLIO 5

proyeccion del punto impropio de la recta k. Senfilemos que en caso
del paralelismo de las rectas k y ! su punto comun impropio sera su
proyeccion propia.

Prestemos atencion al hecho siguiente. 8iel punto A se aproxima
al punto X de la izquierda (en ¢l dibujo 6 el punto A ocupa las posicio-
nes A,. 4,, A;.eic), entonces su proyeccion se aleja por la recta [ mas
aladerecha. Es por eso que el punto impropio lo llaman también como
punto alejudo infinitamente. Notemos también que al aproximarse
el punto 4 al punto X de la derecha (en el dib. 6 el punto
A ocupa las posiciones 4,, A,, A3, etc)) su proyeccién se va por
la recta / a la izquierda. Por eso debe considerarse que cada recta tiene
un solo punto alejado infinitamente y la misma recta es cerrada.

La recta, complementada por un punto impropio, la denomine-
mos como la recta proyectiva. Acordemos que todos los puntos im-
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propios se encuentran en una recta impropia proyectiva la que llama-
remos, a veces, como alejada infinitamente. Al plano complementado
por puntos impropios y la recta impropia lo denominemos como el
plano proyectiva.

A t/ A AN FAS
PIBLJO &
————————— s - —
A
8 C
A B 0 c
DisI0 7

La recta proyectiva “parece” a una circunferencia. En realidad, para cada
punto de la circunferencia podemos oponer el punto de la recta proyectiva de
tal modo que a los puntos diferentes de la circunferencia van a corresponder
diferentes puntos de la recta proyectiva. El método de la representacion esta
evidente del dibujo 7, si anadimos gue el punto O se representa en si
mismo y S, en un punto alejado infinitamente.
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La introduccion de los puntos impropios permite incluir a la for-
muljacion general casos excepcionales de icoremas de configuracion.
En caso del teorema examinado en la introduccion dichos casos ex-
cepcionales surgen si las rectas que determinan uno de los puntos U,
Vo Wson paralelos. Esto significa que el punto correspondiente es un
impropio. Con todo, pueden ser posibles los casos siguientes:

a) BC] QR. AC| PR;
b) BCJQR, ACKPR:
¢) BC|QR. AB| PQ:
d) BC|QR, ABWPQ;
e) AB| PQ AC| PR;
f) AB|| PQ. ACYHPR.

Como fue senalado en caso de b) resulta que UV|I QR. En este ca-
so el punto Wes impropio. Con ello de UV || QR se deduce que la recta
UV pasa por el punto W, es decir, los puntos U, Vy Wse encuentran en
una recta. En caso de a) tenemos AB || PQ, o sea que todos los tres
puntos U, Vy Wresultan ser impropios y, por consiguiente, s¢ encuen-
tran en una recta impropia. La situacion andloga se observa también
en los demas casos.

Ahora demostremos unos teoremas principales acerca de las recias
proyectivas.

Teorema 1, Por cualquiera que sean dos puntos diferentes ( ordina-
rios o impropios) pasa unu y solo una recta proyectiva.

Son posibles tres casos: 1) ambos puntos son ordinarios; 2) ambos
puntos son impropios; 3) un punto es ordinario y el otro impropio.

En el caso 1), recordemos que de acuerdo con axiomas de la geo-
metria elemental, por dos puntos distintos pasa una y solo una recta.
Ya que la recta impropia no contiene puntos ordinarios, entonces ésta
no puede unir los puntos dados.

Para el caso 1) el teorema esta demostrado.

En el caso 2} nuestros puntos se unen por una recta alejada infini-
tamente. Ya que todas las demas rectas contienen sélo un punto im-
propio, entonces ninguna de ellas puede contener ambos puntos
dados.

En el caso 3) desighemos por 4 un punto ordinario y por 8 un
impropio. El punto B se determina (y puede ser dado en el dibujo) por
una recta k. La recta proyectiva { va a unir los puntos A y B si y s6lo si
! es una recta ordinaria, paralela a k y pasa por e] punto 4. Tal recta,
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como es sabido, existe. De la axioma referente a las paralelas se des-
prende su unicidad.

El teorema 1 estda demostrado.

Teorema 2. Dos rectas proyectivas diferentes se intersecan en uno
y solo en 1 punto lordinario o impropio).

{Antes de leer 1a demostracion, traten de realizarla por si mismeo),

Ante todo para demostrar el teerema 2 sefialemos que son posibles
dos suposiciones; 1) ambas rectas son ordinarias; 2) una de las rectas
es ordinaria y la otra impropia. No se pueden existir dos rectas impro-
pias ya que, segun lo acordado, en el plano existe una sola recta aleja-
da infinitamente,

Si las dos rectas no son paralelas, entonces tienen un punto comin
ordinario. Si las rectas dadas son paralelas, entonces poseen un solo
puntc comin impropio.

En el segundo caso el punto anico comun de las rectas dadas es el
punto impropio de una recta ordinaria dada.

Pasamos al examen de la proyeccion central en el espacio.

Sean dados el plano proyectivo n y el punto S fuera de este plano
(dib. 8). La proyeccion del punto A en el plano 7 es el punto A’ de in-

DIBUJC 8

terseccion de la recta S4 con ¢l plano n. Como en caso del plano, ila-
maremos el punto S como el centro de la proyeccion. Seialemos que

3-17
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todos los puntos del piano t que es paralelo al plano n y pasa por el
punto §, se representan en los puntos impropios del plano .

El plano =, es decir, el plano donde se encuentran proyecciones de
los puntos, nos acordemos denominarlo en el futuro como el plano de
proyecciones,

Teorema 3. Proyecciones de los puntos que se hallan en una recta,
se disponen también en una recta.

Para demostrarlo supongamos que los puntos dados 4, B, C se en-
cuentran en una recta g {dib. 9). Entonces, todas las rectas SA4, SB, SC
estan en el mismo plano o que se determina por ¢l punto S y la.recta a.
Si los planos o y m no son paralelos, entonces los puntos A’, B, C' que
se encuentran tanto en el plano o, como en el plano n. estan en una rec-
ta que s la interseceion de estos planos. En caso del paralelismo de
los planos o y n (dib. 10) examinemos el punto impropio de la recta

D0 9 BIBUJO (0

SA (es natural que consideramos los planos o y n como proyectivos).
Este punto impropio debe pertenecer también a cada recta ! que se en-
cuentra en el plano n y es paralela'a la recta SA. Por consiguiente, el
punto impropio A’ del plano n sera la proyeccion del punto A. Las
proyecciones de los puntos B y C seran también los puntos impropios
del plano x. Ya que todos los puntos impropios del plano «, segin la
definicion, se encuentran en una recta, entonces, la validez del teorema
3 esta establecida también para el caso cuando los planos 6 y & son
paralelos.
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§ 2. TEOREMA DE PAPPUS — PASCAL

Puppus de Algjandria era un matemauco de la Grecia antigua de La se-
gunda mitad del siglo 111 de nuesira era. En la obra de Pappus "Coleccidon ma-
tematica™ hay muchos fragmentos de las obras de los autores griegos las cuales
no se han guardado hasta nuestros dias. Por esta razon constituye una fuente
valiosa de la historia de matematicas de in Grecia antigua.

Blaisc Pascal (1623- 1662) cra un ilustre matematico, fisico v filosolo
frances. Recibio su preparacion primaria en matematicas bajo la direccion de
su padre, conocido matematico Etienne Pascal. A los dieciséis afios Pascat es-

cribié su primer trabajo cientifico. En esta obra fue demostrado un teorema
cuyo caso particular ¢s el teorema de Pappus— Pascal que se examina en este

parrafo. Dicho caso particular. verdad es que sin emplear puntos impropios. lo
conocio aun Pappus de Alejandria. Los intereses matematicos de Pascal no se
timitaban a geometria. Se ocupo de disefiar una maquina de calcular. escribio
una serie de obras de aritmética. algebra. tcoria de los numeros v teoriu de las
prabubilidades. En particular. él detcrmino exactamente y aplico para demos-
trar el método de la plena induccion matematica. En fisica Pascal sc ocupd del
estudio dc la presion barométrica y de problemas de la hidrostatica. Descu-
brio. por ejemplo, la ley principal de {a hidrostatica que dice que la presién so-
bre Ia superficie de un liquido. causada por las fuerzas externas. se transmite
por ¢l hquide igualmeme en todas las direcciones.

Llamaremos la figura de m— vérrices una formada por diferentes
n puntos del planoc que estdn numerados por los numeros 1,2, .. ny
f rectas que unen los puntos 1 y 2,2y 3, .., a—1 ya, ny 1. Dichos
puntos se llaman vértices de una figura de n-vértices y las rectas que
unen consecutivamente sus vértices son sus lados. Esta claro que una
figura de n vértices se diferencia de un n-angulo solo por sus lados que
son rectas y no segmentos de una recta. Si los puntos A, B, C. D E ¥
F en esta sucesion forman una figura de seis vértices. entonccs los vér-
tices Ay D, By E, Cy F, es decir, vértices (dib. 11) situados a dos, se
llaman opuestos. Dos lados de una figura de seis vértices que unen, res-
pectivamente, los vértices opuestos se llaman ladas opuestos de la fi-
gura de seis vértices. Los lados opuestos de la figura de seis vértices
ABCDEF. examinada arriba, son AB y PE, BC y EF, CD
y FA.

El teorema de Pappus-Pascal expresa una de fas propiedades no-
tables de la figura de scis vértices siendo especial la disposicién de sus
vertices.

Teorema de Pappus — Pascal. Si los vértices de la figura de seis vér-
tices estan situados conseewtivamente en dos rectas. entonices los puntos
de interseccion de sus lados opuestos se encuentran en wna recla.

Incluso si se considera que los vértices de una figura de seis vérti-

3
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ces son los puntos ordinarios, entonces esta simple formulacién del
teorema resulta solo bajo la condicién de introducir los puntos y rec-
tas impropios. Sin ello en la conclusion del teorema hubo que hablar
por separado de los tres casos siguientes:

1 caso., Los lados opuestos de la figura de seis vértices se inter-
secan dos a dos:y los puntos de su interseccion {los puntos P, Q y Ren
el dibujo 11) estan en una recta.

DIHUJ(.:I 1t

2 caso. Los lados opuestos de la figura de seis vértices son parale-
tos dos a dos (dib. 12).

I~ A

DIBUJO 1%

3 caso. Dos pares de los lados opuestos de la figura de seis vértices
se intersecan en los punios Py Q v los lados del tercer par son parale-
los a la recta PQ (dib. 13)
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Los elementos impropios permiten hacer una formufacion unica
dada arriba para todos estos casos. ya que en el segundo caso todos
tos tres puntos de interseccion de los lados opuestos son impropios
¥ por eso se sitiian en una recta impropia del plano dado. Y en el ter-
cer caso €l punto impropio de interseccion del tercer par de los lados
opucstos pertenece a la recta PQ. ya que a las rectas paralelas se Ies
atribuye un punto impropio comun.

S

r/

A y [¥]

2t
’

7 4

) -
,
’
1/
F o B

INBLJO 13

Es mis que como nos convenceremos, el teorema de Pappus—
Pascal se queda valido incluso en ¢l caso cuando algunos vertices de la
figura de seis vértices son puntos impropios. Claro esta que para todos
dichos casos se puede formular el teorema sin utilizar los puntos im-
propios. Pero jcuantos casos habran! Y para cada de ellos haya que
dar una demostracion particular.

Antes de empezar a demostrar el teorema de Pappus— Pascal. de-
mostremos una posicion auxiliar que nos necesitara a continuacion,

Lema 1. Si en el lado OA del angulo AOB esté trazado el segmento
OC y en el lado OB, el segmento OD siendo que |OA|:|OB'=
=’OC|':| ODI*. entonces AB ” CD (dib. 14).

Puesto que en los trianguios AOC y COD el angulo O es comun.
y los lados. entre los cuales se encuentra cste angulo, son proporciona-
les. entonces los triangulos son semejantes, Por consiguiente, los an-
gulos OCD y 04D son congruentes, de donde CD | AB.

Ahora vamos a demostrar el teorema de Pappus— Pascal para ¢l
segundo caso

Dado que AB | DE y BC | EF. Hay que demostrar que AF || CD.

* |04| designa la longitud del segmento OA.
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Silag rectas £, ¥ 1, en das cuales estan sitnados los veruces de la figura
de seis vértices, son paralelas entre si (dib. 15), entonces de los dados
del problema se ve que | BF |=|CE!y | BD|=| AE|. como lados
opuestos de paralelogramos. Ello quiere decir que son congruentes
entre si los segmentos AC y DF. Por consiguiente. el cuadrangulo
ACDF es un paralelogramo, o sea. AF i! CD Silasrectas /, y I, se in-
tersecan en un punto O ivéase ol dib. 12) de 1a semcjanza de triangulos
obtenemos:

|oC|:|0E|) = |0B|:|OF| y |OE|:|0D| = |0A4|:|0B|.

Multiplicacion de termino por término dc estas igualdades

A
L 4 E_C L
c,
0
0 o 8 Iz F 8 [/}
DIBLIIO 14 DIBUJO 15

da:|0C|:|OD|=|04|:|OF|. De dltima igualdad de acuerdo
con el lemia 1, se deduce que AF || CD. De tal modo se muestra que si
dos pares de los lados opuestos de'la figura de seis vértices que satisfa-
ce las condiciones del teorema de Pappus— Pascal, son paralelas, en-
tonces los lados de Ia tercera pareja son también paralelos entre su.

Demostremos una proposicion auxiliar mas.

Lema 2. Cualyuiera que sea lu recta § en el plane o. existen tal cen-
tro de proyeccion S v tal plano de provecciones n. gue lu recta | se pro
veeta en una recta impropia del plano n. Ademas el plana 1t es paralel
al plano t que pasu por el punto S v la recta 1.

Para la demostracion se toma como el centro de proyeccion un
punto arbitrario § que no esta en el plano o (dib. 16). Por el punto §
y la recta ! tracemos cl plano 1 (la posibilidad de que la recta I cs im-
propia no debe confundirnos. puesto que en este caso el plano que pa-
sapor S v ! es un plano que pasa por ¢l punto § paralelamente al pla-
no ). Supongamos que nt cs un plano paralelo a © y no pasa por el
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punto S Si el punte A pertenece a la recta I, la recta S4 se encuenira
en el plano 1 y, por lo tanto, es paralela al plano . Por esta razon. A se
proyecta al punto impropio del plano n. Ya que esto es justo para to:
do el punto de la recta [ entonces el punto Sy el plano n clegidos por
nosotros satisfacen la conclusion del lema.

DIBUIO 16

Volvemos a la demostracion del teorema de Pappus— Pascal.
Designemos el plano por o donde se encuentra la figura de seis
vertices y por /. la recta PQ (dib. 17). Scgiin el lema 2, hay tales centro
de proycccion S y el plano de proyecciones n que la recta impropia del
plano n servira de proyeccion de la recta /. Con esto el plano 7 determi-
nado por el punto Sy la recta PQ es paralelo al plano n. Marquemos
proyecciones de los vertices de la figura de seis vertices con A", B'.
D', E', F' y. respectivamente, las proyecciones de los puntos P, Q ¥
R con P'. Q' y R'. Puesto que el punto P pertenece a las rectas AR
y DE. entonces del teorema 3 se deduce que €l punto P, pertenece a las
rectas A'B’y IYE'. Mediante los mismos razonamientos se puede sefa-
lar que Q' pertenece a las rectas B'C’ v E'F', y R’ a las rectas C'D’
A'F'. Pero P’ y ¢ son puntos impropios. Por consiguiente, A'B’ [
ﬂ D'E'y B'C’ | E'F’. Ademas, segiin las condiciones de nuestro teorema.
tomando en consideracion el teorema 3, resulta que tanto los puntos
A’ C'y E',como los puntos B, F'y I se encuentran, respectivamente,
en una recia. Como se ha demostrado, de aqui se deduce que
C'D’ | A'F'. Esto significa que el punto R’ se halla en 1a recta impropia
del plano . Pero todos los puntos de la recta impropia de este plano.
segun la construccion, son proyecciones de los puntos de la recta ! que
se encuentra en el plano o.
Por consiguiente, cl punte R pertenece a la recta i, es docir. los
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puntos P, Q y R se encucntran en una recta, El teorema estd
demaostrado,

RIBUJO 17

mpulc 18
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Del tecorema de Pappus— Pascal se deduce facilmente ¢l corolarico
que se Hama. a veces. el reorema de Brianchon {1785—-1864);

Teorema 4. Si los lados de una figura de seis vértices pasan sucesiva-
mente por los dos puntos dados, entonces las tres rectas que uien sus ver-
tices OpUEStOs, S COonvergen en un punto.

En efecto, supengamos que 4, B, C, B, E, F son los vértices suce-
siv * "2 la figura de seis vértices, sicndo que los lados AB. C'D y EF
pasan por ¢l punto P, y los lades BC. DE y AF, por el punto P,
{dib. 18). Dado que b es el punto de interseccion de las rectas 4D
y CF. Se debe demostrar que [a recta BE pasa por el punto b o hablan-
do de otre modo que los puntos b, C ¥ E se encuentran en una recta.

Pero, csto se deduce directamente del teorema de Pappus— Pas-
cal, aplicandole a la figura de seis vértices ADP, CFP,. Al mismo
tiempo no se debe olvidar que et lado de Ia figura de seis vértices es
una recta y A0 U SegmeEnto.

§ 3. TEOREMA DE DESARGUES

Girard Desargues (1593—1662: segun otros datos, 1591—1661)
era un eminente matemitico frances, el cual fundo los principios de la
geometria proyectiva y descriptiva. Desargucs fue ¢! primerc, quicn intro-
duic en la geometria €l estudic de los puntos y rectas impropios. En vida
del cientifico sus ideas las podian entender y apreciar sélo los matema-
ticos mas destacados de aquel tiempao: Descartes, Fermat y B, Puscal. Solo
al principic del siglo XIX las ideas de Desargues empezaron a enconiiar un
reconocimiento generai, Siendo ingeniero militar segin su ensefianza, Desar-
gues manifestd interés a la argeumeniacion exacta matemadtica de operaciones
practicas, A estos problemas estan dedicadas obras cd¢ Desargues sobre
tallado en piedra y acerca de relojes de Sol.

Pasamos ahora al segundo de los masimportantes teoremas de con-
figuracién conocido bajo el nombre de teorema de Desargues.

Teorema de Desargues. Sidos figuras de tres vértices ABCy A'B'C”
se enenentran en el plano de tal modo gue las rectas AA°. BB v CC'. que
wen sus vertices correspendientes. se convergen en wn punre @, los pun-
tos de interseccion de los lades corvespondientes ® de ostas figures de
tres vérfices se situan en qma recta (dib. 19).

"Losveruces Ay A, By B, € y (" se consideran corres-
pondientes scgiin delinicion. Los lados se Haman correspondientes si unen vér-
tices correspondienies.

3-17
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Antes dec demostrar el teorema de Desargues, sefialemos que el
teorema formulado en la intreduccion es el caso particular del teore-
ma de Desargues. Efectivamente, es facil de ver que los triangulos
examinados ABC y POR satisfacen las condiciones del teorema de
Desargues.

Pasamos a la demostracion del tcorema de Desargues. Dado que
ABy A'B' se intersecan en el punto P, AC y A'C en ¢l punto @. BC

P A’ g
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y B'C' en el punto R. Se debe demostrar que los puntos P. Q y R se dis-
ponen en una recta.

Al principio supongamos que entre los puntos P. 0 y R los dos
puntos, por ejemplo, P y Q son impropios, Entonces 4B ” A'B
y AC || A'C’ Siel punto O es ordinario (dib. 20). entonces de la seme-
janza dc los tridangulos AOB y A'OB' se deduce que | OB |:|0B'| =
=|04|:]04|, y de la semejanza de los tridngulos AOC y 4A'0C
se desprende que |O0A |J:|OA’¥ =loc |'}fOC’l. De aqui
|0B|:10B’| =|0C|:]OC'|. Segun el lema | demostrado en fa pa-
gina 17, de la iltima igualdad se deduce que BC || B'C’, es decir, el pun-
to R también es impropio. Si ¢l punto O es impropio (dib. 21). enton-
ces tencmos AA'ﬁBB‘ | €€ Por eso los cuadrilateros AA4'B'B
y AA'C'C son paralelogramos. De aqui |BB' |=|AA4"| y | 44| =
=!CC’| Por consiguiente, los segmentos BB’y CC” son congruentes
y paralelos lo que proporciona BC || B'C'. De este modo, si los puntos
P y Q son impropios, entonces cl punto R también resulta impropio,
es decir. los puntos P, Q y R se encuentran en una recta impropia. Pa-
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ra ¢l caso cuando los puntos P y Q son impropios, el t1eorema de De-

sargues esta demostrado. =
Ahora supongamos que entre los puntos P, Q y R los dos puntos.

por ejemplo, Py Q son ordinarios (dib. 22). Designemos por o el pla-

P
1
' Q
) 2
] I /,
] 7 ’
8 8 !/ _-‘f,-""“""
/
’ ’
4 /
Fd
(g ¢ 0
A 7 T
DIBLJIO X DIBLIG &1
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no. donde se encuentran figuras de tres vértices dadas y por / la recta
PQ. Segtin el lema 2 demostrado en la pagina 18 se encontraran tales

4%

o
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centro de proyeccion S y ¢l plano de proyecciones w que la recta im-
propia dei plano 7 sera [a proyeccion de la recta I. Proyecciones de Ins
puntos marcados con letras mayosculas designemos por letras mins-
culas correspondientes. Fuesto que el punto P pertenece 4 fas rectas
ABy A'F' entonces def teorema 3 (pag. 14} se desprende que ¢l punto
p pertenece a ias rectas ab y o'F. Con tales razonamientos se puede
mostrar que g pertenece a las rectas ae y @' ¢,  se encuentra en las rec-
tashe y b'e’. v o, enlas rectas aa’. bb' y ce’. Ademas, ya que p y ¢ son los
pt.nlosmproplos lenemos nh |a b’ yac |c.-r Como fue demostrado.
de agui se deduce que he |I e’ Ello quicere decir que el punto r estd en
una recta Impropm del plano m. Pero, todos los puntos de esta recta
impropia, segiin la construccion, son proyecciones de los puatos de la
recta /. Por consiguiente, el punto R pertenece a la recta {, s decir, los
puntos P. ¢ v R se encuentran en una recta.

Les otras suposictones posibles respecto a los puntos P, @ ¥
K pueden diferenciarse sola por designaciones puesto que dichos pun-
tos son completimente iguales, Por eso podemos considerar que el
teorema de Desarpues esta demostrado por completo.

Es winteresantc subravar gue la demostracion del teorema de Desargues
pucde realizarse su: ciiplear la 1eoria de fa semesanza, Pero, ea este caso hace
falta utilizar mas estereometna. Haremos esta demostracion. Primeramente.
demostremos un lema auxiliar,

Lema 3.Supongamos que o, [l y v son los tres planos dilerentes, siendo que
Ia linea deinterseccion de fos planos w y P es la recta X1, Ia linea de interseccion
delosplanos oy -y es fa recta k ¥ Ia linea de interscccion de los planos By yes
la recta {. Si las rectas b, k y ! son diferentes por pargjas, entonces de un modo
seguro tienen un punto comin gnico.

Para demostracion examinemos las rectas /i v k. Son posibles los casos si-
guientes: [} todas as tres rectas son ordinarias y & |r L (dib. 23); 2) todas fas
tres rectas son ordinarias ¥y fas rectas b ¥ k tienen un pumo ordinario comiin
U {dib. 24); 3! cualquicra de las tres rectas es impropia {dib. 25) (sdlo una de
lasrectas f, k y { puede ser impropia, puesto que el plano contiene una sola rec-
t4 impropia).

En ¢l curso escolar de geometria se demuestra ef teorema siguiente: si una
recta dada ¢s paraleia a cualquiera recta situada en un plano, la recta dada es
paralela a este plano Por eso en el primer caso la recta k debe ser paralela al
piano fi{dib. 23). De tal medo el plano ¥ pasa por la recta k paralela a] plano
E. Como es savido cel curso escolar, de aqui se desprende que Ja lined de inter-
seccion de Tos planos Ly v, ¢ sea, la recta { es paralela a la recta &, De tal modo
i [ ki v por consiguiente, ¢stas rectas tienen un punto impropic comun L

En el segundo caso notemos que ya que el punto U se encuentra en la rec-
(a h, este punto pertenece al plano P. Pero, el punto U se encuentra también
en Li recta b y, por consiguiente, periencce al plano . Por esta razon el punto
U es el punto comun de los planos [y 7 ¥ por eso debe pertenecer = [a linea de
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Interseccion de estos dos planos. es decir, a la recta . De tal modo, igual como
en ¢l segundo caso, la validez de nuestro lema esta demostrado.

Pasando al examen del tercer caso, supongamos que /1 s uni recta impro-
pia {si de las tres rectas & y [ 1a impropia es la otra, entonges rizonamos ana-
logamente). Entonces || p (dib. 25). Segun los datos, tanto & como { son las
rectis ordinarias, es decir. el plano y interseca igualmente el plano 2 y el plano

DIBUIG 23 DisLHY 14

// . /
‘\\ \\\
Y4
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B Del curso escolar sc sabe que ya que « |  estas lineas de interseecion deben
ser paralelas, es decir, & |1,

El punto comun impropio U delasrectas & v 1. claro cstil. s enceentra en
fa recta improma def plano o. o sea. en la recta h. De tal modo, incluso en ¢!
lercer caso nuestras roctas tienen el punto coman Onico U. El fema 3 esta de-
mostrade por completo.
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Es necesario cfectuar una nueva demostracion del teorema de
Desargues. La demostracion hay que hacer solo para el caso cuando entre los
puntos P, @ y R los dos puntos son impropios, Como fue serialado, para los
otros casosel teorema de Desargues puede ser deducido sin emplear la teoria de
la semejanza. Supongamos que los puntos P y Q son impropios.

Al principio supongamos que el punto O es ordinario. Designemos por
< ¢l plano donde cstan situadas dadas figuras de tres vértices {dib. 26). Trace-
mos el plano 1 paralelo al plano ¢. Luego. tracemos por el punto A a recta
« que no perienece al plano o. Dado que las rectas b, ¢ y o son paralelas a a.
ademits b pasa por ¢l puato B. ¢ pasa por et punto C y 0. por el punto 0, Las
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rectas a. b, ¢ y o intersecan el plano T, respectivamente, en los puntos A, B, C
y 0. Las rectas AB y AB son las lineas de interseccion del plano que pasa por
lus rectas ¢ y b con planos paralelos o y 1. Por consiguiente, AB ﬂ AB. Asi mis-
mo AC | AC, BC || BC, 04 | 04, 0B ﬁos ¥ OC | OC. Las ultimas relaciones
demuestran la existencia de los planos siguientes:
A que pasa por los puntos O, A.
W que pasa por los puntos 0, B,
v que pasa por ios puntos O,

=== N

¥
y
v

2 oo O
ﬁ]

Ya que segun los datos del teorema ABL-‘A'B” ¥ CL'A’(". cntonces de
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AB | AB se deduce que A'B' | AB.yde AC | AC, A'C' | AC. Por cso podemos
examinar tambien los planos

% que pasa por los punios. A, B, {I y f?
B que pasa por los puntos A", " 4 ¥y C.

Los planos = . u ¥ las rectas A'A. B'B.y 00 satisfacen las condiciones
del lema 3. Por consiguiente. las rectas A'A, B'B y 00 tienen cl punto comiin S.
El iema 3 puede ser aplicado también a los planos f. p, v y a las rectas A'A,
¢°C. 0 0. Por lo tanto. el punto comitn lo tienen también estas rectas. Pero.
como es1a sehuludo, el punto comun de las rectas A4 y 00 es ¢l punto S. Por
consiguiente, 1a recta C°C pasa también por ¢} punto S. Designemos por ¥ ¢l
plano que pasa por los puntos S. B'y €. Esta claro que los puntos B y € sc en-
cuentran en este plano. Por lo tanto. el plano y interseca ¢l plano © por la recta
B'C’" y el plano t por la recta BC. Puesto que of|t, entonces B'C’||BC. Pero,
antes fue determinado que BC |BC. Por lo tanto B'C'[| BC. 1o que era necesa-
rio demostrar.

Ahora supongamos gue el punta O es impropio (dib. 27). Hay que cam-
biar un poco lu demostracian, pues en este caso no se puede trazar por ¢l pun-
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0 O la recta o paralela a la recta o Dado, come antes. que AB | AB
y AC | AC. pero.ademas. A4’ || BE' || . Se debe demostrar gque BC | B'C.
De nuevo designemos por o el plano donde se encuentrin las figuras de tres
vértices dadas, y por 1 cualquier plano paralelo al plano o distinto de este.
Siendo. como antes. «, b y ¢ las tres rectas paralelas trazadas. respectivamente.
por los puntos A. By € y que intersecan ¢l plano T en los puntos 4. By €. Co-
mo antes los lados de las figuras de tres vertices ABC y ABC son. respectiva-
mente, paralelos mientras que AB | A'B'y AC || 4'C’. Marquemos con 7. et
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plano A 44", con i el plano BEB' y con y el plano ¢'CC". Supongamos que las
designaciones «,  y v guardan su sentido anterior. Esta ciaro que el plano
ainterscea los planos A y p por las rectas paralelas. mientras que la linea de
interseccion de los pltanos A y {L €5 una recta impropid, 1a cual marquemos con
p. Por eso los planos o, & y p se encuentran en_las condiciones del tercer caso
def lemat 3, Por consiguiente, las rectas A'4, B'8 y p tienen el punto comin {im
propio) 5. Aplicando el tema 3 a los planos B, & y p determinemos igualmente
que las rectas A°4. C'C v p tienen el punto comin $. Pero. ya que las rectas
4" Ay ptiencr el punte comin Gnico (véase el lecrema 2 del § 13, enlonces, los
puntos S y § coinciden. Los_puntos S, B' y C' determinan el plano y donde es-
tan también los puntos 8 v €. Las rectas B'C' y BC deben ser paralelas puesto
que son lineas de interseccion del plano ¥ con los planos paralelos o y t. Sin
embargo, ya que BC | B, entonces B'C' [| BC lo que se requeria demostrar.

Ademas senalemos que el teorema de Desargues pucde ser dedacto del
teorema de Pappus— Pascai sin emplear la teoria de la semejanza, Como fue
senitlado arriba sera bastante hacer demostracion para ¢l caso cuando los
puntos P ¥ @ son impropios

Supongamos (dib. 28) que tas tres rectas A4’ BB' y CC’ se convergen en
un punio © y que AB| A'B" y AC | A'C’. Es necesario demostrar que
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BC || B'C". Travemos por A una recla paralela a OB y que se corte con la recta
A'C’ en el punto L. y con la recta OC en el punto M. Designemos por la ifetra
N Iainterseccion de ta recla AB con la recta 8°L y unamos el punto N con los
puntos O ¥ M, Aplicando el 1eorema de Pappus— Pascal a la figura de seis
vertices ONALA'B' y puesto que segun la condicion AN || A'B', y por la cons-
truccion AL| B'O, hallamos que ON | L4’y por lo tanto. ON H CA. Enla figu-
ra de seis vértices ON M ACB, segun lo demostrada, tiene lugar ON ] AC y por
la suposicion AM : OB. Por eso, de acuerdo con el teorema de Pappus — Pas-
cal debe ser tambien MN || BC. Por fin, notemos quc la figura de seis vertices
ONMLC'B tumbien satisface la condicion del tcorema de Pappus — Pascal
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siendo que ON ” L por lodemostrado, mientras que ML |1I B0 segun la cons-
truccion. Por consiguiente, MN || B'C’. Pero, hemos establecido que
MN | BC. Por lo tanto, BC | B'C' lo que se requeria demostrar.
otemos que sin emplear consideraciones espaciales o teoria de la

semejanza es imposible demostrar el teorema de Desargues. Lo que
puede ser demostrado estrictamente,

Es valida tambien I suposicion inversa al teorema de Desargues,

Teorema 5. Si dos figuras de tres vértices ABC v A'B'C’ se encuen-
tran en el plano de tal modo que los punitos de interseccion de sus lados
correspondientes estan en una recta, lus rectas AA', BB v CC'que unen
vertices correspondientes de estas figuras de tres vértices concurren en
un ,'HH"{)‘

Para hacer la demostracion examinemos el dib. 19. Que sea cono-
cido que los puntos P. @ y R se encuentran en una recta y €s necesario
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demostrar que la recta C'C” pasa por el punto O que es el punto de in-
terscccion de las rectas AA’ y BB'. Apliquemos el teorema de Desar-
gues a las figuras de tres vertices AA'Q y BB'R, considerando como
vértices correspondientes de A y B, A’y B, 0 y R. En este caso las ree-
tas que unen vértices correspondientes de dichas figuras de tres vérti-
ces se convergen en un punto P. Por consiguiente, segiin el teorema de
Decsargues los puntos de interseccion de sus jados correspondientes
AA'y BB, AQ y BR. A'Q y B'R, es decir, los puntos Q. C v ' deben si-
tuarse en una recta. El teorema esta demostrado.

El teorema conocide sobre la interseccion de medianas de un
triangulo en un solo punto representa un corolario directo del teore-
ma 3. Efectivamente. si L, M y N son los puntos medios del trianguio
ABC (dib. 29), entonces los lados de las figuras de tres vertices 48C
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Y MNL abase del teorema sobre la linea mediana del triangulo, son
paralelos. respectivamentc. 0 sea, se encuentran cn una recta impro-
pia. Dec aqui, segiin cl teorema §. se deduce quc las rectas AM, Bl
y CN. es decir, medianas del triangulo dado deben convergir en un
punto.

§ 4. ALGUNAS PROPIEDADES DE POLIGONOS

En este parrafo con ayuda del teorema de Pappus— Pascal y de
Desargues se determinaran algunas propiedades de poligonos.

Teorema 6, Dado que ABCD es una figura de cuatro vértices arbi-
trarig \dib. 30): E. el punto de interseccion de sus lados opuestos AB
¥y CD: F. el punto de inierseccion de diagonales AC y BD; M, el punto
de intersceeion de fa reeta EF con el ludo AD. Entonces, el punto P en
que se intersecan las rectas AB y CM, el punto Q, donde se intersecan
las rectas BM v CD y ¢l punito R domde se intersecan los lndos AD y BC.
S encuentran en und recia.

Para demostrarlo examinemos las figuras de tres veértices AED
y CMB. Lasrectas AC, EM y BD convergen en el punto F (véase Ja ta-
bla (). Los lados correspondientes de estas figuras de tres vértices se
intersecan en los puntos P, @ y R. Segin ¢l teorema de Desargues es-
tos puntos sc situan cn una recta, lo quc era necesario demostrar.
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Corolario. Las rectas que unen extremos de la base de un trapecio
o paralelogramo con el punto medio del lado opuesto. intersecan lados
laterales en los pumtos situados en una recta paralela « la base.
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Efectivamente, si ABCD es un trapecio con bases AD y BC
{dib. 31), entonces, como es sabido, el punto M, construido como se
senala en cl teorema 6, se situa en ¢l punto medio del segmento 4D.
Por otro lado, en esie caso el punto R de interseccion de las rectas 4D

JIN

TABLA
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y BC esta alejado infinitamente Por esta razon, la recta PQ que debe
pasar por este punto, scra paralela a las rectas 4D y BC.

Si ABCD no es un trapecio sino un paralelogramo, entonces no se
cambia la deliberacion. Pero, en este caso el punto E resuita ser
impropic.
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Teorema 7. Sea ABCDE una figura arbitraria de cinco vértices, F, ¢l
punto de interseccion de los lados no adyacentes AB y CD; M, el punto
de interseccion de la diagonal AD con la vecta EF. En este caso, el punto
P de lainterseccion del lado AE con la recta BM ; el punto Q de la inter-
seccion del lado DE con la recta CM y el punto R de la interseccion del
lado BC con lu diagonal AD se situan en una recty (dib. 32).

Para demostrario es bastante sefialar que las figuras de tres vérti-
ces AED y BMC satisfacen las condiciones del teorema de Desargues
puesto que ias rectas AB, EM y DC convergen en un punto F. De aqui
se deduce directamente que los puntos £, 0 y R se encuentran ¢n una
recta (véase la tabla 2y

IMBLIO 32

TABLA 2
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Teorema 8. Sea« ABCDE una figura arbitraria de cinco vértices; F,
el punto de interseccion de sus dos tados no advacentes AB ; C'D; M, el
punto de interseccion de los dos lados no adyacentes AE v BC: H, el
pitto de inverseccion de las diagonales AD y CE: K, el punto de fnter-
seccion de las recras EF v BH. Entonces la vecta DK pasa por el punto
M (dib. 23).

Para demostrar esle teorema cs suficiente senalar que la figura de
seis vertices AEFCBH satisface las condiciones del teorema de Pap-
pus— Pascal. Con esto. los lados AE y BC se intersecan en <} punto
M, los lados EF y BH. cn el punto K, los lados FC y HA, en el punto
D. Por consiguiente, [os puntos M, K y D se encuentran en una recta,
o sea, la recta DK pasa por ¢l punto M. El teorema esta demostrado,

Teorema 9. Si tracemos por los extremos de los lados laterales de un
trapecio { 0 un paralelogramo) pares de recras paralelas, entonces fas rec-
tas que salen de extrentos de la misma base i los ludos lateraies del tra-
pecio se intersecardn en res puntos sitwados en nuna recta (dib, 34),

Lo 13 Do o

Para demostrarlo s suficiente convencerse de que los puntos P.
@ ¥ R estan situados en una recta. Los lados de }as figuras de tres vér-
tices BCQ y ADR son paralelos respectivamente, es decir, los puntos
deinterseccion de sus lados correspondientes se encuentran en una rec-
ta impropia. Segin el teorema 3, las rectas AB, DC y RQ deben con-
verger en un punto, Por consiguiente, la recta QR pasara por el punto
P_El teorema esta demostrado (sefialemos que si ABCD es un parale-
logramo, entonces ¢l punto P es impropio, QR | AB (dib. 35)).

Demos un eiemplo de un teorema de configuracion aun mas
compiejo
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Teorema 10. Sean P v @ los puntos de interseccion de los lados
opuestos de la figura de cuatro vertices ABCD (dib. 36); S. ¢l punto de
interseccion de las rectas AC v PQ; T, el punto de interseccén de las rec-
tas BD y PQ. Luego, dada la figura de cuatro vértices KLMN tal que
sus lados opuestos se crucen en los puntos P y Q y la diagonal KM pase
por el punto S. Entonces la diagonal LN pasa por el punto T

MBLJIO 35 hpBLldo 36

Para demostrarlo supengamos que inicialmente la recta KM no
pasa por el punto A y tracemos las rectas AK, DL.CM y BN. Las figu-
ras de tres vertices ACD y KM L satisfacen las condiciones del teorema
5 (vease la tabla 3}, Por esta razon, las rectas AK, CM y DL concurren
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35

en un punto U. Se puede también emplear el teorema $ para las figu-
ras de tres vértices BCA y NMK (tabla 4). Por lo tanto, las rectas BN,
CM y AK concurren asimismo en ¢l punto U. Ahora se puede aplicar
elteorema 5 a las figuras de tres vértices BPN y DOL (tabla 5). Por con-

u r
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siguiente, las rectas BD, PQ y NL concurren en el puntc T. Cen la su-
posicion hechs el teorema [0 esta demostrado.

Silarecta KL pasa por el punto A4, entonces examincmos la figura
auxiliar de cuatro vertices K'L M'N' {dib. 36a), cuyos lados opuestos
se cruzan en tos puntos Py Q. y la diagonal K'M’ pasa por el punto §,
pero no pasa por [os puntos A y K. Mientras va estad demostrado que
cl teorema [0 es justo tanlo para las figuras de cuatro vértices ABCD
y K'EM'N" como para las figuras de cuatro vertices K'LM'N'
y KLMN. La aplicacion de este teorema para el primer par de las figu-
ras de cuatro vértices muestra que por el punto Tpasa la diagonal ZN*
mientras que su aplicacion para ¢l segundo par da que por el punto
T pasa tambiénp la diagonal LN El teorema !0 esta demostrado por
completo.

§ PROBLEMAS

Existen muchos problemas que requieren para su solucion el uso
de recremas de configuracion. Teoremas de configuracion son Gtiles
particularmente para la solucion de problemas de construccion en los
cuales se encuentran asi llamados puntos o rectas “mnaccesibles”.

L.as nociones sobre elementos inaccesibles han surgido de cuestio-
nes practicas. Si el dibujante se tropieza con el hecha de que las rectas
trazadas a y b concurren fuera ce la plancheta (dib. 37}, en dicho caso,
¢l punto de su interseccidn, aungue existe, no puede ser usado para
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aplicar a este ningunos instrumentos de dibujo. En a practica geode-
sica uno u otro punto puede resuitar inaccesible para la persona que
mide, puesto que, por ejemplo. se encuentra en el terrenc pantanoso
o scbre la superficie terrestre. Ei punto tnaccesible siempre aparece
coine interseccion de algunas rectas trazadas en ¢l dibujo o marcadas
en ¢l terreno con ayuda de colimacion o jalonamiento
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En el sentido de constricciones geométricas el punto inaccesible se
caracteriza por el hecho de que es imposible poner en dicho punto la
pierna de compas o la regla.

Al efectuar trabajos graficos, empleados los instrumentos, puede
suceder que una recta debe pasar por el lugar donde esta puesto el ins-
trumento que no permite ningun traslado (pantografo, planimetro).
En las condiciones de trabajos geodésicos con frecuencia resulta impo-
sible practicamente poner jalones a lo largo de una recta o pasar por
ella con cinta métrica.

Los diversos casos practicos de aparicion de los puntos y rectas
inaccesibles permiten hacer descripcion matematica siguiente,

El punto inaccesible dado lo llamaremos el punto que se determina
por las dos rectas convergentes dadas siendo que en el proceso de so-
lucién del problema dado para efectuar construcciones no se permite
usar el mismo punto de interseccion de estas rectas. El punto inaccesi-
ble P determinado por las rectas a y b (dib. 38) designaremos por P (a,
b).

La recta inaccesible dada la llamaremos la recta que esta determi-
nada por dos puntos dados (no importa, accesibiles o inaccesibles), al
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mismo tiempo no se permite usar la misma recta para realizar cons-
trucciones. La recta inaccesible p determinada por los puntos 4 y
B designaremos por p (A, B).

Expongamos algunos ejemplos de solucion de problemas con ele-
mentos inaccesibles con ayuda de teoremas de configuracion, Los teo-
remas de configuracion permiten resolver tales problemas de cons-
truccion usando solo la regla [o que es sumamente atil para geodesia
donde no hay nada parecido al compas.

Problema 1. Setiene: el punto @ (ordinario) y el punto P (¢, b) inac-
cesible. Trazar Ia recta PQ.

I procedimiento de solucidn (mediante el teorema de Pappus—
Pascal).
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En la recta « se toman arbitrariamente los puntos A y B, mientras
que en la recta b, los puntos D y E (dib. 39). Supongamos que C es ¢l
punto de interseccion de las rectas AE y BQ; esto notaremos conven-
cionalmente asi: C = AE x BQ. Sea, luego, (en designaciones conven-
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cionales prefijadas) F = BD x EQ, R = AF x CD. Del teorema de
Pappus— Pascal aplicado a la figura de seis vértices ABCDEF se de-
duce que la recta QR pasara por el punto P, es decir, coincidira con la
recta PQ. Por consiguiente, para resolver el problema es bastante unir
por medio de la regla los puntos Q y R.

2 procedimiento de solucion (mediante el teorema de Desargues).
Sea O (dib. 40) un punto arbitrario: p,, p, y p,, las tres rectas arbitra-
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rias que pasan por el punto 0. Designemos axp, = 4. bxp, =4,
axp,=B bxp,=PB Sealuego, AQx p,=C A'Q xp,=C"y,por
fin, BC x B'C' = R. Examinando los triangulos ABC y A'B'C’ percibi-
mos que segun ¢} teorema de Desargues los puntos P, Q y R se encuen-
tran en una recta. Por eso la recta buscada coincide con la recta OR.

Problema 2. Se tiene: la recta ¢ (ordinaria) y la recta inaccesible
p (A, B). Se debe construir el punto de interseccion de estas rectas.

Es comodo resolver este problema con avuda del teorema de
Brianchon (§ 2, pag 21). Tracemos por ¢l punto A (dib. 41) dos rec-

y/
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1as arbitrarias a y b y por el punto B, dos recias arbitrarias 4 v ¢. De-
signemos por ¢ la recta que une el punto | =a X ¢ con el punto 2=
= b x q; por f, la recta que une el punto 3=bh x d con el punto 4 =
=¢ x ¢; por r, la recta que une el punto 5 = ¢ x f con el punto 6=
=cxd
Examinando la figura de seis vertices A54B62 schiatlemos que sus
lados A5, 4B y 62 pasan por el punto 1, y los lados 54, B6 y 24 por ¢l
punto 3. Por eso, segun el teorema de Brianchon, las rectas AB, 56
¥ 42, es decir, las rectas AB. r v g deben convergir en un punto. Por lo
tanto. ¢l punto C de interseccion de la recta ¢ con la recta inaccesible
AB puede ser construida como la interseccion de las rectas ¢ y r.
Problema 3. Se debe construir ¢l punto de interseccion de las rectas
inaccesibles A4” y BB
Dadoe que P (dib. 42) es el punto de interseccion de las rectas AB
y A'B'. Tracemos por estc punto la recta arbitraria d y escogemos en
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esta recta unos dos puntos Q y R (distintos del punto P). Si C = AQ x
X BR,yC'= A'Q x B'R, entonces la recta CC’ pasa por el punto bus-
cado lo que se deduce directamente del teorema 5 del § 3 aplicado
a las figuras de tres vértices ABC y A'B'C'.

Cambiando la posicion de la recta d o la posicion de cualquiera de
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los puntos Q y R, se puede obtener de dicha manera el otro par de los.
puntos C, y C, de tal modo que la recta que los une pasara también
por el punto incognito. Despueés, el punto incognito se construye co-
mo la interseccion de las rectas CC' y C,C,.

Problema 4. Trazar la recta RQ, si R (a, «’) y Q(b, ') son los dos
puntos inaccesibles.

Sea C'(dib. 43) el punto de interseccion de lasrectasa’ y b'; C es el
punto de interseccion de las rectas a y b. Tomemos en la recta CC” el
punto arbitrario O (diferente de C y C'). Tracemos por ¢l punto O dos
rectas arbitrarias p y g (diferentes de la recta CC"). Sean B y B’ puntos
de interseccion de la recta p respectivamente con las rectas b y b,
mientras que 4 y A’ son los puntos de interseccion de la recta ¢ respec-
tivamente con las rectas a y a'.

El punto P, = AB x A'B’ esta situado en la recta QR lo que se de-
duce directamente del teorema de Desargues aplicado a las figuras de
tres vertices ABC'y A'B'C”, Del mismo modo, variando la posicion del
punto @ en la recta CC' 0 cambiando las rectas p y g, se puede encon-
trar un punto mas P, en la recta QR. La recta P,P, es buscada.
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Rroblema 5. Hay dos rectas paralelas a y b, y el punto Q. Se debe
trazar por el punto Q una recta paralela a las rectas dadas empleando
solo la regla.

DIBUJO 4

Tomemos arbitrariamente (dib. 44) los puntos A y D en la recta
aylospuntos By C,enlarecta b. Entonces, 4 BCD es untrapecio. Cons-
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truimos el punto F de interseccion de los lados laterales del trape-
cio. Sea M el punto de inters. ccion de la recta CQ con la base del tra-
pecio AD. Construimos el punto E = DQ x FM y el punto P = AE x
x BM. En este caso, segiin el corolario del teorema 6 del § 4, la recta
PQ es la paralela a buscar.

Los problemas siguientes se le ofrecen al lector para su solucion
independiente.

Problema 6. Trazar por el punto inaccesible dado una recta parale-
la a la recta dada.

Problema 7. Trazar por el punto dado una recta paralela a la recta
inaccesible dada.

Problema 8. Demostrar: si los lados y diagonales de un cuadrangu-
lo son paralelos respectivamente it los lados y diagonales del otro cua-
drilatero. dichos cuadrilateros son homotéticos (situados semejante-
mente).

Problema 9. Demostrar: si ABCD y AB'CE’ son dos paralelogra-
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mos, entonces son paralelas respectivamente las rectas BB’y DD" y las
rectas BD' y B'D.

Problema 10. Determinar a los cuales problemas expuestos se pue-
de aplicar la solucion de las siguientes cuestiones:

1. Dos rectas en ¢! mar estan marcadas por balizas. Permanecien-
do en los limites de la isla, de donde se puede observar las balizas, se
debe sefialar con jalones la recta que pasa por el punto 4 dado en la
isla y esta dirigida al punto de interseccion de las rectas marcadas por
balizas (dib 45).
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2. (Come hallar el punto de interseccion de las rectas a y b, si en el
camino de la recta a hay una colina que no permite efectuar colima-
cién (dib. 46)?

3. Resolver el mismo problema en caso cuando se encuentran obs-
taculos en ambas rectas (dib. 47).

~
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4. Entre mastiles A y B de la transmision eléctrica (dib. 48) se de-
be colocar una mastil mas C. ;Coémo determinar su lugar, si entre las
mastiles A y B se encuentran dos edificios?

5. Sin moverse de la tierra firme hay que determinar en que lugar
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se encontraran dos lineas de transmision eléctrica en construccion que
estan representadas en el dib, 49,

DIBLIC 49

§ 6. ACERCA DE LA INTERPRETACION ALGEBRAICA
DE TEOREMAS DE CONFIGURACION

Hemos conocido algunos importantes teoremas de configuracion
y recibido ideas de sus posibles aplicaciones. Es natural que surge una
serie de problemas: jse puede obtener algunos nuevos teoremas de con-
figuracion? ¢hay gran nuimero de teoremas de configuracion?



45

¢Existen teoremas de configuracion ademas de los que se puede
deducir de los teoremas de Pappus— Pascal y de Desargues? (Hay
un método general para revelar propiedades de configuracion del pla-
no? Estos problemas nos llevan a la otra esfera de investigaciones.
Muchos de sus resultados fueron obtenidos en los ultimos decenios.
Una serie de problemas todavia estd por resolver. Tratemos de dar
una nocidbn general acerca de esta parte de matematicas.

Aun en el siglo XVII en busqueda del método general de investiga-
ciones geométricas se les ocurrio a los matematicos la idea de coor-
denadas que permite aplicar métodos algebraicos y de calculo a geome-
tria. Durante el desarrollo de esta idea al principio del siglo XX fue
descubierto el papel importante del teorema de Pappus— Pascal y de
Desargues en la fundacion de relaciones de geometria con algebra
y aritmética. Por fin, las investigaciones ulteriores han determinado
que cada teorema de configuracion puede ser “Traducido al idioma
algebraico”. En una serie de los casos aparecen identidades algebrai-
cas. Al revés, cada identidad algebraica se la puede representar geome-
tricamente como un teorema de configuracién,

Vamos a dirigirnos a un ejemple simple.

Sean dados dos nameros arbitrarios a y b. Eligiendo un segmento
como unidad, representemos estos niimeros como segmentos. Enton-
ces, ¢l producto ab de los nimeros dados también se puede represen-
tar como un segmento. Este segmento se puede construir del modo si-
guiente (dib. 50). Tomemos un angulo arbitrario MON. En el lado
OM tracemos el primer factor, es decir, tal segmento 04 que |OA| =g,

en el otro lado ON, tales segmentos OB y OE que |OB | =by

OE|= 1. Tracemos la recta BB, " AE. Entonces fOB, | :'OB | =
= {04 :} OE| esdecir,| 0B, | :b = a : 1. Deaqui| 0B, | = ab.A con-
tinuacion guidndose de la misma regla construiremos ¢l producto ba.
Para ello en el Jado OM tracemos el primer factor, es decir, tal seg-
mento OB que ' OB’ ] = b,yen el lado ON, el segundo factor, es decir,
tal segmento OA que [0A’ | =a. Tracemos 4'B, || B'E. Entonces, el
segmento OB, representara el producto ba. Segln la construccidén
AE|| BB, De lema ] en la pagina 17 se deduce ficilmente que
AA' || BB'. Por eso a la figura de seis vértices AA’B,BB'E se puede
aplicar el teorema de Pappus — Pascal. Por consiguiente, 4'B, ] B'E.
Sin embargo. seguin la construccion A'B, || B'E. Por esta razdn, la vali-
dez del teorema de Pappus — Pascal quiere decir que el punto B, coin-
cide con el punto B,, o sea, que tiene lugar la igualdad }OBl | =
= | 0B, | o bien, o que es lo mismo, ab = ha. De tal modo, “en el idio-



46

ma algebraico” el teorema de Pappus— Pascal significa conmutativi-
dad de la multiplicacion.

En calidad de otro gjemplo examinaremos el siguiente caso parti-
cular del teorema de Pappus-— Pascal: el pequefio teorema de Pap-
pus: si los vértices de una figura de seis vértices se encuentran consecu-
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tivamente en dos recias paralelas y dos de sus lados son paralelos a sus
lados opuestos, entonces los lados opuestos del tercer par son también
paralelos entre si (dib. 51). Empleando las designaciones del dib. 51,
tracemos por el punto 0’ la recta 00" " AA' y ponemos |0A [ =aqy
| OB | = b. Para recibir la suma a + b, traslademos el segmento OBa la
posicion 0'B’, y luego, a ia posicion AS. Entonces |OS| =a+b. Si
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apliquemos el mismo procedimiento para obtener la suma b + a, en-
tonces debemos trasladar el segmento 04 a la posicion 0°A’, y luego,
el segmento O’ A’ trasladarlo a la recta OA de tal modo que el punio O’
se acierte en B. El pequefio teorema de Pappus afirma que con ello el
segmento O’ A’ coincide con BS, es decir, que a + b= b + a. Se puede
indicar también otra interpretacion algebraica del teorema pequetio
de Pappus. Con este fin supongamos que la figura de seis vértices ocu-
pa la posicion B'S S,'SS,'S, (dib. 52). Tracemos las rectas

g g 7] 52
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00' || 8,8,, BB 5,8, OA | B'S, y O'C|| B'S; y ponemos ]OA[:a,
LSB | = by | OC| = c. Entonces, de acuerdo con la construccion arri-

descrita, tenemos | OS, | = b +a y | 08, | = b + . Por consiguien-
te, la validez del teorema pequeiio de Pappus significa lo justo de la
ignaldad (b+a)+c={(b+c)+a.

Al estudiar con mas profundidad el problema y después de adqui-
rir habitos necesarios, se puede aprender a representar diferentes iden-
tidades algebraicas como teoremas de configuracion. Puesto que se
puede formar tanto como se quiera identidades, igualmente es posible
hacer cualquier cantidad de tecremas de configuracién. Con ello el
nimero de puntos y rectas, acerca de los cuales se dice en el teorema,
se puede hacerlo arbitrariamente grande,

A medida que s¢ complica el teorema de configuracion su formula-
cion verbal se hace mas dificil. Por eso, para anotar teoremas de confi-
guracion compuestos suelen usar un esquema universal condicional.
Vamos a conocer este esquema a base del ejemplo del teorema de
Pappus — Pascal. Segin los datos de este teorema (véase la pag. 15),
los puntos A, C y E se encuentran en una recta. Para expresar estos
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datos en el esquema, estos puntos se anotan en una linea:
ACE.

La misma condicion se les impone a los puntos B, D y F, y por eso
aparece una linea mas del esquema:

BDF.

A continuacion, el punto P se forma en la interseccion de las rectas AB
y DE. Esta construccion en el esquema se representa del modo

siguiente:
AB
DE jL F

La construccion de los puntos Q y R se representa del mismo modo.
La anotacion esquematica completa del teorema de Pappus— Pascal
tiene la forma siguiente:

ACE

POR.

La nltima anotacion bajo 1a raya expresa la conclusion del teorema:
“los puntos P, ¢ y R se encuentran en una linea”.

Aqui hay ejemplo de la anotacidn esquematica del teorema de con-
fipuracion mas complejo donde se trata de 14 puntos (estan marca-
dos con nimeros} y 16 rectas (aparecen durante la construccion):
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: 2
i)
[ 1)
! 2
; fﬂ}”
D oh
g ?1}”
7 }52}’4
2 13 M4

Graficamente este teorema esta representado en el dib. 53. Toda la fi-
gura aparece de seis puntos escogidos arbitrariamente 1, 2,3,4, 5y 6.
El mismo teorema aparecié¢ de la identidad

albe) +d =(ab)c +d.

Es dificil imaginar que tal teorema de conftguracion se puede obtener
por medio de razonamiento geométrico directo sin atraer su represen-
tacion algebraica.

Nos detenemos en un gjemplo mas de algebraizacion de teoremas
de configuracion. Con este fin llamaremos como el producto de dos
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puntos diferentes la unica recta que pasa por dichos puntos, y como el
producto de dos rectas diferentes, su punto comin unico (aqui no ha-
cemos diferencia entre elementos propios e impropios). De tal modo,
se hizo operacion con el conjunto de puntos y rectas, Es verdad que
a diferencia de las operaciones aritméticas ordinarias no siempre exis-
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te el producto de dos elementos, La operacion introducida posee pro-
piedades siguientes:

(1) si ab existe, entonces existe ba y ab=ba;
(2) si existe el producto (ab) y a # ab, entonces el producto a(ab) no
existe;

(3) siah=ac(aquiyenadelantelaanotacion ab significa que abexis-
te.esdecir, la igualdad ab = ac se debe leer asi: “ab y acexisten v ab =
=ac") y b+# ¢, entonces ab = be.
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El sentido geométrico de la primera de estas propiedades es evi-
dente. La segunda significa que el producto de dos puntos {rectas) di-
ferentes es la recta (punto) y la tercera significa que la recta (punto) se
determina por todos dos puntos (rectas) diferentes que se encuentran
en ésta (pasan por ésta).

En este idioma el teorema de Desargues (simultineamente el teo-
rema dual) se formula del modo siguiente:

Si (aa'}(bb') = (aa’) (cc'), entonces

{(ab) (@b ) ({ac)(@'c)) = ({ab)(a'B)}((be) (b'c)).

Se puede esperar que no serz dificil hallar la férmula parecida tam-

o =({((a9)(bc))((ad)(bg))) x

d)(w))((ac)(dqj) )

¢ b (be)(dg) (ag)(be)
DIBUIO 54

bién para ¢l teorema de Pappus— Pascal e igualmente para otros teo-
remas que se encuentran en el texto.
Formulemos un teorema mas:

si ad #be, ad #ag y be +# by,
entonges

(((aq) (bc)) ((ad) (bg)) (((cq) (da)) (ch) (dq)) g = ((ab)(cd)) q.

No es dificil convencerse de que geométricamente esto significa
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que los puntos p, g y ren el dib. 54 se encuentran en una recta. La de-
mostracion de la validez de este teorema se queda como ejercicio para
aplicacion del teorema de Desargues.

En conclusion sefialemos que a pesar de gran diversidad de teore-
mas de configuracion, por mas complejos que sean, todos dichos teo-
vemas {este fue demostrado estrictamente) pueden ser deducidos del
teorema de Pappus — Pascal. Recordemos que para el teorema de De-
sargues (al razonamiento fue efectuado en la pagina 28.
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BAJO EL SELLO DE LA EDITORIAL
“MIR™ EN EL 1981 PUBLICARAN:

Golovina L., Yaglom 1.
INDUCCION EN LA GEOMETRIA

Este libro, dirigido a los alumnos de grados superiores, profesores
de matematicas y estudiantes de las facultades de fisica y matemati-
ca de los institutos de pedagogia, tiene puntos de contacto con el li-
bro “Método de induccidbn matematica™ de 1. Sominski {Editorial
Mir, 1974) y puede ser considerado como su continuacion: serd de
interés especial para los que conocen ya el libro de 1. Sominski
Contiene 37 ejemplos seguidos de la selucion detallada y 40 proble-
mas acompafiados de breves indicaciones. Esta dedicado a diversas
aplicaciones del método de induccion matematica para fa solucidon
de problemas peométricos. A nuestro parccer, lo mds importante en
¢l son los distintos aspectos del método de induccion matemadtica:
algunos {(no todos, por supuesto) ejemplos y problemas pueden
también representar interés por si mismos.

Este texto puede utilizarse en el trabajo del circulo matemdtico de
la escuela secundaria asi como en forma autodidacta.



Markushévich A.
AREAS Y LOGARITMOS

Este trabajo del Doctor en Ciencias Fisicomatematicas, A. Mar-
kushévich, fue enunciado primeramente en la Universidad de Moscu
ante los alumnos de grados superiores de las escuelas secundarias.
En la obra se expone la teoria geométrica de los logaritmos en la
que los iltimos aparecen como ciertas areas. Las propiedades de
logaritmos se obtienen del andlisis de las propiedades respectivas de
las &reas. Junto con esto el libro proporciona las méds simples no-
ciones y propiedades del calculo integral.

No es forzosamente necesario gue el lector sepa qué no es logarit-
mo. No abstante, el lector debe tener conocimientos primarios so-
bre las funciones y su representacion grafica. progresion geométrica
y el limite.

En el caso de que el lector desee obtener a mayor informacién so-
bre los logaritmos podria referirse a la obra “Series” del mismo
autor.

El libro sera Gtil como el libro de lectura para escolares y aquellos
lectores que estén interesados por los problemas que en el mismo se
exponen.






(RIS E PRI NSRRI RE SR N R SRR AR XX,

lecclones populares
de matematicas

La Editorial Mir publicard en el miio 1980
los siguientes libros de esta serie:

Kostovski A.
Construccion geométrica con un solo
circulo
Soloddmikoy A.

Sist de desigualdad
lineales
Fetisov A.
Acerca de las demostraciones
en Geomeiria
Beskin N,
Division del segmento en la

razon dada

Editorial MIR

Y iy e s N R R R R R R R R R R AR N R R R R R A R R A A AL A R AR R R R A RN Y
SUSSASER RGO BP0 O SESORRRORRAS SRR RN R RSO RRIREESEGRRRROPRINRRERERRRRRRARNRRRER N EEe Rt RRaattRe



