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RESENA 

En el folleto se analiza un método, muy singular, de proyección 
de la esfera sobre un plano, un método de amplia utilización, que 
se caracteriza por las siguientes propiedades: los ángulos formados 
por las lineas en la esfera, al ser proyectados en el plano, se 
representan. por ángulos iguales a Ios primeros y formados por 
las ·líneas en el plano, mientras qüe los círculos en la esfera se 
representan en la proyección sobre el plano por las circunferencias 
y líneas rectas. : . 

En él se estudia también la aplicación de este método en la 
·astronomía y la geografía. En la última par.te se trata de la 
,proyección analógica del plano de Lobachevski sobre un plano 
común . 

. La obra está destinada a los escolares de grados superiores 
.y los estudiantes de la enseñanza superior. 
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INTRODUCCIÓN 

El procedimiento de la proyección de figuras sobre un plano 
se usa en las matemáticas con mucha frecuencia. Pa(a obteper 
la representación de una figura, haciendo uso del método indicado, 
se debe elegir en el espacio un punto, llamado centro de proyección, 
unirló, mediante rectas, con todos los p~ntos de la figl,li'a 
a proyectar y encontrar los puntos de intersección de las rectas 
·con el plano de proyección; la representación obtenida se denomina 
proyección de· la figura en -el plano dadQ . 

. Si la figura a proyectar es una circunferencia, su proyeq:_ió.n 
será la línea de intersecciQn del plano con una superficie compuesta 
por las rectas que pasah por el centro de proyección· y los p~,~nto·s 
de la circunferepcia. La superficie mencionada se llama co1io 
circular; El cono circular puede ser recto, si. una perpen.dícl,liar 
trazada desde el centro de proyección al plano de la cir:cunfere.ncía 
pasa por el- centro c,te ést;'l, y oblicuo, en todos los demás casos. 
Las líneas· de intersección de' ·tal superficie con .el plano, en genéral, 
no son circunferencias. Estas líneas se llaman secciones cónicas 
y, si el plano secante no pasa por el vértice del cono; se representan 
por las curvas de tres clases: l. Elipse.~. si las líneas son cemidas; 
2. Parábolas, si las líneas constan de una rama que se extiende 
al infinito; 3. Hipérbolas, si las líneas constan de dos ramas que 
se extienden al infinito (bajo el supuesto de que las rectas que 
unen el vértife del ·cono con la circunferencia dada son infinitas). 
Las circunferenci~s pued~n considerarse como caso particular de las 
elipses. 

Existe, sin embargo; una proyección muy singular para la cual 
las curcunferencias siempre aparecen en la proyección como 
circunferencias o líneas r.ectas. Tal proyección se obtendrá si 
consideral\lOS sólo las circunferencias situadas en una cierta esfera 
(estas circunferel}.cias son las líneas de intersécción de la esfera· con­
lo.s p lanos), y además, como centro de proyección tomamos uno 
de l.os puntos de la· misma esfera, y como plano de proyección, 
un plano que tóca la esfera en él punto diametralmente opuesto 
o cualquier .otro plano paralelo que no pase por el centro de 
proyección. 

En el caso en que el plano de la circunferencia pasa por el 
centro de proyección, ésta ·se representará en la proyección como 
linf!a recta; en todos los .casos 'restantes la .circunferencia en l~ 
esfera se representa sobre el plano indicado-como una ~ircunferencia. 
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Esta proyecciór, posee otra propiedad muy interesante: los ángulos 
formados por las líneas en la esfera se representan en la proyección. 
por ángulos iguales a los primeros formados por las líneas en el 
plano. La tercera propiedad de 1a proyección mencionada consiste 
en lo siguiente: cuando una esfera se hace girar alrededor del 
diámetro que pasa por el centro de proye;cción, las represe.ntacíones 
pl~nas de todas las figuras en la esfera giran en el mismo ángulo, 
alrededor del punto de intersección del plano con el diámetro 
de la esfera. 

La proyección de este tipo, Jlamada proyección estereográfica, 
se util~za con frecuencia en diferentes ramas de las matemáticas, 
como también en la astronomia:, cri~taiografia y geografía. · 

El presente folleto está dedicado a la demostración de. las 
propiedades citadas de la proyección estereográfica y a la exposición 
de algunas de sus aplicaciones. La· obra se compone de ocho 
párrafos. ~n el párrafo 1 se da la definición de la proyección 
estereográfica y se demuestran sus principales propi~dades. En el 
párrafo 2 se analiza la relación entre la proyección estereográfica 
y la a¡jriúrable transformación de un plano en si' mismo, en la 
c_ual las circunfe!encias se transforman también en circunferencias 
o lhteas rectas, mientras que los ángulos formados, por las líneas; 
se transforman en ánguios equivalentes <1 los iniciales, Esta tran~ 
fC)rmaci.ón se denC)miná. inversión respecto .a la circunferencia. Más 
adelante, se establece la relación entre· !á proyección estereográfica 
y una transformación análoga del' espacio, es decir, inversió!'l 
re~ect.o a. la esfera. · 

En el párrafo 3 se demuestran las principales propiedades 
de la proyección estereográfica con ayuda de coordenadas. En el' 
pár.rafo 4 se establece la. relación entre. la proyección estereográfica 
y los. números complejos: en .eJ caso en que el plano de proyecciQn 
se analice como un plano de variable.· compleja, la proyección 
cstere<;>gráfica nos permite representar los números complejos por 
medio de los puntos de una esfera. Esta representación ·es de 
a_mplia aplicación en la teoría ·de fun~iones de variable complej~, 
puesto que el punto denominado .infinitamente l~jano d.el plano. 
de variable compleja. que no tiene representación en el mismo plano, 
se representa w la esfera por el centro de proyección. En el mismo 
párrafo se estudia la métrica esfériC'ci en el plano, cua.ndo se toma 
como distancia entre dos puntos en el plano la distancia esférica 
ent.re los puntos, correspondientes .e·n la esfera, . . Los números 
cómplejos permiten expresar la dista·nda esf~rí,9a ~ la forma más 
scncílla. El párrafo 5 nos muestra las transformac.iones del. plano 
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por medio de las cuales se .representan en la proyecc1on estereo­
grá!ica las revoluciones de la esfera:. Estas transfQ.rmaciones tienen 
su expresión más fd.cil también en números complejos. En el 
pá{rafo 6 se trata del desarrollo histórico de la noción de proyeeción 
esten~ográfica qúe surgió en. ta· antigüedad y se utili7.aba amplia­
mente en la Edad Media .. 

El párrafo 7 da las ilustraciones de la aplicación de la proyección 
estereográfica a la astronomía eri la que la citada proyección 
sirvió de base para la construcción de los. astrolaf>itjs medievales., 
y a lá geografía- para ·levantar cartas de navegación. 

En cl párrafo 8 se dc;fine d plaoo de Lobacheuo;Jci y se muestra 
cómo por medio de una singular proyección estereográfica se _puede 
obtener la 'representación del plano de Lobachevski sobre un :plano 
común. En esta represent~ción las circun.rerencias y lineas rectas 
reproducen !'as circunferencias y algunas ot~as curvas del plano 
de LQbachevski, mien~ras que los ángulos formados por líné~s del. 
plano de 'Lobachcvski se representan en e1 plano común por 
ángulos iguaJes. 

El folleto está destinado a los alumno1¡ de años superiores 
de la escuela y a los estudiantes de. la enseña_Qza superior. Ai leer.lo 
por primera vez puede omitirse el material _más d ificil que viene 
en carácteres pequeños. Como base de la obra,. se han tomado 
las conferencias dictadas por los autore.-; ante los escolares de Moscú. 

2 - 1076 



···:. 

10 

§ 1. 

DEFINICIÓN Y PROPI.E:DADES .. PRlNCI'PALES 
DE LA PROYECCIÓN .. ESTeREOGRÁFICA 

Se denomina proyección estereográfica una proyección de la 
esfera, desde· uno de sus puntos S, al ·plano o, qile to.ca .. Ja esfera 
en el punto S', diamet~¡¡.lmente opuesto ;il. S (fig. 1). Las. propiedades 
d<¡! esta proyección no cambian sustancialmente al ~ustituir el plano. 
u por cualquier ot¡:o plano paralelo a él y que no pase por· el· 
centro de la proyección. Con frecuencia se toma como plano de 
esta .naturaleza el plano diametral de la esfera (será el plano 
ecuatorial de la esfera, si consideram·os como polos de la esfera 
el centro de proyección y el punto diametralmente opuesto). 

Demostremos las tres propiedades siguientes .de Ja proyección 
estereográfica. 

FIG. 1 

A) Las circunferencias pertenecientes a la esfera, al .'if!r proyeétadds 
sobre el plano c:r, se representan f:Omo circunferencias; si las circun­
ferencias situadas sobre. la esfera piis_an por el centro de proyecció~ 
se represen(atl como rectas. 

Antes de proceder a la demostración de esta propiedad 
observ~mos que el paso desde cualquier punto M en la esfera 
hacia su proyeccjón M' en el plano se re~liza .en· algi.ín plano que 
pasa por el diámetro. S, S( qe la. esfer;l. ·. . 

Por esta circunstal)cia,,consideremos inicialme~te unit proyección 
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estereqgráfica de la circunferencia sobre una recta, que se encuentra 
en uno de lo.s planos indicados (fig. 2), y demostremos para este 
caso el siguiente lema: 

Suponganws que en la proyecCión estereográfica de la circun= 
ferencig sobre una recta, los pumos M y N de /u circ¡mferencia 
se representan por los puntos M' y N' de la recta. Entonces: 
L SMN = L SN'M' y L.S!;JM = LSM'N'. 

Efecti vamcnte, los triángulos rectangulares SM S' y SS' M' son 
semejantes y tienen ef ángulo agudo MSS' como el común; por lo 

SM SS' . S . , ( )2 
tanto: SS' = SM' , es dectr, M· SM = S~ . 

S . 

F'IG. 2 

De esta misma manera, considerando los triángulos SNS' y SS' N' 
con ángulo agudo NSS' común, encontramos que SN. SN' = (SS')2 • 

Comparando las igualdades obtenidas llegamos a la conclusión 
de que: 

SM ·SN' = SN ·SN', (1) 

de donde: 

SM S N 
SN' = SM' ... (2) 

De la proporción (2) se ~e.duce· que los t ríáQgul~ SMN ·y SN'M..' 
qué tienen el ángulp agudo MSN CQm~n. SO!l semej~ntes ~ .aqttinás,, 
los ángulos ·.c. SMN y ¿_ SNM def t.riiir)·g!:ll'q ··sM'N' son· ig~aies· 
respcc~ivamente. a lo$ ángulos ., L SN' iW y, .c. .:SM' IV' del .triánguiQ.. 
SN'M'. ., .. : 
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Ahora, demostremos la propiedad A) d~ .la proyección estereo­
gráfica. Si una circunferencia de la esfera ·pasa ppi' el punto S, 
entonces se halla en e'l plano que pasa. por ·el mismo punto, 
y su proyección desde el punto S al plano o- es la línea de 
intersección de ambos planos, es decir, una línea recta. Si la 
circunferencia en la esfera no pasa po¡: el punto S, se puede 
considerar que el plano que pasa por la recta SS' y el centro 
de la circunferencia, es el plano representado en la fig. 2, mientras 
que el segmento MN es el diámetro de la circunferencia dispuesto 
en el plano. En .este caso las líneas ·que proyec~!ln los puntos 
de la círcunlerencia son generatrices rectilíneas de uh cono circular· 
oblicuo con vértice en el punto S. 

Mientr.l!S un cono circular. recto p.osee una sola familia de· 
secciones circulares, es decir, las seccion·es formadas por los planos 
paralelos a su base, un cono circular oblicuo tiene dos familias 
de esta especie. Una ·de ellas está formada por las secciones mediante 

I'IC. 3 

planos paralelos a )a base del cono. Para, obtener otra famiiia 
de secciones circulares del cono circular· oblicuo recordemos que, 
al b.ajar la perpendicular CD desde el punto arbitrario ~e al 
diámetro AB de la circunferencia (fig~ 3) se cumple la igualdad 

AD·BD = CD2
' ... 0) 

y, recíproc(lmcnte, si se cumple la igual.dad (3) para cualquier punto 
C de una curva y alguna recta AB, la- curva es una. circunferel)cia 
o una parte de ella. · 

ConsideremoS;· ahora, un cono drcular oblicuo de vértice A 
y con base cuyo qiámetro es el segmento :BC. Sup~>ndremos que 
la recta BC pasa por la base de una ·perpcndic;ular trazada desde 
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el vértice del cono hasta su base (fig. 4). Hagamos que se intersequen 
el col)o y un plano que sea perpendicular al plano ABC y le corte 
a éste a lo largo de la recta HK tul que los puntos H y K 
.se hallen en la superficie del coqo y L AHK = L ACB y, además, 
L AKH = L ABC. Este plano cortará la superficie del cono por 
la curva HJK. Demostremos que la curva HJK es una circun­
ferencia. Con este fin examinemos un punto arbit rario J de la curva 
y un punto cualquiera Len .la circunferencia de la base del cono, 
trazemos las perpendiculares JG y LM al plano ABC. Por St!pucsto, 
las rectas JM y 'IM, que son. perp((ndiculares a un mismo plano, 
son paralelas. Tracemos u.na recta DGE (por el p\.!nto G), paralela 
a la . recta BC, y un pla no .que pase por las rectas DE y JG. 
Dado que la recta DE es paralela a la recta BC, mientras que 

rl<l. 4 

la recta JG es paralela a LM, entonces el plano trazado será 
paralelo al plano de la base 'éiel cono y, aJ cortar el cono, forma 
una sección circular. Perq, ~ebido a la propiedad (3), para la 
sección circular obtenida se <:uml?le la ·iaualdad 

DG ·efE= JG2 
•• , (4) 

Por otra parte, como L AHK = L.. ACB el CU!ll a caus~ del 
paralelismo de las rectas DE y BC, es igu~l aJ..;ingu[o AED, y como. 
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por la misma razón, L AKH = L ABC = L ADE, entonces 
L HDG = L EKG y L DHG = L KEG. Por eso, Jos triángulos 
EGK y HGD, que tienen ángulos iguales en sus y~rtices, son 
semejantes. · 

Por la semejanza de estos triángu)Qs se cumple la proporción 

HG EG 
GD = GK' 

de donde 

. DG · GE = HG · GK, 

es decir, de la igualdad (4) tenemos: 

HG · GK=JG2
• (5) 

Ya que la igualdad (5) tiene la misma for ma que la (3) y tiene 
lugar para cualquier punto de la curva HiK y de la recta HK, 
resulta que la curva HJK es una circunferencia. Como la misma 
propicd'ad la posee una sección del cono, obtenida ~1 cortarlo por 
un plano cualquiera, paralelo al plano HJK, hemos determinado, 
por consiguiente, la segunda familia de secciones circulares del cono 
circular oblicuo._ 

Ya que en la fig. 21os triángulos SM'N' y SNM están dispuestos 
de un modo. igual que los triángulos ABC y AH K en la fig. 4, 
entonces, de la igualdad de ángulos de los triángulos. SM' N' 
y SNM' se deduce que una sección del cono circular oblicuo; 
obtenida al cortar el ·cono por un .plano que toca la esfera en el 
punto S', es una circunferencia de diámetro M' N' (de generatrices 
rectilíneas del cono sirven las rectas que hacen la proyección 
de la circunferencia de diámetro M N en la esfera). Así queda 
demostrada la ·propiedad A). 

la existencia. en un cono circul'ar oblicuo, de dos familias de secciones 
circulares puede ·ser demostrada usando _otro metodo, esto es, por !.)'ledio 
de plano de simetr(a de este cono. Suele decirse que una figura es 
simétriCa respecto al plano ~ (fig. 5), si para un punto A de la figura 
se encu.entra otro punto, A', de la mi~ma figura que es una reflexión 
especular con relación al plano a .. En otras palabras, el pun.to A' se· 
encue,ri.tra· en una .perpéndicular, trazad!!- so~re ~1 plano a desde el punto A, 
¡t ia mi~ma distancia de o. que el punto A, mas por otro lado del 
plano o.. En el caso de un cono recto circular, cualquier plano q¡¡e pasa 
por el eje de éste, es un plano de simetría. Se puede demostrar .que para 
el cono oblicuo, expuesto en la lig. 4, uno qe los planos de simetría 
es el plano ABC qúe pasa por !a recta que une e! vértice del cono con 
el centro de la base, y por una perpendicular bajada del v~rtice a la base. 
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Este plano corta el cono a lo largo de dos generatrices. la bisectriz. del 
ángulo formado por las ~ener!ltrices se denomina eje del cono oblicuo 
(al que suponernos extend•do hasta co ), El segundo plano de simetría del 
cono oblicuo es un plano que pasa por el eje del cono perpendicular­
mente al primer plano. Al reflejarse de éste, todas las secciones circulares 
del cono se convierten en sí mis"'as al reflejarse del segúndo plano, las 
secciones de la primera familia se transforman en secciones circulares 
de la segunda y viceversa. La presencia en el cono circular oblicuo de dos 
planos de simetría, mutuamente perpendiculares, indica que al cortar el 
cono por un .plano perpendicular a su eje, obtencjremos una curva, cuyos 
ejes de simetría son mutuam~nte perpendiculares, es decir, una elipse, que 
puede obtenerse a partir de una cir:cunferencia, al comprimirla en dirección 
a uno-·de sus diámetros. En la {ig·. 6 aparece la elipse ABCD, obtenida 
por compresión de la circunferencia AB'CD' hacía su diámetro AC. 
La figura 7 nos muestra dos secciones del cono circular oblicuo del 
diámetro de base M N; .. • 

1) una sección. circular de diámetro M'N', y 
2) una sección que tien.e forma de elípse; el segmento M0 N° es uno 

de sus ejes. 

A 

ftG. S FIG, 6 

D.ebe señalarse que cualquier circunferencia o recta en el plano 
(J -es ra proyección de cierta circunferencia en la esfera: cada recta 
es una proyección de la circu~_ferencia obtenida al cortar la esfera 
por un plano que pasa por e.sta recta y el centro de proyección; 
cada circunferencia en el plano cr· es una circunferencia de la base 
de ciertó cono circu\a_r oblicuo con vértice en el centro de 
proyección. 

Razonando de modo igual qu(,: en el caso A), se puede demostrar 
que la .línea por la cual la superficie del cono se interseca con 
una esfera, es una circunferencia de sección circul'ar perteneciente 
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FIC. 8 

a ·la familia de secciones circula,res del oono que no_ son paralelas 
a la pase. Por oonsiguicnte, tod¡l circunferencia en el plano ·cr 
es una proyección de la circunferencia de la esfera .que se obtiene~ 
al intersecarse la esfera y el cono determinado por la circunferc.ncia 
en el plano cr. 

Observemos 'iarnbién que, al efectuarse una .proyección esteJ:eo­
grática, el centro de la circunferencia de diámetro MN no se 
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'transforma en el centro de la circunferencia de diámetro .M'N,'. 
Efectivamente; ~n:. L, centro· del diámeir.o M N;· y L', proyección 
de L en. el plano (fig. 8). 

Ya que la recia SL no es perpendicular a la cu~rda MN, 
entonces dividirá el ar~o .M N en dos partes desiguale~ M L 0 

y L0N, siendo Mi.J > i.J.N. P9r· ello, L MSL > L LSN. Tracemos 
una recta SK que forma con. SM el ángulo MSK, igual al L... LSN. 
Esta recta corta la r~ta M'N' en el punto .K'~ En. l,os triáriguÍOs 
,$M'K:' y SNLJo~¡"ángulos S son iguales por éOnstrucción, mientras 
que los .ángulos 'M' y N son iguales según lo. d~ritostrado anterior­
mente. Por consiguiet'lt~, . ·los triángulos .indicados s9n semeja~tes 

l 1 
. . SN N L p· . . • d l _ 

y se cump e a proporc¡on: SM' = M'K:" : or C)tra parte~ . e a· 

semejanza de los triangulps SCN y SN' M' se. ~eduoe 'la •pr~porcicm 
SN M N 

1 
. 

1 
:· 

1 
• • . 

SM' = ·M'N', por 9 que tiene ugar as ·proporCJones 

NL M N N L M' K ' . J . 
M'K ' = M' N' y MN = M' N'. Pero, Nf..=;-:¡MN, por c;onsi-

guiente, M' f(' = ~ M ' N', ~ décir, el punto- K' es el centro del · 

diámetro M ' N'. Por esto, el, centró K' del circulo co~. diámetro 
M' N' no es una ·proy!XCión del· centro L del 'circulo con diámetro 
M N, sino del' punto K' de este diámetro· .para el cual L. M SK = 
,;.. LLSN. . 1 

Demo~tremos la s~gunda propiedad de la proyección estereo­
gráfica. 

B) 'En· la 'proyección. estereográfica, los ~ngulos formados por las 
curvas de· una esfera, son repre$entados por á'ngu1~s ígiUJ/es, fo~os 
por las curvas proyectar/as sobre el plano u. ' 

Como á'ngu19 fórmado por curvas, se considera el ángulo forll)ado 
por las tangentes a las eurv~s en el puntó ,de su interseccic,Sn. 
Tracemos 'dqs curvas por. el punto. M de 'la esfera. Supongamos· 
que las. tangen~es a las curvas eo el punto M intersecan'el plano ·n 

que toca la esfera en el punto S, en K y L (fig. 9). Unamos los 
puntos K y L ~n ·s. Entonoes, KM= KS como dos tangentes 
a la esfera, trazadas desde un inismo punto; pQr la ~isma razón 
LM = i,.S. Por ello, en Jos triángulos KtM y KL$, qu.e tienen 
un lado T<L común, todos los ladoll son respectivamente iguales: 
Oe aqu~ proviene la igualdad de 4ngulos de 'los triáng¡ilos 
.indicados y, .eq particular, la. Igualdad ·.L KML = L. KSL. ¡!n. la 
proyécdón, las cur.vas e!e¡pd~ tendrán. la forma d9 d9s Cur'vas· 

.l-1076 
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que parten del punto M'; el ángul9 formado por ellas ·es igual 
al ángulo rormadd por las tangentes. Las tangent~.~ M' K' y M''l_¡.. 
son proyecciont.-s de las tangentes MK y ML y, por CQnsig!Jiente, 
línéá.s de intersección de¡ los planos SKM y SIM con el pla_n9 
de ptoyección cr. Pero, ·Jós planos SKM y SLM cortan el plano Jt. 

pa~Jelo aJ plano de proyección a,~ lo largo de las rectas SK y SL . 
. Por esto, las rectas M' K' y M'V son respectivall)ente paraJ~las 

aSKySL,yadernás, L K'M'L' = L KSL.Como L KSL = L .KMJ,, 
resulta que L K'M~V = L KML. La propiedad B) qúeda así 
demostrada. · 

l'fC. 9 

La tercera pr-opiedad de la proyección estereográfica consiste 
en lo .siguiente : 

C) Cuando la esfera gira alre4edor del diámetro qut: pasa por 
el polo, en el plano cr tanibién tiene lugpr el giro én un mismo. 
ángulo, alrededor del punto donde Stf lo~an la esfera y el plano. 

Esta propiedad se deduce inmediatamente de! he<;ho de que 
la conversión de cualquier punto M en su proyección M' ·Sobre 
el plano cr se re_¡iliza en un cierto plano que pasa por el. diámetro 
SS'.. Al girar la esfera un ángulo cp, la. línea de intersección del 
plan'o dado con el de proyección girara un ál)gulo iguaL 

' 



§ 2. 
PROYECCIÓN ESTEREOGRÁFICA E INVERSIÓN 

En una proyección .estereográfica los puntos diametralmente 
opuestos de una esfera se representan en el plano o mediante 
ciertos p\lntos. Trataremos de encontrarlos. Supongamos que M 
y N son los puntos de la esfera, diametralmenle opuestos, y se 
repr~seman en la proyección sobre el plano o por las puntos M' 
y N' (fíg. 10). Mostremos que, al designar por R el radio de la 
esfera, tenemos 

(6) 

En efecto, el ángulo MSN que .descansa sobre el diámetro MN 
de la circunferencia, es rectó: Por eflo, el ángulo S -en d triángulo 

S 

I'IG. lO 

M'SN' es también recw. Dado que SS' es la altura del triángulo 
rectangular M'SN', se cumple la igualdad 

S' M' ·S' N' = (SS')2 • 

Sllstítuyendo SS' en esta igualdad por 2R, obtenemos la 
correlac¡ón (6). 

Siendo M ' un punto .arbitrado en el plano cr, d istinto del 
punto S', podemos encontrar cierto punto N' en el mismo plano 
que correspondería al punto. M'. Para ello, unamos los pu ntos M' 
y S, encontremos el punto M de intersección de la recta M'S con 
la esfera~ hallemos después el punto N de la esfera que sería 
diametra.lmentc opuesto al pu'nto M , y al efectuar la proyección 
del punto N en el plano ·cr, tendremos el punto N'. Hemos 
obtenido una transformáción del plano que pone en correspon-

J· 
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dencia a cualquier punto M ' del plano, distinto del punto S', 
un cierto punto N' del mismo plano . 

. Señalemos que la transformació.n indica,da se relaciona estre­
chamente con otra transformación conocida del plano, ·llamada 
irwersion respecto a la circunferencia. s'upongamos que en un plano 
se ha dado una circunferencia con centro en M 0 y ·radio R 
(fig. 1·1 ). Se llama inversián respecto a la circunferencia .una trans­
formación del plano en la que cualq4ier _punto M del plano, 

,. 

F'IC. 11 

.é!if~r~n~e de M 0, se · tran~sforma en el punto M' (en la recta M 0M , 
pot' el mismo lado pe M 0 que M) tal que se cumpla la igualdad 

MoM · MoM' = R2
• (7) 

.. ·.En la inversión, lodos los puntos situados dentro de la circun­
ferencia se convierten en puntos fuera ~e la misma, ':1 vicevers~. 

Los puntos, perten~cientes a la propia. circunferencia, se transforman 
en sí 'mismos. 0 · 

!,.a tr¡¡.nsformación considerada, en donde Jos -puntos ~· del 
plano tí distintos del punto S', pasan a· ser N', es distinta a la 
inversión respecto a una circunferenCia con el. centro en S' 
y ra9io 21<. La diferencia· consiste ~n que el punto N' se encventra 
en la recta M' S' a una distancia detertnin.!}da según la correlación 
(6), perQ no por el mismo ladp (con relación al .punto S') que 
el punto M'. Esta rransformacíón .puede representarse como una 

• 
1

, Para una información más detalláda acerca del 
fenómeno de inversión, el leclor ·puede. acudir al folleto "I-nversión" por­
l. Y·a. Bakelman. 
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realización consecutiv~ (en Cl\alguíer orden) de ,la inversión indicada 
y de la reflexión del _punto S'. De aquí prov.iene que la i nversi.ón 
respecto a cualquier circunfe~encia de un plano con centro en. M 0 

y radio R puede representarse como realización consecutiva de 
cuatro transfor111aciones: 

- transformación, reciproca a la proyección estereogr-áliq~. 

respecto a una. esfera de radio R/2 que toca. el plano en el punto 
M 0 . En esta tr-ansformación el punto M del plano a se conyierte 
en un punto de la esfera; . · 

. - paso desde esta esfera .a un punto diametralmente opuesto 
de la misma~ 

- realizaci.ón de la proyección esfereográfí~a del punto obtenido 
de la esfera ·sobre el plano cr; 

- obtención de la r~flexión .Qel .punto encontrado en el plano cr 

del punto M 0• 

Ya que e!l virtud de la propiedad A) d~ la proyección ester~o­
gráfica las cin:tinferencias de una esfera,. ql ser proyectadas· ~qbre 
el plano cr, aparecen en forma de circunferencias y· ~ctas, 

J viceversa, cada circunfétencia o recta en el,.. plariQ ·cr ··es fa: 
proyección de cierta circunferencia en la esfera. Pero, al. ·pasát 
a los puntos diamctralment~ opuestos de la esfera (es decir, cuflndo 
la esfera s~ refleja de su c.entro) las circunferencias- eri la. esfera 
·se tran~forman. en circunferencias, mientras que cuando el plano 
se refleja de U!) punto, las circunferencias y rectas aparecen en 
forma de circu'nférencias y rectas. A consecuencia de lo enunciado, 
nuestra represenfación. de la .inversión como resultado de la 
realización consecutiva de las cuatro transfortJlaciones indicadas 
nos lleva .a la conclusión de que la inversión posee la siguicrfte 
propiedad: 

A') En la realizáción de una inversión las circunferencias y rect.as 
se cran:¡j(Jrinan en circunferencias y rectas. 

No es -dificil convencerse de que. en una inversión las circun­
ferencias y rectas se transforma·n en circunferencias y rectas cuando 
y sólo cuando ellas pasan ·por el punto M0 • 

Ig~!llmente; en virtud de la propiedad B) de la ·proyección 
estereográfica •. los ángulos fo·rmados por curvas en la esfera se 
representan. por -angulos iguales, formados por las curvas en el 
plano cr. Si una esfera· o un plano son reflejadas, respectivamente, 
del centro o d.e. un punto, los ángu.los formados _por las éurvas 
en .la esfera .o el plano tambiéh se representan por ángulo~ igual~­
a los primeros i ·for~~d·os por ·.curvas en la esfera o en el plano·. 
Asi, de nuestra representacjón de la inversión como resultado 
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de la realización consecutiva de · ~atro transformaciones se deduce 
que la inversión posee también la propiedad 

·B') En la reali zación de una inversi{m los ángulos formados por 
las curvas se expresan por ángulos iguales formados por curvas 
transformadas. · · 

Los resultados de la realización con~ecutiva de una inversión 
con relación ,a la circunferencia de radio R y centro en .el punto 
M o. y de la ·reflexión de un plano -de algún pünto (debidó a 1~ 
causas sobre las cuales trataremos más abajo, en el § 4) se denominan 
inversión respecto a una circunferencia imaginaria de radio 
imaginario iR y centro en M0 • 

Observemos que de un modo totalmente igual a la inversió11 
respecto a una circunferencia en el plano se puede definir en d 
espacio la inrJersion .respecto a una esfera de radio R y ce.ntro en 
M0 , es decir, la transformación del espa,~io para la cual cada punto 
M en el espacio, distinto del punto M.Q, se convierte· en el punto 
M' .(situado en la recta M 0M por el mismo lado con relación 
a M 0 que el punto M) tal que se cumple la. correlación (7). 
Se puede demo.§trar que la inversión .respecto a una esfera en el 
espacio tiene las mismas propiedades A') y B') que la inversión 
·cespectp 4 una circunfere.ocia ~n el plano y además, una propiedad 
semej_an.te a la A') 

A'~ En la in~'crsión las esferas y los planos se transforman, 
respéctiv.amente, en esf~Jra y planos. 

No es difícil convencerse de que en la. inversión respecto .a una · 
e5.fera las cir-cunferencias y rcctns se tr!}nsformaQ. en rectas; las 
esferas y los ·planos en. la misma ínversión se con'(ierten en planos 
c.il' ll~ so"to caso, es decir, cua11do ellos pasan por el punto M 0 . 

Existe. una vinculación singular. ~ntre la proyección estereográfica 
e inversión respecto a una esfera.: Esta ·,vinculación consiste en l.o 
siguí~nte: si realizamos la inversi4n respecto a una esfera de radio 
SS' y centro en el p~mro S, la esfera. de· diámetro SS' se convartirá 
en el plano O", que toca ambas. e.if.eras en el punto S': la rejle"xión 
obtenida de la esfera en el plano o coincide con la proyección 
estereográfica de la esfera sobre el plano cr (fig. 12); 

Ef~tivamente, en el párrafo 1. "he~os encontrado que para todo 
punto M de la esfera que es proyectadl,l sobre el plano cr, y para 
el punto M' en el plano cr, correspondiente a M', se cumple 
la correlación · 

SM · SM' • (SS')2
• 
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-fiG. ll 

Esta correlat-'ión atestigua que el punto M' del 'plano se ot>t'iel)_~ 

del punto M por medio de una inversión respecto a la esr~r<.t 

de radio SS' y centro en el pun~o S. 
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§ 3. 

DeMOSTRACION DE LAS· PROPIEDADES 

DE LA PROYECCIÓN ESTEREOGRÁFICA M.E.DIANTE 

EL MÉTODO DE COORDENADAS 

Para los lectores que conocen el método de coordenadas presentamos. 
la demostración de 1~ P.topíedades de la proyección estereográfica por 
medio de coordenadas (el contenjdo del. ~rrafo puede ser O!llitido s\n 
perJuicjó para la comprensión de los temns ~iguientcs). Imaginemos un 
sistema. de ooordenada.s rectaogula~ X; ·r . Z en er espacio y recordemos ·· 
que la distancia d entre los puntos M t.< X ,1 Y" Z¡) y M z-(X z, Y z, Z2) 

puede ser determinada según la siguiente fórmula·: 

d = V(xz- x ¡)z + C.Y.2- r ,f + (Zz- t,y. (S) 

_._Par~ úngulo cp formado por los segmentos dirigidos (vectores) 
OM¡ y OM2, que parten del origen de ·j;oordenadas O, se emj)lea la fórmula 

X 1Xz + Y ,·yz + Z,Zz 
cos~ = · 
_ Vx~+Y~ +ZfVX~+ Y~+Z~ 

(9)_ 

Examinemos la proyección estereográfica de una esfera de radio · 1 • 
y ·c~:oirj) ~n el origen· de coordenadas O. La proyección se efectúa del 
punto $ (eo ·el eje OZ) .sobre el plano a que toca la esfera en el punto 
'diamctrálrriente OP.uestó a S. En este caso, .la ecuación de la esfera tiene; 

·la .form:t xz + yz + z:t = 1, ( lO) 

Las coordenadas del punto S son O; O, 1, y el planQ cr de ht prqyección 
es el.;plano Z: - .l. S~pongamos .que el punto M (X, Y, Z) de la esrera~ 
al ser proyectado_ estereográficamente, se .transrorma en el punto 
M'(~ y. .... 1) del pl~!'lo. E~con lremos; la relación que- existe· entre la~ 

· .~t;nde~a~as ;x:, y del punto M', -y las· coordenada~ X, Y, z· del punto .M. 
·· !&¡no I.Q!..Punt9s S, M y M ' se hallan en 4.na mism;~ recta, los vectores 
SM . Y. S M.' están orientados en ~.irección á una m.í.sma recta y, por 
consigl!i~nte, las d iferencias en coord~nadas (X, Y, Z- 1) de los puntos 
S~ M y (x, y1 - 2) de los p untos S; M ' . son prop.ofcionales;· 

.!_ = .!..~ 1 '- z. =k. 
X y . 2 

Por lo tanto: 
X = kx, Y =k y, Z = 1 - 2k. 

:Pado que las coordenadas X, Y, Z satisraccn la ecuación (10) de la 
esfera; encontram~s que 

k2 (x2 + yl) + (l. - ~k)2 = 1 

ó 
(11) 
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los valores de .k que satisfacen la condición {J I), rorresponden a los 
puntos de InterseCción. de la recta SM con la esfera: .el valor k "' O 
·corresponde al punto S, y el valor 

k= 4 
x2 +l +4 

corresponde al. punto M. Por eso, lás coordenu.das de M, correspondientes 
al punto M', son: 

X= 4x y = 4y z = x2 + y2- 4. (12) 
xz + y2 + 4 , . , xl + yl + 4 , .il + yl + 4 

Á hora usapdo el m~odo·de coordenadas, demostraremos las própicdildes 
de la proyección estéreográfica. . 

A) Dado que las circwúercncias se obtienen al cortar la esfera _por 
·unos planos, es .evidente qu~ las coordenadas de los puntos· en · l~ 
circunferencias están subordinadas a· las mismas condiciones que. :tas 
coordena~as de los puntos de los planos, es decir, se determi~n pQr .las 
ecuaciones de .éstos. 'Examinemos un · plano que se define por la ccua9ión 

AX +BY+ ez + D =O, .(Ül 

y enco ntremos el lugar geo metrico de los puntos del pllinQ, corrcspo.n~i¡;ittes 
a los P,untos en que se interseciln el plano (13) :y la -esfera (10).. Con. ~te 
lin sustituya111os Jos valores X, Y, ~ de la fórmul~ (l2) en· la ecl,l8éión :(1~). 

Vemos que las ·coordenadas (x. ')') de los pun tos del lugar geométrico 
satisfa~n la condición 

A ~X + 8 . 4y 
x1 +y1 +4 XZ+y2 +4 

lo que se puede escribir en la forma 

4Ax + 4By + C (x2 + j - ·4) + D (x2. + y2 + 4) = 0,"> 

ó 

(e+ D).(x2 + y2
) + 4Ax + 48y + 4 (D- C) =O. (14) 

Sustituyerid9 l~ coordenadas del punto S en la ecuación (13) obtenemos 
la condició n e+ D =O, la cual ~ ·necesaria y suficiente para que el plano 
(13) pase ,poi' .el pu_ilto S. Por consiguiente, si· eJ ·plano (13) no pasa por 
el puqto S, e+ D ~Q .y la ecuación. (14) es ·la ecuación de uoá circun­
ferencia. Si el piJ!.OO (13) pasa por el punto s. entonces e+ D -o 
y la ecuaeión.·( l4) es_.l a de una recta·. 

8 ). La demostración de esta propiedad oon ayuda del método de 
coordenadas requiere· qúe el ledor esté familiarizado con el cál!=ulo 
diferencial. 'El .ángulo fQtmado por dos curvas en la esfera es igual al 
ángulo formado por las tangentes a· estas curvas en el punto de· su 
intersección y, por consiguiente, al ángulo formado p0r dos vectores 
dirigidos a lo largo de estas tangentes. Si las •coordenadas del punto M 
las utilizamos como coordenadas del ·vector OM, entonces -puede tomarse 
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como vector dírígido según una. tangente a la curva en el punto 
M (X, Y. Z) el vector cuyas coordenadas son las diferenciales d.X. dY, dZ 
de las coordenadas del pu nto M. 

Designemos: por {dX, dY, dZ} el vector dirigido según la tangente 
a una de las dos curvas en la esfera; y por. {SX, óY, oZ},· el vector, 
dirigido según la tangente a la otra de la~ curvas indicadas. 

En virtud de (9), el ángulo 4> Jo rmado por estos dos vectores y, por 
consiguiente, por las curvas, se determina según la fórmula 

..., --;.;;;;;::::;;:~d""'X'=o~X:=+::::,d~Y--=o-;:_Y:::::+=id=Z'=ó=Z~=::::;:-cos .... =-
Vt1X2 + dY~+ dZ2 V5X2 + ¡¡ Y2 + ¡¡z 2 

(15) 

l;:J ángulo <¡>, formado por dos curvas en el plano, que se obtieneil 
proyectándolas en la esfera, es igual al ángulo formado por <los vectores 
{dx, tly} y {ox, oy}. es decir, 

cos <P =· --;;;=id=x==o=x~+:_;;dy===:óy'==­
Vt~x2 + Ji Voxz + ¡;yz 

(16) 

Derivando las fórmulas (12) enc()ntrarémos las diferenciales dX jy 
dZo Estas d ife¡:cnciales son, respectivamente: ' ' 

dX= (x2+l+4)o4dx-2(xdx+ydy}o4x = 
(x2 + yz + 4)1 

4(y2- xo!O + 4) dx- 8xy dy 
= (xl +l +4)2 • 

dY= (,x-2+ i +4) · 4dy -2(xdx+ y dy)o 4y = 

(xl + yl + 4)2 
_ · 4 (ox2 - y2 + 4) dy - 8xy dx 
- (.xl + i ..,. 4)2 ' . 

dZ = (,i20 + l + 4) o 2(x dx + y dy) - (x2 + y2
- 4) o 2 (x dx + y dy) = 

. . (xz + y2 + 4)z 

i6 (x d,t +y <M 
= (xZ + y2 ~ 4)2 . 

Sustituyen~o estas dircrencialcs en las expresiones para el numerador 
y los .factores del denominador de la fórmula (1 5), obtenemos: 

dX óX + dYó Y+ dZ oZ = ló (dx Sx + dy $y) , 
(xz + l + 4)2 

V dX2+dYz+dZl= 4Vdx2+di' 
x2+y2+4 
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Po.r ello: 

(17) 

y, por •\o tan~o, el ángulo <1>, forma<io por las curvas en la esfera es igual 
al ángulo q>, formado por las curvas correspondientes en el pláno e{ 

C) El giro de la- C$fera ~lr~dedor del eje OZ ,se puede escribír· en la 
forma: . 

X'= X cos <1>- Y sen<!>, } 

Y' = X sen \11 + Y oos <1>, . 

Z' =Z. 

'(18) 

El glro del plano alrededor del i:>~igen de coordenadas se expresa a~í: 

x' = x CQS q>- >' sen q>, } · (1.9) 
y' = x sen <P + y cos <p. 

En virtud de la correlación 

x'l + y'l = x2 + l 
(que se comprueba de una man~ra muy fácil), las coordenadas de ·un 
punto de la esfera que corresponde :il punto del plano de coordenadas 
x, y'. - 1 serán: 

xz. = 4 (x cos cp- y sen <J>) 
xl + i +4 

Y' = 4 (x sen ((¡ + y cos cp) 
;~2 + y2 + 4 

Z' = x2 + y2 - !1 "" Z, 
x2 + yz + 4 

X cos cp - rscn cp, 

X sen cp + Y cos cp, 

es decir, coinciden. con las coorde~adas (18) cuando (J> = cp, de lo que 
se deduce que nuestra alirmación e§ correcta. 
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§ 4. 

MÉTRICA ESFÉRICA EN EL PLANO. 

APLICACIÓN DE NÚMEROS COMPLEJOS 

Además de la distancia común entre dos puntQ.s de un plano, se 
pueden, determinar también otras distancias, definidas según. ·ciertas leyes, 
llamadas métricas del plano (la palabra métrica se ·prov.!ene de .la palabra' 
griega "metreo" que stgnific¡¡ "mido·'). 

En particular, haciendo proyectár la esfera sobre un plano, podemos 
trasladar a este último la métrica de la esfera, si iomamos como distancia 
l'rf' N' del plano la di~tancía entre los puntos. correspondientes M y N 
de la esfera, llamada· distancia esférica y medida a lo largo de la. gran 
circunferencia de la ~ferá. En el caso en que r sea d radio de la esfera 
la distancia esféric¡¡ entre los puntos M y N es Í$ual al ángulo MON 
(formado por lo~ radios OM y ON de la esfera). mul.típlicado por r. 
Cuando r = 1, la distancía esférica eS igual .al. propio ángulo MON. 

La proye<:ción estereográfica establece una correspondencia biunívoca 
entre los puntos del plano o y los de la. esfera, siendo excluido de ést;¡ 
el punto S. 

Con el fi n de obtener la correspondencia biunívoca entre el plano d 
y la ésfera se debe <:ompletar el p1anó o c~m un punto que· consideraremos 
porrespondiet:ttt<. a:t punto S de lil- esfera. 

'Cúa~do el pu.pto de. la esfera se aproxima· a S, el punto correspondiente· 
de! plano se ;tleja hacia. el infinito, raz9n por 'la cual el punto añadi~o 
sé denomina puiiw. (r¡fini(tlmente. l.ejlJno. Designémoslo por el símbolo oo . 

. L~ distancia csfhica. (¡} entre los p untos M y N, en la esfera (10) 
· d~ ·1'a'.díó unitario y ooordeoadas X, Y, Z y X', Y', Z' es igual al áñgulo, 
" fol'm¡tdo p OI' radios OM y ON, es decir: 

cos C•l = X X' + :Y Y' + ZZ' . 

. , Sustituyendo X, Y, Z por sus .expresiones (12), a través de las 
·coordenadas x. y del punto en el plano, y las X', Y', Z', por la expresión 
.anál,oga (a través de x-;· y), eocqntramos que la di$tancia (¡} puede ser 
~xpresada· mediante las coordenadas x, y y x:, y' según la f6rrimla 

16 (xx' + yy') + (x2 + y1
. -:: 4) (x'1 + y'

1 
- 4) 

cos ( 1) = (2 1) 
(x2 + y2 + 4) (.~· + y' + 4) 

o sea 
cos2 ~ = 1 + cos IJJ 

2 2 
_ (x2 + y2 + 4)(x'

2 + y'
2 + 4) + 16 (xx' + yJ') + (x~ + / - 4)(x'

2 + y'2 -4) 
- 2(x2 +y2 +4){x' +y' +4) 

es .decir, 
cós2 ~ = (x2 + y 2)(x'

2 + y'
1
) + 8(xx' +.yy') + 16 ' ·,., 

2 (x 1 + y1 + 4){x' +.Y' + 4) 
(22) 

Las fórmulas (12) y (22) pueden ser simplificadas, sí .consideramos el 
plano cr, completado por el punto infinitamente lejano oo, como ~lano 
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de una variable compleja, es decir,. para cualquier punto M (~. y) del 
plano a encontraremos un número complejo correspondiente 

;: = ~ + iy. 

S . d z+z z-z {d d- ') d 
~lltuyen o x e y por -

2
- · y -u on e z = x - '>', po cmos 

escribir las fórmulas (12) así: 

X= 2(z + z). 
zí + 4 

y... 2(z- z) (23) 
i (:zz + 4)' 
zz- 4 z = ---.---, zz+ 4 

.Y la fórmula (22) 
z ro _ (z~' + 4}(z'z + 4) 

cos -- . . 
2 · (zz + .4)(z'z + 4) 

(24) 

Encontremos, ahora, los puntos del ·¡ilj\no. cr, por- cuyo in~!!rfuedio son · 
expresados en .la proyección estereográfica los ·puntos d~ametralmente 

opuestos de la esfera. Si los puntos M y M' de la. esfera (10) son 
diametralmente opuestos, la distancia esférica ro entre ellos es igual a. '.lt, 

y entonces cos ~ = óos ; = O, En este caso, el numerad~r de la expresión 

(24), siendo igual a· 1 :z' + 41'. es ce.ro, es decir, 

zz' + 4 =o. 
y¡ por consiguiente, 4 

z'=- - . 
:z 

(25) 

Haciendo uso· de· números. complejos escribamos \u inversión respecto 

a la circunferencia ·de radió R y cé'ntro en Mo- Si los puntos M0 , M 

y M' se detl!'.rminan por medio ·de los números compleJOS z0, z y z', 

la condición {7) ·puede escribirse en la forma 

jz- z0 j-jt - zol = R2
• 

·y debido a que los vectores M 0 M 'l M 0 M' cstún dirigidos a lo largo 

de una misma recta y se diferencian sólo en un factor positivo, la última 

correlación se cumple iambién para los números complejos,. z - Zo 

y z' - z0, que les expresan, es decir: 

• 1 z'- Zo] R2 

z - ·zo= (z-z0)= , .. (z-zo)= 
lz -zo·l lz-.zo l 

R2 Rl 

) (
- ) (z - zo) = ~ , 

(z - z0 z - z0 ( z - z0) 

o sea, la invcr~ión que !ra11sforma los. puntos M en los M', relacionad.os 

con los prime~os por la condición (7), se puede escribir en números 
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R2 
z' - zo = --- --- . 

z- z0 

Por eso, la transformación (25) se compone de una inversión respecto 
a la circunferencia 

zz =4 (27) 

de radio 2 y centro en el punto O y una reflexión z = - z. 
Como (25) puede considerarse como la transformación (26) en la que 

t0 =O y R2 = -4, entonces se denomina. inversión respecto a la circu/1-
.ferm cia imagilwría 

zz = - 4 (28) 

de radio 2i y centro en el punto O. 
Observemos que la circunferencia (27) es la representación de. la 

circunferencia grande en la esfera que se obtíen<; al cortarla por un plano 
diametral, paralelo al ·plano de proyección, es decir, una r-epresentación 
del .ecuador de la esfera, en el caso en que los puntos S y S' se toman 
por sus polos. 

Ya que cada pareja de circunferencias grandes de la esfera se 
ilitersecan en los puntos diarnetr¡¡.lmente opuestos y, por otra parte, los 
puptos del ecuador de la esfera, diametralmente opuestqs, ~e expresan 
en el plano por intermedio de los puntos diam~tralmente opuestos de la 
esfera .(27), entor¡ces las circunferencias grandes de la esfe ra se expresan 
en eJ .planó por aquellas circunferencias o rectas que cortan la circunferencia 
(27) en ·¡os p\IJitos también diametralmente opuestos. 
,, . Es sabido que til suma de. los ángulos del ¡rilingulo esférico, es decir, 
del; triángulo en la esfera, cuyos lad.os son constituidos por los arcos 
deJas circunferencias ·grandes, es siempre mayor que ir (se puede demostrar 
:que ,el área del. triángulo esféricó es igual al producto del exceso, en el 
·que la ' suma de sus· ~ngulos .supera u 1t, por el cuadrado del radio 
~.e Ja esfera). ~hora .estamos en coildici'ones de convercernos de esto: 

. dibujemos. el triángulo esférico ABC en una proyec¡;ión estereográfica 
{en la fig. 13 él l¡.¡(j.o AB· de este trián&ulo está representado por. 111.1 
segmento· del l.líáme!ro de la círcunfcr\;ncJ~ (27); los lados AC y BC­
P.OT los U,rcos de. las cjrcunferencias que cortan la ·(27)' en sus. punt.os 
diametralmente opuestos). En virtud de la propiedad B) de la proyección 
cstereog(áfíca Jos ángulos del triángulo ABC se representan en el plano 
en su dimensión natural. Unamos los vértices del triángulo en el plano 
por líneas re.ctas. La suma de los ángulos del triángulo reéiangular 
obte11ido en el plano es igual a 1t • .gn la fi'gura 13 se ve cliuamentc que 
la suma de los ángulos del triángulo esférico ABC es m¡¡yor que la su.ma 
de los ángulos del triángulo plano, es decir, es ·mayor que n. 

Una circunferencia de radio R con el centro en el punto M0 puede 
ser caracterizada por la ecuación 

1 z- zo 1 = R 
6 

(29) 
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Demostremos las propiedades A') y B') de la inver'sión respecto a una 
circunferencia, haciendo uso de los numeros complejos. Para ello considere­
mos la inversión 

(30) 

respecto a .Ja circunlerencia 
(31) 

con centro en el punto O. Para demostrar la propiedad A') conviene 
escribir la ecuación (29) en la forma 

A zz + B.? + Bz + C = O (32) 

(multiplicando los dos mieñ16ros de la ecuación (29) por A y hactcndo 

nc. 13 

8 = - Az0, C = A (z0z0 - R~f), y sustituir en c;lla z por su expresión 
a. través de t de la ecuaciól) (30}. Obtenemos que 

Ar4 8r2 lJr1 

--+-+- +Cz:O 
tr t %' • 

(33) 

Cuando C :::: O, la circunferencia o la ·recta pasan por el pu1ito O. 
La propiedad B') se denmestra de manera tináloga a la que ya hemos 

usado en el § 3 para la demostra.ción de la propiedad B) por m~io de 
coordena~s. La propiedad· .B'). proviene también del hecho di:: que la 
invcrsióq (26) és el resultado de la realización consecutiva de las trañs· 
formaci9nes t = z y 

•• N R2 

z -z0 =- --. z - z0 

(34) 

Mas la t'ransformación ·z' = z es In ·refl!;xi9p de· u.n cjs; real en ·la gue 
cada áng~lo se transforma c.o un ángulo igu?.l·. En. lo ,qut; se re~ere a . la , ; 
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transformación (34) que es equivale¡J.te a la función 
Rz 

w=- +z0, (35) 
z- Zo 

observemos que quien está familiarizand!) con las. fu~cíone5 de variable 
complej~ del curso de '"Cálculo diferencial" ·sabe que la función indicada 
posee una derivada 

dw R2 , 

dz (z- z0 )
2 

' 

Si d~lgnamQs por k esta derivada, las diferenciales .dz y 4w. estarán 
unidas por la correlación 

(36) 

Por eso, si dos curvas parten del pu.nto M (z), y las diferenciales a lo 
largo i;l~ ~llas son dz y óz, ~t·as curvas se transforman, al realizarse 
la inversión, en otras dos curvas, que par:t"cn· del puntq M' (w), cuyas 
·diferenciales son d¡v=·kdz, ow=koz. Pero,.cuando lal=:l, (l, en otras 
palabraS; éuanélo a = cos q> + i sen q>, la transformación 

~~ = az (37)· 

·• en .el ·pJa.no de una. variable· compleja es el: giro <in 'un. ángulo q> 
(coilsider¡¡djl.. e.n .. coo.~c:te.nadl!s, la transformación 07) tiene Ja fonna de- las 

. ecilacion~s (19)). Cilai.Ido .a= a= r, la misma transformación es una 
·hol}lolecia con el . factor r. En el ca~o general . la t ransformación (37) 
·'se c~mpone del. ~iro . y de la .homotecia. Por ~llo, sometiendo dz y oz 
·.a, ·Ja transfór.m.~cí~ll (37) para a ""k, obtenélremos ·una· .transformación que 
.i)o cambia· .los ángulos y; por consiguiente, el ángiJIO formado por .las 
. dife.r.enciales .. dw. y ow és ig~;~al al ángulo formado por dz .Y l)z, 
' Observemos que. la inversión .respecto a la circunferencia (32) pue4e 
escribirse en la forma 

t = Bz+ e. 
Az+ B 

(38) 
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§ 5. 

REPRESENTACIÓN DEL GIRO 

DE UNA ESFERA EN EL PLANO 

De la propiedad q de: la proyección estereográfica se desprende que 
·el giro de la esfera alrcdedOJ: del diámetró SS' se representa en el plano 
•(J por el giro (19), el cual, como hemos visto, pu~de escribirse mediante 

' numcros complejos en la forma (37), si 

a = cos cp + i sen ~¡~ .. 

Encontremos la ·transformación del plano·, por cuyo intermedio se 
repr¡:;scnla el ·giro ·arbiirilr.io de ·¡a ~fera. En· esl~ cásc;> ;s~,~~ ·circu~fer~Cjas 
·se transforman tambié.n .en circUnferencias y d~bi<io .a l a propiedad A)' de la 
prqyeccióil estereográfica las .. circunferencias en la esfera~ exptcsan··en el 
plano por circunferencias ·o. 'líneas r.ecta·s, entonCes 'los . giros de la esfera 
se representan en ·el pla,no ampliado de variablé eon'ipleja ,por medio 
de h.1s transformaciones· )>iu ní~ocas del plano indigaclo que conVierten las 
Circunferencias en otra~ circunferencias q 'llncl:ts reCtas. . 

.. Entre las transformaciones mencionadas del p1ano ·~ pueden indicar 
'las transformaciones· (37) y las transformaciones lineales mas generales 

w = a? + b, (39) 

que se COmP!Jnen de .las transfprmaciones (JI) y los traslados 

w::;% + h, 

as'í como también la reflexión w = z y las tra nsformaciones más generales 

w~~+b ~) 

que constan de las transformaciones lineales (39) y la reflexión w = w. 
' .A este grupo de transformaciones pc(tenecen también las inversiQjles 
respecto a circunfer~ncil!S, las transfórmaciones· (35) y las transforml!Ciones 
lineales fraccionarias de · tipo más general 

az +b w=-- (41) 
cz+ d 

y 
az+ b 

w = cZ + d (42) 

que constan de '!as transfo.rm~cio'l!es 'lineales (39) y (40): y las inyersiones 
o la~ tra~rormaciories (~5) : el hecho de que la tránsrormación. (41) esta 
fqnnada por las transformadcines indicadas se comprueba al ser ¡>osible 
represcniarla en la forma 

~ cz + .!:. d - .!:. d + b 
w=== e <: i: 

cz.+ d 
a bc-ad - + . 
e c (c.z+áJ ' 



sustituyendo z por z, obtendremos la misma representación de la lrans­
formació!l (42). 

Se puede demostrar que, recíprocamente, .cada transformación biunívoca 
del plano de una variable compleja complementado con el punto oo 
(en la cual las circúnferencias se ·transformar) en otras' circunferencias 
o líneas rectas) tiene la ·forma (41) o (42). Efectivamente, supongamos que 
la transrormacióo T traslada el punto · oo al .punto S. Examinemos 'la 
inversión J respecto a una circunferel)cia con centro en S. Entonces la 
transformación U, que se compone de las dos transformaciones mencionada.s, 
hace trasladar. el punto oo a sí mismo y, por consiguiente, transforma 
las líneas rectas en 01ras rectas. Tomemos por conocido que cualquier 
transformación biunívoca del plano que convierte las líl).eas rectas en otras 
rectas (transformaciones de este tipo se llaman afines) s~ puede e~ribir 
en la forma · 

x' = Ax + By + E,} 
y' = Cx + Dy + F. 

(43) 

Como, además, la transformación U convierte las circuoferencias en 
otras circunferencias, es en realida(i una semejanza, ·es decir, consiste 
4e u~ movimiento y una homot~ ·y, por consiguiente, puede expresarse 
en. el plano de una yarhible compleja en la form¡¡ (39). ó (~). Por ello, 
la :~ransformación T, compuesta por la transformación U ·y la inversia J, 
consiste de la transformación (39} ó (40) y la inversión (38) y, por lo tanto, 
tiene la forma (41) ó (42). 

Por esta razón, en la proyección estereográfica de ur\a esfera en el 
plano el giro de-ésta se expresa por las transformaciones del tipo (41) 
q (4~). Ya que, al girar la esfera sus puntos diametralmente opuestos 
s.c. convierten en puntos de la misma . naturaleza y en la proy~i!>n 

·é~l~r~ográfiq lqs punros mencionados se rcpreseqtan por med.io de puntos 
.. i'el~~ocion.á~os mediante \a. correlación. (25), en~onces el gi_ro de la esfera 
·:,·se expresa en el plano por las transrormac10nes (41) o (42) que son 
, permutadas con la transformación (25), es declr, \os resultados que se 
:, obtiene~ corrió consecuencia de estas transformaciones, son igu;lles, sea 

éual..(uera el orden en que se realizan ellas. · 
··· :Dado· que los resultados de las transformaciones, realizadas en diverso 
"?t<lef\ tienen 'la forma 

-~+b 
:z 
4c 

-:-. -+d z 

-4a + b:Z 
-4c +di ' 

.. 4 - 4cz- 4d 
iii + b 

entqnces, comparando los. miembros libres y factores de z en los numeradoreS 
y denominadores de las fracciones, IJe·gamos a las correlaciones 

1 -
d=ii, C= --¡b· (44) 

Las mismas correlaciones (44) se . obtienen al realizar en .diferente 
orden las tran~for,t.naciones (42) y (25) y comparando los miembros libres 
y factores de z en las fracciones ~esultantes. Por ello, Jas reyoluciones 
de la esfera son e,xpresadas en el plano mediante los. siguientes transfor-
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y 

35 

az+ b z' =--...;_ _ _ 
l ---bz + ií 
4 

a%+ h z' = _ _ ..;._...;__ 
1 ---bz + a 
4 

(45) 

(46) 

Al giro a\~ededor del diárrie~ro SS' le correspqnde la transformación 
(45) en la que z' =''0, cuando z =O. En ·este caso .b :::O y la transformación 
(45) toma la forma 

t = ~ z = (cos <p + i sen <p) z. 
a 
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§ 6. 
DESARROLLO HISTÓRICO 

DE LA PROYECCIÓN ESTEREOGRÁFICA 

La primera obra en la que aparece noción sobre_la proy~cción 
estereográfica es "Planisferio" por Ptolomeo Claudia (ll siglo ~- n. e.). 
En el ''Planisferio" se da la descripción del astrolabio, un 
instrumento para determinar las coordeJ~adas de los astros en la 
esfera celeste, en el cual se u·tiliza el p¡:incipio de la proyección 
estereográfica (véase ·el párrafo 7). En el texto de ''Planisferio", 
conserv¡¡.do hasta nuestros días, se emplean (sin demostración) las 
pr.opiedade~ A), 8) y C) de la proyección ~tereográfica. J,a primera 
exposición de la teoría de la proyección estereográfica, que tiene 
una demostración completa de la ·propiedad A) pertenece á! Ahmad 
AI-Fergani, sabio bel siglo IX quien nació en Fergana y trabajó 
en Bagda<_i. AJ-Fergani dedicó ·a esta teoría el primer ·capítulo 
de ·su obra "Libro sobre 1a construcción deL astrolabio". 
Posteriormente tos sabios orientales han sepala~o que 'el libro 
de Al,fergani sobre el astrolabio es una de las mejor~s exposiciones 
<le la teQrí_;t de este instrumento. Ptolomeo, probabíemeptc, sabía 
de esta te_oría~ 12ero no aparee~ en el texto de "Planisferio" que 
conocían· los sabios de lat Edad Media. 
· · Ái~Fergani de~;n_qstró en su líbro el lema al cual nos hemos 

. n~f~r.ido a 'principios del párrafo l y dió la demostración de la 
1 

Jlrol?je4ad A). Lue·go, señaló (co~o se ·hizo en .el párrafo 1) ··que 
· · el punto ,de un. pla!lo, que sirve de proyecció!l para .el. cent.ro 
· ~e la· clrcu~feren'ciit ·eh una esfera, nó coincide con el centro 
· . de. !.a circun'fercncia ·en el plano. La d'emostración de itl-Fergani 

1 qúe'.pr.esentamos en este libro .para. "la propi"edad A) es muy parecida 
a: .la ·demostración de .la quinta proposición en el libro 1 del célebre 
tratado "Secciones cónicas", escr-ito por Apolonio de Perga, geómetra 
grl~go (fines del siglo Uf a. n. e;}. En el tratado se trata de la 
segunda .familia de secciones circufáres de un cono circular oblicue;¡. 
Es _muy probable, por eso, que· la propiedad A) de ra proyección 
estereográfica, ya la conociera Apolonio. Observemos que en el 
trátado "Sobre lugares geométricos planos" Apolonio indica una 
propiedad análoga A') de la inversión: lo·s griegos antiguos llamaban 
lugares geométricos planos a las líneas que se pueden trazar coo 
una regla y un ··· compás, es decir, l_íneas rec~s y circunferencias. 

En el tratado "Sobre lugares ·geométricós planos" Apolonio 
dice que si "dos rectas" (esto es, dos segmentos rectilíneas) salen 
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de un mismo punto de la recta y "contienen el rectángulo dado" 
(es decir, el producto de las longitudes de estos segmentos es una 
constante) y sí; además, "'un extremo de una de estas rectas describe 
·et lugar geomét~ico plano, entonces, el extremo de otra recta 
también describe un lugar geométrico plano del mismo o diferente 
tipo''. Apolonio señala también que lo mismo sucede cuando las 
rectas~parten de' diferentes puntos paralelamente o bajo un ángulo, 
es decir, en el caso en que un ''Íugar geométrico plano" se obtiene 
a partir de otr9, por me.dio .. de una transformación· que consiste 
de ·la invcrsíón y ei movimiento (en ~ste mismo tratado Apolonio 
anali?:a la homotecia y la transformación compuesta de la homotecia 
y movimiento). Es evidente, que la mencionada proposición de 
Apolonio en ''Secéiones cónicas'' pre~taba a los griegos la posibilidad 
de obtener un;a rigurosa demostración de. la propiedad. A) de. 'la 
proyección estereográfica lo que, probablemente, fue heeh9, si nó 
en los t.iempos de Apolonio, por lo menos en el transctJrSo \1e .los 
cuatro siglos que separaron a Apolonio de Ptolomeo. 

El mérito de AI"Fergani consiste en que, dispOQiend.o sólo 
de la formulación de la propiedad A), logró establecer ·de ntiévo 
su demostración. · 

En la Edad Media la proyección estereográfica se denominaba 
"proyeccipn de astrolabio". El término "proyección estereográfica" 
fue introducido en el año ·1831 por el matemático alemán 
L. l. Magnus ( 17.90..:...1861 ), a quien se atribuye a veces el descu­
brimiento de esta notable proyección. Este término se origina de las 
palabras griegas "crteptov", cuerpo espacial, de la que proviene 
el término "estereometría'', y "ypa<pr¡" - "dibujar, escribir". Este 
último dio origen a nuestras palabras fotografía, gcografí~, biografía. 
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§ 7. 
PROYECCIÓN ESTEREOGRÁFICA 

EN LA ASTRONOMÍA Y LA GEOGRAFÍA 
6 

Veamos, ante todo, cuál es fa estructura del astrolabio medieval, 
basada en la aplicación del principio de la proyección estereo­
gráfica. Actl!almente todos los escolares conocen este 'instrumento 
qUe representa en sí un disco horizontal dispuesto ~obre un trípode 
(fig. 14, a). A lo largo del borde del disco van marcad¡¡.s divisiones 
graduales. En el centro se encuentra la alidada, una ,regla con dós 
pínulas, por medio de las. cuales se púede visar la dirección sobre 
un .punto a otro. Al dirigir visuales en diferentes puntos, se puede 
medi'r ángulos formados por las direcciones ~n la superficie de la 
Tierra. En la Edad Media el astrolabio se usaba para d~terminár 
las· coordenadas de los astros en la esfera celeste lo que atestigua 
su propio nombre, proveniente de ·Jas palabras griegas "acrt&p" 
(astro) ·y "A.a~t)" (captar). El disc() . co'n divisiones y la alidada 
(palabra árabe,. significa "dispositivo") del astrolabio moderno 
constituían sólo"'·una parte del astrolabio medieval. El astrolabio 
se stispendía de un anillo (véase fig. 14, b), su alidada se orientaba 

b) 

FIG. 1• 

hacia. e.i astro elegido y la flecha de la misma indicaba en la 
~s~l~ graduada. la altura del astro en grados. . 
· .. ·.~·ara determinar·, la s~gunda coordenada .. del as~ro. se utiliza 
·otra parte d~l a5tr:Óia!;>lo: ~n. la q·ue· están :montados un disco, 
inmóvil llamado '1í~p;liiq;· y· un d.isco grabado, "ara,ña•·, que gira 
alredepor ~d c¿htro qel' disc,o ftio. ·En él, .. tímpiuió están representadas, 
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en proyección' estereográfica, las· circunferencias de la esfera celeste 
que no cambian durante S"!! movimiento aparente diario: el ecuador 
celeste, representado por una Cir~unferencia grande que en el moví- -
miento indicado se transfomm én si misma; los trópicos de 
Cáncer y de Capricotnio, que se rc;presentan por dos paralelas 
del ecuador celeste que toéan a la eclíptica, es decir, al círculo 
máximo. de la esfera celeste que señala el cürso aparente del Sol 
durante el añq. La eclíptica compr~nde los doce signos o constela­
ciones del Zodíaco. El Sol corta el ecuador celeste en los dlas 
·de .los equinoccios de primavera y :de otoño, y se halla a distancia 
máxima de ~1 en los :días de lo.s solsticios de ·verano y de 
i'nvi'erno, cuando entra el So\ .en ·)as constelacione$ de C;í.nct;~ 
y de Caprioorni'o de las cuales reciben sus nombres- ios trópicos; 
la propia palabra trópico tiene origen griego ("tpone") y sign:lfica 
"un giro"; .el horizonte y 'sus ·paralelas, almicantarates (de la palá_bra 
árabe ''almucántara" que significa ''construido con bóveda"); zenit 
(proviene de la palabra árabe "zemth" . (dirección). la cu~ .Se 
transformó en "zenith" por error de un escribiente de la .E~ad: 
Media .quien en vez de "m"· copió "ni"); verticales- círculos 

nc. 1s· 

.. 

grándes que pasán por el zenit perpendicu.l~tm~W~t a:i'-hod?oii!e> 
En virtud de . la , propiedad A) todaS:Jas'·. circl,lnfereilcias . .­

mencionadás de 1'!- esfera se representan en. ef~(i!ípa'no ·;por art;o,s·_;: . 
... . . ·' - ...... .. .. . . . . . 
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de las circunferencias o por seginentos de líneas rect~s. Por punto 
S ·~ toma, como regla general, el poio austral de la esfera celeste. 

· Por eso, el ecuador y los trópicos. se representan en el tímpano 
por. circunferencias ·concéntricas. El tímpano se corta, genetal~ente, 
por una circunferencia que representa el trópico (fig. 15). En el 
lugar de latitud geográfica cp el ecuador céleste forma con el horizoñte 

un añgulo ; - <p (en el ecuador. terrestre es perpendicular al 

horizonte y coincide con él en los .polos). Por eso, debido a l.a 
propiedad B), el hor.izonte se expresa por una circunfer~nci!l que 
cor-ta la representación ecuaiorial en dos puntos, diametralmen~e 

opuestos, bajo un ángulo ; -.p. Se puede demostrar q\le los, 

almicantaratcs se representa·n por circunferencias, '.las cuales, ju1,1to 
con la representación circular del horizonte, forman un haz de 
circunferencias que son· lugares geométrico~ de los pu.ntos para los 
que la razón entre las distancias hasta el punto Z (~~oit) y hasta 
el que representa el punto diametralmente opuesto (nadir) de la 
esfem celeste es una magnitud constante. Los verticales aparecen 
como círculqs que pasan a través del punto Z perpendicularmente 
~ 113:. circunferencia que representa el horizonte. 

Debajo del hqrizonte se trazan en los tímpanos las lla.madas 
líneas hórarias que .sír.ven para determinar tiempo ~n ·las "h9ras 

1 
de t~mporada", cqui:valentes a u J?al'te de la cl~idad u oscuridad 

d·e¡ Sol durante el día astronó·mico. Las representaciones de los 
almícantarates y de los vertical~s forman Qna "telarai;a" en la que 
se ·,nueve la "araña". En la "an1.ña1' se _. representan la ecliptica 
y 'las C!?treilas niás brillantes .que . giran, mientras tiene lugar el 
'ap~~ente· movimiento diario d~ la esfera celeste . . ~s evidente que 
la eclíptica se expresa por una circunferencia que toca a las 
r~rescntaciones de los trópicos·. Eil la rcprésentación __ de la 
eeliptica están in<!icadas las doce constelaciones del zodíacO (el Sol 
tarda un mes para recorrer cada una de las mismas) y divisiones 
complementarias de estos segmentos que permiten establecer la 
representación solar ,en cualquier día del afio . . Las estrelias se 
reprc~cntan mediante puntos que .parten del borde 'del haz o de 
la representación de la eclíptica (lig. 16). 

· De este modo, con ayuda del astrolabio puede medirse el 
azimut de los áS\ros c~yas representaciones ~tán indicadas en la 
"araña", es decir, dél Sol o de una de las estrellas que aparecen 
en cliL . 
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Una vez medida (mediante la alidada) la altura del Sol o de 
algún otro astro, se le da la vuelta al lJStrolabio y se gira la araña 
en un ángulo tal que la imagen del astro caiga sobre un almicantarat 
de la misma altura. En este caso se emplea ·la propiedad C) de la 
proyección estereográfica, en virtud de la cual el giro diario 
de la esfera celeste se representa por una vuelta de "la araña".,, 
Al realizar el giro de la "araña", obtenemos la representación 
exacta de la esfera celeste sobre. un plano en el momento dado. 
El azimut del astro es iguai en es.te moment.o al ángulo formado 
por e( vertical, cuya imagen pasa por la representación del astro 
y cierto vertical' de referencia. ·El ángulo en que se hace girar 
la araña nos indica con' toda exactitud el lapso, en horas 
astronómicas, que ha pasado á partir 'del principio del día o de Ja 
noche, al que corresponde la. posición .de la ' 'araña" en la que 
la imagen del astro coincide con l.a: representacióp del horizonte. 
Con ayuda de las "líneas horarias", antes mencionadas, se deter., 
mina también el tiempo en "horas estacionales" que en la Edad 
Media servía a la gente para el inicio de los rezos. 

FIG. 16 . 
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L{l proyección estereográfica se usa también en la elaboración 
de los mapas, cuando la superficie dei globo terrestre se hace 
proyectar sobre un plano. En los m:j.pas; preparados de la manera. 
indicada, los ángulos formados por línea~; conservan en la proyección 
su magnitud natural debido a la pr.opiedad B). Estos mapas son 
de mucha importancia para los. marinos, pues en este caso el 
ángulo de giro deJ timón es precisam.ente igual al ángulo medido 
por el mapa. Varias obras <Jet eminente IP<ltemático Leonardo 
Euler- ( 1707- 1783) están dedicadas al empleo de la proye<:ción 
estereográfica para levantar mapas. Entre ellas ~· pueden citar 
"Sobre la representación de una superficie esférica en el .plano", 
"Sobre la proyección geográfica de una superficie esférica", ''Sobre 
la proyección geográfica de Delille, aplicada en El Mapa general 
del lmperio de Rusia". En las obras mencionadas Euler plantea 
Ja cuestión referente a una transformación más general de la esfera 
en un plano que conservara Jos ángulos formados por líneas. Con 
este fin Euler efectúa la proyección estereográlica de la ·.esfera. 
en un pla(lo, y luego, considerando ei plano como un. plano de 
v.ariable compleja, realiza en él una transformación haciendo uso de la 

función w = f(~) que tiene la derivada ddw , o de la función w = . z 
= J(Zf, .conjugada con la primera: para las 'funciones de este tipo 
Jas diferenciales dz y dw están ligadas medjante la correlación (36) 
de la cual se. desprende la verificación de la propiedad B') para 
a·nibas t ransformaciones. 



43 

§ 8. 

APLICACIÓN 

DE LA PROYECCIÓN ESTEREOGRÁFICA 

A LA GEOMETRÍA OE LOBACHEVSKJ 

Un6 de Jo~ métodos más simples. para de~erminar el plano de 
Lobachevski consiste en lo siguiente: si se cambia en nuestro espacio 
comun la ley de determinación,. de las. distancias (métrica) de manera que · 
la distancia M 1Ml entre los puritos M 1 (X~o Y" Z 1) y M 2 (X2, Y1, Z1), 

se ex.pres.e no por medio de la· fórmula (8} sioo por la fórmula 

d '= ¡/(X2 - X1)
2 + (Y2 - Y 1)

1
- (2 2 - Z,)2 (47) 

y el ángulo q> entre los vec1ores OM 1 y OM2 se halla no con ayuda 
de (9) sino a través de la fó~mula · 

X 1X2 +Y 1 Yl-Z1Z2 
cos (j) = --;=;::::::::::;:==i--t.=:===:::::;::=~ 

vx~ + n-Zt Vx~ +Y~- Zi ' 
(48) 

entonces el espacio ·recibe el .nomlire de espuci(J seudoeuclidiano. A diferencía 
.dt<l espacio euclidiano común, el espacio seudoeuclidiano comp~ende 
segmentos de ·longitud real, longitud cero y de longitud puraJ:Oente 
imaginaria; rectos de tres tipos cuy.os segmentos tiene una longitu.il real, 
l.ongitud cero ("recias isótropa~")· e imaginaria; planos de tres tipos: · de 
geometría euclidiana, seudoeuclidiaila y de geométría "isótropa", que es 
jniermedia entre las gc:Ometrfas euclidiana y seudoeuclidiana; esferas de 
tres tipos: de radio real, de ra.dio puramente iinaginarío y de radio cero. 
Las ecuaciones de· estas tres esferas con ccntJO en el origen de .coordenadas 
tienen ·respectivamente las siguientes formas : 

y 

X~+· ·y 1 - Z 2 = R2 , 

x2 + y1 _ 22 = -R2 
(49) 

(50) 

(S 1} 

Por eso, en ei .espacio seudoeuclidiano las esfera~ de radio real tienen 
el. aspec1o de. un hiperbOloide <,1e una hoja {fig. 17, a), las de radio 
puramente. imaginario se i'epr~cntan como hiperboloides de dos ltojas 
(lig. 17, b), Y' las· de f:adio cero tienen ra forma de conos (fig. 17, e). 
~1 cono (SJ.). sé denomina cono asintótico de las esferas {49) y (50). 

·El plénio de Lohachet>ski puede· definirse como una esfera de radio 
imagioarjo en el espacio seudoeuclidiano cuyos . puntos diamctralt'ne~te 
opuestos son id~niicos (o .como una. de las cavidades en esta esfera}. 
El papel de. líneas rectas en el plano de lobachevsléi. lq desem¡)eñan LaS 
secciones diametrales de la esfera, .análogas a · )as circunferencias ¡¡randes 
de UOI\ esfera coJ:Oún. No es. difícil corivencé.r~e, M que los planos t¡tngentes 
a esta esfera, son euclidianos, d~ donde se deduee que 1~ geomwia de tul 
esfera, considerada· en las pequeñas poréíon~~· de é&t;;l. .como .. tambi~n 
la qe esfera comiíh en sus pequeñas porciones respectivas, ~e diferencia¡:¡ 
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pocq de la geometría euclidiana (al contrario, Jos . planos tangentes 
a la esfera de radio real en e\ espacio seudoouclidiano s()n seudoe).lclidianos1 
mientras-que Jos planos tangentes o. la. esfera de radió cero son ·"isótropos"). 
Por otra parte, si proyectamos la esfera -de, radio imaginario desde s.u 
centro sobre el plano. tangente (fig. 18, a), todo ·et plano de lobachevski 

a) 

e 1 
\ 1 
\ 1 
'{ 
1\ 

1 \ 
1 \ 

B \ " 
11) 

FIC. 11 

\ 1 

){ 
1 \ 

1 \ 

0
1 \ 

\ 
1 \ 

1 \ 

a) 

FiG. 18 

e) 

b) 

se representará en la forma dél campo interior de un círculo (que 
res.ulta de la intersección del plapo de ·proyección con el co.no asintótico 
de la esfr:ra) y las secciones diametralr:s de la. esfera, es .decir, las rect¡¡s 
del plano de Lob.achevski, se representarán por las cucrtlas del circulo 
mencionado (esta proyección lleva el· nombre de interpretaciim de 
BeTtrami-Kieín del plano de Lohaéhevski) .. 

En la fig, 18, b' se ve con toda la claridad que a través del punto A 
de la proyección dada se pueden trazar más de una cuerda que no ~or.te 
la cuerda · dada a, lo <¡ue corresponde al axioma de Lobachevsld por el 
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cual¡ a través de un punto de cierto plano se pueden trazar más de una· 
recta en este plano que no corte-la re<;ta dada del mismo. Por otra parte, 
.es posible demostrar que en el plario dado se cumplen todos los axiomas 
de la geometría euclidiana, a excepc16n del de paraleli~mo, en vir tud del 
cual no se puede. trazar por un punto del P.lano más de una recta que 
no corte la recta dada. 

El ésp·acio St\ldoeuclidíano, Jo mismo que el euclidiano, permite definir 
la proyección estereográfica de la esfera (tanto de radiq real co_mo 
imaginario) en el plano .. En l'a_rticular, la proyeoción estcreográliC<l· <!e la 
esfera de radío i, definida por- la ecu~ci6n 

. _x2 ·+ ya _ zl = - 1, (52) 

efectuada del punto S (0, O, 1) sobre ~1 plano Z = -1 (fig. 19), se expresa 

fiC. 19 

por las fórmulas anáto~as a .las (l2), 
. · 4x 

X=4 1 l' -x - Y 

y= :4y 
4- x2 -l 
,x_l + y1 + 4 

Z= . 
~+l -4 

(53) 

Con ayu!la de -esta_s- -fórmu)as, como en .eJ §. .3, se demuestran las 
propiedades A:), .B). y C) -~e la. P.royccción· estcreogr~fica de la esfera de 
radto imaginaiiQ sobre un plano. Con esto, toda la cavidad inferior de la 
esfera de radio imaginario sera representada en la proyección en forma 
del ~ampo interior ael circulo . 

~+f~ 4 ~~ 

cortado del' planó por .un· cono, obtenido a su·. ve;'~ •. . a. partir de' un· co"o 
asintótico de la. esfera de :radio imaginari~, cuándo su __ yér.tice es trasladado 
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desde el centro de la esfera al punto S. La cavidad superior de la esfera, 
naturalmente, será representada por el campo c;xterior· del círc\JIO 
mencionado. 

Si consideramos ·el plano como un· plano de variable compleja, 
entonces la .circunferencia (54) coincidi~á ~on la (27); 'Jo m.ismo que en 
el § 4 se puede mostrar que los puntos diametralme~te ópuestos de una 
esfera de radio imaginario se expresan en el. plano por los puntos que 
se hallan en la inv.ersión respecto a es'ta circunferencia de lo que se dedu~ 
que 'todas las secciones diametrales de la esfera, es decir; las rectas del 
plano de Lobachevski, son expresadas por circunferencias que en la 
mversión se convierten en sí mismas. En otras palabras, se expresan· por 
las circunferencias ortogonales a la circ\,!nferencia (54). Esta es la así 
llamada interpretación de Poincaré del plano de Lobachevski. 

<;:omo es sabido, la suma de los á'ngulos de urt triángulo. del plano 
de Lobachevsld es siempre inferior a 1t (se puede dem·ost.rar. que e.l ái:ea 
del triángulo del plano de Lobachevski es igual al producto de la. djferencia 
entre n y la suma de sus ángulos por el cuadr¡¡dp del· módulo del radio 
de la esfera correspondiente de radio ima·ginario). Igual que en el .§ 4 
podemos cerciorarse de esto: si .representamos en la interpretación de 
Poincaré el triángulo ABC (en la fig. 20 el lado AC 'de este triángulo 

se representa por el segmento del diámet~o de la circunferencia (54); los 
lados AB y BC por Jos arcos de las· circunferencias otrogooales a la 
circunferencia (54)). Entonces, en virtud de la propiedad ·B), los ángulos 
de). triángu.Jo se expresan sobre el plano en su magnitud natural. Unamj,)s, 
ahora, los vértices del tr-iángulo plano .con líheas rectas; la suma de los 
áng1:1los del triángulo obtenido en el plano es igual a 1t, y la fig. 20 ños 
muestra que la suma de ángulos del triángulo ABC en el plano de 
Lot>achevski es inferior a la suma de ángulos del triángulo plano, es decir, 
es menos que n. 

Ya que por un· punto del plano de Lobachevski es posible t~azar , 
vadas rectas que no corten la recta dada, entre 'la infintdad de estas 
rectas deben haber. dos líneas limítrofes q u, e se¡>ar~n las rectas que pasan 
por el· punto dado y corten la recta dada, de los que ·pasan p~r el mismo 
punto y no cortnn la línen mencionada. Estas dos rectas se ll~man rectas 
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'paralelas a la línea dada; las demás rectas (que no cortan la recta dada) 
se denominan rectas divergentes con la recta dada. Se puede mostrar que 
en nuestra proyección estereográfica las recta.~ paralelas se representan por 
los arcos de la.~ circunferencias que se tocan en el punto sítuado en la 
circunfereiiCÚl (54~ 

El'! el plano de Lo bacbevski existen tres clases de las curvas: 
circunferencias, equidistantes y oriciclos. 

1) {.:a circu'!ferenciu se define (igual que en el plano común) como el 
lugar geométrico de los puntos ·equidistantes de un punto. Igual q1,1e en 
c;l plano comúl\ las circunferencias en el plano de Lob~hevski se pueden 
definir también como líneas curvas las. cuales en cada uno de sus puntos 
cortan en ángulo 1ecto las rectas de ·cierto haz de rectas que se intersecan 
en un punto. 

2) Se llama equidistante una curva que equidista de una recta· dada 
denominada base de la equidístante. Ee el plano de Lobachevs~i. 
a diferencia oel ¡>!ano comú"' ·lo~ lugares geométricOs de esta índole no 
son u n ·par de rectas ~ioo que ciertas curvas compuestas de dos ramas. 
La equidistante puede definirse también como una .curva que en cada úno· 
de sus puntos corta en á ngulo recto las rectas perpendiculares a una recta 
dada, base de la equidistante. ~ 

1 
1 
1 
1 
\ 

/.,.,--

\ 

' ..... _ 

fiG. 21 

3) Se llama. oriciclo· uill!- cu·rva que ~n cada uno de sus puntos corta 
bajo un ángulo recto lis .rectas. paralelas entre si (la palabra oricíclo 
.significa "cí~culo límjte"); 

. Se pued~ J:llOStrar que en nuestra proyección estereográfica las 
· oirc:unrerenci.as del plano de. Lobachevslci se. representan por circunferencias 

que se hallan de!lti"o del campo interior del -ciÍ'<;ulo (54) (fig. 21, a). Los 
.oriciclos se -expresan ~~diante circunferencia.s ·que tocan el círculo (54) 
(lig. 21. b) en el punto por . . e\ cual -pasan los aleo~ de las circunferencias 
que representan rectas para Jejas, perpendiculares.al <?.ricic\Q . . Las equidistantes 
se representan por las cir.cunferencia~ q ue cortari el circulo (54) en dos 
puntos (fig. 21, e), pr~cisamente en aquellos .d ón!ie la circunferencia que 
:representa la base de la ' equidistante (fig.- 2(, 11)·, córt¡:¡ el círti,IIO (54) . 
. Al identificar \os pU!\tOS diametralmente_ opueStO$ .. de una esfera de radio 
ímagi·nario, cada punto del plano ~ identifi.éa ·con -, el punto en el cual. 
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el primero se transforma durante la. inversión respe~to al círculo· (54), una 
parte de la circunferencia que representa la equidistante situad~. fuera del 
círculo (54) puede sustituir por ün arco .en el campo interior del mismo 
en el cual se traslada durante la inversión el arco indicado. En la esfera 
de radio imaginario lás curvas indicadas se represc;ntan poi' secciones 
planas, las circunferencias !le O(iginan a partir. de las .secciones por planos 
eucli¡:lianos del espacio seudoeuclidiano> equidistantes .- de las secciones por 
planos seudoeuclidíanos del mismo espacio, oriciclos - de secciones por 
planos "isótropos". < • 

FIG. 22 f iG. l.l 

Precisamente a esta circunstancia se. debe el hecho de que en la 
proyección estereográfica todas estas curvaS' se representen por circun­
ferencias. 

bbservemos que Poincaré propuso su interpretación en otra..forma, 
en la que el semiplano superior del plano de vamble·compleja desempeña 
ct papel del círculo (54) y ·el de la circunferencia (54) pertenece al eje 
real de est!! plano. En esta interpretación las líneas rectas de Lobachevski 
son representadas por semicírculos con el_ centro situado en el eje real; 
miehtras que las circunferencias (lig. 22), oriciclos (fig . . 23) y equidistantes 
(fig. 24) se expresan mediante círculos que no se in~ersecao c~n el eje 
real, que lo tocan o que Jo cor.tan en dos. puntos bajo un ángulo ilo 
recto (sl una circunferencia corta el eje real bajo un ángulo recto, es, 
entonces, la representación de una recta). 

El movimiento"' del plano de Lobachevski se representa en este caso 
por transformaciones fraccionarias lineales (41·), en las que todos cuatro 
números a, b, ,:, d son reales. 
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