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RESENA

En el folleto se analiza un método, muy singular, de proyeccién
de la esfera sobre un plano, un método de amplia utilizacion, que
se caracteriza por las siguientes propiedades: los dngulos formados
por las lineas en la esfera, al ser proyectados en el plano, se
representan. por dngulos iguales a los primeros y formados por
las lipeas en el plano, mientras que los citculos en la esfera se
representan €n la proyeccion sobre el plano por las circunferencias
y lineas rectas. .

En €] se estudia también la aplicacion de este método en la
astronomia y la geografia. En Ja dltima parte se trata de la
proyeccion analogica del plano de Lobachevski sobre un plano
comumn.

La obra estd destinada a los escolares de grados superiores
.y -los estudiantes de la ensefianza superior.
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INTRODUCCION

El procedimiente de la proyeccion de {iguras sobre un plano
se usa en las matematicas con mucha frecuencia. Para obtener
la representacién de una figura, haciendo uso del método indicado,
se debe elegir en el espacio un punto, llamado centro de proyeccion,
unirls, mediante rectas, con todos los puntos de la figura
a proyectar y encontrar los puntos de interseccién de las rectas
con el plano de proyeccidn; la representacion obtenida se denomiria
proyveccion de la figura en ¢l plano dado.

Si la figura a proyectar es una circunferencia, su proyeccion
sera la linea de inteérseccién del plano con una superficie compuesta
por las rectas que pasan por el centro de proyeccion y los puntos
de la circunferencia. La superficie mencionada se llama cono
cireular. El cono circular puede ser recto, si una perpendicular
trazada desde el centro d¢ proyeccion al plano de la circunferencia
pasa por el centro de ésta, y oblicuo, en todos los demds casos.
Las lineas de interseccion de tal superficie con €l plano, en general,
no- son circunferencias. Estas lineas se llaman secciones conicas
y, si el plano secante no pasa por el vértice del cono, se representan
por las curvas de tres clases: 1. Elipses, si las lineas son cerradas;
2. Parabolus, si las lineas constan de una rama que se extiende
al infinito; 3. Hipérbolas, si las lineas constan de dos ramas que
se extienden al infinito (bajo el supuesto dé que las rtectas que
unen el vértice del cono con la circunferencia dada son infinitas).
Las circunferencias pueden considerarse como caso particular de las
elipses.

Existe, sin embargo; una proyeccién muy singular para la cual
las curcunferencias siempre aparecen en la proyeccién como
circunferencias o lineas rectas. Tal proyeccion se obtendrd si
consideramos sélo las circunferencias situadas en una cierta esfera
{estas circunferencias son las lineas de interseccion de la esfera con
los ‘planos), y ademds, como ¢entro de proyeccién tomamos uno
de los puntos de la misma esfera, y como plano de proyeccion,
un plano que toca la esfera en ¢l punto diametralmente opuesto
o cualquier otro plano paralelo que no pase por el centro de
proyeccion.

En el caso en que el plano de la circunferencia pasa por el
centro de proyeccion, ésta se representard en la proyeccién como
linea recta; en todos los casos restantes la circunferencia en la
esfera se representa sobre ¢l plano indicado como una circunferencia.



Esta proyeccion posee ofra propiedad muy interesanie: los dngulos
formados por las lincas en la esfera se representan en la proyeccion
por dngulos iguales a los primeros formados por las lineas en el
plano. La tercera propiedad de la proyeccion mencionada consiste
en lo siguiente: cuando una esfera se hace girar alrededor del
didmetro que pasa por ¢l centro de proyeccion, las representaciones
planas de todas las figuras en la esfera giran en el mismo dngulo,
alrededor del punto de intersecciom del plano con el didmetro
de la esfera, .

La proyeccion de este tipo, llamada proyeccion estereografica,
se utiliza con frecuencia en diferentes ramas de las matematicas,
como también en la astronomiia, cristalografia y geografia.

El presente folleto esti dedicado a la demostracion de. las
propiedades citadas de la proyeccion estereogrifica y a la exposicion
de algunas de sus aplicaciones. La obra se compone de ocho
parrafos. En el pirrafo | se da la definicion de la proyeccion
estereogrifica y se demuestran sus principales propiedades. En el
parrafo 2 se analiza la relacién entre la proyeccion estereografica
y la admirable transformacion de un plano en si mismo, en la
cual las circunferencias s¢ transforman también en circunferencias
o lineas rectas, mientras que los dngulos formados. por las lineas;
se transforman en dngulos equivalentes a. los iniciales. Esta trans-
formacién se denomina. inversion respecto a la circunferencia. Mas
adelante, se establece la relacion entre la proyeccion estereogrifica
y una transformacion andloga del espacio, es decir, inversion
respecto a lu esfera. '

En el pdrrafo 3 se demuestran las principales propiedades
de la proyeccion estereogrifica con ayuda de coordenadas. En el
pdrrafo 4 se establece: la. relacion entre la proyeccion estercografica
y los nimeros complejos: en gl caso €n que el plano de proyeccion
se analice como un plano de variable - compleja, la proyeccion
estereografica nos permite representar los numeros complejos por
medio de los puntos de una esfera. Esta representacion -es de
amplia aplicacion en la teoria de lunciones de variable compleja,
puesto gue el punto denominado infinitamente lejano del plano.
de variable compleja, que no tiene representacion en €l mismo plano,
se representa en la esfera por el centro de proyeccién. En el mismo
parrafo se estudia la métrica esférica en el plano, cuando se toma
como distancia entre dos puntds en el plano la distancia esférica
entre los puntos correspondientes en la esfera. Lot nimeros
complejos permiten expresar la distancia esférica en la forma mds
sencilla. El parrafo 5 nos muestra las transformaciones del plano



por medio de las cuales se representan e¢n la proyeccion estereo-
grafica las revoluciones de la esfera. Estas transformaciones tienen
su expresion mads FRicil también en ndmeros complejos. En el
parralo 6 se trata del desarrollo historico de la nocion de proyeccion
estereogrdflica que surgié en la antigicdad y se utilizaba amplia-
mente en la Edad Media.

El pdrrafo 7 da las ilustraciones de la aplicacion de la proyeccion
estereografica a la astronomia en la que la citada proyeccion
sirvid dc base para la construccion de los. astrolgbios medievales,
y a la geografia — para levantar cartas de navegacion.

En ¢l parrafo 8 se define ¢l plano de Lobachevski y se muestra
c6mo por medio de una singular proyeccion estereografica se puede
obtener la representacion del plano de Lobachevski sobre un plano
comin. En esta representacion las circunferencias y lincas rectas
reproducen las circunlerencias y algunas otras curvas del plano
de Lobachevski, mientras que los dngulos formados por lineas del
plano de Lobachcvski se representan en €l plano comién por
dngulos iguales.

El folleto estd destinado a los alumnos de afios superiores
de 1a escuela y a los estudiantes de la ensefianza superior. Al leerlo
por primera vez puede omitirse €l material mds dificil que viene
en cdricteres pequefios. Como base de la obra_se han tomado
las conferencias dictadas por los autores ante los escolares de Moscl.

2-1076
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§ 1. |
DEFINICION Y PROPIEDADES PRINCIPALES
DE LA PROYECCION ESTEREOGRAFICA

Se denomina proyeccion estereografica una proyeccién de la
esfera, desde uno de sus puntos §, al plano o, que toca la esfera
en el punto §', diametralmente opuesto al S {fig. 1). Las propiedades
de esta proyeccién no cambian sustancialmente al sustituir el plano
o por cualquier otro plano paralelo a é y que no pase por el
centro de la proyeccion. Con frecuencia se toma come plano de
esta naturaleza el plano diametral de la esfera (serd el plano
ecuatorial de la esfera, si consideramos como polos de la esfera
el centro de proyeccion y el punto diametralmente opuesto).

Demostremos las tres propiedades siguientes de la proyeccion
estereogrdfica,

F1G. 1

A) Las circunferencias pertenecientes a la esfera, al ser proyectadas
sobre el plano o, se representan como circunferencias; si las circun-
JSerencias situadas sebre. la esfera pasan por el centro de proyeccion,
se representan como rectds.

Antes de proceder a la demostracion de esta propiedad
observemos que ¢l paso desde cualquier punto M en la esfera
hacia su proyeccién M’ en el plano se realiza en-algitn plano que
pasa por el didmetro. S’ de la esfera.

Por esta c1rcunstanma conmderemos inicialmente una. proyecmon



11

estercografica de la circunferencia sobre una recta, que se encuentra
en uno de los planos indicados (fig. 2), v demostremos para este
caso ¢l siguiente lema:

Supongamos que en la proyeccion estereografica de la circun-
ferencia sobre una recta, los puntos M y N de lo circunferencia
se representan por los puntos M' y N' de la recta. Entonces:
2 SMN = SN'M'y 2 SNM = L SM'N".

Efectivamente, los tridngulos rectangulares SMS' v SS'M’ son
semejantes y tienen ¢l dngulo agudo MSS’ como el comin; por lo

tanto: % SS;,, es decir, SM . SM" = (5S>,
: S .
M g
AP
fYE ﬁ' g
FIG. 2

De esta misma manera, considerando los tridngulos SNS’ v S8’V
con dngulo agudo NSS' comun, encontramos que SN - SN’ = (8§)2,
Comparando las igualdades obtenidas llegamos a la conclusién
de que:

SM-SN' = SN-SN’, _ (n
de donde:
SM SN
SN T SM @

De la proporcion (2) se deduce que los tridngulos SMN y SN'M"
“que tienen el dngulo agudo MSN comiin, son semejantes; ademds,
los dngulos <. SMN y « SNM del tridngulo SMN son iguales
respectivamente- a los angulos ' 2 SN’ M y < SM'N' del tridngulo
SN'M'. L

o
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Ahora, demostremos la propiedad A) de la proyeccion estereo-
grafica. Si una circunferencia de la esfera pasa por el punto S,
entonces se halla en ¢l plano que pasa por <l mismo punto,
y su proyeccion desde el punto S5 al plano o es la linea de
interseccion de ambos planos, es decir, una linea recta. Si la
circunferencia en la esfera no pasa por ¢l punto S, se puede
considerar quc el plano que pasa por la recta S§' y el céntro
de fa circunferencia, es el plano representade en la fig. 2, mientras
que el segmento MN es el didmetro de la circunferencia dispuesto
en el plano. En este caso las lineas '‘que proyectan 16s puntos
de la circunferencia son generatrices rectilineas de un cone circufar
oblicuo con vértice en el punto S.

Mientras un cono circular recto posee una w[a familia de
secciones circulares, es decir, las secciones formadas por los planos
paralelos a su base, un cono circular oblicuo tiene dos familias
de esta especie. Una -de ellas estd formada por las secciones mediante

MG, 3

planos paralelos a la base del cono. Para, obtener otra familia
de secciones circulares del cono circular oblicuo recordemos que,
al bajar la perpendicular CD desde el punto arbitrario ~-C al
didmetro 4B de la circunferencia (fig. 3) se cumple la igualdad

AD-BD=CD?*,.. (3

y, reciprocamente, si se cumple la igualdad (3) para cualguier punto
C de una curva y alguna recta 4B, la curva cs una circunferencia
o una parte de ella,

Consideremos; ahora, un cone circular oblicuo de vértice A
y con base cuyo didmetro es e segménto BC. Supondremos que
la recta BC pasa por la base de una perpendicular trazada desde
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el vértice del cono hasta su base {fig. 4. Hagamos que se¢ intersequen
el cono y un plano que sea perpendicular al plano ABC y le corte
a éste a lo largo de la recta HK tal que los puntes H y K
se hallen en la superficie del cono y « AHK = < ACB y, ademas,
2 AKH = 2 ABC. Este plano cortara la superficie del cono por
la curva. HJIK. Demostremos que la curva HJK es una circun-
ferencia. Con este fin examinemos un punte arbitrario J de la curva
y un punto cualquiera L en la circunferencia de la base del cono,
trazemos las perpendiculares JG ¥ IM al plano ABC. Por supuesto,
las rectas JM y LM, que son. perpendiculares a un mismo plano,
son paralelas, Tracemos una recta DGE (por ¢l punto G), paralela
a la.recta BC, y un plano que pase por las rectas DE y JG.
Dado que la recta DE es paralela 2 la recta BC, mientras que

pA

FIG, 4

la recta JG es paralela a LM, entonces el plano trazado serd
paralélo al plano de la base del cono y, al cortar ¢l cono, forma
una seccidén circular. Pero, debido a la propiedad (3), para la
seccion circular obtenida sc cumple la igualdad

DG-GE = [G? ... 4

Por otra parte, como £ AHK = £ ACB el cual a causa del
paralelismio de las rectas DE y BC, es igual al-dnguto 4ED, y como.
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por la misma razon, £« AKH = 2 ABC = 2« ADE, entonces
£ HDG = « EKG y £ DHG = « KEG. Por eso, los tridngulos
EGK y HGD, que tienen angulos iguales en sus vértices, son
semejantes, : '

Por la semejanza de estos tridngulos se cumple la proporcién

HG EG

GD ~ GK'
de donde
"DG-GE = HG- GK, ' ;
es decir, de la igualdad (4) tenemos:
HG-GK = JG. (5)

Ya que la igualdad (§) tiene la misma forma que la (3) y tiene
lugar para cualquier punto de la curva HJK vy de la recta HK,
resulta que la curva HJK es una circunierencia. Como la misma
propicdad la posee una seccion del cono, obtenida al cortarlo por
un plano cualquiera, paralelo al plano HJK, hemos determinado,
por consiguiente, la segunda familia de secciones circulares del cono
circular oblicuo. ..

Ya que en la fig. 2 los tridngulos SM'N' y SNM estan dispuestos
de un modo. igual que los tridangulos ABC y AHK en la fig. 4,
entonces, de la igualdad de dngulos de los triangulos. SM'N’
y SNM se deduce que una seccion del cono circular oblicuo,
obtenida al cortar el cono por un plano gue toca la esfera en el
punto §, es una circunferencia de didmetro M'N’ (de generatrices
rectilineas del cono sirven las rectas que hacen la proyeccién
de la circunferencia de didmetro MN en la esfera). Asi queda
demostrada la propiedad A).

La existencia, en un cono circular oblicuo, de dos familias de secciones
circulares puede ser demostrada usando otro método, esto es, por medio
de. plano de simetria de este como. Suele decirse que una fgura es
simétrica respecto al plano « (fig. 3), si para up punto A de la figura
se encuentra otro punto, A, de la misma figura que es una reflexion
especular con relacion al plano «. En otras palabras, ¢l punto A° se
encuentra en una perpendicular, trazada sobre el plano o desde el punto A,
a la misma distancia de « que el punto 4, mas por otro lade del
pluno @ En ¢l caso de un cono recto circular, cualquier plano que pasa
- por ¢l eje de éste, es vn plano de simetria. Se puede demostrar gque para
el cono oblicuo, expuesto en la fig. 4, uno de los planos de simetria
¢s el plano ABC que pasd por la recta que une el vértice del cono con
el centro de la base, y por una perpendicular bajada det vértice a ta base.
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Este plano corta el cono a lo largo de dos generatrices, La bisectriz del
dngule formado por las generairices se denomina cje del cono oblicuo
(al que suponemos extendido hasta oc), El segundo_plano de simetria del
conc oblicuo es un plano que pasa por el gje del cono perpendicular-
mente al primer plano. Al reflejarse de éste, todas las secciones circulares
del cono se convierten en si mismas al reflejarse del segundo plano, las
secciones de la primera familia se transforman en secciones circulares
de la segunda y viceversa. La presencia en el cono circular oblicuo de dos
planos de simetria, mutuamente perpendiculares, indica que al cortar el
cono por un planc perpendicular a su eje, obtendremos una curva, cuyos
ejes de simetria son mutuamente perpendiculares, es decir, una clipse, que
puede obtenerse a partir de una circunferencia, al comprimirla en direccion
a uno-de sus didmetros. En la fig. 6 aparece la elipse ABCD, obtenida
por compresion de. la circunferencia AB'CD’ hacia su didgmetro AC.
La figura 7 nos muestra dos secciones del cono circuwlar oblicuo del
didmetro de base MN: i

1) una seccion. circular de didmetro M'N', y

2) una seccién que tien¢ forma de elipse; el segmento M°N® es uno
de sus ejes.

FIG. 5

Debe sefialarse que cualquier circunferencia o recta en el plano
o es la proyeccién de cierta circunferencia en la esfera: cada recta
es una proyeccion de la circunferencia obtenida al cortar la esfera
por un plano que pasa por esta recta y el centro de proyeccion;
cada circunferencia en el plano o es una circunferencia de la base
de cierto cono circular oblicuo con vértice en el centro de
proyeccion,

Razonando de modo igual que en el caso A), se puede demostrar
que la linea por la cual la supesficie del cono se interseca con
una esfera, es una circunferencia de seccién circular pertencciente
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a la familia de secciones circulares del cono que no son paralélas
a la base. Por consiguiente, toda circunferencia en el planc ©
es una proyeccion de la circunferencia de la esfera que se obtiene,
al intersecarse la esfera y el cono determinado por la circunfercncia
en el plano o.

Observemos también que, al efectuarse una proyeccion estereo-
grafica, el centro de la circunferencia de didmetro MN no se
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transforma en €l centro de la circunleréncia de didmetro M'N'.
Ffectivamente, sean: L, centro del didmetro MN, y L', proyeccion
de Len el plano (i'g 8).

Ya que la recta SL no es perpendicular a la cuerda MW,
entonces dividira el arco MN en dos partes designales, ML®
y I°N, siendo MI® > I°N. Por ello, « MSL > « LSN. Tracemos
una recta SK que forma con SM el 4ngulo MSK, igual al « LSN.
Esta recta corta la recta M’'N’ en el punto K" En los tridngulos
SM’K’ y SNLos dngulos S son iguales por construccién, mieniras
que los dngulos M’ y N son iguales segun lo demostrado anterior-
mente. Por consiguiente, los tridngulos indicados son semejantes

se cumple la proporcién: . ﬂ*{'— Por otra parte, de la
y p p p 1 SM.! e M Kr . P ]

semejanza de los tridngulos SCN y SN'M’ se. deduoe la proporcion
SN MN

SM - MND
NL _MN _ NL MK
MK~ MN Y MN -~ MN

. 1 2ue :
guiente, M'K":'—z—M'N', es decir, el punto- K’ es el centro del

por lo que tiene lugar las proporciones

. I =
Pero, NL= 3 MN, por consi-

diametro M'N’. Por esio, el. centro K’ del circulo con. didmetro
M’N’ no es una proyeccion del centro L del circulo con didmetro
MN, sino del punto K de este didmetro para el cual £ MSK =
= ¢« LSN.

Demostremos la segunda propiedad de la proyeccion esterco-
gréfica.

B) En la proyecc:on estereografica, los dngulos formados por las
curvas de una esfera, son representados por ingulos iguales, farmadas
por las curvas proyectadas sobre el plano o.

Como édngulo formado por curvas, se considera el dngulo formado
por las tangentés a las curvas en el punto de su interseccién.
Tracemos dos curvas por el punto. M de Ja esfera. Supongamos‘
que las tangentes a las curvas en el punto M intersecan el plano =
que toca la esfera en el punto S, en K y L (fig. 9). Unamos los
puntos K y L con §. Emonoes. KM = KS como dos tangeutes
a la esfera, trazadas desde un mismo punto; por la misma razén
LM = LS. Por ello, en los tridngulos KLM y KLS, que tiencn
un fado KL comun, todos los lados son respectivamenté iguales.
De aqui proviene la igualdad de dngulos dé los tridngulos
indicados y, en particular, la igualdad < KML= 2 KSL. En la
proyecaon las curvas elegidas tendrdn. la forma de dos curvas

31076
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quc parten del punio M’; el dngulo formado por ¢llas es igual
al dngulo formado por las tangentes. Las tangentes M'K' y M'L’
son proyecciones de las tangentes MK y MLy, por consiguiente,
lineas de interseccion dejlos planos SKM y SIM con el plano
de proyeccion o. Pero, los planow SKM y SIM cortan el plano =,
paralelo al plano de proyeccidn o, a lo largo de las rectas SK y SL.
Por esto, las rectas MK’ y M'L’ son respectivamenie paralglas
aSKySL,yademds, £ K'M'L' = 2 KSL.Como « KSL= « KML,
resulta que < K'M'L' = 2 KML. La propiedad B) queda asi
demostrada. '

F1G. 9

La tercera propiedad de la proyeccién estercogrifica consiste
én lo siguiente:

C) Cuando la esfera gira alrededor del didmetro que pasa por
el polo, en ¢l plano o también tiene lugar el giro én un mismo
angulo, alrededor del punte donde se tocan la esfera y el plano.

Esta proptedad se deduce inmediatamente del hecho de que
la conversién de cuaiquier punto M en su proyeccion M’ sobre
el plano o se redliza ¢én un cierto plano que pasa por el didmetro
§5. Al girar la esfera un angulo ¢, la linea de interseccion del
plano dado con el de proyeccién girard un angulo igual.
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§ 2
PROYECCION ESTEREOGRAFICA E INVERSION

En una proyeccién estercogrifica los puntos diametralmente
opuestos de una esfera sc representan en ¢l plano o mediante
ciertos puntos. Trataremos de encontrarlos. Supongamos que M
v N son los puntos de la esfers, diametralmenie opuestos, y se
representan en la proyeccién sobre ¢l plano o por las puntos M’
¥y N’ (fig. 10). Mostremos que, al designar por R el radio de la
esfera, tenemos o

S'M'-S'N' = 4R%, (6)

En efecto, €l dngulo M SN gue descansa sobre el didmetro MN
de la circunferencia, es recto. Por ello, el angulo § en el tridngulo

FIG. 10

M'SN' es también recto. Dado que 8§ es la altura del tridngulo
rectangular M'SN’, se cumple fa igualdad

SM'.§'N' =SS,

Sustituyendo S5’ en esta igualdad por 2R, obtencmos la
correlacidn (6).

Siendo M’ un punto arb:trarm en el plano o, distinto del
punto §, podemos encontrar cierto punto N ¢n el mismo plano
que correspo_nderia al punto M’ Para ello, unamos los puntos M’
y S, encontremos el punto M de interseccién de la recta M'S con
la esfera, hallemos después el punto N de la esfera que seria
diametralmente opuesto al punto M, y al efectuar la proyeccion
del punto N en el plano ¢, tendremos ¢l punto N Hemos
obtenide una transformacién del plano que pone en correspon-

J#
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dencia a cualquier punto M’ del plano, distinto del punto S
un cierto punto N' del mismo plano.

Sefialemos que la transformacion indicada se relaciona estre-
chamente con otra transformacién conocida del plano, :llamada
inversion respecto a la circunferencia. Supongamos que en in plano
se ha dado una circunferencia con centro en M, y radio R
(fig. 11). Se Hama inversion respecto a la circunferencia una trans-
formacién del planc en la que cualquier punto M del plano,

FIG. 11

diferente de M, se transforma en el punto M’ (en la recta MoM,
por el mismo lado de M, que M) tal que se cumpla la igualdad

MoM - MoM' = R2. %)

“En la inversién, todos los puntos situados dentro de la circun-
ferencia se convierten en puntos fuera dé la misma, y viceversa. .
Los puntos, pertenec:emes ala propia. circunferencia, se transforman
en si mismos. '

La transformacion considerada, en donde los puntos M’ del
plano o distintos del punto §, pasan @ ser NV, es distinta a la
inversion respecto a una circunferencia con el centro en §
y radio 2R. La diferencia consiste en que el punto N’ s¢ encuentra
en la recta M'S’ a una distancia deterininada seglin la correlacién
(6), pero no por el mismo lado (con relacion al punto §) que
el punto M'. Esta transformacion puede representarse como una

1 Para upa informacion mds detallada acerca del
fendémeno de inversion, el lector puede acudir al folleto “Inversion™ por
[. Ya. Bakelman.
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realizaci6n consecutiva (en cualguier orden) de la inversién indicada
y de la reflexion del punto §'. De aqui proviene que la inversion
respecto a cualquier circunferencia de un plano con centro en My
y radio R puede representarse como realizacién consecutiva de
cuatro transformaciones:

-~ transformacién, reciproca a la proyeccién estereografca
respecto a una esfera de radio R/2 que toca ¢l plano en el punto
M. En esta transformacion ¢l punto M del plano o se convierte
en un punto de la esfera;.

- — paso desde esta esfera a un punto diametralmente opuesto
de la misma;

— realizacién de la proyeccion esfereogrdfica del punto obtenido
de la esfera sobre el plano o;

- obtencion de la reflexion del punto encontrado en el plano o

del punto M.

Ya que en virtud de la propiedad A) de la proyeccion estereo-
grafica las circunferencias de una esfera, al ser proyectadas sobre
el plano o, aparccen en forma de circunferencias y rectas,
y viceversa, cada circunferencia o recta en el plato o -es la
proyeccién de cierta circunferencia en la esfera, Pero, al pasar
a los puntos diametralmente opuestos de la esfera (es d'ecir, cuando
la esfera se refleja de su centro) las circunferencias en la esfera
se transforman. en circunferencias, mientras que cuando el plano
se reflgja de un punto, las circunferencias y rectas aparecen €n
forma de circunférencias y rectas. A consecuencia de fo enunciado,
nuestra representacién de la inversibn como resuttado de la
realizacién consecutiva de las cuatro transformaciones indicadas
nos lleva a la conclusion de que la inversion posee la siguicrfte
propiedad:

A’) En lu realizacion de una inversion las circunferencias y rectas
se transforinan en circunferencias y rectas,

No es -dificil convencerse de que en una inversion las circun-
ferencias y rectas se transforman en circunferencias y rectas cuando
y solo cuando ellas pasan por el punto M,.

Igualmente, en virtud de la propiedad B) de la proyccmén
estereografica, los dngulos formados por curvas en la esfera se
representan. por dngulos iguales, formados por las curvas en el
plano o. Si una esfera o un plano son reflejadas, respectivamente,
del centro o de un punto, los dngulos formados por las curvas
en la esfera o el plano también se representan por angulos iguales
a los primeros ‘y formados por curvas en la esfera o en el plario.
Asi, de nuestra representaciéon de la inversion como resultado
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de la realizacion consecutiva de cuatro transformaciones se deduce
que la inversién posee también la propicdad

B') En la realizacion de unu inversion los angulos formades por
las curvas se expresgn por Gngulos iguales formados por curvas
transformados.

Los resultados de ta realizacién consecutiva de una inversién
con refacion a la circunferencia de radio R y centro en el punto
Mg v de la reflexién de un plano de algin punto (debido a las
causas sobre las cuales trataremos mds abajo, en €l § 4) se denominan
inversion respecto a una circunferencia imaginaria de radio
imaginario iR y centro en M,.

Observemos que de un modo totalmente igual a la inversion
respecto a una circunferencia en el plano se puede definir en el
espacio la inversion respecto a una esfera de radio R y centiro en
M, es deoir, 1a transformacion del espacio para la cual cada punto
M en el espacio, distinto del punto Mg, se convierte en el punto
M’ (situado en la recta MM por el mismo lado con relacion
a My que el punto M) tal que se cumple la corretacion (7).
S¢ puede demosirar que la inversidon respecto a una esfera en el
espacio tiene las mismas propiedades A’) y B') que la inversién
respecto a una circunferencia en el plano y ademds, una propiedad
semejante a fa A')

A"y En la inversién las esferas y los planos se transforman,
respectivamente, en esfera v planos.

No es difici) convencerse de que en la inversidn respecto a una
esfera las circunferencias y rectas se transforman en rectas; las
esferas y los planos en la misma inversion se convierten en planos
e un solo caso, es decir, cuando ellos pasan por el punto M,

Existe una vinculacién singular-entre Y4 proyeccion estereogrdfica
¢ inversidn respecto a una esfera. Esta*vinculacion consiste en lo
siguiente; si realizamos la inversion respecto a una esfera-de radio
S8 y centro en el punto S, la esfera de didmetro S8 se convertird
en el plano ©, que toca ambas esferas en el punto §'; la reflexion
obtenida de la esfera en el plano o coincide con la proyeccion
estereografica de la esfera sobre el plano o {fig. 12)

Efectivamente, en el parrafo | hemos encontrado que para todo
punto M de la esfera que es proyectada sobre ¢l plano o, y para
el punto M’ en ¢l plano ©, correspondiente a M', se cumple
la correlacion '

SM - SM’ = (SS'R.
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FIG. 12

Esta correlacion atestigua que el punto M’ del plano se obtiene
del punto M por medio de una inversion respecto a la esfera
de radio S’ y centro en el punto §.

-
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§ 3.
DEMOSTRACION DE LAS PROPIEDADES
DE LA PROYECCION ESTEREOGRAFICA MEDIANTE
EL METODO DE COORDENADAS

Para los leclores que conocen €f método de coordenadas presentamos.

la demostracion de las propiedades de la proyeccion estercogrélica por
medio de coordenadas {el contenido del pdrrafo puede ser omitido sin
perjuicio para la comprension de los temas siguienics). Imaginemos un
sistema. de coordenadas rectangulares X, Y, Z en el espacio y recordemos
que la distancia d entre los puntos M (X,, ¥, Z,) y M,(X; V3 Z3)
puede ser determinada segin la siguiente formula:

d=V(Xs - X2 +(Y, - VP +(Z, - Z,). 8

.. Para_el dnguio ¢ formado por los segmentos dirigidos (vectores)
OM; y OM, quc paricn del origen de coordenadas 0, se emplea la férmula

X, X;+Y,Y.+2,7, ©)
2 P 3 F) 7 2
VXI+Yi+Z3VXi+ Yi+ 2}

Examinemos la proycccion estereogrifica de una esfera de radio -1
y ceniro en el origen de coordenadas O. La proyeccion se clectda del
punio § (en el éje OZ) sobre el plano o que toca la esfera en el punio
‘diametralmente opuesto a S. En este caso, la ecvacién de la esfera tiene

. R X rY aZi=|, (10)

Las coordenadas del punto § son 0; 0, 1, y el plano o de la proyeccién
&s €l plano Z = —1. Sypongamos que el punto M (X, Y, Z) de la esfera,
al ser proyectado estefeoprdficamente, se transforma en ¢l punto
" M’(x, y, ~ 1) de! plano. Encontremos la relacion que existe entre las
" coordenadas x, y del punto M, y las coordenadas X, ¥, Z del punto M.
“Como los puntos S, M y M’ sc hallan en una misma. recta, los veclores
SM y SM’ estin oricntados en direccion @ una misma recta y, pors
consiguiente, las diferencias en coordenadas (X, ¥, Z — 1) de los puntos

cosp =

S, M y (x, y, —2) de los puntos S, M’ son proporcionales: -
i = i; Lo =K.
X w2

Por'!o tanto:
X=kx, Y=ky, Z=1-12k

Dado que las coordenadas X, ¥, Z satisfacen la ecuacion (10) de la
esfera, encontrames que
KR+ 53+ {1 — 2P =1

R +y 44 —dk=0. (i
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Los valores de k que satisfacen la condicién (11), corresponden a los
punios de¢ interscccién de Ja recta SM con la csferd: el valor k=0
‘corresponde al punic S, y el valor

4

SRR
X 4+yha
S ]

corresponde al punto M. Por eso, las coordenadas de M, correspondicntes
al punto M’, son:

Cdx 4y

L, X4y ~4
i z g T g—g y g T
E+yied’ | x4y 44 24y +4

(12)

Ahora ssando el método-de coordenadas, demostraremos las propicdades
de la proyeccion estereogrifica. _

A) Dado que las circunfercncias se obtienen al cortar la esfera por
‘unos planos, es evidente que las coordenadas de los puntos en’ las
circunferencias estian subordinadas a las mismas cendiciones que. ‘las
coordenadas de los puntos de los planos, es decir, se determinan por las
ecuaciones de éstos. Examinemos un plano que se define por la ecuacion

AX +BY+CZ+ D=0, U3

¥ encontremos ¢l lugar geométrico de los puntos del plang, correspondientes
a los puntos en gue se intersecan el pland (13) y Ia esfera (10). Con. este
fin sustituyamos los valores X, Y, Z de la formula (12) en fa ccuacién (13).

Vemos que las coordénadas (x, ) de los punios del lugar geométrico
satisfacen la condicion

4x 4y 2+ yt—4
x4yt d P AL Ay 4

lo que se pucde escribir en la forma
dAx + 4By + C{* + P =)+ DXF* + ¥ + 4 =0n

(C+ D){x2+ y?)+ 4Ax + 4By + 4(D— )= 0. (14)

Sustituyendo las coordenadas def punto S en la ecuacion (13) obtenemos
la condicion C + D =10, 1a cual es necesaria y suficiente para que el plano
{t3) pase por el punlo S. Por consiguiente, si el plano {13} no pasa por
el punto §, C+ D #0 y la ecuacién (14) es la ecuacién de uwma circun-
ferencia. Si el plano (13) pasa por ¢l punto S, entonces C+ D=0
y la ecuacion (14) es_la de una recta.

B) La demostracion de esta propiedad con ayuda del método de
" coordenadas requicre que el lector esté familiarizado con el cdiculo
diferencial. B! dngulo formado por dos curvas en la esfera cs igual al
dngulo formiado por las tangeéntes a estas curvas en el punio de Su
interseccién y, por consiguiente, al dngulo formado por dos vectores
dirigidos a lo largo de estas langentes. Si las:coordenadas def punto M
las utilizamos como coordenadas del vector OM, entonces -pucde tomarse
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como vector dirigide segun una tangente a la curva en ¢l punto
M (X, Y, Z) el vector cuyas coordenadas son las diferenciales dX, dY, dZ
de las coordenadas del punto M,

Designemos: por {dX, dY, dZ} el vector dirigido segin la tangente
a una de las dos curvus en la esfera; y por {8X, 8Y, 8Z}, el vector,
dirigido segin la tangente a la otra de [as curvas indicadas.

En virtud de (9), ¢l dngulo @ formado por estos dos vectores y, por
consiguiente, por las curvas, se determina segun la fGrmula

dX 8X + dY8Y +dZ3Z
VAX? +dY*+ dZ? f6X* +5Y% + 327

(15)

cos P =

El dngulo ¢, formado por dos curvas en el plano, que se obtienea
proyectindolas en la esfera, es igual al dngulo formado por dos vectores
{dx, dy} v {bx, Sy}, es decir,

dx 8x + dy Sy
V2 ¥ dy? |/3x% + oy*

Derivando las férmuias (12) encontraremos las diferenciales dX, dY,
dZ. Estas diferenciales son, respectivamente:
(x* + v +4)-ddx = 2xdx + ydy)-dx _
x?* + y* + 4)° a
_ 4P~ 2+ ) dx ~ Bxydy
- L
JY = (X2 + y* +4)-ddy — 2{xdx + pdy)-dy
il (xF 3 p? 4 42
” 4{x? — p? + 4)dy ~ 8xpdx
o+ + 4
CE+ P+ 4)-Hxdx+ ydy) — (2 + y2 —4)-2 (xdx + ydy) _
(x4 y* + 42 o

cos ¢ = (16)

dX =

.

dZ =

_ l6{xdx -I-__vdy)
TR

Sustituyendo estas dilerenciales en las expresiones para el numerador
y los factores del denominador de la férmula (15), obtenemos:

. 16(dx bx + dy by)
dX 38X +dVY8Y+dZBZ = —F =L
(x2+ 2+ 4P

e
VaxX® + dY? + dz* :m

2yt ed’

2z
VXT3 572 + 822 WL

X yidl

»
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Por ello:
dX 8X + dY8Y + dZ 82
VAXP+dYP +dZP )5XT + 5V + 527
_ dx 5x + dy By
= Vdx® + dy? Y ox? + 8y2
y, por o tanto, el dngulo @, formado por las curvas en la esfera es 1gual
al dngulo @, formado por las curvas correspondientes en el plino 6.

i C) El giro de la esfera alrededor del eje OZ se puede escribir en la
orma:

cos b =

=cos ¢ (17}

X =Xcosd ~ Ysen‘b,}

= X sen @ + Ycos @, (18}
Z =2
El giro del plano alrededor del origen de coordenadas se expresa asi:
x' = X cos @ — ysen @, } {19)
) = xsen @ 4 ycos o. '

En virtud de 1a correlaci('m
% Vi=xt4y?

(que se comprueba de una manera muy ficil), las mordenadas de ‘un
punto de la esferz que corresponde 4l punto del plano de coordenadas
i,y — I serdn:

4(x cos ¢ — y sen )

Xi= x3+y3+4 = X cos ¢ — Ysen o,

; 4{xsenf.p+ycos¢p)

Phies = X sen Ycos ¢,
x>+ yi 44 Frrasnne

2 T —
zf,i_*_-}__“
eyt 44

es decir, coinciden con las coordenadas (18) cuando @ = ¢, de lo que
se deduce gue nuestra alirmacion es correctu,

]
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§ 4.
METRICA ESFERICA EN EL PLANO.
APLICACION DE NUMEROS COMPLEJOS

Ademds de Ja distancia comiin entre dos punios de un plano, se
pucden. determinar también otras distancias, definidas segin cicrtas [eyes,
llamadas métricas del plano {la palabra métrica se proviene de la palabra
griega “metrec” que significa “mido™).

n particular, haciendo proyeciar la esfera sobre un plano, podemos
trasladar « este iltimo la métrica de la esfera, si tomamos como distancia
M'N" del plano la distancia entre los puntos. correspondientes M y N
de la esfera, Hamada distancia esférica ¥ medida a lo largo de la. gran
circunferencia de la esferd. En el caso en que r sea ¢ radio de la esfera
la distancia esférica entre los puntos M ¢ N es igual al dngule MON
(formado por los radios OM y ON de la esfera) multiplicado por r.
Cuando r = 1, la distancia esférica es igual al propio dngulo MON.

La proyeccién estercogrifica establece una correspondencia biunivoca
entre los puntos del plano o y los de la esfera, siendo excluido de ¢sta
el punto S.

Con el fin de obtener la correspendencia biunivoca entre ¢l plano o
y la esfera s¢ debe completar ¢l plano o cor un punto que consideraremos
correspondiente. al punto S de la esfera.

‘Cuando el pupto de la esfera se aproxima a §, el punto cosrespondiente
del plano se aleja hacia el infinito, razén por la cual el punto aiiadido
sé denomina punto. infiniramente lejano. Designémoslo por el simbolo oo,

_La distancia csférica. @ entre los puntos M y N en la esfera (10)
- de-radio unitarto y coordenadas X, ¥, Z y X', Y’, Z' es igual al dngulo,
- fermado por radios OM y ON, es decir:
o coso=XX'+YY +ZZ. {20)
. Sustituyende X, Y, Z por sus expresiones (12}, a trayés de las
‘coordenadas x, y del punto en el plano, y las X', ¥', Z', por la expresion
andloga (a través de x, ¥), encontramos que la distuncia w puede ser
expresada mediante las coordenadas x, p ¥ x', ¥ segén la f6rmula

16 (xx" + yy) + (x2 4+ y2 « 4) (x’2 +y7 =4

2y

CO3 (rl)= 4
(2 + A+ Yy 4 9)
== cos? & 1 +E0s0 _ |
2 2
@Ry )+ 6 (o 4 ) (R + Y =) (Y7 - 4)
2024+ + (X +y7 4 4) ’
es decir, 3 2 T
o2 @2 AP+ H 8 A W) H 16 T
3 (CryF+X 1y +4)

Las formulas (12) y (22) pueden ser simplificadas, si consideramos el
plane o, compictado por el punto infinitamente lejuno o0, como' plano
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de una variable compleja, es decir, para cualquier punto M (x, y) del
plano ¢ encontraremos un nimero complejo correspondiente

_ =X+ iy
Sustituyendo x e y por g -; Sy i;-—z- {donde z = x — iy), podemos
i
escribir las formulas (12) asi:
_20+3)
22 +4 7
2{z~2
o223 23
i(zz+ 4) @3)
zz—4
Lo
22+ 4

y la formula (22)
2 0 _ (2 + 4} (7Z + 4)
2 (z+A(rz+4)
Encontremos, ahora, los puntos del plano &, pot cuyo intermedio son -
expresados en la proyeccion estereogrdfica los puntos diametralmente

opucstos de la ésfera. Si los puntos M y M de ta esfera (10) son
diametralmente opuestos, la distancia esférica o entre ellog es. igual a n,

cos (24)

y entonces €o$ %—: cos % =0, En este caso, el numerador de la expresion
(24), sicndo igual a }zz' + 4%, es cero, es decir,

) 2F +4=0,
¥, por consiguiente, 4

=—-—, 25

i (25)

Hacierido uso de ndmerds complejos escribamos lu inversion respecto

a la circunferenciu de radio R y centro cn Mo, 8i los puntos Mo M

y M' se determinan por medio de los nimeros complejos 2o, 2 ¥ 7,
la condicion (7) puede escribirse en la forma

|z ~ zo]-]z’ = 2| = R~

Y debido a que los vectores MoM y MM’ estin dirigidos a lo largo
de una misma recta y se diferencian solo en un factor positivo, la ultima
cofrelacién se cumple iambién para los nimeros complejos, z- Zo
y 2’ — z,, que Jes expresan, es decr:

; 12 — 2] R?
2 T — - Z = ——————— | — =
0 |2_'-’0'|( o) [z— 2o (z - z0)
R? R*

G PR L T

0 seu, la inversion que transforima los puntos M en los M’, relacionados
con los primeros por la condicién (7), se puede escribir en numeros
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complejos en la forma
RZ
2—13p

-

Z'—'..o=

(26)

Por eso, la trangformacion (25) se compone de una inversion respecto
a lu circunferencia

1z =4 27

de radio 2 y cenirc en ¢l punto O y una refiexion 2 = ~z.

Como (25) puede considerarse como la trunsformacion {26) en la que
Zo=0 y R*> = —4, entonces se denomina. imversion respecto a la circun-
ferencia imaginaria

2= —4 (28)

de radio 2i y cenlro en el punto O.

Observemos que la circunferencia (27) es la representacion de la
ciccunferencia grandc en la esfera que se obtiene ul cortarla por un plano
diametral, paraleio al plano de proyeccion, e decis, una representacion
del ecuador de fa esfera, en el caso en que los puntos S v § se toman
por sus polos. .

Ya que cada pargja de circunferencias grandes de la esfera se

initersecan cn los puntos diametralmente opuestos y, por otra parte, los
puatos del ecuador de la esfera, diametralmenié opuestos, se éxpresan
en ¢l plano por imermedio de los puntos diametraimente opuestos de la
esfera .{27), enfonces las circunferencias grandes de la esfera se expresan
en el plano por aquellas circunferencias o rectas que cortan la circunferencia
{27y enlos puntos también diametralmente opuestos.
+ 'Es sabido que fa suma de los &ngulos del tridngulo esférico, ¢s decir,
dét tridngulo en la esfera, cuyos lados son constituidos por los arcos
de las circunfercucias grandes, es siempre mavor gue 7 (se puede demostrar
‘que-el drea del tridngulo esférico es igual al producto del exceso, en el
‘que la’suma de sus dngulos supera a wm, por el cuadrado del radio
de [a esfera) Ahora estamos en condiciones de convencernos de esto:
_dibujetnos el tridngulo esférico ABC en una proyeccion estereogrifica
{en la fig. 13 ¢l lado AB de este lridngulo estd representado por un
segmenio del didmetro de la circunferencia (27); los lados AC y BC -
por los arcos de las circunferencias que cortan la {27} en sus puntos
diametralmenie opuestos). En virtud de la propiedad B) de la proyeccion
‘estereogrdfica los dngulos del triangulo ABC se representan en ¢f plano
en su dimension. natural. Unamos los vértices del tridngulo en ¢ plano
por lineas rectas. La suma de los #ngulos del tridngulo rectangular
obtenido en e plano es igual a n. En lu figura 13 se ve claramente que
fa suma de los angulos del tridngulo esférico ABC es mayor gue la suma
de los dngulos del tridngule plano, es decir, es mayor que 7.

Una circunferencia de radio R con el centro en el punto M, puede
ser caracterizada por la ecvacion

lz—2|=R

(7 — 20){z — 20) = R%. {29)
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Demostremos las propicdades A') y 8') de la inver§ion respecto a una
circunferencia, haciendo uso de los nimeros complejos. Para ello considere-
mos la inversion

2
R (30)
Z
respecto a Ja circunferencia
P ; 7= (31)

con centro en el punto 0. Para demostrar la propiedad A’} conviene
escribit la ecuacion (29) cn la forma

Azz+ Bz +Bz+C=0 32
(muMtiplicando los dos miembros de la ecvacion (29) por 4 y haciendo

FIG, 13

B=~Az,, C=A(27,—RY). y sustitvir en ¢lla z por su expresion
a través de 2’ de la ecuacion (30} Obtenemos gue

Art Bf*  Br?

es decir,
CZ% + BR*Z + BR?2 + AR* =0. (33)

Cuando C =0, la circunferencia o la recta pasan por el punto 0.

La propiedad B') se demuestra de mancra andloga a la que ya hemos
usado en el § 3 para la demostracién de la propiedad B) por medio de
coordenadas, La propiedad B'). proviene también del hecho dé que la
inversion (26) és ¢f resultado de la realizacion consecutiva de las trans-
formaciones zZ =2 y

2

2w zy =

. (34

Z’-—Za

Mas la transformacion 2’ = Z es la reflexion de un ¢je real en la que
cuda dngulo sc transforma en un dngulo igual. En lo que se refiere a.la .
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transformacion (34) que es equivalente a la funcion '

z g
+ 2y, (35

W =
2= 3
observemos que quien cstd familiarizando con las. funciones de variable
compleja del curso de “Cilculo diferencial” sabe que la funcién indicada
posee una derivada -

B
dz (z—2z)'

Si designamos por k esta derivada, las diferenciales dz y dw estaran
unidas por la correlacién

dw = kdz. {36)

Por ¢so, si dos curvas parten del punto M (z), y las diferencidles a lo
largo de ellas son dz y 8z, cstas curvas se Lransforman, al realizarse
la inversién, en otras dos curvas, que parten del punto M'(w), cuyas
diferenciales son dw =kdz, dw =k 8z. Pero, cuando |a| =1, 6, en otras
palabras; cuando @ = cos ¢ + i sen @, la transformacion

W= a2 (37

en el plano de una variable compleja es el giro ¢n ‘un dngulo ¢
[(considerada. en coordenadas, 1a transformacién {37) (iene la forma de las
-‘ecuaciones {19)). Cuando g=4d=r, Ia misma transformacién es una
homotecia con el lactor ». En ¢l caso general la transformacion (37)
‘se compone del giro y de la homotecia. Por ¢lo, sometiendo dz y &2
a.1a transformacion: 53?) para a = k, obtendremos una transformacion que
no cambiy los dngulos y, por consiguiente, el dngulo formado por las
_diferenciales dw_y 8w es igual a2l dngulo formado por dz y 3z
< Observemos que la inversién respecto a la circunferencia (32) puede
éscribirse en, la forma

9t Bz +C

Az + B’ ARt



33

§ 5.
REPRESENTACION DEL GIRO
_ DE UNA ESFERA EN EL PLANO

-

De ia_propiedad C€) de la proyeccién cstereografica se desprende que
¢l giro de la esfera alrededor del diametro S5° se representa en el plano
g por ¢l gire (19), el cual, como hemos viste, puede escribirse mediante
" nimeros complejos en la forma (37), si

@ = Ccos @ + i sen Q.

Encontremos la ransformaciéon del plano, por cuyo intermedio se
representa el giro arbitrario de la esfera. En eslé caso 'sus ‘circunferencias
se transforman también en circunferencias y debido a 1d propiedad A) de la
proyeccion estereografica las circunferencias en la esfera sé expresan en cl
plano por circunferencias o lineas vectas, entonces los giros de la esfera
se represcntan en €l plano ampliado de variable compleja por medio
de las transformaciones biunivocas del plano indicado qué convierten las
circunferencias en otras circunferencias o lineas rectas. :

. Entre las transformaciones mencionadas del plano -s¢ puedén indicar
las transformaciones {37) y las transformaciones lineales mds generales

w=az +b, (39
que se componen de las transformaciones (31) y los traslados
w=z+h,
asi como también la teflexidén w = Z y las transformaciones mis generales
w=az+b (40)

que consian de las transformaciones fineales (39) y la reflexion w = W.
" A este grupo de transformaciones pertenecen también las inversioies
respecto a circunferénciag, las transformaciones (35) y las transformatciones
lineales fraccionarias de tipo mds gencral

=ﬂz+b @1
cz+d
¥
w;:-ff‘ﬂ* {42)
cz+d

que constan de las transformaciones lineales (39) y {40): y las inversiones
o las transformacionies (35): el hecho de que la transformacidn (41) esta
formada por las transformaciones indicadas se comprueba al ser posible
represcniarla en la forma

4] o da .
—cz+—d——d+b
w= ¢’ £ ¢ _ be - ad
cz+ d ¢ clez+d)’
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sustituyendo z por Z, obtendremos la misma representacion de l2 trans-
formacién (42).

Se puede demostrar que, reciprocamente, cada transformacion biunivoca
del plano de uma variable compleja complementado comn el punto oo
{en la cual las circunferencias se transforman en otras circunférencias
o lineas rectas) tiene la forma (41} 6 (42). Efectivamente, supongamos que
la transformacién T traslada el punto oo al punto §. Exanunemos la
inversion J respecto a wna circunferencia con centro en S. Entonces la
transformacion U, que se compone de las dos transformaciones mencionadas,
hace trasladar ¢l punto o0 a si misino y, por consiguiente, transforma
las lineas rectas en oiras rectas. Tomemos por conocide que cuslguier
transformacion biunivoca del plano que convierte las lineas rectas en ofras
rectas (transformaciones de este tipo se llaman afines) s puede escribir
en la forma '

x'=Ax+ B}"‘!" E,} (43)
y=Cx+Dy+F. g

Como, ademds, 12 transformacion U convierte las circunferencias en
otras circunferencias, es en realidad una semejanza, es decir, ‘consiste
de un movimientc y una homotecia 'y, por consiguicnte, puede expresarse
en el plano de una variable compleja en Ja forma (39) o (40). Por éllo,
la transformacién T, compuesta por la transformacion Uy la inversia J,
consiste de fa transformacion (39} 6 (40) y la inversion (38) y, por lo tanto,
tiene la forma (41) & {42).

Por eésta razdn, en la proyeccion estereogrifica de uwda esfera en el
plano el giro de<ésta se expresa por las transformaciones del tipo {41}
& {42). Ya que, al girar la esfera sus puntos diametralmente opuestos
s¢ convierten en puntos de la misma naturaleza y en la proyeecion
estereografica los puntos mencionados se representan por medio de puntos

_ relacionados mediante la. correlacion (25), entonces el giro de la esfera

.:se expresa en el plano por las transformaciones (41) 6 (42) que son

- permutadas con la transtormacién (25), es decir, los resultados que se

+, obtienen como consecuencia de estas transformaciones, son iguales, sea
“cual fuera el orden en que se realizan ellas.

" Dado’que los resultados de las transformaciones, realizadas en diverso

- “ofden, tienen la forma

T .
z 5 _ —da+bE 4 _ —dcz-dd
4¢ —dc +dz’ az +b az+b

e e d I

CZ+d

entonees, comparando los miembros libres y factores de 7 en los numeradores
y denominadores de las fracciones, llegamos a las correlaciones

1 -
=g = —ph, 44
d=a, ¢ 4b x (44)

Las mismas correlaciones (44) se. obtienen al realizar en diferente
orden las transformaciones (42) y (25) ¥ comparando los miembros libres
y factores de z en las fracciones tesultantes. Por ello, las revoluciones
de la ¢sfera son expresadas en el plano mediante los siguientes transfor-
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maciones;
, az+b
——l—ﬁz-i-ﬁ
4
¥
R ali+h
--I52+ﬁ

{45) en
{45) toma la forma

7=

o w

z={cos ¢ +isen o)z

(45)

(46}

Al %iro alrededor del didmetro S5 le corresponde la transformacidn
a que 7 =0, cuando z =0, En este caso b =0 y la transformacién
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§ 6.
DESARROLLO HISTORICO
DE LA PROYECCION ESTEREOGRAFICA

La primera obra en la que aparece nocion sobre la proyeccidén
estereografica es “Planisferio” por Ptolomeo Claudio (II siglo a. n. €.).
En el "Planisferio” s¢ da la descripcion del astrolabio, un
instrumento para determinar las coordenadas de los astros en la
esfera celeste, en el cual se utiliza e} principio de la proyeccion
estereogrdfica (véase ¢l parrafo 7). En el texto de “Planisferio”,
conservado hasta nuestros dias, se emplean (sin demostracion) las
propiedades A), B) y C} de la proyeccion estereogrdfica. La primera
exposicion de la teoria de la proyeccion estereografica, que tiene
una demostracion completa de la propiedad A) pertenece al Ahmad
Al-Fergani, sabio bel siglo IX quien nacié en Fergana y trabajé
en Bagdad. Al-Fergani dedicoO a esta teoria el primer -capifulo
de su obra “Libro sobre 1a construccion del astrolabio®,
Postériormenie los sabios orientales han sefialado que ‘el libro
de Al-Fergani s6bre el astrolabio es una de las mejores exposiciones
de la teoria de este instrumento. Ptolomeo, probablemente, sabia
de esta teoria, pero no aparece en el texto de “Planisferio” que
conocian los sabios de lar Edad Media.
" Al-Fergani demostré en su libro el lema al cual nos hemos
_referido a principios del parrafo | y dié la demostracién de la
_pmp:edad A). Luego, sefialé (como se hizo en el parrafo 1)-que

el punto dé un plano, que sirve de proyeccién para el centro

de la ‘circunferencia en una esfera, no coincide con el centro
de la circunferencia en el plano. La demostracion de “Al-Fergani
quepresentamos en cste libro para la propiedad A) es muy parecida
a la demostracién de la quinta proposicion en el libro 1 detl célebre
tratado “Secciones conicas”, escrito por Apolonio de Perga, geometra
griego (fines del siglo IH a. n. e). En el tratado se trata de la
segunda familia de secciones circulares de un cono circular oblicuo.
Es muy probable, por eso, que la propiedad A) de la proyeccion
estereografica, ya la conociera Apolonio. Observemos que en €l
tratado “Sobre lugares geométricos planos” Apolonio indica una
propiedad andloga A’) de la inversion: los griegos antiguos llamaban
lugares geométricos planos a las lineas que se pueden trazar con
una regla y un compds, es decir, lineas rectas y circunferencias.

En el tratado “Sobre lugares geométricos planos”™ Apolonio
dice que si “dos rectas” (esto es, dos segmentos rectilineas) salen
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de un mismo punto de la recta y “contienen el rectidngulo dado”
{es decir, ¢l producto de las longitudes de estos scgmentos es una
constante) y si, ademds, “un extremo de una de estas rectas describe
el lugar geométrico plano, entonces, el extremo de otra recta
también describe un lugar geométrico plano del misme o diferente
tipo”. Apolonio sefala también que lo mismo sucede cuando las
rectas.parten de diferentes puntos paraleldmente 0 bajo un dngulo,
es decir, en ¢l caso en que un “lugar geométrico plano” se obtiene
a partir de otro, por 'medio .de una transformaciéon que consiste
de la inversién y el movimiento (en este mismo tratado Apolonio
analiza la homotecia y la transformacién compuesta de la homotecia
y movimiento). Es evidente, que Ja mencionada proposicion de
Apolonio en “Secciones conicas” prestaba a los griegos la posibilidad
de obtener una rigurosa demostracién de la propiedad A} de la
proyeccion estereogrifica lo que, probablemente, fug hecho, si ne
cn los tiempos de Apolonio, por lo menos en el transcurso de los
cuatro siglos que separaron a Apolonio de Ptolomeo.

El mérito de Al-Fergani consiste en que, disponiendo 616
de la formulacion de la propiedad A), logré establecer -de nuevo
su demostracion. &

En la Edad Media Ja proycccién estereografica se denominaba
“proyeccion de astrolabio”. El término “proyeccion estereografica”
fue introducido en el afio 1831 por el matemdtico alemin
L. 1. Magnus (1790-1861), a quien se atribuye a veces el descu-
brimiento de esta notable proyeccion. Este término se origina de las
palabras 'griegas “aiepeov”’, cuerpo espacial, de la gque provienc
el término “estereometria”, y “ypupn” — “dibujar, escribir”. Este
altimo dio origen a nuestras palabras fotografia, geografia, biografia.
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§ 7.
PROYECCION ESTEREOGRAFICA
EN LA ASTRONOMIA Y LA GEOGRAFIA

Veamos, ante todo, cudl es la estructura del astrolabic medieval,
basada en la aplicaciéon del principio de la proyeccidn estereo-
grafica. Actualmente todos los escolares conocen esie instrumento
que representa en si un disco horizontal dispuesto §obre un tripode
(fig. 14, a). A lo largo dei borde del disco van marcadas divisiones
graduales En el centro se encuerntra la alidada, una regla con dos
pinulas, por medio de las cuales se puede visar la direccion sobre
un punto a otro. Al dirigir visualés en diferentes puntos, se puede
medir angulos formados por las direcciones en la superficie de la .
Tierra. En la Edad Media el astrolabio se usaba para determinar
las coordenadas de los astros en la esfera celeste lo que atestigua
su propio nombre, proveniente de las palabras griegas “actep”
(astro) y “AaPn” (captar). El disco con divisiones y la alidada
(palabra drabe, significa “dispositivo’ ") del astrolabio moderno
constitutan solo“una parte del .astrolabio medieval. El astrolabio
se suspendla de un anillo (véase fi g i4, b}, su alidada se orientaba

FIG. 14

hacia el astro elegido y la flecha de la misma indicaba en la
escala graduada la altura del astro en grados.

Para determinar la segunda coordenada del astro se utiliza
otra parte del astrolabio en la que éstdn montados un disco.
inmévil llamado “timpano™ y un disco grabado, “arafia, que gira
alrededor del centro del disco fijo. En el timpano estin representadas,
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en proyeccion' estercografica, las circunferencias de’la esfera celeste
que no cambian durante su movimiento aparente diario: el ecuador
celeste, representado por una circunferencia grande que en ef movi-
miento indicado se transforma en si misma; los troépicos de
Céncer y de Capricornio, que se representan por dos paralelas
del ecuador celeste que tocan a la ecliptica, es decir, al circulo
maximo de la esfera celeste que senala el curso aparénte del Sol
durante el afio. La ecliptica comprende los doce signos o constela-
ciones del Zodiaco. El Sol corta ¢l ecuador celeste en los dias
de los equinoccios de primavera y .de otofio, y se halfa a distancia
mdxima de €l en los dias de los solsticios de verano y de
invierno, cuando entra el Sol en las constelaciones de Cancer
y de Capricornio de las cualés reciben sus noinbres los tropicos;
la propia palabra tropico tiene origen griego (“tpome”) y significa
“un giro”; el horizonte y sus paralelas, almicantarates (de la paldbra-
drabe “almucdntara” que significa “construido con bbveda”); zenit
(proviene de la palabra drabe “zemth” (direccion) la cual se
transformé en “zenith” por error de un escribiente de la Edad
Media quien en vez de “m” copié “ni”); verticales — circulos

grandes que pasan por el zenit perpendiculafmente al horizonte:
En virtud de la propiedad A) todas: las . circunferencias - -
mencionadas de la esfera se representan ‘en pano por arcos .
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de las circunferencias o por segmentos de lineas rectas. Por punto
$ 'sc toma, como regla general, €l polo austral de la esfera celeste.
* Por eso, el ecuador y los tropicos se representan en ¢l timpano
por circunferencias concéntricas. E] timpano se corta, generalmente,
por una circunferéncia que representa el trépico (fig. 15). En el
lugar de latitud geografica @ el ecuador celeste forma con el horizoiite

. T i ”
un afgulo . {en el ecnador terrestre es perpendicular al

horizonte y coincide con ¢l en los polos). Por eso, debido a la
propiedad B), el horizonte se expresa por una circunferencia que
corta la representacion ecuatorial en dos puntos, diametralmente

opuestos, bajo un dngulo —g—— ¢. Se puede demostrar que los,

almicantarates se representan por arcunferencias, fas cuales, junto
con la representacion circular del horizonte, forman un hdz de
circunferencias que son lugares geométricos de los puntos para los
que la razén entre las distancias hasta ¢l punto Z (zenit) y hasta
¢l que representa el punto diametralmente opuesto (nadir) de la
esfera celeste es una magnitud constanie. Los verticales aparecen
conto circulos que pasan a través del punto Z perpendicularmente
a la circunferencia que representa el horizonte.

Debajo del horizonte se trazan en los timpanos las llamadas
lineas horarias que sirven para determinar tiempo en las “horas

1
de temporada”, equivalentes a T parte de la claridad u oscuridad

del Sol durante el dia astronémico, Las representaciones de los
almicantarates y de los verticales [orman una “telarafa” en la que
se mueve la “arafia”. En la “arafia” se .representan la ecliptica
y las estrellas mds brillanies que giran, mientras tiene lugar el
aparente movimiento diario de la esfera celeste. Es evidente que
la ccliptica sc expresa por una circunferencia que toca a las
representaciones de los tropicos, En la representacion de la
ecliptica estan indicadas tas doce constelaciones del zodiaco (el Sol
tarda un mes para recorrer cada una de las mismas) y divisiones
complementarias de estos segmentos que permiten establecer la
representacidon solar en cualquier dia del afio. Las estrellas se
representan mediante puntos que parten del borde del haz o de
ta representacion de la ecliptica (fig. 16).

De este modo, con ayuda del astrolabio puede medirse el
azimut de los dstros cuyas represcntaciones estdn indicadas en la
“arafia”, es decir, d¢l Sol o de una de las estrellas que aparecen
en ella.
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Una vez medida (mediante la alidada) la altura del Sol o de
algiin otro astro, se le da la vaelta al astrolabio y. se gira la arafia
en un angulo tal que la imagen del astro caiga sobre un almicantarat
de la misma aitura. En este caso se emplea 4a propiedad C) de la
proyeccion estereogrifica, en virtud de la cual el giro diario
de la esfera celestc se representa por una vuelta de “la arada”.,
Al realizar el giro de la “arafia”, obtenemos la representacidn
exacta de la esfera celeste sobre un plano en ¢l momento dado.
El azimut del astro es igval en este momento al angulo formade
por ¢l vertical, cuya imagen pasa por la representacién del astro
y cierto vertical de referencia. ‘El dngulo en que se huce girar
la arafia nos indica con toda exactitud ¢l lapso, en Horas
astronémicas, que ha pasado a partir ‘'del prin¢ipio del dia o de la
noche, al que correspondé la. posicion de fa. “arafia” en la que
la imagen del astro coincide con la representacion del horizonte
Con ayuda de. las “lineas horarias”, anies mencionadas, se deter-
mina también €l tiempeo en “horas estacionales” que en la Edad
Media servia a la gente para el inicio de los rezos.

FIG. 16
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La proyectién estereogrdfica se usa también en la elaboracion
de los mapas, cuando la superficie del globo terrestre se hace
proyectar sobre un plano. En los mapas; preparados de la manera.
indicada, los Angulos formados por lineas, conservan én. la proycccion
su magnitud natural debido a la propiedad B). Estos mapas son
de mucha importancia para los marinos, pues en este caso el
dngulo de giro del timén es precisamente ignal al dngulo medido
por ¢l mapa. Varias obras del eminente matematico Leonardo
Euler (1707 —1783). estdn dedicadas al empleo de la proyeccién
estereografica para levantar mapas. Entre ellas sé pueden citar
“Sobre la representacién de una superficie esférica en el plano”,
“Sobre la proyeccion geogrifica de una superficie esférica”, *Sobre
la proyeccién geogrifica de Delille, aplicada en El Mapa general
del Imperio de Rusia”. En las cobras mencionadas Euler plantea
la cuestion referente a una transformacion mas general de la esfera
en un plano que conservara los dngulos formados por lineas. Con
este fin Euler efectiia la proyeccion estercogrifica de la-esfera
en un plano, y luego, considerando el plano como un. planc de
variable compleja, realiza en €l una transformacion hdaciendo use de la

funcién w = f(z) que tiene la derivada %—, 0 de la funcidbn w=

= f{z}, conjugada con la primera: para las funciones de este tipo
1as diferenciales dz y dw estan ligadas mediante la correlacion (36)
de 1a cual se desprende la verificacion de la propiedad B’} para
ambas transformaciones.
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§ 8.
APLICACION
DE LA PROYECCION ESTEREOGRAFICA
A LA GEOMETRIA DE LOBACHEVSKI

Uné de los métodos mas gimples para determinar el plaso de
Lobachevski consiste en lo siguiente: si se cambia en nuestro espacio
comun la ley de determinacién, de fas distancias (métrica} de manera que-
la distancia M M, entre los purtos M, (X,, ¥,, Z;) ¥ M; (X3, Y1, Z3),
se exprese no por medio de la formula (8) sino por ia formula

P VX 2 (V= TP =Zi = ZF (47)

y ¢l 4ngulo ¢ entre los vectores OM; y OM, se halla no con ayuda
de (9) sino a través de la formula

XX, +Y,Y,~2,7Z,
VXi+ VI VXis¥i-23

entonces el espacio vecibe ¢l nombre de espaciv seudoeuclidiano. A diferencia
.del espacio euclidiano comin, el espacio seudoeuclidiano comprende
segmentos de -fongitud real, longitud cero y de longitud puramente
imaginaria; rectos de tres tipos cuyos segmentos tiene una longitud real,
tongitud cero (“rectas isotropas”) e imaginaria; planos de tres tipos: de
geometria euclidiana, seudoeuclidiana y de geometria “isdtropa”, que es
intermedia entre las geometeias cuclidiana y seudoeuclidiana; esferas de
tres tipos: de radio real, dé radio puramente imaginaric y de radio cero.
Las ecuaciones de estas tres esferas con centro en el origen de coordenadas
tienen -respectivamente las siguientes formas:

cos @ = {48)

X.3 e -Yg .l zz — R2’ {49)
XZ . Yl sas z2 o _RZ {50}

¥
X +Vi-2=0 {51)

Por eso, en el espacio sendoeuclidiano las esferas de radio reat tienen
el aspectoe de un hiperboloide de una hoja {fig. 17,4), las de radio
puramente jmaginario se representan como hiperboloides de dos hojas
(fig. 7, b), ¥ las de vadio cero tienen [a forma de conos (fig. 17, ¢)
£l cono (51} s¢ denomina cono asinttico de las esleras {49} y (50),

‘El pluno de Lobachepski puede definirse como una esfera de radio
tmaginaric en el espacio sendoeuclidiano cuyos puntos diametralmente
opuestos son idénficos (o como una de ias cavidades en esta esfera).
El papel dé lincas rectas en el plano de Lobachevski, lo desempefian las
secciones diametrales de la esfera, andlogas a las circunferencias grandes
de una esfera comin. No es dificil convencerse dé que los planos tangentes
a esta esfera son euclidianos, de donde se deduce .que 13 geometria de 1al
esfera, congiderada en las pequefias porciones de ésta, como, también
fa de esfera comiln en su§ pequefias porciones regpectivas, se diferencian
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poco de la geometria euclidiana (al contrario, los. planos tangentes
4 la esfera de radio real en el espacio seudoouclidiano son seudoeuclidianos,
micntras que los planos tangentes a la esfera de radio cero son “isétropos™).
Por otra parte, si proyectamos 14 esferz .de radio imaginario desde su
centro sobre el plano tangente (fig. 18, a), todo ‘el plano de Lobachevski

FIG. 18 -

st representard en la forma del campo interior de un circulo (que
resufta de la interseccion del plano de proyeccion con el cono asintdtico
de la esfera) v las secciones diametrales de la esfera, es .decir, las rectas
del plano de Lobachevski, se representaram por las cucrdas del circulo
mencionado (esta proyeccion lleva e nombre de interpretacion de
Beltrami— Klein del planc de Lobachevski).

En la fig. 18, b"se ve con toda la claridad que a través del punto A4
de la proyeccion dada se pueden trazar mds de una cuerda gue no corte
la cuerda dada «, lo que corresponde al axioma de Lobachevski por el
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cual: & trayés de un punto de cierto plano se pucden trazar mds de una
recta en este plano que no corte la recta dada del mismo. Por otra parte,
es posible demostrar que en: el plaio dado sc cumplen todos los uxiomas
de la geometria euclidiana, a excepcion del de paralelismo, en virtud del
cual no se puede trazar por un pusto de! plano mds de una recta que
no corte la recta dada,

El espacio seudoeuclidiano, lo mismo que el euclidiano, permite defini
la proyeccién estercogrdfica de la esfera (tanto de radio real como
imaginario} en ¢l plano. En particular, la proyeccion estereogrifica de la
esfera de radio i, definida por la ecuacién

XY -Z= -, (52)
efectuada dei punto S (0, 0, 1) sobre e} plano Z = —1 (fig. 19), se expresa

/

a7

/
’Jfl -
QM

FIG. 19

por las formulas andlogas a las (12),

; “4x
X= o
4_x‘2._y2
s cdy
Y= (53
4 - x* =y )
_xt4 i d
A wﬁ+y’»4'

Con ayuda de estas formulas, como en ¢l § 3, sc demucstran las
propiedades A), B). y C) de la proyeccidn estereogrdfica de la csfera de
radio imaginario sobre un plano. Con esto, toda la cavidad inferior de la
esfera de radio imaginario serd representada en la proyeccion en forma
del campo integior del girculo- =

Xhy=4 (54)

cortado del plano por un cono, obtenido a su. vez, -4 parti de’ un cono
asinttico de la. esfera de radio imaginario, cudndo s vertice es trdasladado
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desde el centro de la esfera al punto S. La cavidad superior de la esfera,
naturalmente, serd representada por el campo exterior del circulo
mencionado.

8i consideramos ‘¢l plano como um plano de variable compleja,
entonces la .circunferencia (54) coincidird con la (27); lo mismo que en
¢l § 4 se puede mostrar que los puntos diametralmente opuestos de una
esfera de radio imaginario se expresan en el plano por los puntos que
se hallan en la inversion respecto a esta circunferencia de lo que se deduce
que todas las secciones diametrales de la esfera, es decir; [as rectas del
plane de Lobachevski, son expresadas por circunferencias que en la
Inversion se convierten en si mismas. En otras palabras, s¢ expresan per
las circunferencias ortogonales a la circunferencia (54). Esta es la asi
llamada interpretacion de Poincaré del plano de Lobachevski.

Come es sabido, la suma de los dngulos de un tridngulo. del plano
de Lobachevski es siempre inferior a n (se puede demostrar que el drea
del tridngulo del plano de Lobachevski es igual al producto de la diferencia
entre  y la suma de sus dngulos por el cuadrado del module del radio
de la esfera correspondiente de radio imaginario) Igual que en ¢l § 4
podemos cerciorarse de esto: si representamos en la interpretacién de
Poincar¢ el tridngulo ABC (en la fig. 20 el lado AC ‘de este tridngulo

FIG. 20

se representa por el segmento del didmetro de la circunférencia (54); los
lados AB y BC por los arcos de las circunferencias otrogonales a la
circunferencia {54)). Entonces, en- virtad de la propiedad B), los dngulos
del tridngulo se expresan sobre el plano en su magnitud natural. Unamos,
ahora, los vértices del tridngulo plano con lineas rectas; la suma de los
angulos del tridngulo obtenido en el plano es igual a =, y la fig. 20 fos
muesira que la suma de dngulos del tridngulo ABC en el plano de
Lobachevski es inferior a la suma de dngutos del tridngulo plano, es decir,
¢s menos que m.

Ya que por un punto del plano de Lobachevski es posible trazar
varias rectas que no corten la recta dada, entre la infinidad de estas
rectas deben haber.dos lineas limitrofes que separen las rectas que pasan
por ¢l punto dado y corten la recta dada, de los que -pasan por el mismo
punto y no cortan la linea mencionada, Estas dos rectas se llaman rectas
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* paralelas a la linea dada; las demds rectas (que no cortan la recta dada)
s¢ denominan rectas divergentes con la recta dada. Se puede mostrar que
en nuestra proyeccion estereogréfica los rectas paralelas se representan por
los arcos de las circunferencios que se tocan en el punto situado en lu
circunferencia (54}

En ¢l plano de Lobachevski existen tres clases de las curvas:
circunferencias, equidistantes y oriciclos.

1) La circunferencia se define (igual que en ¢l plano comin) como el
lugar geométrico de los puntos equidistantes de un puato. Igual que <n
¢l plano comin, las circunferencias en el plano de Lobachevski se pueden
definir también como lineas curvas las cuales en cada uno de sus puntos
cortan en 4dngulc recto las rectas de cierto haz de rectas que se intersecan
en un pento,

2) Se Hama eguidistante una curva que equidista de una recta dada
denominada base de la equidistante. Ee el plano de Lobachevski.
a diferencia del plano comiin, 1os lugares peométricos de esta indole no
son un par de rectas sino que ciertas curvas compuestas de dos ramas.
La equidistante puede definirse también como una curva que en cada uno
de sus puntos corta en angulo Tecto las rectas perpendiculares a una recta
dada, base de la equidistante. i

FIG. 21

3) Se ilama oriciclo una curva que en cada uno de sus puatos corla
bajo un 4ngulo recto las réclas paralelas entre si {la palabra oriciclo
significa “circulo limite™):

8¢ puede 'mosirar que en nuestra proyeccion estereogrifica las

- circunferencias del plano de Lobachevski se representan por circunferencias
que se tiatlan dentro del campo interiof del circulo (54) (fig. 21,4). Los
oriciclos se expresan mediante circunferencias -que tocan el circulo (54)
{fig. 21, b} en ¢l punto por -el cual pasan los arcos de las circunferencias
que representan rectas paralelas, perpendiculares al oriciclo. Las equidistantes
se representan por las circunferencias que cortan el circulo (54) en dos
puntos (fig. 21, ¢}, precisamente en aquellos donde Ja circunferencia que
representa la base de la “equidistante (fig. 21,d): corta el circule (54).
Al identificar los puntos diametralmente opuestos -de uma esfera de radio
imaginario, cada punto del planc se identifica -con-.el punto en el cuul
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el primero se transforma durante la_inversion respecto al circulo (54), una
parte de la circunferencia que representa la equidistante situada fuera del
circulo (54) puede sustituir por uin arco en el campo interior del mismo
en el cual se traslada durante la inversion el arco indicado. En la esfera
de radio imaginario las curvas indicadas se rcpresentan por secciones
planas, las circunferencias se originan a partir de las secciones por planos
euclidianos del espacio seudoeuclidiano, equidistantes — de las secciones por
planos seudoeuclidianos del mismo espacio, oriciclos — de secciones por
plaros “isotropos”. %

FIG. 22

FIG. 24

Precisamente a esta circunstancia se debe el hecho de que en [a
proyeccion estereogrifica todas estas curvas se representen por circun-
ferencias.

Observemos que Poincaré propuso su interpretacion en otra.forma,
en la que el semiplano superior del plane de vartable compleja desempeiia
et papel del circulo (54) y -el de la circunferencia (54) pertenece al eje
real de este plano. En esta interpretacion las lineas rectas de Lobachevski
son representadas por semicirculos con el centro situado en el eje real,
mientras que las circunferencias (fig. 22), oriciclos (fig. 23) y equidistantes
(fig. 24) se expresan mediante circulos quc no se intersecan con el cje
real, que lo tocan o que lo cortan en dos puntos bajo un dngulo no
recto (si una circunferencia corta el eje real bajo un dngulo recto, es,
entonces, la representacion de una recta).

El movimiento™del plano de Lobachevski se representa en este caso
por transformaciones fraccionarias lineales (41), en las que todos cuatro
nomeros a, b, ¢, d son reales,
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