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Introduccion

La teorfa de los nimeros examina principalmente las propiedades aritméticas de los
numeros de la serie natural, es decir, de los nimeros enteros positivos, y pertenece a
una de las ramas mds antiguas de las Mateméticas. Uno de los problemas centrales de
lallamada teorfa analitica de los nimeros es el problema de la distribucién de nimeros
primos en la serie natural. Se llama niimero primo cualquier ndimero entero positivo
mayor que uno, que se divide sin resto solamente por si mismo y por la unidad. El
problema de la distribucién de nimeros primos en serie natural consiste en determi-
nar si es justo o no el comportamiento del conjunto de nimeros primos menores que
cierto numero N, cuando IV tiene valores grandes. El primer resultado en esta direc-
cién lo hallamos ya en los trabajos de Euclides (siglo IV a. d. n. ¢.), concretamente
la demostracién de que la serie de nimeros primos es infinita; el segundo resultado,
después de Euclides, fue obtenido por el gran matemdtico ruso P. L Chebishev en la
segunda mitad del siglo XIX. Otro de los problemas fundamentales de la teoria de los
numeros es la expresion de nimeros enteros como suma de nimeros enteros de un
determinado tipo, por ejemplo, la expresion de nimeros impares como suma de tres
numeros primos. Este tltimo problema, llamado de Goldbach, fue resuelto por uno
de los més ilustres representantes de la teorfa de los nimeros, el matemdtico soviético
L. M. Vinogrédov.

El libro que ofrecemos al lector estd también dedicado a una de las partes mas
interesantes de la teorfa de los niimeros, concretamente a la resolucién de ecuaciones
en nUmeros enteros.

Uno de los problemas més dificiles de la teorfa de los niimeros es la resolucién, en
numeros enteros, de ecuaciones algebraicas con coeficientes enteros y con mas de una
incégnita. Al estudio de estos problemas se dedicaron intensamente los mds eminen-
tes matemdticos de la antigiiedad, por ejemplo, el matemdtico griego Pitdgoras (siglo
VI a.d.n.c.), Diofanto de Alejandria (siglo II-III d.n.c.) y los mejores matemdticos
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de épocas més cercanas a la nuestra, entre ellos P. Fermat (siglo XVII), L. Euler (si-
glo XVIII), I. L. Lagrange (siglo XVIII) y otros. No obstante al esfuerzo de muchas
generaciones de eminentes matemdticos, en esta rama de las Matemdticas no existen
métodos comunes semejantes al método de sumas trigonométricas — propuesto por
I. M. Vinogradov — que permite resolver los mds variados problemas de la teorfa
analitica de los niimeros.

El problema relacionado con la solucién de ecuaciones en nimeros enteros estd
completamente resuelto solamente para ecuaciones de segundo grado con dos incdg-
nitas. Para ecuaciones de cualquier grado con una inc6gnita, este problema no repre-
senta interés esencial alguno, ya que puede ser resuelto mediante una cantidad finita
de pruebas. Para ecuaciones de grado superior al segundo con dos o més incégnitas,
es sumamente dificil no solamente el problema de hallar todas las soluciones en nu-
meros enteros, sino también problemas més simples como es la determinacién de la
existencia de un conjunto finito o infinito de dichas soluciones.

La solucién de ecuaciones en niimeros enteros tiene no solamente interés tedrico.
Pues ecuaciones de este tipo a veces se dan en la fisica.

Elinterés tedrico que presentan las ecuaciones de niimeros enteros es lo suficiente
alto puesto que estas ecuaciones estdn estrechamente ligadas a muchos problemas de
la teorfa de los ntimeros. Ademads, las partes elementales de la teoria de estas ecuacio-
nes, expuestas en este libro, pueden ser utilizadas con éxito para ampliar los conoci-
mientos en matemdticas de los alumnos de escuelas medias y estudiantes de institutos
pedagégicos.

El libro contiene la descripcién de algunos resultados fundamentales, obtenidos
en la teorfa de la resolucién de ecuaciones en ntimeros enteros. Los teoremas formu-
lados en ¢él, van acompafiados por sus respectivas demostraciones en aquellos casos,
cuando estas demostraciones son lo suficiente simples.



CAPITULO 1

Ecuaciones con una incégnita

Examinemos la ecuacién de primer grado con una incégnita
ax + ay = 0. (1.1)

Sean sus coeficientes 4; y 4, nimeros enteros. Entonces la solucién de esta ecuacién

49
x=—-—

a

serd un niimero entero s6lo cuando 4, es divisible sin resto por 4;. Es decir, la ecuacién
(1.1) no siempre puede ser resuelta en nimeros enteros, por ejemplo, de dos ecuacio-
nes3x — 27 =0y5x +21=0,la primera tiene solucién entera x = 9, mientras
que la segunda carece de tales soluciones.

Esta misma circunstancia se presenta también en ecuaciones de un grado superior
al primero, pues si la ecuacién cuadrada x2 + x — 2 = 0 tiene soluciones enteras
x=1Lx, =-2, la ecuacién x> — 4x + 2 = O no posee tales soluciones, ya que sus
rafcesx;, =2 + \/E son irracionales.

El problema de hallar raices enteras en ecuaciones de #-ésimo grado con coefi-
cientes enteros,

a,xX" +a, "N et ax+ay =0 (=1) (1.2)

se resuelve con facilidad. En efecto, sea x = 4 una raiz entera de esta ecuacién. En-
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tonces

4, 5" + a, X"V et +ay =0

ay = —a(a,x" " + a4, 15" + o + agx)

Por La tltima igualdad vemos que 4, se divide por 4 sin resto, por lo tanto, cada
raiz entera de la ecuacién (1.2) es divisor del término independiente de dicha ecua-
cién. Para hallar las soluciones enteras de esta ecuacion es preciso elegir aquellos di-
visores 4, con los cuales, realizando sustituciones en la ecuacidn, ésta se transforma
en identidad. Asi, por ejemplo, entre todos los divisores del término independiente
de la ecuacién

X0+ x7 +2x3+2=0,

que son 1, =1, 2 y =2, solamente —1 es rafz. Por consiguiente, esta ecuacidn tiene la
tinica rafz entera x = —1. Utilizando este mismo método es ficil demostrar que la
ecuacion
- 3+ 2 —x+3=0
no tiene solucién en nimeros enteros.
Considerablemente mayor interés lo representa la resolucién, en nimeros ente-
ros, de ecuaciones con muchas incognitas.



CAPITULO 2

Ecuaciones de primer grado con dos incognitas

Examinemos la ecuacion de primer grado con dos incégnitas
ax+by+c=0 (2.1)

enlaqueay b son nimeros enteros diferentes de cero y ¢, un nimero entero arbitrario.
Vamos a considerar que los coeficientes 4 y b no tienen més divisores comunes que la
unidad’. En efecto, siendo el mdximo comin divisor de estos coeficientes d = (, b)
diferente de la unidad, las igualdades 2 = 4,d y b = b,d son veridicas, la ecuacién
(2.1) adquiere la forma como sigue

(ax + by)d +c=0

y puede tener soluciones enteras sélo cuando ¢ es divisible por 4. Asi, pues, cuando
(a, b) = d # 1 todos los coeficientes de la ecuacién (2.1) deben dividirse por  sin
resto y simplificando la ecuacién (2.1) por 4 obtendremos la ecuacién

ax+by+e=0 (cl=§),

cuyos coeficientes 4, y &, son niimeros primos entre si.
Veamos primeramente el caso cuando ¢ = 0. La ecuacidn (2.1) toma la forma:

ax + by =0. (2.2)

"Los niimeros 2 y b con esta particularidad se llaman niimeros primos entre sf; considerando
(a4, b) como méaximo comtn divisor de 4 y b, para los niimeros primos entre si, tendremos que

(2, b) = 1.
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Resolviendo esta ecuacion respecto a x obtenemos
x=——9.
2

Queda claro que x tendrd valores enteros si, y sélo si, y se divide por 4 sin resto.
Pero cualquier nimero entero y, multiplo de 4, puede ser expresado de la siguiente
forma

y =at,

en la que # adquiere valores enteros arbitrarios (¢# = 0, 1, +2, ...). Poniendo este
valor de y en la ecuacién anterior, o sea,

x = ——at = —bt,
a

obtenemos las férmulas que contienen todas las soluciones enteras de la ecuacién

(2.2):

x=-bt, y=ar (¢=0,=l, %2,..).

Pasemos ahora al caso cuando ¢ # 0.

Demostraremos primeramente que para hallar todas las soluciones enteras de la
ecuacién (2.1) es suficiente hallar una solucién cualquiera de esta ecuacidn, o sea, ha-
llar unos nimeros enteros xy, 7, tales que

axg + by, +c=0.

2.0.1 Teorema: Sean 4y b nimeros primos entre si y [x, J,] cualquier solucién®
de la ecuacidn 2.1
ax +by +c=0.

Entonces, las férmulas

x=xy—bt, y=y,+at, (23)
stendo # = 0, +1, +2, ..., dan todas las soluciones de la ecuacién (2.1).
DEMOSTRACION: Sea [x, y] solucién arbitraria de la ecuacién (2.1). Entonces de las

igualdades
ax+by+c=0 y axog+byy+c=0

*El par de nimeros enteros x e y que satisface una ecuacion se llama solucidn y se designa por

[x, 9]
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tenemos quc

a(xg — x)

ax —axy +by —byy =0, y—y, = 7

Comoy — y, esun nimero entero y 2 y b niimeros primos entre si, la expresién x, — x
debe dividirse por & sin resto, es decir, x, — x adquiere la forma

Xg — x = bt,

en la que £ es numero entero. Pero entonces

Y, por consiguiente, tenernos
x=xy—bt e y=y,+at.

Asi queda demostrado que cualquier solucién [x, y] tiene la misma forma que
las férmulas (2.3). Falta demostrar por tltimo, que cualquier par de ndmeros [}, 3],
obtenido a base de las férmulas (2.3), siendo # = # ntimero entero, es solucién de la
ecuacién (2.1). Para comprobarlo pongamoslos valores x; = x, — bt ey =y, + af
en ¢l primer miembro de la ecuacién (2.1):

ax; + by, + ¢ = axgabt; + by, + abt; + ¢ = axy + by, + ¢,
entonces, como [xg, ¥, ] es solucidn, tenemos que ax, + by, + ¢ = 0y por lo tanto
ax; + by, + ¢ =0,

es decir, [x1, 3] es solucién de la ecuacién (2.1), con lo cual el teorema queda com-
pletamente demostrado. O

En resumen, siendo conocida una solucién de la ecuacién ax + by + ¢ = 0, las
demds pueden hallarse empleando progresiones aritméticas, cuyos términos comunes
tienen la siguiente expresion

x=xy—bt ¢ y=y,+ar (r=0,=l, £2,..).

Observemos que en caso de ser ¢ = 0, las férmulas de las soluciones halladas
anteriormente
x=-bt e y=at
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pueden ser obtenidas a partir de las que acabamos de recibir, o sea,
x=xy—br e y=y,+at,

sise toman x, = y, = 0; cosa posible puesto que los valores x = 0 ¢ y = 0 son, sin
duda, solucién de la ecuacién
ax + by =0.

Veamos, a continuacién, cémo hallar una solucién [xy, 5] cualquiera de la ecuacién
(2.1) en el caso general cuando ¢ # 0.
Para ello comenzaremos por un ¢jemplo.
Sea dada la ecuacién
127x - 52y + 1= 0.

Transformemos la relacién entre los coeficientes de las incdgnitas.

Primeramente separamos la parte entera de la fraccién impropia

52
127 _ ., 23
SRS
L . ., .23 . 1
uego cambiamos la fraccién propia 52 por otra igual a ella < Obtenemos en-
23
tonces 127 !
? =2+ z
23

Hagamos las mismas transformacién es con la fraccién impropia obtenida en el

denominador 2:

> 52 6 1
3 T3t aE
6
Ahora la fraccién inicial tendra la forma
27 _,, 1
52 2+ L
2
6

. . . 23
Reahcemos IOS mismos razonamientos parai1a fracc1on —:

6

2B 3.5
—3+6 3+

1
6 G
5



Is

Tenemos entonces

2,y L
> 2+ —
3+ z
5
Separando la parte entera de la fraccién impropia %,
6 1
St 4,
5 5
obtenemos como resultado final
127 _, ., L
52 24—
3+ I
1+ L
5

La expresion obtenida se llama fraccidn continna finita o fraccion continua. Supri-
miendo el tltimo término de esta fraccién, o sea un quinto, transformamos la frac-
cién continua que acabamos de recibir en una fraccién ordinaria y la restamos de la

fraccién inicial 127 :
2+ 11 =2+ 11 :2+%:%’
2+ 1 2+Z
3+ =
1
127 22 _ 1143 -1144 _ 1
52 9~ s52-9  52-9

Reduciendo, a continuacidn, la expresién obtenida a un denominador comiin y
suprimiendo este denominador, obtenemos:

127-9-52-22+1=0.
Comparando la igualdad obtenida con la ecuacién
127x - 52y +1=0,

vemos que x = 9 ey = 22 son solucidn de esta ecuacién y, de acuerdo con el teorema,
todas sus soluciones estaran incluidas en las progresiones:

x=9+452t, y=22+127t (+=0, 1, £2,...).
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El resultado obtenido permite deducir que, en el caso general, para hallar la so-
lucién de la ecuacidn ax + by + ¢ = 0 es preciso desarrollar en fraccién continua la
relacion entre los coeficientes de las incdgnitas, suspender su dltimo término y hacer
los mismos calculos que fueron hechos anteriormente.

Para demostrar esta suposicién nos serdn precisas algunas de las propiedades de
las fracciones continuas.

. . . . a . .
Examinemos la fraccién irreducible 7 Designando por ¢ el cociente y por 7, ¢l

resto de la divisién de 4 por b tendremos:
a=qb+n, n<b.

Supongamos, a continuacién, que ¢, es el cociente y 73 el resto de la divisién de &
por . Entonces

b=qn +r, n<n;
exactamente lo mismo

Qs t oy, <1,
Qs t 15, 15 <7,

RN
||

Las magnitudes ¢, ¢, ... se llaman cocientes incompletos. El procedimiento de for-
macidn de estos cocientes, dado anteriormente, se llama algoritmo de Euclides. Los
restos de las divisiones 7, 7;, ... camplen las desigualdades

b>n>n>np>--=20, (2.4)

es decir, forman una serie decreciente de nimeros no negativos.

Como la cantidad de numeros enteros no negativos y no superiores a 4 no puede
ser infinita. en un determinado momento, la formacién de cocientes incompletos se
suspende puesto que se anula el siguiente resto 7. Sea 7, el tltimo resto distinto de
cero en la serie (2.4); entonces 7,,; = 0y el algoritmo de Euclides para los ndmeros
a'y b adquiere la forma

a = qb+n,

b = qntmn,

B = g+, (2 S)
rn—2 = %—17’”—1 + rn’

"1 = qnn-
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Pasando las igualdades obtenidas a la forma

a
=z = + s
b ql ﬁ
53
b !
n T I
&)
Tn—2 1
— o+ ,
Tu—1 o "1
Ta
Tn—1 _
7 = I

. . . b
y sustituyendo en la primera de estas igualdades el valor de — por su valor correspon-
7

. [ 7 .
diente, dado por ta segunda; en ésta el valor de = por su valor correspondiente, dado

&
por la tercera, y asi sucesivamente, obtendremos el desarrollo de % en una fracciéon
continua:
a _ 1
B TaT 1
92 + 1
q3 + cee + 1
9n t —
In

La expresion obtenida después de suprimir en una fraccién continua todos sus tér-
minos a partir de uno se llama fraccidn reducida. En nuestro caso, la primera fraccién

. . .. . . 1
reducida d; se obtiene limitando la fraccién dada a partir de —:

92
h=q < %.
La segunda a partir de i:
Uk}
- 1o a
O =q + “ >
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Lo mismo
33:6]1+;<i’
+L b
92 73
34=q1+ 11 >%
qz+—1
g5 + —
94

y asi sucesivamente.
El procedimiento de formacién de fracciones reducidas trae consigo la aparicion
de desigualdades explicitas:

<O <<y < %;
32>34>--->32k>%.
Expresemos la k-ésima fraccion reducida 8y, de la siguiente forma

a,;% 1<k <n),

y hallemos la ley de formacién de numeradores y denominadores en las fracciones
reducidas. Para ello transformamos las primeras fracciones reducidas 9y, 8, , J5:

D
a\lqu:%:é; ])lqu; lel,
1 +1 P
32=ql+q—2=qlq;—2=zl; D=gqq,+1 Q=g
1 75 N9t tgs B
3: 4+ — = =+ = = —;
o0 q2+i n 7293 + 1 993 +1 [
93

P=gqqqs + 1+ 955 Qs =qg3 +1,

de donde obtenemos:

P=Pgs+ B Q=095+

Utilizando el método de induccién matemética® demostraremos que las relaciones de
este mismo tipo

Lo=Bage + Dss Q= Qi + Qi (2.6)

3Véase el libro de esta misma serie de 1. S. Sominski «Método de induccién matematica>, Edi-
torial Mir, 1975.
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son vélidas para todos £ = 3
En efecto, supongamos que las igualdades (2.6) se cumplen a un cualquier £ = 3
De la definicién de las fracciones reducidas se desprende directamente, que sustitu-

., . 1 ., .
yendo en la expresién las magnitudes g4, por ¢ + —— esta expresion se convierte en
Do+

%41 Conforme a la suposicion por induccidn, tenemos que

S = 1?@ _ I%—lqk-i—l}e—z
= =

Qe Qaap + Qi

Sustituyendo aqui ¢ por ¢ + L, resulta:
Qhe+1

1 1
L, (% + _) + 0, B+ —10,

Spuy = The+1 Ther1 _ Beterg + Dy
= = = .
1 + L _ Qeperq + Qi
G fme ) 1o @050
De aqui siendo d; = —- resulta que

+1
Doy =DBgp + Dty Qi = Qfiers + Qi

Asi, pues, de lavalidez de las igualdades (2.6), para cualquier £ = 3, se deduce su vali-
dez parak + 1. Perosiendo £ = 3 las igualdades (2.6) son validas, y, por consiguiente,
lo serdan también en todos los casos cuando £ = 3.

A continuacién demostraremos que la diferencia entre dos fracciones reducidas
consecutivas d;, — d)_; cumple la proporcién

b=ty = 0 sy, (27)
%0,

En efecto,

B B _ B — Qli

Q% Qe Qe ke
Valiéndonos de las férmulas (2.6), transformemos el numerador de la fraccién obte-
nida:

By = %Py = (Becsgpe + Biez) Gy = (Dot + Q) By =
= _(I}e—le—z - Qk—lHe—Z)'
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La expresién comprendida entre paréntesis se obtiene sustituyendo £ por £ — 1 en la
férmula inicial. Repitiendo las mismas transformaciones en las expresiones obteni-
das, tendremos evidentemente, una sucesién de igualdades:

0. — %l =( 1)(1)/e—1Qk—2 - Q[e—lpk—z) =

( 1>2(1)/e—2Qk—3 - Qk—zHe—3> =
=(1)2(BQ - QR) =
l)k_z(%qz +1-gq1) = (-1)f2,

De esto se deduce que

BQur = Qb _ (-1 (-1
Qi Qi Qi

O = Oy = —

Cuando el desarrollo de % en fraccién continua posee 7 términos, la 7-ésima frac-
cién reducida d,, coincide con %. Utilizando la igualdad (2.7), siendo £ = 7, tene-
mos: 1)
0, — 0y =QnQn—1'
n (2.8)
a4 _5 :ﬂ
b n—1 bQﬂ—l .

Volvamos ahora a la resolucién de la ecuacién
ax+by+c=0, (a,0) =1. (2.9)
Expresemos la proporcién (2.8) como sigue
LB _ (D
Qi by’
Reduciendo esta proporcién a un denominador comin y omitiéndolo, nos resulta

aQuy = By = (-1 Qe + b(=By) + (-1 = 0.

Multiplicando la relacién obtenida por (—1)*'c, tenemos:

4
b

dl(-177eQ, ) + B(-1eB, ) + e = 0.
De aqui se deduce que el par de nimeros [ x,, y,], siendo

Xo = (_l)n_lan—l - bt, Jo = (‘U”f%—h (1-10)



21

es una solucion de la ecuacion (2.9) y, conforme al teorema, todas las soluciones de esta
ecuacion tienen la forma siguiente

x=(=1""cQ, —bt, y= (1D +at (t=0,=l, +2,..).

El resultado obtenido resuelve completamente el problema de hallar todas las so-
luciones en nimeros enteros, de ecuaciones de primer grado con dos incégnitas. Pa-
semos ahora a examinar algunas ecuaciones de segundo grado.






CAPITULO 3

Ejemplos de ecuaciones de segundo grado con
tres incognitas

EJEMPLO 1. Examinemos la ecuacién de segundo grado con tres incégnitas:
X2+ 92 =22 (3.1)

Geométricamente, la solucidon en nimeros enteros de esta ecuacién se puede interpre-

tar como la determinacién de todos los tridngulos de Pitdgoras, es decir, de tridngulos

rectangulares cuyos catetos x, y ¢ hipotenusa z se expresan en nimeros enteros.
Designando por d al miximo comin divisor de x e y: d = (x, y), entonces

x=xd, y=yd,
y la ecuacidn (3.1) toma la forma:
xtd* + ypd* = 2%

De aqui se deduce que z* es divisible por 4% y, por lo tanto, z es multiplo de 4, es
decir, z = zd.
Ahora la ecuacién (3.1) se puede expresar de la forma:

xtd* + ypd* = 2t d*;
simplificando por d 2 tenemos

2 4.2 2
Xi +f =27.
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La ecuaci6n obtenida tiene la misma forma que la inicial, ademas, las magnitudes
x; €y, no tienen mds divisores comunes que 1. Por lo tanto, para resolver la ecuacién
(3.1) es suficiente limitarse al caso cuando x ¢ y son nimeros primos entre si. Supon-
gamos que (x, y) = 1. Entonces, por lo menos, una de las magnitudes x o y (por
ejemplo x) es impar. Pasando y* al segundo miembro de la ecuacién (3.1), obtene-
mos:
2 2

x* =z —yz; x*=(z +y)(z—y). (3.2)
Designando por 4, al mdximo comun divisor de z + y y 2 — , tenemos que
g+r=ad, y z—-y=bd, (33)

siendo 2 y b nimeros primos entre si.
Sustituyendo en la ecuacién (3.2) z + y yz — y, por sus valores resulta:

x* = abd?.

Comoay b no tienen divisores comunes, la igualdad obtenida es vélida sélo cuan-
do 4 y b son cuadrados perfectos’:

Pero entonces
x* = u*v*d}

y
X = uvd,. (3.4)
Hallemos ahora los valores y y z de las igualdades (3.3). La suma de estas igualdades
nos da:
2 2 142 + 112
2z =ad, + bd, = vw*d, + v*d;; =z = le. (355)

Restando la segunda igualdad de la primera en las igualdades (3.3) obtenemos:
2y =ad, — bd, = u?d, - v*d; y=2L"Yd,. (3.6)

Puesto que en la ecuacidn (3.4) x es impar, resulta que #, v y d; también son impares.
Ademids d; = 1, ya que de lo contrario de las ecuaciones
2

x =uvd, e yz%dl

'Es sabido que el producto de la multiplicacién de dos nimeros primos entre si puede ser cua-
drado perfecto solo si cada factor es cuadrado perfecto.
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se deducirfa que las magnitudes x e y tienen por divisor comin &, # 1, lo que contra-
dice la suposicién de que son primas entre si. Los niimeros # y v estdn relacionados
con los nimeros primos entre si 2 y & por las igualdades

y, por consiguiente, son también primos entre si; v << #, yaque b << 4, lo cual se

deduce de las igualdades (3.3).
Sustituyendo 4} = 1 en las igualdades (3.4), (3.5) y (3.6) obtenemos las fGrmulas:

u> + 2

X = uv, )/=T y z=T, (37)

las cuales, siendo u y v (v << u) nimeros impares y primos entre st, permiten obtener
todos los nikmeros enteros positivos x, y, z, libres de divisores comunes, que verifican la
ecuacién (3.1). Realizando simple sustitucién de «, y, z en la ecuacién (3.1), es facil
comprobar que, siendo cualesquiera # y v, los nimeros de las férmulas (3.7) verifican
esta ecuacion.

Para valores iniciales de # y v las férmulas (3.7) se reducen a las siguientes igual-
dades, frecuentemente utilizadas:

3P +42=52 (v=1, u=23),
S2P+122=13* (v=1, u=5),
152 +8 =172 (v=3, u=5).

Como ya indicamos anteriormente, las férmulas (3.7) dan solamente aquellas solu-
ciones de la ecuacién

X2+ )2 =22,

en las que niimeros x, y y z no tienen divisores comunes. Todas las demds solucio-
nes de esta ecuacion en nimeros enteros y positivos se obtienen multiplicando las
soluciones, contenidas en las férmulas (3.7), por un factor comtn arbitrario 4.

De la misma forma que obtuvimos todas las soluciones de la ecuacién (3.1) pueden
ser obtenidas todas las soluciones para otras ecuaciones del mismo tipo.

EJEMPLO 2. Hallemos todas las soluciones de la ecuacién
X+ 2}/2 =2z? (3.8)

en nimeros enteros positivos x, ¥, z primos entre si dos a dos.
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Observamos que si x, 7, z son solucién de la ecuacién (3.8) y si no tienen divisor
comun diferente de 1, éstos son al mismo tiempo primos entre si dos a dos. En efecto,
six ey son multiplos de un ndmero primo p > 2, de la igualdad

2 2 2
) =(3) =)
p V4 p

se desprende que z es maltiplo de p, puesto que el primer miembro de esta igualdad
es niumero entero. Lo mismo sucederd si x y z 0 y y z son divisibles por p.

Observemos que x deberd ser nimero impar para que el médximo comun divisor
dex,y,zseaigualal. Enefecto, six es par el primer miembro de la ecuacién (3.8) serd
numero pary, por lo tanto, z también lo serd. Pero entonces x? yz* son multiplos de
4. De ello se deduce que 2y* debe ser divisible por 4, o sea, que y también debe ser
numero par. Es decir, si x es par, entonces todos los nimeros x, y, z deben también
ser pares. En conclusidn, en una solucién sin divisor comun diferente a 1,

x debe ser impar. De esto se deduce que z también debe ser impar. Pasando x7 al
segundo miembro de la ecuacién (3.8), obtenemos:

2* =2 —x* =(z+ x)(z — x).

Ahora bien, el mdximo comtn divisor de z + x yz — x es 2. En efecto, sea d su
maximo comun divisor. Entonces

z+x=kd, z-x=1d,
aqui £y / son nimeros enteros. Sumando y restando estas igualdades, tendremos que:
2z=dk+1), 2x=dk-1).
Pero z y x son niimeros impares primos entre si. Por eso, el méximo comun divisor

de2xy2zes2. Y, porlotanto, d = 2.
z+x z-—x

Asi pues, T o T es impar y, por consiguiente, o0 son primos entre s los
ndameros
Z— X
z+x ==
L)
o lo son los niumeros
Ztx y z-x
> .
En el primer caso, de la igualdad
ZzZ— X 2

(= —X)T =y
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se deduce que
z+x=n* y z-x=2m?

y en el segundo, de la igualdad

]
+
®

se deduce que
z+x=2m" y z—x =n?,

siendo 7 y 72 nimeros enteros; 72, impary z > 0, m > 0. Resolviendo estos dos
sistemas de ecuaciones con relacidn a x y z, y hallando y, tendremos que o bien

1

z=?(2+2m2), x==n*-2m?), y=nmn,

D =

o bien

%(m2 -2n%), y=mn,

siendo 72 nimero impar. Uniendo estas dos formas que representan la solucion x, y,

z

%(n2 +2m?), «x

%, obtenemos la férmula general

x=+i(n2 -2m?), y=mn, z=-=—[n>+2m),

1
2
en la que 7 es impar. Pero para que z y x sean niimeros enteros es preciso que 7 sea
par. Suponiendo que # = 26y m = a, obtendremos definitivamente las férmulas
generales que dan todas las soluciones x, y, z de la ecuacion (3.8) en nikmeros enteros y
positivos sin divisor comin mayor que 1:

x = i(ﬂz _ zbz)’ )/ = Zﬂb’ z = 42 + sz, (3‘9)

aqui ay b son nimeros positivos primos entre sy a un nimero impar. Siendo éstas
las condiciones, las magnitudes de 2 y & se eligen arbitrariamente, pero de tal modo
que x sea positivo. Las férmulas (3.9) dan, efectivamente, todas las soluciones x, y,
Z en nimeros enteros positivos y primos entre si puesto que por una parte, hemos
demostrado que en este caso x, y, z deben expresarse por las férmulas (3.9) y, por otra,
si eligimos 2 y & de tal modo que satisfagan nuestras condiciones, entonces x, y, z
serdn, en efecto, primos entre si y solucién de la ecuacién (3.8).






CAPITULO 4

Ecuaciones del tipo x* — Ay* = 1.
Determinacion de todas las soluciones de esta
ecuacion

Pasamos ahora a la resolucién en nimeros enteros de ecuaciones de segundo grado
con dos incognitas del tipo
2 2 _
X A.y =1, (4-1)
donde A4 es un nimero entero positivo, no siendo cuadrado perfecto. Para determi-
nar cémo resolver las ecuaciones deberemos primeramente examinar el método de

desarrollo en fraccién continua de nimeros irracionales, tal como \/Z . Conforme al
algoritmo de Euclides, cualquier nimero racional se desarrolla en fraccidn continua
con un niimero finito de términos. Otra es la cuestién cuando se trata de niimeros
irracionales. Las fracciones continuas que les corresponden son infinitas. Desarrolle-
mos, por ¢jemplo, en fraccién continua el nimero irracional \/E

Transformando la identidad explicita

(i) (1)
Va-1=——,

2+1
_ 1
e
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y sustituyendo la diferencia \/E — 1, obtenida en el denominador, por otra expresién
igual a ella como identidad, o sea,

2+ (\/E - 1)
tendremos

Va-1= 11 s oV2=1+ 11

24— 2+

) )

Sustituyendo nuevamente la expresién entre paréntesis en el denominador de la tl-
tima igualdad por una fraccién de la misma identidad ¢ igual a dicha expresion, ten-

dremos:
V2a=1+ 1 -
2+

1
2+(\/§—1)

Continuando este procedimiento obtendremos el siguiente desarrollo de en fraccién

2+

continua infinita:

\/E=1++1 (4.2)
24 ————

2+
2 4 .-

Observemos que el procedimiento de desarrollo en fraccién continua, aplicado ante-
riormente, estd basado en la utilizacién de identidades del tipo

(W—m)(m+m)=l,

y es valido no para todas las irracionalidades v/ 4. Dicho procedimiento puede ser
utilizado en aquellos casos cuando el nimero entero A4 puede expresarse como A4 =

m? + 1, siendo 72 un nimero entero diferente de cero. (En particular, 7 = 1 nos

da el desarrollo € 4/2; m = 2, el desarrollo de 4/ 5 y asi sucesivamente.) No obstante,
para el caso general, existen también procedimientos relativamente no complicados

para desarrollar v/ 4 en fraccién continua’.

'Véase, por ejemplo, el libro de I. V. Arnold «Teoria de los niimeros», cap. VI (Uchpedguiz,
1939), o el libro de A. Ya. Jinchin «Fracciones continuas» (Gostejizdat, M. 1949).
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Lo mismo que en el caso de fracciones continuas finitas, formemos para la frac-
cién continua infinita (4.2) una sucesién de fracciones reducidas 4y, 95, 95, ..., 0 sea:

51=1, 31<\/z;
L=1++ =2, 5 >z
21 2 -
o =1+ =L, 5 <\2 (43)
2+ L 5
2
54=”'=% 34>\/E;

y asi sucesivamente.
Conforme al procedimiento de formacién de fracciones reducidas se deduce que

31<33<---<\/§;
32>34>--->\/5.

En general, si tenemos dado el desarrollo en fraccidon continua infinita para cierto
numero irracional 2,

1
ﬂqu‘f' 1

q2+q3+...

entonces para las fracciones reducidas son justas las desigualdades:

N << <y < <a<<--

< <Oy < by (4-4)

Expresemos la fraccion reducida oy, de la forma

D
a,;é.

Las relaciones (2.6)

Do=D g+ 0> v =% g+ %
obtenidas antes para fracciones continuas finitas, son validas también para fraccio-
nes continuas infinitas, ya que durante la deduccién de estas relaciones no hemos
considerado, en ninguna parte, que la fraccidn continua es finita. Por consiguiente,
también se conserva la relacién (2.7) entre fracciones reducidas consecutivas :

_1\k
O — Opy = % (45)
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Asi, por ejemplo, para las fracciones reducidas, obtenidas al desarrollar \/E en frac-
cién continua, siendo £ = 3 y £ = 4, conforme a las férmulas (4.3), tendremos:

-7 _3_-1
% 32_5 2 10°

17 _7_1
% 33_12 5 760’

lo que, naturalmente, coincide con el resultado indicado en la relacién (4.5).
De la relacién (4.5), en particular, se deduce que

(_1)2k+l 1

T 0Ok Dokealt

Demostremos ahora que es justa la desigualdad:

azk - 82k+1 = _(32k+1 - azk) =

1
szﬂ '

En efecto, el primer miembro de esta desigualdad se obtiene inmediatamente, puesto

0 <Py —aly<

(4.6)

que conforme a las desigualdades (4.4)

B
a <32k=ﬂ' “sz; O<P2/e_“Q2k-

Ok’

La demostracién del segundo miembro de la desigualdad (4.6) es también facil. Con-
forme a las desigualdades (4.4)

Dot < @@ < dypy

por consiguiente,

Oopet < 0ppdrpsy =

1
Qzlesz+1 '

e
De aqui, sustituyendo 85, por 22k tenemos:

Qo

1
Dok Dk Qo
Multiplicando esta desigualdad por Q,;, obtenemos el resultado pedido:

1
Qz/e—l

Py —aQy <
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Apliquemos los resultados obtenidos para resolver la ecuacién
x? -2 =1 (47)

Transformamos el primer miembro de esta ecuacién:

x2—2y2=(x—\/5y)<x+\/zy>.

Consideramos que x = B ey = Qyy, siendo B, y Q,;, numerador y denominador

de la correspondiente fraccién reducida del desarrollo de \/E en fraccién continua.
Entonces

B - 203 = (P~ V20 (B +V20u1) - (48)

El primer miembro de la igualdad obtenida y, por consiguiente, también el segundo
es niimero entero. Demostremos que este NUMmero entero es mayor que cero, pero
menor que dos y, por lo tanto, es igual a la unidad. Para ello utilizamos la desigualdad

(4.6) siendoz = \/E:

1
Q2k+1 '

De aqui observamos que los dos factores en el segundo miembro de (4.8) son positi-

(49)

0 < By -V20, <

vos y por lo tanto,
B - 203 >0

Por otra parte,

1 _ 1 _ 1 1
Okt Qokgok + Qo 20+ Qopy 205

Pero, conforme a la férmula (4.4),

P
S = =2 =12
2k sz \/_

By - V20, <

y por consiguiente

V20, < By,
Ly + \/EQZIC < 2Py,
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asi obtenemos dos desigualdades para los factores del segundo miembro de la igualdad
(4.8), o sea:

1
By - V20, < —,
Sk Qo 20,
By + V20, < 2D

Al multiplicar estas dos desigualdades resulta :

DLy
Py -205, < o

De aqui, utilizando la desigualdad (4.9), obtenemos:
1

w Y-S W
Qo 1Dk

pero como para todos los £ = 1

Py -205 <

1 1 _1
< =L
Qs Q5 10
entonces 1
Py -20;, < 2435 <2

Asi, pues, hemos demostrado que el néimero entero de B, — 202, para cualquier
k = 1, verifica las desigualdades

< DBy -205 <2
y, por lo tanto,
P222 - zszk =1
esdecir, x = By ey = Q,, para cualquier £ = 1 dan solucién a la ecuacién
¥ -2 =1

De momento no sabemos si las soluciones halladas para la ecuacién (4.7) son, o
no, todas las soluciones de esta ecuacidn.

Ahora surge ya légicamente la pregunta como obtener todas las soluciones en
numeros enteros x ¢ y de la ecuacion

x? — Ay* =1, (4.10)
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siendo 4 > 0 un numero entero y \/; un ndmero irracional. Demostraremos que
esto es posible si se conoce al menos una solucién de la ecuacién (4.10). A base de la
ecuacién (4.7) hemos comprobado que ecuaciones como ésta tienen solucién. Exa-
minemos, a continuacion, el problema de cémo obtener todas las soluciones de la
ecuacién (4.10) a partir de una determinada, la cual llamaremos solucién minima de-
jando por el momento de lado la pregunta de si la ecuacién (4.10) tiene siempre, por
lo menos, una solucidn en nimeros enteros diferente a la trivial x = 1,y = 0.
Supongamos que la ecuacién (4.10) tiene solucién no trivial [x,, 7], X > 0,
Jo >0y
x5 — Ayt =1. (4.11)

(Recordemos que solucién se llama un par de niimeros enteros [, 7] el cual
verifica una ecuacién.) Llamaremos a esta solucién [xq, 3, ] ménimassi, siendo x = x,
¢y = 9, ¢l binomio x + \/gy, W4 > 0) adquiere el menor valor posible entre
todos los valores que puede adquirir al sustituir x ¢ y por todas las posibles soluciones
positivas (diferentes de 0) de la ecuacién (4.10). Por ejemplo, solucién minima de la
ecuacién (4.7) serdx = 3 ey = 2,ya que la expresién x + \/zy, para estos valores de
x ey, adquiere el valor 3 + 2\/5; la ecuacién (4.7) no tiene otra solucién, lo que es
ticil comprobar seleccionando niimeros pequenos enteros positivos que puedan ser la
solucion que da al binomio x + \/Ey un valor no superiora 3 + 2\/5. Efectivamente
la siguiente solucién de la ecuacién (4.7), por su valor, es x = 17 ey = 12. Claro
esti que 17 + 124/2 es mayor que 3 + 2\/5. Observaremos también que 7o existen
dos soluciones minimas de la ecuacion (4.10). Admitiendo lo contrario, es decir, que
existen dos soluciones, [x;, 1]y [%,, %,], que dan un mismo valor al binomio x +

\/gy, tendremos que:
xl\/;)’1+ =x + \/;}’2 (4.12)

Pero, como V/ A es irracional y x; 31, x5, 7, son nimeros enteros, de la igualdad (4.12)
se deduce directamente que

X1 T Xy = ()’2 _}’1)\/;,

lo que no es posible puesto que x; — x, es un niimero entero mientras que (y, —

yl)\/z > por ser la multiplicacién de un nimero entero por un irracional, es ndmero
irracional, y un niimero entero no puede ser nimero irracional. Esta contradiccién
desaparece cuando x| = x, ey, = ¥,, es decir, cuando no operarnos con dos distintas
soluciones sino con una. O sea, de existir solucién minima, ésta es inica. Analicemos
otra propiedad muy importante de las soluciones de la ecuacién (4.10). Sea [xy, y]
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solucién de la ecuacién (4.10). Entonces

o bien

(xl + \/Zyl) (xl - \/Zyl) =1 (4.13)

Elevemos los dos miembros de la igualdad (4.13) ala potencia z entera y positiva:

(xl + \/gyl)” (xl - \/g)ﬁ)” =1L (4.14)

Elevando a potencia conforme a la férmula del binomio de Newton, obtenemos:

<xl + \/Z)q) =xf + nxf_l\/gy1+

nn-1) ,_
e 202D g e (VAP =5, 4V (59

aqui x,, ¢ y, son niimeros enteros, ya que el primero, tercero y, en general, todos los
términos impares del desarrollo por la férmula del binomio son ndmeros enteros; los
términos pares son nimeros enteros multiplicados por v/ 4. Agrupando por sepa-

rado sumas enteras y nimeros multiplos de 4/ 4, obtenemos la igualdad (4.15). Los
numeros x,, € y,, como demostraremos a continuacién, también son solucién de la

ecuacién (4.10). En efecto, sustituyendo el signo de \/Z en la igualdad (4.15), obte-
nemos la siguiente igualdad

(xl - \/7}’1)” =Xp \/Z)’n- (4.16)

Multiplicando las igualdades (4.15) y (4.16) término por término, y valiéndonos de
laigualdad (4.14), finalmente tendremos:

<x1 + \/Z)ﬁ)” (xl - \/Zﬂ’l)n =
(e V) (50~ = - 2 =1, (4

o'sea, [x,, ¥,] es también solucién de la ecuacion (4.10).
Ahora podemos ya demostrar ¢l teorema fundamental relacionado con las solu-
ciones de la ecuacién (4.10).
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4.0.1 Teorema: Cualquier solucién de la ecuacién (4.10)
xZ = Ayz =1,

siendo 4 un nimero positivo y /4 un ntimero la forma [+x,,, +9,], en la que
=1 (0 40¥) "+ (50 - 204) |.
(0 594" = (30 =) |

) (4.18)
In = —H—
24

y [%05 Y] es la solucién minima.

DEMOSTRACION: Supongamos lo contrario, que existe una solucién [x', y'] de la
ecuacién (4.10) en ndmeros enteros positivos tal, que la igualdad

X w4y = (xo + \/Zyo)” (4.19)

no es justa para ninguin niimero entero y positivo z. Analicemos la serie de nimeros

2 3
vt Vi (vo+Vn) + (o + Vi) -

Esta es una serie de nimeros positivos que crecen ilimitadamente ya que x, = 1,

Yo = lyxy + V Ay, > 1. Puesto que [x,, y] es solucién minima, conforme a la
determinacién de solucién minima, tenemos

x' +\/Zy' > X, +\/gy0

Por lo tanto, siempre se puede hallar un nimero entero #» = 1 con el cual

n+l

(xo + \/;)’0) <x'+ \/Zy’ < (xo + \/Zyo> (4.20)
Pero, x, — \/Z %9 = 0 puesto que

(xo + \/Zy0> <x0 - \/Zyo) =x3 - Ay =1>0.

Por consiguiente la multiplicacién de todos los términos de las desigualdades (4.20)
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n
por un mismo nimero positivo (xo - Ay0> no cambia los signos de estas de-

sigualdades y por lo tanto tendremos:

(xo + \/g)/())” (xo - \/;)/o)n < (x’ + \/Z}//> (xo - _\/;%)” <
< (xo + \/;}/0)” (xo - ﬁ}’o)n o (421)

Puesto que

(xo + ﬁyo)n (xo - \/Zyo)n = (xé - Ayoz)n =1, (422)
entonces

(xo + ﬂ)’o)nﬂ (xo - \/Zﬂ/o)n = Xo — \/;)’0 =L (4.23)
Ademis

(0 V) =48 )
=x'x, — Ay'y, + Va4 (y'xn - x’yn> =%+ \/7)7, (4.24)

siendo aqui x ¢ y nimeros enteros y

Xn — \/Z)/n = (xo - \/;}/o)n .

Valiéndonos de las relaciones de (4.22) a (4.24) y de las desigualdades (4.21), obtene-
mos la desigualdad:

1<x+ \/Zj < xy + \/7)/0 (4.25)

Demostremos que el par de niimeros enteros % ¢ ¥ es solucién de la ecuacién (4.10).
En efecto, multiplicando la igualdad (4.24) término por término, o sea la igualdad

X+ \/;7 = (x’ + \/Zy’) (xo - \/;yo) , (4.26)
por la igualdad

-V = (x’ - ﬁy’) <xo + \/gj’o) , (4.27)
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obtenida directamente de la (4.24) cambiando el signo de \/7, tendremos

<7+\/77) (7—&7) =% — AP =
(¢ ) ) o ) o
(x'z - Ay’2> (x% - /I}/&) =1, (4.28)

yaque [x’, y'] y [x0, %] son soluciones de la ecuacién (4.10). Por tltimo demostra-
remos que ¥ > 0 ¢y > 0. Ante todo, esté claro que X no es igual a cero. En efecto,
six = 0, a base de la igualdad (4.28) hallamos que

—dy; =1,

lo cual es imposible puesto que 4 > 0. Por otra parte, si y = 0, entonces x2=1lo
cual tampoco es posible puesto que, conforme a la desigualdad (4.25), ¥ > 1. Obser-
varemos, por tltimo, que los signos de ¥ ¢ § deben ser iguales. En efecto, suponiendo
que los signos de X ¢ 7 son diferentes, los signos de ¥ ¢ —y légicamente deben ser

iguales. Y entonces, comparando los valores absolutos de las expresiones ¥ + Y A7 y

X — \/ A7y, resulta que el valor absoluto de la primera expresion es menor que el valor
absoluto de la segunda, ya que en la primera los dos nimeros con signos iguales se
restan uno del otro mientras que en la segunda se suman. Mas, sabemos que

T+VA7>1

y, por lo tanto, ¥ — \/77, en valor absoluto, también es mayor que 1. Pero,
(z+\/§y> (7—\/;7) =7 - Ay =1,

lo que nos conduce a una contradiccién pues la multiplicacidn de dos nimeros, cada
uno de los cuales tiene un valor absoluto mayor que la unidad, debe tener también
un valor absoluto mayor que la unidad. Por lo tanto, los signos de ¥ ¢ 7 son iguales y
x # 0ey # 0. Ahora bien, de la desigualdad (4.25) inmediatamente se deduce que
X > 0¢y > 0. Suponiendo que existe una solucién [x’, y'] de la ecuacién

xz—Ay2=1, A >0,

tal que la igualdad (4.19) no es posible con ningtin niimero enteroy positivo 7, hemos
conseguido determinar una solucién [, 7] de esta ecuacién, siendox > 0,7 > 0
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y X e ¥ nimeros enteros, la cual satisface las desigualdades (4.25) que contradicen
la definicién dada a la solucién minima [x,, y,]. Con ello hemos demostrado que
la suposicién de que existe una solucién no dada por la férmula (4.19), nos lleva a
una contradiccién. En otras palabras, hemos demostrado que todas las soluciones de
nuestra ecuacién pueden ser obtenidas a base de la férmula (4.19).

Asi, pues, cualquier solucién [x, y] de la ecuacién (4.10) se obtiene mediante la
relacién:

n
x +y\/;y = <x0 + \/Zy0> n=0, (4.29)

siendo [xy, o] solucién minima. Cambiando en esta tltima igualdad el signo de

\/Z , obtendremos también una igualdad:
x-Vay= (xo - \/Z_J/o) . (430)

Sumando y restando estas igualdades y dividiendo ambos miembros por 2 6 2y A4,
respectivamente, obtenemos:

X=X, =

(o ) e )]

Y=y, = ﬁ [<x0 + \/gyo)” B (xo _ ‘/gyo)n] |

es decir, expresiones explicitas para cualquier solucién [x, y], siendo x ¢ y numeros

(4.31)

positivos. Cualquier solucién puede obtenerse de las ecuaciones (4.31) tomando ar-
bitrariamente los signos para x,, ¢ y,,. O

Por ¢jemplo, como ya hemos visto anteriormente solucién minima de la ecuacién
x* = 2y> =lesx = 3 ey = 2, por lo tanto, todas las soluciones de esta ecuacién
estaran incluidas en las férmulas:

xn=%[<3+2\/§> +<3—2\/§> ]
y=— [(3+2\/E) —(3—2\/5) ]
22
abasedeellas, siendoz = 1, 2, 3, obtenemos las soluciones: 3, 2], [17, 12],[99, 70].

Observemos que los nimeros x,, ¢ ¥, al crecer 7, crecen a la velocidad de una

progresién geométrica cuyo denominador es x, + V Ayy; puesto que, baséndonos

en la igualdad
(xo + \/;y0> (xo - \/zy0> =1,
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podemos afirmar que

0 <x0\/gy0 <1

n
¥, por consiguiente, (xo -V4 yo) siempre tiende a cero al crecer 7.

Ahora podemos ver que si la ecuacién (4.10) tiene por lo menos una solucién no
trivial (aunque sea una solucién paray # 0), entonces esta ecuacién también tendrd
solucién minimay, por consiguiente, todas sus demds soluciones pueden ser halladas
empleando las férmulas (4.31). Volvamos ahora a la cuestién de si existe o no, para
esta ecuacion, solucién no trivial cuando v/ A4 es un valor arbitrario entero y positivo

yV A, un valor irracional






CAPITULO &

Caso general para ecuaciones
de segundo grado con dos incégnitas

En este pérrafo demostraremos que, para cualcsquicra numeros positivo A e irracio-

nal \/Z , la ecuacion
¥ — Ay =1 (s.1)

siempre tiene solucidn no trivial, es decir, existe un par de niimeros enteros x, ¢ y,
(xo, Yo * 0) que satisface esta ecuaciéon. Veamos, primeramente, el proccdimiento
utilizado para desarrollar en fraccién continua un niimero positivo arbitrario. Ante-
riormente, para desarrollar en fraccién continua, nos hemos valido de las propiedades

especificas del nimero \/E Sea # un niimero positivo cualquiera. Entonces siempre
existe un numero entero menor o igual que ¢ y mayor que « — 1. Este nimero entero
se llama parte entera de a y se designa por [«]. La diferencia entre « y su parte ente-
ra se llama parte fraccionaria del nikmero a y se designa por {«}. De las definiciones
de parte entera y parte fraccionaria del nimero « se deduce directamente la relacién
entre ambas, o sea:

« - lal = (o}
o bien

a = [a] + {a}. (s.2)

Puesto que parte fraccionaria de un nimero es la diferencia entre un nimero positivo
y un nimero entero mdximo, no superior a dicho nimero positivo, la parte fracciona-
ria de un nimero es siempre menor que la unidad y no negativa. Por ¢jemplo, la parte
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entera de % es 5y parte y la parte fraccionaria, %; la parte entera de \/E eslyla

. . 3 . . .
parte fraccionaria, V2-1ha parte entera de /52 es igual a 3 y la parte fraccionaria,
. 3
igual a4/52 — 3 etc.

La definicién que hemos hecho de parte entera y parte fraccionaria de un nime-
ro positivo 2 puede ser utilizada para desarrollar este nimero en fraccién continua.
Supongamos que:

1
[“] =11 {“} =
%
Entonces )

a=q t — (5:3)

%

Como {2} es siempre menor que la unidad, entonces ; serd siempre mayor que la
unidad. Si« fuese nimero entero, entonces su parte fraccionaria serfa igual a cero y
2, serfa igual a la infinidad, por eso, tendriamos la igualdad 2 = ¢;. Abstrayéndonos
de este caso particular, el cual se excluye puesto que el niimero que desarrollamos en
fraccidn continua es irracional, podemos afirmar que #; es un nimero positivo mayor
que la unidad. Con 2, procedemos lo mismo que con &, y escribimos la igualdad

1 1
@ =q; t Z 9> = [a1], Z = {a,}.

Continuando este procedimiento, obtenemos una serie de ecuaciones:

1 3\
e=q+ =, q=]lza],
ﬂil
@ =4 t 2 = (2],
5
— 1 _
2 =43+ 2z’ 7 =l[a], | (5.4)
............. 1
Uy =t —> 4, = (@11,

No es dificil comprobar que el procedimiento utilizado para obtener una sucesién

, a , . .

de nimeros enteros ¢y, ..., ¢, cuando az es un numero racional, es decir, cuan-
a . , .. . .

do 2 = - siendo 2 y & ndmeros enteros y positivos, no se diferencia por sus resul-

tados del procedimiento utilizado para obtener cocientes incompletos mediante el
algoritmo de Euclides (véanse las férmulas (2.5)). Por eso, para a racional, este proce-
dimiento debe interrumpirse . Cuando « es irracional dicho procedimiento debe ser
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infinito. En efecto, si para algin 7 ,, fuese nimero entero, entonces @,,_; serfa nime-
ro racional, lo que a su vez conduciria a la racionalidad de «,,_, y asi sucesivamente
hasta obtener la racionalidad de #,. De las férmulas (5.4), realizando sustituciones

consecutivas y excluyendo 2, ..., #,_; obtenemos la siguiente fraccién continua:
1
@ =6 + 1 (55)
2+ 1
q% + e  —
3 + i
9n 2,

la cual también puede expresarse en forma de fraccidn continua infinita, puesto que
n puede tomarse tan grande como se quiera, es decir

1

Up + 1 1
4o —
%5 s

a=q t+

Como ya hemos indicado en el parrafo 4, en este caso, la relacién (2.7) entre frac-
ciones reducidas se mantiene puesto que no depende del cardcter finito o infinito de
la fraccién. De la relacién (2.7), como hemos observado, se deduce la desigualdad
(4.6) para fracciones reducidas pares. Esta desigualdad (4.6) se toma nuevamente
como base para demostrar la existencia de solucién de la ecuacién (s.1), pero dicha
demostracion es mas complicada que para el caso particular cuando 4 = 2. Siel lec-
tor desea conocer mas a fondo la teoria de las fracciones continuas, le recomendamos
el libro de A. Ya. Jinchin «Fracciones continuas>.

5.0.1 Teorema: Para cualquier entero positivo A e irracional Y/ A4, la ecuacién (s.1)
X% = Ay* =1,
tiene solucién no trivial [xy, 0], xg > 0,5, > 0.

DEMOSTRACION: Puesto que esta demostracién es algo complicada, conviene dividir-
la en una serie de etapas. La primera etapa consiste en demostrar la existencia de un
numero £ entero positivo, cuyas propiedades hacen que la igualdad

X — Ay =k (5.6)

tenga una infinidad de soluciones en niimeros enteros positivos x ¢ y. En efecto, exa-
minemos el binomio x* — Ay?. Sustituyendo en él x e y por los numeradores y
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denominadores de las fracciones reducidas pares, obtenidas consecutivamente desa-

rrollando el nimero irracional 2 = \/ 4, tendremos

n= Pzzn - AQZZn = (PZn - aQZﬂ)(PZn + aQZ}’Z) (5’7)

Pero como

1
Q2n+l ’

0< B, -2, <

se deduce directamente que:

1
QZnJrl

Utilicemos estas dos tltimas desigualdades para valorar z,,,. Sustituyendo, mediante

0<B,+aQ,,=2e0Q,,+ B, —al, <220, +

estas desigualdades, los dos factores en el segundo miembro de la igualdad (s.7) por
magnitudes mayores, obtenemos para z,,, la desigualdad:

1 1
< — |2 + —)<2z+1, (5.8)
Q2n+1 an Q2n+1

puesto que Q,,, es menor que Q,,,,,. Sustituyendo en el binomio

0 <z,

z = x* — Ay*

x ey por B,y O, respectivamente, z adquiere un valor entero positivo. Resulta,
pues, que todos los nUmMeros 2z, , 24, ..., 23, ... SON €Nteros positivos que no superan

un mismo numero 22 + 1. Perocomo« = \/Z esirracional, la fraccidn continua serd
infinitay, por consiguiente, la cantidad de pares, 2, y Q,,,, serd infinitamente grande.
Entre los nimeros enteros positivos 2, , 24, --., 22,5 .. diferentes habréd solamente una
cantidad finita, ya que entre 1 y 22 + 1, siendo este tltimo completamente definido ¢
independiente de 7, no puede haber mas de [22 + 1] nimeros enteros. O sea, la serie
infinita de ndmeros 25, 24, ..., Z5,, ... NO €s otra cosa que una sucesién de numeros
enteros 1, 2, 3, ..., [22 + 1] que se repiten de algin modo; ademds, incluso no es
obligatorio que todos estos niimeros se encuentren en la sucesion z,, z4, 2, ... Como
la sucesién z,, 24, ..., 2, ... €s infinita mientras que la cantidad de sus diferentes
términos es finita, por lo menos un nimero £ (1 < £ << [2¢ + 1]) se repite en esta
sucesion multitud infinita de veces. Es decir, entre los pares de ndmeros [B, Q,],
(2, Q4l, s [By Q5] .. hay una multitud infinita de pares, tales, que sustituyendo
por ellos x e 7, la expresién z = x* — Ay* adquiere siempre un mismo valor £. Asi,
pues, hemos demostrado la existencia de un nimero entero positivo 4, con el cual la
ecuacién (5.6) tiene infinidad de soluciones en nimeros enteros x ¢ y. Enumeremos
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de nuevo estos pares de niimeros, vdlidos como soluciones de la ecuacidn (5.6) para &
determinado designdndolos por [#y, v,], [#5, ], ..., [#,,, v,,], ... Tendremos entonces
que
2 2 _
Uy — AU” = k. (5'9)

Observaremos que la sucesion de pares [y, v1], [#,, 03], ..., [#,,, v,], ... es parte de la
sucesién de pares de numeradores y denominadores de las fracciones reducidas pares
del nimero . Si pudiésemos afirmar que £ = 1, con ello quedaria demostrado que la
ecuacidn (5.1) tiene multitud infinita de soluciones en nimeros enteros. Pero como
no lo podemos afirmar, vamos a suponer que # > 1 (de lo contrario, o sea, siendo
k = 1 quedaré todo demostrado) y asi pasaremos a la segunda etapa de nuestra de-
mostracién. Demostraremos a continuacidn, que entre los pares de nimeros enteros
(41, v1], «os [#,, v,]), ... hay multitud infinita de pares, que al dividirlos por 4, dan
restos iguales, es decir, que existen dos niumeros enteros no negativos p y g, menores
que 4, tales, que para la multitud infinita de pares [y, v,], ..., [#,, v,] son veridicas
las igualdades:

u,=ak+p y v,=bk+q, (5.10)

donde 4,, y b, son cocientes de la division de #,, y v, por £, y p, g los restos de esta
divisién. En efecto, si dividimos #,, y v,, por el nimero entero £, £ > 1, obtendremos
una relacién semejante a la (s.10), en la que los restos de la divisién, como siempre,
se hallardn entre 0 y £ — 1. Como restos de la divisién de #,, y v, por £ pueden ser,
en ambos casos, solamente los niimeros 0, 1, 2,..., £ — 1, la cantidad posible de pares
de restos, dados por la divisién de #,, y v, por £, serd £ - £ = k. Esto también que-
da claro si tenemos en cuenta que a cada par [#,,, v,] corresponde un par de restos
(7> 4,), ademds p,, y ¢,, no pueden adquirir, cada uno por separado, mas de £ valores
diferentes, por eso, la cantidad de pares serd no superior a £%. O sea, a cada par de
nimeros enteros [#,,, v,] corresponde un par de restos [p,,, ¢,] al ser divididos por
k. Pero la cantidad de distintos pares de restos es finita y no supera £* mientras que
la cantidad de pares [#,, v,] es infinita. Entonces, como la serie de pares [p, ¢],
(725 421> <+ [Pn> g5)s - tiene solamente una cantidad finita de distintos pares, por
lo menos, un par se repite multitud infinita de veces. Designando este par de restos
por [p, q], determinamos que existe una multitud infinita de pares [#,,, v,] los cua-
les satisfacen tas igualdades (s.10). Ya que para algunos valores determinados de p y
g, cuya existencia acabamos de demostrar, no todos los pares [#,, v,,] satisfacen tas
igualdades (5.10), volvemos de nuevo a enumerar todos aquellos pares [#,,, v,,] que sa-
tisfacen dichas igualdades designandolos por [R,,, S, ]. Entonces, la sucesién infinita
de pares [Ry, S,], [R,, S5, -, [R5 S,,), .. €s parte de la sucesién de pares [#,,, v,],
la cual a su vez, es parte de la sucesion de pares de numeradores y denominadores de
las fracciones reducidas pares de 2. Los pares de nimeros de esta sucesién verifican la
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ecuacién (5.9) y dan los mismos restos p y g al ser divididos por 4.

Ahora, cuando hemos establecido la existencia de una multitud infinita de tales
pares de nimeros enteros positivos R, S,,, podemos pasar a la tercera y tiltima etapa
de nuestra demostracién.

Ante todo, indicaremos que los pares [R,, S,,], siendo pares de numeradores y de-
nominadores de fracciones reducidas, deben ser pares de nimeros primos entre si. es
decir, no deben tener divisores comunes. En efecto, si cambiamos en la relacién (4.5)

2l
2k 2k-1 ‘s
—= ——=— entonces de la relacién

Ory =
szy 2k—1 sz-l

Ly Dy 1

Qr Qe Qi Qoi

multiplicando sus dos miembros por Q,,0Q,;-;, obtenemos la igualdad

k por 2k y consideramos que 8, =

P Qi — Qo Py = 1. (5.11)

La relacién entre nimeros enteros By Qsp, P — 2k — 1y Q5 demuestra que te-
niendo B y Q,; un divisor comin mayor que la unidad, el primer miembro de esta
relacién debe ser divisible por este mismo divisor comtn. Pero el segundo miembro
de la igualdad es igual a la unidad que no es divisible por ningtin nimero mayor que
1. Asi, pues, queda demostrado que los nimeros R, y S,,, los cuales pueden ser so-
lamente numeradores y denominadores de fracciones reducidas, son primos entre si.
De la relacidn (2.6) también se deduce directamente que

Como los nimeros R, y §,, son primos entre sy los nimeros S, ..., S,,, ... diferentes
entre s por ser tomados de una sucesion de nimeros Q,,, también diferentes entre si,
se deduce directamente que en la serie infinita de fracciones

Rl RZ Rn
Sl , Sz 5 een S”

no hay nimeros iguales. Veamos las dos siguientes igualdades, deducidas de la defi-
nicién de los nimeros R, y S,,, o sea:

R} — AS? = (R, — a8))(R, + aS8)) =k (s.12)

R — AS2 = (R, — aS,)(R5 + aS,) =&, (s.13)
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donde sigue siendo 2 = \/7 .

A continuacién, tenemos
(Ry — a8))(R, + aS,) = R\R, — AS,S, + 2(R,S, — S|R,), (5.14)
puesto que #* = A,y de igual forma
(R, + a8))(R, — aS,) = R\R, — AS,S, — a(R,S, — S|R,). (s.15)

Pero como al ser divididos por £R,, y §,, dan restos iguales que no dependen de 7, en
virtud de la relacién (s.10), tenemos:

R,=c,k+p v S,=dk+q. (5.16)

Por eso, mediante transformaciones y sustituciones sencillas obtenemos las igualda-

dCS:

R\R, — AS\S;, = R\(czk +p) — AS\(d2k + q) =
=Ri[(c; — )k + ik + p] — AS\[(d, — d))k+
+dik +q] = Ri[(c; — )k + R] — 4S,[(d, — d))k+
+ 8] = k[R(c; = ¢;) — ASy(dy — dy)] + R} — A4S} =
=k[Ri(c; — 1) = AS,(d, = dy) + 1] = kxy,  (5.17)

siendo x; un niimero entero, puesto que R7 — AS? = k. De la misma forma

RS, — S§|R, =
=Ri[(dy —d))k + dik +q] = §[(c; — er)k+
+ ok +pl = Ri[(dy, — d)k + 8] = 8i[(e; — er)k+
+ Ry] = k[R(d, — dy) = Si(c; — )] = kyy, (5.18)

siendo y; también un nimero entero. Se puede afirmar que y, no es igual a cero. En
efecto, siy; = 0, entonces

ky, — RS, — R,S, =0,

y de aqui
BB

S 8
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Esta tltima igualdad no es posible, ya que hemos constatado que todas las fracciones

n

son diferentes entre si. Las igualdades (5.17) y (5.15) demuestran que:
n

(R, — a8))(R, + aS,) = kx) + aky, = k(x; + ay) (5.19)

(Ry + a8,)(R, — aS,) = kx; — aky, = k(x; — ay). (5.20)

Multiplicando las igualdades (5.12) y (5.13) término por término y utilizando las igual-
dades (5.19) y (5.20), tendremos:

k= (R} — AS7)(R5 — 4S3) =
= (R, — a8)(R, + a8,)(R, + a$,)(R, — a§,) =
= /ez(xl + “)’1)(351 - “}’1) = kz(xlz - A}’lz)- (5.21)

Simplificando por k2, obtenemos finalmente:
x — Ayt = 1. (5.22)

Pero y; no es igual a cero, por lo tanto x; tampoco puede serlo. De lo contrario, el pri-
mer miembro de la ecuacidn (5.22) serfa niimero negativo y el segundo, igual a uno.
Asi, pues, incluso suponiendo que # no es igual a uno, hemos encontrado dos niime-
ros enteros, x, ¢ y;, no iguales a cero, los cuales verifican la ecuacién (s.1). Con esto, la
teorfa de las ecuaciones del tipo (5.1) queda completamente demostrada, pues sabe-

mos que estas ecuaciones, siendo A nimero entero, 4 > 0, y \/Z , numero irracio-
nal, siempre tienen solucién; y ademds, mediante la solucién minima, cuya existencia
hemos demostrado, podemos hallar todas las soluciones de dichas ecuaciones. [
Practicamente, la solucién minima se puede hallar seleccionando los valores de
Xg €Y.
Asi, pues, hemos examinado por completo el caso cuando en la ecuacién

x2 = Ay* =1

A > 0ya =+ A4 es nimero irracional.

Siendo 4 > 0y« = \ 4 ntmero entero, esta ecuacion puede expresarse de la
siguiente forma:

¥ —a?yr = (x+ay)(x —ay) =1

y como 2 es un nimero entero, entonces siendo x;, €y, nimeros enteros que satisfacen
esta ecuacion, deberdn cumplirse, por separado, las igualdades:

Xgtay =1y xy—ay =1
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o las igualdades
xotayp=-1y x—ay=-1

puesto que la multiplicacién de dos niimeros enteros puede ser igual a la unidad si, y
s6lo si, cada uno de estos niimeros, por separado, es igual a +1 0 —1. Ambos sistemas
de dos ecuaciones con dos incognitas x, ¢ y, tienen solamente soluciones triviales:
xo = 1,y9 = 0sx9 = =1,y = 0. O sea, la ecuacion (5.1), siendo A igual al cuadrado
de un niimero entero, tiene solamente soluciones triviales en nitmeros enteros Xy = %1,
Yo = 0. Las mismas soluciones triviales en niimeros enteros las tiene la ecuacion (5.1),
siendo A niimero entero y negativo (para A = —1, hay soluciones triviales simétricas
Xog = 0,_}’0 = il)
Examinemos a continuacién una ecuacién de tipo més general

x*— Ay =C, (5-23)

donde 4 > 0 es numero entero; C, nimero enteroy ¢ = /4, nimero irracional.
Anteriormente hemos visto que siendo C = 1, esta ecuacidon siempre tiene infini-
dad de soluciones en nimeros enteros x ¢ y. Siendo C y A valores arbitrarios, estas
ecuaciones pueden no tener soluciones en absoluto.

s.0.2 Ejemplo Demostremos que la ecuacidn
x* =3yt =-1 (s.24)

en general no tiene solucion en nikmeros enteros x e y. Observaremos ante todo, que el cuadrado
de un niimero impar dividido por 8 siempre da como resto 1. En efecto, puesto que cualquier
nimero impar puede ser cxprcsado comoa = 2N + 1, siendo N ndmero entero, entonces

22 =02N +12?=4N>+4N +1=4N(N +1)+1=8M +1, (s.25)

donde M es niimero entero, ya que o bien 7z, 0 bien # + 1 debe ser nimero par. Ademads, siendo
[%05> ¥o] solucién de la ecuacién (s5.24), x4 ¢ 3, no pueden ser nimeros de igual paridad. Si x,
ey, fuesen a la vez pares o impares, entonces, x3 — 3y3 serfa un ntimero par y no podria ser
igual a 1. Si x, fuese impar ¢ y, par, entonces, la divisién de x§ por 4 darfa 1 de resto, —3y3
serfa divisible y x§ — 3y¢ darfa 1 de resto. Esto es imposible, ya que al dividir por 4 el segundo
miembro da resto trivial =103 = 4 — 1. Por dltimo, siendo x, par ey, impar, x es divisible
por 4y —3y§, conforme a la expresién (s.25), puede ser dado de la siguiente forma:

~3)2 = —3(8M +1) = —24M — 3 = 4(-6M — 1) +1

y, por lo tanto, dividiendo por 4, tendremos 1 de resto. Por eso, la divisién de x5 — 33 por
4 debe dar nuevamente 1 de resto lo que, como ya hemos visto, es imposible. En resumen, no
existen niimeros enteros x, ¢ y,, que pueden satisfacer la ecuacién (5.24).

No deteniéndonos en el tema sobre cudles deben ser las cualidades de C' y A4 para que la
ecuacion (5.23) tenga solucidn, puesto que este tema es dificil y se resuclve a base de la teorfa
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general de las irracionalidades cuadraticas de la teoria algebraica de los niimeros, pasaremos al
caso en que la ecuacién (5.23) tiene solucién no trivial. Como en )os casos anteriores, llama-
remos solucién no trivial [x’, y'], siendo x’, y’ # 0. Admitimos que la ecuacién (5.23) tiene
solucién no trivial [x”, '], es decir, admitimos que

x"* - Ay* =C. (5.26)
Manteniendo el mismo valor de 4, examinemos la ecuacién
x* - Ay* =1 (s.27)

Esta ecuacién tiene multitud infinita de soluciones en niimeros enteros, siendo 4 > Oy =

V A nimero irracional, y cualquiera de estas soluciones [, 7] serd:
X =z*x, J=1j,

donde x,, e, se determinan por las férmulas (4.31). Puesto que [, ] es solucién de la ecuacién
(5.27), tendremos
T -Ay =F+a)(x-ay) =1

Laigualdad (5.26), a su vez, puede ser expresada .de la forma siguiente:
(" +ay")x' —ay)=C.
Multiplicando estas dos tltimas igualdades término por término, tendremos.
(" +ay )T+ ay)(x —ay)x—ay)=C. (5.28)

Pero

(¥ +ay )X +ay) =x'%x+ Ay + a(x'7 +y'%).
¢ igualmente

(v —ay)x—ay) =x'x+ AY'y — a(x'7 + y'%).
Utilizando estas dos igualdades, podemos expresar la igualdad (5.28) de la forma:

(x'% + Ay + a(x'y + y'%)][x'x + AYy'y — a(x'y+y'x)] =C
o de la forma:
(¥'x + Ay'y)* — A(x'y +y'x)* =C.

Con esto demostramos que si [x”, y'] es solucién de la ecuacién (5.23), esta ecuacidn serd veri-
dica también con el par de niimeros [xy]:

x=x'x+4yy, y=x5+y% (5:29)

siendo [, y] cualquier solucién dela ecuacién (5.27). Ast, pues, hemos demostrado que cuando
la ecuacion (5.23) tiene, por lo menos, una solucion, eso significa que tiene multitud infinita de
soluciones.
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Claro, no podemos afirmar que las férmulas (5.29) dan todas las soluciones de la
ecuacién (5.23). En la teorfa de los nimeros algebraicos se demuestra que todas las
soluciones de la ecuacién (5.23) en nimeros enteros, pueden obtenerse tomando una
cantidad de soluciones finita y determinada para esta ecuacién, en dependencia de
Ay C,y propagéndolas con ayuda de las férmulas (5.29). La ecuacién (s.23), siendo
A valor negativo o igual al cuadrado de un nimero entero, puede tener solamente
una cantidad finita de soluciones. Esto se demuestra con facilidad y, por eso, se lo
proponemos hacer a nuestro lector. La resolucidn, en niimeros enteros, de ecuaciones
mds generales de segundo grado y con dos incégnitas, del tipo

Ax* + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F =0, (s.30)

donde 4, B,C, D, E y F son numeros enteros, se reduce mediante sustituciones de
las variables, a la resolucién de ecuaciones del tipo (5.23), siendo A positivo o negati-
vo. Por eso, el comportamiento de las soluciones de estas ecuaciones, si es que existen,
esidéntico al de las soluciones de las ecuaciones del tipo (5.23). Resumiendo podemos
constatar que las ecuaciones de segundo grado con dos incdgnitas del tipo (5.30), pueden
no tener soluciones en nikmeros enteros, pueden tener solamente una cantidad finita de
éstas y, por tltimn, pueden tener una cantidad infinita de soluciones enteras, las cuales,
en este caso, se toman de una cantidad finita de progresiones geométricas generalizadas
dadas por las fSrmulas (5.29). Comparando el comportamiento y cardcter de las solu-
ciones en nimeros enteros de ecuaciones de segundo grado con dos incognitas, con el
comportamiento de las soluciones de ecuaciones de primer grado, podemos consta-
tar un hecho de suma importancia. O sea, st las soluciones de una ecuacién de primer
grado, cuando éstas existen, forman progresiones aritméticas, las soluciones de una
ecuacion de segundo grado, cuando existe multitud infinita de éstas se toman de una
cantidad finita de progresiones geométricas generalizadas. Es decir, pares de nimeros
enteros que puedan ser soluciones de una ecuacién de segundo grado se encuentran
con mucho menos frecuencia que pares de nimeros enteros que puedan ser solucio-
nes de una ecuacién de primer grado. Esta circunstancia no es casual. Resulta pues,
que las ecuaciones con dos incdgnitas y de grado superior al segundo, generalmente,
pueden tener s6lo una cantidad finita de soluciones. Excepciones a esta regla se dan
rara vez.






CAPITULO 6

Ecuaciones con dos incégnitas
de grado superior al segundo

Las ecuaciones con dos incégnitas de grado superior al segundo, excepto raros casos,
pueden tener solamente una cantidad finita de soluciones en niimeros enteros x e y.
Analicemos, primeramente, la siguiente ecuacion

apx" + X"y + X" -yt ety =, (6.1)

donde 7 es nimero entero mayor que dos y todos los nimeros 4y, 4;, ..., 4,, ¢ son
enteros.

Como ya lo demostré a comienzos de nuestro siglo A. Thue, esta ecuacion tiene
solamente una cantidad finita de soluciones en niimeros enteros x ¢ y, a excepcidn, posi-
blemente, de los casos cuando el primer miembro homogéneo de esta ecuacion es potencia
de un binomio homogéneo de primer grado o de un trinomio de segundo grado. En el
tltimo caso nuestra ecuacidn tendrd una de las dos siguientes formas:

ax + by) =¢,, (ax? + bxy + cy*)" = ¢y,
)y ) Ty

y, por lo tanto, se convierte en ecuacién de primero o segundo grado, ya que para que
tenga soluciones, ¢, debe ser 7-ésima potencia de un nimero entero. No podernos
en este libro exponer el método de A. Thue, puesto que es complicado y, por eso, nos
limitamos a dar algunas explicaciones referentes al cardcter de la demostracién de que
la ecuacién (6.1) tiene cantidad finita de soluciones’.

'Este tema se trata, por ejemplo, en el ensayos de A. O. Guelfond «Aproximaciones de nimeros
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Dividiendo los dos miembros de la ecuacién (6.1) por y”, ésta tomard la forma:

n n
X x x c
ag (7> + a4 <7> + -+ an_17 +a,= )7 (6.2)

Para facilitar la demostracién vamos a suponer, no solamente que todas las raices de
la ecuacién

ap?" + 4" P+t a, gt a,=0 (6.3)
son distintas y que 244, # 0, sino también que las raices de esta ecuacién no pue-
den ser raices de ecuaciones de grado inferior con coeficientes enteros. Este caso es
fundamental en nuestra cuestién.

En el lgebra superior se demuestra que cualquier ecuacién algebraica tiene por
lo menos una raiz; por lo tanto, basdndonos en el hecho de que cualquier polino-
mio se divide sin resto por z — « siendo « su rafz, podemos ficilmente expresar este
polinomio como producto, o sea:

n—1

a2 + 47"+ o+ = ag(z - )z - @) (2 - ay), (6.4)

donde e, ..., 2, son todas las 7 raices del polinomio dado. Valiéndonos de la expre-
sién del polinomio en forma de producto, podemos exponer la ecuacién (6.2) de la

w(f-a)(3-e)(3-a)-5 @

Supongamos que existe una cantidad infinita de soluciones [x, y;] en nimeros

siguiente forma:

enteros para la ecuacién (6.5). Esto significa que existen soluciones con un valor ab-
soluto de y;, tan grande como se quiere. Si existiese una cantidad infinita de pares
con y;, limitados y menores en valor absoluto que un nimero determinado cualquie-
ray con xy tan grandes como se quiere, entonces, con estos x, ¢l primer miembro de
la ecuacién (6.5) serfa tan grande como se quiere mientras que el segundo miembro
quedarfalimitado, cosa imposible. Sea y, muy grande. Entonces el segundo miembro
de la ecuacién (6.5) serd pequefio y, por consiguiente, debe ser pequefio también el
primer miembro. Mas el primer miembro de esta ecuacion es el producto de 7 fac-

. Xk . ..
tores que contienen —— y 4, el cual, siendo positivo, sera no menor que 1. Por eso,
Y 4o

la pequefiez del primer miembro de dicha ecuacién puede condicionarse sélo por el
hecho de que una de las diferencias

Xk

T T m

Yk
algebraicos mediante nimeros algebraicos y teoria de los nimeros transcendentes» (YMH4, N°4,
1949, pag. 19)-




57

es pequefia por su valor absoluto. Estd claro que esta diferencia puede ser pequefia
tnicamente cuando 2?7z es valor real, es decir, cuando no tiene lugar laigualdad 2, =
a + bi,b # 0. Delo contrario el mdédulo de esta diferencia no puede ser tan pequefio
como se quiera, puesto que

Dos diferencias y dos factores del primer miembro de la ecuacién (6.5) no pueden ser,
al mismo tiempo, pequenos por su moédulo, puesto que

(2
w " F/

debido a que entre los valores am no hay dos que sean iguales. Si una de las diferen-

=la, —a] =0 (6.6)

cias, por su médulo o valor absoluto, es menor que 5 |2, — ;| la otra, en virtud de

la expresién (6.6), debe ser mayor que 1 |2,, — a|. Esto es debido a que el valor ab-

soluto de la suma no supera la suma de los valores absolutos. Como todos los valores
a,, son distintos entre si, la diferencia mds pequena por su valor absoluto o médulo
|,, — 2|, serd mayor que cero (7 # s). Designando el valor de esta diferencia por
24, para algin valor de y; lo suficiente grande (esto sucederd puesto que Yt crece
ilimitadamente) tendremos

Lk a, <d
Yk
¥, por consiguiente,
i—055>a', s=1,2,3,..,n s=m (67)
Yk

Entonces, puesto que el valor absoluto o médulo de un producto es igual al pro-
ducto de los valores absolutos 0 médulos de sus factores, partiendo de la ecuacién
(65) tendremos

Xk X Xk
a4 | T A T T || T T Cm
Yk Yk Yk
x4 x4 |e|
P R i R
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,$ # m, por un

. . . . .| Xk
Si en esta igualdad cambiamos cada una de las dlferenaas‘ — -,

valor menor d, y |4, | por la unidad, menor de la cual el nimero entero |4,| no puede
ser, entonces el primer miembro de la expresién (6.8) se hace menor que el segundo,
con lo que obtendremos la desigualdad

m—1 x/f |C|
+ e, <,
wo LT el
o la desigualdad
Xk c |C|
— =y 0 0= 5, (6.9)
Yk el Lt

donde ¢; no depende de x,, nide y,. La cantidad de nimeros «,,, no es mayor que 7 y
la cantidad de pares [x, 3], para los cuales con cualquier 72 se cumple la desigualdad
(6.9), es multitud infinita. Por eso, existe un determinado 7 tal, que para un corres-
pondiente ,, la desigualdad (6.9) se cumple una cantidad infinita de veces. Es decir,
silaigualdad (6.1) tiene multitud infinita de soluciones en niimeros enteros, entonces
la ecuacidn algebraica (6.3), con coeficientes enteros, tiene una rafz « tal para la cual,
siendo 4 un numero tan grande como se quiera, se cumple la desigualdad

a - ﬁ‘ < A; (6.10)
q q

donde A es una constante que no depende de p ni de g; p y ¢, ndmeros enteros y
n, el grado de la ecuacién a la cual satisface . Si fuese un nimero real arbitrario,
entonces serfa posible seleccionar este nimero de tal forma que para la desigualdad
(6.10) realmente existiese una cantidad infinita de soluciones en nimeros enteros p y
g. Pero, en nuestro caso, a es raiz algebraica de una ecuacién con coeficientes enteros.
Tales nimeros se llaman algebraicos y tienen propiedades especiales. Se llama pozencia
de un niimero algebraico al grado de aquella ecuacién algebraica de grado minimo con
coeficientes enteros a la cual este niimero satisface.

A. Thue demostrd que para un niimero algebraico 2 de 7-ésimo grado la desigual-

dad

x——‘ <——> nz=3, (6.11)
—H

g2
puede tener solamente una cantidad finita de soluciones en nimeros enteros p y 4.
Pero, siendo » = 3y ¢ lo suficiente grande, el segundo miembro de la desigual-
dad (6.10) se hace menor que el segundo miembro de la desigualdad (6.11) ya que
n > % + 1. Por eso, si la desigualdad (6.11) puede tener solamente una cantidad
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finita de soluciones en nimeros enteros p y g, la desigualdad (6.10), con mds razdn,
tiene solamente una cantidad finita de soluciones. Resulta, pues, que la ecuacién (6.1)
puede tener solamente una cantidad finita de soluciones enteras, cuando todas las rai-
ces de la ecuacién (6.3) no pueden ser raices de una ecuacién con coeficientes enteros
de un grado inferior al #-ésimo. No es dificil comprobar que con z = 2y un de-
terminado A la desigualdad (6.10) puede tener, en efecto, una cantidad infinita de
soluciones en niimeros enteros p y ¢. Posteriormente el teorema de A. Thue fue re-
forzado considerablemente. Mas, debemos senalar que el método utilizado para de-
mostrar este teorema, en principio, no da posibilidad de hallar el limite superior para
la magnitud de las soluciones, es decir, el limite de las posibles magnitudes de |x| ¢
|| con arreglo a sus coeficientes 4y, 4;, ..., 4,y c. Este problema hasta hoy dia no
estd resuelto. No dando posibilidad de determinar el limite de la magnitud de las so-
luciones, el procedimiento de A. Thue permite determinar el limite para la cantidad
de soluciones de la ecuacién (6.3) aunque bastante aproximado. Para distintas clases
de ecuaciones der tipo (6.3), este limite puede ser considerablemente definido. Por
ejemplo, el matematico soviético B. N. Delone® demostrd que la ecuacién

ax® +y°> =1,

siendo 4 valor entero, puede tener ademds de solucién trivial x = 0,y = 1, no mas de
una solucién en nimeros enteros x ¢ y. También demostré que la ecuacién

ax® + bxty + cxy* +dy> =1

puede tener no més de cinco soluciones en nimeros enteros x ¢ y siendo enteros 4, b,
cyd.

Sea P(x, y) un polinomio arbitrario con coeficientes enteros respecto a x ¢ y, es
decir,

Plx,y) =3 iy,

donde A}, son valores enteros. Acordaremos que este polinomio es irreducible cuan-
do no se puede expresar en forma de producto de dos polinomios con coeficientes
enteros, cada uno de los cuales no es simplemente un nimero.

K. Siegel, por un procedimiento especial y sumamente complicado, demostré que
la ecuacién

P(x,y) =0,

donde P(x, y) es un polinomio irreducible superior al segundo grado con respecto
a x ¢y (es decir, cuando en ¢l va incluido un término de la forma A k:xkys , siendo

*Este tema se trata en el ensayo de A. O, Guelfond «Teoria de los niimeros>, incluido en la
recopilacién «Las matemiéticas en la URSS durante treinta afios», Gostejizdat. M., 1948.
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k + s > 2), puede tener una cantidad infinita de soluciones en niimeros enteros x e
9 sélo si existen unos nimeros

Ayyy Aypy veey Ay Ay veey Ay,

by by iy ooy byy b_gy s b,

tales, que sustituyendo en nuestra ecuacion x e y

_ a_ a_

X =ayt" + a7+ e g + 71 + t—n”,
b_ b_

X =b,t" + by "+ e+ by + Tl + Tf,

obtenemos la identidad
P(x,y)=0

con relacién a #. Aquiz es un nimero entero.



CAPITULO 7

Ecuaciones algebraicas de grado
superior al segundo con tres incognitas
y algunas ecuaciones exponenciales

Si para ecuaciones con dos inc6gnitas podemos responder a la pregunta sobre la exis-
tencia de una cantidad finita o infinita de soluciones en nimeros enteros, para ecua-
ciones con tres de dos incdgnitas y de grado superior al segundo podemos dar res-
puesta a esta pregunta solamente para clases de ecuaciones sumamente particulares.
No obstante, en este tltimo caso se resuelve una cuestién mas dificil como es la deter-
minacién de todas las soluciones de estas ecuaciones en nimeros enteros. En calidad
de ¢jemplo nos detendremos en el llamado gran teorema de Fermat.
El excelente matemdtico francés P. Fermat afirmaba que la ecuacién

X+ Yyt =2, (7.1)

siendo 7 valor entero yn == 3, no tiene soluciones en nimeros enteros positivos x,
7,z (el caso xyz = 0 se excluye por ser x, y, z positivos). No obstante a que P. Fermat
afirmaba tener demostracién (por lo visto, por el procedimiento de descenso, sobre
el cual trataremos més adelante) esta demostracién posteriormente no fue encontra-
da. M4s aun, cuando el matematico Kummer intentd encontrar dicha demostracién
e incluso pensd un tiempo que la habfa encontrado, chocé con el hecho de que si una
regla es justa para nimeros enteros ordinarios, resulta injusta para formaciones nu-
méricas mds complejas, con las cuales, naturalmente, se tropieza en la investigacién
del problema de Fermat. Esto es debido a que los llamados n#meros algebraicos ente-
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ros, 0 sea, las raices de ecuaciones algebraicas con coeficientes racionales enteros y con
un coeficiente en la mayor potencia igual a 1, pueden ser descompuestos, por varios
procedimientos, en factores enteros primos indescomponibles de la misma naturale-
za algebraica. Por el contrario, los nimeros ordinarios enteros se descomponen en
factores primos por un solo procedimiento. Por ¢jemplo, 6 = 2 - 3 no tiene otra
descomposicién, dentro del conjunto de nimeros ordinarios enteros, més que la da-
da. Si analizamos el conjunto de todos los nimeros algebraicos enteros de la forma

m + n1\/5, siendo 7 y » nimeros ordinarios enteros, no serd dificil observar que la
suma y el producto de dos de estos niimeros dan nuevamente niimeros del mismo
conjunto. El conjunto de niimeros con la propiedad de contener cualesquicera sumas
y productos de los mismos nimeros que lo forman se llama anillo. Conforme a la

definicién dada, nuestro anillo contiene los nimeros 2, 3,1 + \/—_5 yl- \/—_5 No
es dificil comprobar que cada uno de los niimeros de este anillo es primo, o sea, no
puede ser expresado en forma de producto de dos nimeros enteros, no iguales a la
unidad, incluidos en nuestro anillo. Pero

6=2-3=(1+V=5) (1-v=5),

es decir, en nuestro anillo, el nimero 6 se descompone en factores primos no sola-
mente por un procedimiento. Lo mismo puede suceder en otros anillos més comple-
jos de nimeros algebraicos enteros. Al tropezar con esta circunstancia, Kummer se
convencié de que su demostracién del gran teorema general de Fermat no era cierta.
Para superar las dificultades, relacionadas con la variedad de la descomposicion en
factores, Kummer construyd la teorfa de ideales, la cual juega actualmente un papel
sumamente importante en ¢l dlgebra y en la teorfa de los nimeros. Pero incluso me-
diante esta nueva teorfa, Kummer no logré demostrar por completo el gran teorema
de Fermat, y se limit6 a demostrarlo solamente para 7 divisibles, al menos, por uno
de los llamados nimeros primos regulares. No deteniéndonos en el aclaramiento del
contenido de nimero primo regular, indicaremos solamente que, hasta hoy en dia,
no se sabe si existe nicamente cantidad finita de estos nimeros primos o multitud
infinita de ellos.

Actualmente el gran teorema de Fermat estd demostrado para muchos 7, en par-
ticular, para cualquier # divisible por un niimero primo menor que 100. El gran teo-
rema de Fermat jugé un papel importante en el desarrollo de las matematicas debido
a los intentos realizados con el fin de demostrar dicho teorema los cuales conduje-
ron a la creacién de la teorfa de ideales. Debemos sefialar que esta teorfa fue creada
con otros fines y por procedimientos completamente distintos por el excelente ma-
temdtico ruso E. I. Zolotarey, fallecido en la ctspide de sus actividades cientificas. La
demostracién del gran teorema de Fermat, sobre todo la demostracion basada en los
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razonamientos acerca de la teorfa de la divisibilidad de los nimeros, puede tener sola-
mente interés particular. Claro, si esta demostracion se logra por un procedimiento
nuevo y fructifero, su importancia, junto con la importancia del propio procedimien-
to, puede ser muy grande. Mas los intentos realizados por aficionados a las matem4-
ticas, también en nuestros tiempos, con el fin de demostrar el teorema de Fermat por
procedimientos puramente elementales, estan condenados al frkaso. Las considera-
ciones elementales, basadas en la teorfa de la divisibilidad de los ntimeros fueron ya
utilizadas por Kummer, y su posterior perfeccionamiento por parte de los més pro-
minentes matemadticos, de momento, no han dado resultados notables.

A continuacién daremos la demostracién del teorema de Fermat para el caso de
n = 4, yaque el procedimiento de descenso, abase del cual se construye la demostracién,
es muy interesante.

7.0.1 Teorema: La ecuacidon de Fermat

xt gt =2t (7.2)

no tiene soluciones en nimeros enteros x, y, ; xyz # 0.

DEMOSTRACION: Demostraremos un teorema incluso mas gcncral, precisamente, que
la ecuacién
4 4 _ 2
xt+yt=z (7.3)

no tiene soluciones en niimeros enteros x, y, z; xyz # 0. De este teorema ya se deduce
directamente la ausencia de soluciones para la ecuacién (7.2). Silaecuacién (7.3) tiene
solucién en nimeros enteros distintos de cero x, y, z, entonces podemos suponer que
estos numeros son dos a dos primos entre si. En efecto, si existe una solucién en la
que x ey tienen maximo comun divisor 4 > 1, entonces

x=dx; e y=dy

siendo (x;, 1) = L. Dividiendo los dos miembros de la ecuacién (7.3) por d* tendre-
mos

2
R (d%) =27 (7.4)

, z 1
Pero como X1 €)) SON NUMEros enteros, entonces z; = d_z también es nimero entero.

Siz €y, tuviesen ak>1 por divisor comun, entonces, seglin la expresion (7.4.), x seria
ivisible por £y, por lo tanto, x no podrian ser primos entre si. Resulta, pues, que
divisibl k', porlo tanto, x; y £ d t Result q
existiendo solucién de la ecuacién (7.3) en nimeros enteros diferentes a cero, existe
también solucién para esta ecuacién en nimeros enteros diferentes a cero y primos
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entre si. Por lo tanto basta con demostrar que la ecuacién (7.3) no tiene soluciones
en numeros enteros, diferentes a cero y primos entre si dos a dos. Continuando la
demostracién y considerando que la ecuacidn (7.3) tiene solucién, vamos a suponer
que tiene solucién en nimeros enteros, positivos y primos entre si dos a dos.

En el parrafo 3 hemos demostrado que todas las soluciones de la ecuacién (3.1)

x? +y2 =z (7.5)

en nimeros enteros positivos y primos entre si dos a dos, se hallan por la férmula (3.7)
y tienen la forma:

z

2 2

u- —v u” +v

_—, = —) .6
5 5 (7.6)

x=uv, y=
siendo # y v dos cualesquiera nimeros impares positivos y primos entre si.

Cambiemos un poco la forma de ’las férmulas (7.6) mediante las cuales se deter-
minan todas las soluciones de la ecuacién (7.5). Puesto que # y v son nimeros impares,
suponiendo que

u+v _ u—v _
s =4y —5 =0 (77)
podemos expresar # y v mediante las igualdades
u=a+b y v=a-b, (7.8)

donde 2 y & son nimeros enteros de distinta paridad. Las igualdades (7.7) y (7.8)
demuestran que a cualquier par de niimeros impares primos entre si # y v, corresponde
un par de nimeros primos entre si 2 y & de distinta paridad, y que a cualquier par de
nimeros primos entre sf 2 y & de distinta paridad, corresponde un par de numeros
impares primos entre siu yv. Por eso, sustituyendo en las formulas (7.6) uyvpora
y b, tenemos que todos tres ndmeros x, , z enteros positivos y primos entre si dos a
dos (x es impar) son soluciones de las ecuaciones (7.5) y se hallan por las férmulas:

x=a*-b* y=2ab, z=a*+0b* (7.9)

donde 2 y b son dos nimeros cualesquiera primos entre si de distinta paridad con la
condicién de que x > 0. Estas férmulas demuestran que x e y son de distinta paridad.
Si la ecuacién (7.3) tiene solucién [xq, 3, 2o ], esto significa que

[x51> + 151> = =3,

es decir, que los ntimeros (x3, 3¢, z,) son solucién de la ecuacién (7.5). Pero entonces
debe haber dos niimeros 2 y b, 2 > b, primos entre s y de distinta paridad, tales que

x5 =a* - b*, 95 =2ab, zy=a*+0b% (7.10)
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Para precisar, admitimos que x,, no es pary que y, es par. Admitiendo lo contrario no
cambia nada, puesto que serd suficiente cambiar x,, por y, y viceversa. Pero sabemos
ya (véase la igualdad (5.25)), que el cuadrado de un niimero impar, al ser dividido por
4, dade resto 1. Por eso de la igualdad

xt =a* - b? (7.11)
se deduce que z esimpary b, par. Delo contrario, el primer miembro de esta igualdad,
al ser dividido por 4, darfa de resto 1 mientras que el segundo, puesto que hemos
supuesto que 4 es par y b, impar, darfa —1. Como 4 es impar y (2, &) = 1, entonces
también (4, 2b) = 1. Pero, en este caso, de la igualdad

Vg = 2ab

se deduce que
a=1>, 2b=y (7.12)

donde # y 5 son ciertos ntimeros enteros. Pero, de la relacién (7.11) se desprende que
(%9, b, a] es solucién de la ecuacién (7.5). Por lo tanto,

xo =m> —n*, b=2mn, a=m*+n*
donde 72 y 7 son ciertos niimeros primos entre s de diferente paridad. De la igualdad
2
2 2 ’

de aqui, puesto que 72 y # son primos entre si, se deduce que

(7.12) tenemos que:

m=p*, n=g (7.13)
donde p y 4 son ntimeros enteros diferentes de cero. Como 2 = #* ya = m* + n?,
entonces
4, 4 _
q tp = 2. (7.14.)
Pero

20 = a* + b* > 4%,

Por lo tanto
0<t=+la<ifzg <z (20>1). (7.15)

Considerando queg = x;,p =y, y¢ = z,, veremos que si existe la solucién [xq, 3y, 2o ],
entonces también debe existir otra solucién [x;, y;, 2], ademds, 0 << z; < z,. Este
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proceso de obtencién de soluciones de la ecuacién (7.3) puede prolongarse ilimitada-
mente, con lo que obtendremos una sucesién de soluciones

[x07}/07 z0]7 [xb)’l’ zl]’ L] [xm.ym zn]’ L]

ademds, los nimeros enteros positivos zg, 2;, ..., %, ... disminuirdn de un modo
mondtono, es decir, para ellos serdn vélidas las desigualdades

2o S 2 > 2, S 0 Sz, 0

Pero los numeros enteros positivos no pueden formar una sucesién infinita que de-
crece mondtonamente, ya que dicha sucesién no puede tener mis que z,, términos.
Asi, pues, hemos llegado a una contradiccién al suponer que la ecuacién (7.3) tiene,
por lo menos, una solucién en nimeros enteros x, y, z; xyz = 0. Con ello se demues-
tra que la ecuacién (7.3) no tiene soluciones. Por lo tanto, la ecuacién (7.2) tampoco
tiene soluciones en niimeros enteros positivos [x, y, z], ya que de lo contrario, o sea,
siendo [x, y, 2] solucién de la ecuacién (7.2), [x, y, 2*] serd solucién de la ecuacién
(7:3).

El método de demostracion que acabamos de utilizar y que consiste en desarrollar,
mediante una solucion, una sucesion infinita de soluciones en las que z es valor positivo
ilimitadamente decreciente se llama método de descenso. Como ya indicdbamos an-
teriormente, emplear este método para el caso general del teorema de Fermat, por
ahora, lo impide la falta de unicidad en la descomposicidn de los nimeros enteros de
anillos algebraicos en factores primos pertenecientes a estos mismos anillos'. O

Observaremos que hemos demostrado la ausencia de soluciones enteras no s6lo
para la ecuacién. (7.3), sino también para la ecuacién

KxAn +}/4” —

Es curioso también que la ecuacién

tiene multitud infinita de soluciones en nimeros enteros positivos, por ¢jemplo, x =
2,y = 3,z = 5. Proponemos a nuestros lectores hallar la forma de todas las soluciones
de esta ecuacidn, en nimeros enteros positivos x, ¥, 2.

Veamos otro ¢jemplo de la aplicacion del método de descenso, cambiando un
poco el orden de los razonamientos.

'Para un mejor conocimiento del gran teorema de Fermat, recomendamos al lector el libro de
A. Ya. Jinchin «El gran teorema de Fermat>, ITTH, M., 1934.
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7.0.2 Ejemplo Demostremos que la ecuacién
x4+ 2}/4 =z? (7.16)

no tiene solucion en numeros enteros diferentes de cero x, y, z. Supongamos que la ecuacién
(7.16) tiene solucién en nimeros enteros positivos [xo, /0. z,). Inmediatamente podemos con-

siderar que estos himeros son primos entre si, puesto que si tuviesen maximo comun divisor
d > 1, entonces los nimeros x—o, %, %’ también serian solucién de la ecuacién (7.16). La
existencia de un divisor comun para dos de ellos presupone la existencia de divisor comiin para
los tres. Supongamos, ademds, que z, es minimo entre todos los posibles z en las soluciones de
la ecuacién (7.16) en ntimeros enteros positivos. Como quiera que [xg, 7, 2,] es solucién de

la ecuacién (7.16), entonces [x3, 3, 23] serd solucién de la ecuacién
X+ 2t =27 (7.17)

Valiéndonos de las férmulas (3.9) parrafo 3, las cuales dan todas las soluciones enteras positivas
de la ecuacién (7.17), veremos que existen unos valores enteros positivos 2 y b, (a, b) = 1,
siendo  impar, tales que verifican las igualdades

x5 = x(a* = 26%), ¥ =2ab, z,=2da"+2b". (7.18)

De laigualdad y§ = 24b se deduce que & debe ser par, puesto que y, es par; 35 divisible

por 4 ya impar. Como 7 Yyason

(4 -t
2 2
se deduce directamente que
a=m?, % =n?,
donde 72 y 7 son nimeros enteros positivos y (7, 2z) = 1. Pero de las igualdades (7.18) se
desprende que:
2
xy =% -20*) =+ [ﬂz -8 (%) ] , (7.19)

donde x,, y 2 son impares. Anteriormente hemos visto que el cuadrado de un nimero impar
al ser dividido por 4 da 1 de resto. Por consiguiente, el primer miembro de la expresién (7.19)

al ser dividido por 4 dar 1 de resto; también daré 1 de resto, al ser dividida por cuatro, la
2

expresiéna® — 8 (i) . Resulta, pues, que el paréntesis en el segundo miembro de la ecuacién
(7.19) puede tener solamente signo positivo. Ahora, la ecuacién (7.19) puede ya expresarse de
la forma:
x2 = m* — 8n*
o dela forma
x5 +2(2n*)* = (m*)?, (7.20)
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donde x,, 7 y 7 son ntimeros positivos primos entre si. Por lo tanto, x,, 2722, 72 son la solucién
072y 0
de la ecuacién (7.17), ademads, x,, 2722 y m? son primos entre si. Por eso, basindonos en las
7-17 0 y
. bl bl bl = bl
férmulas (3.8) del parrafo 3, podemos hallar unos ntimeros enteros p y 4 (p, impary (p, g) = 1)
tales que

2n* =2pq, m* =p*+24%, x, =+(p* - 24%). (7.21)
Pero como (p, g) = 1y »n* = pg, entonces

2

= -2
p=ss q9=7,
donde s y 7 son nimeros enteros primos entre si. De aqui se deduce finalmente la relacién
st 20t =, (7.22)

la cual demuestra que los nimeros s, 7, y 72 son la solucién de la ecuacién (7.16). Pero de las
igualdades obtenidas anteriormente

20 = a* +2b*,  a=wm?,
sededuce quez, > 7. O sea, teniendolasolucion [x,, yy, 2, ] hallamos otra solucién [s, 7, 72],
ademds 0 < m < z,. Esto, naturalmente, contradice la suposicion, hecha por nosotros, de que
la solucién [xq, 3, 2,] tiene un z, minimo entre todos los posibles. Asi, pues, admitiendo la
existencia de soluciones para la ecuacién (7.16) hemos llegado a una contradiccién y, al mismo
tiempo, hemos demostrado que esta ecuacién no tiene solucidn en nimeros enteros diferentes
de cero.
Ahora proponemos a nuestros lectores demostrar que las ecuaciones:

Mrdyt=22, xt o=
w—yt =222, X -4yt=2

no tienen solucién en niimeros enteros positivos.
Finalmente, haremos algunas objeciones sobre las ecuaciones exponenciales. La ecuacion

a+ b =t (7.23)

donde a, b y ¢ son nilmeros enteros no iguales a la potencia de dos y al cero, puede tener no mds
que una cantidad finita de soluciones en niimeros enteros x, y, z. Esta misma afirmacidn, con
una condicién suplementaria no muy esencial, es también vélida cuando 4, & y ¢ son niimeros
algebraicos arbitrarios. Més atin, la ecuacién:

Ao + BE LB+ C;/lzl...z,? =0 (7.24)

donde A4, B, C (ABC # 0) son valores enteros, @, ..., @, Bis wor Lo N> +oos % numeros
enteros y @, 8,7,

a=ayt, B=p.Bym V=NV
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numeros primos entre si, puede tener solamente una cantidad finita de soluciones en niimeros
ENLELOS X5 ooy X Y5 oos Y B> s Zpe EstA afirmacién también es validasi 4, B, C y 2%, §;,
% son valores algebraicos®. Las ecuaciones del tipo (7.24) y sus generalizaciones representan
gran interés puesto que en ta teorfa de los nimeros algebraicos se demuestra que a cada ecua-
ci6n algebraica del tipo (6.1) corresponde cierta ecuacién exponencial del tipo (7.24) ademés,
acada solucién de la ecuacién (6.1) corresponde una solucién de la ecuacién (7.24) en ntimeros
enteros. Esta correspondencia se extiende también a las ecuaciones de tipo mas general que las

del tipo (6.1) y (7.24).

*Véase el ensayo de A. O. Guelfond, al cual nos referimos en la pag. 53.
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