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INTRODUCCION

La teorta de los nimeros examina principalmente las propiedades
aritméticas de los nimeros de la serie natural, es decir, de los
nimeros enteros positivos, y pertenece a una de las ramas mas
antiguas de las Matematicas. Uno de los problemas centrales
de la llamada teoria analitica de los nimeros es el probiema
de la distribucion de numeros primos en serie natural, Se llama
niumero primo cualquier nimerc enterc positivo mayor que uno,
que se divide sin resto solamente por si mismo y por la unidad.
El problema de la distribucion de nimeros primos en serie patural
consiste en determinar i es justo o no €l comportamiento del
conjunto de numeros primos menores que cierto nimero N,
cuando N ftiene valores grandes. El primer resultado en esta
direccion lo hallamos ya en los trabajos de Euclides
{sigio IV a.d.n.e), concretamente la demostracion de que la serie
de mimeros primos es infinita; el segunde resuitado, después
de Fuclides, fue obtenido por el gran matematico ruso P. L. Che-
bishev en la segunda mitad del siglo XIX. Otro de los problemas
fundamentales de la teoria de los nimeros es la expresion de
nimeros enteros como suma de numeros enteros de un deter-
minado tipo, por ejemplo, la expresion de mumeros impares como
suma de tres nimeros primos. Este ultimo problema, llamado
de Goldbach, fue resuelto por uno de los mds ilustres represen-
tantes de la teoria de los numeros, el matemdtico soviético
I. M. Vinogradov.

El libro que ofrecemos al lector estd también dedicado a una
de las partes mas interesantes de la teorita de los nimeros,
concretamente a la resolucion de ecuaciones en nimeros enteros.

Uno de los problemas mas dificiles de la teoria de los numeros
es la resolucidn, en nimeros enteros, de ecuaciones algebraicas con
coeficientes emteros y con mas de una incognita. Al estudio
de estos problemas se dedicaron intensamente los mas eminentes
matematicos de la antigliedad, por ejemplo, el matematico griego
Pitagoras (siglo VI a.d.n.e), Diofanto de Alejandria (siglo Ii—
IIT d.n.e) y los mejores matematicos de épocas mas cercanas
a la nuestra, entre ellos P. Fermat (siglo XVII), L. Euler
(siglo XVIID), I. L. Lagrange {siglo XVIII) y otros. No obstante
al esfuerzo de muchas generaciones de eminentes matematicos,
en esia rama de las Matematicas no exisien meétodos comunes
semejantes al método de sumas trigonometricas — propuesto por



I. M. Vinogradov — gue permite resolver los mas variados proble-
mas de la teoria analttica de los numeros.

El problema relacionado con la soluciéon de ecuaciones en
numeros enteros estd completamente resuelto solamente para
ecnaciones de segundo grado con dos incognitas. Para ecuaciones
de cualquier grado con una incognita, este problema no repre-
senta interés esencial alguno, ya que puede ser resueito mediante
una cantidad finita de pruebas. Para ecuaciones de grado superior
al segundo con dos o mas incognitas, es sumamente dificil no
solamente el problema de hallar todas ias soluciones en numeros
enteros, sino también problemas mas simples como es la deter-
minacion de la existenciza de un comjunto finito o infinito de
dichas soluciones.

La solucion de ecuaciones en numeros enteros tiene no sola-
mente interés teorico. Pues ecuaciones de este tipo a veces se dan
en la fisica.

El interés teorico gue presentan las ecuaciones de numeros
enteros es lo suficiente alto puesto que estas ecuaciones estan
estrechamente ligadas a muchos problemas de la teoria de los
nimeros. Ademds, las partes elementales de la teoria de estas
ecuaciones, expuestas en este libro, pueden ser utilizadas con
éxito para ampliar 1os conocimientos en matematicas de los alumnos
de escuelas medias y estudiantes de institutos pedagogicos.

El libro contiene la descripcion de algunos resultados funda-
mentales, obtenidos en la teoria de la resolucion de ecuaciones
en numeros enteros. Los teoremas formulados en él, van acom-
pafiados por sus respectivas demostraciones en aquelios casos,
cuando estas demostraciones son lo suficiente simples,



§ 1. ECUACIONES CON UNA INCOGNITA

Examinemos la ecuacion de primer grado con upa incognita
X e i€y = 0. (l)

Sean sus coeficientes g, y a, nomeros enteros. Entonces la solu-
cion de esia ecuacion
do
X=——

a

serd un nimero entero s$olo cuando a, es divisible sin resto
por a;. Es decir, la ecuacién (1) no siempre puede ser resuelta
en nimeros enteros, por ejemplo, de dos ecuaciones 3x — 27 =
=0 y 5x +21=0, la primera tiene solucién entera x =9,
mientras que la segunda carece de tales soluciones.
. Esta misma circunstancia se presenta también en ecuaciones
de un grado superior al primero, pues si la ecuaciéon cuadrada
x* 4+ x — 2 =0 tiene soluciones enteras x;, =1, x; = —2, la ecua-
cion x* —4x + 2 =0 no posee tales soluciones, ya que sus raices
X1.2=24% ]/5 son irracionales.

El problema de hallar raices enteras en ecuaciones de n-ésimo
grado con coeficientes enteros,

X"+ @ X" . raxta=0 (nz1) (2

se resuelve con facilidad. En efecto, sea x=a una raiz entera
de esta ecuacion. Entonces

aa" +a, @ .. raatae=0
ay = —alaa 1+ a8+ ...t ay)

Por la ultima igualdad vemos que g, se divide por & sin resto,
por lo tanto, cada raiz entera de la ecuacién (2) es divisor del
término independiente de dicha ecuacion. Para hallar Jas soluciones
enteras de esta ecuacidn es preciso elegir aquellos divisores ap,
con los cuales, realizando sustituciones en la ecuacidon, ésta se
transforma en identidad. Asi, por ejemplo, entre todos los divisores
del término independiente de la ecuacion

x4+ X7+ 2x*+2=0,
que son 1, —1, 2 y —2, solamente —1 es raiz. Por consiguiente,
esta ecuacion tiene la 1nica raiz entera x = —1. Utilizando este

2—9
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mismo métedo es facil demostrar que la ecuacion
X+ +xP—x+3=0
no tiene solucidén en nimeros enteros.

Considerablemente mayor interés lo representa la resolucion,
en nimeros enteros, de ecuaciones con muchas incognitas,

§ 2. ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON DOS
INCOGNITAS

FExaminemos la ecuacion de primer grado con dos incognitas
ax+by+c=0 3

en la que a y b son nimeros enteros diferentes de cero y ¢,
un nimero entero arbitrario. Vamos a considerar que los coefi-
cientes @ y b no tienen mas divisores comunes que la unidad®*.
En efecto, siendo el mdximo comin divisor de estos coeficientes
d = (g, b) diferente de la unidad, las igualdades a=a,d y b=bd
son veridicas, la ecuacion (3) adguiere la forma como sigue

(@, x + b;y)d +¢=0

y puede tener soluciones enteras s6lo cuando c es divisible por 4.
Asi, pues, cuando (@, b)=d+# 1 todos los coeficientes de Ila
ecuacion (3) deben dividirse por 4 sin resto y simplificando
la ecuacién (3) por d obtendremos la ecuacion

ax+by+e=0 (c, =Tj~)

cuyos coeficientes @, y by son numeros primoes entre si.
Veamos primeramente el caso cuando ¢ =0. La ecuacion (3)
toma la forma:

ax + by =0. (39

* Los nameros ¢ y b con esta paritcularidad se
llaman numeros primos entre si; considerando (a, b) como méxime comun
divisor de a y b, para los numeros primos entre si, tendremos que
{a, b= 1.
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Resolviendo esta ecuacion respecto a x obtenemos

X=——y

Queda claro que x tendra valores enteros si y solo si y se
divide por a sin resto. Pero cualquier numero entero y, multiplo
de a, puede ser expresado de la siguiente forma

y=at,

en la que ¢ adquiere valores enteros arbitrarios (t =0, +£1, +2, ...).
Poniendo este valor de y en la ecuacion anterior, o sea,

b
x=——at= —h,
a

obtenemos las férmulas que contienen todas las soluciones enteras
de la ecuacidn (3):

=_bt1 y=at (t=05 ily iZ,...}.

Pasemos ahora al caso cuando ¢ 0.

Demostraremos primeramente que para hallar todas las solu-
ciones enteras de la ecuacion (3) es suficiente hallar una solucion
cuzlquiera de esta ecuacion, o sea, hallar unos nuimeros enteros
Xo, Vo. tales que

Mo+b}’o+€=0.

TeoReMa 1. Sean a y b numeros primos entre si ¥y [Xg, Vo]
cualguier solucion® de la ecuacion

ax+ by +ec =0 3

Entonces, las formulas
x=xp—bt, y=y;+at, (4)
siendo t =0, £, +2. ..., dan todas las soluciones de la ecua-

cion (3).
DEMOSTRACION. Sea [x, y] solucidon arbitraria de la ecuacion (3).
Entonces de las iguaidades

ax+by+c=0 y axg+byg+c=0

B * Eb par de numeros enteros x e y que satisface una
ecuacion se llama solucion y se designa por [, y].

L]
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tenemos que
a(xq — x)
b .
Como y — Vo €8 un numero entero y a y b nlmeros primos entre

si, la expresidn xo — x debe dividirse por b sin resto, es decir,
Xy — x adquiere la forma

ax —axg + by — byy =0, y—yp=

xo_x‘—-bt,

en la gque t es namero entero. Pero entonces

o —a_bf_—at
y yO”— b = t]

¥, por consiguiente, tenemos
X=Xp—bt €& y=ye+at

Asi queda demostrado que cualquier solucion [x, y] tiene la
misma forma que las-formulas (4). Falta demostrar por ultimo,
que cualquier par de nomeros [x;, y;], obtenido a base de las
formulas (4), siendo ¢=¢; namero entero, es solucién de la
ecuacion (3). Para comprobarlo pongamos los valores x; = Xo — bty
€ ¥y = yp+ at; en el primer miembro de la ecuacién (3):

ax, + by + ¢ = axo — abt, + by, + abt; + ¢ = axo + bys + ¢,

entonces, como [Xo. Vo] €s solucion, tenemos que axg + byo + ¢ = 0
y por lo tanto
axy + by, +¢ =0,

es decir, [x;, y1] es solucion de la ecuacion (3), con lo cual el
teorema gueda completamente demostrado.

En resumen, siendo conocida una solucion de la ecuacion
ax + by + ¢ =0, las demas pueden hallarse empleando progresiones
aritméticas, cuyos términos comunes tienen la siguiente expresion

_x=x0'_—_b}:_e y=yo+a (=0 21, +2..)
Observemos q:ue en caso de ser ¢ =10, las formulas de las
soluciones halladas anteriormente
..x=—bt e y=at
pueden ser obtenidas a partir de las que acabamos de recibir,

0 sea,
XxX=Xxo—b & y=y,+at,
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si se toman xp =y, =0; cosa posible puesto que los valores
x=0 e y=0 son, sin duda, solucién de la ecuacion

ax+ by =0
Veamos, a continuacién, como hallar una solucién [xq, ¥o]
cualquiera de la ecuacion (3) en el caso general cuando ¢ # 0.

Para ello comenzaremos por un ejemplo.
Sea dada la ecuacién

127 — 52y + 1 =0.

Transformemos 1a relacién entre los coeficientes de las incégnttas.
Primeramente separamos la parte entera de la fraccion

impropia El
propia —5-=
127 23
5 = 2+ 57
3 - . 23 ;
Luego cambiamos la fraccién propia ) por otra igual a ella
5.3
53
23
Obtenemos entonces
E =2+ _1 g
52 52°
23

Hagamos las mismas transformaciones con la fraccién impropia

: ; 52
obtenida en el denominador —=:

23
52 6 1
6
Ahora la fraccion inicial tendra la forma
127 1
G b e
3

6
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; . : vi, 23
Realicemos los mismos razonamientos para la fraccion %

23 3

Tenemos entonces

127
—_—2
52 24 l1

&
3

3+

Separando la parte entera de la fracciéon impropia

6 1
st

?1

obtenemos como resultado final

121'“2+ 1
52 1 '
2+—1-F

31+

i
1 sty
10

La expresién obtenida se ltama fraccion continug finita o fraccion
continua. Suprimiendo el dltimo término de esta fraccion, o sea un
quinto, transformamos la fraccién continua que acabamos de recibir
en una fraccién ordinaria y la restamos de la fraccion inmicial

127

52
2+ ! = P =2+i=2—2,
1 1 9 9
24+ 24
34 L
i
127 22 1143 - 1144 1

52 9  52.9 T 52.9°
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Reduciendo, a continuacion, la expresion obtenida a un denomi-
nador comun y suprimiendo este denominador, obtenemos:

127-9—-52-22 +1 =0,
Comparando la igualdad obtenida con la ecuacién
R - 52y +1=0,
vemos que x =9 e y=22 son solucidén de esta ecuacion y, de

acuerdo con el teorema, todas sus soluciones estardn incluidas
en las progresiones:

=9 452 y=22+12Tr (=0, +1, +2,...).

El resultado obtenido permite deducir que, en el caso general,
para hallar la solucion de la ecuacidn ax + by + ¢ = 0 es preciso
desarrollar en fraccién continua la relacion entre los coeficientes
de las incogmitas, suspender su tltimo término y hacer los mismos
calculos que fueron hechos anteriormente.

Para demostrar esta suposicion nos seran precisas algunas de
las propiedades de las fracciones continuas.

Examinemos la fraccidn irreducible %‘ Designando por ¢,

el cociente y por r, el resto de la division de a por b tendremos:
a=qb+tr, rp<b

Supongamos, a continuacion, que g, es ¢l cociente y r; el resto
de la division de b por r,. Entonces

b=gyrs+ry, r3<t;;
exactamente lo mismo
ry=qsfs tra, Fa<rts

r3=q,4r4+r5, r5-<r4,

Las magnitudes g,, q;. ... se llaman cocientes incompletos.
El procedimiento de formacion de estos cocientes, dado anterior-
mente, se llama algoritmo de Euclides. Los restos de las divisiones
. ts, ... cumplen las designaidades

bera>ry>ry>...20 (3

es decir, forman una serie decreciente de nimeros no negativos.
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Como la cantidad de nomeros enteros no negativos y no
superiores a b no puede ser infinita, en un determinado momento,
la formacién de cocientes incompletos se suspende puesto gue
se anula el siguiente resto r. Sea r, el ultimo resto distinto de cero
en la seri¢ (5), entonces r,»; =0 y ¢l alporitmo de Euclides para
los niimeros a y b adquiere la forma

a=qg,b+r; h
b=gqyr; +rs
Ts = g43r3 + T4, s (6)

Th-2 = Gp—1Tn-1 + T

Ta—1 7 Qgfn:

-

Pasando las igualdades obienidas a la forma

a 1
el oy
r
b 1
r_=¢12 72“‘,
A
Tn-2
g —Qu—1+—:1*“,
Ta
?'nr—nl =g,

y sustituyendo en la primera de estas igualdades el valor de

b ; :
— por su valor correspondiente, dade por la segunda; en ésta
2

r 5
el valor de r_2 por su valor correspondiente, dado por la tercera,
3
a

y asi sucesivamente, obtendremos el desarrollo de 5 en una



fraccion continua:

4+ . 1
I + —_————
Gp-1 T l
-1 —
] qn
La expresion obtenida después de suprimir en una fraccion
continua todos sus términos a partir de uno se llama fraeccidn
reducida. En nuestro caso, la primera fraccion reducida 8, se

obtiene limitando la fracciébn dada a partir de —l—:
2

a
5i=q1{¥'
1
La segunda a partir de a—:
3
| a
= — T —
3, Qi+q2 b
Lo mismo
B sk 1 2
3“?1 q + 1 b!
? q3
a
84—ql+ i >F
q; + 1
4+ —

ds

y asi sucesivamente,
El procedimiento de formacién de fracciones reducidas trae
consigo la aparicion de desigualdades explicitas:
a

51{83{.”<82k_14_b‘;

51>64>...>82,‘>%.

Expresemos la k-ésima fraccion reducida 3, de la siguiente forma

P
§p= 2 (1<k<n),
£= 0 ( )

y hallemos la ley de formacién de numeradores y denominadores

j—9



18

en las fracciones reducidas. Para ello transformamos las primeras
fracciones reducidas §;, 6., 8,;

P
81=91=qT1=Q—1; Py=gq,, @=L,
1

1 +1 i
52=q1+_=‘3142 4t

Pra=qip + 1, Q:=4g,:

q q: Qz’
i q3 1993 +q1 + 4z Ps
A= 1 e 49 + 1 4293 + 1 Qs

‘Iz+ﬁ

Py=g19:9:+ g, +43; @3=dqs+ 1,
de donde obtenemos:
Pi=Pyga + P, Q3=049;+ 0.

Utilizando ¢l metodo de induccion matematica™® demostraremos
que las relaciones de este mismo tipo

Pe=P g+ Pz Or=0Cx— 10+ Cr—2 (M

son validas para todos k = 3.

En efecto, supongames que las igualdades (7) se cumplen para
un cualquier k 2 3. De la definicion de las fracciones reducidas
se desprende directamente, que sustituyendo en la expresion §, las

: 1 i ]
magnitudes g, por ¢ + iy esta expresion se convierte en ;4.
k+1

Conforme a la suposicion por induccidn, tenemos que

8k=§‘—= Pi1ge + Py y
O G-19e + Q-2

; 1
Sustituyendo aqui q; por g; + P resulta:
kt+1

Pk—x(‘h"‘ )+Pn—2 Py + Py
; Gx+1 qr+1
6k+1= 1 = 1
Qk-1 (Qk +“"_) + 02 A+t Q-1
G+ 1 Ir+1
_ Pugyr1 + Py

O

* Véase el libro de esta misma sene de 1. 5. Sominski
"Método de induccion matematica, Editorial "Mir%, 1975,
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Pk+l

Or ey
Pivi =P+ Pro1y Opsy = Qi+ + Q-

Asi, pues, de la vahdez de las igualdades (7), para cualquier
k=3, se deduce su validez para k+ 1. Pero siendo k=3 las
ipualdades (7} son validas, v, por consiguiente, lo seran también
en todos los casos cuando k = 3.

A continuacion demostraremos que la diferencia entre dos
fracciones reducidas consecutivas §, — 6, ; cumple la proporcion

De aqui siendo &,,, = . resulta que

=1
By ~ Bp_y = k= 1. g
N i T ®
En efecto,
& — 8y o T Py - Peli—1 — QP
2 Ql’ Qk—l Qka—l .

Valiéndonos de las formulas (7), transformemos el numerador
de la fraccion obtenida:

PO —OPi i =P + Pia) Oy — (@i +
+ Or—2) Poey = — (Pr Gz — Qa1 Pr-2)

La expresion comprendida entre paréntesis se obtiene sustituyendo
k por k—1 en la formula inicial. Repitiendo las mismas trans-
formaciones en las expresiones obtenidas, tendremos evidentemente,
una sucesion de igualdades:

POy — OkPy = (_1)(Pk—le—2 = Q- th—z) =
= (—1)2 (Px-20x-5 — Qr-2Py-a)=...
=(‘1)h_2(P2Q1 -, P)=
=(—1"2(qiq; + 1 — q2q1) = (- 1)* %,
De esto se deduce que
B i o e i - e — (- :
OOk~ AUl Ol
a
b

- . . n_m a o
la n-ésima fraccién reducida &, coincide con B Utilizando la

Cuando el desarrollo de — en fraccion continua posee n terminos,

kL]



20

igualdad (8), siendo k = n, tenemos:

(—1y
8,— 8,1 = ;
} QnQn—! .
a_s _ (=1 4
b n-1 = bQu—l -
Volvamos ahora a la resolucidn de la ecuacion
ax+ by +¢=0, (a, b)=1. (10)

Expresemos la proporcion (9) como sigue
a_ Pi  (=IF

b Qn—l an—l

Reduciendo esta proporcion a un denominador comin y omitién-
dolo, nos resulta

aQ,—1 — bP,_, =(=1y, aQ,-, +b(—P,- )+ (-1)"'=0

Multiplicando la relacion obtenida por {—1)""tc, tenemos:
af(—1y " 'eQ,- ]+ bH-1)"cPu_y] +c=0.
De aqui se deduce que el par de mimeros [Xo, yo], siendo
xD=(_1)’|_1CQn—l9 }’0={_1)"CPn—l’ (11)
es una solucion de la ecuacion (10) y, conforme al teorema, todas
las soluciones de esta ecuacion tienen la forma siguiente
x=(=1""cQ,. = b, y=(—1}cPy_ +at{t =0, +1, +2, ..).
El resuliado obtenido resuelve completamente el problema
de hallar todas las soluciones en nameros enteros, de ectaciones

de primer prado con dos incognitas. Pasemos ahora a examinar
algunas ecuaciones de segundo grado.

§ 3. EJEMPLOS DE ECUACIONES
DE SEGUNDO GRADO CON TRES INCOGNITAS

neMpLo I Examinemos la ecuacion de segundo grado con tres
mcognitas:
gyt =2 (12

Geomeétricamente, la solucion en niimeros enteros de esta ecuacion
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se puede interpretar como fa determinacion de todos los triangulos

de Pitagoras, es decir, de triangulos rectangulares cuyos catetos

x, ¥ e hipotenuza 2, s¢ expresan en pilmeros enteyos.
Designando por d al miximo comin divisor de x e v: d = (x, ),

entonces
x=xd Vv=y4d,

y la ecuacion (12) toma ja forma:
x3d? 4 yidt =22

De aqui se deduce que z? es divisible por 4 y, por lo tanto,
7z es multiplo de d, es decir, z =2z;d
Ahora Ja ecuacién (12) se puede expresar de la forma:
xid? + yid? = 7Hd?;

simplificando por d?, tenemos
X} + i =2

La ecuacion obtenida tiene la misma forma que la inicial,
ademas, las magnitudes x, e y, no tienen mas divisores comunes
que 1. Por lo tanto, para resolver la ecuacion (12) es suficiente
limitarse al caso cuandc x € ) SOR NUMEros primos enire si.
Supongamos que (x, y)= l. Entonces, por lo menos, una de las
magnitudes x o y (por ejemplo x) es impar. Pasando y* al segundo
mietnbro de la ecuacidn (12), obtenermos:

=zt =yl =2+ -)) (13)

Designando por 4; al maximo comun divisor de z+y y z — ¥,

fenemos que
z+y=ad1 ¥ z—y:bd,, (14}

siendo ¢ v b anumeros primos entee s,
Sustituyendo en la ecuacion {13) z+ y y z — y, por sus valores
resulta: L
x* = abd?.
Como a y b no tienen divisores comunes, la igualdad obienida
es valida s6lo cuando a y b son cuadrados perfectos*:

a=u* b=pt

* Es sabido que el producto de la multiplicacion de
dos numeros primos entre 51 puede ser cuadrado perfecto solo si cada
factor es cuadrado perfecto.
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Pero entonces
x? = utv’d?

x = upd,. (15)

Hallemos ahora los valores y y z de las igualdades (i4), La suma

de estas igualdades nos da:

2 2
2z =udy + bdy = uldy e vidy; p=t Tt

ds. (16)

Restando la segunda igualdad de la primera en las igualdades (14)
obtenemos:

w2
2y=ad1—bd1=u2d1—vzdi; y=—2——d1A [l?}
Puesto que en la ecuacién (15) x es impar, resuita que #, v y d,
también son impares. Ademads d, = 1, ya que de lo conirario

de las ecuaciones

u? — p?

2

x=uvd, € y= d,

s¢ deduciria que las magnitudes x e y tienen por divisor comin
d, # 1, lo que contradice la suposicién de que son primas entre
si. Los numeros u ¥ v estdn relacionados con los nimeres primos
entre si a y b por las igualdades
a=u?, b=

y por consiguiente, son también primos entre si; v <u, ya que
b < a, lo cual se deduce de las igualdades (14).

Sustituyendo d; = 1 en las igualdades (15), (16) y (17) obtenemos
las formulas:

ur —o? e+
- R

(18)

x:ul'_?, y:

las cuales, siendo u y v (v < u) mimeros impares y primos entre si,
permiten obtener todos los mimeros enteros positivos x, y, z, libres
de divisores comunes, que verifican la ecuacion (12). Realizando
simple sustitucion de x, y, z en la ecuacién (12), es fhcil comprobar
que, siendo cualesquiera 4 y v, los numeros de las férmulas (18)
verifican esta ecuacion,

Para valores iniciales de # y v las formulas (i8) se reducen
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a las siguientes igualdades, {recuentemente utilizadas:
P4+ 2= 5 (v=1,u=23),
24122 =13 (p=1,u=73),
1524 82 =172 (w=3 u=75

Como ya indicamos anteriormente, las formulas (18) dan solamente
aquellas soluciones de la ecuacion

2
X4y =2

en las que numeros X, ¥ ¥ z no tienen divisores comunes. Todas
las demads soluciones de esta ecuacion en niimeros enteros y po-
sitivos se obtienen multiplicaiido las soluciones, contenidas en las
formulas (18), por un factor comidn arbitrario d.

De la misma forma que obtuvimos todas las soluciones de la
ecuacion (12) pueden ser obtenidas todas las soluciones para otras
ecuaciones del mismo tipo,

eempLo 11 Hallemos todas las soluciones de la ecuacion

W=7 (19)

en numeros enteros positivos x, y, z primos entre si dos a dos,

Observamos que si x, y, z son solucion de la ecuacion (19)
y si no tienen divisor comun diferente de 1, éstos son al mismo
tiempo primos entre si dos a dos. En efecto, si x e y son
multiplos de un numero primo p > 2, de la igualdad

2 2 2
&6
P P r
s¢ desprende que z es multiplo de p, puesto que el primer miembro
de esta igualdad es numero entero. Lo mismo sucederd si x y z
0 y y z son divigibles por p.

Observemos que x deberd ser numero impar para que €l
maximo comun divisor de x, y, z sea igual a 1, En efecto, 81 x
es par ¢l primer miembro de la ecuacién (19) serd numero par ¥,
por lo tanto, z también lo sera. Pero entonces x} y z* son
multiplos de 4. De ello se deduce que 2y? debe ser divisible por 4,
o sea, que y también debe ser numero par. Es decir, si x es par,
entonces todos los numeros x, y, z deben también ser pares.
En conclusién, en una solucion sin divisor comun diferente a 1,

x debe ser impar. De esto se deduce que z también debe ser
impar. Pasando x* al segundo miembro de la ecuacion (19),
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obtenemos:

=2 —x2=(z+ x)(z — x).
Ahora bien, el maximo comvn divisor de z4+x y z—x & 2.
En efecto, sea d su mdximo comun divisor. Entonces

z+x=kd, z—x=1,

aqui k y |/ son nomeros enteros. Sumando y restando estas
igualdades, tendremos que:

2z=d(k+1), 2x=dk~1I).
Pero z y x son ndmeros impares primos entre si. Por eso,

el maximo comin divisor de 2x y 2z es 2. Y por lo tanto, d=2.
z+x , Z~X

3 Y73

primos entre si los nimeros

Asi pues, es impar. Y por consiguiente, 0 son

Z+x o
¥ 3
o lo son los mimeros
z+ X —
7 7 ‘

En el primer caso, de la igualdad

= _
(Z+x) 2 =¥

se deduce que
z¥x=n y z—x=2m
y en el segundo, de la igualdad

Z+ X

5 (z—x)=y?

se deduce que
z4+x=2m y z—x=n%

siendo # y m nGmeros enteros; m, impar ¥y n>0, m>0,
Resolviendo estos dos sistemas de ecuaciones con relacion a x ¥ z,

y haliando y, tendremos que o bien
1 i
Fi E(M2 +2m?), x= 7(:12 —2m?), y=mn,
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o bien
1
2

(n? +2m?), x= w;—(Zmz - ), y=mn,

=
siendo m nimero impar. Uniendo estas dos formas que representan
la solucién x, y, z, obtenemos la férmula general

x=i%(”2—2m2), y=mn, Z=—:la-(n2+2m2),

en la que m es impar. Pero para que z y X sean nimeros
enteros es preciso que n sea par. Suponiendo que n=2by m=a,
obtendremos definitivamente las férmulas generales que dan todas
las sofuciones x, y, z de la ecuacion (19) en mimeros enteros
y positivos sin divisor conuin mayor que 1:

x=+(a®—2b), y=2ab z=a+2b, (19)

agii a y b son mimeros positivos primos entre si y a un mimero
impar. Siendo éstas las condiciones, las magnitudes de a y b se
eligen arbitrariamente, pero de tal modo que x sea positivo.
Las formulas (19') dan, efectivamente, todas las soluciones x, y, z
en nimeros enteros positivos y primos entre si puesto que, por
una parte, hemos demostrado que en este caso x, y, z deben
expresarse por las formulas (199 y, por otra, si eligimos a y b
de tal modo que satisfagan nuestras condiciones, entonces x, y, z
seran, en efecto, primos entre si y solucion de la ecuacién (19).

§ 4. ECUACIONES DEL TIPO x> — 4y’ =1,
DETERMINACION DE TODAS LAS SOLUCIONES
DE ESTA ECUACION

Pasamos ahora a 1a resolucion en nimeros enteros de ecuaciones
de segundo grado con dos incognitas del tipo

xP— Ay =1, (20)
donde A es un numero entero positivo, no siendo cuadrado

perfecto. Para determinar como resolver estas gcuaciones deberemos
primeramente examinar el método de desarrollo en fraccion

continua de numeros irracionales, tales como }/A4. Conforme al
algoritmo de Euglides, cualquier nimero racional se desarrolia
en fraccion continua conm un nimero finito de términos. Otra

4—9
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es la cuestion cuando se traia de numeros irracionales, Las

fracciones continuas que les corresponden son infinitas. Desarro-

{lemos, por ejemplo, en fraccion continua el numero irracional § 2,
Transformando la identidad explicita

12-0(2+ =1,

165 s a—

2421
y sustituyendo la diferencia ],3 — 1, obtenida en el denominador,
por oira expresion igual 2 ella como identidad, o sea,

l
2+(2—1
tendremos
7 1 = 1
i2=1= .
} 1 1

24+ (/21 2+(2—1

Sustituyendo nuevamente la expresion entre paréntesis en el deno-
minader de la ultima igualdad por una fraccion de ia misma
identidad e igual a dicha expresidn, tendremos:

VE:I + : —.

2+ 11
24—
2+(2-1)

Continuando este procedimiento obtendremos ei siguiente desarrolio
de |2 en fraccion continua infinita;

| P § + ___—1__ 21)

2+
2+

Observermnos que el procedimiento de desarrollo en fraccion con-
tinua, aplicado anteriormente, esta basado en la utilizacion de
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identidades del tipo
m*+1-—m{m +1+m=1

y es vilido no para todas las irracionalidades V’Z Dicho pro-
cedimiento puede ser utilizado en aquetlos casos cuando el nimero
entero A pueds expresarse como A = m® 4+ 1, siendo m un himero
entero diferente de cero. (En particulz{_r_, m =1 nos da el desarrollo
de 1/2; m=2, el desarrollo de /5 y asi sucesivamente) No
obstante, para el caso general, existen también procedimientos
relativamente no complicados para desarrollar ],/;i en fraccion
continua *,

Lo mismo que en el caso de fracciones continuas finitas,
formemos para la fraccidbn continua infimita (21) una sucesién

de fracciones reducidas 8,, §,, 8i, ..., 0 sea:
8y =1, 8, < V2
I3 12
= —_—= 8 i2;
82 1+2 5 2> | @)
7 -
83=1+ 1 =?s _8341/2!
2 +? 1
17
64=‘..=ﬁ, 84}]/5;

y asi sucesivamente.

Conforme al procedimiento de formacion de fracciones reducidas
se deduce que
3, <83<,.,<L/5,

82>84>...>1,6.

En general, si tenemos dado el dasarrollo en fraccion continua
mnfinita para cierto nimero irracional o,

1
a=q,+-"—-1—,
gz +

s+ |

* Véase, por ejemplo, el libro de I. V. Arnold
“Teoria de los numeros”, cap. VI {Uchpedguiz, 1939), o el libro de
A. Ya. Jinchin “Fracciones continuas™ (Gostejizdat, M. 1949).

4%
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entonces para las fracciories reducidas son justas las desigualdades:
5, <8<, . <y U< 29)

v lg €. < By < 8.
Expresemos la fraccién reducida 8, de la forma
Py
By = —.
T 0
Las relaciones (7)
Po=P i+ Pz ¥ =01+ -2

obtenidas antes para fracciones continuas finitas, son validas
también para fracciones continuas infinitas, ya que durante la
deduccion de estas relaciones no hemos considerado, en ninguna
parte, que la fraccién continua es finita. Por consiguiente, también
se conserva la relacién (8) entre fracciones reducidas consecutivas:

(=1
& -8y = : 24
L —1 Qianl ( )
Asi, por ejemplo, para las fracciones reducidas, obtenidas al

desarrollar ﬂ en fraccion continua, siendo k = 3 y k = 4, conforme
a las formulas (22), tendremos:

7.3 4

i AT
17 7 _ 1
R T

lo gue, naturalmente, coincide con el resultado indicado en la
relacion (24).
De la relacidn (24), en particular, se deduce que
(—1y?*! 1
By — & =— (8 —du)=— = .
L i Sy e ey e

Demostremos ahora que es justa la designaldad:
i

2k+1

0<P2k—-dQn4

£25)

En efecto, el primer miembro de esta desigualdad se obtiene
inmediatamente, puesto que conforme a las desigualdades {23)

Pa
Qa’

o< Oy = #0a < Py 0 < Py — 0@y
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La demostracién del segundo miembro de la designaldad (25) es
también ficil. Conforme a las desigualdades (23)

Saps1 <& < By

por consiguiente,

1
Sy — <8y — Szp41 = m—
2 : P .
De aqui, sustituyendo 8;; por , tenemos:
2K
B g
On 02:02¢+1

Multiplicando esta desigualdad por Q, obtenemos el resultado
pedido:
1

Py — sy < ————.
Qa1

Apliquemos los resultados obtenidos para resolver la ecuacién
F=NE =1 (26)
Transformamos e primer miembro de esta ecuacion:

X =297 = (x = /29) (x +)/23)

Consideramos que x = P, € ¥ = O3y, siendo Py, y @5, numerador
y denominador de la correspondiente fraccion reducida del desa-

rrollo de [/5 en fraccibn continua. Entonces

P —20% = (Pu— VEQZJ&) Pz + ‘/EQZI)- 27
El primer miembro de la igualdad obtenida y, por consiguiente,
también el segundo es niimero entero. Demostremos que este numero
entero es mayor que ¢ero, pero menor que dos y, por lo tanto,
es igual a lt}._ unidad. Parz ello utilizamos la desigualdad (25)
siendo a =}/ 2:
1

Q2k+ i '

De aqui observamos que los dos factores en el segundo miembro
de {27) son positivos y por lo tanto,

P%l _2Q§k}0-

0<P2k_lr/5Q2k(

(28)
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Por otra parte,

— 1 |
—}2 L = —
e~V 20 ot Oaitzx+1 + Oax-1

i 1
205+ Qs 20,

Pero, conforme a la formula (23),

52k_£*1>1/2

y por consiguiente
I//EQZI: < Plb
Pu + L/Esz < 2Py,

asi obtenemos dos designaldades para los factores del segundo
miembro de la igualdad (27), o sea:

— 1
—1/2 Y. Qe
Plk V Qlk 2Q2k 3
Py + ‘/EQH < 2Py
Al multiplicar estas dos desigualdades resulta:

PZk
— 203 < ;
7 00

De aqui, utilizando la desigualdad (28), obtenemos:
VE O+
Q2

pero como para todos los k= 1
1 € L L,
QZIQ21+1 Q2Q3 10

l
Q2l+1 1 1

I —20% <

entonces

Pz — 2Q2,‘<]' +—<2

Asi, pues, hemos demostrado que el nuomero entero de Pj, — 203
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para cualquier k = 1, verifica las desigualdades
0< Py —2Q5 <2

¥ por lo tanto,
P%h T 2Q§k TE ]-s

es decir, x=PF; e y=; para cualquier k=1 dan solucién
a la ecuacion
x2 =2yt =1.

De momento no sabemos si las soluciones halladas para la
ecuacién (26) son, o no, todas las soluciones de esta ecuacion.

Ahora surge ya logicamente la pregunta como obtener todas
las soluciones en niémeros enteros x € y de la ecuacion

X2 _ Ay =1, (29)

siendo 4 >0 un nimero entero y L!’A un numero irracional.
Demostraremos que esto es posible si se conoce al menos una
solucién de la ecuacién (29). A base de la ecuacion (26) hemos
comprobado gue ecuaciones como ésta tienen solucién. Examinemos,
a continuacion, el problema de como obtener todas las soluciones
de la ecuacién (29) a partir de una determinada, la cual llamaremos
solucién minima dejando por el momento de lado la pregunta
de si la ecuacién {29) tiene sierapre, por lo menos, upa selucién
en nomeros enteros diferente a la trivial x=1, y =0.
Supongamos que la ecuacion (29) tiene solucién no trivial
[xﬂ.s yo]! Xg > 0! Yo > 0 ¥
X3— dAyg =1, (30)

(Recordemos que solucion se llama un par de nimeros enteros
[ %o, ¥ol €l cual verifica una ecuacién) Llamaremos a esta sofucién
[Xg, Yo} minima si, siendo x = xp € ¥ = yo, €l binomio x + |/ Ay,
(/' A > 0), adquiere el menor valor posible entre todos los valores
que puede adquirir al sustituit x e y por todas las posibles
soluciones positivas (diferentes de 0) de la ecuacion (29). Por
ejemplo, solucién minima de la ecuacion (26) sera x=3 e y =2,
ya que la expresion x + | 2y, para estos valores de x e y, adquiere
et valor 3+ 2)'2; la ecuacion (26) no tiene otra solucion, lo que
es facil comprobar seleccionando nimeros pequefios enteros positivos
que puedan ser la solucion que da al binomio X + |2y un valor
no superior a 3 + 2|/ 2. Efectivamente la siguiente solucién de la
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ecuacion (26), por su valor, es x=17 e y = 12. Claro estd que
17 + 12)/2 es mayor que 3+ 2],/5 Observaremos también que
no existen dos soluciones minimas de la ecuacion (29). Admitiendo
lo contrario, es decir, que existen dos soluciones, [x;, li]
¥y [xz, y:]. que dan un mismo valor al bmomio x+ /Ay,
tendremos que:

X + ‘/qyi =x; + ﬂy;. (31)

Pero, como ﬂ es irracional y x;, y;. Xz, ¥; SO0 TUMEros
enteros, de la igualdad (31) se deduce directamente que

Xy = X2 = (2 —yn)ﬂ,

lo que no es posible puesto que x; —x; €s un namero entero
mientras que (y; — yl)]/;, por ser la multiplicacion de un nimero
entero por un irracional, es nimero irracional, y un numero
entero no puede ser nimero irracional. Esta contradiccion desa-
parece cuando x, = x; e ¥, = y,, es decir, cuando no operamos
con dos distintas soluciones sino con una. O sea, de existir
solucidn minima, ésta es dnica. Analicemos otra propiedad muy
importante de las soluciones de la ecuacién (29). Sea [x,, y,]
solucion de la ecuaciéon (29). Entonces

x}-Ayi=1,
o bien
(xy + ﬂ}’l)()h = I/I}’l) =1 (32)

Elevemos los dos miembros de la igualdad (32) a la potencia n
entera y positiva:

(x: + ]/Ij’l)"(xl - VI.YI)“ =1 (33)

Elevando a potencia conforme a la formula del binomio de
Newton, obtenemos:
(xi + /Ay, =x} +nx77! V’:{Ty‘ +
nir—1)

+ fx;'-myf oAy =x, 4V Ay, (34

aqui x, e y, son nameros enteros, ya que el primero, tercero y,
en general, todos los términos impares del desarrollo por la
formula del binomic son nimeros enteros; los términos pares son

numeros enteros multiplicados por V’Z Agrupando por separado
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sumas enteras y nameros multiplos de VA, obtenemos la igualdad
(34). Los nimeros x, e y,, como demostraremos 2 continuacidn,
también son solucién de la ecuacién (29). En efecto, sustituyendo
el signo de ],A en la igualdad (34), obtenemos la siguiente
1gualdad

(0 =V Ay =% — VA3 (3

Multiplicando las ignaldades (34) y (35) término por término,
y valiéndonos de la igualdad (33), finalmente tendremos:

(xy + VA (x, — I/I}ﬁ)" =
= (% + YAy eu = Ay =x2 — A =1, (36)
o sea, [x,, v,] es también solucién de la ecuacion (29).
Ahora podemos ya demostrar el teorema fundamental rela-

cionado con las soluciones de la ecuacidén (29),
teoreMA 1. Cualquier solucion de la ecuacion (29)

x* — Ayt =1,

siendo A un nimero positive y ]/71 un mimere irracional, tendrd
la forma [+x, +y.}. en la que

%o = [0 + 70 V/AY + x0 — yo VA,
&y

p= ﬁ [0 + Yo V/AY ~ (xo — yo V/AY],

¥ [x0. ¥o| es la solucién minima.

DEMOSTRACION. Supongamos lo contrario, que existe una solucion
[x', ] de la ecuacién (29) en niimeros enteros posiivos tal, que
la igualdad

X+ Ay =(x+ /4 yoy (38)

no es justa para mingun ndmero entero y posiiivo n. Analicemos
la serie de nimeros

xg + l//; Yo, (%o + l/’*'_i o), (%o + I/IYG)3=

Esta es una serie de nitmeros positivos que crecen iiimitadamente
vaque o2 1, o2 1y xo+ /A4y, > 1 Puesto que [xg, o] €8
solucidn minima, conforme a la determinacion de solucién minima,
tenemos

x 4 ],171 ¥ > xp+ ],f'; Yo-
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Por lo tanto, siempre se puede hallar un nimero entero n3 1
con el coal

(xq + ]/; YolI' < x' + },; ¥ < (xp + V’I yoyttE (39
Pero, xo — |/ A yo >0 puesto que
(xo+VAyo)(xo — ) Avo)=xi — Ay =1>0.

Por comsiguiente la multiplicacion de todos los términos de las
desigualdades (39} por un mismo numerc positivo (x; — |/ 4 yo)
no cambia los signos de estas desigualdades y por lo tanto
tendremos:

(xo + /A yol* (xo — VA yof < (%' + /4 ¥) (30 —
— VA yoF <(xa+ Ayl (xo — VA Vo), (40)

Puesto que

(%0 + VA yo) (o — VA yo)r = — 4)31 =1, (41)
entonces

(x¢ + l’:‘i Yol ! (%o — VIZ ¥of' = Xo + l;; Yo- 42
Ademas

(¢ + ) AY) %6 — ) Ayo) = (x + VA yHoxu~ A y,) =
= XXy — Ay + VA X — Xy =2+ A7, @)

siendo aqui X ¢ j niimeros enteros y

%o = Ay, = (x0 = /A yop.
Valiéndonos de las relaciones de (41) a (43) y de las desigual-
dades (40), obtenemos la desigualdad:

L<X+Aj<x+| Ay (44)
Demostremos que el par de nimeros enteros X € 7 es solucidn

de la ecuacion (29). En efecto, multiplicando la igualdad (43)
término por término, o sea la igualdad

24+ /Ay =0+ ay)(x - ) Ay, (45)
por la igualdad B
x - ‘r? Fe=lpe— lA ¥)xo + |7 A yo), (46)

obtenida directamente de la (43) cambiando el signo de 1’;
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tendrel_lios _
(E+VADE -V a9 =2~ A =
= (x + VAV — VAV xa+ [ Ayl (50 — A yo) =
= Ay - Ay =1, @]

va que [x, y'] ¥ [Xo. vo] son soluciones de la ecuacion (29)
Por iltimo demostraremos que x>0 e y > 0. Ante todo, estd
claro que % no es igual a cero. En efecto, 1 =0, a base
de la igualdad (47) hallamos que

—Ay§ =1,

lo cual es imposible puesto que A > 0. Por otra parte, si y =0,
entonces x2 = 1 lo cual tampoco es posible puesto que, conforme
a la desigualdad (44), % > 1. Observaremos, por ultimo, que los
signos de X e y deben ser iguales. En efecto, suponiendo que los
signos de x e 7 son diferentes, los signos de ¥ ¢ —¥ logicamente
deben ser iguales. Y entonces, comparando los valores absolutos

de las expresiones X+ )’ A Fy x—lf}, resulta que el valor
absoluto de la primera expresion es menor que el valor absoluto
de la segunda, ya que en la primera los dos nimeros con signos
iguales se restan uno del otro mientras que en la segunda se
suman. Mas, sabemos que

2+)/A5>1

¥, por lo tanto, X — ],'/X ¥, en valor abcoluto, también es mayor
que 1. Pero,

(R+VARNGE =45 =5~ a7 =1,

lo que nos conduce a una contradiccidon pues la multiplicacién
de dos nameros, cada uno de los cuales tiene un valor absoluto
mayor que la unidad, debe tener también un valor absoluto
mayor que la unidad. Por lo tamto, los signos de X ¢ 7 son
iguales y x#0 e 5+#£0. Ahora bien, de la desigualdad (44)
inmediatamente se deduce que X>0 e y>0. Suponiendo que
existe una solucidn [x', y] de la ecuacion

X—Ayr=1 A>0
tal que la igualdad (38) no es posible con ningin numero entero

y positivo n, hemos conseguido determinar una solucion [X, y]
de esta ecuacion, siendo x>0, >0 y X e § nomeros enteros,
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la cual satisface las desigualdades {(44) que contradicen la defini-
cibon dada a la solucidn minima {x, yp]. Con ello hemos
demostrado que la suposiciébn de que cxiste una solucion no
dada por la férmula (38), nos lleva a una contradiccién. En otras
palabras, hemos demostrado que todas las soluciones de nuestra
ecuacién pueden ser obtenidas a base de la [ormula (38).

Asi, pues, cualquier solucion [x, y] de la ecuacidn (29) se
obtiene mediante la relacién:

x+|/Ay=(x +]/;}’o)", nz0, (48)

siendo [xp, o] solucion minima. Cambiando en esta dltima
igualdad el signo de l/:i, obtendremos también una igualdad:

x—)/4y=(x~/Ay). (49)
Sumando y restando estas igualdades y dividiendo ambos miembros
por 2 & 2 V’Z, regpectivamente, obtenemos:

x= 3= [0 + VA yo + (x0 — /A yo)')
1 L3
y=ys= “é_l/;[(xo*'ﬂ}’o)"—(xo — VAol

(50)

es decir, expresiones explicitas para cualquier solucion [x, y],
siendo x e y nimeros positivos. Cualquier solucién puede obte-
nerse de las ecuaciones (50) tomando arbitrariamente los signos
para x, € y,.

Por ejemplo, como ya hemos visto anterioymente solucidn
minima de la ecuacion x? —2y* =1¢es x =3 ¢ y = 2, por lo tanto,
todas las soluciones de esta ecuacién estardn incluidas en las
formulas:

X, == [(3 4+ 2)/2y + (3~ 2)/2],
L 3515w
PH=Z—VE[(3+2VE) - (3-2)/2n,

a base de ellas, siendo n =1, 2, 3, obtenemos las soluciones: [3, 2],
[17, 12], [99, 70].

Observemos que los numeros x, e v, al crecer n, crecen
a la velocidad de una progresion geométrica cuyo denominador

€s Xy + V’] ¥o; puesto que, basdndonos en la igualdad
(xo + 1/ Ayo)(xo — ) Ayo) =1,
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podemos afirmar que
0<x5— ﬂ yo <1

y, por consiguiente, (x, — ﬁ Yo siempre tiende a cero al crecer n

Ahora podemos ver que si la ecuacion (29) tiene por lo menos
una solucidn no trivial (aunque sea una solucidn para y # 0}
entonces esta ecuacion también tendrd solucion minima y, por
consiguiente, todas sus demds soluciones pueden ser halladas
empleando las férmulas (50). Volvamos ahora a la cuestion de si
existe 0 no, para esta ecuacién, soluciébn no trivial cuando A

es un valor arbitrario entero y positivo ¥ / 4, un valor irracional.

§ 5. CASO GENERAL PARA ECUACIONES
DE SEGUNDO GRADO CON DOS INCOGNITAS

En este parrafo demostraremos que, para cualesquiera nimeros
positivo 4 e irracional ]/I, la ecuacion

xt— Ay =1 (51)

siempre tiene solucion no trivial, es decir, existe un par de
nlmeros enteros X € yo (X, Vo # 0) que satisface esta ecuacion.
Veamos, primeramente, el procedimiento utilizado para desarrollar
en fraccién continua un nimerc positivo arbitrario. Anteriormente,
para desarrollar en fraccién continua, nos hemos valido de las
propiedades especificas del niimero l/i Sea @ un numero positivo
cualquiera. Entonces siempre existeé un nimero entero menor
o igual que a y mayor que o — 1. Este numero entero se llama
parte entera de o« y se designa por [o]. La diferencia entre o
y su parte entera se llama parte fraccionaria del mimero o y se
designa por {a}. De las definiciones de parte entera y parie
fraccionaria del nimero « se deduce directamente la relacion
entre ambas, o sea:

o — [af = {a},
o bien
a=[a] + o). (52)

Puesto que parte fraccionaria de un numero es la diferencia entre
un nomerc positivo y un nimero entero mAximo, no superior
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a dicho numero positivo, la parte fraccionaria de un nimero es
siempre menor que la unidad y no negativa. Por ejemplo, la parte

entera de 252 es 5 y la parte fraccionana, 5

de |,§ es 1 y Ia parte fraccionaria, LE —1; 1a pat;te entera de

3 e

],=""5_2, es igual a 3 y la parte fraccionaria, igual a |/52 — 3, etc.
La definicion que hemos hecho de parte entera y parte

fraccionaria de un nimero positivo x puede ser utilizada para
desarrollar este nimero en fraccidn continua. Supongamos que:

. la parte entera

1
(2] =a1 {o}= —
Entonces

1
u=q;+q—] (53}

Como {a} es siempre menor que la unidad, entonces w, serd
siempre mayor que la umdad. Si « fuese numero entero, entonces
su parte fraccionaria seria igual a cero y o, seria igual a la
infinidad, por eso, tendriamos la igualdad o = ¢;. Abstrayéndonos
de este caso particular, el cual se excluye puesto que el namero
que desarrollamos en fraccién continua es irracional, podemos
afirmar que =, es un numero positivo mayer que la unidad.
Con a; procedemos lo mismo que con o, y escribimos la igualdad

1 1
oy =g; +—, =[], —={o}.
1 =42 o g2 =[] % fo}
Continuando este procedimiento, obtenemos una serie de ecuaciones:

-

1
d=ql+_a 1 =[".1],

Xy
1
A =g+ Fn il e [e ],
2
1 :
= o — 4
Xz = g3 + — gz = [a2], S (54)

Bp—1 =qn+ S dn = [an—l];
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No es dificil comprobar que el procedimiento utilizado para
obtener una sucesion de nimeros enteros ¢y, gz, 43, - - dn. cuando

o es un numero racional, es decir, cuando o =% siendo a y b
niimeros enteros y positivos, no se diferencia por sus resultados
del procedimienio utilizado para obtener cocientes incompletos
mediante el algoritmo de Euclides (véanse las férmulas (6)). Por
@so, para o racional, este procedimiento debe interrumpirse.
Cuando o es irracional dicho procedimiento debe ser infinito.
En efecto, si para algin n o, fuese nimere entero, entonces o,y
seria nimero racional, lo que a su vez conduciria a la racionalidad
de @,_; y asi sucesivamente hasta obtener la racionalidad de .
De las formulas (54), realizando sustituciones consecutivas y

excluyendo o;, o3, ..., o,—; obtenemos la siguiente fraccién
continua:
o=4g +
4 e
g+, 1
n =
TR

H

fa cual también puede expresarse en forma de fraccion continua
infinita, puesto que n puede tomarse tan grande como s¢ quiera,
es decir
1
a=4 +

+_..—
T k-, 1
Sondl

P

Como ya hemos indicado en el parrafo 4, en este caso, la
retacion (8) enire fracciones reducidas se mantiene pueste que no
depende del cardcter finito o infinito de la fraccion. De la rela-
cién (8), como hemos observado, se deduce la desigualdad (25)
para fracciones reducidas pares. Esta desigualdad (25) se toma
nuevamente como base para demostrar la existencia de solucion
de la ecuacién (51), pero dicha demostracion es mas complicada
que para el caso particular cuando 4 =2. Si el lector desea
conocer mas a fondo la teoria de las fracciones continuas, le
recomendamos el hibro de A. Ya, Jinchin "Fracciones continuas™
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teoreMa 111 Para cualquier entero positivo A e irracional I/Z,
la ecuacion (51)
x? — Ay? = |,

tiene solucién no trivial [xq, Vo), %0 =0, ¥o > 0.

DEMOSTRACION, Puesto que esta demostracion es algo complicada,
conviene dividirla en una serie de etapas. La primera etapa consiste
en demostrar la existencia de un nimero k entero positivo, cuyas
propiedades hacen que la igualdad

- Ay =k (56)

tenga una infinidad de soluciones en numeros enteros positivos

x ¢ y. En efecto, examinemos el binomio x> — Ay®. Sustituyendo

en &l x ¢ y por los numeradores y denominadores de las

fracciones reducidas pares, obteil}cLas consecutivamente desarro-
A

llando el nitmero irracional o = , tendremos
23, = P%n = AQ%M = (Pln e u‘QZn) (Pln + aQZn)' (57)
Pero como g

O{Pn_a RS
s QZ Q2n+i

se deduce directamente que:

1
0 < Py + 0@, = 2005, + Pay — 002, < 200, + .
Q2n+ 3
Utilicemos estas dos 0ltimas desigualdades para valorar z;,
Sustituyendo, mediante estas desigualdades, los dos factores en el

segundo miembro de la igualdad (57) por magnitudes mayores,
obtenemos para z;, la desigualdad:

1
0<zy, < 200, + <2+ 1, (58)
Q2n+l Q2u+i
puesto que @, es menor que Q5,. ;. Sustituyendo en el binomio
z=x?— Ay?
x €y por Py, ¥ O, respectivamente, z adquiere un valor entero
positivo. Resulta, pués, que todos los nimeros z;, 24, ..., Zzm -
son enteros positivos que no superan un mismo nimero 2o+ 1
Pero como « =]/ A es irracional, la fraccién continua serd infinita

y, por consiguiente, la cantidad de pares, P,, ¥ 0, serd
infinitamente grande. Entre los nimeros enteros positivos zg,
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Zay «--y Z7m ... diferentes habrd solamente una cantidad finita,
ya que entre |} y 20+ 1, siendo este ultimo completamente
definido e independiente de n, no puede haber mas de [20 + 1]
nimeros enteros. O sea, la seric infinita de ndmeros z,, z4, ...,
Zam ... DO €5 Otra cosa que una sucesidbn de numeros enteros
1, 2, 3, ..., [2a+ 1] que se repiten de algin modo; ademds,
incluso no es obligatorio que todos estos nimeros se encuentren
en la sucesion z,, z,4, 2¢, ... Como la sucesidn z;, z4, ..., Zap ...
es infinita mientras que la cantidad de sus diferentes términos
es finita, por lo menos un nimero k(1 <k < [2u + 1]) se repite
¢n esta sucesién mulititud infinita de veces. Es decir, entre los pares
de nimeros [P29 QZ]! [PM de]t LG - [le QZH]’ i hay una multitud
infinita de pares, tales, que sustituyendo por ellos x ¢ y, la
expresion z = x2 — Ay® adquiere siempre un mismo valor k. Asi,
pues, hemos demostrado la existencia de un mimero entero
positivo k, con el cual la ecuacién (56) tiene infinidad de soluciones
en nimeros enteros x e y. Enumeremos de nuevo estos pares
de numeros, vilidos como soluciones de la ecuacién (56) para k
determinado designandolos por [u;, v1) [z, v2]s -5 [tm Ou) - .-
Tendremos entonces que

ul — Av =k (59)

Observaremos que la sucesion de pares [uy, oyl [z, 2] --.,
[t v,], ... es parte de la sucesion de pares de numeradores
y denominadores de las fracciones reducidas pares del namero o.
Si pudiésemos afirmar que k=1, con ello quedaria demostrado
que la ecuacion (51) tiene multitud infinita de soluciones en
plineros enteros. Pero como no lo podemos afirmar, vamos
a suponer que k> 1 (de lo contrario, ¢ sea, siendo k = 1 quedard
todo demostrado) y asi pasaremos a la segunda etapa de nuestra
demostracion. Demostraremos a continuacioén, que entre los pares
de niimeros enteros [u,, v;}, -.., [t v,], ... hay muititud infinita
de pares, que al dividirlos por k, dan restos iguales, es decir, que
existen dos nimeros enteros no negativos p y ¢, menores que Kk,

tales, que para la multitud infinita de pares [u;, v;], ..., [uw v,)
son veridicas las igualdades:
Hy=ak+p ¥y vo=bk-+g, (60)

dende a, y b, son cocientes de la division de u, y v, por k, ¥ p, ¢
los restos de esta division. En efecto, si dividimos u, y v, por
el numero entero k, k> 1, obtendremos una relacién semejante
a la (60), en la que Jlos restos de la division, como siempre,
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se hallardn entre 0 y k — 1. Como restos de la division de u, ¥ v,
por k pueden ser, en ambos casos, solamente los nimeros 0, 1,
2, ..., k—1, la cantidad posible de pares de restos, dados por
la division de u, ¥ v, por k, serd k-k = k*. Esto también queda
claro si tenemos en cuenta que a cada par [u,, v,] corresponde
un par de restos [p,, 9.} ademds p, ¥ g4, no pueden adquirir,
cada uno por separado, mis de k valores diferentes, por eso,
la cantidad de pares sera no superior a k*. O sea, a cada par
de numeros enteros [u,, v,] corresponde un par de restos [pn 4n]
al ser divididos por k. Pero la cantidad de distintos pares de
testos es finita y no supera k* mientras que la cantidad de pares
[tn v,] es infinita. Entonces, como la serie de pares [pi 411
[p2s @21 ---» [Pw @a)s ... tiene solamente una cantidad finita
de distintos pares, por lo menos, un par se repite multitud
infinita de veces. Designando este par de restos por [p, q],
determinamos que existe una multitud infinita de pares [u,, v,] los
cuales satisfacen las igualdades (60). Ya que para algunos valores
determinados de p y g, cuya existencia acabamos de demostrar,
no todos los pares [w,, v,} satisfacen las igualdades (60), volvemos
de nuevo a enumerar todos aquellos pares [u,, v,] que satisfacen
dichas igualdades designandolos por [R,, 5,] Entonces, la suce-
sion infinita de pares {R;, S;], [Ra, Sz - .., [Ra Sa), ... €5 parte
de la sucesién de pares {u,, v,}, la cual a su vez, es parte de la
sucesion de pares de numeradores y denominadores de las
fracciones reducidas pares de o« Los pares de numeros de esta
sucesién verifican la ecuacion (59) ¥ dan los mismos restos p ¥ ¢
al ser divididos por k.

Ahora, cuande hemos establecido la existencia de una muititud
infinita de tales pares de nameros enteros positivos R,, §,, podemos
pasar a la tercera y (ltima etapa de nuestra demostracion.

Ante todo, indicaremos que los pares [R,, S,), siendo pares
de numeradores y denominadores de fracciones reducidas, deben
ser pares de nitmeros primos entre si, es decir, no deben tener
divisores comunes. En efecto, si cambiamos en la relacién (24)

Py Pii-1

k por 2k y consideramos que &, = O Y Bay-y = ) ;
2k—1

en-

tonces de la relacion
Pau  Puo — 1
QER QZk—i QZ&QZk—l

multiplicando sus dos miembros por ;,0;,_;, obtenemos Ia
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igualdad
Pyl — szPu—l =1 (61)

La relacion entre nimeros enteros Pyy, Qg Pax—1 ¥ Q- demuestra
que teniendo Py, y Q, un divisor comin mayor que la unidad,
el primer miembro de esta relacion debe ser divisible por este
mismo divisor comun. Pero el segundo miembro de la igualdad
es igual a la unidad que no es divisible por ningdn ndmero
mayor ,que 1. Asi, pues, queda demostrado que los piameros
R, y 8, los cuales pueden ser solamente numeradores y denomi-
nadores de fracciones reducidas, son primos entre si. De la rela-
cion (7 también se deduce directamente que

Q,<Qs<...<0y, <.

Como les nimeros R, y S, son primos entre si y los nimeros
Si, Sz ..., 8, ... dilerentes entre si por ser tomados de una
sucesion de numeros Q,, también dilerentes emtre si, se deduce
directamente que en la serie infinita de fracciones

R R R
Sl’ Szl Fisaly S“B

no hay niimeros iguales. Veamos las dos siguientes igualdades,
deducidas de la difinicidn de los numeros R, y §,, 0 sea!

R} — ASi =(R; —aSy)(Ry +aS;) =k {62)

R% — AS} = (R, - aS3) (R, + oS5) = k, (63)

donde sigue siendo o = ]/7{
A continuacion, tenemos

(Rl = CLSl)(Rz + a82) = Rle = ASIS:!, + a[RlSZ - Sle), (64)
puesto que o = A, y de igual forma
(Rl + a'Sl)(RZ =5 GSz) = RIRZ = AS]S;_ == '-'J'.(RiSZ = Sle]. (65)

Pero como al ser divididos por kR, y S, dan restos iguales que
no dependen de n, en virtud de la relacion (60), tenemos:

R,=ck+p v S,=dk+q (66

Por eso, mediante transformaciones y sustituciones sencillas obte-



nemos las igualdades:
RiR, — AS:S:; = Ry(csk + p) — AS, (d:k + ) =
=R, [z —cr)k+ etk +p] — AS, [(d, —d\)} k +
+dik + g] =R, [c; — 1}k + R;] — AS, {(d, —di) k +
+8,]=k[R, (c2 — c1) — AS, (d2 — d)] + R} — 453 =
=k[Ri(cs —c1) — AS, {d; — dy) + L] =kxy, (67)
siendo x; un nimero entero, puesio que R — ASI =k De Ia
misma forma
R,S; — S,R; =
=R;[(dy ~d))k+dik+qg]—8 {lc; —c)k+
+ek+p] =R [[dz—di)k+ 8] —Si[(c2—c)k+
+ R ] =k[R{dy —d;)— Si{c: —ci)] =ky1, (68)

siendo y; también un nimero entero. Se puede afirmar que y,
no es igual a cero. En efecto, si y; =0, entonces

ky, — Ry8; — R.8, =0,
y de aqui
LI
Si S
Esta ultima igualdad no es posible, ya que hemos constatado que

S
y (65) demuestran que:
Ry — a8} (Ry + 0S,) = kxy + atky, = k{x; + ay,) 69

todas las fracciones son diferentes entre si. Las igualdades (67)

(Ry + 8, (R; — 0S;) = kxy — aky, = k(x; — oyq). (70)
Multiplicando las igualdades (62) y (63) término por término
y utilizando las igualdades (69) y (70), tendremos:

K2 = (R? — AS?)(RI — AS}) =
=(R, — a5} (R; + aS3) {Ry + a8} (R; — af,) =
= k*(x; + ay) (x; —ay) = k¥ {x} — A1) (T
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Simplificando por k*, obtenemos finalmente:
X2 — Ayt = 1. (72)

Pero y, 1o es igual a cero, por lo tanto x; tampoco puede serlo,
De lo contrario, el primer miembro de la ecuaciébn (72} seria
nimero negativo y el segundo, igual a uno. Asi, pués, incluso
suponiendo que k no es igual a uno, hemos encontrado dos
nimeros enteros, x; e y;, no iguales a cero, los cuales verifican
la ecuacién (51). Con esto, la teoria de las ecuaciones del tipo
(51) queda completamente demostrada, pués sabemos que estas
ecuaciones, siendo 4 numero entero, 4 >0, y 1/2, nimero
irracional, siempre tienen solucién; y ademds, mediante la solucién
minima, cuya existencia hemos demostrado, podemos hallar todas
las soluciones de dichas ecuaciones.

Pricticamente, la solucion minima se puede hallar seleccionando
los valores de x4 € yo.

Asi, pués, hemos examinado por completo el caso cuando en
la ecuacion

xT— Ay* =1

A>0ya= ]ﬁ €s numero irracional,

Siendo A>0 y «o =|/; nimero entero, esta ecuacion puede
expresarse de la siguiente forma:

x? —o?y? = (x + ap){x — oy} =1,

Yy COMO & & un nimero entero, entonces siendo x, € y, nOmeros
enteros que satisfacen esta ecuacion, deberdn cumplirse, por sepa-
rado, las igualdades:

x0+u.y0=1 y xo—ay[):_l
o las igualdades

Xg+ayg=—1 y Xg—ap=—1,

puesto que la multiplicacion de dos nimeros enteros puede ser
igual a la unidad si y solo si cada une de estos nfimeros, por
separado, es igual 2 +1 6 —1. Ambos sistemas de dos ecua-
ciones con dos incognitas x, € y, tienen solamente soluciones
triviales: xo = 1, yo=0; xg = — 1, yo=0. O sea, la ecuacion (51),
siendo A igual al cuadrado de un nimmero entero, tiene solamente
soluciones triviales en ntimeros enteros x5 = +1, yo=0. Las mismas
soluciones triviales en mimeros enteros las tiene la ecuacion (51),



46

siendo A mimero entero y negarivo (para A = —1, hay soluciones
triviales simeétricas xq =0, y5 = £ 1).
Examinemos a continuacion una ecuacion de tipe mds general

x* — Ay* = C, (73)

donde A >0 es numero entero; C, nimero entero y u=]/1
nimero irracional. Anteriormente hemos visto que siendo C =1,
esta ecuacion siempre tiene infinidad de soluciones en mimeros
enteros x e y. Siendo C y A valores arbitrarios, estas ecuaciones
pueden no tener soluciones en absoluto.

eseMpPLO. Demostremos que la ecuacion

xP—3r= -1 (74

en general no tiene solucion en mimeros enteros x ¢ y. Observaremos
ante todo, que el cuadrado de un ntmero impar dividido
por 8 siempre da como resto 1. En efecto, puesto que cualguier
nimero impar g puede ser expresado como a = 2N + 1, siendo N
nimero entero, entonces
& =(2N+ 1 =

=4N? +AN + 1 =4N(N+ 1)+ 1=8M +1, (75

donde M es nimero entero, ya que o bien N, o bien N + 1 debe
ser nimero par. Ademas, siendo [x,, yo] solucion de la ecuacion
(74), xp € yp no pueden ser niimeres de igual paridad. Si x; € yp
fuesen a la vez pares o impares, entonces, x3 — 3y3 seria un
nimero par y no podria ser igual a 1. Si x, fuese impar e y,
par, entonces, la division de x3 por 4 daria 1 de resto, —3y2
seria divisible y xZ — 3y2 daria 1 de resto. Esto es imposible,
ya que al dividir por 4 el segundo miembro da resto trivial —1
& 3=4—1, Por ultimo, siendo x, par e y, impar, x3 es divi-
sible por 4 y —3y3, conforme a la expresion (75), puede ser dado
de la siguiente forma:

—332=—3(8M + l)= —24M — 3=4(—6M — 1)+ |

y, por lo tanto, dividiendo por 4, tendremos | de resto. Por eso,
la division de x3 — 3y% por 4 debe dar nuevamente 1 de resto
lo que, como ya hemos visto, es imposible. En resumen, no
exisien nimeros enteros X, € y,, que pueden satisfacer ia ecua-
cién (74).

No deteniéndonos en el tema sobre cudles deben ser las
cualidades de C y A4 para que la ecuacidén (73) tenga solucidn,
puesto que este tema es dificil y se resuelve a base de la teoria
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general de las irracionalidades cuadrdticas de la teoria algebraica
de los nimeros, pasaremos al caso en que la ecuacién (73) tiene
solucién mo trivial. Como en los casos anteriores, llamaremos
solucion no trivial [x', ], siendo x', ¥ # 0. Admitimos que la
ecuacion (73} tiene solucion no trivial [x', ¥, es decir, admitimos
que

x? = Ay?=_C. (76)
Manteniendo ¢l mismo valor de A, examinemos la ecuacién
X2~ Ayt = 1. (N

Esta ecuacion tiene multitud infinita de soluciones en nimeros

enteros, siendo A>0 y « =]/; nimero irracional, y cualquiera
de estas soluciones [%, y] sera:

Xx=x4x, ¥=%y,
donde x, e y, se determinan por las férmulas (50). Puesto que
[%, 7] es solucién de la ecuacién (77), tendremos
¥ — AP = (X + o) (X — o) = L.

La igualdad (76), a su vez, puede ser expresada .de la forma
signiente:

(' +ay)(x' —ay)=C.

Multiplicando estas dos iltimas igualdades término por término,
tendremos.

(x'+ o)) (X + af) (x' —ay}(z—ap)=C. (78)
Pero
(¥ +ay)(X+ o) = XT+ AYF + o (x'F + ¥'%)
¢ igualmente
(¥ — oy} (x —ap) = x'%+ Ay — a(xF + y3)

Utilizando estas dos igualdades, podemos expresar la igualdad (78)
de la forma:

[x%+ Ay7 + a{x'd + yX)] [x% + Ay — a(¥F+ yX)] = C
o de la forma:
(xx+ AyJ)? —A(XF+ yx)? =C.

Con esto demostramos que si [x', '] es solucidn de la ecuacion
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(73), esta ecuacion serd veridica también con el par de nimeros
[x, y}:
x=xX%+ Ay y=XF+yx (79)

siendo [%, ¥] cualquier solucién de la ecuacion (77). Asi, pues,
hemos demostrado que cuando la ecuacion (73) tiene, por lo menos,
una solucién, eso significa que tiene multitud infinita de soluciones.
Claro, no pedemos afirmar que las férmulas (79) dan todas
las soluciones de la ecuacion {73). En la teoria de los nlimeros
algebraicos se demuestra que todas las soluciones de la ecuacion
(73) en nimeros enteros, pueden obtenerse tomando uspa cantidad
de soluciones finita y determinada para esta ecuacién, en depen-
dencia de A y C, y propagindolas con ayuda de las formulas (79).
La ecuacidén (73), siendo A valor negativo o igual al cuadrado
de un niimero entero, puede tener solamente una cantidad finita
de soluciones. Esto se demuestra con facilidad y, por eso, se lo
propenemos hacer a nuestro lector. La resolucion, en numeros
enteros, de ecuaciones mas generales de segundo grado y con dos

incognitas, del tipo
Ax* + Bxy+ Cy* + Dx+ Ey + F =0, (30)

donde A4, B, C, D, E y F son nimeros enteros, se¢ reduce mediante
sustituciones de las variables, a la resolucion de ecuaciones del
tipo (73), siendo A positivo o negativo. Por eso, el comportamiento
de las soluciones de estas ecuaciones, si es que existen, es idéntico
al de las soluciones de las ecuaciones del tipo (73). Resumiendo
podemos constatar que las ecuaciones de segundo grado con dos
incognitas del tipo (80), pueden no tener soluciones en ntumeros
enteros, pueden iener solamente una cantidad finita de éstas y, por
ultimo, pueden tener unag cantidad infinita de soluciones enteras, tas
cuales, en este caso, se toman de ung cantidad finita de progresiones
geométricas generalizadas dadas por las fornulas (79). Comparando
el comportamiento y caracter de las soluciones en nameros
enteros de ecuaciones de segundo grade con dos incognitas, con
¢l comportamiento de las soluciones de ecuaciones de primer
grado, podemos constatar un hecho de suma importancia. O sea,
si las soluciones de una ecuacion de primer grado, cuando éstas
existen, forman progresiones aritméticas, las solucicnes de una
ecuacion de segundo grado, cuando existe multitud infinita de
éstas se toman de una cantidad finita de progresiones geomeétricas
generalizadas. Es decir, pares de nimercs enteros que puedan ser
soluciones de una ecuacién de segundo grado se encuentran con
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mucho menos frecuencia que pares de numeros enteros que puedan
ser soluciones de una ecuacion de primer grado. Esta circunstancia
no es casual. Resulta pués, que las ecuaciones con dos incognitas
y de grado superior al segundo, generalmente, pueden tener sblo
una cantidad finita de soluciones. Excepciones a esta regla se dan
rara vez

§ 6. ECUACIONES CON DOS INCOGNITAS
DE GRADQ SUPERIOR AL SEGUNDO

Las ecuaciones con dos incognitas de grado superior al segundo,
excepto raros casos, pueden tener solamente una cantidad finita
de soluciones en numeros enteros x e y. Analicemos, primera-
mente, la siguiente ecuacion

X"+ & X"y + X"+ +ay =c, @81

donde n es nimero entero mayor gue dos y todos los niimeros
g, Qy, A3, -.., Gy €, SON ENteros.

Como ya lo demostré a comienzos de nuestro siglo A. Thue,
esta ecuacion tiene solamente una cantidad finita de soluciones en
niimeros enleros x e y, a excepcion, posiblemente, de los casos cuando
el primer miembro homogéneo de esta ecuacion es potencia de un
binomio homogéneo de primer grado o de un trinomio de segundo
grado. En el altimo caso nuestra ecuacion tendrd una de las dos
siguientes formas:

(ax + byy = co, (ax? + bxy + e¥*F = cq,

y, por lo tanto, se convierte en ecuacidn de primero o segundo
grado, ya que para que tenga soluciones, ¢, debe ser n-ésima
potencia de un nimero entero. No podemos en este libro exponer
el método de A. Thue, puesto que es complicado y, por eso, nos
limitamos a dar algunas explicaciones referentes al caricter de la
demostracion de que la ecuacidon (81) tiene cantidad finita de
soluciones *.

*! Este tema se trata, por ejemplo, en el ensayo de
A. O, Guelfond "Aproximaciones de nameros algebraicos mediante nimeros
algebraicos ¥ teoria de los nimeros transcendentes” (YMH4, N 4, 1949,
pag. 19).
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Dividiendo los dos miembros de la ecuacidn (B1) por y", ésta
tomard la forma:

s 34 g e x ¢
g | — | +ay|— +.ot g —+a,= = 82
(3) (y) e

Para facilitar la demostraciéon vamos a supomner, no solamente que
todas las raices de la ecuacién

G+ '+ a2+ a,=0 (83)

son distintas y que aga, # 0, sino también que las raices de esta
ecuacion no pueden ser raices de ecuaciones de grado inferior con
coeficientes enteros. Este caso es fundamental en nuestra cuestion.

En el Algebra superior se demuestra que cualquier ecuacién
algebraica tiene por lo menos una raiz; por lo tanto, basindonos
en ¢l hecho de que cualquier polinomio se divide sin resto por
z — o siendo « su raiz, podemos ficilmente expresar este polinomio
como producto, o sea:

8"+ a2 4 . 4a,=
=aglz —ay){z — o) ... (z —a,) (84)

donde «,, ¢, ..., ®, son todas las n raices del polinomio dado.
Valiéndonos de la expresion del polinomio en forma de producto,
podemos exponer la ecuacion (82) de la siguiente forma:

p.o X X _i
ao(?—“ﬂ;)(?—uz)...(T—Q,,)—y". (85)

Supongamos que existe una cantidad infinita de soluciones
[x,, y:] en nimeros enteros para la ecuacion (85). Esto significa
que existen soluciones con un valor absoluto de y, tan grande
como se quiere. Si existiese una cantidad infinita de pares con y,
limitados y menores en valor absoluto que un ntmero determi-
nado cualquiera y con x; tan grandes como se quiere, entonces,
con estos X, el primer miembro de la ecuacidon (85) seria tan
grande como se guiere mientras que el segundo miembro quedaria
limitado, cosa imposible. Sea y, muy grande. Entonces el segundo
miembro de la ecracion (85) serd pequefio y, por consiguiente,
debe ser pequefio también ¢l primer miembro. Mas el primer
miembro de esta ecuacion es el producto de n factores que contienen

Xy " o i
i y ag el cual, siendo positivo, serd no menor que 1. Por eso,
Sk
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la pequefiez del primer miembro de dicha ecuacién puede condi-
cionarse s6lo por el hecho de que una de las diferencias
By
e
es pequefia por su valor absoluto. Esta claro que esta diferencia
puede ser pequeiia unicamente cuando o, es valor real, es decir,
cuando no tiene lugar la igualdad «,=a+bi, 6#0. De lo
contrario el modulo de esta diferencia no puede ser tan peguefio
como se quiera, puesto que

2
i =V(ﬁ— ) B> b
Yi

Dos diferencias y dos factores del primer miembro de la ecuacién
(85) no pueden ser, al mismo tiempo, pequefios por su modulo,

puesto que
Yu 14

debido a que entre los valores «, no hay dos que sean iguales.
Si una de las diferencias, por su médulo o valor absoluto, es menor

=|am_asl¢0 (86)

que —;lam —o,| la otra, en virtud de la expresion (86), debe ser
mayor que —;—la,,, ~a,}. Esto es debido a que el valor absoluto

de la suma no supera la suma de los valores absolutos. Como
todos los valores a«, son distintos entre si, la diferencia mads
pequeiia por su valor absoluto o moédule !a, — «f, serd mayor
que cero {m 3 5). Designando el valor de esta diferencia por 2d,
para algun valor de y; lo suficiente grande (esto sucederd puesto que
¥ crece ilimitadamente) tendremos

. t | <d
¥
¥, por consiguiente,
i;i—a, >d, s5=1,2 3, ....,n s#m &7
k

Entonces, puesto que el valor absoluto o médulo de un
producto es igual al producto de los valores absolutos o moédulos
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de sus factores, partiendo de la ecuacion (85) tendremos

X X Xy
ao| X -y i PR U Rt
Y L Y
X Xz |
- e — gy | e | — — =——. (88)
i T Yo | Inl
Si en esta ignaldad cambiamos cada una de las diferencias
X 3
ZX —a,|, s#m, por un valor menor 4, y |ao| por la unidad,
Y

menor de la cual el nimero entero jay| no puede ser, entonces
el primer miembro de la expresion (88) se hace menor que el
segundo, con lo que obtendremos la desigualdad

|3 el
Y " [y l®”
o la desiguaidad
Xi 1 lef
— O | S —y €1 = T 89
3 WP 973 =

donde ¢, no depende de x, ni de y,. La cantidad de nimeros
o, N0 es mayor que n y la cantidad de pares [x,, i), para los
cuales con chalquier m se cumple la desigualdad (89), es multitud
infinita. Por eso, existe un determinado m tal, que para um
correspondiente a,, la desigualdad (89) se cumple una cantidad
infinita de veces. Es decir, si la igualdad (81) tiene multitud
infinita de soluciones en nimeros enteros, entonces Ia ecuacidén
algebraica (83), con coeficientes enteros, tiene una raiz « tal para
Ja cual, siendo g4 un nimero tan grande como se quiera, se
cumple la desigualdad

A

n?

a-L|<

q
donde A es una constante que no depende de p ni de g; p ¥ ¢,
nimeros enteros y n, el grade de Iz ecuacion a la cual satisface o
Si a« fuese un numerc real arbitrario, entonces seria posible
seleccionar este nimero de tal forma que para la desigualdad (90)
realmente existiese una cantidad infinita de soluciones en nimeros
enteros p ¥ g. Pero, en nuestro caso, « es raiz algebrdica de una
ecuacidon con coeficientes enteros. Tales nimeros se llaman
algebraicos y tienen propiedades especiales. Se llama potencia de

(50)
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un mimero algebraico al grado de aguella ecuacion algebraica de
grado minimo con coeficientes enteros a la cual este namero
satisface.

A. Thue demostré que para un numero algebraico @ de n-ésimo
grado la desigualdad
< ! , nz3, {91)

H
L
2

a—2

q

puede tener solamente una cantidad finita de soluciones en
nameros enteros p y ¢. Pero, siendo n>3 y ¢ lo suficiente
grande, el segundo miembro de la desigualdad (90) se hace menor

que el segundo miembro de la desiguaidad (91) ya que n> —;— + L
Por eso, si la desigualdad (91) puede tener solamente una cantidad
finita-de soluciones en niimeros enteros p y g, 1a desigualdad (90,
con mis razén, tiene solamente una cantidad finita de soluciones,
Resulta, pues, que la ecuacion (81) puede tener solamente una
cantidad finita de soluciones enteras, cuvando todas las raices
de la ecuacién (83) no pueden ser raices de una ecuactén con
coeficientes enteros de un grado inferior al n-ésimo. No es dificil
comprobar que con n =2 y un determinado 4 la desigualdad (90)
puede tener, en efecto, una cantidad infinita de soluciones en
nimeros enteros p y g. Posteriormente el teorema de A. Thue fue
reforzado considerablemente. M4s, debemos sefialar que el método
utilizado para demostrar este teorema, en principio, no da posi-
bilidad de hallar el limite superior para la magnitud de las
soluciones, es decir, el limite de las posibles magnitudes de |x|
e |y| con arreglo a sus coeficientes ao, @y, ..., @, ¥ ¢ Este
problema hasta hoy dia no estd resuelto. No dando posibilidad
de determinar el limite de la magnitud de las soluciones, el
procedimiento de A. Thue permite determinar el limite para la
cantidad de soluciones de la ecuacion (83) aunque bastante
aproximado. Para distintas clases de ecuaciones del tipo (83), este
limite puede ser considerablemente definido. Por ejemplo, el
matematico soviético B. N. Delone® demostré que la ecuacion

ax® + y* =1,

. ) ) * Este tema se trata en ¢l ensayo de A. O, Guelfond
“Teoria de los mimeros”, incluide en la recopilacidn “Las matemiticas
en la LRSS durante treinta afos”, Gostejizdat. M., 1948
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siendo a valor entero, puede temer ademas de solucién trivial
x =0, y=1, no mas de una solucién en nimeros enteros x e y.
También demostré que la ecuacion

ax? + bx?y + cxy? + dy? =

puede tener no més de cinco soluciones en nimeros enteros x € y
siendo enteros a, b, ¢ y 4.

Sea P(x, y} un polimonio arbitrario con coeficientes enteros
respecto 4 x € ¥, €8 decir,

{x, y) = EAuka’s

donde A, son valores enteros. Acordaremos que este polimonio
es irreducible cuando no se puede expresar en forma de pro-
ducto de dos polimonios con coeficientes enteros, cada uno de fos
cuales no es simplemente un nimero.

K. Siegel, por un procedimiento especial y sumamente compli-
cado, demostré que la ecuacién

P(x, y)=0

donde P(x, y) es un polimonic irreducible superior al segundo
grado con respecto a x e y (es decir, cuando en & va incluido
un término de la forma A4,,x*y*, siendo k + s > 2), puede tener una
cantidad infinita de soluciones en nimeros enteros x e y sélo si
existen unos nimeros

Gy Gu—1y 1e0s Boy Q1 vny Oy

bn! bn—l’ reny bO} b—ls rruy b—n

tales, que sustituyendo en nuestra ecuacion x e y
-: a- a
x=a "+ e, " b tag+ TIJ“ )

b,

i

b_
y=b" 4 b, ! +..,+b0+«t—‘+...+

obtenemos la identidad
P(x, =0

con relacion a t. Aqui n es un nimero entero.
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§ 7. ECUACIONES ALGEBRAICAS DE GRADO
SUPERIOR AL SEGUNDO CON TRES
INCOGNITAS Y ALGUNAS ECUACIONES
EXPONENCIALES

Si para ecuaciones con dos incognitas podemos responder
a la pregunta sobre la existencia de una cantidad finita o infinita
de soluciones en nimeros enteros, para ecuaciones con mas de dos
incognitas y de grado superior al segundo podemos dar respuesta
a esta pregunta solamente para clases de ecuaciones sumamente
particulares. No obstante, en este Gltimo caso se resuelve una
cuestion mas dificll como es la determinacidbn de todas las
soluciones de estas ecuaciones en numeros enteros. En calidad
de ejemplo nos detendremos en el llamado gran teorema
de Fermat.
El excelente matemdtico francés P. Fermat afirmaba que la
ecuacion
x"+y'=2" (92)

siendo n valor entero y n 23, no tiene soluciones en ntimeros
enteros positivos x, y, z (el caso xypz =0 se excluye por ser x,
¥, z positivos). No obstante a que P, Fermat afirmaba tener
demostracion (por lo visto, por el procedimiento de descenso,
sobre el cual trataremos mas adelante), esta demostracion poste-
riormente no fue encontrada. Mas aun, cuando el matematico
Kummer intentd encontrar dicha demostracién e incluso pensd un
tiempo que la habia encontrado, chocd con el hecho de que si
una regla es justa para ntmeros enteros ordinarios, resulta injusta
para formaciones numéricas mds complejas, con las cuales, natural-
mente, se tropieza en la investigacion del problema de Fermat
Esto es debido a que los llamados numeros algebraicos enmteros,
O sea, las raices de ecuaciones algebraicas con coeficientes racionales
enieros y con un coeficiente en la mayor potencia igual a |,
pueden ser descompuestos, por varios procedimientos, en factores
enteros primos indescomponibles de la misma naturaleza algebraica.
Por el contrario, los nimeros ordinarios enteros se descomponen
en factores primos por un solo procedimiento. Por ejemplo,
6=2-3 no tiene otra descomposicion, dentro del conjunto de
nimeros ordinarios enteros, mds que la dada. Si analizamos el
conjunto de tedos los nimeros algebraicos enteros de la forma
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m+n|/ -5, siendo m y n nimeros ordinarios enteros, no serd
difici] observar que la suma y el producto de dos de estos mimeros
dan nuevamente nimeros del mismo conjunto. El conjunto de
nimeros con la propiedad de contener cualesguiera sumas y pro-
ductos de los mismos nimeros que lo forman se llama anmillo.
Conforme a la definicién dada, nuestro anillo contiene los nimeros
2,31+)/=5y1—}/=5 No es dificil comprobar que cada uno
de los nfimeros de este anillo es primo, o sea, no puede ser
expresado en forma de producto de dos nimeros enteros, no
iguales a la unidad, incluidos en nuestro amillo. Pero

6=2-3=(1+}/ =5 (1~} -5

es decir, en nuestro anillo, el nimero 6 se descompone en fac-
tores primos no solamente por un procedimiento Lo mismo puede
suceder en otros anillos_mds complejos de nimeros algebralcos
enteros. Al tropczar con esta circunstancia, Kummer s¢ convencié
de que su demostracion del gran teorema general de Fermat no
eta cierta, Para superar las dificultades, relacionadas con la
variedad de la descomprosicién en factores, Kummer construyo
la teoria de ideales, la cual juega actualmente un papel sumamente
importante en el dlgebra y en la teoria de los mimeros. Pero
incluse mediante esta nueva teoria, Kummer no logré demostrar
por completo el gran teorema de Fermat, y se limité a demostrarlo
solamente para n divisibles, al menos, por uno de los llamados
numeros primos regulares. No deteniéndonos en el aclaramiento del
contenido de mimero primo regular, indicaremos solamente que,
hasta hoy en dia, no se sabe si existe Unicamente cantidad finita
de estos numeros primos o multitud infinita de ellos.
Actualmente el gran teorema de Fermat estd demostrado para
muchos n, en particular, para cualguier n divisible por un nimero
primo menor que 100. El gran teorema de Fermat jugd un papel
importante en el desarrollo de las matematicas debido a los
intentos realizados con el fin de demostrar dicho teorema los
cuales condujeron a ia creacion de la teoria de ideales. Debemos
sefialar que esta teoria fue creada con otros fines y por
procedimientos completamente distintos por el excelente matemd-
tico ruso E. 1. Zolotarev, fallecido en la chspide de sus activi-
dades cientificas. La demostracidn del gran teorema de Fermat,
sobre todo la demostracion basada en los razonamientos acerca
de la teoria de la divisibilidad de los numeros, puede tener
solamente interés particular. Claro, si esta demostracién se logra
por un procedimiento nuevo y fructifero, su importancia, junto



57

con la importancia del propio procedimiento, puede ser muy
grande. Mas los intentos realizados por aficignados a las mate-
miticas, también en nuestros tiempos, con el fin de demostrar
el teorema de Fermat por procedimientos puramente elementales,
estin condenados al fracaso. Las consideraciones eclementales,
basadas en la teoria de la divisibilidad de los numeros fueron
ya utilizadas por Kummer, y su posterior perfeccionamiento por
parte de los mds prominentes matemdticos, de momento, no han
dado resultados notables.

A continuacion daremos la demostracion del teorema de Fermat
para el caso de n=4, ya que el procedimento de descenso,
a base del cual gse construye la demostracion, es muy interesante.

TeoreMa IV, La ecuacion de Fermat

x4 yt=2 ©93)

no tiene seluciones en numeros enteros x, y, z; xyz # 0,
DEMOSTRACION. Demostraremos un teorema incluso mas general,
precisamente, que la ecuacion

x4 yt=2 64

no tiene soluciones en nimeros enteros x, y, z; xyz # 0. De este
teorema ya se deduce directamente la ausencia de soluciones para
la ecuaciébn (93). 8i la ecuacion (94) ticne solucidn en nimeros
enteros distintos de cero x, y, z, entonces podemos suponer que
estos nameros son dos a dos primos entre si. En efecto, si existe
una solucion en la que x e y tienen méaximo comin divisor d > 1,
entonces

x=dx; e y=dy

siendo (x;, y,) = 1. Dividiendo los dos miembros de la ecuacion
{94) por 4* tendremos

4 4 Y 2
Xty = 3 Rt @ (95)

; z
Pero como x; € y, son nUmeros enteros, entonces z, = pria tam-

bién es nimero entero. Si z; € y; tuviesen a k> I por divisor
comin, entonces, segiun la expresion (95), xi seria divisible por
k y, por lo tanio, x; y k no podrian ser primos entre si
Resulta, pues, que existiendo solucion de la ecuacion (94) en
nimeros enteros diferentes a cero, existe también solucién para
esta ecuacion en mimeros enteros diferentes a cero y primos entre
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si. Por lo tanto basta con demostrar que la ecuacién (®4) no
tiene soluciones en numeros enteros, diferentes a cero y primos
entre si dos a dos. Continuando la demostracion y considerando
que la ecuacién (94) tiene solucién, vamos a supomer que tiene
solucion en nitreros enteros, positivos y primos entre si dos a dos.

En el parrafo 3 hemos demostrado que todas las soluciones
de la ecuacién (12) -

PR =2 96)

en nimeros enteros positivos y primos entre si dos a dos, se
hallan por la férmula (18) y tienen la forma:
2 2 2 2
ut —vyp ut 4o
X=Hy, y=——m—, T ——— 97
y 3 z 3 67
siendo # y v dos cualesquiera nimeros impares positivos y primos
entre si.
Cambiemos un poco la forma de las formulas (97) mediante
las cuales se determinan todas las soluciones de la ecuacion (96).
Puesto que ¥ y v son numeros impares, suponiendo que

Hw+v U—rv
podemos expresar u ¥ v mediante las igualdades
=a+b y v=a-5, (99)

donde a y b son nimeros enteros de distinta paridad. Las
igualdades (98) y (99) demuestran que a cualquier par de numeros
impares primos entre si u y v, corresponde un par de nimeros
primos entre si @ y b de distinta paridad, y que a cualquier par
de nfimeros primos enire si g y b de distinta paridad, corresponde
un par de nameros impares primos entre si v y v. Por eso,
sustituyendo en las férmulas (97) » y v por a y b, tenemos que
todos tres nameros x, y, z enteros positivos y primos entre si dos
a dos (x es impar) son soluciones de las ecuaciones (96) y se hallan
por las formulas:

x=a?—b, y=2ab, z=a*+b, (100)

donde a y b son dos nimeros cualesquiera primos entre si de
distinta paridad con la condicién de que x > 0. Estas formulas
demuestran que x e y son de distinta paridad. Si la ecuacion (94)
tiene solucion [x,, yo, 2o, esto significa gue

[T + DA ==,
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es decir, que los niimeros (x3, 13, 2o) son solucién de la ecuacion
(96). Pero entonces debe haber dos nimeros a y b, a > b, primos
entre si y de distinta paridad, tales que

xi=a’-b, yi=2ab, zp=a®+b% (101)

Para precisar, admitimos que x, no €s par ¥y que y, €5 par.
Admitiendo lo contrario no cambia nada, puesto gue serd suficiente
cambiar x, por yo y viceversa. Pero sabemos ya (véase Ia igualdad
(75)), que el cuadrado de un mimero impar, al ser dividido por 4,
da de resto 1. Por eso de la igualdad

x3=a* - b (102)
se deduce que a es impar y b, par. De lo contrario, el primer
miembro de esta igualdad, al ser dividido por 4, daria de resto 1
mientras que el segundo, puesto que hemos supuesto que 2 es par
y b, impar, daria —1. Como a es impar y (g, b)= 1, entonces
también (a, 2b) = 1. Pero, en este caso, de la igualdad

y§ = 2ab

se deduce que

a=1t?, 2b=s (103)
donde ¢ y s son ciertos nimeros enteros. Pero, de 1a relacion (102)
se desprende que [xo, b, a] es solucién de la ecuacion (96).
Por lo tanto,

xg=m—n*, b=2mn a=m +n’

donde m y n son ciertos mimeros primos entre si de diferente
paridad. De la igualdad (103) tenemos que:

_b_(sY
WS e

de aqui, puesto que m y n son primos entre si, se deduce que
m=p’, n=q (104)
donde p y g son nimeros enteros diferentes de cero. Como
a=12y a=m?+n? entonces
gt +pt=1% (105)
Pero

Zo=a2+b2>a2.
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Por lo tanto

0<r=|/fzqf/z_ocz0 (zo > 1). (106)

Considerando que g =x;, p=y, ¥ { = Zz;, Veremos que st exisie
la solucion [xo, Yo, 2o), entonces también debe existir otra solu-
cion [x,, vy, 2], ademss, 0 < z, < z,. Este proceso de obtencion
de soluciones de la ecuacion (94) puede prolongarse ilimitadamente,
con lo que obtendremos una sucesion de soluciones

[xOv Yo 20]9 [Ig, yl’ Zl]» tary [xm ym zn]; ey

ademds, los nlimeros enteros positivos 2o, Iy, Zz, --.y 2y e qigmi-
nuirdn de un modo mondtono, es decir, para ellos seran validas
las desigualdades

gy > . 220

Pero los nimeres enteros positivos no pueden formar una suce-
sion infinita que decrece monodtonamente, ya que dicha sucesion
no puede temer mis que zp términos. Asi, pués, hemos llegado
a una contradiccion al suponer que la ecuacion (94) tiene, por
lo menos, una solucibn en nimeros enteros x, y, 2; xpz#0.
Con ello se demuestra gue la ecuacion (94) no tiene soluciones,
Por lo tanto, la ecuacion (93) tampoco tiene soluciones en numeros
enteros positivos [x, y, z], ya que de lo contrario, o sea, siendo
[x, y, z] solucién de la ecuacion (93), [x, y, z¥] serd solucién
de la ecuacion (94).

El método de demostracion que acabamos de utilizar y que
consiste en desarrollar, mediante una solucion, una sucesion infinita
de soluciones en las que z es valor positivo ilimitadamente decreciente
se llama método de descenso. Como ya indicdbamos anteriormente,
emplear este método para el caso general del teorema de Fermat,
por ahora, lo impide la falta de unicidad en la descomposicion
de los nameros enteros de anillos algebraicos en factores primos
pertenecientes a estos mismos aniitos *.

Observaremos que hemos demostrade la ausencia de soluciones
enteras no solo para la ecuacidn (94), sino también para la
ecuacion

gt 228

*! Para un mejor conocimiento del gran teorema
de Fermat, recomendamos at lector el libro de A. Ya. Jinchin “El gran
teorema de Fermat”, TTTH, M., 1934
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Es curioso también que la ecnacion
x* 4 F =22
tiene multitud infinita de soluciones en numeros enteros positivos,
por ejemplo, x =2, y =3, z=5. Proponemos a nuestros lectores
hallar la forma de todas las soluciones de esta ecuacion, en
nameros enteros positives x, y, Z.
Veamos otro ejemplo de la aplicacion del método de descenso,

cambiando un poco €l orden de los razonamientos.
EIEMPLO. Demostremos que la ecuacion

x*+2yt=7 (107)

no tiene solicion en mimeros emteros diferentes de cero x, y, z.
Supongamos que la ecuacion (107) tiene solucion en mimeros
enteros positivos [Xy, ¥y, 2o} Inmediatamente podemos con-
siderar que estos nimeros son primes entre si, puesto que
s tuviesen miximo comin divisor 4 > 1, entonces los nimeros
Yo Yo Zo
d’ d’ 4
La existencia de un divisor comin para dos de ellos presupone
la existencia de divisor comin para los tres. Supongamos, ademds,
que z; es minimo entre todos los posibles z en las soluciones
de la ecuacién (107) en nimeros enteros positivos. Como quiera
que [xo, Vo, 2Zo] es solucion de la ecuacion (107), entonces
[x3, v3, 28] serd soluciéon de la ecuacién

X+ 292 =7 (108)
Valiéndonos de las formulas (19'), parrafo 3, las cuales dan todas
las soluciones enteras positivas de la ecuacion (108), veremos que

existen unos valores enteros positivos a y b, (a, b} = 1, siendo a
impar, tales que verifican las igualdades

x3 = +(a® — 2b%), yi=12ab, z;=d"+ 2. (109)
De la iguaidad y3 = 2ab se deduce que b debe ser par, puesto

también serian solucién de la ecuacion (107).

Son : b
que y, es par; y3 divisible por 4 y a impar. Como = ¥ a son

Yo 2_ i
i =

se deduce directamente que

b
2 2
a=m’ _2—=ﬂ,
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donde m y n son numeros enteros positivos y (m, 2n)=1, Pero
de las igualdades (109) se desprende que:

x3=+(@ -2 =+ [a2 -8 (%)1], {110)

donde x; v a son impares. Anteriormente hemos visto que el
cuadrado de un nimero impar al ser dividido por 4 da 1 de resto.
Por consiguiente, el primer miembro de la expresion (110) al
ser dividido por 4 dara 1 de resto; también dara 1 de resto,

2

que el paréntesis en el segundo miembro de la ecuvacion (110)
puede tener solamente signo positivo. Ahora, la ecuacion (110)
puede va expresarse de la forma;

X2 =m* - 8n*

2
al ser dividida por cuatro, la expresion a* — 8 (ﬂ) . Resulta, pues,

o de la forma
x3 + 2(20%) = (m?)?, (111)
donde x5, n ¥y m son nimeros positivos primos entre si. Por lo
tanto, x,, 2n%, m* son la solucién de la ecuacién (108), ademis,
Xo, 2n* y m® son primos entre si. Por eso, basindonos en las
formulas (19°) del parrafo 3, podemos hallar unos nimeros enteros
Py q(p impar y (p, g)=1), tales que
2 =2pq, m*=p*+25%, xo=%(p*~24%  (112)
Pero como (p, g) =1 y n* = pg, entonces
p=5 q=r%
donde s y r son numeros enteros primos entre si. De aqui se
deduce finalmente la relacion
st 2t =md, (113)
la cual demuestra que los numeros s, r, ¥ m son la solucién de
la ecvaciom (107). Pero de las igualdades obtenidas anteriormente
zo=0a* + 20, a=m?
se deduce que z; > m. O sea, teniendo la solucién [xq, yo, 2o)
hallamos otra solucion [s, r, m], ademds O < m < z, Esto, natu-
ralmente, contradice la suposicién, hecha por nosotros, de que

la solcion [xq, yo, zp] tiene un z, minimo entre todos los
posibles. Asi, puts, admitiendo la existencia de soluciones para
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la ecuacion (107) hemos llegado a una contradiccidn y, al mismo
tiempo, hemos demostrado que esta ecuacion no tiene solucidn
en nimeros enteros diferentes de cero.
Ahora proponemos a nuestros lectores demostrar que las
ecuaciones:
P4t =22 xt—yt=2

Xt — =227 x* —dyt = 2

no tienen solucidn en nameros enteros positivos.
Finalmente, haremos algunas objeciones sobre las ecuaciones
exponenciales. La ecuacion

@+ P =0, (114)

donde a, b y ¢ son nimeros enteros no iguales a la potencia de dos
v al cero, puede tener no mas que una camtidad finita de soluciones
en mimeros emeros x, v, z. Esta misma afirmacion, con una condi-
cion suplementaria no muy esencial, es también vdlida cuando a,
b y ¢ son nimeros algebraicos arbitrarios. Mds adn, la ecuacion:

Ao e+ BRI L B+ Oyt Y2 =0, {115)
donde A, B, C (ABC #0) son valores enteros, o,
Bi: ooes Bw Yo +-.» Ve DOmeros enteros y o, B, v,

E=0 0o Wy B=Pr i By Y=70 - T

Lot uﬂ?

nimeros primos entre si, puede tener solamente una cantidad
finita de soluciones en nimeros enteros Xy, ..., Xu Yis «-vs Vi
2y, ..., 2, BEsta afirmacioén también es vélida si A, B, C y «,, B,
¥ son valores algebraicos®. Las ecuaciones del tipo (115) y sus
generalizaciones representan gran interés puesto que en la teoria
de los niimeros algebraicos se demuestra que a cada ecuacion
algebraica del tipo (81) corresponde cierta ecuacién exponencial
del tipo {115); ademds, a cada solucion de la ecuacion {81)
corrgsponde una solucion de la ecuacién (115) en niimeros enteros.
Esta correspondencia se extiende también a las ecuaciones de tipo
mds general que las del tipo (81) y {115).

* Véase el ensayo de A O. Guelfond, al cual nos
fefenimos en la pag. 53.
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