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CAPITULO 1
TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMETICA

Este teorema es bien conocido por los escolares, los cuales
suelen emplearlo en los célculos aritméticos (por ejemplo,
para hallar el denominador comin de las fracciones), sin
darse cuenta a veces de que se trata de un teorema impor-
tante que requiere una demostracion rigurosa y detallada.
Nos referimos a lo siguiente : todo niimero entero sabemos
d-;:scomponer!o en un producto de niimeros primos. Por ejem-
plo,

420 = 2:2-3-5-7

Si el nimero es suficientemente grande, en obtener la descom-
posicion correspondiente se tarda bastante tiempo, no obs-
tante siempre obtenemos esta descomposicion. Pero, /no serd
que hasta ahora hemos tenido suerte simplemente? /Estamos
seguros de que cualquier numero entero se puede represen-
tar siempre en forma de un producto de nimeros primos?
Esto es asi, efectivamente, pero este hecho requiere ser de-
mostrado. La primera parte del teorema fundamental consti-
tuye precisamente la afirmacion que sigue:

Todo nimero entero puede representarse en forma de un
producto de niumeros primos.

La demostracién de esta afirmacion se da mas adelante.

Antes de enunciar la segunda afirmacion del teorema vol-
veremos a referirnos al ejemplo de la descomposicion del
namero 420 en factores primos. En la escuela este proceso se
escribe asi:

420
210
105
35
7
L,

lo que da la descomposicion (1). Pero, ¢no pueden existir,
acaso, otros métodos de descomposicion? Y si existen, /dan
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el mismo resultado? Es natural, por ¢jemplo, intentar des-
componer el nimero dado en el producto de dos nimeros
menores (sin que tengan que ser necesariamente primos entre
si), y después, cada uno de ellos, en un producto de nime-
ros menores y asi sucesivamente hasta llegar a nimeros que
ya no se puedan seguir descomponiendo, es decir. que sean
primos. Sin embargo, despu¢s de dar el primer Faso queda ya
claro gue este proceso no es univoco. En efecto, para el
nlimero 420, tenemos:

420 = 20-21, 420 =15-28,

Por lo tanto es completamente natural que se nos plan-
tee la pregunta: ¢serd posible la existencia de nimeros en-
teros que puedan descomponerse por diversos procedimien-
tos en producto de nimeros primos? No, resulta que no hay
tales numeros, y la afirmacion correspondiente, es decir, la
afirmacion de que la descomposicion del nimero en un pro-
ducto de factores primos es univoca, constituye precisamen-
te la segunda parte del teorema fundamental:

Si cierto mimero n se puede descomponer por dos procedi-
mientos en productos de factores primos

n = p1p2--Pk= q192--Ql,

estas descomposiciones coinciden con una exactitud de hasta
el orden de los factores: ambas tienen el mismo niumero de
factores, es decir, k =1, y cada factor que figure en la pri-
mera descomposicion. figurara la misma cantidad de veces
en la segunda’’,

La demostracion de esta afirmacion la damos con bastante
detalle. Es mas dificil que la demostracion de la afirmacion
primera, ya que esta relacionada con una serie de propieda-
des de la aritmética de los niimeros enteros.

!' Si se consideran nimeros enteros cualesquiera (tanto
positivos como negativos), debe entenderse por unicidad de la descomposicion
en factores primos el que las dos descomposiciones # = p,pa..p, ¥ 1 = §14;5..4;
pueden diferir no sélo en el orden de los factores, sino tambien en los signos de
los factores correspondientes.



§ 1. DIVISION INEXACTA Y MAXIMO COMUN
DIVISOR (M.C.D.) DE DOS NUMEROS

El punto de partida para nuestros razonamientos
siguientes es la afirmacion de la posibilidad de la “di-
vision inexacta o entera” en el campo de los nimeros en-
teros. Esta afirmacién se enuncia asi:

TEOREMA |. Sean a y b nimeros enteros y b # 0. Enton-
ces existen tales numeros enteros q y r, siendo 0 < r < |bj, que

a=qb+r. (n

Los nomeros g y r se determinan por @ y b univocamen-
te, es decir, si

a=qb+r, =q,b+ 1,

donde 0 < ;< | bl, i=1, 2, serd g, =gz y r1=r,. Si en la igual-
dad (1) r=0, esto quiere decir que el namero a es divisi-
ble por ¢l nimero b y respectivamente se escribe

bla

Observacion. Para dos niimeros enteros a y & las expresiones “el ni-
mera @ es divisible por el nimero 5", “el nimero « es miltiplo de 6",
“e] niimero b es divisor del nfimero a" o, finalmente, “el nimero b di-
vide al nimero @ tienen el mismo sentido; nosotros emplearemos cada
una de ellas.

Demostremos que la representacion (1) es posible. Primera-
mente sea b > 0. Advertimos que para cada nimero racional
7 (lo mismo, por otra parte, que para cualquier nimero real)
existe un nimero entero ¢ tal, que t < T <t + 1. En particular,
supongamos que este niimero entero ¢, hallado para T=j, es

t<a<t+l
“-..b -

De aqui
bt<a<bt+by O0<a—-bt<b.

Supongamos que g=1t y r=a— bt, en este caso a= bg+r
y entonces, como se deduce de la Gltima desigualdad, 0 <r < b.
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Hemos obtenido la representacion (1) para el caso en que b > 0.
Sea ahora b < 0; volvemos a advertir que existe un niimero
entero t tal, que

i< Lg t+1
b~ ’
Multiplicando esta desigualdad por b y teniendo en cuenta que
b <0, obtenemos: b(t + 1)< a<bt, de donde 0 <a—b(t+
+1) < —b. Supongamos que g=t+1y r=a=>b(t+1).
Volvemos a obtener la representacion (1): a =bg + r, donde
0<r< —b, es decir, 0<r<|b|_.
Queda por demostrar la unicidad. Sea

a=qgb+ry=gb+r,.

Entonces b(gq, —gq;)=r; ~r,. Como 0<r,; < [b], la diferencia
r, —r, sera menor, en valor absoluto, que |b| y, por consiguien-
te, la division por b es aqui posible Ginicamente con la condicién
de que r;— r, = 0. Pero si ry = ry, serd ¢,b = ¢,b y. por lo tan-
to, ¢, =q.

El nimero g se llama cociente entero y €l nimero r, resto de
la division del niimero a por el nimero b.

Por medio del teorema 1 puede introducirse ¢l concepto de
maximo comin divisor de dos nimeros y demostrar una serie
de sus propiedades.

perinicion. Si a y b son dos numeros enteros distintos de cero
v si el numero c es tal gue c]a y c|b, este c se llama divisor comin
de los nimeros a y g

Advertimos que dos numeros cualesquiera tienen siempre
divisores comunes: estos son los nimeros | y — 1. Si no existen
otros divisores comunes, los nimeros a y b se llaman priMos en.
trest De los nameros primos entre si hablaremos mads adelante.

permicion 2 Un ntmero d se llama mdximo comun divisor
(m.c.d.)de los mimeros a y b si: 1) d es divisor comun de los nime-
rosayb y 2)d es divisible por cualquier otro divisor conuin de los
ntimeros a v b,

Asi, por ejemplo, 6 es el m.c.d. de los nimeros 18 y 30, ya
que 6[18y 6|30y, por otra parte, 6 es divisible por todos los divi-
sores comunes de estos nameros: |, — 1,2, —2,3, — 3,6, —6.

De esta definicion no se deduce directamente que siempre
exista un m.c.d. de dos nimeros a y b arbitrarios. Ahora de-
mostraremos que esto es asi efectivamente; para ello empleare-
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mos la descomposicion de los nameros a y b en sus factores
primos.

TEOREMA 2. Para cualquier par de mimeros enteros, a #0 y
b+#0, existe un m.c.d.

pemosTracionN Al mismo tiempo que los nimeros a y b consi-
deremos también todos los nlimeros posibles de forma xa + yb,
donde x ¢ y son unos nimeros enteros cualesquiera. Los
numeros de la forma

v=xa+yb (2)

se llaman combinaciones lineales de los nimeros a y b. Por
ejemplo, para a = 6 y b= 22 seran combinaciones lineales los
nameros 28=1.-6+1-22, 10=(—-2)-6+1.22, —N=
=3.6+(—5)-22, etc. En general, para unos nimeros dados
ay b existe una infinidad de nimeros que son combinaciones li-
neales suyas. Designemos el conjunto de estos nimeros por me-
dio de M. Advertimos que el conjunto M contiene, en particu-
lar, a los mismos niimeros a (cuando x = 1, y=0) y b (cuando
x=0, y=1), asi como al nimero 0 (cuando x=0, y=0).
Todos los numeros v del conjunto M son, evidentemente, nu-
meros enteros. Si v pertenece a M, también — v pertenece a
M (si v=xa+ yb, sera —v=(—x)a+(— y)b). Sefialaremos
otra propiedad mas de los nimeros v pertenecientes a M, que
vamos a utilizar: todos estos niimeros son divisibles por todos los
divisores comunes de los numeros a y b. En efecto, si cra y clb
y sug;om‘endo quea=a-cyb=>b" ¢ resultara que v=xa+
+ yb=xa'c + yb'c = (xa’ + yb')c, es decir, clv. Supongamos
ahora que d # 0 es el nimero minimo, respecto del modulo, de
todos los nimeros perienecientes a M distintos de cero.

Este niimero existe realmente en el conjunto M. Debe advertirse que en el
conjunto M estan comprendidos nmeros no iguales a cero (por gjemplo, a
o b} y que sus modulos son enteros positivos, es decir, niameros naturales. Pero
una de las propiedades fundamentales de Jos nimeros naturales, que de or-
dinario se considera como axioma {véase | S SOMINSKL, “Método de induccidn
matematica”, pag. 9, observacién. Ed. en ruso), consiste en que, en todo con-
junto no vacto de nimeros naturales siempre estd contenido un niimere
minimo.

Demostremos que d es el m.c.d. de los nimeros a y b. La
propiedad 2) de la definicion de m.c.d. la tiene, puesto que la
poseen todos los niimeros pertenecientes a M. Solo hay que es-
tablecer que también posee la propiedad 1), es decir, que d es
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divisor comun de los nimeros a y b. Demostremos que d[a. Co-
mo d pertenece a M, d = sa + tb, donde s y t son niimeros ente-
ros. Efectuamos la division inexacta de a por d, es decir, halla-
mos unos niimeros g y r, 0<r<|d], tales, que

a=gqd+r.

Pero entonces €l resto r también debe pertenecer al conjunto
M. En efecto,

r=a—qgd=a—q(sa+th)=(1—gs)a+tb.

Recordemos ahora ?ue d es el nimero minimo, respecto del
modulo, entre todos los distintos de cero del conjunto M, y que
r s menor xe |d| Por consiguiente, r =0y d'a. De un modo
analogo se demuestra que d|b. El teorema queda demostrado.

Hemos establecido la existencia del m. c.d. de los nimeros
enteros distintos de cero. De la demostracion de este teorema se
deduce el teorema siguiente:

TEOREMA 3. El m.c.d. de los numeros a y b puede represen-
tarse en forma de combinacion lineal de estos numeros.

Se nos plantea la pregunta: jesta determinado univocamen-
te el m.c.d. de los nameros a y b? La respuesta, naturalmente,
es negativa: si el nimero 4 posee las propiedades 1) y 2) de la
definicion del m. c. d., también las tiene — d. Pero con esto que-
da agotada la multiformidad. Efectivamente, sean d y d' dos
m. ¢. d. de los niameros a y b. Como d posee la propiedad 2) y 4,

la propiedad 1), d'|d. De un modo analogo d|d'. Asi, @ = di y

B son numeros enteros. Pero los Gnicos numeros
d did «
enteros, cuyos reciprocos también son enteros,sonl y — 1. Asi,
pues,a=16a= —1,dedonded =d od'= —d. Si en la defi-
niciéon de m. c.d. hubiera la condicion de que este numero debe
ser positivo {lo que a veces resulta conveniente), podria decirse
que el m.c.d. de dos nimeros enteros distintos de cero existe
y esta definido univocamente.

En adelante designaremos ¢] m.c.d. de los niimeros a y
b por medio de (a, b), como se admite en la literatura sobre la
teoria de los nimeros.

Pasemos a considerar un par de nameros primos entre si.
Antes ya nos hemos encontrado con este concepto.
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oEFNICION 3.S¢ dice que dos numeros enteros a %0 y b # 0 son
primos entre si, cuando su m.c.d. es igual a I,

En otras palabras, puede decirse que nimeros primos entre
sison aquellos cuyos tinicos divisores comunes son los numeros
ly — 1L

De lo dicho anteriormente (teorema 3) se deduce que si (a,
b)=1, 1 puede representarse de la forma:

1 = sa-th, 3)
donde s y ¢ son numeros enteros. Reciprocamente, si la igual-
dad (3) se cumple para los respectivos s y ¢, seran a y b primos
entre si. En efecto (véase la demostracion del teorema 1), d = (a,
b) es €] nimero minimo, respecto del modulo, entre los nime-
ros distintos de cero de la forma xa + yb. Por consiguiente, si
(3) se cumple, |[d|<1 y d#0, de manera que d= 1

De lo dicho se deduce directamente una propiedad impor-
tantisima de los nimeros primos entre si:

TEOREMA 4. Sia|bc v(a,b) = 1, ser4 a|c (esta propiedad se
lee asi: si un mimero a divide al producto de dos mimeros y es pri-
mo con uno de los factores, divide al otro factor).

Demostracion. Como (a, b) =1, podran encontrarse unos
niimeros s y ¢ tales, que

| =sa+th. 4
Multiplicando esta igualdad por ¢, tenemos:
¢=(sc)a+ t(bc).
Los dos sumandos del segundo miembro son divisibles por a,
por consiguiente, ¢ es divisible por a.
TEOREMA 5. Si un nimero a es primo con los niimeros b y ¢,
también es primo con el producto bc.

Demostracion. Como (a, b) = 1, podran encontrarse unos niime-
ros enteros 5 y t gque satisfagan la igualdad

1=sa+th.
Andlogamente, como (a, ¢)= 1,
I=ua4+ve

para los respectivos u y v. Multiplicando miembro a miembro
las dos ultimas igualdades, obtenemos:

1 = (sa + th)(ua + vc) = sua®+ save + thua + thve =
= (sua -+ svc + thu)a + (tv) (be).
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Sea m = sua + svc + thu y n= tv, entonces m y n son niimeros
enteros y

1 =ma + n(bc),

por consiguiente, @ y b son primos entre si.

La afirmacioén del teorema que acabamos de demostrar
uede extenderse facilmente a un nOmero arbitrario de
actores:

TEOREMA 6. Si a es primo con los mimeros by, b,, ..., b,, es
también primo con el producto de b,, b,, .., b,

La demostracion de este teorema se hace por el método de
inducciébn matemética respecto al nimero k de factores.

§ 2. TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMETICA

TEOREMA. Cualquier nimero entero, distinto de cero, puede
representarse en forma de un producto de numeros primos, siendo
esta representacion unica con una exactitud de hasta el orden de
los factores y sus signos.

Demostracion. eX1STENCIA DE LA DESCOMPOSICION DE UN NUMERO RACIO-
NAL ENTERO EN UN PRODUCTO DE NUMEROS PRIMOs. Al principto nos limi-
taremos al caso de nimeros enteros positivos.

Observacion. El nimero |, por muchas causas, no se considera primo,
a pesar de que no puede descomponerse en un producto de nimeros menores.
Entonces se plantea Ja pregunta: jen qué sentido es justo para el nimero | el
teorema recien indicado? O, de otra forma, ¢en qué sentido el niimero | puede
representarse en forma de producto de numeros primos?

Nosotros consideraremos que 1 =1 es la descomposicion del nimero
| en un producto de niimeros primos, siendo el némero de factores del sesun-
do miembro igual a cero. Esta convencionalidad recuerda fa definicion de 1a
potencia nula, a° = | {el nimero de factores g es igual a cero). Un convenio
semjante aceplamos también para el ndmero — |,

Aplicamos el método de induccién matematica:

a) Para n= 1 la igualdad 1 =1 es la representacion busca-
da: 1 es el producto de un conjunto vacio de nimeros primos.

b) Supongamos que para todos los nimeros positivos
m menores que n ya ha sido demostrada la posibilidad de la
descomposicion en un producto de nimeros primos. Demos-
tremos entonces que para el nimero n también sera posible esta
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descomposicion. Si n es un namero primo,
n=n

es la descomposicién buscada (un factor primo). Si n es un na-
mero compuesto, serd un producto n=n, -n, de dos nameros
enteros n, y n,, cada uno de los cuales sera distinto de 1 y de
n 'y, por consiguiente, n, < n y n, < n. Pero entonces, por el su-
puesto de induccion, la posibilidad de descomposicion de los
niimeros n, y n, en un producto de nimeros primos ya ha sido
establecida:

Ny =P P2Pr
n: = q1 .qZ'“Qs!

donde p, y g son nimeros primos. Tenemos que: n=
=Py Paubs X Gy - G345 € decir, hemos obtenido la descom-
posicion buscada del namero n.

Supongamos que 7 €5 un numero entero negativo, entonces
—n serd un namero positivo. Como ya hemos demostrado,

—n puede descomponerse en un producto de nimeros primos:

—n=pyPy-Prs
Entonces h=(—1)p; - pz--Pr:

o, por ejemplo,
n={(—py)pa--Dx

es la descomposicion buscada del numero n. Con esto queda
demostrada la primera parte del teorema.

Observacion. Existen muchas demostraciones de la unicidad de la des-
composicion. La que vamos a dar no es la mas corta ni es muy simple. Pero tie-
ne la ventaja de que se extiende directamente a una serie de otros campos, por
¢jemplo, al de los polinomios de una variable y al de los numeros complejos

enteros.

DEMOSTRACION DE LA UNICIDAD DE LA DESCOMPOSICION DE UN NUMERO
RACIONAL ENTERQ EN UN PRODUCTO DE FACTORES PRIMOS

Advertimos que, por la definicién de ndmero primo, dos nu-
meros primos diferentes son primos entre si. La demostracion
del caracter univoco de la descomposicion vamos a hacerla por
el método de induccion matematica segin el valor absoluto del
numero n.
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a) Sifn|=1ln= +1yl=1, — = — |, esdecir, se efectiia
la unicidad de la descomposicion para los nimeros 1 y —1,
b) Supongamos que la propiedad que se demuestra ha sido
ya establecida para todos los nimeros m en que |[m <1n . Sean

N=py-Pre-Ppr=4q1-q2..-4

dos descomposiciones del niimero n en los productos de los ni-
meros primos py, Pa, ... Pe ¥ 41, 43, -, §;, T€spectivamente. Noso-
tros afirmamos que el nimero primo p; se encuentra entre los
numeros primos q,, ..., ¢, 0 que puede ser opuesto a alguno de
ellos. En efecto, si esto no fuera asi, es decir, p,  g;,1 = f, SN
seria p, primo con todos los niimeros g, y, por consiguiente, de
acuercfo con el teorema 6, seria primo con sus productos, o sea,
con ¢l namero n. Pero esto es imposible, ya que p,|n, es decir,
(px. 1) = p,. Asi, pues, p, es igual a alguno de los numeros pri-
mos + g, Sea p, = q; (en caso contrario esta igualdad podria
conseguirse cambiando el orden de los factores g;, y sia pesar de
todo p, = — g, cambiariamos los signos de g, y, respectivamen-
te, de cualquier otro g,).
Asi, obtenemos:

R=Py PaePrmr "Dy =41 G fi—1 " Pis
de donde

n
Mm=—=p PrPy-1 =41 42--Gj .
Py

Pero Lml < |n| y, por el supuesto de induccién, l;:ara m ya es-
ta demostrada la afirmacion del teorema, es decir, k— 1 =1 — 1.
Las sucesiones p,, p,, .., Pr—y ¥ 41, 42, - g;—, contienen, con
una exactitud de hasta los signos, los mismos niimeros primos,
y los correspondientes nimeros primos entran en ambas repre-
sentaciones el mismo niimero de veces, y como p, = g,, esto es
también justo para [as Sucesiones py, pa, v Pi—11 P ¥ G1s Fay wons
41-1, 4;- El teorema queda demostrado.
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§ 3. ALGORITMO DE EUCLIDES Y SOLUCION
DE LAS ECUACIONES DIOFANTICAS LINEALES
CON DOS INCOGNITAS

De acuerdo con el teorema 2, dos nlimeros enteros a y b tie-
nen m.c.d. Veamos ahora uno de los procedimientos para ha-
llar el m. c. d., el cual fue indicado ya por Euclides en sus “Ele-
mentos” y se llama aLcoritmo pe eucuipes. En este caso vamos
a considerar que 'a] = |b|

pRIMER paso. Efectuamos la division inexacta de a por b:

() a=qy-b+r,0<r, <!b|.
Si r, =0, bla y (a, b)=>b. Si r, #0, hacemos lo siguiente:

seGuUNDo Paso, Dividimos b por r;:

2 b=gqyry+r;, 0<r <1y

Si r, #0, pasamos al tercer paso:
TERCER PASO.

B)ri=qsry+rs 0<ry<r,

y asi sucesivamente. En cada paso el nuevo resto es menor que
el resto del paso anterior:

lb, >r1 >r2 ye- R

y en algin paso k-ésimo (k<|b|) el resto sera mulo:
Paso k-ésimo:

Fr—2= QxaTg—1 -

Demostremos que ¢l ultimo resto no igual a cero, ry_, es ¢l
m. c. d. buscado de los niimeros a y b. Efectivamente, tenemos la
cadena de igualdades:

(Da=g,-b+ry:
2yb=gy-ry +ry;
!3) ry=4qsry+r3;

(k=) ry3=gy_ - Fre-z+rp_y!
(k)  re—2=GxTs-y-

De la tltima igualdad se deduce que 7, _ |1 — 2, de la penultima,
que r,‘_,Ff_, y rt_lTr,‘_z y, por consiguiente, ry_,[r;_3,

A2
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y elevandose de este modo hacia las primeras igualdades, con-
cluimosquery— {ra, ey [ 71, 7%~ 1 | DY 14— | @. Deagquique ry, 4
sea divisor comun de los nameros a y b,
Supongamos ahora que c|a y c|b. Entonces, de llas igualda-
¢

des (1), (2), ..., (k= 1) obtenemos sucesivamente: c|r,, ¢|ry, ...
Clrg—y- )

Por lo tanto, r,_, es, en efecto, el m.c.d. de los nameros a
y b

Resolvamos el ejemplo siguiente: a = 858 y b = 253. Hallar
el m.c.d. de estos nimeros.
Tenemos:

(1) 858 =3-253 + 99;

(2) 253 = 2-99 + 55;

(3) 99=1-55+44:;

(4) 55=1.44+11;

(5) 44=4-11,
de donde (858, 253) = 11. Como vemos, valiéndose del algorit-
mo de Euclides, el m.c.d. de dos nimeros se halla sin descom-
poner estos numeros en los factores primos.

En el teorema 3 establecimos que (a, b) = d puede escribirse

de la forma:
d=s-g+1-b,

pero en la demostracion no se indicd como se hallan los respec-
tivos nimeros 5 y t. Esto se hace muy facilmente aplicando el
algoritmo de Euclides. No vamos a exponer esta solucion en el
caso general, sino que la analizaremos en el ejemplo que antes
hemos puesto.

Asi, pues, hay que hallar unos niimeros enteros s y t tales
que

11 =5-858 +1-253,
De las igualdades (4), (3), (2), (1) obtenemos sucesivamente que:
11=55+(—1)-44,
4=994(—1)-55,
55=2534(-2)-99,
99 =858+ (—5)-253-17
Sustituyendo ahora en la primera igualdad la expresion de 44
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ue da la segunda, después la de 55 que da la tercera y asi suce-
sivamente, obtenemos:

1=554+(=1)-(99+(—1)-55=2-55+(—1)-9=
=2:(253+(—2)-99)+
+(=1)-99=2.253+(-5)-99=2-253 +
+(—5)-(858 4+ (=3)-253)=
=(—5)-858 4+ 17-253.

Por consiguiente, s= — 5, t=17.

Las igualdades que aparecen en el algoritmo de Euclides al
hallar el m. c.d. de los numeros a y b permiten resolver en ni-
meros enteros la ecuacion de la forma

d = xa-+ yb,

donde d=(a, b).
En general, una ecuacion de la forma

xa+yb=c,

donde a, b, ¢ son nimeros enteros dados, para la cual hay que
hallar la solucién en niimeros enteros de x, se llama ecuacion
diofdntica lineal con dos incognitas. Se llama lineal porque las
incognitas x e y figuran en ella en primera potencia. El término
“diofantica” indica que los coeficientes de la ecuacion son ni-
meros enteros y que las soluciones también son nameros
enteros,

Observacion. “Diofantica™ viene de] nombre del matematico griego de la
antigiiedad Diofanto (250 d. n.e., aproximadamente), el cual, en su libro "Arit-
meética”, estudio las ecuaciones indeterminadas con soluciones inicamente en-
teras; mhAs adelante nos detendremos en las ecuaciones cuadraticas
diofanticas,

Debe advertirse que ya sabemos resolver las ecuaciones li-
neales diofanticas del tipo

xa+yb=c. (1)

Pero tenemos que analizar el problema de todas las soluciones
de esta ecuacion mas detalladamente. Indicaremos, para empe-
zar, que no toda ecuacion de este tipo tiene solucion. En efecto,
si 1a ecuacion (1) tiene solucidon en nimeros enteros, por ejem-
plo, X = xq, ¥ = o, s decir, € = xoa + yob, y si d = (a, b), como
diay d‘b, ¢l niimero 4 divide a los dos sumandos del segundo
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miembro y, por consiguiente, divide también a c. De aqui hace-
mos la siguiente deduccion:

Para que exista una solucion entera de la ecuacion (1) es nece-
sario que el segundo miembro de esta ecuacion sea divisible por el
m.c.d. de los numeros a y b.

Por ejemplo la ecuacion

Ox+ 15y =7

no tiene solucién numérica entera, ya que 7 no es divisible por
3 =(9, 15). Si, por ¢l contrario, en la ecuacion (1) dlc, ésta tiene
solucion en niimeros enteros € incluso sabemos como hallarla.
Efectivamente, sea ¢ =¢'-d y supongamos que s y ¢ son inos
nimeros enteros tales, que

d=a-s+b-t.
Entonces
c=c+d=a(scy+b(t- ),
es decir, x, = s¢’ € yo =1t ¢’ son la solucion de la ecuacion (1).
Resolvamos, por ejemplo, la ecuacion diofantica

33=858x+253y: (2)
Antes demostramos que
11 =858-(—5)+253-17.

Multiplicando esta ecuaciébn por 3 término a término,
obtenemos

33 = 858.( — 15) +253-5L.

Asi, x = — 15 e y= 51 son la solucion de la ecuacion (2). Pero
no debe pensarse que la solucion hallada es Gnica. En general,
resulta que si una ecuacidn diofantica del tipo (1) tiene solu-
cion, dicha ecuacion tiene infinitas soluciones. Ahora analice-
mos esta cuestion con mas detalle: vamos a demostrar la afir-
macion enunciada y a hallar la forma general de todas las
soluciones posibles de la ecuacion (1).

Hallemos primero la forma general de la solucion. Supon-
gamos que la ecuacion (1), ademas de la solucion en niimeros
enteros x, € Yo, tiene también la solucidn x, e y,. Entonces

c=axg+ by, ¢=ax, + by,
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Restando la segunda igualdad de la primera, obtenemos
alxg=x)+ b(yg—y) =0,

o bien
a{xo = x1)=b{vy — yo). (3)
Si d = (a, b), obtenemos que &' =% H="%. es decir,
a=ad;
b="bd.

Donde a’ y b’ son niimeros primos entre si. Simplificando por
d la igualdad (3), llegamos a la igualdad
a'(xg—x3) =D (y; = yo)

Pero como a' y b son primos entre si, a’| (v, — yo) ¥, analoga-
mente, b'j(xy = x,;). Suponiendo que

i —Yo=ak;

xo — x1 = .b‘I s
tenemos que: a'b' -k, = a'b’-k,, de donde k, = k, = k. De este
modo, en definitiva, obtenemos:

i a

yi= Yok ak=yo ki @
h

Xy =x|3-'b'k=xo"’?kq (5)

donde k es cierto namero entero. Reciprocamente, es facil com-
probar que si X, € y, son una solucion en niimeros de la ecua-
cion (1), todos los pares de nimeros de la forma (4) y (5), cual-
quiera que sea el namero entero k, dardn soluciones de la
ecuacion (1). En efecto,

b a
ax; +b}’1 =ﬂ(x,, -—Fk)+b(y0+-“’—k)=

=ax0+by0+(~z—bk+%{’—k)=c+0=c.

Asi, pues, sl xq € y, Son soluciones en nimeros enteros de la
ecuacion (1), todos los niimeros de la forma x5k, yo + 2k,
donde k es un numero entero cualquiera, seran también solu-
ciones de esta ecuacién (el namero de dichas soluciones
serd infinito, siendo una para cada k), y otras soluciones no
existen.
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§ 4, NUMEROS PITAGORICOS

Ei método por el cual hemos hallado 1a solucién de 1a ecua-
cion diofantica lineal con dos incognitas, y principalmente la
forma en que se dio la respuesta, se emplean para resolver el si-
guiente problema clasico:

Hallar todas las series de tres nimeros enteros a, b, ¢, para
las cuales

a*+ b2 =c% (1)

Estas series de tres numeros s¢ llaman piracoricas, porque si
a, b, ¢ no son nulos y satisfacen la ecuacion (1), stempre existe
un triangulo rectangulo Gnico cuyos lados son a, b. ¢. En efecto,
st los segmentos a y b se toman sobre los lados que forman el
e’mgulo recto, como muestra la fig. 1, y se unen sus extremos 4
y B, segin el teorema de Pitdgoras AB*=a?+b*=c?, es de-

a-

& 4

Fig. 1

cir, AB = ¢, La unicidad del triangulo ABC para los nimeros q,
b, ¢ dados se deduce del criterio de igualdad de los triangulos res-
pecto de sus tres lados. Examinemos, pues, detalladamente
una serie de niimeros pitagoricos a, b, ¢, suponiendo cumplida
la igualdad (1).
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8i ¢ =0, necesariamente a=b= 0. Por esto basta tomar
(micamente el caso ¢#0. De la igualdad (1) obtenemos:

ORO

Supongamos que %= xy %: y. Entonces la relacién

(2) toma la forma

x4 yi=1 (3)

Si podemos hallar todas las soluciones racionales (y no solo en-
teras) de la ecuacion (3), al mismo tiempo obtendremos la res-
puesta al problema de las series de niimeros pitagéricos. Efec-
tivamente, si (x, y) es 1a solucién de la ecuacion (3), cualquier
serie de tres numeros (ox, oy, &) (donde & sea un numero entero
tal, que ax y ooy también sean enteros) sera pitagorica: la igual-
dad a*x? + a?y*= a- se obtiene de (3) multiplicindola por a?.
Por esto veamos todas las soluciones racionales de la ecua-
cion (3).

Ante todo, la ecuacidn (3) es equivalente a la ecuacion

x! e ] il yz. (3!)

Si del conjunto de todas las soluciones de esta ecuacion se ex-
cluye la solucién x =0, y = *1, todas las demas soluciones
constituirdn el conjunto de soluciones de la ecuacion

x 1+y

T 4
Sean
X == l+y=v. 5)
1—y x

Los niimeros u y v, evidentemente, seran también racionales,
y x e y se expresaran por medio de ellos asi:

2u up—1

X = =
up+1’ Y

(6)

uu-i-l'
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(El lector puede comprobar faciimente que las igualdades (6)
son correctas, resolviendo el sistema (5) con respecto a x ¢ y).
La efmacibn (4) en términos de u y v tiene una forma muy
simple:

u=uo. (7

De este modo, si (x = xq, y = ¥o) es solucion de la ecuacion (4),

serd (U= i x"y . Vo= : : L) ) solucion de la ecuacion (7) y,
= Jo

(1]
reciprocamente, si (i, vy) €s solucion de la ecuacion (7), sera

; . Yo _ Uoyo—1 "
(véanse las formulas (6)) (xo= procoy Yo= e )solu
cion de la ecuacion (4).

Pero todas las soluciones de la ecuacion (7) se obtienen asi:
a las incognitas u y v hay que atribuirles todos los valores racio-
nales posibles iguales. Por consiguiente, todas las soluciones de
la ecuacion (4) vienen dadas por las formulas (6) cuando u y
v son iguales a un mismo numero t, pero racional arbitrario:

” 2t
Y
=1

3 (8)
141

y‘=

Supongamos que ¢ = - s una fraccién irreducible. En-
tonces el sistema (8) toma la forma

2mn
X = .
m* 4+ n?
9)
m*=n?
y= m e nt

Asi son todos los numeros racionales x € y que satisfacen la
ecuacion (4). Sustituyendo m y n por valores enteros arbitrarios,
simultaneamente no iguales a cero, obtenemos la soluctén de la
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ecuacion (4). Advertimos que si m=0, n=1 tenemos la solu-
cion:x=0y= =L ysim=1yn=0,lasolucion x=0, y= L.
Estas dos soluciones fueron antes excluidas para poder efectuar
correctamente las transformaciones, pero ahora, como puede
verse, no se han perdido. Asi, pues, cualesquiera que sean los
enteros m y n, no iguales simultancamente a cero, la serie de tres
nimeros enteros

2mn, m* —n?, m* +n? (10)
sera pitagorica. Mas aiin, como ya dijimos, es pitagorica toda
serie de tres nimeros enteros

2omn, o(m?—n?), o(m®+ n?) (107

siendo & cualquier nimero racional admisible (en particular,
o = 0). Recordaremos que empezamos con la igualdad (1) y des-
pués, sucesivamente, pasamos de ella, mediante las igualdades
(2)—(8), a la igualdad (9), es decir, a las igualdades

a 2mn

£ ]
¢ mtin?

9

b m? - p?

c m? 4 n?

Supongamos que a = 2mnp,, b= (m’> —n?)p,, c= (m* +n?)p,,
siendo py, 5, P; ciertos nameros racionales. Entonces de la pri-

mera igualdad de (9') se deduce que ~-= 1, y de la segunda,

P2
que — %2_= 1, es decir, a=2mna, b=(m*—nuo, c=
=(m?+ ni) o, siendo o cierto namero racional.

Queda por aclarar cual puede ser el denominador del nu-
mero racional o. Como el nimero 2mng es entero, los divisores
del denominador de o pueden ser unicamente los divisores de
los nimeros m, n y 2. Por otra parte, como (m? — n?) o es un nu-
mero entero, los divisores del denominador del namero o de-
ben ser divisores del nimero m? — n?, y por esto entre ellos no
hay divisores de los niimeros m y n. ya que {m, n) = 1 por la con-
dicion. Por lo tanto, el nimero o es entero o racional con de-
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nominador 2. En el utimo caso los niumeros m y n son impares
simultaneamente,

De este modo llegamos al teorema:

TEBOREMA. Una serie de tres numeros (a, b, ¢) es girago'rica si,
y solamente si, tiene la forma (2amn, o (m* —n?), a(m* + n?)), don-
de m y n son ntimeros enteros prinos entre si y o es un nimero
entero cualquiera; sim y n son impares, el numero o, no solo puede

ser entero, sino también un numero de la forma % siendo p un nu-

mero impar.

Por ejemplo, suponiendo m= 2, n = 1, a = 1, obtenemos la
serie de tres nameros pitagoricos 4, 3, 5, v con ella también las
series pitagoricas de los mismos m y n, pero con otros «: (12, 9,
15); (20, 15, 25), etc.

En el antiguo Egipto las series de niimeros pitagoricos se
utilizaban para construir angulos rectos. Si entre los nimeros a,
b, ¢ existe la relacién (1), el triangulo cuyos lados son 4, b, ¢ es
un triangulo rectangulo. La construccion de un tridngulo cono-
ciendo sus tres lados se efectita facilmente, valiéndose de un com-
pas y una regla: tomando los extremos del segmento ¢ como
centros, se describen arcos con los radios a y b respectivamente,
y su punto de interseccion se une con los extremos del segmen-
to c. En la practica los segmentos a, b, ¢ eran trozos de cuerda
entre cuyas longitudes existia la misma relacién que entre los
numeros de una serie pitagérica cualquiera. Por ejemplo, 3:4:5.

EJERCICIOS

1. Hallar todos los ntimeros enteros x tales, que [a expresian x> + 2x + 7,
al ser dividida por 5, de 2 de resto.

2. Suponiendo que m es un nimero natural, m > 1, y que f{x) = g x" +
+a,x* '+ .. 4 a, es un polinomio con coeficientes enteros ag, Gy ey e
Demostrarque, si x es un niimero entero, el resto de a division de fix) por m de-
pende inicamente del resto del miimero x al ser dividido por m.

3. Demuéstrese que d = m.c.d. (g, b) y — d son los inicos divisores co-
munes de los nimeros a y b, los cuales gucden representarse en forma de com-
binacién lineal de los nimeros g y b.

4. Demuesirese que el niimero de pasos en el algoritme de Enclides pue-
de ser tan grande como se¢ desee.
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5. Hallur el m.c.d. |@, b) y representarlo en la forma o + b para: a)a=
=127, b=211; b a=111111, b=111;¢) a= 191, b=291.

6. Demostrar que &l m.c.d. (a, b)=m.c.d. (g, a+b)=m.c.d. (a, a— b).

7. Hallar todas las soluciones en niimeros enteros de las ecuaciones:

a) 2x 4 3y =15; 2) 10x-+2y=5; c) 121x+ 1331y =11

8. Demostrar que si p s un niimero primo, |/ p es un nimero irracional.
| ‘ 9l.oé-lnllar todas las series de nivmeros pitagoéricos a. b. ¢, para las cuales
¢ < 100

CAPITULO 1I

ARITMETICA DE LOS NUMEROS GAUSIANOS

§ 1. NUMEROS GAUSIANOS Y NUMEROS
GAUSIANOS ENTEROS

Los “niimeros complejos enteros” o “niimeros gausianos
enteros”, como suclen también llamarse en honor del gran ma-
tematico aleman k.r causs quien fue el primero que los estudio
detalladamente, son la generalizacion natural de los nimeros
racionales enteros.

pernicion. | Se Hlama mimero gausiano entero el mimero com-
plejo cuyas partes real e imaginaria son nimeros racionales en-
teros. Dicho de otro modo, los niimeros gausianos enteros son nii-
meros complejos o de la forma

o =a+ bi,

donde a y b son mimeros racionales enteros. Ademas de los nu-
meros gausianos enteros necesitaremos los nimeros (simple-
mente) gausianos, es decir, los numeros complejos en los cuales
las partes real e imaginaria son nameros racionales.

La relacion entre los campos de los nimeros gausianos y los
niimeros gausianos enteros es analoga a la relacion entre los
nameros racionales y los niimeros racionales enteros. Mas exac-
tamente, se tienen en cuenta las afirmaciones siguientes, que
en adelante emplearemos con frecuencia sin reserva especial
y que el lector puede comprobar directamente sin dificultad:

Il. La suma, la diferencia, el producto y el cociente (en el caso
en que el divisor no sea igual a cero) de dos niimeros gausianos
son también numeros gausianos (esta propiedad se expresa
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abreviadamente diciendo que los niameros gausianos forman
un campo).

I11. El cociente de dos niimeros gausianos enteros es un nime-
ro gausiano y, viceversa, todo ntimero gausiano puede represen-
tarse como un cociente de dos numeros gausianos enteros.

Esta afirmacion requiere una breve explicacion: suponga-
mos que & = a + biy p = c + di son niameros gausianos enteros
(es dectr, a, b, ¢, 4 son nimeros racionales enteros) y sea p 0.
Demostremos que Y = off es un namero gausiano. En efecto,

y=atbi (a+bi)(c—di)  ac+bd+bei—adi
cHdi (crdi)lc—di) t +d? -

— ac+bd bc—adi
e +d® g2

ac-+bd _ bctad
2+ d* " A4 i
del niimero y) son niimeros racionales y, por consiguiente, y €8
un namero gausiano.

Indicaremos por fin, que es evidente que todo namero ra-
cional es gausiano (con parte imaginaria nula) y que todo niime-
ro racional entero es un numero gausiano entero.

Veamos la distribucion de los numeros gausianos enteros
en un plano complejo. Por definicion los numeros gausianos
enteros se representan mediante puntos cuyas coordenadas son
numeros enteros (fig. 2). Se encuentran en los vértices de la red
de cuadrados cuyo lado es igual a 1, la cual cubre el plano
complejo.

En adelante no haran falta los conceptos de norma y modu-
lo del nimero complejo. Se llama norma de un nimero comple-
joa = x + iyel niimero real no negativo N (&) = x? + )*; se de-
nomina woouto dg un nimero complejo « (y se designa por o)
el niimero real |/x*+y*. El modulo geométrico de un nimero
complejo es la distancia, en el plano complejo, desde ¢l origen
de coordenadas al punto correspondiente. La norma N (o) del
numero ¢ puede representarse como un producto, N (o) = o &,
donde & es el nimero complejo conjugado x — iy del nimero a.
También se considera conocida la propiedad multiplicativa de

Los nimeros (partes real e imaginaria
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la norma, es decir,
N{x-B)=N(o)-N(B). (2)

Advertiremos inmediatamente que si & €s un namero gau-
siano, N () sera un namero racional no negativo, y si o €s un
numero gausiano entero, N (o) serd un namero entero no
negativo. 3

Observacion, El modulo laf de un nimero gausiano ya no sera slempre un
niimero racional, por esto, en adelante utilizaremos principalmente la norma
y no el modulo,

3
2 B
i \r1#f |24t

-3i
Fig. 2

Sin embargo, no todo numero racional entero y positivo es
norma de un nimero gausiano entero. En efecto, demostremos
el teorema siguiente:

TEOREMA I: Un niimero racional entero y positivo ¢ es norma
de un nimero gausiano entero determinado si, y solamente si, el
numero ¢ puede representarse en forma de suma de los cuadrados
de dos numeros enteros.

Demostracion. Si &« = a + bi es un nimero gausiano entero,
N (o) = a® + b* es la suma de los cuadrados de los niimeros en-
teros ay b. Y al contrario, si c = x* + y%, donde x ¢ y son niime-
ros racionales enteros, ¢ = N (x + yi), donde x + iy es un name-
ro gausiano entero. El teorema queda demostrado.

No es dificil demostrar que no todo niimero entero positivo
puede representarse en forma de suma de dos cuadrados. Asi,
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por ejemplo, si un namero entero, positivo, impar ¢ puede re-
presentarse en forma de suma de dos cuadrados de niimeros en-
teros, al dividirlo por 4 da un resto igual a 1, es decir, es un nu-
mero de la forma t= 4k + 1. Efectivamente, sea ¢ = x? + y2,
entonces uno de los nimeros, x por ejemplo, debe ser par, y el
otro, y, impar. Sugongamos que x=2m ¢ y=2n+1. Por con-
siguiente, x*=4m? ¢ y*=4(n+n)-4 1 y, en definitiva, r=
=4(m* +n?+n)+ 1, lo que demuestra nuestra afirmacion.
Asi, pues, los niimeros 7, 11, 15 y otros no pueden representarse
en forma de suma de dos cuadrados y, por lo tanto, no son nor-
mas de nameros gausianos.

La cuestion de qué nimeros enteros pueden representarse en
forma de suma de dos cuadrados o, lo que es lo mismo, qué nu-
meros son normas de numeros gausianos enteros, la aclarare-
mos como resultado del estudio de la aritmética de los nameros
gausianos enteros.

Tanto en el campo (anillo} de los niimeros racionales ente-
ros, como en ¢l de los numeros gausianos enteros, el interés fun-
damental recae sobre la cuestion de la divisibilidad,

Diremos que el mimero gausiano entero o divide al mimero
gausiano entero [ (esto se escribe asi: &{p), st para cierto nimero
gausiano entero Y se efectua la igualdad

B=a-y. (3)

Como de (3) se deduce que N (B) = N (a)- N (y), la condicién ne-
cesaria para que |B es la divisibilidad N ()N (B), donde N (o)
y N(B) son nimeros racionales enteros.

En el caso de nimeros racionales enteros solo existen dos
que dividen a todos ellos: 4+ 1 y — 1; en el caso de nlimeros
gausianos enteros hay cuatro de este tipo: +1, —1, +1i, —i
En efecto,

w=0o-1,
a=(—o)(—1),
o= (= ai)-i,

o= (o) - ( — i).

Entre los nimeros gausianos enteros no existen otros con las
propiedades dadas. Efectivamente, si cierto niimero gausiano
entero £ divide a todos los nimeros gausianos enteros, en parti-
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cular debera dividir al nimero 1 (por esto dichos nimeros se
llaman divisores de la unidad). De N (£)|1 se deduce que N (§) =
= 1. Si £ = x - iy, serd x? + y? = 1. Es evidente que esta ecua-
cion tiene exactamente cuatro soluciones en nameros raciona-
les enteros: x =1, y=0;x=—1, y=0;x=0,y=1:x=0,
y = —1, las cuales corresponden a los nimeros gausianos en-
teros +1, =1, I, —i.

Para los niimeros gausianos enteros, de un modo analogo
a como esto se hizo para los niimeros racionales, se definen los
conceptos de divisor comlin, maximo comum divisor, nimeros
primos entre si y niimeros primos. Los primeros tres conceptos
se definen textualmente lo mismo que en el caso de los nimeros
racionales enteros. Pero en la definicion de nimero gausiano
entero primo nos detendremos en mas detalles.

EFNICION 2. Un niimero gausiano m se Hama primo si en cual-
quiera de sus descomposiciones T =T-T en un producto de dos
ntimeros gausianos enteros uno de los factores (1 o 1) es divisor de
la unidad (en este caso los miimeros primos no se consideran divi-
sores de la unidad).

De otro modo esta propiedad puede expresarse asi: nimero
gausiano primo T es un numero gausiano entero, distinto de cero,
tal, que su norma es mayor que la unidad y que él mismo no puede
descomponerse en un producto de dos numeros gausianos enteros,
. cuyas normas sean menores que la del ntimero .

De acuerdo con esta definicién serin niimeros gausianos
primos, por ejemplo, los niimeros 7, = 24+ i (N(m)=5:n,=
= 34 2i, (N(m,) = 13). En general, seran niimeros gausianos
primos todos aquellos cuyas normas sean numeros racionales
primos. Mas adelante veremos que los nimeros gausianos pri-
mos no se agotan con estos ejemplos. Durante el curso de nues-
tras investigaciones describiremos todos los nimeros gausianos
primos. Pero ahora pasaremos a enunciar y demostrar el teore-
ma fundamental de la aritmetica de los nlimeros gausianos
enteros:

TEOREMA. Todo ntimero gausiano entero o % 0 puede
descomponerse en un producto de mimeros gausianos primos

o == 10y + gy (4)

(7, son nimeros gausianos primos que pueden no ser diferentes).
Esta descomposicion es univoca en el siguiente sentido;
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si
® =0, -03..0; (5)

es otra descomposicion del mimero o en un producto de ntimeros
gausianos primos o ;, ambas descomposiciones tienen el mismo n-
mero de factores, k =1, y las descomposiciones (4) y (5) pueden
diferir una de otra solamente en el orden de los factores y de los
multiplicadores divisores de la unidad.

Con respecto a la parte del enunciado que se refiere a la uni-
formidad de la descomposicion, haremos otra advertencia. Si
o = T,y T, s el producto de los nimeros primos 7y, m,. ©3,
tendremos, por ejemplo, que o =(— n3)-(inz)-(in,) es “otra”
representacion del nimero o en forma de producto de los no-
meros primos —m,, in,, iy, diferentes de los nimeros primos
Ty, Ty, 74, Sin embargo, es facil darse cuenta de que cualquiera
de los nimeros — n, in,, i, se obtiene multiplicando uno de
los nimeros =, &,, T3 por cierto divisor de la unidad, con lo
que varia también el orden inicial de los nimeros. Estas dife-
rencias en la posicion de un mismo nmero son permisibles. La
segunda parte del enunciado del teorema afirma precisamente
gue con semejante género de diferentes descomposiciones que-

a agotada la multiplicidad de las representaciones. Esta cir-
cunstancia no se diferencia en nada de la situaciéon que se da en
la aritmética de los numeros racionales enteros. Pero se compli-
ca, porque en ¢l caso de la aritmética de los niameros gausianos
ent_féro; disponemos de una cantidad mayor de divisores de la
unidad.

Observacion. La uniformidad de la descomposicion con exactitud de hasta
los signos de los factores, a que nos referimos en el caso de los numeros racio-
nales enteros, significa precisamente uniformidad con exactitud de hasta los
factores divisores de Ia unidad, ya que + 1y — 1 son los Gnicos divisores de la
unidad ¢én este caso.

La afirmacién de la uniformidad de la descomposicién pue-
de enunciarse mas brevemente si se introduce el concepto de
nameros gausianos enteros asociados.

perNICION 3. Dos numeros gausianos enteros se llaman asocia-
dos si difieren entre si en un factor igual a un divisor de la uni-
dad, es decir, B, — B, iB, — iff serdn ntimeros gausianos enteros
asociados si B es un numero gausiano entero arbitra-
rio,
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Utilizando esta definicion, la afirmacion de la uniformidad
en el teorema fundamental se enuncia asi:

Sio =Ty 5. YO = O 0.0, siendomi (i = 1,2, ., k) y
o;(I=12,..,1) ntimeros primos, | =k, y los factores o, pueden
transponerse de tal modo, que cada o esté asociada con el nime-
ro primo m; respectivo.

La demostracion del teorema fundamental de la aritmética
de los numeros gausianos enteros se hace lo mismo que la de-
mostracion de las afirmaciones respectivas para los nimeros
racionales enteros. Por esto no vamos a exponerla detalla-
damente, sino que recomendamos al lector que la haga €l
mismo.

La primera afirmacion del teorema (acerca de la existencia
de la descomposicion) puede hacerse por induccion segun la
norma del numero:

a) SiN(x)={,entonceso=1, —1,i, —1,es decir, el nime-
ro puede descomponerse en el producto de un conjunto vacio
de numeros primos.

Observacion. Con respecto a la “posibilidad de la descomposicion™ de los
divisores de la unidad en un producto de factores primos, tomamos la misma
posicién que para +1 en el caso de los niimeros racionales enteros.

b) Supongamos que N (&) = ny que para todos los nimeros
gausianos enteros de norma menor ya esta demostrada la afir-
macion. Entonces o « es un numero primo y todo esta demos-
trado, o a = p+1, donde N (p) <ny N (1) <n. Por el supuesto
de induccion, para p y T existen las descomposiciones siguien-
tes: p=m;-W, M, Yy T=0,-0,.0, entonces a=
=1, M. M O+ 0.0, sera la descomposicion para o

La demostracion de la afirmacion de la uniformidad puede
hacerse mediante el establecimiento de las propiedades del ma-
ximo comum divisor y de los nimeros primos entre si en el
campo de los niimeros gausianos enteros. La llave para toda la
demostracion es la afirmacion de la posibilidad de la division
inexacta en el campo de los nimeros gausianos enteros. Esta
afirmacion se enuncia asi:

Supongamos que o, B(B # 0) son dos nimeros gausianos ente-
ros: en este caso existen también los nimeros gausianos enteros
y y p, siendo N(p)<N(B), tales que

a=y-f+p.

1-623
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Observacion, El nimero v se [lama COCIENTE y el p, RESTO de la division de
o por P. En el teorema 1 de 1a pug, 8 estos conceptos se introdujecon para los
numeros enteros ordmunos, en cuya caso ¢l resto no debe ser negativo (r 2 0).
Pero esta condicion tiene portancia. Si renunciamos a ella y acepta-
mos Gnicamente Ja desigua dad < b, la definicion de cociente y de resto para
[os nkmeros gausianos serd una generahzaclén natural de la definicion en la si-
tuacion ordinaria,
~ La demostracion se basa en un hecho geométrico muy
simple: si P es un punto que se encuentra dentro de un cua-
drado de lado a o en uno de sus lados, la distancia desde el
punto P hasta el vértice mis proximo serd menor que a. En
efecto, el punto mas lejano de todos los vértices es el centro

del cuadrado. Pero la distancia desde €l hasta cualquier

vértice es igual a ‘Fa < a. Cualquier otro punto del cua-
2

drado estara ain menos alejado del vértice mas proximo.
De esta simple afirmacion se deduce directamente que
para cualquier punto T del plano complejo puede hallarse un

=

1

|

Fig. 3

punto Y de coordenadas enteras— punto que representara un
nimero gausiano entero—, que diste de T menos de 1
(fig. 3). Dicho de otro modo para todo namero complejo t
existe un nimero gausiano entero y tal, que N(t—7v) < L.
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Hallemos y para numero t = % y supongamos que p = o — Yp.
Entonces p €s un nimero gausiano entero,

N =N@)-N(E-7) <N @)
x=yB+p.

La afirmacion queda demostrada.

Teniendo ya el teorema de la division inexacta, todas las de-
mas propiedades pueden demostrarse del mismo modo que lo
hicimos antes en el caso de los nimeros racionales: 1) se de-
muestra la existencia del m. c.d. de dos nimeros gausianos en-
teros & y B, como el nimero 3 # 0 cuya norma es la menor del
conjunto de nmeros que pueden representarse en la forma
of 4 Bn (£ y i son nlimeros gausianos enteros); 2) se introduce
el concepto de niimeros gausianos enteros primos entre si y se
demuestra el lema FunpamENTAL ; 5T oL es primo con By y o es primo
con B,, @ es primo con B, - B,- Después, ya con mucha facilidad,
por induccion respecto a la norma, se demuestra la uniformi-
dad de la descomposicion en factores primos.

§ 2. NUMEROS GAUSIANOS PRIMOS Y
REPRESENTACION DE LOS NUMEROS RACIONALES
ENTEROS EN FORMA DE SUMA DE DOS
CUADRADOS

Pasemos ahora a la descripcion de todos los niimeros gau-
sianos primos. Primeramente demostraremos varias afirmacio-
nes auxiliares.

LEMA 1. Todo numero gausiano primo es divisor de un niimero
racional primo.

Observacion, Un nimero racional primo es siempre un nimero gausiano
entero, 0 COMO numero gausiano no e€s Decesariamente primo, sino
que puec[ffiividirse en nimeros gausianos enteros de norma menor. Asi, por
ejemplo, €l ndmerc 2 es primo si se considera como numero racional entero.
pero no es primo si se considera como niumerc gausiano entero. En efecto, en el
campo de [os nlimeros gausianos enteros, el namero 2 permite la descomposi-
cion 2 = {1 4 ) (1 — /) v ninguno de los factores | + i v | — i es divisor de la
unidad. También es evidente que 5 no es primo en el campo de los nimeros
gausianos, ya que S5=(2+1)(2~1.

i
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Demostracion. Efectivamente, como N (o) = o+ &, todo nu-
mero gausiano entero divide a su norma: (/N («). Supongamos
ahora que m es un nimero gausiano primo, entonces n|N (x),
y sea N (m) = p, ' p,...p, la descomposicion del nimero N(r) en
el producto de numeros racionales primos. Tenemos:
T|p, - P2.-P,, POT consiguiente, © divide a uno de los nimeros
primos p,. En efecto, si el nimero gausiano primo n no dividie-
raa ninguno de los nimeros p;, seria primo con ellos y, por con-
siguiente, con su producto N (n). Pero esto es imposible, ya
que nIN (m). Por lo tanto, el namero n ¢s divisor de uno de los
nameros racionales enteros p;. El lema queda demostrado.

LEMA 2. [g norma N (1t) del numero gausiano primo  es un nu-
mero racional primo o el cuadrado de un numero racional primo.

Demostracion. Como ya sabemos, nt divide a cierto nimero
racional primo p. Supongamos que p = n-y. Pasemos a las nor-
mas: N (m)- N (y) = p®. Son posibles solamente dos casos: 1)
N@m=N({y)=py?2) Nm@)=p*=N(p), y N(y)=1. El lema
queda demostrado.

El caso 2) significa que y es divisor de la unidad y que es jus-
ta una de las siguientes igualdades: t=p, t= ~p,n=ip,n=
= = ip. Por consiguiente, p es un nimero racional primo tal,

que al mismo tiempo es también niimero gausiano primo. En el
¢aso 1)y es un nimero gausiano primo, ya que N (y) = p. Puede
afirmarse que y = . En efecto, N () = p =% - T y 7t €5 un name-
ro primo. Pero también tenemos que p = -y, de manera que
n=1.

En cambio, si p es un nimero racional primo tal, que no es
niimero gausiano primo, se dividira por cierto nameroc gausia-
no primo, distinto de p, y al mismo tiempo, como hemos visto,
p = -, es decir, p es un producto de dos niimeros complejos,
gausianos, primos, conjugados. En este caso p es la norma de un
NUMEro gausiano entero y, por consiguiente, puede represen-
tarse en forma de suma de dos cudrados, Este niimero primo, si
es impar (es decir, p # 2), sera un numero de la forma 4n + 1.
Puede demostrarse que todos los nimeros primos de la forma
4n 4+ | pueden representarse en forma de suma de dos cuadra-
dos, 0 sea, son normas de ciertos nimeros gausianos enteros y,
por lo tanto, no son gausianos primos y, consiguientemente,
pertenecen a la clase de aquellos nimeros racionales primos
que pueden descomponerse en el producto de dos nimeros
gausianos primos conjugados entre si. La demostracion de esta
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afirmacion se da mas adelante (cap. 111, 3). Todos los numeros
racionales primos distintos de los que tienen la forma 4n + 1
y del niimero 2, es decir, los nimeros de la forma 4n + 3 y del
namero 2, es decir, los nameros de la forma 4n -+ 3, constituyen
pricisamente el conjunto de nimeros racionales primos que si-
guen siendo primos.en el campo de los nimeros gausia-
nos.

Una situacion algo especial ocupa el niimero primo 2, Se ve
facilmente que

2=i-(1 —i)?

N (1 —i)=2. De este modo, 2 es divisible por el cuadrado del
numero gausiano primo (1 —i).

Suponiendo sabido que todos los niimeros primos de la for-
ma 4n + 1 pueden representarse en forma de suma de dos cua-
drados, podemos ahora establecer cudles son los niimeros ra-
cionales enteros que pueden representarse en forma de esa su-
ma. Como ya sabemos, para todo nimero t con tal propiedad,
es necesario y suficiente que éste sea la norma de cierto nimero
gausiano entero o:f = N (o).

Fl namero o se descompone en un producto de nameros
gausianos primos:

o= Ty My TL, (6)

Dividimos todos los nimeros primos m;(i=1, 2, .., r) en
dos clases: a la primera clase referimos aquellos nameros T
cuyas normas son nameros primos, y a la segunda, respectiva-
mente, los nmeros cuyas normas son los cuadrados de name-
ros primos (puede ocurrir que una de las clases esté vacia, pero
esto no influye en la marcha de nuestros razonamientos, solo
hay que tener en cuenta que todos los niimeros a;, 0 todos los
b,, en las descomposiciones (7) y (8) pueden ser ceros). Designa-
mos los nimeros de la primera clase por medio de o;(/ =1, 2,
...l), y todos los distintos nimeros de la segunda clase, por me-
dio de py{k = 1,2, ..., s). Tenemos: N (o) = pj, N () = g#, don-
de p; es un niimero primo de la forma 4n + 10 2,y ¢, €S un nu-
mero primo de la forma 4n + 3. Juntando los numeros primos
iguajes en el segundo miembro de la igualdad (6), escribimos es-
te producto en forma de potencias de los nimeros primos o; y
Px:

a=of..of -pi.py (7)
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¥, pasando a las normas, tenemos:

t=pi'..p} qi"..q2". ®)

Vemos que los niimeros g, figuran en la descomposicion del nii-
mero con exponentes pares.

Al contrario, supongamos que el niimero ¢ puede represen-
tarse en la forma (8), donde caga P; s un nhmero primo de la
forma 4n + 1 o el numero 2, los g, son nimeros primos de la
formadn+3ya,,.. a,b, .. b, son nimeros enteros no nega-
tivos. Como cada p, es la suma de dos cuadrados, puede elegir-
se a; de tal modo, que N (o)) = p,. Suponiendo después que

a b,
P« = 4 ¥, finalmente, que o ='c9{'... 6% p, ... p», oblenemos que
t = N (o), es decir, ¢ puede representarse en forma de suma de
dos cuadrados. En definitiva tenemos el teorema siguiente:

TEOREMA 2. Para que un ntimero racional entero pueda repre-
sentarse en forma de suma de dos cuadrados es necesario y sufi-
ciente que los numeros primos de la forma 4n + 3 figuren con ex-
ponentes pares en la descomposicion de dicho nimero en factores
primos.

Observacion. Esta formulacién abarca también el caso en que en la des-
composicidn del nimero que se considera no existen nimeros primos de la
forma 4n + 3, puesto que el nimero 0 también es par.

_ Como vemos, este teorema da el criterio para que la ecua-
cion diofantica de segundo grado de la forma

x?4yt=t

tenga solucién (en nimeros enteros). En general, el estudio de
las ecuaciones diofanticas de la forma

ax? +2bxy +cy? =t

esté relacionado intimamente con las aritméticas de los campos
de nimeros analogos al campo de los nameros gausianos
enteros.

En estas investigaciones resulta ser importante el siguiente
hecho excepcional: el teorema de la uniformidad de 1a descom-
posicion de los nimeros en un producto de niimeros primos no
en todas estas aritméticas se cumple. Damos un ejemplo de tal
“aritmética”,



39

Consideremos los nimeros complejos de la forma

a=x+y)/ =5 (1)

donde x e y son nimeros racionales enteros. Se ve facilmente que la suma, la
diferencia y el producto de Jos nimeros de |a forma (1) son ndmeros de la mis-
ma forma. Designemos ¢l conjunto de todos los nimeros de la forma (1) por
medio de . Es evidente que I” contiene todos los niumeros racionales enteros
(siendo y = 0). Lo mismo que en los casos de los nimeros racionales enteros
y gausianos enteros, puede hablarse de la divisibilidad en el caso I': a divide

a (alp), si esun nomero de T", es decir, que puede representarse en la forma

(1). Lo mismo que en ¢! caso de los nimeros gausianos enteros, en la cuestion
de laddivisihilidad desempeiian un papel importante las normas de los niime-
ros de T":

N =N&+y)/ =8 =x+y) = Hx=y) =5 =x*+5y".
De este modo, la norma de todo niimero de I' es un niimero racional entero y,
coma N{E-n)= N (£)- N(n)). la condicién necesaria (pero no suliciente en ge-
neral) para que a|p es que N ()| N(B).

Lo misme que en ¢l caso de los numeros gausianos enteros, se introduce
naturalmente el concepto de divisores de la umidad y de nameros primos. Con
respecto a los divisores de la unidad, el problema es aqui incluso mas facil que
para los nimeros gausianos enteros. Concretamente, son divisores de la uhi-
dad Gnicamente los niimeros + 1. En efecto, para los divisores de la unidad
E=u+tv |/ —5 debe cumplirse la condicion N (8) = u?>+ 51 = 1. Pero esta
ccuaii_én iofﬁ:btica, evidentemente, no puede tener soluciones diferentes de
u=+1yv= i

El hecho de que cada niimero de T” pueda representarse en forma de pro-
ducto de nimeros primos de T se demuestra por induccién respecta a la not-
ma, exactamente del mismo modo que en el caso de los nimeros gausianos
enteros, Pero aqui la afirmacion de la unifor midad de esta descomposicion ya
no es correcta, como demostraremos en el ejemplo siguiente

Demostraremos primero_que los nimeros 2=2+0:}/ =5 3=3+
+0:§/=5 14}/ =5 1—{/—5 son nimeros primos en I. En efecto,
N@=4,N{@3)=9N(+]/ =5 =N(l =]/ —5) =6 Siuno de estos name-
ros no fuera primo en I', podria dividirse Gnicamente por cierto nimero o =
= x + y)/ =5 para el cual N (@) = x*+ 5y*=2, 0 N(a) = x>+ 5y* = 3, Pero
estos numeros no existen en I, ya que es evidente que las ecuaciones

x24+5yP=2
y
x?+5y* =13
no tienen solucidn en nimeros enteros.

Asi, pues, los cuatro numeros indicados son primos en [, Sefialemos aho-

ra la igualdad facil de comprobar

6=23=01+)=5-0-Y -5

Esta ignaldad muestra que ¢l nimero 6 de I tiene dos representaciones distin-
tas en forma de productos de mimeros primos.
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Con este hecho tropezo el matematico aleman E. KUMMER (1810 — 1893)
cuando intentaba resolver el llamado gran teorema de Fermat. Después [as di-
ficultades surgidas en virtud del incumplimiento del teorema fundamental de
la aritmética en ciertos campos de nitmeros, fueron vencidas eficazmente por
el mismo Kummer y por otros matematicos, como R. DEDEKIND, E. ZOLOTA-
RIOV, L. KRONECKER ¥ otros. En las matematicas aparecié un gran campo
nuevo, la teonu de los numeros ulgebraicos.

EJERCICIOS

1. Efectuarladivisioninexactadelnimero gausianoenteroa por el niimero
gausiano entero b, si: a) a=2+3i, b=1=i; bya=1+4+i b=2+i

2. Descomponer en factores primos los niimeros gausianos enteros: | +
+i; 24 35i; 5; 10,

3. (Pueden representarse en forma de suma de dos cuadrados de nome-
ros racionales enteros los nlimeros: a) 197; b) 1472; ¢) 1111127

4. Demuestre que para los nimeros complejos de la forma a + b/ —2,
donde a y & son niimeros racionales enteros, s¢ cumple ¢l teorema fundamen-
tal de la aritmética,

5. Demuestre que en el anillo de numeros de la forma ¢ £ b}/ — 5, stendo

a y b nimeros racionales enteros, 7, 1-+2[/ =5 y 1=}/ =5 son primos.

CAPITULO 111

ARITMETICAS FINITAS

Las principales aplicaciones de la division inexacta las estu-
diamos demostrando el teorema fundamental de la aritmética
y resolviendo ecuaciones diofanticas simples. Estudiemos aho-
ra la construccion esencial relacionada con la division de los
nimeros enteros: las clases residuales.

La idea fundamental consiste en lo siguiente: los diversos
restos de la division por un numero natural dado »n sblo son n:
estos son los nameros 0, 1, 2, ..., — 1. Por esto el conjunto infini-
to de los nimeros enteros puede dividirse en un numero finito
(en n) de subconjuntos, en cada uno de los cuales entran [os nii-
meros que dan un mismo resto cuando se dividen por n. Estos
subconjuntos se llaman clases residuales respecto al modulo n.
Resulta que a ellas pueden trasladarse de forma natural las ope-



41

raciones ordinarias de la aritmética (multiplicacion, suma, res-
ta) y esto conduce a una nueva e interesante “aritmética” que
se llama siNiTA.

§ 1. CLASES RESIDUALES

Convengamos en que, si no se hacen indicaciones especia-
les, se entiende por “numeros” los “numeros enteros”, Su con-
junto es un “anillo” que en todas partes designaremos por Z.

peFINICION s Los ntimeros x e y se llaman congruentes respecto
a un modulo n, siendo n un mimero distinto de cero, si su diﬁren-
cia x—y es divisible por n.

En este caso se escribe:

x=ymobdd(n) oy y=xmodn).

Para los niimeros no congruentes respecto al modulo n se
escribe:

x# ymod(n) o y+# xmod(n).

Por ejemplo, 12 =15 mod (3), porque 12— 15= —3 es
divisible por 3, y 21 = 10 méd (5), porque 21 — 10 =11 no es
divisible por 5.

Sea n = 3. ;Como es el conjunto de todos los nimeros de
Z congruentes con el numero 5 respecto al modulo 3? En pri-
mer lugar, en este conjunto entra el mismo nimero 5:5=35
mod (3). Después, si x = 5 mod (3), x — 5 = 3k para cierto k de
Z, es decir, x = 5+ 3k. Al contrario, para cualquier k el nomero
x = 5 4 3k sera congruente con 5 respecto al modulo 3, porque
x — § =3k, y éste es miltiplo de 3. Por consiguiente, dandole
a k, en la formula x = 5 + 3k, todos los posibles valores en Z,
obtenemos el conjunto de todos los nimeros congruentes con
5 respecto al médulo 3. Este conjunto (lo designaremos por 5)
es una progresion geométrica ordinaria, infinita a ambos lados
y cuya diferencia es igual a 3; he aqui varios de sus términos con-
secutivos: para k= —3, —2. ~1. 0. 1, 2. 3 tenemos

vy =4 —1,2,5 8 11, ..

pervcion . El conjunto X de todos aquellos numeros de Z que
son congruentes con el niimero x respecto al médulo n, se llama
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clase de restos del niimero x respecto al modulo n y se designa por
uno de los tres procedimientos siguientes: x moéd (n), x o X, si el
mimero n se ha fijado. Los nameros X se llaman restos del ni-
mero x respecto al modulo n o representantes de la cla-
se X.

De este modo, en el ejemplo anterior se defini0 la clase de
restos 5 mod (3) del niimero 5 respecto al modulo 3. Es evidente
que 8 mod (3) = 5 mod (3) y, en general, la clase de restos x =
mod (3) de cualquier representante x de 5 mod (3) es igual
as.

TEOREMA 1. Sea x=qgn+r, donde O<r<n. Entonces
x moéd (n)=r mod (n).

Demostracién. 1 procedimiento. Basta darse cuenta de que
xméd (n) y r méd (n) es una misma progresion geométrica infi-
nita a ambos lados x + kn o r + kn cuya diferencia es n, porque
x+kn=r+(k+qg)n.

11 procedimiento. Cada niimero z congruente con x mod (1)
es también congruente con r mod (n), porque si z — x = kn, sera
zZ=—r=2z—Xx —qn=kn—qn=(k-q3n. Y al contrario, si z—

—r=kn, seth z—x=r—=x+qn=(k+g)n.

El resto r de la division del numero x por n se llama repre-
sentante canonico de la clase x mod (7). En el ejemplo antes es-
tudiado de la clase 5 mod (3), el representante candnico sera,
por consiguiente, €l nimero 2.

corovario. Todas las clases residuales posibles respecto al mo-
dulo n son:

; 20 mod (n]i 1 mad (n), 2 mod (n), ..., (n — 1) méd (n), es decir, 0,
2 2y sasg; T=1a

En efecto, los niimeros 0, 1. 2, ... n — 1 constituyen el con-
junto de todos los restos posibles de la divisién por n, por esto
no puede haber otras clases residuales ademas de 0, 1, 2, ..., n—

~1. Pero, entre estas clases, ¢no puede haber coincidentes? Si
fuera ¢ = b, siendo a y b distintos restos de la division por n, con
cierto k entero se cumpliria la igualdad a — b = kn, y esto es im-
posible cuando k s 0, ya que |g — b[ <ny |kn[ = n. Por consi-
guiente, a = b y todas las clases 0, 1, 2, ..., n — | son distin-
tas.

En adelante designaremos por medio de z, el conjunto de
clases de restos respecto al médulo n.
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EJERCICIOS

1. Demostrar que si un nimero entero cualquiera a pertenece a dos cla-
ses de restos X equespecto al médulo n, sera X =Y.

INDICACION. Adviértase que si x=a méd (n) e y=a mod (n), serh x=y
mod () y. por consiguiente, x méd {(n)=y maod (n).

2. Demostrar que si n =ml, siendo ri1 y I niimeros naturales, cada clase de
restos respecto al modulo m consta de I clases de restos respecto al modulo 2.

3. Demostrar que Z yZ_,,n=0 son un mismo conjunto.

§ 2. ARITMETICA DE LAS CLASES RESIDUALES

Al estudiar la divisibilidad de los nimeros enteros y de los
gausianos enteros nos servimos de que éstos forman un anillo,
es decir. de que la suma, la diferencia y el producto de dos ni-
meros cualesquiera del conjunto considerado pertenecen a él
y las operaciones citadas estan subordinadas a las leyes habi-
tuales, conmutativa, asociativa y distributiva, Las propiedades
del anillo de los niimeros enteros constituyen la aritmética o,
mejor dicho, la aritmética de los niimeros enteros. En el capitu-
lo anterior estudiamos la aritmética de los nitmeros gausianos
enteros. Ahora vamos a introducir las operaciones aritméticas
en el conjunto Z, y daremos a conocer la aritmética de las cla-
ses residuales. Para concretar convendremos en que ne el con-
cepto “respecto al moédulo #” el nimero n es natural.

peFmNicion . La suma de dos clases de restos respecto al moédulo
n—Xx € y—se llama clase X+y. En este caso se escribe:

X+v=Xx+V.

Pero aqui puede asaltarnos una duda, ya que las clases x e 7
son conjuntos, incluso conjuntos infinitos. Los representantes
x e y, mediante los cuales determinamos la suma X + 7, tienen,
dentro de sus clases, las mismas facultades que todos los demas
representantes; por esto, si la definicion 3 no entraha ningunas
contradicciones, eligiendo en X e y otros representantes, por
ejemplo, x’ e ¥, en calidad de clase X' + 7 debemos obtener la
misma clase x -+ y, es decir, es necesario que se cumpla la igual-
dad X'+ y' = x + y(sifuera x'+ y’ # x + . la definicion entra-
faria la contradiccion siguiente; X'+ y =x¥+)y=x+yp=
=x+y, a pesar de que x'+ ¥ #x-+y). La comprobaciéon de
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la igualdad x'+ y' = x + v se llama en matematicas prueba de
que la definicion es correcta.

Efectivamente, sean r, y r, los restos de la division por n de
los nimeros x e yrespecnvamente. Entonces la clase x -+ y cons-
ta de todos aquellos nimeros que al ser divididos por 7 dan
el mismo resto que Tt Ty Por otra parte, la clase x’ + ' consta
de aquellos mismos numeros, porque los restos de la division
por n de los nameros x’ e y sonr, y r,. La correccion de la defi-
nicién 3 queda demostrada.

Veamos varios ejemplos. Sea n = 2. Entonces las clases de
restos sOlo son dos: O y 1. Su suma es facil de definir:

0+0=0,
140=0+1=1.
1+1=0.

Sin embargo, estos resuitados conviene mas definirlos en
una tabla.

Tabla 1
01

00 1

110

El resultado se lee asi: supongamos que hay que hallar la suma
0 + 1. En la columna de la izquierda se busca el primer suman-
do (es decir, 0), y en la fila superior, el segundo (o sea, 1). En la
interseccion de la fila en que se encuentra el primer sumando
con la columna en que esta el segundo, se indica la suma de los
mismos: I, Esta tabla se llama tabla de sumar para Z,.

Sea n = 3. En este caso las clases seran 0, 1 y 2. La corres-
pondiente tabla de sumar tiene la forma:

Tabla 2
01 2
001 2
1120
2 20t

Al lector le sera til comprobar también las siguientes ta-
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blas de sumar para n=7 y n=10:

Tabla 3
Tabla de sumar en 2,

= H - R S B - |

0

bW N -0

O oth B W — -

—_ oy th B W R R

[ I - R A

Tabla 4
Tabla da sumar en Z,,

W= oo BB

B D= O Oh L Uh

L P L]

B0~ Oh B R =

9

Ast, pues, la suma de las clases de restos en Z,, se determinan
por medio de la suma de los representantes de estas clases. Ana-
logamente se determinan la resta y la multiplicacion. He aqui

00 I O W BN = O D

9

R - A

0

= - - B - R R

leas definiciones exactas:

perNicion +. La diferencia de dos clases de restos respecto a un
médulo n— x e — se llama clase x — y. En este caso se escribe:

peFvicion 5. El producto de dos clases de restos respecto a un
mddulo n—x ¢ y—se llama clase xy. En este caso se escribe:

—_— g N ome ] & L B W

2

PR O O g~ o B

3

by — O O 08 =1 n W L

4

AW N = W&~y

5

[V PYIR S — TR = - R |

6

X—y=x—W

o R T SR VU S T L <R

e |

Xy=Xy, 0 Xy =Xy.

B0 w1 O th B W N = OO e
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El lector es probable que se halla dado cuenta de que las de-
finiciones 4 y 5, lo mismo que la 3, requieren la prueba de su co-
rrecciéon. La demostracion de las igualdades respectivas
—x' = y'=x—yy x'y=xy no es dificil. La primera de ellas
la dejamos para que sirva de ejercicio; la segunda se establece
asi, Tenemos: X’ = x + k.ney' = y + kyn, donde k, y k, son ni-
meros enteros. Entonces x'y’ = xy -+ n(xk,+ yk.+ kxlg,n). Por
esto

x'y' = xy mod (n).

Las tablas de sumar (véanse, por gjemplo. las tablas 1 —4)
son comodas no solo para determinar la suma, sino también
para determinar la diferencia. Esto esta relacionado con la sen-
cilla observacion siguiente: sia = b — ¢, entonces b = a + ¢. En
efecto, sumemos a ambos miembros de la igualdad a=b — ¢
la clase ¢. Obtenemos:

ate=(b-c)+ec

Es evidente que b— ¢ = b + ( — ¢) (tanto el uno como el otro
son de la clase (b—¢) mod (n). Por esto (b—c)+c=
= (b + ( — ¢)) 4 ¢. No obstante, para tres clases cualesquiera x,
¥. z es justa la ley asociativa:

x+Y+z=x+(y+2)

(tanto el uno como el otro son de la clase (x + y -+ z) méd (n)).
Poresto(b+(—¢))+e=b+(—c+¢c)=b+0=Db, de ma-
nera que a +¢=h.

Por consiguiente, para hallar en la tabla de sumar la dife-
rencia a — b basta encontrar en la columna de la izquerda es el
sustrayendo b, despues, en la misma fila de la tabla, se busca el
minuendo g, y entonces la diferencia @ — b esta indicada en la
parte superior de la columna en que se encuentra a. Asi, por
la tabla 3, es facil hallar que 4 mod (7)—6 mod (7)=5 méd (7), o
por la tabla 4, 4 méd (10) = 6 mod (10) =8 mod (10) y 6
méd (10) ~ 4 mod (10) = 2 modd (10).

En cuanto a la multiplicacién en Z,,, es conveniente definirla
por tablas andlogas a las de sumar, pero en vez de indicar la su-
ma de las clases de restos, indicaremos en ellas su producto.
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Tabla 5 Tabla 6
Tabla de multiplicar en Z, Tabla de multiplicar en Z,
01 g1 2
0 00 0000
i 1 6 1 2
20 2 1

Tabla de muitiplicar en Z,,

Tabia 7 0123456789
Tabla de multiplicar en Z, 60000000000
1 01 23 4546789

01 23 45 6 20246802468
0000O0COO0QCO 303692528147
1 01 23 456 4 048 2 6043826
202 46135 505050500505
303 62514 6 06 28406 284
4 041 5263 707 41835296 3
50531 6 4 2 8 08 6 4 2 028642
6 0 6 5 4 3 2 1 209 8 7635 43 21

Quedamos, pues, en que las clases residuales en Z, pueden
sumarse, restarse y multiplicarse. Las leyes conmutativa, aso-
ciativa y distributiva que actian en la suma y multiplica-
cion de los nomeros se trasladan también a las clases de restos.
Dejamos al lector la demostracion de las igualdades respec-
tivas. El conjunto Z,, con la suma, resta y multiplicaciéon que
acabamos de introducir, &s 1o que se llama anillo de las clases de
restas respecto al médulo n. Los elementos 0y 1 de Z, es natural
que se llamen cero y uno del anillo Z,.

Finamente, refiramonos a la division en el anillo Z,. Sean
a=amdd(n)y b = bmadd (n); se dice que la clase b divide a la
clase a (y se escribe b| a), si existe una clase c—c mad (n) tal,
que a = b-c. Por ejemplo, si n = 10 (véase tabla §), la clase
2 divide a la clase 4 y la clase 4 divide a la clase 6. Si bla, se dice
también que b es divisor de la clase a.

En el anillo de los nameros enteros Z todos los niimeros
son divisores de 0, porque x-0 = 0 para cualquier x, y {nica-
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mente 1 y — 1 son divisores del nimero 1. Naturalmente, en el
anillo Z, también todas las clases x dividen a 0, y las clases 1 ¥
— 1 dividen a 1. Pero a diferencia del anillo Z, aqui, para una
u otra n pueden establecerse varias propiedades especificas no
propias de Z.

Asi, en el anillo Z la igualdad xy = 0 so6lo es posible cuando
por lo menos uno de los elementos x o y es igual a 0. Pero en el
anillo Z,, tenemos que 2-5 = 0, aunque 2 # Dly 5# 0! En el
anillo son divisores del nimero 1 solamente 1 y —1, mien-
tras que en el anillo Z,, a la clase 1 la dividen a la vez cua-
tro elementos: 1, 3, 7, ﬁ, porque I=1:1=37=7-3=9-9.
Finalmente, en ¢l anillo Z pueden efectuarse simplificaciones
sin vacilar (es decir, puede garantizarse que de la igualdad ax =
= ayy la condicion a # 0 se deduce la igualdad de los numeros
x = y),y en el anillo Z,, no; por ejemplo, en Z,, de la igualdad
2:7=2:2 y la condicion 2 0 no se deduce que 7= 2.

Ahora demostraremos ¢l teorema fundamental en este pla-
no, acerca de los anillos Z,. Introduciremos dos términos:

Una clase x del anillo Z, se llama divisora de cero si
X #0 y existe en Z, una clase y # 0 1al, aﬂue xy = 0.

* Una clase x de Z,, se llama divisora de la unidad si existe en
Z, una clase y tal, que x-y = L.

Los divisores de la unidad se llaman tambi€én ELEMENTOS
INVERTIBLES.

TEOREMA 2. (1) Una clase x del anillo Z_ es divisora de la
unidad si, y solamente si, los nipneros x y n son primos entre Ssi.

(2) Una clase x del anillo Z_es divisora de la unidad si, y cola-
mente si, no es divisora de cero.

Conviene advertir que ¢l maximo comin divisor de los ni-
meros x y n no depende de ]a eleccion que se haga del represen-
tante de la clase x. En efecto, si x’ = x mod (n), sera x’ = x -+ kn
y todo divisor comun de x y n (en particular, ¢l maximo) sera
divisor comun de x’ y n. Peroesto (x, n) | (x, n) y, como es natural,
al contrario: (x', n)|(x, n). Por lo tanto, la formulacion del teore-
ma 2 en la parte (1) es correcta,

Demostracion (1) Sean x y n primos entre si. Segiin el teore-
ma 3, capitulo I, esto significa que xs + nt = 1 para ciertos s y
t de Z. Pero entonces, pasando a los restus respecto al modulo
n, obtenemos: '

xs+nt=1
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o bien
(xs) mod (n)+ (nt) mod (n)=1 modd (n),

es decir, xs = 1, pues que nt = 0t = 0 y es invertible en Z°
Al contrario, sea xs = 1 en Z para cierta clase s. Entonces

xs — 1= mdd (n), es decir, xs — 1 = k-n y, por congiguiente, x

y n son primos entre si.

(2) Supongamos que x no es divisor de cero. Consideremos

el maximo comun divisor d de los nameros x y n. Sea

dc=xs+4nt

para ciertos s y ¢ enteros y n = d-n'’. Si d = 1, de lo demostrado
ames;ixes inversibleen Z . Sid = 1,0’ = 0y, ademas, para x =
= x"-

xn'=x'dn'=x"n=0 (1)

y x es divisor de cero en contradiccion con lo propuesto. Por
consAiFuiente, d=1y x es inversible en Z,.
contrario, sea x inversible en Z,, es decir, xy=1 para
cierto y de Z,. Si fuera xz=0 para z#0, de la altima igualdad
se deduciria que yxz = y0 = 0, es decir, (yx)z =061z = 0, pe-
Eo z # 0 por la suposicion hecha. El teorema queda demostra-
0.

coroLario 1. Una clase x de Z , x = 0, es divisora de cero si,
y solamente si, los numeros x y n no son primos entre si

coroLario 2 En un anillo Z,, donde p es un nimero primo, no
existen divisores de cero.

En efecto, cada uno de los nimeros 1, 2, ..., p — 1 son primos
con p, si p es primo; por esto las clases 1, 2, ..., p— 1 son inversi-
bles en Z,.

Para terminar este parrafo daremos dos teoremas mas dedi-
cados a los hechos “singulares” de la aritmética finita.

TEOREMA 3. Si p es un numero primo ya=amod (p) y b=b
mod (p), serd (a+ by’ =a”+ b’

Demostracion. Recordaremos en primer lugar que para unos
nGmeros cualesquiera x ¢ y el binomio (x + y)” se desarrolla de
acuerdo con la siguiente formula de Newton:

x+NP=xP+ Cpx® "y + .. + ChxP ™Mt + ..
+C2 xp? e P,
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donde

k= 2= —k+1)

k=1, 2, .., p—1.
¥ 1.2k ! p

El coeficiente binomial C%, cualquiera que sea k, es divisible
por p, porque p, por ser primo, es primo con cada uno de los
nameros 1, 2, ..., k si k < p. Por consiguiente, la diferencia (x +
+ y)? — x? — yP se representa en forma de una suma de niime-
ros en que cada uno de ellos es divisible por p; por esto (x +
+y)P= (x?+ y*) mod (p), de donde para x =a e y =b se ob-
tiene lo que necesitibamos

(a+b)P =a”+ b

No menos interesante es el hecho siguiente, conocido con el
nombre de “pequefio teorema de Fermat”:

TEOREMA 4, Si p es un numero prime y x=x mod (p), serd
xP=x

Demostracion. Si x =0, la afirmacion es evidente. Suponga-
mos que x 3 0. Esto significa que el nimero x no es divisible
por p, y como p es primo, los nimeros x y p son primos entre si.
Por consiguiente, las clases x, 2x, ..., (p — 1) x son distintas de
dos en dos: la igualdad /x = kx significaria que | = k (por el teo-
rema 2 de este capitulo el elemento x es inversible, y si xy = 1,
multiplicando ambas partes de la igualdad Ix = kx por y, obte-
nemos que [ = k), pero esto es imposiblesi 0 <, k<pyl#k.
Por lo tanto, x, 2x, ..., (p — 1) x es l1a representacion en cierto or-
den de las clases 1, 2, ..., p — 1, y por esto el producto x:2x- ...
«(p—1)xesigualal-2-..-(p— 1), esdecir, 1-2-...-(p = 1) xP ~
“'=1-.2-...(p~—1). Por consiguiente, si la ultima igualdad se
simplifica por 1-2- ... -(p — 1), se obtiene x? ! =1, o después
de multiplicarla por x, tenemos x”=x. El teorema queda
demostrado.

El conjunto de las clases no nulas de restos 1L, 2, ..., p—1 res-
pecto al modulo p primo posee muchas propiedades interesan-
tes. Una de ellas consiste en lo siguiente: entre estas clases siem-
pre hay una clase a tal, que cualquiera otra clase es cierta
potencia suya, es decir, para cualquiera otra clase x existe una
clase natural ¢ tal, que ' =x.
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EJERCICIOS

1. Por la tabla 7 hallar para cada x de Z, una clase reciproca (es decir,
una y tal, que xy=1).

Demostrar que si la clase x del anillo Z, es invertible, existe exacta-
mente una clase y para la cual xy=1 (si se supone lo contrario, es decir, la
existencia de la igualdad 1 = xy, = xy,, hay que multiplicar también la Gltima
de ellas por y, o por y,).

3. Demostrar que por ¢l elementao a # 0 del anillo Z, puede simplificarse
(es decir, tizar que de ax = ay se deduce que x = y) si, y solamente si, a s
divisor la unidad.

INDICACION, La sufictencia de esta condicion es casi evidente y su necesi-
dad debe establecerse por reduccion al absurdo: si @ no es divisor de 1a unidad,
ab = 0 para cierto b # 0 de Z; después de esto hay que representar b en forma
de x — y para algunos x#y de Z,,jw considerar la igualdad a(x —y) =0,

4. Hacer las tablas de sumar y de multiplicar para Z, y hallar en este
anillo todos los divisores de cero y todos los divisores de la unidad.

5. Sea N un niimero natural arbitrario ¥ r un nimero igual a |a cantidad
de numeros primos con N de la serie 1, 2, ..., N—1. Demostrar que para cual-
quier nimero enfero a, primo con N, en el anillo Z, se efectin la igualdad
a’=1 (teorema de Euler).

§ 3. ECUACIONES Y RESTOS DIOFANTICOS

Abhora ya podemos comenzar el estudio de las ecuaciones
diofanticas de tipo mas general que ¢l que consideramos en ¢l
capitulo I

Primero introduciremos el concepto de polinomio en nu-
meros enteros de n variables. Diremos que x,, x,, ..., x, son va-
riables independientes si cada una de ellas toma valores en ni-
meros enteros independientemente de todas las demas. Se
lflama monomio de las variables x,, x,, ... X, toda expresion de la

orma

axy X3 X (1)
donde m,, m,, ..., m, son niimeros enteros no negativos, y a es
un nimero entero arbitrario que se llama coericiente peL Mono-
mio. Si en lugar de cada una de las letras x,, x5, .., X, se pone
en el monomio nimeros concretos, por ejemplo, x, = a,, X, =
=4ay, .., X, = a4, dicho monomio se convertira en un nimero
entero determinado a-aj aj..a,"

Dos monomios de las mismas variables ax} x3’.. X" y
bxy x5... x' pueden “multiplicarse” y de nuevo se obtiene un
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monomic segun la regla siguiente:

(axy’ x5 x) by x5 .. xp) =abxy *¥, x3 Tk, " (2)
Esta claro que la igualdad (2) seguira siendo justa si x4, X5, ..., X,
se sustituyen por valores numéricos concretos.

Convengamos también en como hax que sumar los mo-
nomios: por suma de dos monomios axy' x5 ..x," y bx} x5..x}
entenderemos la expresion

axy - Xy %y + bxy xy.xk
que para valores enteros concretos de x,, x5, ..., X, por ejemplo,
Xy =ay, X3 =43, .., X, =4, toma el valor numérico entero
aaT a7t ..a™ + ba%? d4? ..af". Después de esto no es dificil de-
terminar la suma de un numero finito cnalquiera de monomios
de las variables x;, X3. ..., Xm

DEFINICION 6, Se llama polinomio en numeros enteros de las va-
riables x, X3, ..., X, una suma cualguiera de un numero finito de
monomios de las variables x |, x5, ..., X, Los coeficientes de los mo-
nomios sumandos se llaman coeficientes del polinomio. Al polino-
mio de n variables lo designaremos por f(x;, X3 - X.).

Asi, por ejemplo, f(x, x,) = X4 + X, es un polinomio de dos
vzmables sus coeﬁaentes son 1guales a la unidad; para el poli-
nomio ¢ (x,, X;) = x? + 2x,x, + x3 es caracteristico, claro esta,
que todos sus valores (es decir, los numeros que se obtienen al
sustituir x, y x, por néimeros enteros concretos) son cuadra-
dos, porque

g(xy, x3)=(x, + xz)z-

Es indudable que la frecuente repeticion de las palabras “en
nameros enteros” en toda la construccion que hemos hecho se
debe a la concrecion de nuestros fines; hemos construido un
polinomio de n variables x,, x;, ..., X,, que para valores en nu-
meros enteros de las ltimas toma valores en nimeros enteros.
Pero podriamos hablar también de polinomios reales o com-
plejos de n variables, sélo que en ¢ste caso los coeficientes de
los monomios deberian tomarse reales o complejos, respectiva-
mente, y, de un modo analogo, los valores de las variables x;,
X3, .., X,. Es mas, puede construirse (y esto lo vamos a necesitar)
un polmomlo de n variables x;, x,, ..., X, cuyos coeficientes
sean clases de restos respecto a un moéduio m fi jado y cuyas va-
riables tomen los valores de Z,,. A este polinomio le llamare-
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mos (a difirencia del polinomio en nimeros enteros) polinomio
sobre el anillo de clases de restos respecto al modulo m.

Veamos la relacion que existe entre los polinomios en mime-
ros enteros y los polinomios sobre el anillo de clases de restos. Su-
pongamos que f(x;, X5, ..., X,) €8 un polinomio en niimeros ente-
ros de n variables y m es un numero entero positivo. Demos
a las variables x,, x,, ..., x, unos valores numeéricos cualesquie-
ra, por ejemplo, x, = a,, x; = a3, ..., X, = a,, entonces el polino-
mio se transforma en el nimero f{a,, a,, ... a,). Designemos
ahora por f(xy, X3, .., X,) €l polinomio sobre ¢l anillo de clases
de restos respecto al modulo m que se obtiene de f(x,, x,, ..., x,)
sustituyendo los coeficientes por sus clases de restos respecto al
médulo m. Entonces, como se deduce del 2,

May, a, ., a)=J(a,, @, ... a,),

donde fla,, a, ... a,) =f(a,. a3, ..., a,) mod (m) y @, = a, mdd m)
(i=1,2,...,n). Al polinomio f (xy, X3, ..., x,) le llamaremos reouc.
CI6N pel. polinomio x,, .., X,) respecto al modulo m.

Por ejemplo, si m=9, n=2y f(x,, xi)=(1_5_x?+9x3x§+
+8x,x,+11x3, serd f{x;, X2)=6x]+0xix,+8x,x,+2xi=
=6x] + 8x, x5+ 2x3.

DEFINICION 7 Se ﬂama ecuacion diofantica de n variables la
ecuacion de la forma

S(%1s X3, s X,) =0, (3)

donde fgxl, X3, « X,) €8 un polinomio en numeros enteros de
n variables y x,, x,, .., x, toman unicamente valores enteros.

Si x; =a,,x, =a,, .., X, = a,son la solucion de la ecuacién
diofantica (3), es decir, f{a,, a,, .., a) =0, sera

f(ah ‘_12' sany En) =0’ (4)

para la reduccion respecto a un modulo cualquiera m. Por con-
siguiente, si con cualquier m la igualdad (4) no se cumple para
todos los restos posibles a,, d,, ..., 4, respecto al modulo m, la
ecuacion (3) no tiene solucion. En otras palabras, es correcto el
feorema siguiente:

TEOREMA 5. La condicion necesaria para que tenga solucion
la ecuacion (3) es que pueda cumplirse la igualdad (4) para todos
los modulos m y cualesquiera restos g; = a,méd (m), i= 1,2, ..., n.
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EJEMPLC 1, Hallar todas las soluciones de la ecuacion diofintica
x? 4 2Iixp+ 14y —3=0.

La reduccion respecto al modulo 7 de esta ecuacion tiene la forma

Peroentre las clases de restos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 respecto al madulo 7 sdla son
cuadrados las clases 0, 1, 2, 4, esto se verifica directamente; 0*°=0, 12=1,
22=4,3=2,42=252=q4y6%= I por esto la igualdad x*= 3 no se cumple
nunca ¥ ia ecuacion dada no tiene soluciones.

2. Hallar todas las soluciones de la ecuacion diofatutica

15x2 = Ty2 =9.

Supongamos que x = m, ¥ = n son la solucion, Del examen de la divisibili-
dad por 3 y por 9 s¢ deduce que m? y n? son divisibles por 9; al mismo tiempo
los cocientes de la divisibn también sera n cuadrados, 1o que se obtiene facil-
mente del tearemu fundamental de |a aritmética. Asi, pues, m?=9m? y n?=
=9nl. La ecuacidn dada se reduce ahora a la forma

15m2 — Tnd =1,
y la reduccion con respecto al modulo 5 da
=2ni= 1
Teniendo en cuenta que —22 = —4 = I, obtenemos
ni=12

Pero entre los restos respecto al médulo 5 s6lo son cuadrados, 1 y 4. Por esto
la ecuacion dada no tiene solucidn.

Es natural que se nos plantee la pregunta: jes suficiente la
condicién de solubilidad de la reduccién de la ecuacion diofan-
tica dada respecto a todos los modulos posibles para que dicha
ecuacion tenga solucion? En el caso general la respuesta a esta
pregunta es negativa. Puede demostrarse que, por ejemplo, la
ecuacion diofantica

(x? = 13)(x2 - 1) (x> - 221) =0,

que, evidentemente, no tiene soluciones (porque ni 13, ni 17, ni
221 son cuadrados en ¢l anillo Z), al reducirse respecto a un
moédulo m cualquiera adquiere solucion entre las clases de res-
tos respectivas. Pero nuestros conocimientos para este fin son
ahora msuficientes: se necesita una descripcion detallada de los
subconjuntos de cuadrados que hay en ¢l anillo de clases de res-
tos respecto al médulo m. He aqui como se obtiene por lo me-
nos cuando los m son primos,

Supongamos que p es un nimere prime distinte de 2 (v, por consiguiente,

- —1
1mpar) y — P e — 1,0, 1, ..., B2 son todos los elementos de Z_, Si cada
2 2 >
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unp de estos se eleva al cuadrado, se obtienen no mas de i elementos dife-

rentes no nulos: porque todos ellos estan contenidos en el conjunto
L=(-13%
22=(—1)7,

=V f Pk
2 2
-1
Ademés, todos los cuadrados 12,22, ..., (ﬁp 5
fuera &> = B2, necesariamente seria (@—pP % (o + B& =0, ¥ o bien ot = p (por-

que en Z, no hay divisores de cero), o bien a=—@: la primera es imposible,
ya que & y [ son diferentes por la condicion, la segunda esta excluida, porque

)’ son diferentes dos a dos: si

a y f# son elementos distintos del conjunto 1, 2, ..., -p—;-— Por consiguiente, en

cuadrados no nulos.

(Cuando se encuentra entre estos elementos — 17 Segin el pequefio teo-
rema de Fermat a? ~ ' =1 para todos los a # 0 de Z,, Si a ¢s un cuadrado, es
=1 !
ded}', a=b? para cierto b, serd a 2 ={(b?) Z =b" '= 1. En general,
S

Z_, hay exactamente g

x T esigual a 1 & —1 en dependencia de que x sea o no sea cuadrado,
En efecto, si x €5 un cuadrado, como ya hemos visto, esta es asi; en cambio, si
foal |
x no es un cuadrado, x 2 =, pero ya ri=1, & y*—1=0. Esto (ltimo, en
virtud de la correlacion r2—1=(r—1)(r+1) y la ausencia en Z; de divisores
de cero, solo es posible cuando r=1 6 r=—1. Si fuera r=1, el pohinomio
gt —1 ;
z I —1sobre Z,se anujaria mas que para P 3 valores de -, Sin embargo.

esto no es posible por la siguiente causa:
Supongamos que f(z) = ayz" + ... g, es un polinomio arbitrario sobre Z,
y f(c) = 0 para cierto ¢ de Z,; entonces necesariamente f(z) = (z~c)g(2) para
cierto polinomio g {(z) sobre Z, En efecto, procedemos a la induccion respecto
al numero n, llamade GRADO  del polinomio  f{z)  tie-
ne la forma aez+a, ¥ como f{c)=0, es decir, agc+a,;=0, necesariamente
fz)=apz—aqc. Por consiguiente, j‘ﬂ:{z—c) 0. Supongamos que la proposi-
cién ha demostrada para todos grados menores que n. El polinomio
gy (2) =f{z) —agz"~ ' (z — ¢) es de grado menor que n y, evidentemente, se anu-
1a para z =c. Por esto, de acuerdo con ¢l supuesto de induccidn, g, (2)=
—(z—c)g,(2) y, por consiguiente, f{2)=g,(2) +ag2" '(z—¢c}=
= (2 — ¢)(a,2" ~ ! + g, (?)). La afirmacién queda demostrada. De ¢lla sc dedu-
ce que Si ¢y, . ¢, 00 diversos elementos de Z_, para los que f(¢,)=..=
=f{e,) =0, sera }'(z] =(z —¢,). (z=c,)g(z). Hay que razonar lo mismo que
antes, separando primero en f{zl el factor z—¢, obteniéndose flz}=
= (z—¢,)g, (2) y, por lo tanto, g, (c;) = 0), despueés z— ¢, en g, {7) y asl suce-
sivamente. Comoen la multiplicacion los exponentes de los poll.inomjos Sg Sut-
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man, en (a expresion f{z) = (z — ¢,)..{z — ¢,} ¢ (2) no puede haber en el segundo
miembro factores de la forma (z — ¢;) mayores que ¢l grado del polinomio f{z).
He aqui por qué el polinomio z#~* — |, citado en el parrafo precedente, no

puede ser mayor que los 2 valores de z para los cuales su valor es igual

alo.
=t
Por consiguiente, x 2 = — 1. De aqui se saca una conclusion importante
en Principio: cl elemento x de Z, es cuadradol si, y solamente si,
2=1 =
x 2 =1, y no ¢s un cuadrado si, y solamicnte si, x £ = —1. Por lo tanto ,
=1
—1 es un cuadrado cuando (—1) 2 =1, ¥y no es un cuadrado cuando
~1

?

—1)'Z = —1. El ntmero p es impar; por consiguiente, o biTn p=4k+1,
ae

o bien p=4k—1. En el primer caso necesariamente (-I)Tnf—l)’:‘wl

y {—1) es un cuadrado; en el segundo caso necesariamente (- |)L2_ =
(=D)*"'=—1y -1 no es un cuadrado, Otra afirmacion: si x e y de Z, no
son cuadrados, necesariamente xy serd un cuadrado (demuéstrelo indepen-
dientemente).

EnJa ecuacion dioféntica (x2 — 13)(x?—17)(x? —221)=0 vemos que 221 =
=13-17; por consiguiente, en la reduccion con respecto a un médulo primero
esta ecuacidn tiene solucion (aunque una de las clases 13-17 6 13-17 es un
cuadrado),

Ahora puede demostrarse la afirmacion enunciada ya en el cap. II: todo
nitmero primo p de la forma p = 4k + 1, donde k es entero, €s norma de un ni-
mero gausiano entero (y, por lo tanto. puede representarse en la forma de su-
ma de dos cuadrados enteros); p=x?+y%. La demostracién la haremos por
inducci6n respecto a p. Si p=>5 (este es el mds pequeiio de los p de la forma
4k+ 1) la afirmacién es evidente: 5=24 1%, Supongamos que la afirmacion
estd demostrada para todos los nimeros primos de la forma 4k 1
menores que el nimero primo p de esta misma forma; p =4k + 1. En el anillo
Z,laclase — 1 es un cuadrado (esto fue demostrado antes). es decir, x* + 1 =
=0 para cicrta x de Z,,. Esto si%niﬁca que en el anillo de niimeros enteros Z,
x? + y? = |p, donde x ¢ y son nameros enteros y donde la clase de restos del

mismo nimero y es la classe |. Como todos los cuadrados que hay

en Z , se obtienen de |a serie 0%, 12,22, ., 2, puede considerarse que

0<x 1< % ¥, por consiguiente, | < p. Desde luego, vamos a considerar que

X e y son niimeros enteros primos entre si (en el caso contrario simplificaria-
mos la igualdad x?+ y? = Ip por sus divisores comunes).

Supongamos que [ = p, - p,...p, es la descomposicion de I en factores pri-
mos en el anillo 2. Como (x, y) = 1 y x? + j? esdivisible por p, (i = 1, 2, ., 7}, la
clase — | mod (p) es un cuadrado en Z, , serd p;=4m, + | para cierto entero
m (=1, 2 ., n Y como p,< ﬂ,’ por ‘el supuestoc de induccion

Pi=xj+yi=tin) Lyt p=ov, 1,

donde ¥, #9 son factores primos en el anillo de los RUmeros gausianos enie-
ras, y, come de ordinario. a+bi=g—bi es un numero conjugado.
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Por consiguiente.
(x4 iy) (x—iy) = prt!h 9, fhe

En ¢l segundo miembro de esta igualdad tenemos un producto de nimeros
gausianos primos. Aplicando el hecho de que ¢l teorema fundamental de la
aritmética es justo en el anillo de los niimeros gausianos, simplificamos los dos
miembros de la iltima igualdad por los nismeros primos 17!, (9, ., #7, ¢,
y como resultado obtenemos la representacion del némero entero primo p en
forma de producto de nimeros gausianos conjugados. El teorema queda
demostrado.

Elestudio de las ecuaciones sobre los anillos de clases de res-
tos tiene gran importancia en la teoria de los numeros precisa-
mente porque permite en muchos casos “prever” el resultado
de la resolucion de algunos problemas diofinticos.

Terminaremos este capitulo con un ejemplo de estudio de
las resoluciones de una ecuacion diofantica particular:

f(x, y)=ax*+2bxy +cy*=0.

Convengamos en designar con el simbolo f, (x, y) la reduccién
del polinomio f{x, y) respecto al modulo p.
TEOREMA 6. Sea p#2 un niumero primo. La ecuacién
Solx, y)=0 .
tiene solucion distinta de x=y0 =0 mod (p) si, y solamen-
te si,b*— a-c = (b* — ac) mod (p) es un cuadrado en el anillo Z,,
Demostracion. Sea b — ac = z* y supongamos que a #
# 0. Como entre las clases no nulas de restos respecto a un mo-
dulo primo es posible la division, de las transformaciones alge-
braicas puede resultar la igualdad siguiente:

ax?— 2bxy + Ey2=5(x - _ILH y)(x - _i_z y)

(de su correccion es posible convencerse directamente, basan-
dose en las definiciones de las operaciones con monomios). Por
consiguiente, basta hallar las soluciones de la ecuacion:

z—h b+z
(x— - y)(x+ ~—_~y)=0.
a a
Estas soluciones, en virtud de la ausencia de divisores de cero
en el anillo de las clases de restos respecto a un nimero primo,

se definen por dos igualdades independientes:

“B+i F-7
y oy x=——p

X = —
a



58

Sia=0y ¢ #0, todo lo dicho anteriormente se traslada fécil-
mente a este caso. Si, en cambio, ¢ = ¢ = 0, ]a solucién no nula
de la ecuacidn dada serd, por ejemplo, x=1, y=0.

Al contrario, sean x =X, y =y la solucion, siendo x # 0

0y+#0.8ia=¢ =0, la afirmacion es evidente: b2 es un cuad-
rado. Sea a # 0. Entonces

0=a% + 2%y + o' = 3 (P + 25y + £37) =
b b*—ac
=a(($+7f~——7)
d a

Por consiguiente,

. b b —ac _,
(x+7}‘)2= g
i a

Como @ # 0, la clase y es distinta de 0; si fuera y = 0, también
seria X =0 y esto contradice la condicion. Por consiguiente,

Begide Ly 0¥ L [E0 BT
p-at=L(5+33) =45+ 3)].

El teorema queda demostrado.

En la condicion se supuso que p # 2, Pero esto se hizo no
porque siendo p = 2 el teorema sea incorrecto: en este caso su
afirmacion es trivial, porque la solucidn de fi(x, y) es igual a
ax?+-cy’ y ambas clases de rectos respecto al modulo
2 son cuadrados y, al mismo tiempo, la eucacion ax> + cy?=0
tiene necesariamente soluciones; esto se establece simplemente
seleccionando todos los valores posibles del polinomio f5(x, y).

CAPITULO IV

SISTEMAS DE NUMERACION

Cuando escribimos los niimeros, empleamos generalmente
diez stmbolos: 0, 1,2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9. Estos simbolos se llaman
cifras decimales. En este capitulo vamos a estudiar el papel que
desemperfia el namero 10 en 1a escritura tradicional de los nii-
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meros y describiremos los posibles procedimientos de sustituir
el “diez” por otros numeros naturales, En nuestro ticmpo ha
adquirido una importancia especial la forma de escritura en la
cual el papel de diez lo desempeiia el dos: en las calculadoras
o computadoras electronicas no se emplea el sistema decimal,
sino el sistema de escritura llamado sinarto,

§ 1. SISTEMA DECIMAL DE NUMERACION

Se entiende por sistema decimal de numeracion todo el sis-
tema de nimeros, escritos de la forma ordinaria valiéndose de
las cifras decimales cuyos simbolos son 0, 1, 2, ..., 9, cada uno de
los cuales designa a cierto niimero entero no neFativo. Los sis-
temas de escritura de este tipo se llaman “posicionales” y en
ellos la cifra indica distintos nameros en dependencia del lugar
que ocupa en la escritura. Naturalmente, en vez de estos diez
simbolos podian haberse tomado otros. pero si estos otros fue-
ran de nuevo diez y se utilizaran de un modo analogo a las ci-
fras tradicionales, el sistema de nimeros deberia llamarse tam-
bién decimal.

(En qué consiste el papel del niimero diez? Nosotros escri-
bimos los niimeros valiéndonos de todos los restos posibles de
la divisién por 10; precisamente como restos de la divisién por
10 se comportan las cifras decimales en todas las operaciones
aritméticas con niimeros. En efecto, descifremos la notacion de-
cimal de un namero:

Supongamos primeramente que N es un numero natural.
Del algoritmo de la divisiéon inexacta se deduce que N =
= 10g, + #o, donde 0< 7 <9 y 0< g, <N (si, por ejemplo,
N = 6, sera g, =0y ro = 6). Si el cociente g, > 0. de un modo
exactamente igual, g, = 10q, +r,, siendo 0<r, <9y

N = 10gy + 7o = 10%g, + 10r; + 7.
Si g,>0, este proceso puede continuarse, obteniéndose
N =10%g, + (0%ry + 10r; + 7o

El cociente g, seré menor que ¢,, y ¢, menor que go, el cual
sera a su vez menor que N, Por esto, al cabo de un numero fini-
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to de pasos 1 obtenemos que g,=0y
N=10"r+ 10"y, _ 4 ... + 10r,+ 1g, (1)

dondery, ..., r, sOn niimeros enteros no negativos y no superio-
resa 9. La expresion (1), obtenida de un modo totalmente con-
creto del niimero N, se llama representacién decimal (o descom-
posicién decimal) del nimero N.

Debe advertirse que si existiera una segunda expresion

Nel0r, + 107~ r,y + oo + 10r) + 1, (1)

obtenida por algiin otro procedimiento, y en la cual r,, ... ry
fueran niimeros no NeGaTIvos enteros v no superiores a 9, resul-
taria que "'=ny r'==r; para i=1, 2, .., n. Efectivamente, el res-
to de la division por 10 del ndmero N esta determinado univo-
camente y, como se deduce de las representaciones (1) y (1'), es
igual a ro y rf. Por esto ro=rj. La igualdad de los nimeros r, y
ry se obtiene de la unicidad del resto de la divisién por 10 del
10
la demostracion él mismo.

Si se admite que el simbolo 4,4, | ... a, designa las cifras de-
cimales a,, @, .., ..., @, escritas unas a continuacion de otras, es-
}é claro que el nimero N, escrito en cifras decimales, tendra la
orma:

numero

. Damos al lector la posibilidad de que termine

N=rg,.yore

Con la representacion (1) estan ligados no pocos hechos in-
teresantes. He aqui algunos de ellos:

TEOREMA 1. La diferencia entre un niimero y la suma de sus
cifras es divisible por 9.

Demostracion. Supongamos que se da el nimero N repre-
sentado en la forma (1). Entonces

N=lro+ . +r)=10"+10"""r_ +.. +10r, +ro—
R Tt S el SRt £

=(10"—1)rp+ (10" ' = )rpe g+ oo + (10= 1) 7y,

Pero 10 méd (9)=1 mdéd (9), de manera que también 10" mod
(9) = 1 méd (9), en virtud de lo cual N mod (9) = (r, + ... +r)
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méd (9) y, por consiguiente, N — (r, + .. +7o) =0mod (9). La
afirmacién queda demostrada.

coroLARIO, Si la suma de las cifras de un numero N es divisible
por 9, dicho numero también es divisible por 9.

Al contrario, si un nimero es divisible por 9, la suma de sus
cifras también es multiplo de 9.

En efecto, si M es la suma de las cifras del numero N y es
divisible por 9, de N = M mod (9) se decuce que N = 0 mod (9).
Anéalogamente, si N =0 mod (9), de N =M mod (9) se deduce
que también M =0 maod (9).

Exactamente del mismo modo se enuncia y demuestra la
condicién de divisibilidad por 3.

TEOREMA 2. Si la diferencia entre la suma de las cifras de un
ntimero N situadas en los lugares pares y la suma de las cifras de
este mismo nimero situadas en los lugares impares es divisible por
11, el nimero N es divisible por 11. El reciproco también es co-
rrecto: si el nimero N es miltiplo de 11, la diferencia entre las su-
mas de las cifras antes indicadas es divisible por 11,

Demostracion. Advertimos que 10%=1 mod (1) y
10%**1= 10 mod (11). Por esto, pasando de la expresién (1)
a los restos respecto al modulo 11, obtenemos:

N =ro+ 108, + ra+ 10r;..mod (11),
de donde
N=(@o+ry+ -)+10(ry +r3+ ..) mod (11).
Si(ro+r,+ .)=(r; +ry+ ..) mod (11), sera, naturalmente,
N=(y+rs+ .)+10(r; +r3+ ..) mod (11)=0 mod (11).
Al contrario, si N=0 mod (11), teniendo en cuenta la con-
gruencia 10=—1 méd (11), obtenemos:

(ro+r,+ .)+10(r; +r3+ ..)=0 méd (11)

(r0+i‘2+ ...)—(J‘: +i"3+ ...)EO méd (.l.[].

Como vemos, en la escritura decimal de un niimero natural,
las cifras se encuentran en un orden completamente riguroso
como restos de la divisién por 10. Todo namero entero se escri-
be exactamente del mismo modo, pero antes de escribir un
niimero negativo se pone el signo menos.

Pasemos a los nimeros racionales, es decir, a las fracciones

N 3
delaformaR = 73 donde, para empezar, consideraremos que
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N y M son nameros naturales, y luego estudiaremos también
los nimeros racionales negativos. Nuestro fin inmediato es ob-
tener para este nimero una descomposicion de la forma (1) que
coincida con ella para M =1.

. - N ;
Vamos a considerar que la fracciéon R = 73 €s propia, €s

decir, N < M. En ¢l caso contrario podriamos separar la parte
entera, cuya representacion decimal ya se ha descrito, y después
analizar la fraccién propia.

Sea 10N —g M +a,, donde 0<a, <M. Entonces 0<
<4gq, <9, porque 10N < I10M y

R O iyt et S

M 10M oM M
Si a, =0, la representacion decimal de R tiene la forma:
R=10"1¢;. 2

Si a, #0, analogamente,
] -1 =1
—=10 +1071t 2
M 12 M’

donde otravez0 < ¢, <9y 0 < a, < M. Sia, = 0 la representa-
cién decimal de R tiene la forma:

R = 10 { lql + IO-ZQr
Si a; = 0,

a4y -1 —1 @
— =10 +107 % —=
M Q3 M:

donde 0< g, <9 y 0<a, <M y asi sucesivamente.
Pueden ocurrir dos casos: o bien en uno de los pasos el res-
to se anula y obtenemos una fraccion decimal finita

R= 0, G-1G-2-« Gy =4 107+ q_glO_z +ow
+q_ (107
o bien g, no se anula nunca. Pero como los restos de la division

por el numero M son unicamente M, los restos ay (y, por consi-
guiente, los cocientes g,) comienzan a repetirse, es decir, obte-
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nemos una [raccion decimal periodica infinita:
R=10"tq_ 1+ 107%g 3 + ..+ 1074g_, + ..

Estudiemos este caso mas detalladamente para establecer la
longitud del periodo. Supongamos que la tabla para el calculo
de los restos tiene la forma:

10“0 =M41 +als
102, = Mq; -+ ay,

104y - 3= Mgy_y -+ ay-y, @

10"1—1 =qu + au,

Aqui, para simplificar, la numeracion de las letras se ha elegido
de tal modo que la primera cifra del periodo (es decir, cierto co~
cienteg, obtenido en el proceso antes discrito) tenga el numero 1,
en la altima fila de la tabla, de nuevo, por segunda vez, aparece el
resto ag, con ¢l cual se inicio la enumeracion en (4). Recordare-
mos que los restos ag, 4, -, & — ; son todos distintos de cero, o
que, naturalmente, no puede decirse de las cifras g;. Esquemati-
camente, el trozo correspondiente a la fraccion decimal tiene la
forma:

0, q1q2--Gr— 1G5

Una vez que escribamos la cifra g, la siguiente cifra calculada
volvera a ser g, ; por consiguiente, el periodo de la fraccion em-
pieza con la cifra g y termina en g,. En total, el nimero de ci-
fras es k. Consideremos (4) respecto al modulo M:

10‘105“1'
10a, = a,,
(5)
10a,_ > = 3y,
loa.k_| = 00;

sustituyendo la a, de la segunda congruencia por la a, dela pri-
mera, la u, de la tercera por la @, de la segunda y asi sucesiva-
mente, obtenemos:

10fa, = a,
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Pueden ocurrir dos casos: (10, M)=1 y (10, M) # 1. En el
rimer caso, en la igualdad 10N = Mg+ q, donde 0<a< M,
0s nimeros a y M son primos entre si, porque cualquier divi-
sor comun de ellos, al ser primo con 10, debe dividir también
a N,y (N, M)=1 por la condicién. Por consiguiente, para (10,
M) = 1 todos los restos a; son primos con M y, en particular,
(aq, M) = 1. Esto significa que la clase a, mod (M) es invertible
Y, por esto

10 =1 méd (M).

El niimero k, para el cual 10* = 1 mdd (M), es el menor entre
los numeros naturales n para los que 10"= | méd (M). En efec-
to, si fuera 10"= | mod (M) para n < k, de las congruencias (5)
se deduciria que

a, = 10"a, = a, mod (M).

Pero a, y a, son restos de la division por M, por lo que la con-
gruencia a,= a, mod (M) significa la igualdad a,= a, y esto
contradice al hecho de que todos los restos a, ay, ..., a,_, son
distintos dos a dos (en esto se fundaron las igualdades (4)).
Estudiemos el caso (10, M) # 1. Sea M = 2"5°"M’, donde ya
N N .
(10, M’) = 1. Entonces R M TS multiplicamos el nu
merador y el denominador de la fraccion R por tales potencias
dedos y de cinco. que el denominador tome la forma 10'M’ (por
29 29 2°.5.29 145

- — = = \
140 22.5.7 10%-7 102.7”

N
R= IO"'-I—M-T, donde (M’, N')= 1y (M’, 10) = 1. Por lo demos-

trado, el periodo de la fraccion R' =

ejemplo, Obtenemos:

e

es igual a aquel nime-

ro natural minimo X para el cual 10* = 1 méd (M), Pero el pe-
riodo de la fraccion R = 10 ~'- R’ es el mismo, sélo que empieza
! signos mis a la derecha.

Hemos demostrado el siguiente teorema:

N
TECREMA 3. Seq R = M ¥y M =2"5M', donde (N, M)=1

y (10, M') = 1. En este caso el periodo de la fraccion es igual al
mimero natural minimo k para el cual

10f=1| méd (M).
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Antes de describir la reconstruccion de las cifras decimales
de las fracciones racionales, basada, como en el caso de los no-
meros naturales, en la descomposicion decimal

Rep 107V % 1ool0™"4 o (6)

donde 0 <r_, <9, indicaremos la siguiente circunstancia, en
virtud de la cual se introducira la uniformidad de la representa-
cion (6):

1074=9.10"*"1+9.107*" 24 .. +9:-107" 7"+ ..
(es decir, 0,0 .. 01=0,0..099 .. 9 .)

Demostracion. De acuerdo con la regla de sumacion de una
progresion geométrica infinitamente decreciente, tenemos

9.107* '+ 9107 2+ . =
=9.107" x
%x (10714 10724 ) =

10!

=9.10"°%. = 1074

10-?

Por esto es natural suponer que en todas partes, en vez del
“nueve periodq", ueda escribirse la unidad en el orden que
precede al periodo, es decir,

0, o"..l..}l...k 39 m=0, Feqel =g+ 0, 0. 0 1.
S, !

k
La reconstruccion de las cifras decimales de la fraccion
R puede definirse ahora asi.
Sea

R=r_ 107y 5 10724 o +r_ - 10754 L.

Entonces r.. ; es la parte entera del namero 10R, r_; es la parte
entera del nimero 10(10R —r_,) y asi sucesivamente. r_, es la
parte entera del nimero

I0R = 107 * Yy — ... — 10r _y41y.
Veamos ahora en unos ejemplos el resultado obtenido. Sea

R= % La longitud del periodo ! de esta fraccion en la repre-
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sentacion decimal es igual al menor de tales niimeros k, que
10* = 1 méd (3). Es evidente que I = 1. El periodo mismo es facil
de determinar: R =0, 666 ..

He aqui un ejemplo de fraccién con periodo mas largo en la

i
representacion decimal: R, = - Aqui la mejor forma de buscar

el nimero minimo I, para el cual 10' = 1 méd (7), es la siguiente.
Para facilitar Ias anotaciones vamos a omitir €l simbolo mod
(7). En el anillo Z, tenemos: 10 = 3. Por esto, 10" =3" y, por
consiguiente,

P =3,
32=72,
P=32=6,
3*=3.6=4,
35=3.4=5,
3¢=3.5=

Ast, pues, la longitud del periodo | es igual a 6.

EJERCICIOS

1. Hallar la longitud del periodo de la fraccién R = 2% enla representa-
cion decimal,
Respuesta. La longitud del periodo es igual a 22

2. Demostrar que existen fracciones decimales con puriodos de longitud
tan grande como se quiera.

INDICACION. Supongamos que N ¢s un nimero natural arbitrario. Escri-
bamos la fraccidn decimal R en varios pasos de acuerdo con la regla siguiente:
1*" paso, 0,10; 2° paso, 0,101100; 3 paso, 0.101100111000, ... ¥ asi sucesiva-
mente hasta que el nomero de cifras de la parte fraccionaria no supere N, Des-
pués de esto efiadimos a la fraccién obtenida su parte fraccionaria una vez,
otra, 3! asi_sucesivamente. La fraccion infinita obtenida serd. desde luego.
periodica. Queda por demostrar Gnicamente que su periodo es igual a la parte
que se afiade.

Resumiendo, puede decirse que todo nimero racional se
escribe en forma de fraccion, finita o infinita, pero necesaria-

mente decimal periédica (cuya parte entera puede ser igual a
0 o distinta de él). Sin duda, también es correcta la afirmacion
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reciproca: toda fraccion decimal finita o infinita, pero periodi-
¢4, es un namero racional. Para la fraccion finita esta afirma-
¢ion es simplemente evidente, y para la periodica se demuestra
asi. La fraccion periddica dada puede representarse en forma de
suma de una fraccion decimal finita y de una fraccion de la
forma:

p=0,0..0 gy..4.914n,

5
donde g,...g, €s el periodo. Como ya se dijo, el primer sumando
(es decir, la fraccion finita) es un nimero racional; en cuanto al
segundo, suponiendo que g,..4,= ¢, lo representaremos de la
forma:
p=q- 107" 441054 q. 10724 | =
=g-107510 " "+ 10724 10734 L)

De acuerdo con la regla de sumacion de una progresion geome-
trica infinitamente decreciente, tenemos

10~ 1
0°"+10" 2"+ .= = -
1=107"  10"—1

De este modo, p es un nimero racional y, por lo tanto, también
es racional la fraccion dada.

Finalmente, vamos a ocuparnos de los nimeros irraciona-
les, denominacion por la cual se suele entender las fracciones
decimales no peridédicas infinitas, La reconstruccion de las ci-
fras decimales de estos niimeros se hace en dos etapas: primero
se reconstruyen las cifras de la parte entera (segun la regla des-
crita para los nimeros enteros) y después las cifras de la parte
fraccionaria.

Asi, un numero real arbitrario R (que consideraremos no
lgegativo) se escribe, en el sistema decimal de numeracion, de la
orma

R= 10", + ..+ 10a;+ ag-+ 107 Ya_ + ... + 107 %a_, +
B (N

donde a,, ..., a5, ag, a- 1, -, A son cifras decirmales. Teniendo
en cuenta la observacion hecha en la pag. 67, la representacion
(7) del nimero R es unica. A (7) le llamaremos representacion
decimal (o descomposicion decimal) del nimero R.
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Suponiende que Py Q son nimeros reales escritos en la for-
ma (7) y, como de ordinario, P 2 Q, Q = 0. Describamos la des-
composicion (7) del nimero P + Q. Hablando en rigor, la des-
composicion del namero P+ Q puede obtenerse unicamente
“elevando gradualmente la exactitud con que se dan” los su-
mandos P y Q. Pero como nosotros no nos proponemos ahora
desarrollar Iz aritmética de los nimeros reales, sino que quere-
mos solamente ilustrar el comportamiento de las cifras al su-
marse, sera suficiente considerar que P y Q son fracciones deci-
males finitas:

P=10"p,+ ..+ 10p,+ .. + po+ 10" "p_, + .. +
+107"p_,.,
®)
Q= 10g+ .. + 100g,+ .. +qo+ 10" "g_ ¢+ .. +
+107"g _

(entre las cifras estdn p_,, y 4_,, aungue una no es igual a 0).

En la descomposicion (7) del niimero P+ Q para 10™% k >

> m, figuran cifras nulas. Para 10 ™" figura el resto de la divi-
sion por 10 del nimero p.., + ¢g_,; supongamos que p_,, +
+Gom=10a_,,+ b_,,, 0< b_,, <9. Entonces, para 107"*!
figura el resto de la divisién por 10 del nimero p_,,+ 1+ G— 1
sumado con el cociente a—,, y reducido otra vez respecto al mo-
dulo 10, y asi sucesivamente. Las cifras p, y g, resultan, de este
modo, subordinadas a la suma aritmeética de los restos respecto
al médule 10.

Pasemos a la representacion decimal del nimero P — Q, sin
tener en cuenta que Py Q estan dados en la forma (8), pero, en
cambio, suponiendo conocido €l proceso de adicion en el caso
general.

Sean 10"< 0 <10"*1yQ=10""! — Q. Por lo tanto, P —

— Q= —10""" + P+ Q'y la descomposicion decimal del ni-
mero P — Q es facil de obtener de la descomposiciéon decimal
del numero P + Q'. En efecto, supongamos que 4, ., es la cifra
del nimero P+ Q' que figura en la descomposicion (7) para
10"* 1, Si a,,, > 1, la respuesta es evidente. Si a,,, =0, hay
que analizar dos casos: 10"*! > P+ g’ y10**' <P+ Q. En
el primer caso el niimero P + Q' — 10" 7 ! es negativo y su escri-
tura decimal se obtiene basdndose en la representacion
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107t =0.10"+9.10" "'+ .. +9-104+9+4+9-10" '+
+9.107249.107 3+ ... 9)

El nimero P+ Q' puede restarse de esta representacion
simplemente de orden en orden y después, si es necesario, se
utiliza la observacion hecha en la pag. 67. En cuanto al caso
10°" ' <P+Q'y a,.; =0, sc analiza asi. Supongamos que
Gn4, ©8 la cifra disnnta de cero inmediata por la izquierda a
a, ., (esta cifra existe en virtud de la dmiguﬂgdad 0+t <pP+
+ (). Entonces, en vez de! sumando a,.- 10" "* puede escri-
birse una suma de dos sumandos: (@, +x — 1)10"**y 10"~ ¥ pe-
ro 10" ** se representa en una forma analoga a (9). Después de
esto la escritura decimal del nimero P + Q' — 10"™** se obtiene
de acuerdo con las reglas indicadas para la adicion.

En el ejemplo de estas dos operaciones aritméticas funda-
mentales con los nameros, vemos ya que las cifras decimales se
comportan como restos de la division por 10. La multiplicacién
y la division de los nimeros reales en la escritura decimal se de-
finen basandose en las operaciones de adicion y sustraccion,
por lo que las cifras vuelven a resultar subordinadas a Ia arit-
mética de los restos respecto al modulo 10,

§ 2. SISTEMA DE NUMERACION N-ARIO

Por el parrafo precedente podemos darnos cuenta de que el
niimero y el procedimiento segin el cual se escribe (formula
(7)), estan relacionados principalmente solo por la tradicion.
Nosotros empezamos por el afgoritmo de calculo de las cifras
decimales tomando un numero natural arbitrario N, y no por
como s¢ ha escrito este nimero.

Sustituyamos ahora el diez por otro niimero natural N fija-
do arbitrariamente y repitamos, por lo menos en los rasgos im-
portantes, la construccion del parrafo anterior.

En primer lugar hacen falta las cifras, o sea, todos los restos
posibles de la divisién por N, es decir, los nimeros 0, 1, ..., N —
— 1. A proposito, si N = 1 (porque éste también es un nimero
natural), 0 ser 1a tinica cifra; desde luego, si solo se dispone de
una cifra es imposible escribir el conjunto infinito de los nime-
ros. Por esto supondremos que N = 2.
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Sea 4 un numero natural arbitrario. EscribAmoslo por me-
dio de los restos de su division por N, es decir, mediante los nti-
meros O, 1, .., N— 1. Para esto dividiremos inexactamente
A por N:

A'—=Nq°+ o, 0-‘&3‘0<N.

Si go =0, la igualdad
A= To

serd la representacion N-aria buscada del nimero A, Pero si
go # 0, dividiremos inexactamente g, por N:

go=Ng; +r, 0<r, <N.
Entonces
A=Ng;+Nr;+r,
Si g, =0, la representacion N-aria buscada del namero 4 sera
A=rN+r,

Si, por el contrario g, # 0, el proceso debe continuarse. Como
G, €S menor que gy, Y 4o €s nenor que A, los cocientes g, ¢4, tc.
iran disminuyendo sin dejar de ser nimeros enteros no nega-
tivos; por consiguiente, en cierta etapa obtendreimnos un cocien-
te g; nulo y, al mismo tiempo, la representacion N-aria del ni-
mero natural A:

A=l‘th+?'k_th_|+ " +r1N+r0, (10)

donde ry, r. ..., ry_, 1, Son nlimeros enteros no negativos, no
superiores a N — 1: a estos nilmeros hemos convenido en lla-
marles cifras N-arias.

La representacion (10) del nimero natural 4 es (mica, es de-
cir, no depende del procedimiento descrito de calculo de las ci-
fras ro, ry, ., Pe—q, T Si fuera

’ - - F
A=ryN*+r._N"1'4 | +»N+r, (10)

' " [ ’
¥ Fier T — 15 - Py, Fo fUran nimeros enteros no negativos, no su-
perioresa N—1, Iy ¥ rp coincidirian como restos de la division
por N del nimero A4, r; yr,, como restos de dividir por N el nii-

mero y asi sucesivamente.
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EJERCICIOS

1, Escribir el nimero 4 =722 en ¢l sistema binario.

Las cifras del sistema binario son los nimeros 0 y 1. Tenemos que escri-
bir, por consiguiente, A = 722 por medio de los nimeros 0 y 1. Para que sea
mas facil calcular Jos restos ro, 7y, ..., y, vamos a llenar sucesivamente una ta-
bla de dos columnas: en la de la izquierda figuraran los cocientes gq. 4. .., Gy
y en la de la derecha, los restos ry, ry. .. 1y ASi,

722 |0

361
es decir, ro =0, el cociente g, es igual a 361. Segundo paso:

722 |0

61|t

180

o sea, ry =1y g, = 180. Tercer paso:
7220
361
180 |0
90
es decir, r;, =0, ¢, =90, Después:
72210
361 | 1
180 | 0
910
4511
0
!
1
0
1

—

(tn

Por lo tanto, en el sistema binario, ¢l numero 722 se escribe asi: «1011010010»
(la columna de la derecha de la tabla (1 1) debe hacerse girar 90° alrededor de
su base, en el sentido de las agnjas del reloj, con lo que se obtiene la respuesta).
Y he aqui la descomposicion (10) en este caso;
T2=0-22+1:2"+0:2240:22 4 1- 2 4+ 0-2* + [-2°+ 1-27 +0: 2% +
10292229427 £ 20 24 4 2,

2. Escribir el nimero A=722 en el sistema duodecimal (N = 12).
Las cifras seran los nGmeros 0, 1, 2, ..., L 1. El calculo de los restos ry, ry, ...,
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y de los cocientes gg, 4, ... también conviene representarlo en forma de tabla
{LL)

72212

6010 (11
5|5

0

Por consiguiente, en el sistema duodecimal, el ndmero 722 tiene la forma
“502", es decir,

722=2.12°+0-124+5.122 =5.12% 42,

3. Escribir ¢l nimero A =722 en el sistema de base 722 (N = 722).
La tabla (11), en este caso, es asi:

72210
)1
0

Por lo tanto, el niimero 722 en este sistema tiene la forma: “10", es decir,
722 =0:722% + (. 722. Para no confundir la notaciéon “10” con el niimero 10,
la escribiremos 1 0, indicando que | y 0 se consideran como restos respecto del
médulo 722,

Es curioso el hecho siguiente:

En el sistema N-ario, el nimero N se escribe como 10.

Esta claro que para escribir un niimero 4 en el sistema deci-
mal partiendo de su representacion en el sistema N-ario hay
que hacerlo sobre la base de la igualdad (10), es decir, realizan-
do una serie de multiplicaciones y adiciones, y no divisiones
inexactas. Esto puede explicarse por el hecho de que en cual-
quier caso operamos con nimeros escritos en el sistema deci-
mal tradicional, ya que no tenemos cifras especiales para nin-

gl otro sistema. Por ajemplo, el nimero binaricg! 1011010010
es, naturaimente, el habitual 2 +2* + 26 + 27 + 2 = 722, Pero
si quisiéramos obtener la notacién de este nimero en el sistema
decimal por medio del proceso de division inexacta, anterior-
mente descrito, tendriamos que dividir 1011010010 por el nt-
mero 10, que en el sistema binario tiene la forma 1010. Para que
quede claro damos la tabla correspondiente del célculo de-los’
restos de la division por T010.
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restos de la divisiién_ por T@:
1011010010 [1010
7010 ‘Iﬁiiﬁiﬁﬁiﬁ
1010
1010
010

Por consiguiente, el cociente es igual a 1001000, y el resto 10,
La siguiente etapa es:

1001000 |1010
1010 [111

1100
1010
10 . -
El cociente. en este caso, esigual a 111, y el resto, 10. Finalmen-

te, juntamos todo esto en la tabla tradicional de restos
y cocientes:

1011010010 {10

1001000 |10

IR
E—— 0
La notacion 111 10 10 significa, naturalmente, 722, s6lo que las
cifras, en este caso, estan escritas en el sistema binario (de esto
son prueba las rayitas diacriticas superpuestas).

Este ejemplo, que muestra el procedimiento de conversion
de un namero del sistema binario al sistema decimal, testimo-
nia que las operaciones aritméticas ordinarias con los niimeros
pueden efectuarse en el sisterna en el cual estan escritos, sin re-
currir al sistema decimal.

Generalicemos ahora nuestros_razonamientos.

Sean A=a,4,-..01dp ¥ B=bbn-y .. byb, dos ntimeros
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naturales escritos en el sistema N-ario (de modo que @, ..., g,

By «y Do, SON cifras N-arias). Para escribir la suma A+B, lo

mas conveniente es efectuar la adicion “en columna™:
Eﬁn' i“‘ai ao

+ (12)

B....H5,

Sumando a, -+ by obtenemos Ndq+ ¢y, donde 0 < co< N—1y
0 < dy < 1; por esto, debajo de a, y b en la notacion (12) debe-
r4 escribirse ¢, Después se suman a,, b, y dg, y se vuelve a re-
presentar la suma en la forma Nd,+c,; debajo de a, y b, en
(12} escribimos ¢,, y asi sucesivamente.

Ejemplo. Sean N=3, A=2111001 y B=2010212. Hallar |a suma de 4
y B

Pasemos a la resta. Aqui hay que determinar ante todo qué
numero es mayor: 4 o B, Si n > m, como se deduce de la repre-
sentacion (10), 4 > B: si. por ¢l contrario, n <m seri. como es
natural, 4 <B. Si n=m hay que comparar a, y b,. Si a@,>b,, se-
ri A>B, si a,<b,, sera A<B. Si a,=b, hay que comparar

85—y ¥_ba-y ¥y asi sucesivamente, Si se establece que a,=b,,
Ay 1 =bp—1. .., @, =Dy, Gy=Db, resulta que A=B. Por cjem-
plo, para N =2 el numero 101101001001 €s mayor que el mi-
mero 101101000111

Para calcular la diferencia 4 — B hay que resolver primero
cuél de las desigualdades tiene lugar: 4 > Bo A < B. Si es la se-
%unda, hay que buscar la diferencia B — A y después poner de-
ante de la respuesta el signo menos. Vamos a considerar que
A = B. El célculo de la diferencia A — B también es mas conve-
niente hacerlo “en columna”

Ay —ynG2d 1

Byn... b2b1bg

sobreentendiendo que cada una de las filas es la notacion



75

abreviada de la parte derecha de la formula (10). Si a, > b, de-
bajo de ag y by escribiremos la cifra N-aria co= ag— bg. Si
aq<bo y a; >0, “tomamos” de a; “una unidad” y suponemos
que ¢y = N -+ ay — by. Después de esto, desde luego, figuraré en
la tabla, en vez de ay, la cifra a, — 1. 8i a, =0y a,>0. hay que
;lomar la unidad” de a,, es decir, representar el nimero de la
orma:

A=..+(@,—)N*+N*+a,=

=.t(@a— )N *+N*~N+N+q,=

=..+(@a—)N*+(N—=1)N+N +a,
Entonces ¢y = N + ao — b, y ¢;—cifra que se encuentra debajo
de a, y b,—sera igual a N — 1 — b,. Si también a, =0, pero
a; <0, hay que repetir estos razonamientos, representando
A de la forma
A=..+a;N>+ay=..4+(as—)N*+ N>+ a,=
=+ = )N* 4+ N* ~N2 4N =N+ N+a,=
=+(a— )N+ (N=1)N*+(N=1)N+ N +a,,

si a3 =0 el lector se figurara ya, evidentemente, 1o que hay que
hacer.

’ (l;ljemplo. Sean N=8, A=724135 y B=2635410. Hallar A—B, Como
>0,

2635410

e TTRL

724135
171125

Respuesta: — 1711253

Hemos estudiado la adicion y la sustraccion de los nameros
naturales en el sistema N-ario, Como la multiplicacion y la
division inexacta se basan en la adicion y la sustraccion, tene-
mos todo lo necesario para efectuar estas operaciones en el sis-
tema N-ario.

Pasemos a las [racciones:

R=r_- 107 4r_,. 1072 4..

Su reconstruccion en signos decimales fue descrita en el pa-
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rrafo anterior. Nuestro fin inmediato es representar la fraccion
indicada R en [a forma

R=a_ N '+a_,N"2+.,

donde a.y, a-, ... son cifras N-arias, Evidentemente, g, es la
parte entera del niimero NR (esta claro que a_, <N, ya que
R < 1y, por lo tanto, NR < N; de aqui que a _, sea una cifra N-
aria). Analogamente, a, es la parte entera del nimero N (NR —
—a_,), es decir, N°R — Na_, y, en general, a_, es la parte en-
tera del nimero

N""R-—N""a_1 "“Nt—za..g —=Na_;i,.
Ejemplo. Escribir la fraccion R = 0,0875 en ¢l sistema de base nueve (N =

Los resultados del calculo también aqui conviene inscribirlos en una ta-
bla de dos columnas: a la izquierda se indicarén las fracciones y a la derecha,
las partes enteras de sus productos por el niimero N =9. Asi,

0875 0
7875
0875
7875

0875
Por cousiguiente, en el sistema de base nueve, la fraccion decimal finita R =
=0,0875 es una fraccion periddica infinita
0,0707
la longitud de cuyo periodo es igual a 2. ¢l nimero natural menor de aquellos
numeros n para los cuales 9" =1 mod (M), dende M —denominador de la

~1 © -3

fraccion R representada en forma racional (es decir, R =% y M = B0)—es
primo con el nimero 9.

_ La transformaci6n de una fraccién decimal finita en perio-
dica infinita de otro sistema de notacién merece especial aten-
cion. En primer lugar, advertimos que si ¢l nimero racional

R= L (A, B) = | es una fraccién decimal peridédica infinita, en

el sistema B-aro esta fraccion sera ya finita. De acuerdo con el
teorema 3 del § 1, la longitud del periodo de la fraccion R en el
sistema decimal hay que determinarla asi: se representa B en la
forma 2"+ 5°- B, donde (10, B) = 1, y después se halla un niime-
ro natural » tal, que para ¢l 10" = | méd (B'). Tiene lugar el si-
gulente teorema:
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TEOREMA 4. Supongamos que N = 2 es un niimero natural y
R= %, un niimero racional en notacion no reducible. Sea B=
= B'B" yna representacién tal del nimero B, que (B, N) = 1 y ca-
da divisor primo del factor B” divide a N. Entonces el periodo de
la fraccion N-aria que representa al nimero R es igual al menor
de los nimeros naturales n tales, que N"=1 mod (B).

Proponemos al lector que demuestre de por si este teorema,
basandose en la demostracion del teorema 3.

De este modo, un niimero racional, en cualquier sistema N-
ario, serd una fraccion periodica finita o infinita; un nimero irra-
cional, en cambio, en cualquier sistema, se representara como
una fraccion no peri¢dica, porque si fuera posible representar-
lo, aunque sélo fuera en un sistema, por una fraccion periddica,
las transformaciones analogas a las realizadas en la pag 70 nos
conducirian a la representacion de este namero en forma de re-
lacion entre dos nimeros enteros, cosa imposible a causa de la
irracionalidad.

La suma y la resta de las fracciones finitas N-arias conviene
hacerlas en “columnas” como las de los nimeros ente-
ros.

Examinemos ahora los caracteres de divisibilidad. El teore-
ma 1 de este capitulo contiene precisamente aquella informa-
cibn que eficazmente se puede extender al caso del sistema
N-ario:

TEOREMA 5. Ia diferencia entre un niimero natural A y la su-
ma de sus cifras N-arias es divisible por N— 1.

Para demostrarlo basta utilizar la representacion (10), de la
cual se deduce que

A"‘M=rk(N*"l)+ra.,l(N*_l""1}+ e +r1(N_1]a

donde M =ry+ .. +71y
Pero

N —{=(N=D(N*"'+N"24+ . +N+1),

de donde se deduce lo requerido.

He aqui por qué el namero A es divisible por un divisor
cualquiera del nimero N — 1 si, y solamente si, la suma de las
cifras N-arias del nimero A es maltiplo de este divisor. Por
ejemplo, disponiendo de la representacion octal de cualquier
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numero A, es facil conocer si éste es divisible por 7: hay que su-
mar las cifras y determinar si la suma es maltiplo de 7. Asi, el
nimero 76125, dado en el sistema octal, es, naturalmente, divi-
sible por 7 (porque la suma de sus cifras es igual a 21). En el sis-
tema decimal este nimero se escribe asi: 31829,

Cuando N =2, lo que acabamos de decir se convierte en
trivial, porque N — 1 = 1. Por esto, en el sentido del teorema 5,
el sistema binario no es conveniente: en este caso para compro-
bar una u otra divisibilidad, es mejor efectuar la correspondien-
te division inexacta o pasar a otro sistema, donde serd mas facil
obtener la respuesta.

§ 3. SISTEMAS N-ARIO Y NY“ARIO

Estos sistemas para N = 2 han adquirido gran importancia
virtud de su empleo en las calculadoras electronicas. Cada
numero binario se escribe por medio de dos cifras solamente:
0 y 1. Como un tubo electronico ordinario puede encontrarse
en uno de los dos estados: conectado o desconectado, si se con-
viene en considerar que el primer estado es la reproduccion
del cero, y el segundo, la reproduccion de la unidad, con un jue-
go de n tubos podra reproducirse cualquier nimero binario de
n cifras, En este principio se basa el funcionamiento de las com-
putadoras electrdnicas: el nimero se introduce en ellas segin el
sistema binario y después se somete a determinadas operacio-
nes aritmeéticas,

Al analizar los ejemplos de notacidén binaria de un nimero
en el parrafo anterior, el lector se habra dado cuenta probable-
mente de que incluso un nimero pequefio requiere para su re-
presentacion una cantidad bastante grande de signos binarios;
asi, €l nimero 722 en el sistema binario tiene diez cifras. Por es-
to es natural que los nimeros se representen segun el referido
sistema linicamente en el instante de introducirlos en la compu-
tadora, y hasta dicho momento se escriban en un sistema tal,
que, primero, para su representacion se necesiten menos signos
¥, segundo, su paso al sistema binario sea mas directo que, por
ejemplo, del sistema decimal.

Supongamos, por ejemplo, que A = 30213 es un namero en
el sistema cuaternario. ;Como escribirlo en el sistema binario?
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Utilicemos la representacion (10):
A=3.4%4+2:4*4+1.443=(2+1)-2%42.2%+
+1.224Q241)=

=22 4+28 425422 4+2+41,
Por consiguiente, 4 = 1100100111 es su notacion en el sistema
binario. En otras palabras, hemos escrito cada cifra cuaternaria
del nimero A con cifras binarias y hemos obtenido la respues-
ta. Esto puede comprobarse facilmente partiendo de la
respuesta.

Hagamos los razonamientos correspondientes en forma ge-
neral. Sea

A=05,2" 403,122+ . +a3- 2+ 0, 22 +ay 2+
+a‘ﬂ? (12)

donde, posiblemente, a,, = 0 (porque necesitamos que ¢l nime-
ro de cifras sea gar) Y @, Gy, «r G2n—1» G2y SON cifras binarias, es
decir, nimeros 0y 1. Bl nimero a, - 2 + a, no supera a 3, y, por
esto, sirve de cifra cuaternaria. Consideremos e! siguiente par
de sumandos: as- 2+ a,-2* = (a5 2 + a,) 2%, es decir, es una
cifra cuaternaria multiplicada por 4. La pareja siguiente serd una
cifra cuaternaria multiplicada por 2*=4 y asi sucesivamen-
te.

Utilizando una representacion analoga a la (12), es facil de-
ducir la siguiente regla,

Regla. Para pasar de la notacion N-aria de un numero natural
A a la notacion en el sistema N*-ario hay que dividir las cifras N-
arias del niimero A en grupos de k cifras de derecha a izquierda y,
una vez hecho esto, escribir cada uno de los grupos por medio cfe
una cifra N*-aria. la transformacion inversa se hace asi: cada ci-
fra N*-gria del nimero A hay que escribirla en el sistema N-ario
por medio de cifras N-arias, entonces se obtiene la representacion
N-aria de A.

Observacién. Todo niimero entero no negativo M < N* (es decir, toda ci-

fra N*-aria) se escribe con no mas de kN cifras N-arias, porque N* en el siste-
ma N-aro es 100..0, En este caso se supone que si para M hacen falta !<k

k ceros
cifras N-arias. delante de Ja notacion N-aria se escriben k—[ ceros. Es-
to esta en compleia conformidad con la representacion (10}
En vez de la demostracion, que s¢ hace facilmente después
de introducir las designaciones correspondientes, damos dos
ejemplos que ilustran esta regla.
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Sea A=975 un numero en el sistema de base 27. Represen-
tarlo en el sistema ternario. Tenemos que el 9 de base 27 es el
100 debase 3: el 7 de base 27 es el 021 de base 3, y el 5 de base 27
es el 012 de base 3. De este modo el niimero 975 de base 27 se
escribe en el sistema ternario asi: T00021012.

Sea A="78I0I3109 un nimero en el sistema de base 16.
Escribimoslo en el sistema de base 256. Tenemos que 109 en el
sistema de base 16 equivale a 160 en el sistema de base 256;
T0T5 de base 16 equivale a 175 de base 256, y 78 de base 16
equivale a 120 de base 256. Por consiguiente, el nimero 4, en el
sistema de base 256, se escribe asi: 120 175 169,
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Lecciones populares
de matemdticas

En esta pequeiia obra se tratan algunos problemas interesan-
tesde la teoria de los nimeros. Se da la demostracion del teorema
de la unicidad de la descomposiciéon en factores primos, se
estudian el algoritmo de Euclides, las ecuaciones diofdnticas, la
aritmética de los numeros complejos enteros y las clases
residuales, la representacién de los niimeros en los diversos

sistemas posicionales, etc.

Este libro estd dedicado a los alumnos de las escuelas
especiales fisico-matemadticas. Ser4 de utilidad a los profesores
de matemdticas de los centros de ensefianza media y a los

alumnos de los altimos grados
de dicha enseflanza
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