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PROLOGO

La Cinemética es parte de la Mecéanica Tedrica, en la cual se estudia el movimiento del punto

material y del cuerpo solido, independiente de la accion de las cargas, es decir, desde un punto de vista
puramente geométrico.

La Dinamica también es parte de la Mecéanica Teorica, en la cual se estudia el movimiento del
punto material y del cuerpo sdélido debido a la accion de las fuerzas y considerando la inercia de los
propios cuerpos materiales.

Por lo general, el dictado de los cursos de Dinadmica, se centran en la descripcion tedrica y en la
resolucion de un escaso numero de problemas, lo cual dificulta el proceso de aprendizaje, mas aun,
tratdndose de un curso eminentemente practico y con una diversidad de problemas.

El presente libro naci6, después de comprobar las grandes dificultades mostradas por los alumnos
de pregrado en sus practicas calificadas y examenes. Es por ello, que tomé el reto de escribir un libro,
gue haga mas didactico el proceso de estudio individual, resolviendo en forma seria y con el rigor
cientifico 61 problemas tipo, propiciando, de esta manera, una forma mas amena de convivencia con la
Dinamica y conducente a un mejor dominio de la materia.

En el presente libro, se tratan temas que en la mayoria de universidades se estudian, excepto su
aplicacion a la ingenieria estructural, que es muy importante en su formacién profesional.

Como base se tomé la experiencia adquirida en el dictado de los cursos de Dindmica en la
Universidad de San Martin de Porres y Universidad Privada Antenor Orrego.

En mi modesta opinidn, el presente libro es Gnico en su género, tanto en la forma de resolucién de
problemas; asi como en su contenido, que no es una repeticion de otros textos, editados anteriormente.

El presente libro consta de 3 capitulos y bibliografia.

En el primer capitulo se resuelven problemas de la cinematica del punto y del cuerpo sélido.

En el segundo capitulo se resuelven problemas de la dinAmica del punto y del cuerpo sélido.

En el tercer capitulo se resuelven problemas de la dinamica aplicada a la ingenieria estructural.

El primer y segundo capitulo han sido escritos en base a los apuntes de clase recibidos durante mi
formacién profesional en la Universidad Nacional de Ingenieria Civil y Arquitectura de Kiev, habiendo
sido mis Profesores el Ph.D. Mijail Grigorievich Gontar y la Ph.D. Natalia Mijailovna Zavrazhina, quienes
tuvieron la responsabilidad de prepararme para la Olimpiada de Mecéanica Teodrica en el afio 1988,
teniendo el gran honor de haberlo ganado y ser parte de la historia de mi Aima Mater.

El tercer capitulo ha sido escrito en su totalidad por mi persona, considerando de vital importancia
la conexion entre el curso tradicional de Dinamica con la Ingenieria Estructural.

El presente texto esta dirigido a estudiantes de Ingenieria Civil y docentes que imparten el curso
de Dinamica; asi como, a ingenieros civiles e investigadores en el area de estructuras.

Este libro se lo dedico a mis alumnos de Dindmica de la Universidad de San Martin de Porres y de
la Universidad Privada Antenor Orrego, quienes con sus consultas me motivaron a escribir el presente

libro, culminando con éxito este pequefio aporte para los amantes de la Ingenieria Estructural.

Ph.D. Genner Villarreal Castro
genner_vc@hotmail.com
Lima, Julio del 2017
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CAPITULO 1
CINEMATICA

1.1 CINEMATICA DEL PUNTO
PROBLEMA 1.1 Determinar la trayectoria, velocidad y aceleracion del punto medio M de la biela y
de la corredera B de un mecanismo de biela y manivela, si r=L =a, ¢ = ot, siendo ® = const,

I' - longitud de la manivela OA, L - longitud de la biela AB, tal como se muestra en la figura 1.1
Ay

A

Fig. 1.1
Solucién:

Planteamos las ecuaciones del movimiento del punto M

1
Xy = rCOS(p—I—ELCOS(p

1
Yu == Lsene
2
De donde, considerando que ' =L =a, ¢ = ot, obtenemos:

3
X =§ac05mt

1
Yy = Easenoat

Para determinar la ecuacién de la trayectoria del punto M, despejamos las ecuaciones de senmt y
cos wt, elevando al cuadrado y sumando, obteniéndose:

2 2

XX Y

3 G

La ecuacion de la trayectoria del punto M es una elipse, con radios 3a/2 y a/2

Ahora, determinamos las proyecciones de la velocidad del punto M en los ejes coordenados:

V, =Xy = —gaoosenoat

V, =Yu = %a(ocos ot



El médulo de la velocidad del punto M, lo determinamos por la siguiente formula:
. . am
Vy = V2 +V2 = /(% ) + (V) = ?\/1+83en2mt

La orientacion del vector velocidad lo determinamos por los cosenos directores:

. \V/ 3senmt
cos(V,,;OX) = %X =—
. Vi J1+8senwt

cos(V,,:0Y) = Vy _ cosot

Vu  +/1+8sen’mt

Posteriormente, determinamos la proyeccién del vector aceleracion del punto M en los ejes

coordenados:

. 3_
a, =X, =——an’ cosot
2

. 1,
8y =Yy =—a senot

El médulo y orientacion del vector aceleracion del punto M se calculan por las siguientes formulas:

a,, =+Ja +a% =X, } +([¥y ) =%aoazx/1+8cos2 ot

- a
cos(d,;;OX) = D S _M
am  ~1+8cos’ ot
ay senot

cos(@,;;0Y)=—"=—

apy vJ1+8cos? wt

Ahora, planteamos las ecuaciones de movimiento de la corredera B

Xg = 2ac0s mt

Yg =0
La proyeccién de la velocidad de la corredera B en los ejes coordenados es:

Vgy = Xz = —2amsenmt

VBY:szo

Vg =4 Vix + Vi, = 2agisenat]

Vex _ senot
V,  [senot]

cos(Vy;OX) =

El vector \7B siempre est4 orientado en el eje OX
La proyeccion de la aceleracion del punto B es:
gy = X5 =—2a0° COS ot

agy =¥5 =0

ag =+a5x +ap, =2a0°|cos o]



cos wt

cos(dgz;OX) = —m

La aceleracion también esté orientada en el eje OX

PROBLEMA 1.2 Estan dadas las ecuaciones de movimiento de un punto en el plano XOY, siendo
X=4-2t, y=2-3t% donde X e y estan dados en metros y t en segundos. Determinar la

ecuacion de la trayectoria del punto y para el momento t =1S calcular su velocidad, aceleracion
total, aceleracion tangencial, aceleracion normal y radio de curvatura.

Solucioén:

Para determinar la ecuacion de la trayectoria del punto, despejamos el valor de t

_4-X

)

Luego, lo reemplazamos en Y, obteniendo:

t

3 2 3 2
=2-2(@-x)?=2-2(x-4
y 4( ) 4( )

La ecuacion de la trayectoria es una parabola con extremo en el punto M, (4;2), intersecando al eje

OX en los puntos X, =2,37m; X, =5,63m; tal como se muestra en la figura 1.2

\l
o
X

Fig. 1.2

Cuando t=0, X=4m, y=2m, esto es, en el inicio la posicion del punto es M,. Si t=1s,

X =2m, y =-1m. En este momento, el punto se encuentra en M,
Determinamos la velocidad del punto:

Vy =X=-2

V, =y =-6t

En consecuencia:

V= V2 + V2 = /44362 = 24/1+09t2




Por cuanto, V, y V, son negativos, entonces la trayectoria del punto es la parte izquierda de la
parabola y el punto, todo el tiempo se mueve en una sola direccion.
Sit=1s; V, =-2m/s; V, =-6m/s y V, =210 =6,324m/s

cos(V,;0X) = 1 -0,316

cos(V,;0Y) = ——— = 0,948

5l &

Ahora, determinamos la aceleracion del punto:
ay, =X=0
ay=y=-6

En consecuencia:
a, = ay +al =6m/s?
- 0
cos(d,;OX) = i 0

~ 6
cos(@,;0Y)=——=-1
6
De esta manera, se deduce que el vector aceleracién del punto M todo el tiempo esté orientado por
la vertical hacia abajo.

La aceleracién tangencial lo determinamos por la férmula:
V,a, +V,.a -2.0-6.(-6
8, == (0) _ 5 60om/s?
Vv 6,324

Determinamos la aceleracién normal del punto:

a,, =fa’ —a’ =.[6% - (-5,692)% =1897m/s’

El radio de curvatura de la trayectoria en el punto M, sera:

V2 6324

=21,082m
a 1897

n

PROBLEMA 1.3 Estan dadas las ecuaciones de movimiento de un punto en el plano XOY, siendo
T T
X =4—4sengt, y=14—1600526t, donde X e Y estan dados en metros y t en segundos.

Determinar la ecuacién de la trayectoria del punto y para el momento t =1S calcular su velocidad,
aceleracion total, aceleracion tangencial, aceleracion normal y radio de curvatura.
Solucién:

De las ecuaciones de movimiento del punto, despejamos las funciones:

C052 E = 14__y
16



2
T 4—X
sen® —t= (4=x)
6 16
Sumamos ambas funciones y obtenemos la ecuacion de la trayectoria.

y=-2+(x—-4)*
De esta manera, la ecuacion de la trayectoria es una parabola con extremo en el punto M, (4,-2),

intersecando al eje OX en los puntos X; =2,6m; X, =5,4m; tal como se muestra en la figura 1.3

1 1 1 1 1 1 1 1 >
91011121314151617 ¥

Fig. 1.3

El eje OY se interseca con la parte izquierda de la trayectoria en el punto M, (0;14) . Cuando t =0,
X =4m, y=-2m, esto es, en un inicio el punto se encuentra en la parte mas baja de la parabola,
mostrado como M. Si t=1s, X; =2m, y, =2m

De las ecuaciones de movimiento del punto, se desprende que X,, =0, X, =8m,
Ymin =—2M, Y =14m

De esta manera, la trayectoria del punto es la parabola M,M M,

Determinamos las proyecciones del vector velocidad en los ejes coordenados:

dx 21 T
X =— =——C0Ss—t
dt 3
v _d_y =8_nsenEt
dt 3 3

Cuando t=0, V, =-2,094m/s, V,, =0, V,=2,094m/s. Como V,, =0y V, #0,
cuando t =0 el vector velocidad \70 tiene una orientacion horizontal opuesta a la direccion del eje

OX, es decir a la izquierda, debido a que V,, <0

Si t =1sS se tendra:



V,, =——— =-1814m/s

e

V,, =2 _7255m/s

3

V, = V2 + V7 =/(-1814)% +(7,255)2 = 7,478m/s
El punto en un inicio se mueve de M, a M,, luego en forma inversa a M, y asf sucesivamente.

Los cosenos directores del vector velocidad \71 son:
\/ - VlX
cos(V,;OX) = —= =-0,242
Vl
N/ - VlY
cos(V,;0Y) = v =0,970

1

Determinamos las proyecciones del vector aceleracién en los ejes coordenados:

a —ﬂ—n—zsenﬁt

* dt? 9 6
d’x 8r’ T

ay =——5 =——C0S—t
dt 9 3

8n?
Cuando t=0, a,, =0, a,, =— =8,773m/s?, a, =8,773m/s’
9
En un inicio la aceleracion esta orientada verticalmente hacia arriba.

Si t =1s, se tendra:

2

T
a, =— =0,548m/s’
18

2
- 4;‘ — 4,386m/s>

a, = /a3 +a2, =/0,548% +4,386% = 4,420m/s’

Los cosenos directores del vector aceleracion &, :

cos(d,; 0X) = 2ux - 0948 _ 5194
a, 4420

cos(3,;0Y) = 21 = 4380 _ 99
a, 4420

Determinamos la aceleracion tangencial, proyectando &, por la tangente:

_Vya,+Vya, —1814.0548+7,255.4,386

a,, =4,122m/s?
Vv 7,478




Como a,.>0, la orientacién del vector aceleracién tangencial &, concuerda con la direccion del

vector velocidad \7l

Ahora, determinamos la aceleracién normal:

a,, =8 —al, =/4,4207 ~ 4122 ~1595m/s’
El radio de curvatura de la trayectoria para t =1s es:

B v_f 7,478°

= = 35,060m
a, 1595

n

PROBLEMA 1.4 Estan dadas las ecuaciones de movimiento de un punto en el plano XOY, siendo
T I .
X = —2COSEt, y= ZSenZt —2, donde X e Yy estan dados en metros y t en segundos.

Determinar la ecuacion de la trayectoria del punto y para el momento t =1S calcular su velocidad,
aceleracion total, aceleracion tangencial, aceleracion normal y radio de curvatura.
Solucién:

Efectuamos las siguientes transformaciones:

y—+2=senﬁt, X cosZt, 1-cos Xt =2sen? Tt

2 4 2 2 4
De donde:

2

_§=1_25en22t = _izl_M

2 4 2 2
Obteniendo:

X =-2+(y+2)?

La ecuacion de la trayectoria es una parabola con extremo en el punto M, (—2;-2), siendo el eje de

simetria paralelo al eje OX, tal como se muestra en la figura 1.4

La parabola interseca al eje OY en los puntos (0;—0,6) y (0;—3,4) y al eje OX en el punto (2;0).
Cuando t=0, X=-2m, y=-2m, esto es, en el momento inicial el punto se encuentra en la
posicion M. Si t =1s, X =0, y =-0,585m, siendo el punto M, mostrado en la figura 1.4

10



De las ecuaciones de movimiento del punto, se desprende que X, =-2M, X, =2M,

ymin :_4m’ yméx =0
De esta manera, la trayectoria del punto es la parabola M,M M,

Determinamos las proyecciones del vector velocidad en los ejes coordenados:

X
Vy :d—:nsenEt

dt
V, =d—y=EcosEt
d 2 4

Sit=0, V,, =0, V,y =g:1,571m/s, V, =1571m/s

En consecuencia, en un inicio el vector velocidad esta orientado verticalmente hacia arriba.

Cuando t =1S se tendré:

V,x =1 =3141m/s

V,, = w2 _ 1111m/s
4

V, = V2 + V7 =4/3141% +11112 =3331m/s

Los cosenos directores del vector velocidad V, son:

cos(V,;0X) = Vix
Vl
N/ - VlY
cos(V,;0Y) = iV =0,333

1

Determinamos las proyecciones del vector aceleracion del punto en los ejes coordenados:
d’x n* _ w
ay =—— =—Cos—t
dt 2 2
d? n om
ay = GY_ T sent
8 4

Sit=0, a :%:4,935m/52, a,, =0, a, =4,935m/s?

De esta manera, €l vector @, esta orientado en la horizontal en la direccién positiva del eje OX.
Cuando t =1s se tendréa:
a; =0

2
a,, =—— V2 _ ~0,872m/s?
16

a, = a’ +a’, =0,.872m/s?

11



Como a,, =0 y a,, <0, el vector aceleracién &, esta orientado verticalmente hacia abajo, tal
como se muestra en la figura 1.4
Determinamos la aceleracion tangencial, proyectando &, por la tangente:

. Viay +Vya, 3141.0+1111.(-0872)
o V 3,331

—0,291m/s?

Como a, <0, la orientacién del vector &, esta orientado en el sentido opuesto del vector velocidad

\71, tal como se muestra en la figura 1.4

Ahora, determinamos la aceleracién normal:

a, =+a’—aZ =,/0872% —(-0,201)% = 0,822m /s

El radio de curvatura de la trayectoria para t =1s es:

_ v_f 3331°

= =13,498m
a,, 0822

PROBLEMA 1.5 Estan dadas las ecuaciones de movimiento de un punto en el plano XOY, siendo
a _ . ., . L
x=akt, y= —(ekt +e kt). Determinar la ecuacién de la trayectoria del punto, la ley de movimiento

de su trayectoria, su velocidad, aceleracion total, aceleracion tangencial, aceleracion normal y radio
de curvatura.
Solucioén:

Despejamos t de la primera ecuacion t =X/ak y lo reemplazamos en la segunda ecuacion,

obteniendo:

Esta ecuacion es de una catenaria, cuyo grafico se muestra en lafigura 1.5.Si t=0, x=0, y=a,

esto es, en el momento inicial el punto se encuentra en la posicion M,. Conforme transcurre el

tiempo, las coordenadas del punto seran positivas y la funcién creciente, por ello, la trayectoria del

punto es la parte derecha de la catenaria y el punto todo el tiempo se mueve en una sola direccion.

AY

/
a{[Mo

Fig. 1.5

12



Determinamos la velocidad del punto:
V, =x=ak

V, =y= %ak(ekt —e"“)

V=yVZ+V] = \/(ak)z +%a2k2(ekt —e ) :%ak(e"t +e™)

Considerando que S, =0, determinamos la ley de movimiento del punto por su trayectoria.

Sz.:[ X% +y2dt =%ak_(|j(e‘“ +e it =%a(e"t —e ™)

La funcion S=S(t) es una funcion creciente. En consecuencia, el punto M se va a mover todo el
tiempo por la direccion positiva, alejandose de su posicion inicial.

Determinamos la aceleracion del punto:

d®x
g
2
ay = —(;tzl = Zak? (X +e )

Calculamos la aceleracion tangencial:
dv 1 _
a=-v =_ak2(ekt _e kt)
d 2

Ahora, determinamos la aceleracién normal:

a, =,a’—a’ =ak?

Esto implica, que en el movimiento del punto, su aceleracién normal no varia.

Ahora, determinamos el radio de curvatura de la trayectoria:

V2 oaik(eM e A ay
PTa T s _Z(et+e )

n

Pero, como:

Se tendréa:

13



PROBLEMA 1.6 Un automdvil se desplaza por un puente convexo con una velocidad constante
V =20m/s. El centro de gravedad del automévil describe una parabola y = —0,005x?, donde X
e Y estadn dados en metros. Determinar el médulo de la aceleracion del centro de gravedad del

automovil en la parte mas alta del puente, es decir, en el punto M mostrado en la figura 1.6

oe®
Fig. 1.6
Solucioén:
Como es conocida la trayectoria del centro de gravedad del automévil, determinamos su aceleracion

proyectandolo en los ejes naturales, con la condicién que la velocidad es constante e igual a
V=20m/s,esporelloque a, =0ya=a,

VZ
n T

p

Como es conocida la trayectoria del centro de gravedad del automovil, determinamos su radio de

a=a

curvatura, utilizando para el radio de curvatura en el punto M, una férmula muy conocida del curso
de analisis matematico.

2 B/2
+
 bet)
4
Donde:
y' = d—y =-0,01x
dx
. d’y
= =-0,01
Y T
En consecuencia, se tendré:
_ (1+0,0001x% )"
0,01
Reemplazamos valores, considerando que en la parte mas alta X = 0, obteniendo:
p =100m
2
a=2 _am/s?
100

14



1.2 MOVIMIENTOS DE TRASLACION Y ROTACION DEL CUERPO SOLIDO
PROBLEMA 1.7 El disco de una turbina una vez encendida gira de acuerdo a la ley ¢ = ntd.

Determinar la velocidad y aceleracion angular después de 3s de encendida la turbina, asi como la

velocidad y aceleracion de los puntos del disco ubicados en el contorno exterior, si el radio del disco
es r=05m
Solucién:

Determinamos la ley de variacién de la velocidad angular:

O= d_(p = 3m.t?
dt

Sit=3s, o=27nrad/s
Ahora, determinamos la ley de variacion de la aceleracion angular del disco:
d? do
-0 _do_g.
dt dt

Sit=3s, a=18nrad/s’
La velocidad de los puntos en el contorno exterior del disco es:
V =wr=27105=4241m/s
La aceleracién tangencial de los puntos en el contorno exterior del disco en dicho momento es:
a, =o.r=18r.0,5=28,27m/s’
La aceleracion normal sera:
a, =m’.r=(271)%.0,5=3597,47Tm/s?

La aceleracién total se calculara por la formula:
a=4/(a,) +(a,)* =3597,58m/s

Determinamos la orientacion de la aceleracion:

tgoo = 22 = % = 38T _ 4 00786rad
a o  (277)

n

De donde:
o =0,45°
La orientacién de la velocidad, aceleracion normal, aceleracién tangencial y aceleracion total son las

mostradas en la figura 1.7




PROBLEMA 1.8 Un arbol de radio R = 0,Im se somete a un movimiento rotacional por una pesa P,

unido al mismo por un cable. El movimiento de la pesa se expresa a través de la ecuacion X = t?,
donde “x” es la distancia en metros mostrada en la figura 1.8 y “t” es el tiempo en segundos.
Determinar la velocidad angular ® y la aceleracion angular o, del arbol, asi como la velocidad y

aceleracion total de los puntos en la superficie del arbol en el momento “t”

Fig. 1.8

Solucioén:
Conociendo la ley de movimiento de la pesa P, determinamos la ley de movimiento rotacional del
arbol:

=10t?

_x_t
?"R 701
Determinamos la velocidad angular del arbol:
m=d—(P =20t rad/s
dt

Ahora, determinamos la aceleracién angular del arbol:

a:d_co: 20rad /s?
dt

La velocidad de los puntos en el contorno del arbol es:

V=d—x=2tm/s
dt

La aceleracion total de los puntos del contorno del arbol lo determinamos por la formula:

a=Rya?+" =01,/20° +(20t)* = 24/1+400t* m/s?

16



PROBLEMA 1.9 Durante el encendido, la aceleracion angular del rotor de un motor se incrementa
en forma proporcional al tiempo y su velocidad angular dentro de 4s es igual a 24w rad/s.
Determinar el nimero de vueltas que realizé el rotor en los 4s, asi como la velocidad y aceleracion
de los puntos ubicados en el contorno del rotor, si su radio es I =0,25m
Solucién:
La aceleracion angular del rotor varia de acuerdo a la ley:

o ==kt
Donde:

K - coeficiente de proporcionalidad

_ do _ _ .
Considerando que o = H , reemplazamos en la ecuacién anterior, obteniendo:

do = ktdt

Integramos esta ecuacion y obtenemos:
kt’
o=—+C,
2

Si t=0, =0, por cuanto el rotor se encuentra sin movimiento y, en consecuencia, C, =0,
guedando la velocidad angular de la siguiente forma:
_ kt?

2

Determinamos el valor del coeficiente de proporcionalidad, a partir de la condicién del problema, que

Q)

cuando t = 4s la velocidad angular es 247 rad/s.

k.4?

247 = = k=3n

De esta forma, las formulas para la aceleracion y velocidad angular son:

o =3t
®=15m.t?
Cuando t =4S obtendremos:

o =127 rad /s?

w=24rrad/s
. o, . . do .
Conociendo la ley de variacion de la velocidad angular y considerando que ® = E determinamos

la ley de variacion del angulo de giro del rotor.

d_(p =15m.t?
dt

o= @ﬁ +C, =05mt’+C,

Sit=0, =0y, en consecuencia, C, =0

17



Es por ello, que:
¢=0,5nt’
Cuando t =4s, el angulo de giro del rotor sera:
¢ =0,5m.4° =32x rad
En consecuencia, en los 4s el rotor realizo:

32n
N = —— =16vueltas
27
A continuacion, determinamos la velocidad y aceleracion de los puntos ubicados en el contorno del
rotor (figura 1.9)

V = or =241.0,25=6m=18,85m/s

a=r/o?+o' =025/12n) + (24n)* =1421,25m/s>

Fig. 1.9

PROBLEMA 1.10 Un éarbol empieza a girar con una velocidad angular ®, =2n rad/s y en 10s
realiza 30 vueltas. Determinar la aceleracién de los puntos ubicados en el contorno del arbol, en el
momento cuando la velocidad de los puntos de contorno del arbol es 2t m/s y su radio es
r=0,5m
Solucioén:
Para determinar la aceleracion angular del arbol, utilizamos las férmulas:

0=00,+ot

2

P=0, +0,t+
Si t =10s el angulo de giro es:
¢ =30.2t = 607 rad

Considerando que ¢, =0, se tendra:

60rt = 27t.10 + 500

o _40m _ 0,8t rad/s?
50
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A través de la férmula V = w.r determinamos la velocidad angular:
V 2n
wo=—=—=4n rad/s
r 05

De esta manera, la aceleracién de los puntos del contorno del arbol es:

a=rJo’ + o' =05(08m)2 +(4m)* =7897m/s>

PROBLEMA 1.11 Desde el momento de apagada la turbina de un avion, que gira con una velocidad

angular correspondiente a N =1200rev/ min, realiza 80 vueltas hasta detenerse. Determinar el
tiempo que transcurrio desde el momento de ser apagado el motor hasta su detencién final de
movimiento y su aceleracién angular.
Solucioén:
De acuerdo a la condicién del problema, en un inicio:
m.n 1200w
(’00 = —=
30 30

=40r rad/s

Para determinar el tiempo transcurrido hasta su detencién, consideramos que ¢, =0

0=00,+ot

ot? ot?

=@, +o,.t+ =w,.t+
OP=0Q, 0 5 0 5

Como en el momento de su detencion @ = 0, de la ecuacion de la velocidad angular obtenemos:

)
o=———"
t

Reemplazamos el valor obtenido en la ecuacion del angulo de giro, considerando que

¢ =21.80 =1607 rad y obtenemos:

0,t o,t
—o.t——2" =0
¢ 0 2 2
De donde:
(o 2_(p _ 2.1607 _8s
®, 407
Calculamos la aceleracion angular:
=P M0m_ o rad/s®
t 8

PROBLEMA 1.12 El punto A de una polea se encuentra en su contorno, tal como se muestra en la

figura 1.10 y tiene una velocidad V, =0,5m/s. El punto B, que se encuentra en el mismo radio que

el punto A se mueve con una velocidad V; =0,1m/s vy la distancia AB = 0,2m. Determinar la

velocidad angular, el radio de la polea y la aceleracion del punto A
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Solucién:

Como los puntos A y B se encuentran en un mismo radio, sus velocidades son perpendiculares al

mismo y proporcionales a la distancia que los separa con el eje de giro.

Va_ R

V., R-AB
De donde:

R= Va-AB = 0.5.0,2 =0,25m
V,-V, 05-01
La velocidad angular de la polea sera:
Vv
_Va 05 _ 2rad/s
R 0,25

Como la velocidad angular de la polea es constante, la aceleracion del punto A sera igual a su

aceleracion normal.

a, =a) =R.®w” =0,25.2* =1m/s?

PROBLEMA 1.13 Un torno B se une con una polea A por medio de una faja, tal como se muestra en

la figura 1.11. Los radios del torno y la polea son r, =0,75m y r, =0,3m respectivamente.

Después de encendido el torno, su aceleracion angular es 0,47 rad /s?. Despreciando la friccion de

la faja con el torno y la polea, determinar el tiempo que debe de transcurrir para que el torno realice

300rev/ min

Fig. 1.11

Solucién:

El nimero de revoluciones que realiza el torno lo determinamos por la relacién:

ny
nl
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De donde:

L= N2 T _ 39003 _ 150rew/min
r 0,75
La velocidad angular del torno es:
o, = mn, _120m 47 rad/s
30 30

El torno gira uniformemente acelerado y su velocidad angular inicial es cero, obteniéndose:
o, =a,.t
De donde:

P S L BT
o, 04n

PROBLEMA 1.14 El disco propulsor | realiza n, = 600rev/min, desplazandose de tal manera

gue la distancia del plano del disco hasta el eje de giro del disco conducido Il varia por la ley

X =10—-0,5t . Determinar la velocidad y aceleracion angular del disco Il , asi como la velocidad y

aceleracion del punto B en el momento cuando X =, considerando que R =15cm y r =5cm

X

|
| V| i
| I ]
| N Y
| [

B i
! |
|
|
|
|
|
|
|
|

Rl

LN
Fig. 1.12

Solucién:
En un inicio, determinamos la velocidad angular del disco propulsor | :

o, = mn, _600m 207 rad /s
30 30

Considerando que no existe deslizamiento entre las poleas para la transmision del movimiento

rotatorio del disco | al disco Il, calculamos la velocidad angular ®, del disco conducido a partir de
la siguiente relacion:

w, T

®, X
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De donde:

r r
W, =—0, =0,.—————
2 x ' t10-0p5t

Reemplazamos los valores de ®, y I' en la ecuacion anterior, obteniendo:

205  100m
0, = = rad/s
10-0,5t
La aceleracion angular del disco |l , lo obtenemos a través de la derivada de la velocidad angular

respecto al tiempo.

do 507 507 )
o, =—= ; =—, rad/s
dt  (10-05t)2 X

En el momento, cuando X =T, se obtendra:

®, = 100m _ 1007 _ 20m rad /s
r 5

a, :5()_271:50_271:27[ rad /s’
r 5

Determinamos, la velocidad del punto B:
Vi = ®,.R =20m.15=300r cm/s

Ahora, calculamos la aceleracion del punto B:

a5 =Ry + 0! =15\/(2m)% + (20m)* = 30my/1+40000m%cm /s>

PROBLEMA 1.15 Un mecanismo estd compuesto de tres ruedas escalonadas 2, 3 y 4, unidas entre
si 0 conectadas por una faja de transmisién y por una regla dentada 1, y el peso 5, el cual esta unido

a la rueda 4 en el punto D, tal como se muestra en la figura 1.13. Los radios de las ruedas son:

r,=002m; R, =0,04m; r, =0,06m; R, =0,08m; r, =012m; R, =0,16m. Determinar la

velocidad y aceleracion del punto A y del peso 5, cuando t = 2s, si la ley de movimiento de la regla

dentada es s = (2t* —5t).10°m

%

1

Fig. 1.13
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Solucién:

Conociendo la ley de movimiento de la regla 1, determinamos su velocidad:

V, = % = (4t-5).10°m/s

De esta manera, la velocidad angular de la rueda 2 sera:

2
VB80T G504t 5) radys

2o, 2.107°
A partir de la siguiente relacion, calculamos la velocidad angular de la rueda 3
o, R,
®, R,

De donde:

_®,R, _05(4t-5).0,04

o, =0,25(4t—5) rad/s
R, 0,08

La aceleracion angular de la rueda 3 es:

o, = ddQ;S =1rad /s’

Ahora, calculamos la velocidad angular de la rueda 4:

@4 _Ts

®; T,

_ o,f; _ 0,25(4t-5).0,06
Yo, 012

=0,125(4t-5) rad/s

De esta manera, la aceleracion angular de la rueda 4 sera:

= do, =0,5rad/s®
dt

Oy

Si t = 2s, la velocidad angular de la rueda 4 es:
o, =0125(4.2-5) =0,375rad /s
Ahora, calculamos la velocidad del punto A:
V, =ro, =012.0,375=0,045m/s
Las aceleraciones normal y tangencial del punto A, lo determinamos por las siguientes relaciones:
ap = r4cof1 =0,12.0,375° =0,017m/s?
a; =r,a, =012.0,5=0,06m/s’

La aceleracion total del punto A seréa:

a, =@} ) + () =0017 +0,06% =0,062m/s>

Como la velocidad del peso 5 sera igual a la velocidad del punto D de la rueda 4, se tendréa:

V, =V, =R,», =016.0,375=0,06m/s
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1.3

La aceleracion del peso 5 es igual a la aceleraciéon tangencial del punto D de la rueda 4

a, =a;, =R,a, =0,16.0,5=0,08m/s?

MOVIMIENTO PLANOPARALELO DEL CUERPO SOLIDO
PROBLEMA 1.16 Determinar las velocidades en los puntos M;,M,,M,, M, de la rueda mostrada
en la figura 1.14, la cual realiza un movimiento por la superficie horizontal sin existir friccion.

Considere que la velocidad en el centro de la rueda es V,,

P
Fig. 1.14

Solucién:

Como el punto P es el de contacto entre la rueda y la superficie, entonces dicho punto se denomina

centro instantaneo de velocidades, siendo V, = 0. En consecuencia:

V, LPM,; V, LPM,; V, LPM,; V, LPM,
Vo _ Vo
PM, PO
De donde:
V, = PP'\g“ v, = 2R ;OSO‘VO — 2V, cosa

Analogamente, determinamos las velocidades de los puntos M;,M,, M,

_R2
R

V, =V, V, =V,42

V, = %Rvo =2V,

Como se puede apreciar, la mayor velocidad se obtiene en el punto M,

PROBLEMA 1.17 Una barra AB se apoya sobre un muro en el punto C y sobre una superficie

horizontal en el punto A, tal como se muestra en la figura 1.15. El extremo inferior A se desplaza por

el eje horizontal OX con una velocidad V, =4m/s. Determinar la velocidad del punto C de la barra
en el momento cuando el angulo @ = 30°. Considere AC =2m
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v.<

X

Fig. 1.15
Solucion:
La velocidad del punto C esta orientada a lo largo de la barra y la velocidad en el punto A por el gje
OX, tal como se muestra en la figura 1.15
Para determinar el médulo de la velocidad del punto C, utilizamos el teorema acerca de las
proyecciones de las velocidades de dos puntos, por cuanto, el &ngulo ¢ es conocido.

De esta manera, obtenemos:
V. =V, cose=4c0s30° =3,464m/s

La velocidad del punto C también se puede calcular, utilizando el centro instantadneo de velocidades,

es decir:
Ve _Va
CP AP
0
v, =Py, 400830 4 3 aeamis
AP 4

PROBLEMA 1.18 La barra AB de longitud 0,6m gira alrededor del apoyo A y se mueve como
consecuencia de la manivela OE de longitud 0,1m; la cual realiza n =100rev/min unidos al
sistema de palancas BC y CD, cada uno de longitud 0,4m. Determinar la velocidad angular de la

barra AB en la posicién del mecanismo mostrado en la figura 1.16, considerando OK =0,8m




Solucion:
A través de la velocidad del punto B, determinamos la velocidad angular de la barra AB
VB
RN
Para determinar la velocidad \78, previamente calculamos la velocidad del punto E, el cual

pertenece a la manivela OE y realiza un movimiento rotacional alrededor del punto O. Es por ello,

gue se cumple:

V. L OE
V. —OEw. . — OE.nn _ 0,1.7.100 —1047m/s
E OE 30 O

La velocidad del punto C es perpendicular a la barra CD, siendo D apoyo fijo.
Conociendo las orientaciones de las velocidades de los puntos C y E, determinamos la ubicacion del
centro instantaneo de velocidades de la barra CE, siendo el punto P. De esta manera, la velocidad
del punto C lo determinamos por la siguiente relacion:

VC _ VE

PC PE
De donde:

PC
V. =—V
c = ppVE

Las distancias PC y PE lo determinamos del triAngulo OPC
OC =0OK +CDsen30° =0,8+0,4.0,5=1,00m

C= oc = 2,00m
sen30°

PE = OP—-OE =PCco0s30° —OE = 2¢c0s30° —0,1=1,632m

En consecuencia:
V. = &.1,047 =1,283m/s
1,632
La velocidad del punto B lo determinamos por el teorema de proyecciones de velocidades:
V; =V, c0s30° =1,283c0s30° =1111m/s
Finalmente, determinamos la velocidad angular de la barra AB
Ve 1111

=—="-"=1851rad/s
P8 = ABT 06

PROBLEMA 1.19 La manivela OA gira alrededor del eje O con una velocidad angular ® y genera el
movimiento del engranaje |, el cual se mueve por medio del engranaje fijo Il . Los radios de los

engranajes son iguales a "'I'"". Con el engranaje | esta unida la biela BD de longitud L, la cual a su
vez se une con el balancin DC. Determinar la velocidad angular de la biela BD y del balancin DC en

la posicion del mecanismo mostrado en la figura 1.17
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Fig. 1.17

Solucioén:

Para determinar la velocidad angular de la biela BD y el balancin DC, es necesario, conocer las
velocidades de los puntos B y D y la ubicacion del centro instantaneo de velocidades de ambos
mecanismos.

En un inicio, determinamos la velocidad del punto A, siendo perpendicular a la manivela OA y por
modulo es:

V, =2ro
El centro instantaneo de velocidades del engranaje | se encuentra en el punto P, que es el de

contacto entre los engranajes | y 11, debido a que el engranaje |l es fijo.
De esta manera, la velocidad del punto B es perpendicular al tramo BP y por médulo es:

Vg, = Va 221w
cos 45°

Trazando perpendiculares a las orientaciones de las velocidades en los puntos B y D, obtenemos el

centro instantaneo de velocidades, el cual es el punto P, para la barra BD. De la figura 1.17 tenemos
que BP, = Lsen75° y DP, = Lsen15°
La velocidad angular de la biela BD es:

V,
0 = 8 — 2\/§rm0 :2,928r—®
BP, Lsen75 L

V, =g, DP, = 0,758rw

La velocidad angular del balancin DC es:

o - Vo _1,072ro
" DC 4r+L

Donde:

_ 2r+Lsen30° 4r+L

DC =
sen45° J2
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PROBLEMA 1.20 Determinar el médulo y la orientacion de la velocidad \70 del eje del bloque

movible mostrado en la figura 1.18, si la carga M se desplaza verticalmente hacia arriba con una

velocidad V,, = 8cm/s vy la carga M, se desplaza verticalmente hacia abajo con una velocidad

Vy, =20cm/s. El radio del bloque movible es r =16cm

Ol
Vi
M
Vo
P
AV
Ve
Fig. 1.18

Solucién:

Determinamos la ubicacién del centro instantdneo de velocidades del bloque movible. Para ello,

unimos los extremos de los vectores de las velocidades V, y V;. El punto P de la interseccién de

esta linea con el diametro horizontal AB del bloque se denomina centro instantaneo de velocidades.

La distancia OP y la velocidad angular del bloqgue movible, lo determinamos por las siguientes
relaciones:

VB = VM = (r —OP)oa
VA = V,\,I1 = (r + OP)co
Doénde:

o - velocidad angular del bloque movible

Dividimos la primera ecuacion entre la segunda y obtenemos:

Vy r-0°P
Vy, r+OP
Reemplazamos valores:
8 16-0P
20 16+0P
De donde:
OP =6,857cm
Luego, despejamos la velocidad angular, obteniendo:
Vu 8

o= = =0,875rad /s
r-OP 16-6,857
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De esta manera, el médulo de la velocidad V,, sera:

V, = (OP).o = 6,857.0,875 = 6cm /s

PROBLEMA 1.21 Un mecanismo compuesto por un balancin O;A, el cual se inicia en el punto O; y
transmite a través de la biela AB el movimiento a la manivela OB, que se apoya en el punto O. En
dicho punto se encuentra una rueda |. La biela AB termina en la rueda Il, la cual est4 unida

firmemente a la biela. Determinar la velocidad angular de la manivela OB y la rueda I, en el momento
cuando o =60°, p=90°, si r, =r, =30./3cm, O,A=75cm, AB=150cm Y la velocidad angular

del balancin ®, = 6rad/s

Fig. 1.19

Solucién:

El balancin O;A realiza un movimiento giratorio alrededor del punto O4, por ello que la velocidad
V, L O,A y se orienta en la direccién mostrada en la figura 1.19.
La biela AB junto con la rueda Il realizan un movimiento planoparalelo. La posicién del centro

instantaneo de velocidades se determina por la intersecciéon P, perpendicular a los vectores \7A y

V.
En base a la ley de distribucién de velocidades respecto al centro instantaneo de velocidades, se
tiene:
Vg BP
V, AP
Siendo:

V, =(0,A).0, = 75.6 = 450cm /s

BP = (AB)tg60° =150-/3cm

cos60° 05
Reemplazamos valores y obtenemos:
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V, = vA.i'; = 450.150*@

La velocidad del punto C de la rueda Il, unida firmemente a la biela AB, se determinara por la

=225./3cm/s

siguiente relacion:

Ve _CP
VB BP
Siendo:

CP = BP - BC =150-/3 —30-/3 =120-/3cm

De esta manera:

V, = vB.gE = 225./3.

5

120
=180-/3cm/s
1503

La velocidad angular de la rueda | sera:

V. 180./3
W =—=-=
OC 30.3

La velocidad angular de la manivela OB se determinara asi:

o Ve 22583
oB OB 60\/5

=6rad/s

=3,75rad /s

PROBLEMA 1.22 La rueda se desplaza sin friccion por el plano inclinado mostrado en la figura 1.20.

Determinar las aceleraciones de los puntos M; y M,, si en un determinado momento, la velocidad del

centro de larueda es V, =1m/s y su aceleracién a, =3m/s?. El radio de la rueda es R=0,5m

Fig. 1.20

Solucion:

La aceleracion de los puntos M; y M, se determinan de las formulas de distribucion de aceleraciones.
Como polo consideramos el punto O, debido a que son conocidos su velocidad y aceleracion.

De esta manera, se tendra:

— _ n T
Z-,IM1 =4, +HM10 =4, +HM10 +HM10

— — n T
HMZ =4, +aM20 =d, +HM20 +HM20
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El punto M; se denomina centro instantaneo de velocidades, por ello, la velocidad angular de la
rueda es:

La aceleracion angular de la rueda seré:

Lo _d(V)_1av,_a,
Codt dt "Rdt R

En el momento indicado en el problema, se tendré:

R

=2rad/s

w=

(63}

o= =6rad/s’
5

05

3

Luego, determinamos las aceleraciones normal a”,\,I10 y tangencial @y ,
ay, = Ro’ =0,5.2* =2m/s?

ay,, =Ra=05.6=3m/s’

Como OM, =0OM, =R, entonces se tendra:

ayo =y, = 2m/s?

ay0 =@y =3m/s’

De esta manera, las aceleraciones en los puntos M; y M, seran:

ay, = \/(ao —a,ﬁ,llo)2 +(a’h‘,,10)2 =ay, =2m/s’

v, = \/(ao +ar|:/|20)2 +(a:v|20)2 =+/3+2)" +3° =583m/s*

La aceleracién del punto M; se orienta de dicho punto hacia el centro de la rueda.

PROBLEMA 1.23 La manivela OA de longitud 0,1m gira uniformemente alrededor del punto O con
una velocidad angular @, = 5rad/s y genera el movimiento de la biela AB de longitud 0,5m. La
corredera B se mueve linealmente y en forma horizontal. Determinar las aceleraciones de los puntos

By M, si AM=BMy el &ngulo AOB=90°

< ?
Va
Y3, M
B
L
0% ________________________ < |_|—I >
ay, Ne T ag
Fig. 1.21



Solucioén:
Como las velocidades de los puntos A y B de la biela son paralelos, quiere decir que la biela realiza
un movimiento de traslacion instantanea y su velocidad angular en dicho momento es cero. Es por

ello, que el centro instantaneo de aceleraciones de la biela AB se encuentra en el punto de
interseccion de las perpendiculares de las aceleraciones d, y dg.
Por cuanto la manivela OA gira uniformemente, entonces se tendré:
2 2 2
a, =(0A).o; =01.5° =25m/s

Las aceleraciones de los puntos de la biela son proporcionales a las distancias al centro instantaneo
de aceleraciones.

aa — dgp — Ay

AQ BQ MQ

De la figura 1.21 determinamos las distancias AQ y MQ

AQ=./(AB)? — (OA)? = ./0,5? 012 =0,49m

MQ= ﬁ: 05 =0,25m
2 2
Reemplazamos valores en la formula anterior y obtenemos:
a, = I\/I—QaA = %.2,5 =1,28m/s”
AQ 0,49
ag = @aA = E.Z,S =0,51m/s’
AQ 0,49

La aceleracion a,, es perpendicular al tramo MQ

PROBLEMA 1.24 La manivela OA de longitud 0,2m gira uniformemente con una velocidad angular
W, =10rad/s y genera el movimiento de la biela AB de longitud 1m. La corredera B se mueve por

el eje vertical. Determinar la velocidad angular y aceleracién angular de la biela, asi como, la

aceleracion de la corredera B en el momento cuando la biela y la manivela son mutuamente

perpendiculares y forman con el eje horizontal angulos y=n/4 y B=n/4




Solucioén:
El médulo de la velocidad del punto A es:

V, =(0A).», =0,2.10=2m/s

El vector de velocidad del punto B esta orientado en el gje vertical.
El centro instantaneo de velocidades de la biela AB se encuentra en el punto Pag, que se obtiene por
la interseccion de las perpendiculares de las velocidades en los puntos A 'y B.

La velocidad angular de la biela AB es:

VA
Wpg = ——
" AP

Por cuanto Y =3 =7/4, se tendré:

AP=AB=1m
O = =2rad/s
La aceleracion del punto A seré:
V2 22
a,=aj) =—~="_=20m/s’

OA 0,2

Dicha aceleracion se orienta de A hacia el punto O.
La aceleracion de la corredera B se va a determinar en funcién de la formula de distribucion de
aceleraciones, teniendo en cuenta que se orienta en el sentido vertical.

Para ello, elegimos al punto A como polo y determinamos:
dg =dp +dgy =dp +anBA +dga
Siendo:
ap, = (AB).wag =1.2° =4m/s®
apa = (AB).05p
La orientacion de las aceleraciones a3,y 85, Se muestran en la figura 1.22

Para determinar el médulo de la aceleraciéon ag,, proyectamos la igualdad vectorial en el eje
horizontal OX y obtenemos:
(o] n (o] T (o]
—a,Cc0s45” +ag, c0s45” +ag, cos45” =0
T n 2
ag, =8, —ag, =20—4=16m/s
De esta manera, la aceleracion angular de la biela AB sera:
ag 16
Ong = —~ =—"=16rad/s’
AB 1
El médulo de la aceleracion de la corredera B lo determinamos proyectando la igualdad vectorial en

la direccion de la biela AB, obteniendo:

n

o]
ag C0s45” =ag,
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_agy, 4
cos45°  1/-2

=4./2 =5,66m/s?

ap

PROBLEMA 1.25 El cuadrado ABCD de lado 2cm realiza un movimiento plano. En cierto momento

la aceleracion de los extremos Ay B son a, = 2cm/s? y ag = 4xﬁcmlsz, respectivamente y

estan orientadas en las direcciones mostradas en la figura 1.23. Determinar la velocidad angular y

aceleracion angular del cuadrado, asi como la aceleracion del punto C

AY
A —< B
A
ay % Yaz,
AT,
aks X
N < C I>
Fig. 1.23

Solucioén:
Por condicién del problema, las aceleraciones de los puntos A y B son conocidos. Es que elegimos

el punto A como polo y obtenemos:
n
dg =8, +dgy =d, +ga +8pa
Siendo:
2

aga = (AB).o

apa = (AB).a
La aceleracién normal va de B hacia A y la aceleracion tangencial es perpendicular al tramo AB.

Para determinar la velocidad angular y aceleracién angular del cuadrado, proyectamos la igualdad
vectorial en los ejes OXy OY

(o] n
—ag C0s45” =—ag,
0 T
—azsends” =—-a, —ag,
De esta manera:

aL, =ag cos45° = 4x5.12 =4cm/s?

N

ag, =agsends® —a, =4./2.——2=2cm/s’

N
2

Luego:

aga 4
=22 = |—=./2rad/s
*=\AB \g /2
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oc:aﬁ:gzlrad/s2
AB 2

Ahora, determinamos la aceleracion del punto C
— _ n T
aC _aB +aCB _aB +aCB +aCB
La aceleracion normal se orienta del punto C al punto B y la aceleracién tangencial en forma
perpendicular al tramo CB

Para determinar el médulo y direccion de la aceleracion del punto C, proyectamos en los ejes

coordenados OXy OY

Aoy =—ag C0S45° —ag, =-4./2. —2.1=-6cm/s?

1

2

8oy =alg —a,5ends® = 2.(\5)2 —4\5.12 =0
\

5

De esta manera:
ac =+/aly +ag, =6em/s’

Considerando las proyecciones de la aceleracion en C por los ejes coordenados, concluimos que

dicha aceleracion en C va orientada de C hacia D.

1.4 MOVIMIENTO COMPUESTO DEL PUNTO
PROBLEMA 1.26 En un vehiculo que se mueve a la derecha en forma recta con velocidad

V, =0,2m/s y aceleracion a, = 0,492m/s?, se coloca un motor eléctrico, el cual gira de acuerdo

., 2 , . .
a la ecuaciéon ¢ =t“, estando expresado el angulo ¢ en radianes. El radio del motor es 0,2m.
Determinar la velocidad absoluta y aceleracion absoluta del punto A, cuando t=1s, si en ese
momento el punto se encuentra ubicado en la posicion mostrada en la figura 1.24

A

Yl
‘_N V, ---------- TN
0 ) . .
30° g "
A e
| |
f [ ] 2 f [ ] E
Fig. 1.24

Solucién:
Elegimos un sistema movible de coordenadas, unido al vehiculo, el cual tiene un movimiento de
traslacion. En consecuencia, el movimiento del punto A es de traslacion. El punto se mueve por el

circulo con centro en O y radio r=0,2m
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La velocidad absoluta del punto A es la suma de la velocidad de arrastre y de la velocidad relativa.
V, =V, +V,
Siendo:
V, =V, =0,2m/s

o= _ 5
dt
Cuando t=1s tendremos:
®_ =2.1=2rad/s
(Vr )tzls =0,22= 0,4m/S

La velocidad absoluta del punto A, lo determinamos por el teorema de cosenos.

Va = /VZ+V? +2V,V, c0s60° =./0,22 +0,4% +2.0,2.0,4.05 = 0,53m/s

La aceleracion absoluta del punto A, lo determinamos por el teorema de superposicion de

aceleraciones.
d, =d, +d, +4d,
Como el movimiento es de traslacion, entonces la aceleracién de Coriolises d, =0
_ _ n T
d, =d,+d, =4, +d, +4d,

El médulo del vector de aceleracién absoluta, lo determinamos por el método de proyecciones,
mostrado en la figura 1.25

AY,
\Aaa
A/__\
at
a
A a,
Fig. 1.25

Del gréfico tenemos:
Qpx, =8, +a;c0os60° —af cos30°
Ay, =a,5en60° +a sen30°
Siendo:
a, =a, =0,492m/s?

a’ =ro” =0,2.2> =0,8m/s’
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a’=ro=022=0,4m/s’
Dénde:
dt?  dt

Ahora, determinamos los valores de las proyecciones de la aceleracion absoluta en los ejes OX;Y;

1 B

A, =0,492+04.7 ~08.°

3 1

Apy, = 0,4.7+ 0,8.E =0,746m/s?

El médulo de la aceleracion absoluta del punto A sera:

=2rad/s?

0

a = \/(anl J +(an, f =0746m/s?

Su orientacién es por el eje OY3, tal como se mostro en la figura 1.25

PROBLEMA 1.27 Por el radio de un disco que gira alrededor del eje O,0, con velocidad angular
® = 2t(s™), se mueve un punto M del centro de disco al borde por la ley OM = 0,4t?(m). El radio

OM forma un angulo de 60° con el eje 0,0, . Determinar la velocidad y aceleracion absoluta del

punto M, cuando t =1s

AZ, ar
V.
MY
yIIInig 0 a,ne a: o, Ly
e ' 'Yl
ITTTTTTIIIIIT 60 ~a /777
0O, a. 0O,
Xy
Fig. 1.26

Solucién:
Elegimos un sistema movible de coordenadas OX;Y1Z;, unido al disco y que gira junto con el.
La velocidad absoluta del punto M es:

V,=V,+V,
Donde:

V, - velocidad de transporte del punto M durante su giro con el disco

V, - velocidad relativa del punto M debido a su movimiento lineal por el radio del disco
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El médulo de la velocidad de transporte sera:

2[

V, = (OM)sen60° o, = 0,4t* —— 3 3 do = 0,4t 22t = 0,4t/3 (m/s)
2 dt

Cuando t=1s se tendra que V, =0,693m/s y esta orientado en forma perpendicular con el plano

del disco en la direccion del giro.

El médulo de la velocidad relativa sera:

_ d(OMm)
- d

=0,8t (m/s)

r

Cuando t=1s se tendra que V, =0,8m/s

Como V, L V,, se tendra que la velocidad absoluta es:

V, = [V2+V? =./0,6932 +0,8% =1,06m/s
La aceleracion absoluta la determinamos por la ecuacion:
a,=4,+d,+d, =4, +a,+4d, +4a,
El médulo de la aceleracion relativa es:
, _av, _d*(om)
Todt dt?

La aceleracién relativa es constante y esta orientada por el radio desde el centro O

=0,8m/s®

La aceleracién de transporte esta formada por su aceleracién normal y tangencial.
_ =N T
a, =4da, +4d,
El médulo de la aceleracién normal de transporte es:

23

a! = (OM)sen60° w? = 0,4t (2t) =0,8./3t* (m/s?)

Cuando t=1s, se tendra a, = O,8xE =1386m/s?

La aceleracién angular del movimiento de transporte sera:

ae:dm —d(p 2rad /s’
dt  dt?

Por cuanto o,>0, la orientacién de la aceleracién tangencial concuerda con la velocidad de

transporte y su médulo es:

0al

a, = (OM)sen60° o, = 2=0,693m/s®
La aceleracion de Coriolis sera:
a, =20,XV,
Siendo su médulo:
. =20,V.sen(®,"V,) = 2.2t.0,8tsen60° = 3,2t* £ =1,6t-/3 (m/s?)
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Cuando t=1s serd a, = 1,6./3 =2,771m/s?
El médulo de la aceleracion del punto M lo determinamos por el método de proyecciones.

a, =a;+a, =0,693+2771=3464m/s*

ax

a,, =a,c0s60°=08.05=04m/s’

ay
a, =-al +a,sen60° =-1386+ 0,8£ =-0,693m/s?

az, 2

De esta manera:

a, = \/(aaxl)z +(@y, ) +(ay, )7 =+/34647 +0,42 +(-0,693) =3,555m/s”

PROBLEMA 1.28 Una lamina rectangular gira alrededor de un eje fijo por la ley ¢ = 4(t* —t) rad.
Por la lamina en la direccién de la recta BD se mueve un punto M con una ley de movimiento relativo

s=BM =0,2(t* +2t*) m. Determinar la velocidad y aceleracién absoluta del punto M en el

IZ

momento t =1s

[aN

A D
w(|| B &,
& MmN
Me|C 1
VA
45 \\‘i

B = >Y,
IF A

Fig. 1.27

Solucioén:
Unimos el sistema movible de ejes coordenados con la lamina, la cual realiza un movimiento
rotacional. Para el movimiento rotacional de transporte, la velocidad y aceleracion absoluta lo

determinamos por las férmulas:
V, =V, +V.
a, =d, +d, +4d,
Siendo:
a, =4a, +4a;
El movimiento relativo del punto M es un movimiento lineal por la diagonal BD.

Cuando t=1s setendraque BM=s=0,6m
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Determinamos las proyecciones de los vectores \7r y d, en la direccion BD

V. = ds_ 0,2(3t* + 4t)
dt

r

2
a =95 _026t+4)

"dt?
Cuando t=1s setendrda V. =1,4m/sy a, =2m/s?
La orientacién de los vectores V., y d, se muestran en la figura 1.27

Ahora, determinamos la velocidad angular ®, y aceleracion angular o, del movimiento rotacional

de transporte.

o, = 9 a2t _1)

¢ odt

2
a :d—;P:Srad/s
dt

e

Cuando t =15 se tendra que ®, =4rad/s
Los signos de ®, y o, indican que cuando t =1s, sus orientaciones coinciden con el valor positivo

de ¢

Determinamos la distancia CM
CM = (BM)sen45° = O,Gf = 0,424m

La velocidad y aceleracién de transporte del punto M lo determinamos como velocidad y aceleracion

del movimiento rotacional.

V, =(CM)o, =0,424.4 =1,696m/s

al = (CM)w? = 0,424.4° =6,784m/s?

a; =(CM)a, =0,424.8 =3,392m/s’

La orientacion de los vectores @, y @, se muestra en la figura 1.27

La orientacién de la aceleracion de Coriolis d, = 2®,XV, se determina por el producto vectorial o
por el Principio de Zhukovski.

El modulo del vector @, es:

2

a, =2m,V,sen45° = 2.4.1,4.7 =7,92m/s?

Los vectores \7r y \7e son mutuamente perpendiculares, por ello, se tendra que la velocidad

absoluta es:

Va = \/Ve2 +Vr2 = \/116962 +1’42 = 2’2m/s
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Para la determinacion del moédulo del vector d, se proyectan en los ejes del sistema de

coordenadas.
a, =a;+a, =3392+7,92=11312m/s*

a,, =a,sends’ —a; = 2?—6,784 =-537m/s?
a, =a:sends’ =2-==1414m/s*

2
2

Determinamos la aceleracion absoluta del punto M

8, = [(a,,)" +(a,,)* +(@,,)" = [11312° +(-537)* +1414* =12,60m/s

41



CAPITULO 2
DINAMICA

2.1 DINAMICA DEL PUNTO

PROBLEMA 2.1 Un punto material de masa m se mueve en un plano por la ley
X =acospt
y = bsenpt

Determinar la fuerza que actta en dicho punto.

Solucién:

Si despejamos de la ecuacion el tiempo t, obtenemos la ecuacion de la trayectoria

XZ y2

a’ b?

Esta es la ecuacion de una elipse con polos a y b.

Las proyecciones en los ejes coordenados de la fuerza F, que actua en el punto son:

F.=m Cdliz(
F,=m 22’
Calculamos la segunda derivada de las ecuaciones:
:I:Z( = —ap? cos pt
z; = —bp?senpt

De esta manera, obtenemos las componentes de la fuerza en sus ejes coordenados.
F, =-map? cos Bt = —mp*x

F, =—mbp’senft = -mB’y

_ 2 2 2 2 2
F_\/FX +F =mB° X" +y
La fuerza F estara orientada hacia el centro de la elipse, siendo su forma vectorial |a siguiente:
- - 2 /7 g
F=iF +JF, =-mB°(ix+ jy)
Para determinar su orientacion, aplicamos los cosenos directores:
A Fx
cos(OX"F) = -*
F
F

cos(OY"F) = ?y
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PROBLEMA 2.2 Para trasladar un automovil, la fuerza de traccion crece proporcionalmente al
tiempo en la forma F = kt. Determinar la ecuacién de movimiento del automovil, si en el momento

inicial se encontraba en reposo.

—,

AN
=
X C >
@) O
0 — >
vYP
Fig. 2.1

Solucién:

Orientamos el eje OX por el camino a trasladarse el automovil.

Como ejes de referencia iniciales consideramos la posicion inicial del automovil, el cual sera tratado
como un punto material.

Las condiciones iniciales son:

Sit=0 = x,=0y X, =0

El automévil realiza un movimiento de traslacién bajo la accién de la fuerza F y el peso P, siendo
su reaccion normal R
La ecuacioén diferencial del movimiento del automovil en el eje OX tiene la forma:
d*x
m- - =
dt
d*x
m-— 7=
dt
Si dividimos esta Ultima ecuacion entre m obtenemos:
d’x _k
dt> m

F

kt

t

De esta manera tenemos, que la fuerza F, actuante en el punto, solo depende del tiempo t
Consideramos que:
O _y
dt
Reemplazamos esta relacién en la integracion de la ecuacion diferencial y obtenemos:
dv _k,

da m
De donde:

dV = —tdt
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Integramos esta ecuacion, obteniendo:

v= K¢
2m
Luego:
dx_ k.
dt 2m
De donde:
dx = < tedt
2m

Integramos y obtenemos:

X k t
!dx:zmgtzdt

X = Lt3
6m

Esta Ultima es la ecuacion de movimiento del automaévil debido a la fuerza de traccion.

PROBLEMA 2.3 Un punto material de peso P es lanzado desde la superficie terrestre hacia arriba
con una velocidad V, y se mueve bajo la accién de la fuerza de gravedad. Determinar la velocidad

del punto en funcién de la distancia hasta el centro de la tierra.

0
Fig. 2.2
Solucién:
En este problema la fuerza actuante en el punto, depende de la distancia x y del radio de la tierra R

_ mgR?

XZ

F

De esta manera, la ecuacion diferencial del movimiento del punto en el eje OX sera:
d’x  mgR?
m- ==
dt X
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Simplificamos m y obtenemos:

d’x _ grR?

dat? ~ x2

Consideramos que:

d’x _dv_dv dx_ dv
dt> dt dx dt dx

De esta manera se tendra:

_R’

X2

VdV = dx

Integramos y obtenemos:

\4 de
J'VdV:—gRZIX—

2
v, R
V72_V702:gR2 l_l
2 2 X R

1 1
V2 +20R?| = - =
SR -2

De donde:

V=

|

2.2 TEOREMA DEL MOVIMIENTO DEL CENTRO DE MASA
PROBLEMA 2.4 Determinar la presion sobre el terreno que ejerce una bomba de extraccion de
agua, si el peso de la maquina D y su cimiento E es P, el peso de la manivela OA es P,, el peso del

bastidor y del piston es P;. La manivela OA gira uniformemente con una velocidad angular ®

51 4 Cl ﬁl E
L177777777TTTTTTTTTTT I 7 3 T AT T TTTT777777777777
\A4 R
Fig. 2.3

Solucién:

En tal sistema actlan las siguientes fuerzas externas:

P,,P,,P, - pesos de las partes de la bomba
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R - reacciéon normal del cimiento

R, - reaccion tangencial del cimiento
Los pesos P,,P,,P, acttan en los centros de gravedad C;, C,, Cs, tal como se muestra en la figura

2.3
Orientamos el gje OY en la direccidn vertical hacia abajo, siendo su inicio el punto O

El bastidor y el piston se mueven por la ley Yc, =acos ot

La manivela OA realiza un movimiento giratorio, siendo su centro de masa C,, el cual se mueve por
lal a cos mt
aley yo = 2 0

Las coordenadas del centro de gravedad son:

Y, =L, =const
Yc, =L +acosot

Siendo:
L - magnitud constante
Para determinar la presion de la bomba en el terreno, planteamos las ecuaciones diferenciales del
movimiento del centro de masa en el eje OY
My. =P, +P, +P, -R
Determinamos la coordenada del centro de masa:

a
m,L, +m, Ecos ot . m, (L +acos ot)

M M

Ye =

Siendo:
M=m,+m,+m,

De donde:

2

am
M. cos ot m,an’ coswt  am’ cos wt(m, +2m,)

M M 2M

Ve=—
Reemplazamos y obtenemos:
R=P+P,+P;+ M, + oMy +22m3 aw’ cosot =P, +P, +P, + Py +2Ry ergzp3 am” cos ot
La maxima presién de la bomba sobre el terreno se dara cuando el punto se encuentra en la

posicion inferior, siendo COSmt =1 y serd menor cuando se encuentre en la posicién superior,

siendo cosmt =-1

R, =P +P,+P,+ 2 %P1 a7
R, =P +P,+P,— 2 2,0
29
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PROBLEMA 2.5 En el plano inclinado FG de un prisma de cuatro lados, desciende un bloque A de
peso P, =100N, el cual transmite el movimiento al bloque B de peso P; =60N . Determinar el
desplazamiento del prisma DEFG de peso P =200N por el plano liso horizontal, si el bloque A se

ha desplazado en el plano inclinado una distancia de 1m. Considerar que en un inicio el sistema se

encontraba en reposo.

AY B
b
T
B
A
L
D E—
0 D G >
L1TTTI7TITTTTTTTTTTT 7T 7T 7T 77T 77T 7T 7777777777777 X

R
Fig. 2.4

Solucién:

Las cargas externas actuantes en el sistema son:

P, - peso del bloque A
Pg - peso del bloque B

P - peso del prisma
R - reaccion del plano liso horizontal
n
Como todas las fuerzas son perpendiculares al eje OX, se tendra Z F,=0
i=1
Es por ello, que X = CONSt y como en un inicio el sistema se encontraba en reposo X, =0
La posicion del centro de masa del sistema se determinard por la siguiente ecuacion
— mlxo + mAXOA + mBXOB
m+m, +mg

XOC

Siendo:

X0 Xoa1 Xog - coordenadas del centro de gravedad de cada uno de los cuerpos
m, m,, Mg - sus correspondientes masas

Suponemos que si el bloque A descendié por el plano inclinado una distancia S =1m, entonces el
prisma se desplazo hacia la derecha una longitud L. De esta manera, el centro de masa del sistema
C se determinara de la siguiente manera.

~ (Xo +L)m+(Xpa +L+5€0560°)M, + (X g + L+S)Mg
m+m, +mg

1C
Como X, =const, se tendré que X, = X, , entonces:
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2.3

mL+(L+;sjmA +(L+s)mg =0
También puede ser expresada en funcién de los pesos
PL+(L+;SJPA +(L+s)P; =0

De donde:

L__ S(Pa+2P) _ 1(100+260) o400
2(P+P,+P;)  2(200+100+60)

El signo (-) indica que el prisma se desplaz6 en la direccion opuesta a la elegida.

TEOREMA DE LA VARIACION DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO

PROBLEMA 2.6 Para determinar el peso de un vagén de un tren, se colocé un dinamoémetro. La
medicion media del dinamémetro en 120s fue 987,84kN. En este tiempo el vagon alcanzé una
velocidad de 16m/s. Considerar que en un inicio el vagén se encontraba en reposo y que el
coeficiente de resistencia al movimiento es k=0,02

AN

AT
<!
\aut

Solucién:

Considerar que el vagoén realiza un movimiento de traslacién y lo expresamos como un punto
material.

En el vagén actlan las siguientes fuerzas:
F - fuerza de traccion del vagon

P - fuerza de gravedad

N - reaccién normal

R - resistencia al movimiento

Basado en el Teorema de la variacién de la cantidad de movimiento del punto material, en la
proyeccion del eje OX se tendré:

t
mvV —mV, = j(F— R)dt
0
Reemplazando el peso e integrando, se tendré:

:(V_VO) =(F-R)t
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Considerando que V, =0 y R =KkP, obtenemos el peso del vagén

p_ Ftg _ 987,84.120.9,81 _ 29407 38kN
V+kgt 16+0,02.9,81.120

PROBLEMA 2.7 Sobre una plataforma horizontal de peso pl se coloca un plano inclinado que

forma un angulo o con la horizontal. Por este plano inclinado se levanta una carga de peso Pz , de

. . 1 ., . o .
tal manera que la distancia varia por la ley S = Eat . Considerar que en un inicio el sistema se

encontraba en reposo. Determinar la velocidad con la que se mueve la plataforma, despreciando la

resistencia al movimiento de la misma.

AY

Fig. 2.6

Solucién:

Tal sistema esta compuesto por dos cuerpos: la plataforma y la carga, siendo las fuerzas externas
gue actlian sobre el sistema las siguientes:

Pl - peso de la plataforma
P, - peso de la carga

N - reaccién normal del plano de apoyo

Como todas las fuerzas son verticales, se tendra:

>F, =0
i1

Si consideramos que en un inicio el sistema se encontraba en reposo, entonces la proyeccion de la
cantidad de movimiento en el eje OX seré cero.

iV1x + Pinx =0
g g

Siendo:

V, - velocidad de la plataforma

V, - velocidad absoluta de la carga
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La carga realiza un movimiento compuesto y su velocidad absoluta es:
V, =V, +V,,
Es por ello, que:
V,« =V, +V,, cosa
Siendo:
V,, - velocidad relativa de la carga

Por condicion del problema es conocida la ley de movimiento de la carga respecto a la plataforma,
por ello se tendré:
ds
Vy ==
dt

V1x = Vl

at

En consecuencia:
V, =V, +atcosa

De esta manera, obtenemos:

iV1 + I:)—Z(Vl +atcosa) =0
g g
De donde:
_ P,atcosa
' P +P,

El signo (-) indica que la plataforma se mueve en sentido opuesto al considerado.

PROBLEMA 2.8 Determinar el médulo y direccidn del vector principal de la cantidad de movimiento
de un elipségrafo, si el peso de la manivela es P, el peso de la regla AB del elipsdgrafo es 2P, vy el
peso de las correderas Ay B es P,. Considerar que OC=AC=CB=L y que los centros de masa de la

manivela y regla estdn en su mitad. La manivela gira con una velocidad angular ®

Fig. 2.7

Solucion:

El vector de la cantidad de movimiento del sistema se puede determinar por la férmula;
—, n —
K=>mV,
i=1
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Siendo:

M, - masa de cada parte del sistema

V., - velocidad de los centros de masa de cada parte del sistema

Este igualdad vectorial es equivalente a dos igualdades escalares.

Kx = Zn:mixi
i=1

K, = Zn:miYi
i=1

En este problema, las partes del sistema son la manivela OC, la regla AB y las correderas Ay B

De esta manera, las coordenadas de los centros de masas de estos elementos son:

X, = Ecos ot Y, = Esenoat
2 2
X, = Lcos mt Y, = Lsenmt
X,;=0 Y, =2Lsenmt
X, =2Lcoswt Y,=0

Las proyecciones de la cantidad de movimiento K en los ejes coordenados son:

Ky =— C;'g‘(5p1 + 4P, )senot

K, = "2"9‘(5P1 +4P,) cos ot

El modulo del vector de la cantidad de movimiento K es:
———5 oL

La direccién del vector K lo determinamos a través del angulo o que forma con el eje OX
A Ky T
cosa = cos(K"OX) = K —senwt = cos §+ ot

De esta manera, concluimos que el vector K es perpendicular a la manivela OC

2.4 TEOREMA DE LA VARIACION DEL MOMENTO DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO
PROBLEMA 2.9 Un elipsografo estd formado por dos correderas A y B de peso P cada una, una
manivela OC de peso P y una regla AB de peso 2P. La manivela OC gira alrededor del eje OZ con
una velocidad angular ®. Determinar el momento de la cantidad de movimiento de este sistema,
considerando que la regla AB y la manivela OC son barras delgadas homogéneas, y que las
correderas A y B son puntos materiales. Considerar OC=AC=CB=L
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Fig. 2.8

Solucién:
Tal mecanismo esta formado por cuatro elementos: manivela OC, regla AB, correderas A y B. Es
por ello, gue el momento de cantidad de movimiento de este sistema respecto al eje OZ es:
_j0c AB A B

L, =Ly +L5 +L5 +L;

El momento cinematico de la manivela lo determinamos por la féormula:
oc _ jocC
L =1"o

Siendo:
I(ZDC - momento de inercia de la manivela respecto al eje OZ

Sabemos que:

oc PL?
19° ="~
39
En consecuencia:
2
LY = Em
39

Como las correderas A y B se orientan por los ejes OY y OX respectivamente, intersecando el eje
0z, se tendra:

A B
L =L =0
El movimiento de la regla AB es planoparalelo y su momento cinematico respecto al eje OZ se
puede determinar por la formula:

L/;B =M, (M, V) + IéBml
Doénde:
M - masa de la barra AB
V. - velocidad del centro de masa C

IéB - momento de inercia de la barra AB respecto del eje que pasa por su centro de masa C y

perpendicular al plano XOY

, - velocidad angular de giro de la barra AB
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|28 _ (2P)(AB)? _ (2P).4L7 B 2PL?
© 129 = 129 = 3g

V. =Lo

2P

M, (M, V.)=M,’0="ol’

La barra AB gira en sentido horario alrededor del centro de masa.
El modulo de la velocidad angular ®, lo determinamos a través del centro instantaneo de

velocidades.

En consecuencia:
2P’ B 2PLl’0  4PL%w
g 39 39

AB _
L =

De esta manera:
PLw® N 4PL%® B 5PL2%wm

L, =
39 39 39

PROBLEMA 2.10 Un equipo experimental C para determinar los momentos de inercia se fija en un
vastago AB, en la cual se une un cilindro de radio R. Sobre el cilindro se une un cable, en cuyo
extremo se carga con un peso P. Despreciando la fricciébn y resistencia del aire, determinar el
momento de inercia del equipo, si la carga ha descendido sin velocidad inicial una distancia h en un
tiempo t. Considerar que el centro de gravedad del equipo se encuentra en el eje del vastago y el

momento de inercia de la barra con el cilindro respecto al eje Z es |y

C
AN, b AN
771 LU
703 |3 E—— ) g—»2z
A B
Q
E
|
ve
Fig. 2.9

Solucién:
Analizamos el sistema formado por el equipo experimental C, cilindro D con la barra y carga E.
Aplicamos el teorema de variacion del momento de la cantidad de movimiento respecto al eje Z

AL, _ e

dt 7
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El momento de la cantidad de movimiento es igual a la suma de los momentos cinematicos del
equipo C, la barra con el cilindro D y la carga E

L, =L +L +L5
Por cuanto LS, = 1S® se tendra:
LY =10
LS = mVR
Siendo:
|§ - momento de inercia del equipo

V = R - velocidad de la carga E

De esta manera:
V

Las fuerzas externas que actian sobre el sistema son:
P - peso de lacarga E

Q - peso del equipo C, barra y cilindro D

Na, N g - reacciones en los apoyos Ay B

Ademas:
MZ(NA) = MZ(NB) = Mz(Q) =0
En consecuencia:
M3 =PR
Reemplazamos dichos valores y obtenemos:

(@+u+mR6;=mw

De dénde:
mQR 2
a=—-—— g >~ = const
17 +1,+mR

Integramos dos veces esta expresion y considerando las condiciones iniciales, tenemos:

_ mgR*t?
2(1S +1, + mR?)
De doénde:
242
o= MR R
2h

PROBLEMA 2.11 Por la cuerda MN de un disco de radio r, el cual gira alrededor del eje fijo vertical,

se mueve una carga con una velocidad u. Cuando la carga se encuentra en el punto M, la velocidad

angular del disco es m, y la velocidad relativa de la carga es cero. Determinar la velocidad angular
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, del disco en el momento que pasa la carga por su posicion media. El peso de la carga es cuatro

veces menor que el peso del disco. La cuerda MN se encuentra a una distancia igual a la mitad del
radio del disco respecto al centro del mismo. Considerar que la carga es una masa puntual y que la

fuerza de friccion se desprecia.

Fig. 2.10
Solucioén:
El sistema material estd compuesto por un disco y una masa puntual, sobre la cual actian las
siguientes fuerzas externas:

P - peso de la plataforma

P/4 - peso de la carga

n
Como ZMZ(EE) =0, entonces L, =const y se puede aplicar la ley de conservacion del
i=1

momento de la cantidad de movimiento del sistema respecto al eje Z
En el momento, cuando la carga se ubica en el extremo M, su velocidad respecto al disco es cero.
Es por ello, que en un inicio se tendré:
L, =10,
Siendo:

I, - momento de inercia del sistema, formado por el disco y la carga, cuando esta en el punto M

_Pr? . Pr?  3pPr?
29 49 49

d
|

c
IlZ V4 IZ

Siendo:

|‘; - momento de inercia del disco respecto al eje Z

I> - momento de inercia de la carga respecto al eje Z

De esta manera, el momento de la cantidad de movimiento del sistema en la posicion extrema de la
carga es:

B 3Pr* o,

L
1z 4g
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25

El momento de la cantidad de movimiento del sistema en la posicion media de la carga es igual a la

suma de los momentos de cantidad de movimiento del disco y la carga respecto al eje Z

d c
Lzz = Lzz + Lzz

Siendo:
2
T Pr< o,
2Z —
29
L, =m, Ve
2Z 2 Va 2
Doénde:

V, - velocidad absoluta de la carga

m, - masa de la carga

Como la carga realiza un movimiento compuesto, se tendra:

a

r
VC:EO‘)Z—'_U

De esta manera:

Pr o, Pr(r } 9Pr’w, Pru
= +—| —m,+U|= +
29 8g\2 169 89

Como L, =L,,, setendré:

3Prfm, 9Prfm, L Pru

49 169 89

De dénde:
4 2u

0, =—0

3 9r
TEOREMA DE LA VARIACION DE LA ENERGIA CINETICA
PROBLEMA 2.12 Una carga se sostiene de un cable de longitud L y se lo deja caer sin velocidad

inicial desde la posicion My, es decir, cuando forma un angulo @, con la vertical. Determinar la

velocidad de la carga en el momento cuando el cable forma un angulo ¢ con la vertical.




Solucioén:

Aplicamos el Teorema de variacion de la energia cinética del punto material.
mv? mvy
2 2

Sobre la carga actian las fuerzas:

P - peso de la carga

N - reaccién del cable

El trabajo de la fuerza de la gravedad es:

W = Ph
Siendo:

h=Lcosep—Lcoso, =L(cose—cose,)

Como V, =0 se tendra:

2
m\2/ = PL(cos ¢ —cos¢,)

De dénde:

V = /29l (cos p —cos ¢,)

PROBLEMA 2.13 Determinar la velocidad inicial, orientada verticalmente hacia arriba, que hace
falta aplicar a un cuerpo, para que se levante una altura H respecto a la superficie terrestre.
Considerar que la fuerza de gravedad es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia
respecto al centro de la tierra.

_ mgR?

X2

F

Despreciar la resistencia del aire.

A

YE
WA

77777
UL

Fig. 2.12
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2.6

Solucién:

Consideramos el cuerpo M como un punto material, sobre la cual actGa la fuerza de la gravedad.

La proyeccion de la fuerza F en el eje OX es:

~ mgR?

X2

I:X

Determinamos el trabajo de esta fuerza durante el desplazamiento del punto M desde My hasta M,

R+H 2 R+H )
WMM = I _mgF; dX=—ng2 J' d)z(zngz[ 1 _1):_ ng H =_ngH
oM, R X R X R+H R R(R+H) R+H

Como en el punto mas alto, su velocidad es cero, entonces, por el Teorema de variacién de la

energia cinética obtenemos:

_mVy  mgRH
2 R+H

20RH
V =
® YR+H

MOVIMIENTO ROTACIONAL DE UN CUERPO SOLIDO RESPECTO A UN EJE FIJO

PROBLEMA 2.14 Un cuerpo sélido que se encontraba en reposo, empieza a girar alrededor de un

De donde:

eje fijo con momento constante M, surgiendo un momento de la fuerza de resistencia M, el cual es
. . . . )3T 2

directamente proporcional al cuadrado de la velocidad angular de giro del cuerpo sélido M, = a»”.

Determinar la ley de variacion de la velocidad angular del cuerpo, si su momento de inercia respecto

al ejede giroes I,

>
ANN\Y
T;Uv
<

vs)
pell
@

T
©«
N
=
w

Solucién:
Escribimos la ecuacion diferencial de movimiento rotacional de un cuerpo solido alrededor del eje
fijo.

do

. =
Z dt

e
M z
Siendo:

I, - momento de inercia del cuerpo alrededor del eje Z
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MeZ - momento principal de las fuerzas externas, que actiian en el cuerpo respecto al eje Z

® - velocidad angular

De acuerdo a las condiciones del problema:

Reemplazamos y obtenemos:

do

|— =M - oo’
dt
Esta es una ecuacion diferencial de primer orden con miembros separados.
De doénde:
do  dt
M-aw® |

Integramos considerando las condiciones iniciales, determinando la ley de variacion de la velocidad

oo /ﬁekt—l
Vo e+1

2
k= T\/och

angular.

Doénde:

PROBLEMA 2.15 Un disco circular homogéneo de radio r, realiza una vibracion alrededor de un eje
horizontal fijo, perpendicular al plano del disco y que pasa por el punto O, siendo la distancia del eje
del punto O hasta el centro de gravedad C del disco igual a r/2. Determinar la ley de movimiento del

disco para vibraciones pequefias, asi como su periodo de esta vibracion. En el momento inicial el
angulo @ de desviacion del disco respecto a su posicion de equilibrio es igual a @, y su velocidad

angular inicial es cero. Considerar que el peso del disco es P y la distancia OC=a=r/2
Ro

Fig. 2.14
Solucioén:

La ecuacioén diferencial del giro de un péndulo tiene la forma:

, 4o
0 dt?
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Donde:
I, - momento de inercia del disco respecto al eje que pasa por el punto O, perpendicular al plano
del disco.
Para desviaciones pequeiias del disco respecto a su posicién de equilibrio, se cumpliré:
seng = @
La ecuacion diferencial de pequefias desviaciones del disco respecto a su posicion de equilibrio,

tendra la forma:

l,9p+aPp=0
También lo podemos expresar asi:
p+k*@=0
Siendo:
k=2

Esta ecuacion diferencial es de vibraciones arménicas, cuya solucion tiene la forma:
¢ = C,senkt + C, cos kt
Como en el momento inicial =@, y ¢ =0, entonces C, =0y C, =0,
En consecuencia:
¢ = @, cos kt

Esta ecuacion expresa la ley de movimiento de un péndulo debido a pequefias vibraciones. El

T:2n:2nF
K \laP

Por condicién del problema a=r/2, el momento de inercia |, lo determinamos por el Teorema de

periodo de estas vibraciones es:

momentos de inercia de ejes paralelos.

2 2
l, =1, + M(OC)? = I\/I2r+ M(rj

2
_ |29
<= \E
_ 29
P=0, COS(\/;IJ

T=2TC/3T
1129

_3Mr* _ 3pr?
4 49

Es por ello, que:

El periodo del disco:
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2.7 MOVIMIENTO PLANOPARALELO DEL CUERPO SOLIDO
PROBLEMA 2.16 Una llanta de un automoévil sube por una pendiente que forma un angulo o con la
horizontal. En la llanta de peso P, actia un momento giratorio M y una fuerza F. En un inicio la

llanta se encontraba en reposo. Despreciar la resistencia al movimiento de la llanta. Determinar la

ley de movimiento del centro de masa y su aceleracion.

Fig. 2.15

Solucioén:
Durante el movimiento de la llanta, sobre ella actlan el momento giratorio M, el peso P, lafuerza de
friccion F, y la fuerza de resistencia F
Se considera positivo el &ngulo de giro en sentido horario.
La direccion positiva del eje OX concuerda con la direccidén del movimiento del centro de la llanta C.
El sistema de coordenadas X;CY; se mueve en forma de traslacion con el centro de masa.
Planteamos la ecuacion diferencial del movimiento planoparalelo de movimiento de la llanta.
P d’x.
g dt?

=F, —Psena —Fcosf3

d2
Z tyzc =Fsenp—Pcosa +R

d2()
IC 71:2 = M—Fr—Ffrr
Siendo:

d2Yc _
dt?

Reemplazando obtenemos:
R =Pcosa —Fsenf

Aplicando la condicion de movimiento de la llanta sin deslizamiento
Xe =10
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Ademas:

P d?
7r7;P: F. —Pseno — Fcosf3
g dt
Si dividimos esta ecuacion entre la tercera de la parte inicial del problema, tenemos:
F, —Pseno—Fcosf _2
M-Fr—-F.r r

De dénde:
F. = ;(ZM + Pseno. + Fcos 3 — ZFJ
r

Reemplazamos en la primera ecuacion del inicio del problema, obteniendo:

d*X Zg(M j
= _—~| — —Pseno — F(1+ cos
dt2 3P\ o~ F( P)

Integramos la ecuacion diferencial considerando las condiciones iniciales y obtenemos la ley de

movimiento del centro de masa.
M
Xe = 9M_ Pseno. — F(1+cosp) |t
3P\
De esta manera, deducimos que el centro de masa se movera con aceleracidén constante.

29( M
ac = ?,g[r_ Pseno. — F(1+ cos B)j

PROBLEMA 2.17 Un cilindro homogéneo circular de peso P, ha sido enrollado en su parte media por
un cable delgado, cuyo extremo estd unido a un apoyo fijo. El cilindro cae sin velocidad inicial,
desenrollandose el cable. Determinar la velocidad del eje del cilindro, después de haber alcanzado

una altura de caida h, su aceleracién y fuerza tensional T del cable.

uy
Co
2P»X
—R> A \ h
C .
K > X
P
Y_
vic
VVc A
le
Y
Fig. 2.16

Solucién:

En el cilindro acttan el peso P del cilindro y la reaccién R del cable. Bajo la accién de estas
fuerzas, el cilindro realiza un movimiento planoparalelo. Para resolver este problema, planteamos las

ecuaciones diferenciales del movimiento planoparalelo.
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El movimiento planoparalelo del cilindro se puede analizar como rotacional alrededor del eje, que
pasa por el centro instantaneo de velocidades K.

La velocidad angular del cilindro sera:

V,
0=
r
Donde:
V. - velocidad del eje del cilindro
La aceleracion angular es:
do 1dV. ag
o=—=— = -
dt r dt r
Si reemplazamos esta relacion en la tercera ecuacion del inicio de esta pagina, obtenemos:
Pr* a
— —S=Rr
29 r
Pa. _
29
’y
Considerando que dtzc =4a., reemplazamos en la segunda ecuacion del inicio de esta pagina y
obtenemos:
P
—a. =P-R
g
Si resolvemos estas dos Ultimas ecuaciones, obtenemos:
1
R=-P
3
2
ac = gg
De esta manera, la tensién del cable es:
1
T=R=-P
3
Sabemos que:
_dv,
© dt
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V =dyC

© dt
Es por ello, que:
dv. 2
gt 39
Ve = ;gt +C,

La coordenada Y. lo determinamos por la ecuacion diferencial.

dy. 2
=g +C
dt 3gt+ !

Integramos y obtenemos:
2
Ye = g’; +Ct+C,

Para determinar las constantes de integracion C; y C,, aplicamos las condiciones iniciales.
Si t=0, entonces Y. =0, y. =0

Reemplazamos estas condiciones en las férmulas anteriores y obtenemos:

C,=C,=0
_g®
Ye 3
2
yczggt

. , 3h
Entonces, si Y. =h, se tendra que t = 1 E

Es por ello, que la velocidad del eje del cilindro, después que descendi6 una altura h sera:

2 [3h 2
V. =g |7 =% [3g
c 39\9 3\9
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CAPITULO 3
DINAMICA APLICADA A LA INGENIERIA ESTRUCTURAL

3.1 MOMENTOS DE INERCIA DE MASA

PROBLEMA 3.1 Para la barra esbelta mostrada en la figura 3.1, determinar los momentos de

inerciade masa |, e I,.

Fig. 3.1

Solucioén:
Determinamos el momento de inercia de masa respecto al eje Y

L 2
l, =J'x2dm=T.|.x2dx=m:|;
m 0

Siendo:
dm = mdx
L

Ahora, determinamos el momento de inercia de masa respecto al eje Y’

N m(LJZ mL? mL?  mL?
L -

2

3 4 12

1,

PROBLEMA 3.2 Para la lamina rectangular delgada mostrada en la figura 3.2, determinar los

momentos de inercia de masa respecto a los ejes XYZy X'Y’Z'.

"b\;)Z\‘l

J/

Fig. 3.2
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Solucioén:
Determinamos el momento de inercia respecto al eje X, para ello, elegimos un sector paralelo al eje
X de longitud “b” y ancho dy.

La masa del sector sera:

dm = ybdy
Siendo:
m
" bh
De esta manera, tenemos:
h 2
I = r{yzdm =r:£y2dy= m;

En forma andloga se obtiene el momento de inercia de masa respecto al eje Y

mb?
Iy = T
Ahora, determinamos el momento de inercia de masa respecto al eje Z
mh? . mb? _ m(b? +h?)
3 3 3

Finalmente, determinamos los momentos de inercia de masa respecto a los ejes paralelos X'Y’Z’,

=1+, =

gque pasan por el centro de masa de la [amina.

N _m(th_mhz_mhz mh?
) 3. 4 12

2

[bjz mb? mb?  mb?
=ly,-m - —

3 4 12
mh? . mb?> _m(b®+h?)
12 12 12

PROBLEMA 3.3 Para la lamina rectangular delgada mostrada en la figura 3.3, se pide determinar el

momento de inercia de masa respecto a su diagonal.

AY

7y

B

o
2b > X
v
< 2a >
Fig. 3.3
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Solucioén:
Los ejes XYZ son ejes de inercia centrales y principales, debido a que el cuerpo es simétrico
respecto a estos ejes.

Del gréafico tenemos:

a
cosoL = ———
\/a2 +b2
b
cosf =

\/a2 + b2

cosy =c0s90° =0
Siendo o, B y y los &ngulos que forman con los ejes X, Y, Z, respectivamente.
De acuerdo a los resultados obtenidos en el problema anterior, tenemos:

_ mb?

|
3

m(a® +b?)
I, 73
Aplicamos la férmula de momento de inercia de masa respecto a cualquier eje y obtenemos para el

caso especifico de la diagonal su momento de inercia |

I, =1, cos®a+1l, cos’B+1,cos’y
| = mb?( a? . ma’( b?> )  2ma’b?
3 (a?+b? 3 la?+b?) 3(a?+b?)

PROBLEMA 3.4 Para la lamina triangular delgada mostrada en la figura 3.4, se pide determinar los

momentos de inerciade masa I, I, I, I, e |,

YAY’
S > ‘
! I 2hi3
dy / \
C —» X
Y h/3
@) \ 4 > %
< 2a >
Fig. 3.4

Solucién:
Determinamos el momento de inercia de la lamina respecto al eje OX y en calidad de area

PR

elemental elegimos la zona sombreada paralela al eje OX, cuya longitud es “s” y ancho dy.
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La masa del area elemental es:

dm = ysdy
Siendo:
m
Tan
De la relacion de tridngulos obtenemos:
s h-y
2a  h
De donde:
s=22(h-y)

Considerando que todos los puntos del area elemental se encuentran a la misma distancia del gje

OX, obtendremos:
2m mh?
I = [y?dm="2y? (h—y)dy =~
m h 0 6
Utilizando el teorema de ejes paralelos obtenemos:
L mh? mh? mh?
* 6 9 18

Para determinar el momento de inercia de la lamina triangular respecto al eje OY, consideramos

como sector elemental una barra esbelta de longitud “s”
2

1., m %, 2ma? | . ma
I, =1, ="|sdm=——|s’dy=———|(h—-y)'dy=——
A VT 12ah 3 Y= ane l( ydy="¢

De esta manera:

IZ.=IX.+IY.=$(h2+3a2)

PROBLEMA 3.5 Para el paralelepipedo rectangular mostrado en la figura 3.5, se pide determinar

los momentos de inerciade masa |y, |, e I,

1

:
4 |

]

:

: Ob-nnommmneey ey

2c I -7
| )(A/
5
v |-~ 2a
« 2b .
Fig. 3.5



Solucioén:
Determinamos los momentos de inercia de masa respecto a los ejes OX, QY, OZ, que pasan por el
centro de masa del paralelepipedo de masa “m”

Sabemos que:
l :_[(y2 +2z%)dm
Ahora, reemplazamos el diferencial de la masa:
dm = ydV = ydxdydz

Siendo:

Luego, analizamos la integral triple:

abc
I, = m‘ y(y® +z?)dxdydz = 8ant1)c~[~|;[(y2 +2?)dxdydz

Este integral se puede expresar de la siguiente manera:
m a c b a b c
Iy =—— dejdzjyzdy+ Idxjdyjzzdz
8abC -a -c  -b —-a -b -

Integrando y efectuando operaciones obtenemos:
m
I, =— (b? +c?)
3
En forma anéloga obtenemos:

m
l, = g(az +c%)

m
I =5 @ +7)

VIBRACION LIBRE CON UN GRADO DE LIBERTAD

PROBLEMA 3.6 Sobre un resorte cilindrico con pequefio angulo de inclinacién del espiral se coloca

una masa M = 3.10°Kg . Las dimensiones del resorte de acero son D =12.10?m (diametro del
resorte), d=18.10°m (diametro de la seccion transversal del alambre), n, =8 (nimero de

espirales) y G =0,8.10""N/m? (médulo de elasticidad en cortante). Determinar la frecuencia de

vibraciones libres de la carga, si el paso del resorte es muy pequefio comparado con la magnitud de
la carga.
Solucién:

Determinamos el coeficiente de rigidez del resorte:

K= Gd*  08.10'.18*107*
8D°n, 8.12%10°8

=7,594.10°N/m
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De esta manera, la frecuencia de vibracion libre de la carga seréa:

7,594.10*
®= =5,031s™*
\F ' 3.10°

PROBLEMA 3.7 Determinar la frecuencia de vibracioén libre para la viga de seccién constante sin
peso mostrada en la figura 3.6

m
A B
A @ %
|t a »nla b |
L=a+b
| >
Fig. 3.6

Solucién:

Para determinar la frecuencia de vibracion libre calculamos el coeficiente de rigidez (elastico) “k” de

la viga simplemente apoyada mostrada en la figura 3.6. Para ello, en el punto donde se encuentra la

masa “m”, aplicamos una carga unitaria F =1 (figura 3.7, a) en la direccion del posible movimiento

de la masa, esto es en el sentido vertical (figura 3.7, a) y graficamos su diagrama unitario M,
(figura 3.7, b)

b/LT< a e b Ja/L

B

Fig. 3.7
De esta manera:

M?dx 1(1 ab2ab 1, ab 2 ab 1 a’b? a’b?
Sll:z'[ L = ( b J:

El EI\2 L3 L 2 L 3L El 3L 3LEI
De donde:
-t -2
5, ab

Luego, la frecuencia de vibracion libre seré:
F / 3LEI 1,732 [LEI
I Snm “a%?m ab | m
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PROBLEMA 3.8 Determinar la frecuencia de vibracion libre para la estructura de rigidez constante
mostrada en la figura 3.8

A S -

2

2m

o)

6m 4m

[« >ie >

Fig. 3.8

Solucién:

Para determinar el coeficiente de flexibilidad 0,,, aplicamos en el punto donde esta la masa “m” una

carga unitaria F=1 (figura 3.9, a) y graficamos su diagrama unitario Ml (figura 3.9, b)

a) 6 I_f:1
24—< 24

t 2
H—

e]@)

A 4

6m 4m

[« >ie
6

» - @

Fig. 3.9

b)

De esta manera:

_szdX 1 16636+14424+14234 _104
R I N S S El

De donde:

Luego, la frecuencia de vibracion libre sera:

k El El
"’:xﬁ = 104m :O’Ogg\g
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PROBLEMA 3.9 Determinar la frecuencia de vibracion libre de la viga sin peso mostrada en la figura
3.10, si es de seccidn constante.

AA 3 B
Z
2m 3m /7%7

[« >l q

Fig. 3.10

Solucién:
Determinamos el grado de indeterminacién de la viga.
GlL=R-3=4-3=1
Siendo:
R — ndmero de reacciones en los apoyos.
De esta manera, la viga es 1 vez hiperestatica.
Elegimos el sistema principal (figura 3.11, a), graficando sus diagramas de momento unitario (figura
3.11, b) y de carga (figura 3.11, c)

>
|
I\

ANANANAY
N
3

AN
—>
25
|
H@

Fig. 3.11
La ecuaciéon canodnica sera:

SIle + A’;P =0
Siendo:

. (M))?dx 1 1 2 _ 125
S =S 2_ - 552522
1 ZI El El 2 37 3El

. e (MMdx 2 26
Alp_zj - __6E|(5'2+4'4'1+O)__ﬁ

Reemplazando valores, obtenemos:

X, =0,208
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De esta manera, el diagrama final sera el mostrado en la figura 3.12 y se obtendrd mediante la
siguiente relacion:

M= MIXl + MP
0,96
0,168 :
0,624
Fig. 3.12
Ahora, determinamos el coeficiente de flexibilidad:
2
8=, j MPdx _ i(o,96.0,96 +4.0168.0,168 + 0,624.0,624) + 1 1506042 0,624 =285
El 6El El 2 3 El
Luego:
_ 1 _ El
5,, 0864

En consecuencia:

©= F: B 1076 E!
'm 1/0,864m \'m

PROBLEMA 3.10 Determinar la frecuencia de vibracién libre del sistema mostrado en la figura 3.13,

si k, =18,8.10°N/m, k, =41,2.10°N/m y m = 200kg

Fig. 3.13
Solucién:

Determinamos la rigidez equivalente:

L L 18,8.10°.41,2.10* _ 774,56.10°
° k,+k, 188.10%+412.10*  60.10*

=12,909.10°N/m

De esta manera, la frecuencia de vibracion libre sera:
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4
oo F _ 12,909.10° _ 25,4061
Ym Y 200

3.3 VIBRACION FORZADA CON UN GRADO DE LIBERTAD
PROBLEMA 3.11 Un cimiento rigido de forma cuadrada, tiene una masa m, =6T y transmite una
distribucién uniforme de esfuerzos en 4 resortes iguales, ubicados en las esquinas de la cimentacion

y apoyados sobre un suelo indeformable. Cada resorte tiene un diametro exterior D =16cm y

didmetro de la seccién transversal del alambre d = 2,8cm . El resorte tiene n, = 4 espirales con
modulo de elasticidad en cortante G = 0,8.10*Pa. En el centro de la cimentacién, se coloca una

maquina de masa M, =2T con una masa desequilibrada m_, =0,3m, y con excentricidad

e=8.10"°m, que gira alrededor del eje con una velocidad angular 0, =155rev/min, que

genera una fuerza central P senOt. Determinar la amplitud de la vibracién vertical de la

cimentacion.
Solucién:

Determinamos el coeficiente de rigidez de cada resorte:

Gd* 08.10".28%10°°

k=" ST ~37,510°N/m
8D’n,  8.16%10°4

De esta manera, los 4 resortes que trabajan en forma paralela, tienen una rigidez equivalente a:
k, =4k = 4.37,5.10* =150.10°N/m
La frecuencia de vibracion libre de la cimentacion sera:

k . 4
o= = 1530 10 , =187557
m,+m, 6.10° +2.10

Ahora, determinamos la frecuencia de vibracion forzada:

2 2
o (meoj _ (2.3,14.155) _ 26326

60 60
Luego, determinamos la carga vibratoria P,

P, =m_ 0% =0,3m,0% =0,3.2.10%.263,2.8.10° =1263,4N

El coeficiente dinamico sera:

1 1
Kan =gz = 632~ 248
-7 1-
o’ 187,5

De esta manera, la amplitud de vibracion sera:

2P, Kgin|  2.1263,4.2,48
K 150.10*

e

yméx = 2ycrinlilx = 2Posll‘kdin‘ = = 4’18'10_3 m= 4’18mm
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PROBLEMA 3.12 Determinar la amplitud méxima de vibracion forzada, debido a la accién de la

carga arménica P senft aplicada en la masa “m”, siendo P, =12kN y 0% = 0,50°. Considerar

que la rigidez El es constante en toda su longitud.

P,senot
A im B

/7%7 3m 3m /7%7

[« >l >

Fig. 3.14
Solucién:
Resolvemos por el Método de Mohr, para ello, hace falta graficar el diagrama dindmico final de
momento, debido a la accién de la carga vibratoria (forzada). Luego, en un estado equivalente,
aplicamos una carga unitaria en la masa y graficamos su diagrama de momento. Posteriormente, se
multiplican los diagramas.

En forma practica, tenemos que los diagramas son los mismos, por ello, se multiplican por si mismo.

En la figura 3.15 se muestra el diagrama debido a la accién de la carga F=1

F=1
A B

1,5
3m 3m
| i< >
Fig. 3.15
Siendo:
O, = i.£.3.1,5.g.1,5.2 = 4.5
El 2 3 El
El coeficiente dinamico sera:
1 1
an 0y 1-05
o)
®
De esta manera, la amplitud maxima sera:
45 108
= k., =P8 .k, =12 —2="
ymax yest din 0+-11%din E| EI
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PROBLEMA 3.13 Determinar la amplitud maxima de vibracién forzada de la masa “m” para la viga

simplemente apoyada de rigidez constante y sin peso mostrada en la figura 3.16, considerando

P, =10kN y 0% = 0,60°
P,sendbt
i ;
@

i 7

2m 2m 2m

Fig. 3.16
Solucién:

Como la carga no coincide con la masa, debemos de graficar los diagramas de carga unitaria

(donde esta la masa) y de carga vibratoria o forzada, tal como se muestra en la figura 3.17

P,senbt
;i .
L

2/3
ffl 4/3
2/3
4/3
Fig. 3.17

Luego:

O = 1(1.2.2.2.4+ 1.2.4.2.2J+2(2.4+4.1.1+ 4.2j = E
EIl2 333 2 333) 6EI(33 3 3) O9EIl

El coeficiente dinamico sera:

kdin : 2=1 106=2'5
o)
®
En consecuencia:
28 77,78
. =P8k, =10.—25=""
ymax oY 1F "M din 9E| EI
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PROBLEMA 3.14 Determinar la amplitud de vibracion forzada de la masa “m” del pértico sin peso

mostrado en la figura 3.18, considerando g, =4kN/m, P, =12kN, 0° =0,70° y que es de

rigidez constante.

0senet

1131

o
g

P,senod t%

3m

3m

Fig. 3.18
Solucién:

3m

3m

Graficamos los diagramas de carga unitaria y de carga vibratoria o forzada, tal como se muestran en

la figura 3.19

N —

a) F=1
<&
1,5
3
Fig. 3.19

Luego:

77

b)

36

22,5

36




11,.2,.. 18

O, =—-33.-32=—
El 2 3 El
O = i(O +4.15.225+3.36) = 1215
6El
En consecuencia:
2 1 El
O =
d;;m 18m
El coeficiente dindmico seré:
1 1 10
Ko = eV T1m07 3
at
0)
De esta manera, la amplitud de la vibracién forzada sera:
y . =5 _ 1215 E _ @
max 1F ™ din EI ' 3 EI

PROBLEMA 3.15 Sobre la masa m=60kg cae una masa M =200kg desde una altura
h =0,1m. Graficar el diagrama de momento flector dinamico, determinar la deflexion del pértico en
el punto de impacto y el esfuerzo normal en la seccion mas peligrosa. Considerar una rigidez en

flexion El =12,18.10°kPa.m? y un médulo de resistencia W = 4,84.10*m?®

>

4m

|l
<

3m 3m

I N < E——

Fig. 3.20
Solucién:

Graficamos el diagrama de carga unitaria, tal como se muestra en la figura 3.21 y determinamos el

coeficiente de flexibilidad 9, ,

O, = i.£.3.3£.3+ L.E.S.S.EB = 95 = 9’753 =0,78.10°m/kN
2El 2 3 3El 2 3 El  1218.10
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Fig. 3.21

La deflexion estatica Y., en el punto de impacto, debido a la accion de la carga
P =Mg=200.9,8 =1960N =1,96kN es:
Yo =8,,P=0,78.10°1,96=153.10">m

Determinamos el coeficiente dinamico por la formula:

Ky, =1+ 1+ 2h

[l

201

Reemplazamos valores y obtenemos:

Ky, =1+ 1+

153.10°[ 1+ 20
| 200

Ahora, determinamos la fuerza estatica equivalente aplicada en el punto de impacto.
F =Pk, =1,96.11,08 = 21,717kN

equiv

=11,08

El diagrama de momento flector dinAmico se muestra en la figura 3.22

65,151




3.4

Determinamos la deflexién en el punto de impacto.

y =8,,F,, +8,mg=0,78.10"°21717 +0,78.10°.0,06.9,8 =17,4.10°m =17,4mm
11° e 11

quiv

El esfuerzo normal maximo ocurre en el punto de interseccién de las 4 barras, siendo su valor

debido a la carga equivalente igual a:

o= 65,15l+ M;mg _ 65,151 N 3.0,06.9,81
W W 48410" 48410

=138,25MPa

METODO APROXIMADO PARA LA DETERMINACION DE PERIODOS Y FRECUENCIAS DE
VIBRACION LIBRE EN EDIFICACIONES

PROBLEMA 3.16 En la figura 3.23 se muestra una edificacion de 3 pisos modelada como péndulo
invertido con rigidez constante El =19,321.10"kN.m? por toda la altura y masas a nivel de
entrepisos M, =m, =802,4T y m, =730,5T . La altura de cada piso es 8,25m vy la altura total

del edificio 24,75m. Determinar los periodos y frecuencias de vibracion libre de la estructura.

x Qms

El
'y om.
h, El
h, Om
hy El
¥y v o
Fig. 3.23

Solucioén:

Para determinar los periodos y frecuencias de vibracion libre de la estructura se seguira el siguiente
proceso:

a) Se calcula el determinante:

(Sllml _7‘) 812mz 813ma

0My (822m2 _}”) 0p3M; | =0

831ml 832mz (833m3 _7‘)
Siendo:

3
Sii=j = §; _h)
3E

Sii<j = 8, = h‘|[2hihj+hi(hj—hi)]

6E
sii>j = 8§, :;Ejl[Zhihj+hj(hi —h,)|
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Calculados estos coeficientes, obtenemos la siguiente matriz de flexibilidad (m/N)

0,687.107° 2422.10° 3875.10°
8=|2422.10"° 7,75.10° 1356.10°°
3875.10° 1356.10° 2,616.10°°

b) Resolviendo el determinante, obtenemos una ecuacion cubica de forma:

a\’ —a,\* +al+a, =0

Siendo, para este caso:
a, = 1,39.10°°

a, =1811.10°
a, =0,026
a; =1

Luego, resolvemos la ecuacion clbica y obtenemos los valores A,, A, y A,

A, =0,025
A, =6,233.10
A, =8,781.10°

¢) De esta manera, la frecuencia de vibracion libre sera:

\F 10025 02 =6,3255"
o, = \F 15 233 623310 =0 0555~

1 1 :
L= | = - =106,7165 ™
s 8,781.10

d) El periodo se calculara por la formula conocida:

_2m_ 2314093
' o, 6325
_2m_ 2318 4157
* o, 40,055
2m_ 2314 o oeo
*T o, 106716
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